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Resumo

Nas ultimas décadas, efeitos da competi¢ao na estrutura de tamanho de populagoes
de plantas tém sido objeto de intenso estudo em biologia, ecologia, botanica e agrono-
mia. A variabilidade de tamanho de uma populagao de plantas tem sido caracterizada
principalmente por meio da distribuicao dos tamanhos e de indices relacionados a essa
distribuicao, como o coeficiente de variacdo, a assimetria e o indice de Gini. No pre-
sente trabalho, exploramos uma maneira alternativa de caracterizar a variabilidade
do tamanho de plantas em monoculturas. Para ilustrar o método, utilizamos uma
base de dados contendo a altura de plantas sucessivas em fileiras aproximadamente
lineares em plantagdes de milho (Zea mays L.). Com base nesses dados, investigamos
propriedades estatisticas i) dos tamanhos das plantas; ii) dos incrementos de tamanho
entre plantas sucessivas; iii) das diferencas de tamanho entre plantas sucessivas (valor
absoluto dos incrementos); e iv) dos intervalos de retorno entre diferengas de tamanho
que excedem um certo limite. Além dos indices padrao, utilizamos indices que tém
sido aplicados recentemente no estudo de uma grande variedade de sistemas comple-
x08, como a variacao local, o burstiness e a memoria. Por fim, utilizamos uma analise
das correlagoes entre pares de indices para identificar possiveis redundancias.

Palavras chave: Monoculturas, diferencas de tamanho entre plantas vizinhas,
intervalos de retorno, variagao local, burstiness, memoria.
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Abstract

In the last decades, competition effects in the size structure of plant populations
have been the subject of intense research in biology, ecology, botany and agronomy.
The size variability of a plant population has been characterized mainly through size
distribuitions and related measures like coefficient of variation, skewness and Gini
index. In the present study, we explore an alternative way to characterize the size
variability of plant populations. We investigate a database containing the size of su-
cessive plants along nearly linear rows of maize (Zea mays L.). Specifically, we focused
on statistical properties of 1) plant sizes; ii) size increments between sucessive plants;
iii) size diferences between neighboring plants (the absolute value of size increments);
and iv) return intervals between size differences that exeed a limit value. In addition
to standart measures, we use indices that have been applied recently to study a vari-
ety of complex systems, such as local variation, burstiness and memory. Finally, we
performed a pairwise correlation analysis to identify possible redundancies.

Keywords: Monocultures, size differences between neighboring plants, return in-
tervals, local variation, burstiness, memory.
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Introducao

Sistemas complexos sao usualmente compostos por um grande nimero de partes
que interagem entre si. Em parte devido a essas interagoes, que sao tipicamente nao
lineares, emergem propriedades que nao ocorreriam se cada parte fosse analisada iso-
ladamente. Outras caracteristicas dos sistemas complexos incluem comportamento
irregular (estocéstico ou cadtico) e auto-organizacao [1-3]. A figura 1 ilustra de ma-
neira geral e qualitativa algumas diferencas que costumam ser observadas entre siste-
mas complexos e sistemas simples (ordenados ou desordenados). Em sistemas simples
ordenados é usual observar padroes temporais, espaciais ou estruturais periédicos ou
regulares. Em sistemas simples desordenados, costuma-se observar padroes temporais,
espaciais ou estruturais aleatorios e nao correlacionados. Por outro lado, sistemas com-
plexos tendem a ocupar um estado intermediario entre esses dois extremos — entre o
totalmente aleatorio e o completamente regular ou periddico. Por exemplo, sistemas
complexos podem exibir padroes temporais, espaciais ou estruturais nao triviais tais
como correlagoes de longo alcance, distribuigoes do tipo lei de poténcia e redes livre
de escala. Plantas sao sistemas vivos altamente organizados, compostos por elementos
que interagem entre si. As interacoes ocorrem desde o nivel molecular em um indi-
viduo até o nivel macroscépico, com interacoes entre individuos em uma populagao
de plantas. Essas interagoes tipicamente levam a diversos tipos de comportamento
emergente [4-6].

Populagoes de plantas tipicamente exibem variabilidade de tamanho entre os in-
dividuos que a compoem. A palavra ‘tamanho’ aqui pode se referir a altura, ao peso
seco (biomassa), a producao de sementes, ao didmetro do caule ou a outra caracteris-
tica estrutural da planta. De modo geral, a variabilidade de tamanho dos individuos
pode estar relacionada a fatores tais como diferencas de idade, diferencas genéticas,
heterogeneidade do meio, efeitos de herbivoros, parasitas ou patogenos e competicao.
De modo geral, a estrutura de tamanho dos individuos em uma populacao de plantas
serd o resultado da interacao entre fatores como esses. Em particular, monoculturas
ou plantagoes agricolas costumam ser caracterizadas por individuos de mesma idade
e com genética semelhante. Além disso, a terra é cultivada — de modo que toda a

populacao tenha os nutrientes necessarios para seu desenvolvimento — e empregam-se
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Figura 1: Ilustragao qualitativa de diferencas tipicas entre sistemas complexos e siste-
mas simples ordenados ou desordenados. Fonte: Referéncia [6] (M. Anand, A. Gonza-
lez, F. Guichard, J. Kolasa and L. Parrott, 2010).

técnicas para o controle de pragas. Desse modo, a competicao entre plantas é um fator
que se destaca no ambiente das monoculturas. Nessa direcao, a estrutura de tamanho
de plantas em monoculturas e sua relacao com efeitos de competicao tem sido objeto
de varios estudos em biologia, ecologia, boténica e agronomia [7—26]. A variabilidade
de tamanho pode ter implicagoes para as monoculturas de plantas. Por exemplo, ha
evidéncias de que o tamanho pode afetar a mortalidade e a produtividade de plantas
individuais bem como a mortalidade e a produtividade de seus vizinhos. Tipicamente,
plantas maiores sao mais produtivas e tém maior probabilidade de sobreviver do que
plantas menores [27-29)].

Uma questao fundamental no estudo dos efeitos da competicao em monoculturas
tem a ver com a caracterizagao da variabilidade de tamanho da populagao. Nas tltimas
décadas, uma maneira bastante utilizada para descrever a variabilidade de tamanho é
por meio da distribuicao dos tamanhos das plantas e seus momentos estatisticos. Trés
indices bastante utilizados no estudo de monoculturas sao o coeficiente de variacao
(razao entre o desvio padrao e o valor médio), a assimetria e a curtose da distribuigao
dos tamanhos [8,9,17]. Mais recentemente, a desigualdade de tamanho das plantas em
monoculturas tem sido quantificada por meio do indice de Gini [15-17,22]. O indice
de Gini é uma medida bastante utilizada em economia, por exemplo, para quantificar
a desigualdade de renda em uma populacao. Uma comparacao entre o coeficiente de
variacao, a assimetria e o indice de Gini para caracterizar a estrutura do tamanho de
plantas em monoculturas pode ser encontrada na ref. [30]. O coeficiente de variagao, a

assimetria, a curtose e o indice de Gini podem ser calculados sem levar em conta a dis-



tribuicao espacial dos individuos da populacao. Por exemplo, esses indices costumam
ser aplicados a dados coletados em uma area da plantacao ou em uma linha de plantio
ou fileira aproximadamente linear. Sequéncias espaciais relacionadas a uma fileira de
plantas apresentam uma certa analogia com séries temporais. Essa analogia ¢ ainda
mais forte quando a distancia entre plantas sucessivas ao longo da fileira é aproxima-
damente constante (como ocorre em plantagdes agricolas). No contexto dos sistemas
complexos e da fisica estatistica, sequéncias espaciais tém sido investigadas usando-se
técnicas comumente utilizadas no estudo de séries temporais. Exemplos incluem o
estudo da sequéncia de nucleotideos em cadeias de DNA [31-33] e da sequéncia de
letras ou outras estruturas ao longo de textos escritos [34,35]. Outro exemplo recente
tem a ver justamente com a variabilidade de tamanho de plantas ao longo de fileiras
em plantagoes agricolas [36].

Uma maneira de investigar a dindmica (ou a estrutura espacial) de sistemas comple-
xos ¢ por meio da andlise dos tempos (ou distancias) entre eventos [37-47]. Isso inclui a
analise dos intervalos de retorno em sequéncias temporais e/ou espaciais [48-51]. Mais
especificamente, os intervalos de retorno medem o tempo ou a distancia entre eventos
consecutivos, em que um evento ocorre sempre que a variavel em estudo excede um
certo valor limite. Um exemplo recente refere-se ao estudo da volatilidade de precos no
mercado financeiro. Nesse contexto, a volatilidade pode ser definida como a diferenca
logaritmica entre precos consecutivos. Em trabalhos anteriores sobre o tema, o foco da
investigacao foi a distribuicao da volatilidade e a presencga de correlagoes temporais na
série das volatilidades [52-54]. Mais recentemente, o estudo da volatilidade de pregos
no mercado financeiro foi revisitado. Dessa vez o foco foi a andlise dos intervalos de
retorno entre eventos que excedem um certo valor limite [55-57]. De uma maneira
geral, indices calculados a partir de tempos entre eventos ou intervalos de retorno
tém sido utilizados para investigar padroes em uma variedade de sistemas complexos.
Vamos citar aqui trés desses indices: a variagao local [58,59], o coeficiente burstiness
e a memoria [60]. Aplicagdes recentes desses indices incluem o estudo de terremotos,
séries meteoroldgicas, atividades de comunicagdo (como e-mails, ligagoes telefonicas,
mensagens de texto, redes sociais), atividade fisica e movimentos posturais [61-70].

No presente trabalho, utilizamos indices tradicionais, tais como o coeficiente de
variacao, a assimetria e o indice de Gini, para analisar uma base de dados contendo o
tamanho de plantas sucessivas ao longo de fileiras em planta¢des de milho. Investiga-
mos também a organizacao sequencial dos tamanhos das plantas ao longo das fileiras
utilizando o coeficiente de autocorrelacao. Assim como na ref. [36], analisamos pro-
priedades estatisticas dos incrementos de tamanho ao longo das fileiras de milho. Em
contraste com esse trabalho anterior, utilizamos a assimetria e a curtose da distribui-

¢ao dos incrementos de tamanho. Além disso, analisamos propriedades estatisticas dos



valores absolutos dos incrementos de tamanho ou diferencas de tamanho entre plantas
vizinhas. Para isso utilizamos o coeficiente de variagao, a assimetria, o indice de Gini
e o coeficiente de autocorrelagdo. Estudamos também propriedades estatisticas dos
intervalos de retorno entre diferencas de tamanho que excedem um certo limite. Nessa
analise utilizamos a variagao local, o coeficiente burstiness e o coeficiente memoria.
Por fim, investigamos a presenca de possiveis correlagoes entre diferentes pares de in-
dices. O objetivo dessa andlise é indicar possiveis redundancias (indices fortemente
correlacionados) e ajudar na sele¢ao de indices apropriados para caracterizar diferen-
tes aspectos da variabilidade de tamanho de plantas em monoculturas. No capitulo
1, apresentamos uma breve revisao sobre resultados empiricos no estudo da estrutura
de tamanho de populagoes de plantas em monoculturas. No capitulo 2, descrevemos
e visualizamos a base de dados utilizada — a sequéncia dos tamanhos (alturas) das
plantas em fileiras de milho. Além disso, definimos a sequéncia dos incrementos de
tamanho e a sequéncia dos valores absolutos dos incrementos de tamanho (as diferen-
cas de tamanho entre plantas vizinhas). Definimos também os indices de variabilidade
utilizados nesse trabalho. No capitulo 3, apresentamos a andlise dos dados e os re-
sultados obtidos. Isso inclui a apresentacao dos valores empiricos dos indices e uma
analise das correlagoes entre pares de indices. Por fim, apresentamos as discussoes e

conclusoes.



Capitulo 1

Variabilidade de tamanho em
monoculturas de plantas: uma

breve revisao

Nesse capitulo, fazemos uma breve revisao da literatura sobre a andalise empirica da
variabilidade de tamanho de plantas em monoculturas. Com base em alguns trabalhos
representativos, vamos ver exemplos de aplicacoes de indices tradicionais no estudo
de monoculturas. Nesse contexto, indices tradicionais costumam ser calculados para
populagoes com diferentes densidades de plantas. Além disso, indices tradicionais
usualmente sao calculados em funcao do tempo (idade da populacao de plantas). Esse
tipo de andlise tem ajudado a elucidar o papel da competicao na variabilidade de
tamanho das plantas em uma monocultura.

Na ref. [7] (E. D. Ford, 1975), uma das bases de dados investigada se refere as
circunferéncias do caule de populagdes de arvores coniferas (Picea sitchensis L.) loca-
lizadas em uma regiao dos Estados Unidos. Na figura (1.1), vemos as distribuigbes
das circunferéncias de diferentes amostras de floresta, com diferentes densidades. Os
resultados sugerem que as distribui¢oes tendem a ser mais assimétricas para as amos-
tras com maior densidade de plantas. O indice utilizado para medir esse efeito foi a
assimetria (representada por g; na figura). Ainda na ref. [7], outras bases de dados
analisadas se referem a espécies de plantas de ciclo anual, incluindo Lycopersicon escu-
lentum var. (tomate), Tagetes patula L. (cravo-de-defunto), Tagetes erecta L. (cravo) e
Sinapis alba L. (mostarda-branca). Nesse experimento, as plantas foram colhidas e sua
altura e peso seco (biomassa) foram medidos. Isso foi feito para diferentes amostras de
plantas, com diferentes densidades. Conforme ilustrado na figura 1.2, em alguns casos
as distribuicoes de peso e de altura exibem comportamento nao gaussiano. O indice
utilizado aqui foi a curtose (representada por gs na figura). Em alguns casos, a distri-

buicao do logaritmo dos pesos ¢ aproximadamente normal indicando que a distribuigao
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Figura 1.1: Distribuigoes das circunferéncias dos caules de populagoes de arvores co-
niferas. Os dados se referem a trés diferentes amostras com diferentes densidades: as
densidades (em arvores por hectare) estdo indicadas dentro de cada histograma. As
medicoes foram repetidas para trés idades da populacao: 29, 35 e 36 anos. Fonte:
Referéncia [7] (E. D. Ford, 1975).

dos pesos pode ser aproximada por uma log-normal. Além disso, verificou-se que as
distribuicoes de tamanho e peso seco tendem a se afastar da distribuigdo normal com
o aumento na densidade de plantas.

Na ref. [9] (G. O. Edmeades and T. B. Daynard, 1979), os dados se referem a
plantac¢oes de milho (Zea mays L.) em uma estacdo de pesquisa na Inglaterra. O
tamanho médio da area cultivada para cada amostra foi de 6m por 8m. As densidades
de plantas nessas amostras foram de 50 mil, 100 mil, 150 mil e 200 mil plantas por
hectare. Na figura (1.3), vemos a evolugao temporal do valor médio, do desvio padrao e
do coeficiente de variacao do peso seco das plantas para cada uma das quatro amostras.
Na figura, vemos uma tendéncia de crescimento do valor médio e do desvio padrao com
o tempo para todas as densidade analisadas. Por outro lado, o coeficiente de variagao
permanece mais estavel ao longo do tempo. Por fim, apés um tempo suficiente, o
coeficiente de variagdo tende a assumir um valor maior para as amostras com maior
densidade de plantas. Na figura (1.4), vemos a distribui¢do do rendimento (peso dos
graos produzidos por planta) para as mesmas quatro amostras de milho. Em baixas

densidades a distribuicdo é praticamente simétrica e aproximadamente gaussiana. A
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Figura 1.2: Distribuigdes dos pesos secos (em cima), dos logaritmos dos pesos secos
(intermediario) e das alturas (em baixo) para quatro tipos de plantas anuais. Os
valores da curtose (go) sdo mostrados para as distribuigdes dos logaritmos do peso
e das alturas. k* indica que as distribui¢coes sao aproximadamente normais. Fonte:

Referéncia [7] (E. D. Ford, 1975).

medida que a densidade aumenta, a distribui¢do se torna cada vez mais bimodal. A
medida que a densidade da populagdo aumenta, aumenta também a proporcao de
plantas com baixo rendimento. Esse resultado sugere que o rendimento médio tende
a diminuir com o aumento da densidade.

A ref. [18] (J. Weiner and S. C. Thomas, 1986) apresenta uma breve revisao de
resultados empiricos obtidos em trabalhos anteriores. Ao todo sao 16 experimentos
reportados. Em cada um desses experimentos, os dados sao obtidos a partir de po-
pulacgoes com diferentes densidades de plantas. Fornecem-se graficos da distribuicao
dos tamanhos e medidas de variabilidade como o coeficiente de variacao. Para cada
caso, os autores calculam (ou pedem para os autores originais calcularem) o indice de

Gini de cada populagdo. As figuras 1.5 e 1.6 mostram as distribui¢des do peso seco e
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Figura 1.3: a) Valor médio; b) desvio padrao; e c) coeficiente de variagdo multiplicado
por 100 (em porcentagem) do peso seco de plantas de milho em fun¢ao do tempo (dias
a partir da germinagao). Os dados se referem a 4 amostras com diferentes densidades
de plantas: 50 mil (asteriscos), 100 mil (cruz), 150 mil (circulos) e 200 mil (tridngulos)
plantas por hectare. Fonte: Referéncia [9] (G. O. Edmeades and T. B. Daynard, 1979).
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Figura 1.4: Distribuicao do rendimento (peso dos graos por planta) em culturas de
milho. Os dados se referem a 4 amostras com diferentes densidades de plantas: a) 50
mil (50k), b) 100 mil (100k), c¢) 150 mil (150k) e d) 200 mil (200k) plantas por hectare.
Fonte: Referéncia [9] (G. O. Edmeades and T. B. Daynard, 1979).

o indice de Gini calculados em dois desses experimentos: o primeiro para populacoes

de Plantago rugelli L. (tanchagem) e o segundo para populagdes de Pisum sativum
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Figura 1.5: Distribuicao do peso seco calculada para diferentes amostras de Plantago
rugelli L. (tanchagem). As densidades sdo, respectivamente, 400, 1751 e 4506 plantas
por metro quadrado. Os valores do indice de Gini (G,) sdo, respectivamente, 0,398,
0,575 e 0,605. Fonte: Referéncia [13] (W. R. Hawthorn and P. B. Cavers, 1982) e
referéncia [18] (J. Weiner and S. C. Thomas, 1986).

20r

20r
= i = n2 e
gensifty = 100 m density = 204 M2
By = DT Go = 0217
o} 1o+ o =
0 ] . | 1 e 0 ] ! 1 1 1
20r
density = 277 m2
ok Gu = 0240
| 1 1 1 ]
03 6 0 14 8

Figura 1.6: Distribuicao do peso seco (biomassa) calculada para diferentes amostras
de Pisum sativum L. (ervilha). As densidades sdo, respectivamente, 100, 204 e 277
plantas por metro quadrado. Os valores do indice de Gini (G,,) sdo, respectivamente,
0,167, 0,217 e 0,240. Fonte: Referéncia [14] (C. L. Hedley, M. J. Ambrose e K. A.
Pyke, 1983) e referéncia [18] (J. Weiner and S. C. Thomas, 1986).



L. (ervilha). Nos dois casos, o coeficiente Gini aumenta com o aumento da densidade
de plantas. Resultados similares foram obtidos para a maioria dos 16 experimentos
analisados.

Na ref. [20] (H. Nagashima, I. Terashima and S. Katoh, 1995), os dados analisados
se referem a populagoes de Chenopodium album L. (ansarina branca). Os dados foram
obtidos de populagoes com diferentes densidades de plantas (400, 800 e 3600 plantas
por metro quadrado). Para cada densidade, foram obtidas a distribui¢do dos tama-
nhos (alturas) das plantas, a assimetria, a curtose e o indice de Gini. Isso foi feito
para diferentes idades da populacao (representadas por 11, Ts, ..., Ty), com a idade
variando de poucos dias apés a germinagao (77) até a maturagao dos frutos (Ty). Na
figura 1.7, vemos os resultados obtidos para populagoes com densidade de 3600 plantas
por metro quadrado. No estagio inicial T}, a distribuicao das alturas das plantas é
aproximadamente gaussiana, com assimetria e curtose proximas de zero. Pouco tempo
depois, no estégio Ty, a distribuigao ja é assimétrica (assimetria positiva) e o indice de
Gini apresenta um aumento consideravel em relacao ao estdgio anterior. A partir do
estagio T3, os valores da assimetria e da curtose sao positivos e continuam assim até
o estagio de maturacao. O indice de Gini alcanca valores proximos a 0.4 em 73 e se
mantém assim até Ty. Outro resultado apontado no trabalho é que a forma final da
distribuicao dos tamanhos nas populacoes estudadas depende da densidade de plantas.
Por exemplo, na densidade de 400 plantas por metro quadrado a distribuicao em Ty é
bimodal enquanto que para uma densidade de 3600 a distribuicao em Ty é assimétrica
para a direita.

Na ref. [23] (C. R. C. Vega and V. O. Sadras, 2003), os dados foram obtidos a
partir de plantagoes agricolas de soja (Glycine max L.), girassol (Helianthus annuus
L.) e milho (Zea mays L.) localizadas na Argentina. Para cada espécie, plantagbes com
duas densidades de plantas foram analisadas: padrao e alta densidade. Para a soja, as
densidades sao 30 e 60 plantas por metro quadrado; Para o girassol, 6 e 12; e para o
milho, 8,5 e 17. Na figura 1.8, vemos a evolugao temporal do valor médio, do coeficiente
de variacdo, da assimetria e da curtose do peso seco da soja, do girassol e do milho,
calculados para densidade padrao e alta densidade. Para as trés espécies consideradas,
o coeficiente de variacio e a assimetria assumem valores tipicamente maiores para as
populacoes com densidade maior. Esse resultado parece ser robusto: se manteve
praticamente durante todo o processo de crescimento das plantas. Comparando as
diferentes espécies, vemos que o coeficiente de variacdo do peso seco é maior na soja e
menor no milho. Além disso, enquanto a soja é caracterizada por assimetria positiva,
o milho apresenta assimetria negativa. O girassol exibe uma transicdo de assimetria
negativa para baixas densidades para uma assimetria positiva para altas densidades.

Na figura 1.9, vemos a distribui¢do dos tamanhos (alturas) calculadas para as mesmas
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Figura 1.7: Distribuigdo do tamanho (altura) de uma populacdo de Chenopodium
album L. (ansarina branca). A densidade é de 3600 plantas por metro quadrado. A
distribuicao é mostrada para diferentes estagios de desenvolvimento, representados por
T; (estégio inicial, préximo a germinagao) até o estagio final Ty. Valores da assimetria,
da curtose e do indice de Gini s@o mostrados em cada painel. Fonte: Referéncia [20]
(H. Nagashima, I. Terashima and S. Katoh, 1995).

populagoes de soja, girassol e milho. Em todos os casos (incluindo para diferentes

densidades), as distribui¢oes de tamanho sdo assimétricas com assimetria negativa.
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Figura 1.8: Evolucao temporal do valor médio, do coeficiente de variagdo, da assime-
tria e da curtose relativos a biomassa (peso seco) de populagoes de soja, girassol e
milho. Para cada espécie de planta, os dados se referem a duas populagdes com dife-
rentes densidades: simbolos abertos (densidade padrao, p) e simbolos fechados (alta
densidade, 2p). Valores de p (em plantas por metro quadrado): 30 para a soja, 6 para
o girassol e 8,5 para o milho. Fonte: Referéncia [23] (C. R. C. Vega and V. O. Sadras,
2003).

12



Standurd plant density Hagh plant density

Sy benn
3tk 1 K1)
T DAE B2 DAE 57 DAE 82 DAE
M=#ecm [ M=6Tem M=30¢m M=83cm
k- CVE =20 | OV =30 | OV =22 | CW% =132
=7 S=—{kG 5=+ 5 =5
k=10 _ ] K =3 K =02 Ku-07
1 _ !”‘ V‘I_H
2 My 40 50 Gl ”'IJ‘ 40 60 B0 20 M) 4 S0 ﬁﬂ‘ 20 41 60 RO
Suniflower
Aib = iy -
43 DAE 84 DAE o 43 DAE 4 DAE -
=g M=67om M= 178cm M= em Ml = 177 cm
£ M- v s o S OVE =Y v = 12 TCVE = 14
g S=-12 5 =30 S=_|4 5=-21
5 WfK=23 - K= 14 WpK=24 -K=4|
b o = 1 -
- |""|||_| i l_lll_'._i-d -| i |WJ
4y 3 o6 T B0 Kb 1200 160 ZiMp 240 M50 60 TOD B0 B0 1200 e HEy 240
Maize
Ak - \ N - -
31 IAE o9 DE 51 PDAE G K
M=33cm M= 20 em M = M) g M= 20k em
0oy = 14 - OV =5 M eveg = 1 " OV =8
S=-04 S=-14 S=-02 5=-25
- Bo= k3 L K=63 Hi-K =03 - K= {3
1 I_LITI-TH_‘ - ii _
1] : = : 4] =
15 2y 25 35 40 12w X 240 15 20 25 M) 35 40 120 1l 200 X4

Plant height (cm)

Figura 1.9: Distribui¢oes de tamanho (altura, em c¢cm) de populagoes de soja, girassol
e milho para populagoes com diferentes densidades: densidade padrao (p) e alta den-
sidade (2p). Valores de p (em plantas por metro quadrado): 30 para a soja, 6 para o
girassol e 8,5 para o milho. Cada painel contém as seguintes informagoes: dias apds a
germinacao (DAE), moda (M), coeficiente de variagao (CV), assimetria (S) e curtose
(K). Fonte: Referéncia [23] (C. R. C. Vega and V. O. Sadras, 2003).
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Capitulo 2

Métodos

Neste capitulo, descrevemos a base de dados que foi utilizada para o estudo da
variabilidade do tamanho de plantas. Além disso, definimos e descrevemos os indices
que foram utilizados na analise desses dados. Esses indices incluem medidas padrao
(que tém sido utilizadas hé décadas na anélise da variabilidade de tamanho em mono-
culturas) calculados diretamente a partir dos tamanhos das plantas. Incluem também
indices calculados a partir i) dos incrementos de tamanho entre plantas sucessivas; ii)
dos valores absolutos dos incrementos de tamanho (ou diferencas de tamanho); e iii)

dos intervalos de retorno entre diferencas de tamanho que excedem um certo limite.

2.1 Base de dados

A base de dados utilizada neste trabalho foi obtida experimentalmente, no ano de
2007, a partir de medigbes realizadas em plantagoes de milho (Zea mays L.) na cidade
de Maringa-PR, localizada na regiao sul do Brasil (23°20S, 51°57W) e com altitude
de aproximadamente 450 metros. Os dados referem-se ao tamanho (altura) de plantas
sucessivas ao longo de fileiras aproximadamente lineares localizadas no interior (nao
nas bordas) de plantagdes comerciais de milho. A medicao foi feita de modo direto,
com o auxilio de uma trena. Cada planta foi medida da superficie do solo até a parte
mais alta do pendao. Os dados foram obtidos em quatro plantacoes distintas, cada
uma correspondendo a um hibrido de milho (tabela 2.1): P 30f87 (amostra 1), P
30k75 (amostra 2), AG 9010 (amostra 3) e AS 1570 (amostra 4). O espagamento
entre fileiras adjacentes nas lavouras de milho em que as medic¢oes foram feitas é de
aproximadamente 90cm (espacamento convencional utilizado na época). Essa base
de dados é a mesma utilizada na ref. [36]. Na figura 2.1, vemos uma sequéncia de
imagens de uma das lavouras de milho e do processo de medicao da altura das plantas.

O resultado da medigdo da altura (em m) da enésima planta em uma amostra é

representado por s,, n = 1, ..., Ny, em que n representa a posi¢ao sequencial da planta
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Figura 2.1: Em cima, a esquerda: uma das lavouras de milho em que as medigoes
foram feitas, com a cidade de Maringa ao fundo. Em cima, a direita: Vista interior da
lavoura, em que o espacamento entre fileiras adjacentes é de aproximadamente 90cm.
Em baixo, a esquerda: Pendoes de plantas individuais (as medigbes foram feitas do
solo até a parte mais alta do pendao). Em baixo, a direita: Processo de medi¢ao da
altura das plantas, em que foi utilizada uma trena fixada em uma régua de madeira.

na amostra e N, é o nimero total de plantas na amostra. De acordo com essa defini¢ao,
sy representa o tamanho da primeira planta da amostra, ss representa o tamanho da
segunda e assim por diante. Incrementos de tamanho entre plantas sucessivas sao
definidos como [36]

AS, = Spi1 — Sn, (2.1)

n=1..,Nys—1, em que s, é o tamanho da enésima planta e s,; o tamanho da
planta seguinte. Nessa defini¢do, o elemento seguinte depende do sentido em que a
fileira de plantas é percorrida. Aqui utilizamos o sentido original percorrido no processo
de medi¢ao. De qualquer modo, os médulos dos incrementos As nao dependem do

sentido escolhido. Definimos também os incrementos normalizados,

As — As, — As
n - )
OAs

(2.2)
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Tabela 2.1: Descricao das amostras. Ny é o nimero total de plantas na amostra. p
é a densidade linear de plantas (em plantas por metro) na parte da fileira em que as
medigoes foram feitas. 5 é o valor médio do tamanho (altura) das plantas em metros.
o, € o desvio padrao dos tamanhos de plantas. oa, € 0 desvio padrao dos incrementos
de tamanho As. d é o valor médio das diferencas de tamanho d. o4 é o desvio padrao
das diferencas de tamanho.

Amostra Hibrido Fabricante N, p 3 Os  OAs d 04
1 P 3087 Pioneer 1803 4.21 2.06 0.23 0.31 0.19 0.25
2 P 30k75 Pioneer 2109 4.78 1.69 0.23 0.27 0.20 0.18
3 AG 9010  Agroceres 2111 4.22 2.05 0.31 0.40 0.25 0.31
4 AS 1570 Agroeste 2203 5.64 2.32 0.14 0.18 0.12 0.14

em que As é o valor médio e o, é 0 desvio padrao calculados a partir dos incrementos
As.
O valor absoluto de As,,
d, = |Asy,|, (2.3)

refere-se a diferenga de tamanho (em moédulo) entre plantas sucessivas. A seguir,

definimos as diferencas de tamanho normalizadas,

em que o4 é o desvio padrao das diferencas de tamanho d. O ntimero total de termos
na sequéncia das diferencas de tamanho d ¢ igual a Ny — 1, assim como no caso dos
incrementos de tamanho As. Note que a equacao 2.3, que define d,, como o valor
absoluto de uma diferenca entre valores consecutivos de uma série, apresenta uma
certa similaridade com a definicdo de volatilidade de pregos do mercado financeiro
[52-57]. Devido a essa similaridade, as diferencas de tamanho entre plantas vizinhas
poderiam ser vistas como um tipo de ‘volatilidade’ de tamanhos (de natureza espacial)
em analogia com a volatilidade de pregos (de natureza temporal).

Na tabela 2.1 descrevemos algumas propriedades estatisticas dos tamanhos das
plantas, dos incrementos de tamanho e do valor absoluto desses incrementos. As
figuras 2.2, 2.3 e 2.4 mostram as sequéncias de valores de s, As e d’, respectivamente,
para cada amostra.

A seguir, vamos definir os intervalos de retorno entre diferencas de tamanho que

excedem um certo limite. Para isso, vamos construir uma variavel bindria cujos valores
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Figura 2.2: Sequéncia dos tamanhos de plantas sucessivas em cada uma das amostras,
sp versus n. O tamanho (altura) s é dado em metros.
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Figura 2.3: Sequéncia dos incrementos de tamanho entre plantas sucessivas, As,, versus
n.

numeéricos z,, n = 1, ..., Ny — 1, sao dados por

0 d <h
P (2.5)
1, se d, > h.

Aqui h é um valor limite para a diferencas de tamanho normalizada d’. O resultado
2z, = 1 indica que d' excedeu o valor limite h na posicdo n. Em outras palavras,
dizemos que ocorreu um cruzamento de nivel das diferencas de tamanho normalizadas

(um evento). Por outro lado, o resultado z,, = 0 indica que d’ nao excedeu h na posigao
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Figura 2.4: Sequéncia das diferencas de tamanho normalizadas, d, versus n. A linha
tracejada representa o valor limite A = 2, 05.
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Figura 2.5: Ocorréncia de eventos ao longo de cada amostra. As barras verticais
marcam as posi¢oes em que d,, > h, com h = 2,05. A distdncia horizontal entre
barras verticais sucessivas representa o intervalo de retorno .

n e, portanto, nao houve cruzamento de nivel. O conjunto de posi¢oes n em que d’
excede o valor limite h é representado por n;, [ = 0,..., L. Nessa notacao, ng marca
a posicao do primeiro evento da amostra e n; marca a posicao do ultimo evento. Os
intervalos de retorno das diferencas de tamanho normalizadas, para um dado valor de

h, sao definidos como

)\l =n;y—nj—1, (26)

[ =1,...,L. Note que essa definicio de A\ exclui os efeitos de borda. Mais especifi-

camente, o intervalo entre a posi¢do da primeira planta da amostra e a posicao do
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primeiro cruzamento de nivel ndo entra na analise. Da mesma forma, o intervalo entre
a posicao do ultimo cruzamento de nivel e a posicao da tultima planta da amostra
também é desconsiderado. Essa definicdo de intervalo de retorno, excluindo os efeitos
de borda, é comumente usada na literatura sobre sistemas complexos. A figura 2.5
mostra, para cada amostra, a sequéncia das posi¢oes dos eventos ao longo da fileira
calculados para h = 2,05 (em desvios-padroes). Definimos também os intervalos de
retorno normalizados,

Y (2.7)

O

em que oy € o desvio padrao dos A;’s.

2.2 Caracterizacao da variabilidade do tamanho de

plantas em uma fileira

Nessa secao, descrevemos diversos indices para caracterizar a variabilidade do ta-
manho de plantas ao longo de fileiras ou linhas de plantio. Esses indices incluem medi-
das tradicionais comumente utilizadas na literatura para descrever a variabilidade do
tamanho de plantas em monoculturas. Além disso, introduzimos indices baseados nos
incrementos de tamanho entre plantas vizinhas, nos valores absolutos dos incrementos
de tamanho (ou diferengas de tamanho) e nos intervalos de retorno entre diferengas

de tamanho que excedem um certo valor limite.

2.2.1 Assimetria, coeficiente de variacao, indice de Gini e co-

eficiente de autocorrelacao

Dentre os indices mais utilizados para caracterizar a variabilidade de tamanho de
plantas em monoculturas estao aqueles relacionados a distribuicao de tamanho das
plantas, P(s). Esses indices incluem o coeficiente de variacao e a assimetria calculados
a partir dos tamanhos das plantas, s. Mais recentemente, o indice de Gini também tem
sido utilizado para esse objetivo. No presente trabalho, vamos definir indices que se
referem nao apenas a distribuicdo dos tamanhos, P(s), mas também a distribuigao dos
incrementos, P(As), a distribuicao das diferengas de tamanho, P(d), e a distribuigao
dos intervalos de retorno, P()). Inicialmente, para evitar definigoes repetitivas, vamos
utilizar a seguinte notagdo: x,, n = 1,..., N, pode representar s,, (com N = Ny), As,
(com N = Ny — 1), d, (com N = N, — 1) bem como valores normalizados dessas
varidveis. Nessa notagao, P(z) pode representar P(s), P(As), P(d) ou a distribuicao
dos valores normalizados correspondentes. Além disso, vamos utilizar coeficientes

descritos pela k-estatistica de Fisher para o cdlculo dos momentos estatisticos das
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distribuigoes [71]. A defini¢do dos momentos ks, k3 e ky, relativos a varidvel z, estd
descrita no apéndice A.

O coeficiente de variacao, relativo a variavel x, é definido como

CV, = (2.8)

SN

em que T é o valor médio e o, = k‘;/ % 6 o desvio padrao dos z,’s. CV, = 0 indica
total igualdade — todos os valores z,, sdo iguais (o, = 0). Se P(z) é uma distribuicao
exponencial (o, =), entao C'V, = 1. Se C'V, < 1, diz-se que P(z) é uma distribuicao
de baixa variancia. Se C'V, > 1, diz-se que P(x) é uma distribui¢ao de alta variancia.

A assimetria da amostra (também conhecida como g¢;) é definida como
Sk, = —7. (2.9)

A assimetria Sk, pode ser negativa, positiva ou nula. Distribui¢oes simétricas apresen-
tam Sk, = 0, como ocorre, por exemplo, na distribuigdo normal (gaussiana). Sk, > 0
indica que a cauda direita da distribuigdo P(x) é mais longa que a esquerda. Sk, < 0
indica que a cauda esquerda da distribui¢ao P(x) é mais longa que a direita. O excesso

de curtose (ou simplesmente curtose) da amostra é definida como
K,=— -3 (2.10)

Uma distribui¢do P(x) normal (gaussiana) é caracterizada por K, = 0 (distribuigao
mesocurtica). Valores positivos da curtose, K, > 0, podem indicar que P(z) é mais
afunilada que a distribuigdo normal e com caudas mais longas (distribuigao leptocur-
tica). Valores negativos de curtose, K, < 0, podem indicar que P(z) é mais achatada
que uma distribui¢do normal e com caudas mais curtas (distribui¢ao platicirtica). O
indice de Gini pode ser definido como

N

| — 4

G,==t7 2.11
2Nz (2.11)

M=

e assume valores no intervalo [0,1]. G, = 0 indica igualdade perfeita (x; = z; para
todo i e j). G, = 1 indica maxima desigualdade entre os valores de z,. Por exemplo,
ser; =1lex, =0paran = 2,.. N, temos G, = 1. O indice de Gini também
pode ser definido como uma razao de areas associadas a curva de Lorenz. No apéndice
B, apresentamos mais detalhes sobre a relacao entre o indice de Gini e a curva de

Lorenz. Exemplos graficos do indice de Gini e outros indices comuns na literatura
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de monoculturas foram apresentados na revisao e nos resultados. Visto que os indices
definidos a seguir ainda nao tinham sido empregados no contexto de plantas, eles serao
ilustrados somente nos resultados.

Todos os indices definidos até agora nesse capitulo estao relacionados com a dis-
tribuicdo P(z) e, portanto, sdo insensiveis ao ordenamento sequencial dos valores x,.
Mudar aleatoriamente ou embaralhar a posicao dos elementos z, nao muda a dis-
tribuigdo P(z). O préximo indice estd relacionado ao ordenamento sequencial das
dos valores x,, e é dado pelo coeficiente de autocorrelacdo de ordem 1 da série. Um

estimador do coeficiente de autocorrelacao de ordem 1 da variavel z,, é definido como

r, = 1 Nz_l (Tn — Ha1)(Trp1 — :ux2)’ (2.12)
N -1 n—1 021022

em que fi,1 € 0,1 a0 o valor médio e o desvio padrao da sequéncia {x1, T, ..., Ty_1}; fa2
e 049 sa0 o valor médio e o desvio padrao da sequéncia {y, x3,...,xy}. Os valores de
r; se encontram no intervalo [—1, 1]. r, préximo de zero indica que valores sucessivos
de x, nao sao correlacionados. 7, < 0 indica que valores sucessivos de z,, sao anti-
correlacionados (correlagoes negativas) e r, > 0 indica que valores sucessivos de
sao correlacionados (correlagoes positivas).

Os indices nesta secao estao definidos em termos dos valores genéricos z,,. Agora,
vamos especificar alguns dos indices que utilizamos nesse trabalho. Os indices cal-
culados a partir dos tamanhos s sdo os seguintes: CV; (coeficiente de variagao), Gy
(coeficiente de Gini), Sk (assimetria) e 7, (coeficiente de autocorrelagdo). Os indi-
ces baseados nos incrementos de tamanho As sao: Skas (assimetria) e Kag (excesso
de curtose). Por fim, os indices baseados nas diferengas de tamanho d sdo: CVj
(coeficiente de variacdo), G4 (coeficiente Gini), Skq (assimetria) e r4 (coeficiente de

autocorrelacao).

2.2.2 Variagao local, burstiness e memoria

Nesta se¢ao, vamos definir indices baseados nos intervalos de retorno das diferencas

de tamanho, \. A variagao local é definida como [58,59]

3 Lz—l (A — Nig1)?
(L - 1) i=1 (>‘l + )‘l+1)2.

LV, = (2.13)
LV, pode assumir valores no intervalo [0, 3]. LV) = 0 indica que os eventos ocorrem em
perfeita regularidade ou periodicidade (A, = Ajy1, para todo [). LV) = 1 indica que os
eventos ocorrem aleatoriamente, como em processos de Poisson em que a distribuigao

P()) é exponencial e A é uma varidvel ndo-correlacionada (veja o apéndice D). LV, esta
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relacionada a dois fatores: a distribuicao P()) e as correlagoes entre valores sucessivos

de A. O coeficiente burstiness ¢ definido como [60, 72]

O')\—X_CV)\—l

By — -
Ao +A OB+ 1

(2.14)

em que oy é o desvio padrdao e A é a média dos \;’s. Note que o coeficiente burstiness
pode ser escrito em termos do coeficiente de variacao da variavel A\;, C'V). B, pode
assumir valores no intervalo [—1,1]. By = —1 (o, = 0) indica que os eventos sao
totalmente regulares ou periédicos. By = 0 (o, = \) indica que os eventos ocorrem
aleatoriamente, como em um processo de Poisson. By > 0 (o) > )) indica que P(\)
decai mais lentamente que uma exponencial, indicando uma probabilidade maior de
grandes valores de A (esse comportamento tem sido chamado de bursty behavior).
Uma defini¢ao alternativa para o coeficiente burstiness, que leva em conta efeitos de

tamanho finito, ¢ dada por [72]

vVL+1CVy —+L -1
(VL + —Q)CVA—i-\/L—l’

em que L é o nimero total de eventos. Aqui, vamos chamar BC') de burstiness corri-

BC) = (2.15)

gido. O coeficiente meméria é definido como [60]

1 &= ) N1 — o)
M, = E 2.1
g L—1 i=1 OX10)2 ( 6)

em que jiy; € oy sdo o valor médio e o desvio padrao da sequéncia {1, Ag, ..., Ap_1};
[z € 0x2 sa0 o valor médio e o desvio padrao da sequéncia {Ag, A3, ..., A }. Note que
M, corresponde a um estimador do coeficiente de auto-correlacao de ordem 1 para a
varidvel \;. M, pode assumir valores no intervalo [—1,1]. M, = 0 indica que a varidvel
A; nao é correlacionada, como em um processo de Poisson. M) < 0 indica a presenca
de anti-correlacoes em \;. Isso significa que intervalos de retorno longos tendem a ser
seguidos por intervalos de retorno curtos e intervalos de retorno curtos tendem a ser
seguidos por intervalos de retorno longos. M), > 0 indica a presenca de correlacoes
positivas em );. Intervalos de retorno longos tendem a ser seguidos por intervalos de
retorno longos e intervalos de retorno curtos tendem a ser seguidos por intervalos de

retorno curtos.
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2.3 Correlacoes entre pares de indices

Para investigar a presenca de possiveis correlagoes entre pares de indices, utilizamos
o coeficiente de correlacao de Pearson, r. No apéndice C definimos o coeficiente r e
discutimos sua interpretacdo. Essa analise pode ajudar na sele¢do de indices nao

redundantes para a caracterizacao de diferentes aspectos do sistema em estudo.
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Capitulo 3
Analise dos dados e resultados

Neste capitulo, descrevemos os principais resultados obtidos a partir da analise dos
dados descritos no capitulo anterior, para cada uma das quatro amostras independen-
tes. Iniciamos calculando as distribui¢oes empiricas dos tamanhos, dos incrementos
de tamanho, das diferencas de tamanho e dos intervalos de retorno das diferencas
de tamanho. Posteriormente, destacamos aspectos qualitativos dessas distribuicoes.
A seguir, calculamos sistematicamente os valores empiricos dos indices definidos no

capitulo anterior. Por fim, investigamos possiveis correlagoes entre pares de indices.

3.1 Distribuicoes, correlacoes e outras proprieda-

des estatisticas

Na figura 3.1, vemos a distribui¢ao dos tamanhos das plantas, P(s), calculada para
cada uma das amostras. Visualmente, a distribuigdo P(s) parece ser assimétrica com
uma cauda mais longa voltada para a esquerda. Isso indicaria a presenca de plan-
tas com tamanho bem abaixo da média e a auséncia de plantas com tamanho muito
acima da média. Na figura 3.2, vemos a distribuicao dos incrementos normalizados,
P(As'). Nessa figura, P(As’) é comparada com uma distribui¢do normal com mé-
dia zero e varidncia unitaria. Visualmente, P(As’) parece apresentar comportamento
nao-normal ou nao-gaussiano para as quatro amostras. Entretanto, o comportamento
nao gaussiano parece ser mais perceptivel nas amostras 1 e 3. Nas amostras 2 e 4, o
comportamento nao-gaussiano pode ser percebido principalmente nas caudas da distri-
buigdo. Na figura 3.3, vemos a distribuicao das diferencas de tamanho normalizadas,
P(d’), calculada para cada uma das amostras. A distribuigdo P(d’) parece ser assi-

métrica com uma cauda mais longa a direita. Para comparagdo, vemos também uma
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Figura 3.1: Distribuigdo do tamanho de plantas, P(s), para cada uma das amostras.
O tamanho s é dado em metros.

distribuicao log-normal,

Pd) = — exp (-M_W) . (3.1)

B d'o\/2m 202

Os parametros i e o da distribuicao log-normal que aparece na figura 3.3, obtidos
pelo método da maxima verossimilhanca, sao os seguintes: u = —0.82, ¢ = 1.09
(amostra 1); u = —0.27, 0 = 1.00 (amostra 2); p = —0.80, ¢ = 1.16 (amostra 3);
u = —0.51, 0 =0.98 (amostra 4). Na figura 3.4, vemos a distribuigao dos logaritmos
de d’, normalizados para que tenham média zero e variancia unitaria. Note que as
distribui¢oes empiricas das 4 amostras aproximadamente colapsam em uma curva —
uma distribui¢ao normal com média zero e variancia unitaria. Esses resultados sugerem
que P(d') exibe um comportamento que pode ser aproximadamente descrito por uma
distribuicao log-normal. Por fim, na figura 3.5, vemos a distribuicao acumulada dos
intervalos de retorno normalizados, P.()\’), calculada para cada uma das amostras.
Comparamos as distribui¢coes empiricas com uma distribui¢ao exponencial acumulada,
com média e varidncia unitarias. Na maioria dos casos, é possivel ver que P.()\') desvia

do comportamento exponencial.
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Amostra 1 Amostra 2

-6 -4 -2 0 2 4 6 10 -4 -2 0 2 4
As’ As’
Amostra 3 Amostra 4

-8 -6-4-20 2 4 6
AS’

Figura 3.2: Distribuigao dos incrementos normalizados, P(As’). As linhas tracejadas
representam distribui¢oes normais com média zero e variancia unitaria.

Amostra 1 Amostra 2
0.8

1.2

T08
o

P(d’)

0.4

0.0 0.0
d’ d’

Amostra 3 Amostra 4

d’ d’

Figura 3.3: Distribuicdo das diferengas de tamanho normalizadas, P(d’). As linhas
representam log-normais ajustadas aos dados pelo método da maxima verossimilhanca.
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2 16 1 2 3 T2 0 1 2 3
g=(logd —u)/o g=(logd —u)/o

Figura 3.4: Distribui¢do P(g), com g = (Ind' — f1)/6. Aqui, fi é o valor médio de
Ind e 6 é o desvio padrao de Ind'. Os dados referem-se as amostras: 1 (circulos);
2 (quadrados); 3 (diamantes); e 4 (tridngulos). As linhas sélidas representam uma
distribuicao normal com média zero e variancia unitaria.

Amostra 1 0 Amostra 2

Amostra 3

Figura 3.5: Distribui¢do acumulada dos intervalos de retorno normalizados, P.(\). As
linhas tracejadas representam uma distribui¢do acumulada exponencial com variancia
unitaria, exp(—zx).

A seguir, passamos para a analise dos indices, alguns deles relacionados as distri-
buigoes de probabilidade que acabamos de mencionar. As figuras 3.6 - 3.9 apresentam
os valores obtidos de todos os indices definidos no capitulo anterior, calculados para
cada uma das amostras. A partir de agora, vamos discutir esses resultados por grupo

de indices, comecando com os indices tradicionais, calculados a partir dos tamanhos
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Figura 3.6: Coeficiente de variacao C'Vy, indice de Gini G, assimetria Sk, e coeficiente
de autocorrelacao r, calculados para a sequéncia dos tamanhos das plantas. Os dados
empiricos referem-se as amostras 1, 2, 3 e 4.
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Figura 3.7: Assimetria Skas e curtose Ka, calculadas para as diferencas de tamanho
entre plantas vizinhas. Os dados empiricos referem-se as amostras 1, 2, 3 e 4.

das plantas. A figura 3.6 apresenta os valores empiricos obtidos para os indices C'Vj,
G, Sks e ry para cada uma das amostras. Os valores obtidos para o coeficiente de
variagao, C'V, estdo no intervalo entre 0.06 e 0.15 (com valor médio de 0.11). Esses
valores sdo menores do que 1, indicando que o desvio padrao dos tamanhos é menor
que o valor médio dos tamanhos. Podemos dizer entao que P(s) é uma distribuicao de

baixa variancia. Com respeito ao indice de Gini, G, os valores obtidos estao no inter-
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Figura 3.8: Coeficiente de variacao C'V,,, indice de Gini G, assimetria Sk, e autocor-
relacdo r, para as 'volatilidades'normalizadas v,. Os dados empiricos referem-se as
amostras 1, 2, 3 e 4.

valo de 0.03 a 0.07 (com valor médio de 0.06). Esses valores sdo relativamente baixos,
indicando uma baixa desigualdade de tamanho entre as plantas. As curvas de Lorentz
associadas a G4 sao apresentadas no apéndice B. No caso da assimetria, Sk, os valores
obtidos estdo no intervalo de —2.98 a —1.06 (com valor médio de —2.34). Esses valores
negativos indicam que P(s) é uma distribuigao assimétrica, com a cauda esquerda mais
alongada que a cauda direita. Isso reforca que as amostras contém plantas bem abaixo
do tamanho médio mas nao contém plantas muito maiores do que o tamanho médio
(veja também a figura 3.1). Os valores obtidos para o coeficiente de autocorrelagao,
Ts, estao no intervalo de 0.10 e 0.26 (com valor médio de 0.16). Esse resultado (rs > 0)
indica uma autocorrelagio positiva: plantas altas (baixas) tendem a ser seguidas por
plantas altas (baixas). Para verificar esse ultimo resultado, repetimos a andlise para
varias sequéncias embaralhadas dos dados originais. O embaralhamento da série dos
tamanhos consiste em colocar os valores de s em ordem aleatéria. Calculamos r¢ para
103 versdes aleatérias dos dados originais e obtivemos valores no intervalo de —0.02 a
0.02 (com valor médio de 0.00). Essa andlise refor¢a o resultado obtido anteriormente:
os valores de 74 obtidos indicam uma correlagao positiva nos valores de s.

A figura 3.7 mostra os valores obtidos de Ska, e Kas para cada uma das amostras.
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Figura 3.9: Variacao local LV, burstiness By, burstiness corrigido BC} e memoria
M, calculados a partir dos intervalos de retorno A (valor limite h = 2.05), para cada
uma das amostras.

Para a assimetria, Skas, encontramos valores no intervalo entre —0.17 e 0.17 (com
valor médio de 0.01). Os valores de Skas flutuam em torno do zero, sugerindo que
a distribuicao dos incrementos tende a ser aproximadamente simétrica. No caso do
excesso de curtose, Kag, os valores obtidos estdo no intervalo entre 2.15 e 11.65 (valor
médio 6.94). Esses valores de Kas; maiores que zero indicam que a P(As) é mais
afunilada e/ou possui caudas mais longas que a distribuicdo normal. Dizemos que
P(As) é leptocirtica (veja também a figura 3.2).

A figura 3.8 apresenta os resultados obtidos para os indices C'Vy, Skq, Gy e g,
calculados a partir das diferencas de tamanho entre plantas vizinhas, d, para cada
uma das amostras. Para o coeficiente de variagao C'Vy, os valores obtidos estao no
intervalo entre 0.89 e 1.31 (com valor médio de 1.14). Note que os valores de C'V
flutuam em torno da unidade, indicando que o valor médio e o desvio padrao das
diferencas de tamanho sdo aproximadamente iguais. Para o indice de Gini, Gy, os
valores obtidos estao entre 0.45 e 0.56 (valor médio de 0.51). Esse resultado indica
uma desigualdade consideravel nas diferencas de tamanho entre plantas vizinhas. As
curvas de Lorentz associadas a G4 sdo apresentadas no apéndice B. Para a assimetria,

Skq, os valores obtidos estao entre 1.94 e 3.97 com valor médio de 2.91. O resultado
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Sky > 0 indica que P(d) é uma distribuigao assimétrica, com a cauda direita mais longa
que a esquerda (veja também a figura 3.3). Para o coeficiente de autocorrelagao, 74, os
valores obtidos estao entre 0.31 e 0.44, sendo a média igual a 0.38. Esses valores sao
positivos, indicando uma autocorrecao positiva na série das diferengas. Para verificar
esse resultado, repetimos o célculo para 10° sequéncias embaralhadas dos valores de
d e obtivemos valores no intervalo de —0.02 a 0.02 (com valor médio de 0.00). Essa
analise reforca que ha uma correlagao positiva nos valores das diferencas de tamanho.
Isso indica que diferengas grandes (pequenas) tendem a ser seguidas por diferencas
grandes (pequenas).

A figura 3.9 mostra os valores dos indices LV,, By, BC\ e M), referentes aos
intervalos de retorno A\, com valor limite h = 2.05. O papel de h nos resultados vai ser
considerado na préxima secao. Os valores obtidos para a variagao local, LV, estao
no intervalo de 1.13 a 1.88, com valor médio de 1.54. Esse resultado (LV) > 1) indica
que os cruzamentos de nivel da volatilidade nao ocorrem aleatoriamente ao longo da
fileira. Para o coeficiente burstiness, By, os valores obtidos estao no intervalo entre 0.13
e 0.26, com valor médio de 0.19. Para o burstiness corrigido, BC), os valores empiricos
estdo no intervalo de 0.15 a 0.29, com valor médio de 0.21. Valores de By, > 0 (ou
BC) > 0) indicam que P(\) decai mais lentamente que uma distribuigdo exponencial
(veja também a figura 3.5). Os valores obtidos para a meméria, M), estao no intervalo
de —0.10 a —0.27, com valor médio de —0.18. Valores negativos do coeficiente memoria
(M, < 0) indicam a presenga de anti-correlagoes. Esse resultado sugere que intervalos
de retorno longos tendem a ser seguidos por intervalos de retorno curtos e intervalos
curtos tendem a ser seguidos por intervalos longos.

Para verificar comparativamente os resultados apresentados na figura 3.9, calcula-
mos os indices LV), By, BC) e M) para versdes embaralhadas do sinal bindrio dado
por z,. Como vimos, z, = 1 localiza os cruzamentos de nivel das diferencas de tama-
nho que excedem o valor limite h. O embaralhamento dos valores z, corresponde a
colocar os 0’s e 1’s em posi¢oes aleatérias ao longo da sequéncia. A partir do sinal bi-
nario embaralhado, calculamos novamente os intervalos de retorno usando a eq. (2.6).
Vamos chamar esses intervalos de retorno de \**. A seguir, calculamos os 4 indices
definidos nas equacoes 2.13 a 2.16 usando A*™ no lugar de A. Para cada indice e cada
amostra, repetimos esse procedimento 10 vezes e tomamos o valor médio do valor do
indice. Valores médios tipicos obtidos para LV{™ estdo no intervalo de 0.79 a 0.87,
com valor médio calculado sobre as amostras de 0.84. Esse valor é menor que o valor
médio de 1.54 obtido para as sequéncias originais. Valores tipicos obtidos para B§™ e
BC$™ estao no intervalo de —0.04 a —0.02, com valor médio de —0.03. Esses valores
sao proximos de zero e menores que os valores médios de 0.19 e 0.22, respectivamente,

obtidos para as sequéncias originais. Por sua vez, valores tipicos obtidos para M{™®
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estao no intervalo de —0.007 a —0.003, com valor médio de —0.006. Em moddulo, esse
valor é menor que o valor médio de —0.18 obtido para as sequéncias originais. Essa
analise reforca que as sequéncias originais de eventos exibem padrdes nao triviais,

diferentes do que seria esperado se os eventos ocorressem aleatoriamente.
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Figura 3.10: Diagrama MB. A esquerda: Burstiness By versus memoria M, para as
amostras 1, 2, 3 e 4. A direita: Burstiness corrigido BC, versus M,. Préximo a
origem (em cinza), mostramos os mesmos pontos calculados a partir das sequéncias
de eventos embaralhadas.

Na anélise das séries embaralhadas descrita no paragrafo anterior, os valores médios
da variagao local, do coeficiente burstiness e do coeficiente memoria foram 0.84, —0.03 e
—0.006, respectivamente. Para processos de Poisson homogéneos, os valores esperados
para esses indices sao 1, 0 e 0, respectivamente. Essas diferencas entre os resultados
obtidos com as séries embaralhadas e os resultados esperados para um processo de
Poisson ocorrem devido a natureza discreta e finita dos dados (efeitos de tamanho
finito). Note também que a meméria das séries embaralhadas fica bem proxima de
zero. Isso sugere que esse indice é mais robusto em relacao a efeitos de tamanho finito.
Por outro lado, a variagao local das séries embaralhadas fica relativamente distante de
1, sugerindo que esse indice é mais sensivel a efeitos de tamanho finito.

Na figura 3.10, apresentamos os valores de M), em func¢ao de B, para cada uma
das amostras. Mostramos também os valores de M, em funcao de BC). Além disso,
os mesmos coeficientes, calculados a partir do sinal binario embaralhado, também
sao mostrados na figura. Fica nitida a diferenca entre o padrdao empirico que ocorre
nas fileiras de milho e o comportamento esperado se os eventos fossem aleatoérios.
Note também que os pontos empiricos na figura estdao no segundo quadrante, em
que o coeficiente burstiness é positivo e o coeficiente memoéria é negativo. Esse tipo
de grafico, conhecido como diagrama MB, permite visualizar os resultados de forma
concisa e facilitam a comparacdo com outros sistemas complexos.

Em resumo, a tabela 3.1 apresenta os valores obtidos de todos os indices conside-

32



Tabela 3.1: Breve descricao do conjunto de indices utilizados no presente trabalho.
A tabela inclui os valores obtidos para cada amostra (1, 2, 3 e 4) e o valor médio
calculado sobre as amostras.

indice Descrigao Variavel Valores (1, 2, 3 e 4) Média
CVy coeficiente de variagio s 0.11 0.13 0.15 0.06 0.11
G Gini s 0.05 0.07 0.07 0.03 0.06
Sk assimetria S —2.98 —1.06 —2.37 —2.94 —2.34
Ts coeficiente de correlacao s 0.10 0.26 0.14 0.13 0.16
Skas assimetria As 0.17 —-0.01 0.07 -0.17 0.01
Ky curtose As 8.68 2.15 5.29 11.65 6.94
CVy coeficiente de variacao d 1.31 0.89 124 1.11 1.14
Gy Gini d 0.55 0.45 0.56 0.49 0.51
Skqy assimetria d 3.19 194 254 397 2.91
rq coeficiente de correlacio d 0.44 031 0.40 0.37 0.38
LV variacao local A 1.88 1.13 1.69 1.46 1.54
B, burstiness A 0.26 0.17 0.21 0.13 0.19
BC,), burstiness corrigido A 0.29 0.18 0.23 0.15 0.21
M), memobria A —-0.27 —-0.10 —-0.23 —-0.11 —0.18

rados nesse capitulo, para cada uma das amostras, incluindo o valor médio de cada

indice calculado sobre as amostras.

3.2 Analise das correlacoes entre pares de indices

A seguir, fazemos uma analise das correlagoes entre pares de indices. Para in-
vestigar a intensidade e a direcao da associacao entre pares de indices, utilizamos o
coeficiente de correlagao de Pearson, r (veja o apéndice C). Na figura 3.11, apresen-
tamos os valores obtidos de r para todos os pares de indices. Além disso, vemos na
figura os p—valores associados a cada par de indices, calculados a partir de um teste
estatistico paramétrico, o teste t de student. Quando o p—valor é menor ou igual a
0,05, dizemos que a associagao linear entre o par de indices é estatisticamente signifi-
cativa. Temos ao todo 91 pares de indices representados na figura 3.11 (excluindo-se as
combinagoes de cada indice com ele mesmo). Desses 91 pares, apenas 13 apresentam
associacoes estatisticamente significativas (esse resultado pode estar relacionado ao

pequeno numero de amostras independentes). De modo geral, independentemente do
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coeficiente r ser ou nao estatisticamente significativo, 32 pares de indices apresentam
| > 0.8 (cerca de 35% dos pares), sugerindo associagbes fortes. Por outro lado, 34
pares de indices apresentam |r| < 0.5 (cerca de 37% dos pares), sugerindo associagoes
moderadas a fracas.

Na figura 3.12, apresentamos os graficos de dispersao dos pares de indices que
apresentaram associacoes estatisticamente significativas (p < 0.05). Esses pares sao
os seguintes: Skg e g, com r = 0.97 e p = 0.03; C'V, e G4, com r = 0.97 e p = 0.03;
Gs e Skg, comr = —0.96 e p = 0.04; Skas e By, com r = 0.98 e p = 0.02; Ska, €
BCy, com r =0.97 e p = 0.03; Kas € Skg, com r = 1.00 e p = 0.003; CV; e G4, com
r=095ep=0.05 CVyery, comr =099 ep=0.01; CVye LVy, comr = 0.99 e
p=20.01; Gge LVy,comr =0.95¢e p=0.05;, Gg e My, comr =—0.95e p=20.05 14
e LV, com r =1.00 e p = 0.002; By e BC, com r = 1.00 e p = 0.001.

Ao longo da diagonal principal da figura 3.11 é facil identificar 5 grupos de indices
fortemente correlacionados: i) C'Vy e G; ii) Sky e rg; iil) Skg e Kag; iv) CVy, Gy, rq €
LVy; e v) By e BC,. Esse resultado sugere que utilizar mais de um indice do mesmo
grupo na anélise da presente base de dados poderia ser redundante. Nessa direcao, um
grupo de indices com potencial para acessar diferentes aspectos do sistema em estudo
poderia incluir, por exemplo, um indice de cada um desses grupos e M. Nesse sentido,
na figura 3.13, apresentamos os coeficientes de correlagdo r para todas as combinagoes
de pares dentro de um grupo de seis indices selecionados: CVj, Sky, C'Vy, Sky, By e
M.
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Figura 3.11: Em cima: Coeficiente de correlacao de Pearson, r, para todos os pares de
indices. Os indices relacionados aos intervalos de retorno A sao calculados com valor
limite A~ = 2,05. Em baixo: p—valores correspondentes obtidos por meio do teste t de
student.
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Figura 3.12: Graficos de dispersao dos 13 pares de indices cujos valores do coeficiente

de correlacao de Pearson, r, sdo estatisticamente significativos.

p—valor sdo mostrados na parte superior dos gréficos.
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CVs Sks CVq Skyg By M,

Figura 3.13: Coeficiente de correlagdo de Pearson, r, para todas as combinagoes de
pares dentro de um grupo de seis indices selecionados.

3.3 Variacoes do valor limite h das diferencas de

tamanho

Até agora, os resultados relacionados aos indices LV, By, BC'\ e M, foram obtidos
para um dado valor limite h (h = 2,05). Nessa secao, vamos apresentar resultados
para diferentes valores de h. Nas figuras 3.14-3.17, vemos LV,, By, BC\ e M), para
cada uma das amostras, com h variando no intervalo de 1.50 e 2.50 e com incrementos
de 0.05. Essas figuras também mostram os respectivos valores médios dos indices
calculados sobre 10? versdes embaralhadas das sequéncias originais. De modo geral, os
indices sao relativamente robustos com a variagao de h, sugerindo que nossos principais
resultados nao dependem da escolha de um valor particular de h. Nas figuras 3.14-3.17,
vemos também que os efeitos de tamanho finito ficam mais evidentes para pequenos
valores de h. Valores menores de h correspondem a mais eventos (cruzamentos de
nivel) e, como o tamanho da sequéncia é o mesmo, um ntmero maior de eventos
aumenta o efeito da discretizacao dos intervalos de retorno. Por outro lado, a medida
que h aumenta o nimero de eventos diminui e isso pode afetar o calculo dos momentos
estatisticos da distribuicao. Por esse motivo, o valor de h deve ser escolhido de modo
a minimizar os efeitos de tamanho finito e ao mesmo tempo fornecer um ntmero de
eventos suficiente para o calculo dos indices. No presente caso, verificamos que h ~ 2

atende a esses requisitos.
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A seguir, investigamos o efeito da variacao de h sobre a anélise das correlacoes entre
pares de indices. Na figura 3.18, mostramos os coeficientes de correlacao de Pearson
para um grupo selecionado de pares de indices, calculados para diferentes valores de
h. Especificamente, os resultados referem-se a valores de h variando no intervalo de
1.50 e 2.50, com incrementos de 0.20. De modo geral, os resultados sao robustos com
a variacao de h no intervalo escolhido. Em particular, o coeficiente r tende a diminuir

com o aumento de h para alguns pares de indices. Esse é o caso, por exemplo, dos
pares (Sks,B)), (CVy,By), (CVy,My) e (By,M,).
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Figura 3.14: LV, em funcgao de h, para h variando de 1.50 a 2.50, com incrementos 0.05.
Valores correspondentes calculados a partir de sequéncias embaralhadas dos eventos
sao mostrados em cinza. A linha tracejada corresponde a LV, = 1.
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Figura 3.15: By, em fungao de h, para h variando de 1.50 a 2.50, com incrementos 0.05.
Valores correspondentes calculados a partir de sequéncias embaralhadas dos eventos
sao mostrados em cinza.
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Figura 3.16: BC) em funcao de h, para h variando de 1.50 a 2.50, com incrementos
0.05. Valores correspondentes calculados a partir de sequéncias embaralhadas dos
eventos sao mostrados em cinza.
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Figura 3.17: M) em funcao de h, para h variando de 1.50 a 2.50, com incrementos 0.05.
Valores correspondentes calculados a partir de sequéncias embaralhadas dos eventos
sao mostrados em cinza.
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Coeficiente de correlagdo de Pearson, r, para um grupo selecionado de

pares de indices, calculados para diferentes valores do valor limite h. Aqui, mostramos
h variando de 1.5 a 2.5 com incrementos de 0.2.
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Capitulo 4
Discussao e conclusoes

Neste capitulo vamos resumir e discutir alguns dos principais resultados obtidos
neste trabalho a partir da analise da variabilidade dos tamanhos de plantas sucessivas
em fileiras de milho.

A distribuigdo dos tamanhos das plantas, P(s), e os indices C'Vy, G, Sks e rg
calculados a partir dos tamanhos s sao apresentados nas figuras 3.1 e 3.6. Verificamos
que P(s) é assimétrica, com Sky ~ —2 3 (assimetria negativa), e apresenta baixa
varidncia, com CV; ~ 0,1 (~ 10%). Além disso, as fileiras sdo caracterizadas por
uma baixa desigualdade de tamanho, com indice de Gini G4 ~ 0,06. Esses resultados
sao consistentes com trabalhos anteriores sobre variabilidade de tamanho de plantas
em culturas de milho, que também apontam para uma assimetria negativa, baixa
variancia e indice de Gini relativamente baixo [9,12,23]. Sobre as autocorrelagoes
na série dos tamanhos, obtivemos ry ~ 0.16, indicando a presenca de correlagoes
positivas nos tamanhos das plantas. Esse resultado sugere que, ao se percorrer a
fileira, plantas altas tendem a ser seguidas por plantas altas e plantas baixas tendem a
ser seguidas por plantas baixas. De modo geral, esse mesmo padrao tem sido observado
em varios tipos de populagoes de plantas [24,73,74]. Entretanto, como geralmente as
amostras analisadas tém carater bidimensional, o indice que costuma ser utilizado
para quantificar correlagoes espaciais em populacoes de plantas é a estatistica I de
Moran [24,73,74].

A distribuicao dos incrementos de tamanho, P(As), e os indices Skas e Ka; calcu-
lados a partir dos incrementos As sdo apresentados nas figuras 3.2 e 3.7. Os resultados
indicam que P(As) é aproximadamente simétrica, com Skas ~ 0. Além disso, os va-
lores positivos para o excesso de curtose, Kas ~ 6,9, indicam que P(As) é mais
afunilada e/ou possui caudas mais longas que a distribuicdo normal. Esses resulta-
dos sdo consistentes com a ref. [36] que também aponta para um comportamento nao
gaussiano (com caudas mais longas que a distribuicao gaussiana) para a distribuicao

dos incrementos de tamanho em fileiras de milho. Em particular, o uso do excesso
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de curtose K, permite quantificar esse aspecto da distribuicdo dos incrementos de
tamanho sem a necessidade de escolher uma distribuicao especifica como no caso da
ref. [36].

A distribui¢ao das diferengas (normalizadas) de tamanho entre plantas vizinhas,
P(d’), e os indices CVy, G4, Skq e 14 calculados a partir das diferengas de tamanho
d sdo apresentados nas figuras 3.3 e 3.8. A distribuicdo P(d’) é assimétrica, com
Skq ~ 2,9 (assimetria positiva). Além disso, P(d) apresenta coeficiente de variacao
proximo da unidade, C'V; ~ 1,1, e indice de Gini G4 ~ 0, 5. Esse tltimo resultado in-
dica uma desigualdade relativamente grande nas diferencas de tamanho entre plantas
vizinhas. Para fins de comparacao, relativo a renda da populagao, o Brasil apresenta
um coeficiente de Gini de ~ 0,5 [75]. Além disso, verificamos que a distribuigdo empi-
rica P(d’) se assemelha a uma distribui¢ao log-normal (figuras 3.3 e 3.4). Como vimos,
d' pode ser visto como um tipo de ’volatilidade’ de tamanhos (de natureza espacial).
E interessante notar que a distribuicdo da volatilidade de precos no mercado finan-
ceiro, para valores moderados da volatilidade, também tem sido descrita como uma
log-normal [52,54]. De modo geral, distribuigoes log-normais tém sido identificadas
em uma grande variedade de sistemas naturais e costumam ser associadas a processos
multiplicativos [76].

A distribuigdo acumulada dos intervalos de retorno normalizados, P.(\'), e os in-
dices LV), By, BC\ e M) calculados a partir dos intervalos de retorno A sao apresen-
tados nas figuras 3.5 e 3.9. Os resultados obtidos, LV, ~ 1,5, By ~ 0,2, BC) ~ 0,2
e M, ~ —0,2 indicam que as grandes diferencas de tamanho (d' > 2.05) ndo ocorrem
aleatoriamente ao longo das fileiras de milho. Para comparacao, em um processo de
Poisson, teriamos LV, = 1, By, =0, BC'y = 0e M) = 0. O resultado By > 0 indica que
a distribuicao dos intervalos de retorno decai mais lentamente que uma exponencial.
O resultado M), < 0 indica que os intervalos de retorno apresentam anti-correlagoes:
intervalos longos tendem a ser seguidos por intervalos curtos e intervalos curtos tendem
a ser seguidos por intervalos longos.

Podemos comparar nossos resultados envolvendo B, e M, com resultados analogos
obtidos no estudo da volatilidade de pregos no mercado financeiro. Alguns resultados
indicam que a distribuicao dos intervalos de retorno da volatilidade de pregos decai
mais lentamente que uma exponencial [55]. Esse resultado é consistente com nossos
resultados sobre tamanho de plantas (B), > 0). Por outro lado, em contraste com
nossos resultados sobre tamanho de plantas (M, < 0), os intervalos de retorno da vo-
latilidade de pregos exibem um comportamento consistente com memoria positiva [55].
Essas diferencas na memoria dos intervalos de retorno talvez possam refletir diferen-
¢as estruturais entre a volatilidade de pregos no mercado financeiro e as diferencas de

tamanho de plantas ao longo de fileiras de milho. No mercado financeiro ¢ usual que
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uma grande variacao de prego (alta volatilidade) seja seguida por varias outras grandes
variacoes, gerando varios cruzamentos de nivel préximos um do outro e, portanto, va-
rios intervalos de retorno sucessivos relativamente pequenos. Isso pode contribuir para
uma memoria positiva nos intervalos de retorno. Em contraste, plantas com tamanho
muito abaixo da média em uma fileira de milho costumam ocorrer sozinhas, gerando
apenas dois cruzamentos de nivel das diferencas de tamanho, e portanto, apenas um
intervalo de retorno relativamente pequeno. Esse comportamento pode contribuir para
uma memoria negativa nos intervalos de retorno das diferengas de tamanho.

Como vimos, os resultados que obtivemos envolvendo By e M) seguem um padrao:
burstiness positivo e memoria negativa. Isso corresponde ao segundo quadrante em
um diagrama MB (figura 3.10). E interessante também comparar esses resultados
com padroes de ocorréncia de eventos observados em outros sistemas complexos. Por
exemplo, diversas atividades humanas, como enviar e-mails ou iniciar chamadas te-
lefonicas, seguem padroes descritos por um coeficiente burstiness positivo e memoria
positiva mas préoxima de zero. Isso localiza essas atividades principalmente no pri-
meiro quadrante do diagrama MB [60]. Outros exemplos incluem fenémenos naturais
como terremotos e precipitacao que também exibem coeficiente burstiness positivo e
memoria positiva, sendo localizados préximo a diagonal do primeiro quadrante em um
diagrama MB [60]. Por outro lado, no caso dos intervalos de tempo entre batidas do
coragao a localizagao ocorre no quarto quadrante, com burstiness negativo e memoria
positiva [60]. De acordo com nossos resultados, os cruzamentos de nivel das diferen-
gas de tamanho entre plantas vizinhas em culturas de milho (localizados no segundo
quadrante) exibem um padrao diferente do observado nesses outros sistemas citados.

Sobre a analise da correlacao entre pares de indices, verificamos que alguns dos 14
indices utilizados neste trabalho sdo fortemente correlacionados (figura 3.11). Sabe-
mos que indices fortemente correlacionados ou fortemente anti-correlacionados podem
conter informacoes redundantes. Por esse motivo, um conjunto de indices fracamente
correlacionado seria mais indicado para descrever diferentes aspectos do sistema. Com
base nesse tipo de andlise, sugerimos um conjunto de 6 indices que poderia ser usado
para capturar diferentes aspectos do sistema em estudo. Esse grupo inclui os seguintes
indices: CVj, Sk, CVy, Skq, By e M, (figura 3.13). Uma limitagdo da presente ana-
lise das correlacoes entre indices é o pequeno ntimero de amostras independentes que
utilizamos (4, ao todo). Seria desejavel repetir essa analise para um nimero maior de
amostras. Além disso, é bom lembrar que as correlagdes entre indices podem diferir
dependendo do tipo de planta que estd sendo analisada e da medida de tamanho que
estd sendo utilizada [30].

Neste trabalho adotamos uma abordagem unidimensional para a analise da va-

riabilidade do tamanho de plantas em culturas de milho. Desse modo, foi possivel
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utilizar indices que usualmente sao aplicados na analise de séries temporais como B)
e M). Por outro lado, esses indices relacionados aos intervalos de retorno A\ tém uma
desvantagem pratica visto que necessitam de amostras de tamanho consideravel. Por
exemplo, o nimero total de plantas em cada amostra utilizada neste trabalho é ~ 2056
(valor médio calculado sobre as 4 amostras). Entretanto, o nimero total de intervalos
de retorno associado ao valor limite h = 2,05 é ~ 193. Isso ilustra que as amostras
devem ser suficientemente grandes para que a analise dos intervalos de retorno seja
vidvel. E importante ressaltar aqui a dificuldade de se obter dados sobre tamanho
de plantas em monoculturas. Geralmente, medidas obtidas de modo direto, como as
utilizadas neste trabalho, envolvem um consideravel custo em termos de tempo e mao
de obra. Por outro lado, recentes avancos tecnologicos tém o potencial de facilitar a
obtencao de dados relacionados a monoculturas agricolas. Os equipamentos utilizados
incluem diferentes tipos de sensores, como sensores ultrassonicos e cameras de alta
resolucdo, combinados com veiculos terrestres e aéreos (drones). Em particular, esse
tipo de técnica tem sido utilizada para a obtencao de dados sobre tamanho de plantas
em monoculturas de milho [77]. O acesso a dados obtidos por meios automatizados
poderia contribuir para o aprimoramento do estudo da variabilidade do tamanho de
plantas em fileiras de milho.

Em monoculturas agricolas, a competicao entre plantas é um fator chave que tem
sido relacionado a variabilidade de tamanho dos individuos da populacao. Entretanto,
outros trabalhos sdo necessarios para quantificar até que ponto nossos resultados re-
fletem em algum grau efeitos de competicao. No presente trabalho, os dados anali-
sados foram obtidos em plantacdes de milho com densidade de plantas praticamente
constante. Como vimos no capitulo de revisao, varios trabalhos no contexto de mo-
noculturas exploram o efeito da densidade de plantas (relacionada a intensidade da
competicao) sobre a estrutura de tamanho dos individuos da popula¢do. Nessa di-
recao, trabalhos futuros poderiam explorar a dependéncia dos indices utilizados aqui
com a densidade de plantas. Além disso, os dados analisados neste trabalho se referem
a um determinado estagio do desenvolvimento das plantas. Um aspecto que tem sido
abordado no contexto de monoculturas é o acompanhamento temporal das populagoes
(como destacado no capitulo de revisdo). Desse modo, outra possivel extensao desse
trabalho poderia incluir uma analise sobre o comportamento dos indices propostos cal-
culados em diferentes estagios de desenvolvimento da planta, desde a germinacao até a
fase pré-colheita. Além disso, na literatura sobre variabilidade de tamanho de plantas
em monoculturas, outros tipos de plantas tém sido analisadas incluindo plantas que
sao utilizadas comercialmente, como a soja (Glycine maz L.), o girassol (Helianthus
annuus L.), a linhaga (Linum usitatissimum L.) e a ervilha (Pisum sativum L.). Traba-

lhos futuros poderiam também explorar o comportamento dos indices utilizados aqui
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para estudar diferentes tipos de monocultura.

Como um comentario final, varios modelos tém sido propostos para descrever o
processo de crescimento dos individuos de uma populacao sob o efeito da competicao
com plantas vizinhas [18,78,79]. O tipo de andlise empregada no presente trabalho
poderia ser utilizada, por exemplo, para comparar os resultados de diferentes modelos

de crescimento de plantas com os padrdes empiricos observados em monoculturas.
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Apéndice A

Momentos das distribuicoes e

k—estatistica de Fisher

Neste apéndice, definimos os coeficientes descritos pela k-estatistica de Fisher para
o célculo dos momentos estatisticos das distribui¢oes [71]. Corre¢oes dos momentos
estatisticos determinados pela k—estatistica de Fisher costumam ser utilizadas para
levar em conta amostras com tamanho finito. Os momentos das distribui¢oes sao
utilizados nesse trabalho para quantificar a variabilidade do tamanho de plantas em
fileiras de milho.

Aqui estamos interessados nos momentos da distribuigdo P(z), associados aos va-
lores observados z,,, n = 1,..., N. Os momentos ks, k3 e k4, relativos a variavel z, sao

definidos como

N
k;2 — N_1m2’ (A].)
N2
ks = A2
2 _ _ 2
(N —=1)(N —=2)(N —3)
em que ms, M3 € My Sao 0os momentos centrais dados por
1 Y o
mk—NZ(xn—@, (A.4)
n=1

em que k = 2,3 e 4, respectivamente.
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Apéndice B
Indice de Gini e curva de Lorenz

Neste apéndice, apresentamos uma breve introdugao sobre a relagao entre a curva
de Lorenz e o indice de Gini, suas representacoes graficas e interpretacao.

Considere uma variavel z,, n = 1,2, ..., N, organizada de tal forma que x; < x5 <
x3 < --- < zxy. A proporcao acumulada da populacao até o n-ésimo elemento é dada
por

Pu =y (B.1)

Por sua vez, a proporc¢ao acumulada da variavel z,, é definida como
1 n
b, =—> x;, B.2

em que T é o valor médio de x. Os pares de valores (p,,P,) correspondem a pontos
que, quando unidos, formam a chamada curva de Lorenz.

Na figura B.1, apresentamos uma curva de Lorenz tipica. Para ajudar na inter-
pretagao, vamos considerar alguns casos particulares. Note que os valores méaximos
de p, e @, sdo iguais a 1. Suponha que todos os z, sejam iguais (x,, = T), caracteri-
zando uma igualdade perfeita. Nesse caso, a curva de Lorenz é representada por uma
linha reta diagonal que une os pontos (0,0) e (1,1) (aqui estamos considerando que
o nimero de termos é suficientemente grande). Outro caso particular é o de perfeita
desigualdade, em que um elemento possui tudo e todos os demais elementos sao nulos.
Nesse caso extremo, a curva de Lorenz coincide com o eixo horizontal do grafico em
quase toda sua extensao. No ultimo ponto, ®,, d4 um salto e atinge a unidade. Nos
casos intermediarios a curva de Lorenz estard abaixo da diagonal, iniciando préoximo
de (0,0) e terminando préximo do ponto (1,1).

A éarea de desigualdade, «, é definida como a area da regiao entre a linha de
perfeita igualdade e a curva de Lorenz (veja a figura B.1). Em um caso extremo de

desigualdade, em que N — 1 elementos sao nulos e apenas um ¢é nao nulo, a regiao de
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Figura B.1: Proporcao acumulada da populacao, p, versus proporcao acumulada da
variavel x, ®,. A linha tracejada representa uma curva de Lorenz para o caso de
perfeita igualdade. A linha sélida representa uma curva de Lorenz tipica, um caso
intermediario entre a perfeita igualdade e a total desigualdade. As areas a e [ estao
identificadas no grafico.

desigualdade é descrita por um triangulo de altura igual a 1 e base 1 — 1/N. Dessa

forma, o valor maximo de a para uma distribuicao discreta é dada pela relagao

1 1

AUmpar = 5(1 - N)? <B3)

que corresponde a drea do triangulo mencionado. Note que ., tende para 1/2
quando o nimero de termos N tende para infinito. O indice de Gini é definido como

o quociente entre « e esse limite. Assim,

«

G:m:

2a. (B.4)

Como 0 < a < aymas, temos que 0 < G < (1 — %) No limite de N grande, o valor
maximo de G tende a 1.

O célculo do indice de Gini pode ser feito sem precisar calcular explicitamente a
area o em um grafico da curva de Lorenz. Para verificar isso, vamos definir a regiao
entre o eixo das abcissas e a curva de Lorenz como uma drea 5 (veja a figura B.1).
Por construcao temos que a4+ 8 = % Podemos decompor g em N — 1 trapézios. Para
cada trapézio, a base maior e a base menor sao, respectivamente, ®, e ®,,_; e a altura
¢ dada pela relagao p, — p,—1 = 1/N. Assumindo que ®; = 0, temos que a area de
cada trapézio é dada por

1
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A soma das areas de todos os trapézios representa a area 3. Assim,

N 1 N
6:: E: n ‘iﬁ:E: +‘¢n 1 (Biﬂ

n=1 n=1
Como G =2aea+ = %, temos que
1 N
G:1—2ﬁ:1—NZ(<I>n+<I>n_1). (B.7)

n=1

O somatorio que aparece nessa equacao, em termos de ®,,, pode ser reescrito em termos

de x,, de tal forma que

N
nt Pn1) Z (2N —2n+ 1)x,,. (B.8)

o

Substituindo a relagdo B.8 na equagao B.7, temos que

G= 2 Sna,—(1- 1) (B.9)
7N2Tn:1m;n ) .

Por fim, essa expressao pode ser reescrita como

E:nE:jkml__z”

G = 2T N2 ’

(B.10)

que corresponde a média dos valores absolutos das diferencas entre dois valores quais-
quer da variavel z,. Essa tltima expressao é a que utilizamos nesse trabalho para o
célculo do indice de Gini (veja a equagao 2.11).

Nas figuras B.2 e B.3, apresentamos respectivamente as curvas de Lorenz para os

tamanhos e os incrementos de tamanho das plantas investigadas no trabalho
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Figura B.2: Curvas de Lorenz referentes ao tamanho das plantas s, calculadas para
cada uma das amostras. O valor médio dos indices de Gini correspondentes ¢ igual a

Pn
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Figura B.3: Curvas de Lorenz referentes as diferencas de tamanho entre plantas vizi-
nhas d, calculadas para cada uma das amostras. O valor médio dos indices de Gini
correspondentes é igual a 0.51.
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Apéndice C

Coeficiente de correlacao de

Pearson

Neste apéndice, descrevemos o procedimento para o calculo do coeficiente de cor-
relacdo de Pearson, r, entre cada par de indices. Também descrevemos o teste ¢t de
student utilizado para verificar se r é estatisticamente siginificativo.

Considere um par genérico de indices, (W;,Y;), calculado a partir da amostra i,
com ¢ = 1,...,m. No presente caso, m = 4 visto que temos 4 amostras independentes.

O coeficiente de correlacao de Pearson entre W; e Y; é definido como

_ m (W =Y, - 7)
VI (W, = W)2/Sm, (v, - )2

r

(C.1)

em que W e Y sao os valores médios de W; e Yj, respectivamente. O coeficiente r é
uma medida da associacao ou correlagao linear entre W e Y, fornecendo informagao
sobre a magnitude e a direcdo da associacao ou correlacao linear. O coeficiente r
pode assumir valores no intervalo [—1,1]. Valores de r iguais a —1 ou +1 implicam
uma relacao linear perfeita. Valores positivos de r implicam uma associagao positiva
(se uma varidvel aumenta, entao a outra também aumenta). Valores negativos de r
implicam uma associagdo negativa (se uma variavel aumenta, a outra diminui).

O coeficiente de correlacao de Pearson pode ser usado para testar se a associa-
¢ao linear entre as duas varidveis é estatisticamente significativa. O coeficiente r (o
coeficiente de Pearson da amostra) ¢ uma estimativa de p, o coeficiente de Pearson
da populacao. Conhecendo-se r e o nimero de pontos m, podemos inferir se p é

significativamente diferente de 0. Assim, temos:
Hipétese nula Hy: p = 0; (C.2)
Hipétese alternativa H, : p # 0. (C.3)
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Para testar a hipotese nula, calculamos o valor da estatistica ¢,

t=—, (C.4)

Or

em que o, ¢ um tipo de erro padrao dado por

o = (T_‘rz) | (C.5)

O proximo passo é obter o valor critico de t, t*. O valor critico ¢* pode ser obtido a

partir de uma tabela ¢, usando o nimero de graus de liberdade dado por df = m—2, o
nivel de significAncia o (usualmente, a = 0.05) e escolhendo o teste bilateral. Se |t| >
t*, podemos rejeitar a hipdtese nula: a associacido quantificada por r é estatisticamente

significante (p < «) em que p representa o p-valor.
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Apéndice D
Processos de Bernoulli e Poisson

Um ensaio de Bernoulli produz um resultado para a variavel aleatoria discreta z,

descrita pela distribuicao de probabilidades

j2 z=1
P(z)=< 1-p, z2=0 (D.1)
0, outros casos.

Tipicamente, o resultado de um ensaio de Bernoulli é chamado de ‘sucesso’ se z =1
e de ‘falha’ se z = 0. Um processo de Bernoulli é uma série de ensaios de Bernoulli
independentes, cada um com a mesma probabilidade de sucesso p. Vamos representar
um processo de Bernoulli, composto de N ensaios independentes, como z,,n =1, ..., N.
Usualmente, é conveniente chamar os sucessos em um processo de Bernoulli como
‘chegadas’. Considere uma variavel aleatéria discreta A dada pelo nimero de ensaios
de Bernoulli até (e incluindo) o primeiro sucesso. A varidvel aleatéria A é conhecida
como tempo entre chegadas de primeira ordem. Essa variavel pode assumir valores \;,
[=1,2,..., L, em que \; é inteiro e maior ou igual a 1.
Nao ¢é dificil ver que a distribuicdo de probabilidades dos tempos entre chegadas,
P()), é dada por [80]
P(X) =p(1—p)*, (D.2)

com A =1,2,..., L. Visto que seus termos sucessivos decrescem em progressao geomé-
trica, a distribuigao (D.2) é conhecida como distribuigao geométrica. Note que P()) foi
obtida como a distribui¢do do niimero de ensaios até (e incluindo) o primeiro sucesso.
Entretanto, em vista dos ensaios de Bernoulli serem independentes (sem memoria),
a variavel aleatéria A também representa o niimero de ensaios entre um sucesso e o
proximo sucesso.

Um processo de Poisson pode ser definido a partir de uma descri¢gao probabilistica

de chegadas em processos de Bernoulli. Em um processo de Poisson, as chegadas ocor-
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rem de modo continuo (como em pontos sobre uma linha). Por conveniéncia, vamos
nos referir a essa linha como o eixo do tempo, t. Utilizando essa interpretagao, um
processo de Poisson pode ser definido como o limite, em que At — 0, de uma série de
ensaios de Bernoulli idénticos e independentes que ocorrem a cada intervalo de tempo
At. Cada um desses ensaios tem uma probabilidade de sucesso dada por p = aAt,
em que « é uma constante. Nesse limite, o tempo entre chegadas A serd uma variavel
aleatéria continua. E possivel mostrar que, nesse limite, a distribuicdo P(\) serd ex-
ponencial, com valor médio igual a 1/« [80,81]. Podemos dizer entdo que um processo
de Bernoulli, de tempo discreto, converge para um processo de Poisson homogéneo, de
tempo continuo. Processos de Bernoulli e processos de Poisson homogéneos descrevem
eventos completamente aleatoérios, independentes entre si. Por esse motivo, eles sao
muito utilizados como modelos de referéncia no estudo de sistemas temporalmente

heterogéneos.
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