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Resumo

Neste trabalho, é estudada a familia de modelos epidémicos SIR deterministas, que
descrevem a dinamica infecciosa de propagacao de uma doenca numa populagao
por um conjunto de equagoes diferenciais ordinérias com uso do principio da lei de
acao das massas para simular o contato entre os individuos de forma global, sepa-
rados em compartimentos com respeito ao status dos mesmos em relagao a doenca
estudada, cujo nome do modelo é usualmente um acrénimo dos compartimentos
usados, como SIR (Suscetivel-Infectado-Recuperado). Foram obtidas as solugoes
numéricas destes modelos pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem, e seus
respectivos nimeros de reproducao basicos Ry, principal indicador de um surto
epidémico, pelo método da matriz de proxima geracao. Estudou-se, também, va-
riacoes do SIR determinista pautadas em equagoes diferenciais parciais, que levam
em conta o cardter espacial deste fendomeno epidémico com a introducao de ter-
mos difusivos no conjunto de equacoes do modelo, estendendo-o, em seguida, para
considerar uma dindmica difusiva que resulta na formacao de padroes espaciais,
chamados de padroes de Turing, por meio da equacao de reagao-difusao. Analisou-
se, posteriormente, a aplicacao de modelos epidémicos em uma estrutura espacial
organizada chamada de rede quadrada, o qual tiveram sua dinamica determinista
adaptada estocasticamente, dando surgimento a um sistema chamado de individual-
based model, que substitui a interagao global dada pela lei de acao das massas por
interacgoes locais individuais. Subsequentemente, empregou-se estes modelos esto-
casticos para a andlise da percolacao na rede quadrada, efeito caracterizado pela
capacidade de um fluido, objeto ou fendémeno de atravessar por completo meios
materiais ou espaciais, formando um caminho continuo entre extremidades opos-
tas do meio utilizado. Identificou-se o ponto critico do modelo SIR usual e de
um modelo vacinal chamado SIV (Suscetivel-Infectado-Vacinado), com este ponto
sendo responsavel pela transicao de fase que permite extrair a probabilidade de um
surto ultrapassar as fronteiras de uma regiao, permitindo assim determinar uma
lei de poténcia associada a este fendmeno. O algoritmo responsével por produ-
zir estes resultados esta disponivel no repositorio da plataforma GitHub pelo URL
https://github.com/ahdn913/Mestrado_Adriano_Neves/tree/main.

Palavras—chave: Modelo SIR, Ntiimero de reprodugao basico, Matriz de

proxima geracao, Difusao, Reagao-difusao, Padroes de Turing, Rede qua-

drada, Percolacao, Transicao de fase
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Abstract

In this work, the family of deterministic SIR epidemic models is studied, which
describe the infectious dynamics of the spread of a disease in a population by a
set of ordinary differential equations using the principle of the law of mass action
to simulate contact between individuals globally, separated into compartments with
respect to their status regarding the disease studied. The model name is usually an
acronym of the compartments used, such as SIR (Susceptible-Infected-Recovered).
Numerical solutions of these models were obtained by the fourth-order Runge-Kutta
method, with their basic reproduction number Ry, the main indicator of an epide-
mic outbreak, beign attained by the next-generation matrix method. It was also
studied variations of the deterministic SIR model based on partial differential equa-
tions, which take into account the spatial character of this epidemic phenomenon
with the introduction of diffusive terms in the set of equations of the model, then
extending it to consider a diffusive dynamic that results in the formation of spatial
patterns, called Turing patterns, through the reaction-diffusion equation. It was
analyzed the epidemic models in an organized spatial structure called square lat-
tice, which had its deterministic dynamics adapted stochastically, giving rise to a
system called individual-based model, which replaces the global interaction given by
the law of mass action with individual local interactions. Subsequently, these sto-
chastic models were employed for the analysis of percolation in the square lattice,
an effect characterized by the ability of a fluid, object or phenomenon to comple-
tely traverse material or spatial media, forming a continuous path between opposite
ends of the medium used. The critical point of the usual SIR model and of a vac-
cine model called SIV (Susceptible-Infected-Vaccinated) model, with this critical
point beign responsible for the phase transition that allows extracting the probabi-
lity of an outbreak crossing the borders of a region, thus allowing to determine a
power law associated with this phenomenon. The algorithm responsible for produ-
cing these results is available on the repository of the GitHub platform at the URL
https://github.com/ahdn913/Mestrado_Adriano_Neves/tree/main.

Key words: SIR model, Basic reproduction number, Next-generation
matrix, Diffusion, Reaction-Diffusion, Turing patterns, Square lattice,

Percolation, Phase transition
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INTRODUCAO

Ao longo da histéria, doencas infecciosas estiveram presentes em populagoes de
seres vivos em geral, coexistindo e propagando-se por meio da interacao entre os
individuos afetados, ocasionando surtos locais, fenémenos epidémicos e até mesmo
pandémicos. O exemplo mais recente deste tipo de fendmeno foi observado com
a pandemia do SARS-CoV-2, mais conhecido como COVID-19, sendo considerada
pela Organizacao Mundial da Satde em 2020 uma emergéncia de satide publica
de interesse internacional [1], causando mais de 650 milhdes de casos positivados e
mais de 6 milhdes de 6bitos [2], cujos 700 mil deste montante foram contabilizados
no Brasil. Isto ilustra a necessidade de compreender e descrever matematicamente
a dinamica de transmissao de doencas na elaboracao e planejamento de medidas
sanitarias a serem tomadas pelos entes piiblicos a fim de controlar surtos epidémicos
atuais e futuros.

Em comparacgao com outros sistemas dinamicos de interesse biologico, como a
dindmica populacional, que precedem desde meados do século XIII, o emprego ma-
tematico rigoroso na descricao de epidemias, cuja area é atualmente chamada de
matemaética epidemioldgica, surgiu no inicio do século XX, com os trabalhos de Wil-
liam Heaton Hamer “Epidemic Diseases in England”* |3, 4]. Foi proposto que a
propagacao de doengas infecciosas depende do ntimero de individuos nao imunes e
do ntamero de individuos infectados, o qual usou de um artificio quimico chamado lei
de acao das massas como alicerce para a construcao de uma teoria rudimentar ca-
paz de descrever tais fendmenos epidémicos. Este conceito, que estabelece interagoes
globais entre os individuos de uma populagao, perdura até os dias atuais em diversos

modelos epidémicos modernos, devido & simplicidade elegante de sua aplicagao. Al-

Doencas Epidémicas na Inglaterra



Introdugao

guns anos mais tarde, em 1911, Ronald Ross, em seus trabalhos com relacao a surtos
de malaria, propdés um modelo que subdivide uma populacao em classes, chamado
de modelo compartimental, com o qual descreveu a dindmica de surtos de maléria
da regiao e demonstrou que para erradicar esta doenga nao seria necessario acabar
por completo com a populagao de mosquitos vetores, apenas reduzir esta populagao
abaixo de um nivel critico relacionado ao pardmetro mais fundamental dos modelos
compartimentais deterministas na matemaética epidemiologica, chamado de niimero
de reprodugao basico [5|. Este trabalho foi o primeiro a introduzir tal parame-
tro, baseado em caracteristicas da doenga analisada, capaz de determinar se havera
de fato um surto da referida doenga ou nao. Em 1927, William Ogilvy Kermack
e Anderson Gray McKendrick criaram uma hipotese para a descricao da evolugao
temporal do ntimero de casos de uma doenca infecciosa, que fundamenta a base para
a descricao da dindmica de propagacao de doengas moderna, aprofundando assim
o rigor matematico do trabalho de Ross, permitindo a modelagem dos dados da
epidemia de peste de 1906 em Bombaim, India, culminando na familia de modelos
matematicos denominada SIR (suscetivel-infectado-recuperado). Este modelo SIR
permanece contemporaneo até os dias atuais para a modelagem matemaéticas de do-
encas infecciosas, com énfase em populagoes humanas, como foi possivel determinar
pela experiéncia prévia com matematica epidemioldgica do autor desta dissertagao,
por meio da monografia intitulada “Sistemas Dinamicos de Transmissao Para Doen-
cas Infectocontagiosas”, realizando assim a modelagem da pandemia de COVID-19
para diversos paises e estados brasileiros, incluindo o ajuste de alguns parametros

infecciosos dependentes do tempo associados ao modelo.

Com base nestes modelos SIR tradicionais, surgiram diversas variagoes e adap-
tagoes destes, de modo a mimetizar aspectos encontrados em surtos reais, como a
presenca de interacoes locais em substituicao das globais em modelos espacialmente
estruturados, eventos estocasticos que afetem a dindmica infecciosa numa popu-
lacao, medidas individuais ou governamentais tomadas para frear a propagacao de
uma doenca e até mesmo a presenca de caracteristicas intrinsecas da propria doenca.
Avancos recentes da area contam com o emprego de modelos que consideram o cara-
ter espacial da propagacao das doengas e as interacoes locais entre os individuos que
permeiam uma populacao, sendo seus principais expoentes modelos baseados nos
individuos, chamados de Agent-Based models ou Individual-Based models, em que
cada ser vivo age individualmente numa populagao, nao estando sujeito a equagoes
que determinem sua dinamica, mas a regras previamente estabelecidas; e modelos
pautados em redes complexas, cujos individuos sao representados por nos e suas

interagoes com outrem sao dadas por arestas que os ligam, descritos pela teoria de
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grafos, como as redes de Erdos-Rényi e Watts-Strogatz, cujas distribuicoes de ares-
tas entre os individuos alteram-se em sua condi¢ao inicial ou durante a dinamica do
modelo em si. Ambas as novas perspectivas sob o modelo SIR original fazem parte
da area de sistemas complexos, devido a natureza interligada entre as acoes de um
individuo com a acao de todos os outros individuos deste modelo.

Entao, a presente dissertacao esta estruturada da seguinte forma para o estudo
da dindmica destes modelos epidémicos: No capitulo 1 é realizada uma revisao com
respeito a dindmica dos modelos epidémicos deterministas encontrados na literatura,
tal qual o modelo SIR e algumas de suas variantes, pertinente a caracteristicas de
doencas infecciosas amplamente reconhecidas de forma geral, pautados em um con-
junto de equacoes diferenciais para descrever a dinamica epidémica da populacao,
junto com a proposicao de um modelo vacinal hipotético chamado de SIV, com ta-
xas simples. Em seguida, no capitulo 2, adapta-se o modelo SIR em conforme com
a literatura, de forma incluir o aspecto espacial no mesmo, sendo relevante para
a introducao de dindmicas locais ao modelo com termos de difusao inseridos nas
equagoes diferenciais do modelo encontrado no capitulo 1. Introduz-se também a
interacao entre classes difusivas diferentes, dando origem a formacao de padroes es-
paciais chamados de padroes de Turing, cuja transicao de fase acerca de seus regimes
epidémicos é demonstrada. No capitulo 3, analisou-se modelos epidémicos espacial-
mente estruturados de forma organizada num mecanismo chamado de rede quadrada
para verificar as diferencas produzidas pela adaptacao estocastica do modelo SIR,
ja reconhecida pela publicagao de diversos artigos com respeito ao modelo, no que é
conhecido como Individual-Based model. Inseriu-se também o modelo vacinal hipo-
tético STV neste método, responsével por alterar a forma de contencao da doenca
em questao. No capitulo 4, submeteu-se estes Individual-Based models ao fendbmeno
chamado de percolagao, responsavel por determinar a probabilidade em média de
um surto epidémico conseguir atravessar por completo os limites da rede quadrada
empregada. Verificou-se também o ponto critico do modelo SIR responsével pela
transicao de fase com respeito & percolacao encontrado na literatura. Ao verificar
o novo modelo vacinal STV, descobriu-se os pontos criticos relativos & percolacao e
determinou-se uma lei de poténcia associada ao parametro critico encontrado e ao
tamanho da rede quadrada do sistema. Por fim, exaltam-se os resultados obtidos no
trabalho no capitulo 5, levando as conclusoes, citando os feitos atingidos ao longo do

mesmo e algumas perspectivas futuras quanto ao tema e aos resultados encontrados.



CAPITULO 1

Modelos Matematicos Tradicionais em Epidemiologia

Em 1927, William Ogilvy Kermack e Anderson Gray McKendrick desenvolveram,
a partir do modelo matemético proposto por Ronald Ross e Hilda Phoebe Rudson
[6], uma teoria capaz de descrever matematicamente a dindmica de transmissao de
doencas em seres vivos por meio de um conjunto de equacgoes diferenciais ordinarias,
apelidado de modelo SIR |7], acréonimo este que subdivide os individuos da populagao

estudada em trés grupos ou compartimentos:

o Suscetiveis (S) - Individuos ndo imunes & doenca. Podem ser infectados se

expostos.

e Infectados (I) - Individuos que propagam a doenga para os suscetiveis da

populacao estudada com quem tiverma contato.

e Recuperados (R) - Aqueles que apresentam imunidade perante a doenga.

Esta teoria determinista usufrui da lei de agao das massas, da quimica, para
justificar a taxa de contato entre os individuos em uma determinada populacao. Na
quimica, esta lei estabelece a proporcionalidade na taxa de ocorréncia de uma reacao
quimica de acordo com o produto da concentracao dos reagentes. Diante disto, é
possivel utilizar este conceito, aplicavel aos gases ideais, para descrever as interagoes
ou contatos continuos de seres vivos numa sociedade. Imaginando cada ser vivo como
uma molécula num gas ideal, a quantidade de contatos efetivos, isto €, a quantidade
de contatos aleatérios entre um suscetivel e um infectado que acarretam em uma

nova infeccao descrita pela reacao catalitica S + I — I + I serd proporcional ao

4
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produto entre todos os individuos suscetiveis S(t) e todos os individuos infectados

I(t). Portanto, segue a expressao:
T(t) oc S(t) I(t), (1.0.1)

em que 7T'(t) representa a taxa com que estes contatos ocorrem ao longo do tempo na
populagao. Considerando que a taxa com que esses contatos efetivos ocorrem implica
na transicao de individuos do grupo dos suscetiveis para os infectados, é possivel
estabelecer um conjunto de equagoes que descreve essas transigoes intercambidveis
entre cada um dos grupos, por meio de equacoes diferenciais para representar a
variacao destes compartimentos em funcao do tempo. Desta forma, dada uma cons-
tante de proporcionalidade 8 correspondente & taxa de transmissao de uma doenca,
tém-se que a variacao de suscetiveis com relagao ao tempo é dada por:
ds(t)

== —BSMI). (1.0.2)

com o sinal negativo, dado que este grupo diminui a medida que a infecgao se pro-
paga nesta populacao. Como estes individuos estao passando do grupo suscetivel
para o infectado nesta proporg¢ao, este termo deve ter o sinal trocado na equagao
que descreve a variagao no grupo dos infectados em funcao do tempo. Além disso,
esses infectados recuperam-se espontaneamente (I — R) ao longo de um intervalo
de tempo médio de acordo com um parametro 7, conhecido como a taxa de recu-
peracao da doenca. Para a compreensao da forma com que 7 se relaciona com o
intervalo de tempo médio em que um individuo permanece infectado, considera-se
o seguinte: denotando wu(s) o nimero de individuos infectados que continuam in-
fectados s unidades de tempo apos serem infectados e assumindo que uma fragao
v destes individuos é exonerada da classe infectiva por unidade de tempo, entao a

taxa com que u varia em relagao a s é:

du
- 1.0.
7 yu, (1.0.3)
equacao diferencial esta cuja solucao é:
u(s) = u(0)e™°. (1.0.4)

Por conseguinte, a fragao de infectados que permanecem com o mesmo status s

unidades de tempo ap6s tornarem-se assim é e~ 7%, levando este periodo infeccioso a
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oo

1
ser distribuido exponencialmente com média / e ¥ds = —. Dado que este processo
Y

0
espontaneo de recuperacao independe da interagao com outros grupos de individuos,
e que ha a transicao de infectados para recuperados, tém-se a equacao que descreve

a dindmica do grupo dos infectados:

) BSHI(E) — (D). (1.0.5)

Por fim, como sao adicionados individuos continuamente ao grupo dos recuperados

na mesma proporcao em que sao subtraidos do grupo dos infectados, encontra-se:

dfl—? — (1) (1.0.6)

A Figura 1.1 demonstra o fluxograma deste sistema dindmico. Entao, o conjunto de

S BS I I YI

Figura 1.1: Fluxograma do modelo SIR. E exibida a dinAmica de transigdo dos
individuos entre os compartimentos, com a respectiva expressao matematica que
induz este comportamento.

equagoes diferenciais (1.0.2), (1.0.5) e (1.0.6) constitui este modelo epidemiolégico
determinista em sua forma mais basica. Para resolver numericamente este modelo
matematico, emprega-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem. Os métodos
de Runge-Kutta compoem uma familia de métodos numéricos que visa gerar solu-
¢es aproximadas para equacoes diferenciais. E uma alternativa para o método da
série de Taylor, que requer determinar as derivadas de ordem superior de uma fun-
¢ao, tornando-o muito exigente computacionalmente. Ja o método de Runge-Kutta
contorna este problema, requerindo apenas um conjunto de equagoes de primeira
ordem para encontrar a solu¢ao numeérica almejada. De forma a otimizar a acurécia
da solucao nao sobrecarregando o computador com calculos, usa-se o método de
Runge-Kutta de quarta ordem, que aproxima a curva de uma fungao f(z,t) entre
dois pontos por um polinémio de grau 4, o que requer a estimativa de 4 inclinagoes

de curva diferentes. O método consiste de determinar a média destas inclinagoes
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como uma aproximacao da curva entre os dois pontos. A expressao que descreve o

proximo passo temporal desta solugao aproximada é:

At
Tnpt = Tnt (ko + 2ks + 2ks + k), (1.0.7)
thi1 = t,+ AL, (1.0.8)
em que n =0,1,2,3... refere-se aos incrementos do passo temporal At e ky, ko, k3

e k4 representam as estimativas da inclinagao tangente dos respectivos intervalos,

em que encontra-se:

ki o= f(2n,tn), (1.0.9)
At At
At At
k’g = f(.l?n—i-?kQ,tn—{—?), (1011)
ki = f(2n+ Atk t, + At). (1.0.12)

Resolvendo numericamente este conjunto de equacgoes diferenciais pelo método de
Runge-Kutta de quarta ordem, é possivel demonstrar graficamente a dinamica tem-
poral de cada compartimento pertinente ao modelo SIR, como mostra a Figura 1.2.
Ainda no ambito de explorar mais este modelo bésico, determina-se, por meio dos
parametros [ e «y relativos a doenca e a populagao em questao, o quao contagiosa é
esta mazela a partir de uma quantidade chamada nimero basico de reproducao Ry.
A definigao de Ry é a quantidade média de infecgoes secundarias causadas por um
tnico infectado introduzido em uma populagao completamente suscetivel durante
todo seu periodo infeccioso médio, sendo dado pela igualdade Ry = /3/7. Este valor
corresponde apenas ao momento inicial de um surto epidémico, mas é o suficiente
para descrever se é provavel que esta doenca ocasione um surto epidémico ou nao.
Portanto, para Rg > 1, isto é, § > =, haverd, de forma determinista, um surto
epidémico nesta populacao, enquanto que Ry < 1 indica que nao o havera. Apoés o
inicio de um surto (¢ > 0), o nimero de reprodugao depende de como 3 e 7 variam
no tempo de acordo com propriedades internas, inerentes a doenga e aos individuos,
ou externas, como medidas publicas e coletivas de contengao e combate ao surto
epidémico, resultando em:

R(t) = @ (1.0.13)

V(t)

Sabe-se que, baseado em Ry, é possivel estimar a razao de uma populacao que
precisa estar imunizada para conter esta doenca, razao esta chamada de limiar da

imunidade coletiva H, visto que o ntimero de novos casos registrados apos atingir
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Figura 1.2: Simulagao do modelo SIR. Introduz-se um tnico infectado em uma
populagao totalmente suscetivel como condicao inicial e mantém-se a taxa de trans-
missao 5 = 0,85 e a taxa de recuperacgao v = 0,15 constantes durante toda a simu-
lacao. Os compartimentos estao descritos pelas curvas, com verde representando os
suscetiveis, vermelho os infectados e azul os recuperados.

este patamar cai drasticamente. Esta razao é dada por

1
H=1-—=1-2. (1.0.14)

Ro 5
A Tabela 1.1 apresenta algumas doencas amplamente conhecidas com seus respec-
tivos Rg e H.
Embora o modelo consista de equacoes diferenciais acopladas sem solucao anali-
tica, é razoavel dizer que o mesmo seja consideravelmente simples, isto por se tratar
de um dos casos mais gerais possiveis de surto epidémico em uma populagao, isto

é, os infectados espalham a doenca adiante para suscetiveis e eventualmente se re-
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Tabela 1.1: Informacoes sobre Ry e H de doencas infecciosas.

Doenca Ro H
Sarampo 12-18 | 92-94%
COVID-19 (variante Omicron) | 9,5 89%
Rubéola 6-7 83-86%
Poliomielite 5-7 | 80-86%
COVID-19 (variante Delta) 5,1 80%
Variola 3,5-6 | 71-83%
COVID-19 (variante Alfa) 4-5 | 75-80%
HIV 2-5 50-80%
Ebola 1,4-1,8 | 31-44%
Gripe comum 1,2-1,4 | 17-29%

cuperam. Esta generalizacao, apesar de simples, é muito elegante, uma vez que
é possivel modificar ou até adicionar equacoes e parametros ao modelo de forma
a considerar aspectos mais especificos intrinsecos a doenca ou a efeitos sociais da
populacdo em questdo. A luz desta possibilidade, serdo introduzidas a seguir ca-
racteristicas frequentemente analisadas em variantes do modelo SIR. A priori, no
estudo da propagacao de doencas infecciosas, é usual assumir que nao ha acréscimo
nem decréscimo no nimero total de individuos, ou seja, N(t) permanece constante.
Porém, para doencas endémicas de certas regioes, isto nao mais se aplica, visto que
as mesmas se fazem presente no local por intervalos de tempo muito longos, como
décadas, devido a fatores particulares da doenga (alto teor de mutabilidade em do-
engas virais) e do meio (ciclo de vida dos vetores que a transmitem e/ou aumento
sazonal de incidéncia), e.g., sarampo, dengue, HIN1 e malaria. Portanto, deve-se
considerar também a presenca de dindmicas vitais ao modelo, com taxas de nata-
lidade B e de mortalidade natural p sendo adicionadas ao conjunto de equagoes
diferenciais [8, 9]. A menos que se esteja lidando com doengas com transmissao
vertical, que sao transmitidas da mae para o filho ainda no tutero, esta taxa B sera
associada somente ao compartimento S(t), multiplicada por N(¢), uma vez que o
filho de pais infectados nasce suscetivel pela premissa anterior, enquanto que todos
os outros compartimentos estarao a mercé da taxa u, ja que a mortalidade natural
da populacao independe da doenca neste caso. A Figura 1.3 descreve o fluxograma

desta dinamica.

Desta forma, o conjunto de equagoes do modelo SIR que leva em conta esta
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Figura 1.3: Fluxograma do modelo SIR com dinAmicas vitais. E exibida a
dindmica de transicao dos individuos entre os compartimentos com a inclusao de
dinAmicas vitais, tal qual a adicao da taxa de natalidade B e a taxa de mortalidade
natural p.

dinadmica torna-se:

WU BN - ssm1) - nS(). (1.0.15)
%t) = BSHI(t) —~I(t) — pl(t), (1.0.16)
MO~ A1) - wRg). (1.0.17)

cuja dindmica temporal é expressa pela Figura 1.4. Considerando que o nimero
total de individuos de uma populacao representa a soma dos compartimentos que a
constituem para todo ¢t € N, tém-se N(t) = S(t) + I(t) + R(t). Entao, ¢ possivel
determinar o quanto N(t) varia no tempo de acordo com os pardmetros B e, .

Logo, encontra-se:

AN(1) _ dS(t) | dI(t) | dR(1)

dt dt dt dt -’ (1.0.18)
0 que, ao abrir cada uma das expressoes, resulta em:
d]zlf—t(t) = BN(t) — BS(t)I(t) — pS(t) + BS(t)I(t) (1.0.19)
— AI(t) — pl(t) +~I(t) — pR(t) (1.0.20)
%t(t) = BN(t) — pS(t) — pul(t) — pR(t). (1.0.21)

Considerando que uS(t) + pl(t) + uR(t) = pN(t), pode-se dividir ambos os lados

10
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Figura 1.4: Simulacao do modelo SIR com dinadmicas vitais. Introduz-se um
dnico infectado em uma populagao totalmente suscetivel como condicao inicial e
mantém-se a taxa de transmissao 8 = 0,85, a taxa de recuperagao v = 0,15, a taxa
de natalidade e mortalidade natural B = p = 0,01 constantes durante toda a simu-
lacao. Os compartimentos estdo descritos pelas curvas, com verde representando os
suscetiveis, vermelho os infectados e azul os recuperados. Diferentemente do modelo
SIR usual, neste o sistema nao mais tende a um equilibrio livre de infectados, visto
que hé a entrada continua de suscetiveis na populacao devido a taxa de natalidade
B e a saida de individuos de todas as populagoes devido & taxa de mortalidade na-
tural g, mantendo assim essa dindmica infecciosa na populagao. Logo, o equilibrio
atingido pelo modelo é o de coexisténcia de suscetiveis, infectados e recuperados.

11
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da equagao por N (t) e multiplicar por dt, para que se possa integrar o lado esquerdo

da igualdade em N e o lado direito em ¢. Portanto:

dNT(t) — (B— p)dt (1.0.22)
/%dN _ / (B — p)dt (1.0.23)
In (%s)) = (B—p)t, (1.0.24)

em que pode-se aplicar a exponencial de ambos os lados, resultando finalmente em:
N(t) = NyeB1t (1.0.25)

o que representa uma lei de crescimento populacional definida pela lei de Malthus!.
Nota-se que, neste modelo, os infectados também estao sob efeito do parametro de
mortalidade natural, reduzindo assim o ntmero de individuos nesta classe de acordo
com . Desta forma, é esperado que o ntimero bésico de reprodugao sofra uma redu-
¢ao em comparagao com o evidenciado na equagao (1.0.13), devido a possibilidade
de um infectado vir a 6bito antes de transmitir a doenca adiante. Para determiné-lo,
terd que ser empregado um método da matematica epidemiologica conhecido como
matriz proxima geracao. Considerando um sistema mais geral com diversos tipos de
vetores infectados que interagem entre si, como a dengue com humanos e mosqui-
tos, define-se a matriz proxima geracao como a matriz quadrada G cujo elemento
gij corresponde ao nimero esperado de infecgoes secundarias da doenga de tipo 4
causadas por um tunico infectado de tipo j [10, 11]. Tomando o exemplo da dengue,
seria 0 mesmo que analisar a quantidade média de humanos infectados com dengue
transmitida por um tnico mosquito, considerando a populacao humana totalmente
suscetivel. Outra forma razoavelmente mais complicada e que seré utilizada na de-
terminacao de Ry de todos os outros modelos porvir é em funcao do raio espectral
de G, isto é, o maior autovalor absoluto entre todos da matriz GG. Exemplificando a

determinacao do raio espectral de uma matriz 2 x 2, tém-se:

4 2
G = [1 3] (1.0.26)

IEstabelecida por Thomas Robert Malthus em seu livro “An Essay on the Principle of Population”
de 1798. Apesar de ser um dos primeiros e mais influentes trabalhos em dindmica populacional,
Pierre Francois Verhulst refinou esta ideia ao introduzir uma limitacao de recursos das espécies em
relagao ao meio, originando assim o crescimento logistico.

12
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Para encontrar os autovalores de G, basta subtrair pelo produto entre matriz identi-
dade de mesma dimensao e A, calcular o determinante desta nova expressao, iguala-la

a zero e definir as raizes de A. Entao:

4—-—XN 2

det (G — AI) = .

=N —TA+12=0 (1.0.27)

Sendo as raizes desta expressao Ay = 5 e Ay = 2, o raio espectral corresponde a 5,
visto que |A1| é o maior autovalor absoluto dentre os dois da matriz. Define-se a
existéncia de n compartimentos ou classes num modelo teérico das quais m estao
infectadas, define-se também que 7 = z;, onde i = 1,2,...,n, em que z; representa
a quantidade de individuos no i-ésimo compartimento. Considerando Fj(7') a taxa
de aparicdo de novas infeccdes no compartimento i e V() = V" (2) — V7 (),
cujo Vf(?) ¢ a taxa de transferéncia de individuos para dentro do compartimento
i por quaisquer efeitos e Vf(?) é a vazao dos individuos para fora deste i-ésimo
compartimento. Entdo, a expressao E(?) — Vl(?) fornece a taxa de variacao de
x;. A partir disto, forma-se o operador ou matriz préxima geracao por FV =1, que

sao obtidos pela matriz das derivadas parciais de F; e V;:

_ | 0Fi(z0) _ | OVi(=o)
F=[28] oy — 2] (1.0.28)
em que i,j = 1,....,m e o ¢ o momento em que o sistema atinge o ponto de

equilibrio livre de doenca. As entradas de G ou FV~! fornecem a taxa com que
infectados em x; produzem novas infec¢oes em x;, multiplicada pelo perfodo médio
de tempo que um individuo permanece no compartimento j. Entao, considerando
que Ro ¢ dado pelo raio espectral de G ou FV !, calcula-se primeiro a matriz F e a
inversa de V. Visto que o modelo SIR conta com um tnico compartimento infectado
ou com tendéncia a se tornar infectado, a matriz correspondente serd 1 x 1. Logo,

o Unico elemento de F, fi, é:

(55 (o) I(x0)]

f11: ol

= BS(xo), (1.0.29)

em que S(xg) corresponde a S (0)%. Para populagoes cujo ntimero inicial de susce-

tiveis é muito proximo do total de individuos, S(0) ~ N = 1, é possivel aproximar

S(zp) para %, resultando em F' = [%] Agora, considerando que V' também sera

uma matriz 1 x 1 e que V; = V,” — V" téem-se:
Ol(u + )1 (x0)]

vy = 51 =(u+7). (1.0.30)

13
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Por meio do produto FV~! = [#(5 fy)] chega-se no autovalor dominante que repre-
senta Ro para este modelo, que corresponde ao proprio resultado encontrado. A

mesma abordagem seré realizada nos modelos deterministas que hao de vir.

Este modelo é suficiente para representar como se da a introducao de parame-
tros no SIR original para reproduzir os diversos efeitos observados naturalmente
na dindmica de propagacao de doengas. A posteriori, em contrapartida, é também
possivel o incremento e/ou substituicao das variaveis S(t), I(t) e R(t) a fim de re-
presentar melhor o status dos individuos com relacao a doenca estudada. Em func¢ao
disto, sera apresentado um modelo responsavel por acessar o comportamento de in-
cubacao nos individuos que certas doencas possuem, chamado de SEIR. Tomando
como exemplo a COVID-19, apos o contato efetivo entre um individuo suscetivel
e um infectado, o status do primeiro em relacao a doenca ¢é alterado, apesar de
nao manifestar sintomas clinicos de forma imediata, uma vez que a doenca passa
a ser incubada no corpo do sujeito. A progressao do estado suscetivel para o in-
fectado, apds a exposigdo do contato efetivo, se da pela classe dos expostos (E(t)),
e individuos dessa classe evoluem naturalmente de forma espontanea, assim como
um infectado evolui para recuperado, a partir de um periodo de tempo médio de
evolucao desta classe. O parametro responsavel por isto é k, que representa o in-
verso do periodo de incubagao médio da doenca. Portanto, a transicao de estado
dos que estao sujeitos a este tipo de dindmica é descrito no fluxograma da Figura
1.5, enquanto a Figura 1.6 descreve o quantitativo dos compartimentos do SEIR.

Em disposicao deste fluxograma, é razoavel determinar o conjunto de equagoes que

OO0

Figura 1.5: Fluxograma do modelo SEIR. O fluxo de individuos do compartimento
suscetivel ao compartimento infectado ¢ mediado pelo compartimento dos expostos,
realizado por meio da taxa de incubagao x da doenca.

14
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descrevem este comportamento:

%Y) = —BSHIt), (1.0.31)
B0~ s - s, (1.0.32)
dii—it) = kE(t)—~I(t), (1.0.33)
dfz_f) — 1) (1.0.34)

Utiliza-se o método da matriz de proxima geracao para calcular Ry do SEIR basico.
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Figura 1.6: Simulagao do modelo SEIR, em que introduz-se um tinico individuo in-
fectado numa populacdo completamente suscetivel como condigao inicial, mantendo
as taxas de transmissao S = 0,85, recuperacao v = 0,15 e de incubacdo k = 0,2.
Devido & progressao do exposto para infectado, observa-se um pico em F(t) antece-
dente ao de I(t).
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Portanto, como ha duas classes infectadas e/ou que progridem espontaneamente para
o estado infectado, as matrizes F' (taxa de aparigao de novas infecgoes) e V' (taxa de
transferéncia intercompartimental de individuos) serdo 2 x 2, assim como a matriz

de proxima geracao (G. Desta forma, determina-se F":

F = [f“ f”] . (1.0.35)
f21 f22

Considerando que a primeira linha esta relacionada com a equagao (1.0.32) e a
segunda com (1.0.33), que a primeira coluna envolve o compartimento F enquanto
a outra envolve I e que o elemento f;; = % com z; sendo sua respectiva classe
J

infectiva, tém-se:

fu = 8[58(221(%)] ~0, (1.0.36)
i — a[ﬁS(g})l(xo)]_ﬁsm)%ﬁ’ (1037)
fa = 0, (1.0.38)
f2 = 0, (1.0.39)

com os elementos fa1 € foo sendo nulos porque nao ha o surgimento de novas infec-
¢Oes nas expressoes que constituem a equagao da dindmica dos infectados (1.0.33)
para este modelo. Estas estao contidas tanto em (1.0.31), que nao é infectado ou
que progride para o estagio infectado, e (1.0.32), que abrange os dois primeiros ele-
mentos da matriz. Agora, considerando apenas as transferéncias de individuos dos
compartimentos F(t) e I(t) (851 representa o surgimento, ndo uma transferéncia)
para a determinacao de V', encontra-se:

V= (1.0.40)

V21 V22

V11 1112]

Atentando-se & mesma disposi¢cao de regras para as linhas e colunas da matriz F' e

ao fato que v;; = g;,/;, obtém-se:

olkE

T w:m, (1.0.41)

_ OkE(xg)]

Vg = ol —0, (1042)
J[—kE +v1

vy = AR (“’g)E @)l _ (1.0.43)
J|—kE +v1

Uy = =~ (3308)1 71(2o) =7. (1.0.44)
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Considerando a matriz inversa de V:

L9
[ S (1.0.45)
v
e o produto matricial F'V 1
8 B
FV = S 8 , (1.0.46)

determina-se os autovalores deste produto a fim de obter seu maior autovalor abso-
luto, isto &, Ry:
—A

det (FV™1 = \I) = =\ - M _
0 -\ gl

=@
=@

0. (1.0.47)

A tnica solu¢ao nao-nula para o autovalor em questao resulta no mesmo para o
modelo SIR basico, com Ry = % Apesar de ser decepcionante chegar ao mesmo re-
sultado de um modelo mais simplério como o SIR, isto é algo razoavelmente ordinario
quando nao ha dinamicas vitais, outros tipos de infectados (doengas transmitidas
por vetores), sazonalidade, efeitos sociais (eventos superespalhadores, quarentena
e isolamento, demais medidas sanitéarias, dentre outros) ou outras dinAmicas mais

complexas.

Para uma melhor apreciacao deste método, sera introduzido o que é conhecido
como vector-borne models, ou modelos com transmissao por vetor. Este modelo é
util para a descricao da propagacao de doengas que nao transmitem-se entre indi-
viduos de uma mesma espécie, mas sim por espécies diferentes entre si. No Brasil,
como exemplos notaveis deste tipo de doenga endémica tém-se a dengue [12, 13|,
o Zika virus [14], a chikungunya [15] e a malaria, com prevalescéncia maior na re-
giao da bacia amazonica (cerca de 99,8% dos casos do pais [16]), todas cujo vetor
para a transmissao humana é dada por um mosquito. Tipicamente, a picada de um
mosquito infectado transmite a doenga para os seres humanos e, enquanto doen-
tes, quaisquer mosquitos de mesma espécie que picarem o humano doente estarao
propensos a contrai-la, tornando-se assim um vetor da mesma. Portanto, o con-
tato entre um humano suscetivel e um mosquito infectado gera uma infecgao, assim
como o contato entre um humano infectado e um mosquito suscetivel, com base em
suas respectivas taxas de transmissao By e Ba. E evidente que, para determinar a
dinamica deste sistema, é necessério levar em conta o conjunto de equagoes que des-

crevem os compartimentos referente a espécie do vetor em questao, dada a interagao
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entre as duas espécies. Portanto, tém-se:

dsgt(t) — BuSuly + BN — S (1.0.48)
d]gt(t) — BuSuly — Gt + 1) i (1.0.49)
dRCZ(t) Dy — B (1.0.50)
dSZ(t) — BuSuTs + BarNas — arSay (1.0.51)
dfgt(t)  BuSuly — il (1.0.52)

com a presenca de dindmicas vitais, visto o carater endémico da doenca e com os
subindices “H” e “M” representando a populagao humana e a populacao de mosqui-
tos, respectivamente. E notavel que ndo ha o compartimento Rj; da recuperacio
de mosquitos infectados, uma vez que seu tempo de vida é muito curto. A solugao
numeérica para este modelo é apresentada na Figura 1.7. Aplicando o método da ma-
triz de proxima geragao e levando em conta que os tinicos compartimentos infectados
presentes sao Iy e I, determina-se a matriz Fyyo do surgimento de novas infecgoes
do modelo. Considerando a primeira linha relacionada com a equagao (1.0.49) e a

segunda com (1.0.52), a primeira coluna relacionada com o compartimento Iy e a

segunda com [j7, determinam-se os elementos f;; = OF; de F:
J

= o
fu = %j’;lmzo, (1.0.53)
iz = %}jm] = BnSu (o) (1.0.54)
fa = a[ﬁ%ﬁ = BuSu (7o), (1.0.55)
fo2 = a[ﬁ%ﬂﬂj]ﬂzo, (1.0.56)

com F' sendo:

0 S
- i fiz _ BrSu (o) (1.0.57)
fa1 a2 Br S (o) 0
Calculando-se os elementos v;; = g;/? da matriz V59 de transferéncia intercompar-
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Figura 1.7: Simulagao do modelo SIR vector-borne, em que introduz-se um tnico
humano infectado numa populacao humana completamente suscetivel e dez mosqui-
tos infectados numa populagao de mosquitos completamente suscetiveis como con-
digdo inicial, mantendo as taxas de transmissao Sy = 0,35 e recuperagao g = 0,14
em humanos e 53y = 0,15 em mosquitos, com as taxas de natalidade e mortalidade
natural de ambas as espécies sendo By = By = pg = pas = 0,02, Devido a presenga
de dinamicas vitais, o sistema tende ao equilibrio com a coexisténcia de individuos
suscetiveis e infectados de ambas as espécies, preservando a manutencao continua de
novas infecgoes gragas a natalidade de novos suscetiveis.
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timental de individuos infectados e calculando sua inversa, encontra-se:

(e + vu)1H]

V11 = OIH :,LLH+/7H; (1058)
I
vy = 8[(NH+7H) H] =0, (1059)
0l
O(pear) Ins]
= sl 1.0.
V21 o1y 0, ( OGO)
() Ina]
= Rl 1.0.61
V22 Onr My ( 0.6 )
0
vo— |vu vz (A tOH , (1.0.62)
| V21 V22 0 2274
L 0
Vo= bt (1.0.63)
| 0

Ainda falta determinar o raio espectral do produto matricial F'V =1

—A B

det (FV™'—=\I) = Sar (o) =, (1.0.64)
P (wE+vm) —A
Sh(w0)Su (o)

\o= , 1.0.65
Pufu s (e + vmr) ( )
A= /BuBu Su(0)Su (o) ; (1.0.66)

e (o =+ )

0 que representa o niumero de reproducao basico Ry deste modelo.

Diferentemente dos modelos anteriores, facilmente encontrados na literatura,
constroi-se um modelo vacinal hipotético, cujo periodo de recuperacao dos indi-
viduos é tao longo que a classe dos recuperados pode ser até mesmo negligenciada,
de forma que o tnico método de cuidado contra a doenga é pela imunizacao por
administracao de vacinas nos individuos suscetiveis, possibilitando a modificacao o
modelo SIR de modo a substituir o compartimento dos recuperados pelo dos va-
cinados. Este novo modelo é chamado de SIV, acrénimo formado pela inicial dos
compartimentos presentes. Nele, os suscetiveis tornam-se vacinados espontanea-
mente (S — V') de acordo com uma taxa de vacinagao €, que representa o inverso
do intervalo de tempo médio para um suscetivel tornar-se vacinado. Esta é a tnica
dindmica nova introduzida neste modelo em comparacao ao modelo SIR, visto que

a transmissao age de maneira exatamente igual. Entao, o conjunto de equagoes
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diferenciais que rege este sistema é dado por:

ds(t)

= —BSI-es, (1.0.67)
aI(t)
—= = BSI, (1.0.68)
av(t) _

em que a Figura 1.8 demonstra graficamente uma simulacao do modelo SIV cuja
solucao foi obtida pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem. Diferentemente
dos outros modelos, nao faz sentido levar em conta o ntumero de reproducao basico
Ry do SIV uma vez que o conceito de infectar uma quantidade de pessoas em média

antes de se recuperar nao é mais aplicavel.
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Figura 1.8: Simulagao do modelo SIV | em que introduz-se um tinico humano infec-
tado numa populacao humana completamente suscetivel, em que a taxa de transmis-
sao é § = 0,12 e a taxa de vacinagao na populagao suscetivel é e = 0,008. Os valores
escolhidos foram especialmente baixos porque, a exemplo de €, uma taxa ligada dire-
tamente na equacao dos suscetiveis que depende exclusivamente deste compartimento
tende a drené-lo rapidamente. Por conseguinte, foi determinado este valor de § para
acompanhar o valor baixo de ¢, de modo a nao crescer muito rapidamente antes de
evidenciar a dindmica dos vacinados.
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CAPITULO 2

Difusdo em Modelos Epidémicos

Para um surto epidémico real, o modelo SIR ja se provou capaz de fazer esti-
mativas precisas do nimero total de infectados esperados diversas vezes ao longo
da historia desde a sua concepg¢ao, o que podde ser observado mais recentemente
pela extensa quantidade de trabalhos cientificos produzidos com respeito ao modelo
desde a pandemia do SARS-CoV-2 em 2020 [17]. Para compreender de maneira
mais aprofundada o quao simples porém sofisticado é este modelo, sera introduzido
a0 mesmo a presenca de um comportamento difusivo aos individuos que o consti-
tuem, ou seja, levar-se-4 em conta a parte espacial, além da temporal, no conjunto
de equacoes. Esta modificacao é amplamente utilizada na literatura, sendo este

capitulo uma revisao do modelo SIR com dindmicas difusivas.

A abordagem adotada é capaz de derivar, a partir de uma movimentagao discre-
tizada, uma equacao continua no limite continuo. Por questao de simplificacao da
demonstracao, o movimento se darda unidimensionalmente. Considerando a proba-
bilidade de um individuo encontrar-se na posigao x to instante ¢, dado por p(z,t),
e também que o espaco é discretizado em passos Ax e o tempo em intervalos At,
a probabilidae de um individuo estar na posicao x no instante de tempo seguinte
t+ At é a soma das probabilidades de estar em x — Ax em ¢ e mover-se para a direita

com probabilidade « e a de estar em = + Ax em ¢ e mover-se para a esquerda com
probabilidade (1 — «):

p(z,t+ At) = p(x — Az, t)a+ p(r + Az, t)(1 — ). (2.0.1)
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Subtraindo p(z,t), dividindo por At e rearranjando os termos, tém-se:

r,t+ At) — p(x,t 1
ARt E0 2P0 L — Axt)a — p(e.t) + ple -+ Ax,5)(1 - o)
plr,t+ At) —p(z,t) 1 B I 1
A7 = X p(z — Az, t)a + 2p(:c Az, t) 2p(:c Az, t)
1 1
— plz,t) —ple + Az, t)a + §p(x + Az, t) — §p(x + Az, t)]
x,t+ At) — p(x,t 1
ARt CO 2P0 e — A1)~ 2p(a.0) + pla + A1)
1/2 —
b 0y ) ple - A,

em que Az e At possuam uma correlagao por meio de uma constante de difusao

_ (B2
D =35

e uma constante de direcionamento v = 2(1/2 — a)3%. Logo:

p(x,t + At) — p(x,t) D {p(m — Az, t) = 2p(z,t) + p(x + Az, t)]
At (Az)?
, [p(m + Ax,t) — p(x — Ax, t)} .

+ 2Ax

Tendendo ao limite At — 0 e Az — 0, obtém-se a equagao diferencial:

op(z,t) D52p ap

5~ P + I/a , (2.0.2)

que representa a equacao de difusao direcionada devido a presenca do termo v. Para
v = 0 a probabilidade de um individuo se mover para um lado ou para o outro sao
iguais, com a = 1/2. Trabalhando com a difusdo aleatéria (v = 0), incorporando
ao modelo a dindmica epidemiologica presente no modelo SIR e assumindo que os
individuos estao distribuidos espacialmente num plano, isto ¢, S(z,y,t) e I(x,y,t),

define-se o modelo epidémico SIR de reagao-difusao:

0S(x,y,t)

= = DsV3S — BSI, (2.0.3)
W = D,V + BSI — I, (2.0.4)
W = DRV2R+AI | (2.0.5)

com Dg, D; e Dg sendo o respectivo coeficiente de difusao dos compartimentos em-
pregados, representando o parametro de mobilidade individual de cada um deles.
Portanto, modelos deste tipo terao uma solugao tnica se for especificada a condi¢ao

inicial (distribuigao dos individuos em t = 0) e a respectiva condi¢ao de borda usada
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no modelo. Entao, considerando um dominio espacial finito contido num quadrado
de lados [0, L], a condic¢ao a ser usada em todas as simulagoes epidémicas espaciais
futuras, a menos que especificado o contrario, é a condi¢ao de bordas periddicas,
condicao esta que, diferentemente de Dirichlet, nao absorve os individuos presen-
tes nas bordas, e diferentemente de Neumann, permite o fluxo de individuos pelas
bordas, surgindo na outra extremidade deste dominio espacial. E descrita pelas

expressoes:

e por suas derivadas espaciais de primeira ordem:

05(0,y,t)  0S(L,y,t) 0I(0,y,t) OI(L,y,t) OR(0,y,t) OR(L,y,t)

Ox ox Ox Ox Ox Ox ’
0S(x,0,t)  9S(w,L,t) 0I(x,0,t) 0I(x,L,t) OR(x,0,t) OR(z,L,t)
oy N oy ’ oy N oy ’ dy N oy ’

com a Figura 2.1 descrevendo a dinamica temporal de uma simulacao do modelo

SIR difusivo numa rede espacial quadrada de lado [0, 1].

A introdugao do carater difusivo ao modelo SIR torna-o um sistema de reagao-
difusdo, um tipo de modelo matemaético geral, com aplicagdes em quimica [18], biolo-
gia [19], ecologia [20], epidemiologia [21] e fisica [22], descrito pela variagao temporal
e espacial da concentracao de uma ou mais substancias quimicas. A primeira parte
de seu nome condiz com a presenca de reagoes quimicas locais que transformam uma
substancia em outra, enquanto a tltima é relativa ao espalhamento de tais substan-
cias no espaco. Sob a oOtica de modelos epidémicos, as concentracoes de individuos
nos compartimentos substituem as concentragoes de substancias quimicas, trans-
formando individuos de um compartimento em outro, a depender das din&micas
impostas ao modelo. Uma das caracteristicas mais peculiares deste sistema é com
respeito a sua capacidade de criar padroes espaciais que indicam tendéncias de espa-
lhamento na dindmica coletiva do sistema, de acordo com o parametro de difusao ou
mobilidade do fenémeno analisado. Tais sistemas e seus padroes formados podem
ser observados ostensivamente na natureza, como é o caso dos padroes de Turing,
cuja pesquisa fora publicada em 1952 por Alan Turing [23], o qual estabeleceu que a
difusao de reagentes quimicos (com coeficientes de difusao diferentes) numa solugao
uniforme poderia desenvolver padroes de concentracao estaveis e periodicos espaci-
almente [24|. Durante a morfogénese (processo de formagao dos tecidos e orgaos em

animais), os morfogénos (moléculas solaveis responséveis pela diferenciagao das cé-
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() (b) (c)
(d) (e) (f)

Figura 2.1: Evolugao temporal do modelo SIR difusivo. Os parametros uti-
lizados nesta simulagdo foram § = 0,85, v = 0,15 e os coeficientes difusivos
Ds = Dy = Dr = 1,0. As imagens (a), (b), (c), (d), (e) e (f) correspondem
at =1,100,250,500, 750 e 1100, respectivamente. Por conta do termo difusivo nas
equacgoes, é notavel a propagacao desta doencga no espago, com o aumentar da borda
externa deste circulo correspondente aos infectados. O sistema tende ao estado ab-
sorvente totalmente recuperado com os pardmetros utilizados.
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lulas na formagao dos tecidos) difundem-se nos tecidos de forma a induzir respostas
celulares na regiao de atuagao, promovendo o controle do crescimento e a formagao
de padroes do mesmo [25]. A construcao do modelo geral de reagao-difusao de Tu-
ring dé-se ao considerar uma substancia S difundindo-se ao longo de um embriao
animal e ao considerar também uma fungao c(x,t) que descreve a concentragao de
S na regiao ao longo do tempo. Partindo da lei de Fick em que J representa o fluxo

de difusao da concentragao c(z,t) e D o coeficiente de difusao, tém-se:
J = —DVe(x,t). (2.0.6)

Adicionando um termo s(z,t) a esta equagao que condiz com a produgao ou sintese
de morfogénos no meio e partindo do principio da conservacao de massa o qual rege
que o gradiente de matéria presente num volume V' do espago é igual ao fluxo da
mesma, delimitada por uma superficie S somado & quantidade de matéria produzida

em V', obtém-se:

/86((’;; 2 av = _/<j iy d5+/s(x,t) av, (2.0.7)

\%4 S %4

em que n é o vetor normal & superficie S. Aplicando o teorema da divergéncia no

termo com o fluxo de difusdo e substituindo J pelo termo da lei de Fick, encontra-se:

/86(;; t) AV — /V - (DVe(z, 1)) dV—l—/S(ZU,t) dv . (2.0.8)

\4 \4 \4

Considerando que todos os termos possuem a mesma variavel de integracao, é pos-

sivel agrupar os gradientes e reescrever a equagao (2.0.8) da seguinte forma:

/80(;; t) JV — / [DV2c(, 1) + s(x, 1)) dV (2.0.9)

Vv |4

o que resulta na equacao geral da reacao-difusao:

Oc(x,t)
ot

= DV?¢(x,t) + s(z,t). (2.0.10)

Nos anos seguintes, este conceito foi aprimorado a partir de estudos sobre a embrio-
génese dos animais [26], processo de desenvolvimento do embriao que abrange a fase
da morfogénese, até culminar no Modelo Sintese-Difusao-Degradagao (SDD), em

que leva-se em conta uma taxa de degradacao kg, na concentracao de morfogénos
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na equacao de reacao-difusao, que corresponde a perda destes ocorrendo no meio ao

longo do tempo, de forma que a equagao (2.0.10) torne-se:

Oc(x,t)
ot

= DV?c(x,t) + s(z,t) — kgege(a, t). (2.0.11)

Na natureza, é possivel observar padroes de listras, manchas ou uma combinagao
de ambos na pele de diversos animais, ocasionados pela interacao entre a difusao de
morfogénos com parametros diferentes. Dentre estes, alguns exemplos notaveis sao:

leopardos, ongas, girafas, zebras, galinhas-d’angola e sépias.

Considerando a estrutura geral da equagao de reacao-difusao apresentada e a
estrutura do Modelo de Sintese-Difusao-Degradagao, é possivel induzir o modelo
SIR difusivo a apresentar tais padroes de Turing ao utilizar valores diferentes para
o coeficiente de difusdo de cada compartimento [27| ou alterar as regras de in-
teragdo espacial (mais comumente empregado em redes espaciais) na difusao das
concentragoes dos compartimentos, a fim de criar instabilidades que se assemelhem
a instabilidade provocada pela difusao de substancias com diferentes coeficientes de
difusao. Considerando dindmicas vitais para simular os efeitos da sintese e da de-
gradagao e considerando também uma tendéncia natural dos individuos suscetiveis
de perceberem individuos infectados e os evitarem, descrito pelo produto entre o
coeficiente de difusao de S com relagdo a I (Dgr) e o laplaciano de I na equagao
que descreve a dinamica dos suscetiveis, além de uma taxa de incidéncia 5SI? para
simular multiplos contatos antes de haver de fato uma transmissao e uma taxa de

mortalidade d decorrente da doenca, tém-se:

—85(2;%’5) = DgV2S + Dy, V3 — BSI? + BN — 1S, (2.0.12)
a](gty7t)' = DV +BSI* —~l —pl —dlI (2.0.13)
—aR%}y’ H_ DrV?R+ I — uR. (2.0.14)

O coeficiente Dg; € chamado de coeficiente de difusao cruzada e quando Dg; > 0
denota-se uma tendéncia de difusao de suscetiveis em direcao a areas com menor
concentracao de infectados, enquanto Dg; < 0 representa o contrario, uma tendéncia
de difusao de suscetiveis em dire¢ao a dreas com maior concentragao de infectados. A
Figura 2.2 demonstra a formacao dos padroes de Turing pelo modelo SIR difusivo em
t = 1000 para diversos valores de (3, para conferir como eles alteram-se, assim como
a Figura 2.3, a Figura 2.4 e a Figura 2.5 mantém todos os parametros constantes,

com excecao de v, d e B, respectivamente. Conclui-se, entao, que é possivel
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(a) B=175 (b) 3 =10,0 (c) B=105
(d) B=11,0 (e) B=115 (f) B=125

Figura 2.2: Padroes de Turing no modelo SIR para [ distintos. Todas as
simulagoes utilizam como condigao inicial uma populagao completamente suscetivel,
com excec¢ao de 20 individuos infectados distribuidos aleatoériamente no espaco, pos-
suindo o mesmo valor dos pardmetros, exceto 8, com v = 0,3, p = 0,3, d = 0,25,
B =03, Ds=Dgr=18 D =0,3 e Dgr =0, com as imagens sendo formadas em
t = 1000. E evidente que o aumentar de 8 induz uma transicdo de fase no sistema,
passando de um padrao de pontos com alta densidade de infectados para corredores
ou listras de infectados. Em # = 10,5 tém-se a presenga de muitos pontos e listras
coexistindo.
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(a) v=10.2 (b) v=0,3 (C) v=04
(d) y=10,5 (e) y=0,6 (f) y=0,7

Figura 2.3: Padroes de Turing no modelo SIR para v distintos. Todas as
simulagoes utilizam como condic¢ao inicial uma populagao completamente suscetivel,
com exceg¢ao de 20 individuos infectados distribuidos aleatériamente no espago, pos-
suindo o mesmo valor dos parametros, exceto v, com 5 = 10,5, u = 0,3, d = 0,25,
B=0,3, Ds =Dr =18, Dy =0,3 e Dg; = 0, com as imagens sendo formadas em
t = 1000. A imagem (a) mostra a coexisténcia de individuos suscetiveis, infectados e
recuperados sem qualquer formagcao de padrao, apenas com todos os compartimentos
difundidos no espago. Com o aumentar de -, padrdes mais complexos comegam a
surgir, primeiro com o corredor de infectados evoluindo posteriormente para o padrao
de pontos. Nota-se que a densidade de recuperados nas imagens (e) e (f) torna-se
aparente, tomando o espago da alta concentracao de infectados do local.
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(a) d = 0,20 (b) d=0,25
(c) d=0,30 (d) d =040

Figura 2.4: Padroes de Turing no modelo SIR para d distintos. Todas as
simulagoes utilizam como condic¢ao inicial uma populagao completamente suscetivel,
com excec¢ao de 20 individuos infectados distribuidos aleatériamente no espaco, pos-
suindo o mesmo valor dos parametros, exceto d, com g = 10,5, v = 0,3, u = 0,25,
B =03, Dg =Dr =18, Dy = 0,3 e Dg; = 0, com as imagens sendo formadas
em t = 1000. O aumentar da mortalidade d induzida pela doenca produz um re-
sultado esperado, apresentando uma menor densidade de infectados nas simulagoes.
Percebe-se que uma maior densidade de infectados conduz a formacao de padroes de
listras ou corredores, enquanto menores densidades provocam o padrao de pontos ja
observado anteriormente.
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(a) B=0,23 (b) B =027
(c) B =0,30 (d) B =0,33

Figura 2.5: Padroes de Turing no modelo SIR para B distintos. Todas as simu-
lacoes utilizam como condigao inicial uma populacao completamente suscetivel, com
excecao de 20 individuos infectados distribuidos aleatériamente no espaco, possuindo
o mesmo valor dos parametros, exceto B, com 8 = 10,5, v = 0,3, =0,25, u = 0,3,
Ds =Dr =18, Dy =0,3 e Dg; =0, com as imagens sendo formadas em ¢ = 1000.
Apesar da taxa de natalidade estar aplicada somente aos suscetiveis, o aumento nesta
taxa provoca um aumento na densidade de infectados, promovendo a transicao de
fase do estado de pontos para o de corredores. A natalidade dos suscetiveis age
como se fosse um combustivel para os infectados, continuamente renovando-os e os
tornando também infectados.
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induzir diferentes padroes de Turing na adaptacao com relacao a equacao de reacao-
difusao do modelo difusivo SIR. O equilibrio atingido pelo modelo ap6és um tempo ¢
muito longo mostra a formacao do padrao de pontos e do de listras ou corredores, a
depender dos parametros utilizados na simulagao. Um aumento nas caracteristicas
transmissivas do modelo, tal qual um valor para a taxa de transmissao [ maior, a
diminuigdo da taxa de recuperacao v (limitado até certo valor para nao ocorrer a
difusdo completa dos compartimentos), a diminui¢do da mortalidade provocada pela
doenga d ou até mesmo o aumento na natalidade de suscetiveis deste modelo tendem
a provocar um aumento na densidade de infectados no espaco e consequentemente a
formacao do padrao de listras ou corredores, enquanto que o contrario é valido para
a formacao do padrao de pontos, levando a diminuicao na densidade de infectados
no espaco.

Os modelos epidémicos apresentados até o momento possuem uma caracteristica
fundamental que os unem, suas dindmicas sao pautadas em equagoes diferenciais,
isto é, sao continuos no tempo. Os modelos mais simples, descritos por equagoes
diferenciais ordinarias, nao possuem interagoes locais entre individuos distintos, ape-
nas interagoes globais, produzidas por meio da lei de acao das massas, ou seja, é
como se a populagao como um todo estivesse sob o efeito de uma mente coletiva
na qual nao ha decisoes individuais. Os modelos descritos por equagoes diferenciais
parciais alteram esta primeira parte, levando em conta interagoes locais, visto a di-
fusao da concentracao dos compartimentos no espaco e a interacao entre a difusao
de concentracoes de compartimentos distintos com diferentes coeficientes de difusao
e presenca de difusao cruzada, porém, ainda nao consideram decisoes proprias ou
comportamento adaptativo dos individuos. Por meio desta lacuna existente e do
interesse na utilizagao de um procedimento que considerasse a natureza estocastica
intrinseca de cada individuo, houve, entre a década de 1970 e 1990 [28-30|, o de-
senvolvimento de um tipo de modelo centrado no individuo chamado de agent-based
model (ABM) ou individual-based model (IBM), como é mais utilizado no tépico

da ecologia, que seré elaborado no capitulo seguinte.
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Modelos Epidémicos Estocasticos em Rede

O modelo baseado no individuo, o IBM, tem o intuito de simular computaci-
onalmente a interacao de uma grande quantidade de individuos entre si ao longo
de geragoes (passos temporais discretizados). O modelo é baseado em regras prees-
tabelecidas a fim de adaptar estocasticamente a dindmica continua proposta pelos
conjuntos de equagoes apresentados anteriormente em funcao do método de Monte
Carlo, algoritmo computacional que consiste no emprego de dados massivos determi-
nados aleatoriamente com o objetivo de extrair resultados nimericos destes [31, 32].
Uma demonstragao simples de como o método de Monte Carlo é eficiente na ob-
tengao de resultados numeéricos ¢é realizada por meio do problema de como chegar
no valor aproximado de 7w. Sendo a area de uma circunferéncia com raio unitario
A = 7r? = 7, inscrita num quadrado de lado [ = 2 e area A = [2 = 4, sdo selecio-
nados pontos com coordenadas (x,y) aleatorias dentro de um dos quadrantes deste
quadrado, como mostrado na Figura 3.1. Apoés selecionar uma grande quantidade
de pontos, verifica-se a razao entre a quantidade destes que esta presente dentro do
quadrante e o total de pontos da simulacao, o que equivale a uma aproximacao da
razao entre as duas areas, isto ¢, 7. Desta forma, basta multiplicar este resultado
por 4 para obter o valor aproximado de m, com incremento na precisao de acordo

com o aumentar no nimero de pontos da simulacao.

Para adaptar o modelo SIR bésico & dindmica do IBM, deve-se primeiro esta-
belecer o meio de alocacao dos individuos, determinar suas regras de interacao e
esquematizar as etapas a serem seguidas em cada passo temporal a fim de construir

esta simulacao. Utiliza-se uma estrutura matricial chamada de rede quadrada, com
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determinar se um ponto estd dentro do quadrante selecionado, verifica-se se sua
numero

distancia euclidiana, denotada por suas coordenadas (z,y), ¢ menor ou igual ao raio

unitario desta circunferéncia.

Figura 3.1
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sitios ou células discretas uniformemente distribuidas no espaco para alocar os in-
dividuos deste modelo, como se fossem os elementos de uma matriz. Considerando
que o algoritmo responsével pela simulacao computacional destes modelos nao reco-
nhece os elementos de uma matriz definidos por sua respectiva linha e coluna, mas
sim como numeros singulares, deve-se realizar a conversao ¢ IV; + j que identifica um
elemento a;; qualquer neste tipo de estrutura, em que V; representa a quantidade
de colunas presente na matriz. A Figura 3.2 exemplifica como ¢é feita esta conversao

de elemento matricial para sitio da rede. Usa-se também um conceito chamado de

aoo aol ao2
0 1 2
awo au a2 3 4 5
6 7 8
azo az1i az2

Figura 3.2: Conversao elemento matricial-sitio. realizada para os elementos a;;
desta matriz 3 x 3 por meio da expressao i N; +j. E importante notar que as linhas e
colunas iniciam-se a partir do 0, assim como a representagao do primeiro sitio desta
rede quadrada, devido a forma como a linguagem de programacao utilizada para as
simulagoes armazena ntmeros em sequéncia.

vizinhanc¢a de Von Neumann para descrever interagoes locais entre sitios adjacentes
ortogonalmente ou na vizinhanga uns dos outros. A vizinhan¢a de Von Neumann,
delimitada pelo seu raio de interacao r entre os outros individuos de acordo com
a distancia de Manhattan®, distancia essa que substitui a métrica euclidiana, de
forma que a distancia entre dois pontos distintos é a soma do moédulo das diferencas
entre suas coordenadas, isto é, a distancia entre os pontos P(x1,y1) e P(x2,y2) €
|z1 — 22| + |11 — y2|. A Figura 3.3 demonstra a distancia e o raio da vizinhanga de
Von Neumann entre diferentes sitios numa grade. Todas as simulacoes IBM a serem
apresentadas até o final deste trabalho considerarao a vizinhanca de Von Neumann
com raio r = 1.

Considerado tanto o meio ao qual os individuos permearao quanto suas distan-

cias de interagao, basta determinar como ocorrera a transmissao da infeccao de um

LA distancia de Manhattan ou métrica do téxi é uma das diversas métricas desenvolvidas e publica-
das pelo matemético alemao Hermann Minkowski. Ela tem esse nome porque, diferentemente da
distancia euclidiana, um carro s6 pode se locomover de um ponto a outro pelas ruas, contornando
as quadras, além do fato que a disposicao dos sitios numa rede quadrada se parecer com as ruas
dos bairros de Manhattan.
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P2(x-1, y-1) P2(x+1, y-1)

P2(x+2, y)

P2(x-1, y+1) P2(x+1, y+1)

P2(x, y+2)

Figura 3.3: Exemplo de uma vizinhanga de Von Neumann. A distancia de
Manhattan dos sitios em relagao a célula central desta grade é representada por
seus respectivos subindices. Em ambar, nas coordenadas (z,y), encontra-se o sitio
central. Seus vizinhos imediatos, com raio r = 1, estdo representados em laranja,
enquanto os mais externos, com r = 2, estao numa tonalidade de cor mais clara.
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individuo para seus vizinhos e como ocorrera sua recuperacao. Para tal, a cada
geracao desta simulacao, serao escolhidos N individuos aleatoriamente, sendo N o
tamanho total desta populacao. Quando um individuo é escolhido, ele passa a ser
chamado de individuo ativo. O individuo ativo, no caso de estar infectado, tem uma
probabilidade + de se recuperar, tornando-se assim um recuperado pelo processo
espontaneo I — R, e uma probabilidade § = 1 — v de selecionar um de seus 4
vizinhos ortogonais e, se este for suscetivel, infecta-lo, pelo processo autocatalitico
I+S — I+1. Apos isto, escolhe-se um novo individuo aleatériamente e o processo
é repetido mais N — 1 vezes. Realizadas as N agoes dos individuos escolhidos, se
ainda houverem infectados, inicia-se uma nova gerac¢ao (incremento At no passo
temporal) fazendo um grafico do estado atual desta rede e repetindo o processo
anteriormente mencionado, até que o estado absorvente (I, = 0) deste sistema
seja atingido. Novamente, sao empregadas as condig¢oes periddicas de contorno nas
bordas desta rede, de forma que haja uma conexao direta entre os sitios da aresta
superior e os da aresta inferior da rede, assim como ocorre com os sitios da aresta
esquerda com os da direita. A Figura 3.4 mostra a evolugao temporal dos estados
dos sitios de uma simulacao do IBM SIR numa rede quadrada 200 x 200, enquanto
a Figura 3.5 descreve a evolugao dos compartimentos deste mesmo teste ao longo
do tempo. A Figura 3.5 apresenta uma diferenga explicita em relagdo ao modelo
SIR determinista, o tamanho do pico de individuos infectados e o quao longevo é
este surto epidémico. A Figura 3.6 evidencia esta comparacao colocando lado a
lado ambas as simulagoes, portanto mesmos parametros e nimeros de individuos.
Esta distingao ocorre por conta da propria natureza destas simulagoes. Enquanto o
modelo determinista é pautado na lei de acao das massas, apresentando médias de
interacgoes globais entre cada um dos individuos, o modelo IBM estocéstico conta
somente com interagoes locais entre um individuo ativo e seus vizinhos, o que se
traduz em uma maior quantidade de geragoes até ser atingido o estado absorvente
do sistema, achatando assim o pico infeccioso desta simulacao. Este modelo esto-
castico pode ser descrito matematicamente atribuindo uma variavel n; = 1, 2, 3 aos
sitios, que descreve os estados S, I e R, respectivamente [33]. A taxa de transi¢ao
de estado desses sitios é descrita pela fun¢ao w;(n), que rege a susceptibilidade dos
sitios desta simulagao de alterarem sua classe infectiva n — 1/, cuja distingao entre
n e n se da pelo estado deste sitio 7. A transicao natural destes individuos ocorre
de forma que 1 — 2 — 3, isto ¢, as transi¢oes n — 1’ possiveis sdo 1 — 2 e 2 — 3.

Portanto, tém-se a seguinte taxa de transicao:

w;(n) = Bo(n;, 1) 25(% 2) +v6(n;,2) (3.0.1)

J
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(a) (b) (c)
(d) (e) (f)

Figura 3.4: Evolugao temporal do IBM SIR estocastico numa rede 200 x 200,
em que as imagens (a), (b), (c), (d), (e) e (f) correspondem as geragoes 1, 100,
200, 300, 400 e 530, respectivamente. O estado inicial do sistema constitui uma
populagao completamente suscetivel, representada pela cor verde, com excecao de um
tnico individuo central infectado, representado pela cor vermelha, que com o passar
das geragOes torna-se um recuperado, denotado pela cor azul. Conforme o avangar
das geragoes, o sistema evolui para um estado absorvente livre de infectados, sendo
majoritariamente recuperado devido a escolha de probabilidade dos pardmetros de
infeccdo e recuperacio 8 = 0,85 e v = 0,15. E perceptivel a existéncia de condicdes
periodicas de contorno neste sistema por meio da imagem (d), uma vez que hé a
passagem de individuos da borda esquerda para a direita.
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Figura 3.5: Média da evolugao temporal dos compartimentos do IBM SIR
estocastico, com o resultado de 100 simulagdes numa rede 200 x 200 desde seu estado
inicial até o estado absorvente livre de infectados desta simulagao. Os parametros
utilizados sao descritos pela probabilidade de transmissao § = 0,85 e a probabilidade
de recuperacao v = 0,15.
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Suscetiveis Suscetiveis
Ifectados e INEC1ados mmmmm
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(a) (b)

Figura 3.6: Comparacao entre o modelo SIR determinista e o IBM SIR
estocastico. Percebe-se que a diferenga entre os modelos é abismal mesmo com o
emprego dos mesmos parametros para as duas simulagoes, 8 = 0,85 e v = 0,15. Isto
ocorre porque a propagacao da infeccdo entre vizinhos ocorre de forma muito mais
lenta que o modelo determinista, cujos individuos infectados nao estao limitados a um
confinamento espacial. Esta limitacao é observada ao comparar o pico de infectados,
sendo mais proeminente sob um curto intervalo de tempo em (a), enquanto em
(b) representa uma curva bem achatada, que se estende por um longo intervalo de
tempo. Apesar destas diferencas, nota-se que o nimero de recuperados ao final do
surto epidémico é razoavelmente préximo, para um mesmo conjunto de pardmetros.
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em que [ representa a probabilidade de transmissao de infecgao, v a probabilidade
de recuperagao, n a configuracao microscopica dos estados do sistema e §(z,y) a
delta de Kronecker com x sendo anélogo ao individuo ativo e y analogo ao individuo
passivo em relagao ao explicado anteriormente sobre o IBM SIR. A equacao mestra

que rege a evoluc¢ao temporal da probabilidade de distribuicao P(n,t) é dada por:

dP((jZ,t) =" [wi )P £) — wi() P(n.t)] (3.0.2)

i

cuja configuragao i’ é alcangada a partir de uma permutagao anticiclica (em relagao

ao sitio de estado i) da transigdo natural 1 — 2 — 3, ou seja, 3 — 2 — 1.

Assim como mencionado no Capitulo 1, diferentemente do modelo SIR estocas-
tico, ja empregado amplamente na literatura, propoe-se a aplicacao deste método
IBM no modelo vacinal hipotético STV apresentado neste trabalho. As regras de
interacao sao as mesmas do modelo anterior, a diferenca é que os individuos sus-
cetiveis possuem uma probabilidade € de se vacinarem, representado pelo processo
espontaneo S — V, e os individuos infectados possuem uma probabilidade fixa
de infectarem outrem de acordo com a reagao autocatalitica S + [ — [ + I, uma
mudanga quanto a relacao 8 + v = 1 do modelo SIR. Quanto maior esta proba-
bilidade €, maior sera a capacidade desta populacao de barrar a propagacao deste
surto para os outros individuos da rede, conseguindo assim atingir o estado de imu-
nidade coletiva ou de rebanho e conter este cluster de infectados com origem no
individuo central da mesma. A Figura 3.7 descreve a evolugao temporal dos estados
dos sitios de uma simulagao do IBM SIV numa rede quadrada 200 x 200, ao passo
que a Figura 3.8 mostra a variacao no tamanho dos compartimentos de um teste
deste modelo em funcao do tempo. Assim como realizado anteriormente, é possivel
descrever este modelo matematicamente por meio da taxa de transicao quanto aos
estados dos sitios deste sistema, cuja variavel n; = 1, 2, 4 dos sitios corresponde aos
estados S, I e V, cujas transi¢oes possiveis n — 7' sdo 1 — 2 e 1 — 4. Desta forma,
encontra-se:

win) = 807, 1) Y 8015, 2) + €3l ). (3.0.3)

J

A partir deste ponto, ja estd suficientemente claro como empregar e modificar
o modelo SIR determinista de acordo com o imaginario de quem o estuda, sendo
versatil e maleavel o suficiente para ser adaptado além do determinismo ao qual ele
inicialmente se propoe, sendo possivel empregar variagoes estocasticas dele em meios
discretos, tal qual o ambiente descrito como rede quadrada visto anteriormente. Esta

caracteristica o permite ser utilizado como suporte para diversas ramificacoes da
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() (b) (c)
(d) (e) (f)

Figura 3.7: Evolugao temporal do IBM SIV estocastico numa rede 200 x 200,
em que as imagens (a), (b), (c), (d), (e) e (f) correspondem as geragoes 1, 50, 100,
200, 373 e 1000, respectivamente. O estado inicial deste sistema é constituido da
mesma forma do modelo SIR, apresentando uma pouplacao inicial completamente
suscetivel representada pela cor verde, exceto pelo individuo central infectado, re-
presentado pelo vermelho. Os individuos vacinados estdo caracterizados em roxo.
Diferentemente no modelo anterior, em que o estado absorvente era atingido com o
cessar de infectados na simulagao, este estado é atingido no modelo SI'V quando néao
hé& mais suscetiveis, restando apenas vacinados e infectados como descrito na figura
(f). A partir da figura (e), o sistema converja monotonicamente para um estado
livre de suscetiveis, porque ndo ha mais a adjacéncia entre quaisquer infectados e
suscetiveis, o cluster infectado foi totalmente cercado por individuos vacinados. Os
pardmetros de infecgéo e vacinacao escolhidos foram 8 = 0,85 e € = 0,0025. Percebe-
se a caracteristica de imunidade coletiva do modelo na formacao de obstéculos para
a propagacao desta doenca, formados por clusters de individuos vacinados.

43



Modelos Epidémicos Estocasticos em Rede

SUSCELIVEIS
INfECIAU0S  m—
Vacinados e
08 _

©

C

ie)

Q

0

=5

O 06 —

(@)

o

@]

e

c

]

E

©

e

O 04 -

©

@]

T

On

©

| -

LL

02 _
0 1 1 \ \
0 100 200 300 400 500

Tempo (geracdes)

Figura 3.8: Média da evolugao temporal dos compartimentos do IBM SIV
estocastico, com o resultado de 100 simulagées numa rede 200 x 200 desde seu inicio
até atingir o estado de imunidade coletiva, em que nao hé mais adjacéncia entre
suscetiveis e infectados. Os pardmetros empregados nesta simulagao correspondem
a probabilidade de transmissao 8 = 0,85 e a probabilidade de vacinagao € = 0,0025.
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matemaética, fisica e biologia, assim como o que ha de ser visto no proximo capitulo,
com o emprego da teoria de percolacao aplicada & familia do modelo SIR estocastico

aqui apresentada.
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CAPITULO 4

Percolacdo Aplicada a Epidemiologia

Devido ao extenso emprego do carvao como recurso energético e sua significancia
na economia das grandes poténcias desde a revolugao industrial, em 1938 era fun-
dada a British Coal Utilisation Research Association' (BCURA), uma associagao de
companhias industriais sem fins lucrativos com financiamento do departamento de
pesquisa cientifica e industrial da Gra-Bretanha. Durante a segunda guerra mun-
dial, o carvao era de suma importancia como recurso estratégico também, visto que
era o principal elemento presente em mascaras de gas por causa da porosidade do
material, caracteristica que permite a filtracao do ar pela absorcao de gases toxicos
para o ser humano. Durante a década de 1950, o estatistico Simon Broadbent, tra-
balhando para a BCURA, pesquisou como um fluido pode se difundir pelos poros
presentes no carvao, imaginando que as conexodes entre estes poros no interior do
material poderiam ser modelados como uma rede de labirintos formados aleatoria-
mente, até se juntar ao matematico John Michael Hammersley, no qual propuseram
métodos numéricos capazes de descrever este modelo, publicando em 1957 um artigo
[34] que descreve matematicamente este fenomeno, chamado de percolagao, uma te-
oria matematica que explica a transicao de fase ao longo de um certo valor critico
referente ao nimero de poros pertinentes a esse meio. Realizando um experimento
mental, imagine uma torneira aberta com um sélido maci¢o embaixo dela, como
um bloco metélico. Como este objeto é macigo, a dgua que cai nele escorre sobre
sua superficie em direcao as bordas do mesmo até romper a tensao superficial do

liquido e transbordar. Em seguida, o objeto maci¢o é trocado por um extrema-

I Associacdo Britanica de Pesquisa em Utilizacdo de Carvao
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mente poroso, como uma esponja. Ao ligar o fluxo de 4gua, a mesma infiltra-se pelo
material por meio da grande distribui¢ao de poros em seu interior e permite a tra-
vessia completa pelo interior da esponja. Claro que a diferenca mais relevante para
essa mudanca de comportamento é a presenca destes pequenos canais intrinsecos
ao material. Considerando agora outro objeto, cujo possua poros ou canais sendo
formados aleatoriamente no espago com certa probabilidade para sua ocorréncia, é
possivel afirmar se esse fluxo de agua infiltrar-se-4 no meio até atravessa-lo comple-
tamente dentre seu interior, dada esta probabilidade na geracdo dos canais? E este
tipo de problema que convém a teoria da percolagao explicar.

Este problema pode ser descrito de diversas outras maneiras em areas completa-
mente distintas. Suponha que exista floresta, representada por uma rede quadrada,
cujos espacos sejam discretos e distribuidos de maneira uniforme. Suponha agora
que os quadrados, ou sitios, coloridos em verde nesta rede, de acordo com a Fi-
gura 4.1, correspondam as arvores e folhagens verdes desta floresta, enquanto as

regioes vazias representam regioes abertas, apenas com folhas secas no chao. Se,

Figura 4.1: Rede quadrada 10 x 10 de uma floresta, com distribui¢ao de sitios
uniforme ao longo da mesma. O tipo de cada sitio foi escolhido aleatoriamente,
produzindo o padrao apresentado. Os sitios verdes representam folhagens e arvores
saudéveis, enquanto os sitios vazios ou em branco representam vegetagao morta e
folhagens secas.

na extremidade superior desta rede houver um foco de incéndio, que se propaga
pelos espacos vazios e extingue-se ao tentar se propagar pelas regioes em verde, qual
é a probabilidade deste incéndio conseguir atravessar completamente esta floresta,
isto €, iniciar em um extremo e percorrer toda a rede até o extremo oposto como

exemplificado na Figura 4.2, dada uma probabilidade de existéncia destes espagos
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vazios interligados nesta rede? Para compreender melhor como relacionar a pro-

Figura 4.2: Exemplo de percolacao numa rede quadrada 10 x 10, em que o
incéndio iniciado pela extremidade superior da rede propaga-se pelos sitios vazios
(mostrado com a coloragdo que remete a fogo), formando um caminho conectado
por sitios adjacentes entre si. Os caminhos de fogo que possuem dois ou mais sitios
sdo chamados de clusters. E possivel ver que um destes caminhos percolou, uma
vez que partiu da extremidade superior da rede e chegou até a inferior, percorrendo
completamente a mesma.

babilidade deste tipo de fenémeno ocorrer com a probabilidade dos sitios de uma
rede estarem vazios ou nao, sera descrito um ultimo exemplo. Nele, apresenta-se
um circuito elétrico, o qual consiste de um conjunto de esferas contidas por um ca-
pacitor de placas paralelas e uma lampada (®) [35], como mostrado na Figura 4.3.
As esferas condutoras (cheias) e isolantes (vazias) estao distribuidas entre as placas
do capacitor de maneira a formar um caminho continuo de esferas condutoras que
possibilite a passagem de corrente elétrica de uma extremidade a outra, permitindo
assim que a lampada se acenda. Distribuindo aleatériamente esferas condutoras com
probabilidade p e isolantes com probabilidade ¢ = 1 — p entre as placas, fica claro
que, para p muito grande, certamente a corrente elétrica percolard neste sistema
e ligard a lampada, enquanto para valores pequenos de p, certamente a lampada
nao acendera. Portanto, ha um valor critico da probabilidade p para o qual ocorre
uma transicao de fase no sistema, em que o resultado esperado passe de a lampada
permanecer apagada para tornar-se acesa. Este ponto critico p. é o ponto no qual a

probabilidade de ocorrer a percolacao num sistema é de exatamente 50%.
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Figura 4.3: Circuito elétrico com esferas condutoras e isolantes, contidas
por um capacitor de placas paralelas. As esferas preenchidas sao formadas por um
material condutor, enquanto as vazias sao formadas por um material isolante. A
passagem de corrente elétrica por este capacitor provoca o acender da lampada.

Pelo método de Monte Carlo, é possivel obter o valor critico para o tipo de sistema
do exemplo anterior, distribuindo aleatériamente sitios cheios com probabilidade p e
vazios com probabilidade ¢ = 1 —p em redes quadradas L x L de tamanhos distintos.
Realizando um conjunto grande de simulagoes, é descrito na Figura 4.4 o resultado
obtido para L = 100,250,400, 600, 800, 1000 sitios, em que foram realizadas 10000
simulagoes para cada um dos dados apresentados. A probabilidade de percolacao é
definida aqui como a média da quantidade de vezes em que houve uma percolagao

nas simulacoes realizadas, ou, matematicamente, como

(P) = %ZP“ (4.0.1)

em que N é a quantidade de simulacoes realizadas e P; vale 1 se houve percolacao na
simulagao ¢ e 0 caso contrario. Percebe-se que, quanto maior a rede utilizada, mais
acentuada a curva que descreve a transicao de fase do sistema, o que evidencia cada
vez mais o ponto critico p. deste sistema. Portanto, é de se esperar que, para uma
rede infinita, esta transigao de fase represente um degrau, com (P) = 0 para p < p,.

e (P) =1 para p > p.. Encontra-se na literatura o ponto critico p. = 0,592746 para
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0,586 0,588 0,59 a 0,592 0,594 0,596 ) 0,598 0,6
Probabilidade de Ocupacao de Sitio

Figura 4.4: Probabilidade de percolagao de sitios aleatérios para diferentes
tamanhos de rede, em que cada ponto corresponde & media do resultado de 10000
simulagoes para cada p. Independente do tamanho da rede utilizada na simulagao,
é evidente que todas as curvas tendem a convergir em um ponto especifico, o ponto
critico p. correspondente a probabilidade de percolagao (P) = 0,5. Nota-se também
que quanto maior a rede, mais acentuada a transicdo de fase do sistema ao redor de
pe. O ponto critico de todas as simulagoes analisadas deste modelo estao no intervalo
pe = 0,5926 £ 0,0001.
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uma rede quadrada infinita [36], enquanto que para redes quadradas finitas grandes,
encontra-se p. = 0,5927 £ 0,0001 [35].

Dada a natureza geral da percolacao, pode-se estender este conceito para diversos
sistemas dinamicos em que exista a capacidade de um fluido, objeto ou fenémeno
de atravessar por completo meios materiais ou espaciais, formando um caminho
continuo entre extremidades opostas do ambiente analisado. Portanto, é natural
considerar que o mesmo possa ser aplicavel aos modelos epidémicos descritos ao
longo deste trabalho, em especial os IBM estocasticos, cujo meio utilizado para a
propagacao ¢ a rede quadrada. Desta forma, serda empregado novamente o referido
modelo devido a rede quadrada utilizada, em que a probabilidade de percolagao nele
descreve o quao capaz uma doenga é de provocar um surto grande o suficiente para
ultrapassar os limites deste espaco, como se propagasse adiante a transmissao desta
doenca para outras populagoes ou colonias de individuos. O estudo da percolagao
aplicado a familia de modelos SIR é extenso e amplamente encontrado na literatura,
com muitos trabalhos sendo produzidos constantemente & respeito desta aplicacao

até os dias atuais.

Entao, partindo do modelo SIR, é interessante analisar a transicao de fase que
ocorre entre a fase epidémica do sistema, a qual a doenca consegue percolar pela
rede, formando um grande cluster de individuos recuperados ao atingir seu estado
absorvente livre de infectados; e a fase endémica, cuja doenca foi contida antes de
atingir as extremidades da rede. O parametro que controla em qual fase o sistema se
encontra é a probabilidade de recuperacao v, que, no SIR IBM estocéastico apresen-
tado ao longo do trabalho, pode ser representado também como v = 1— /(. Portanto,
quanto menor for este parametro, maior é o intervalo de tempo médio que um si-
tio permanece infectado e maior a probabilidade de infectar outrem, corroborando
com a manutencao da fase epidémica do sistema, enquanto para valores maiores de
~ ocorre justamente o contrario, com menores intervalos de tempo de infec¢ao em
média para os sitios e apresentando uma menor probabilidade de infectar indivi-
duos na vizinhanca, determinando a fase endémica no sistema. Em suma, ha um
ponto critico para esta probabilidade de recuperagao v para o qual a probabilidade
de percolagao (P) seja de 50%. Realizando um conjunto de simulagoes para tentar
identificar 7. da mesma forma que foi feito para a probabilidade de percolacao de
sitios aleatorios da Figura 4.4, obteve-se o seguinte resultado, mostrado na Figura
4.5. Comparado com o modelo de sitios aleatorios, o tamanho da rede utilizada nas
simulagoes do SIR ¢é muito inferior, isto se da devido ao aumento na complexidade
da simulacao, levando a um tempo de processamento muito maior em comparagao.
E conhecido na literatura que o modelo SIR admite (P) = 0,5 com 7, = 0,1765005
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Figura 4.5: Probabilidade de percolagao no modelo SIR estocastico para dife-
rentes tamanhos de rede, em que cada ponto corresponde ao niimero médio de vezes
em que houve a percolagdo como resultado em 10000 simulagoes. Diferentemente
do modelo descrito no experimento anterior, o ponto de convergéncia das curvas
nao esta situado em (P) = 0,5. Os pontos criticos do parametro de recuperagao -y
encontram-se ao redor de pontos distintos de acordo com o tamanho L das simula-
¢oes. Para L = 30, v, = 0,1810 40,0005, para L = 40, 50 e 60, v. = 0,1790 £ 0,0005
e para L = 80 e 100, . = 0,1765 4+ 0,0005. Devido & falta de convergéncia, nota-se
que v, diminui com o aumentar de L, cuja transi¢cao de fase torna-se cada vez mais
sensivel.
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[37] para redes muito grandes, levando a uma curva cada vez mais acentuada ao
redor deste ponto critico, o que esté de acordo com o resultado obtido para L = 80
e 100. A falta de convergéncia em (P) = 0,5 e a diferenca de valores de . para as
simulagoes apresentadas pode se dar pelo fato que o tamanho da rede empregada
nas curvas menores é consideravelmente pequeno, admitindo distor¢oes no resultado
esperado, apesar do grande ntumero de testes realizados para cada ponto. Todas
as curvas da Figura 4.5 foram geradas utilizando condi¢oes periddicas de contorno
para a adjacéncia dos sitios do modelo SIR estocastico, a condi¢ao de Neumann para
a contagem do cluster percolante e a percolacao unidirecional, que s6 contabiliza a
mesma se o tal cluster conseguir formar um caminho continuo entre as extremidades
esquerda e direita da rede, porém, foram realizados varios testes para determinar
como estas curvas se alteravam ao modificar essas caracteristicas fundamentais da
simulagao. Para tal, testou-se todas as combinacoes possiveis nestas trés modali-
dades: condicao de borda periédica ou nao do modelo SIR estocastico, condi¢ao
de borda periddica ou nao do cluster percolante e se a percolacao seria detectada
apenas de forma unidirecional ou se seria detectada para qualquer uma das duas
diregoes. O resultado é apresentado na Figura 4.6 e 4.7 para L = 50 e L = 80, res-
pectivamente. Baseado no resultado destas figuras, é possivel afirmar que o emprego
de diferentes condi¢oes de borda para a deteccao da percolacao s6 possui mudan-
cas perceptiveis quando o modelo SIR apresenta condi¢oes periddicas de contorno,
visto que as curvas azul escuro e preta e vermelha e amarela estao superpostas com
seus respectivos pares, nao sendo possivel distinguir alteragoes visiveis além de flu-
tuagoes estocasticas. Com relagao a esta configuracao do modelo SIR, percebe-se
graficamente que, quanto mais permissivas as outras condi¢oes, maior a probabili-
dade de percolar para valores maiores de 7. Ao adicionar restrigoes a vizinhanca
dos individuos com a imposi¢ao das condi¢oes de Neumann ao modelo SIR, nota-se
um gap em relagdo ao modelo com condigoes periddicas, mostrando que (P) reduz

drasticamente para valores proximos de 7.

O que obtém-se disto é que é possivel analisar o fenémeno da percolagao aplicado
a transicao de fase da familia de modelos SIR espaciais, bastando analisar um dos
parametros que compoem a dindmica do sistema. No caso anterior, os parametros
B e 7 partilhavam da mesma expressao, v = 1 — 3, o que nao permite a anélise
separada de um em relacao ao outro. Para tal, investigou-se a aplicacao da teo-
ria de percolacao ao modelo vacinal hipotético IBM SIV estocastico apresentado
apresentado neste trabalho, de modo a averiguar se é possivel encontrar resultados
similares aos expostos na literatura para modelos similares, permitindo a anélise

para diferentes valores de € e (3, sendo € o parametro cuja criticalidade hé de ser
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Figura 4.6: Percolagao no modelo SIR com L = 50 para configuracoes distintas.
Foram testadas combinagoes do modelo SIR usando condigoes periddicas de contorno
(SIRcp) e condigoes de Neumann (SIR.y, ), condigoes periddicas de detecgao do cluster
percolante (Pcp) e condigdes de Neumann de detecgao do cluster percolante (Pcy) e
se a mesma seria detectada apenas entre as extremidades horizontais (H) ou tanto
nas extremidades verticais quanto nas horizontais (VH). Nota-se que a curva laranja,
correspondendo ao emprego de condigoes periddicas para o modelo SIR, condigoes
de Neumann para a deteccao de percolacao e a ocorréncia de percolagdo em uma
direcao, é de fato a que mais se aproxima numericamente do resultado encontrado
na literatura, contando com (P) = 0,5 para aproximadamente v = 0,1790, com cada
ponto do grafico representando a média do resultado de 10000 simulagoes.
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Figura 4.7: Percolagao no modelo SIR com L = 80 para configuracoes distintas.
Foram testadas combinagoes do modelo SIR usando condigoes periddicas de contorno
(SIR¢p) e condicoes de Neumann (SIRcy ), condicoes periddicas de deteccao do cluster
percolante (Pp) e condi¢oes de Neumann de detecgao do cluster percolante (Pcy) e se
a mesma seria detectada apenas entre as extremidades horizontais (H) ou tanto nas
extremidades verticais quanto nas horizontais (VH). Nota-se que, novamente, a curva
laranja, correspondendo ao emprego de condigoes periddicas para o modelo SIR,
condig¢oes de Neumann para a detecgao de percolagao e a ocorréncia de percolagao
em uma direcao, é a que mais se aproxima numericamente do resultado encontrado
na literatura, contando com (P) = 0,5 para aproximadamente v = 0,1770, com cada
ponto do grafico representando a média do resultado de 10000 simulagoes.
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determinada em seguida, nao havendo €. na literatura para que possa ser comparado

com os resultados obtidos neste trabalho.

Diferentemente do modelo SIR, cujo bloqueio da percolagao ocorre de maneira
interna ao cluster percolante com a recuperacao dos sitios infectados, no modelo STV,
este bloqueio acontece de maneira externa ao respectivo cluster, com os vacinados
criando uma barreira, nao permitindo o contato deste cluster com as paredes da
rede quadrada. Isto se da pela probabilidade de vacinagao € dos suscetiveis. Apesar
da diferenca neste mecanismo de bloqueio, ainda espera-se que seja possivel inferir
um ponto critico €. ao modelo, a depender do tamanho L da rede utilizada. Ao
selecionar um range de € grande o suficiente para cobrir toda a transicao de fase
deste sistema, foi possivel determinar o ponto critico deste pardmetro, mantendo
£ = 1,0, para varios L distintos, que apresenta-se na Figura 4.8. A maior diferenca
em relagao ao comportamento da percolacao no modelo SIR ¢ a inexisténcia de uma
convergéncia entre as curvas, o que estabelece uma relagao entre o parametro critico
. e L diferente do que foi visto anteriormente. Cada curva tem seu proprio €., o que
faz sentido, gracas ao desacoplamento dos parametros 3 e € envolvidos. Os pontos
criticos €. foram determinados para cada curva, sendo ¢, = 0,0156 para L = 30,
€. = 0,0116 para L = 40, ¢, = 0,00925 para L = 50, ¢, = 0,00765 para L = 60,
€. = 0,0057 para L = 80 e ¢, = 0,00453 para L = 100. Tomando a razao €/e, para
cada curva é possivel obter, pela Figura 4.9, o grafico que estabelece a transicao de
fase dos modelos ao redor do ponto critico de €, visto que esta razao deve ser unitaria
independente de L. Como as curvas apresentam diferentes valores de €. dependendo
do tamanho da rede L x L utilizada, é interessante analisar o comportamento de um
em relagao ao outro, mas empregando probabilidades distintas de 3, para compara-
las entre si e entender o que a alteragao deste parametro ocasiona na dinamica
desta simulagao. Portanto, apresenta-se na Figura 4.10 o resultado obtido de e,
em relacao a L. Por meio desta, encontram-se dois pontos de interesse notaveis
neste resultado, sendo o primeiro a proporcionalidade entre as curvas com base no
utilizado. Analisando numéricamente estes dados, mais detalhadamente encontrados
na Tabela 4.1 e na Tabela 4.2, percebe-se que o €. como uma aproximagao
razoavelmente precisa. O segundo ponto é no comportamento das curvas, agindo de
modo parecido a uma lei de poténcia entre L e €.. Para muitas anélises envolvendo
fenémenos ligados a percolagao é comum encontrar leis de poténcia associadas aos
parametros envolvidos, a (P) ou até mesmo aos momentos das distribuigoes de
sitios da rede envolvida, o que corrobora com a presente hipotese. O resultado
esperado destas curvas num grafico log-log, se condizente com a relacao proposta,

deve produzir uma reta ou, pelo menos, pontos distribuidos ao redor de uma. O
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Figura 4.8: Probabilidade de percolagao no modelo SIV estocastico para di-
ferentes tamanhos de rede, em que o resultado de cada ponto corresponde a média
de 10000 simulagoes realizadas. O elemento mais impactante desta imagem é a falta
de convergéncia entre as curvas, apesar de ser um resultado esperado por como o
modelo comporta-se, considerando que a dindmica local de infecgoes torna o espalha-
mento da doenga lento, dando mais oportunidade para os suscetiveis mais distantes
do centro da rede se vacinarem. Para todas as curvas, o parametro § foi fixado em
1,0, representando uma probabilidade de 100% de infecgao caso um infectado inte-
raja com um suscetivel. Nota-se que quanto maior a rede, mais cedo a transicao de
fase acontece com o aumentar de e.
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Figura 4.9: Convergéncia induzida na percolagao do modelo SIV pelo método
que consiste em tomar a razao entre o pardmetro analisado e seu ponto critico.
Aqui nota-se bem o aumento da sensibilidade na transicao de fase do modelo nas
vizinhangas de €. com o aumento de L. Os pardmetros e dados utilizados sdo os
mesmos da Figura 4.8.
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Figura 4.10: ¢, em funcao de L no modelo SIV estocastico para quatro valores
distintos de 8, com cada ponto representando o valor médio de €. para 10000 simu-
lacoes. E interessante notar que os pontos das curvas para um mesmo L aparentam
ser multiplos entre si, com os resultados de 8 = 0,25 sendo aproximadamente me-
tade em comparacao com 8 = 0,50, aproximadamente um ter¢o em comparagao com
B = 0,75 e aproximadamente um quarto para § = 1,00. Os valores de €. correspon-
dem a (P) = 0,5 £ 0,005, dada a natureza estocéstica da simulagao.
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mesmo deve ocorrer se, ao invés de ser empregado um grafico log-log, converter-se
os valores de €, e L para In(e.) e In(L) e usa-los, visto que uma lei de poténcia pode
ser expressa como:

y = ar”®, (4.0.2)

a qual aplica-se o logaritmo de ambos os lados, a fim de obter a seguinte expressao:

Iny=Ina+klnz, (4.0.3)
que, substituindo Iny por Y, Ina por A e Inx por X, encontra-se:
Y =A+4+kX, (4.0.4)

o que representa uma equagcao da reta, com a variavel dependente Y e a independente
X retratando logaritmos. Desta forma, a Figura 4.11 apresenta a versao da Figura

4.10 convertendo os valores para logaritmos, enquanto a Tabela 4.3 mostra

Tabela 4.1: Dados de ¢, de L = 30 a L = 60 para diferentes S.

BN\ L 30 35 40 45 50 55 60

1,00 | 0,01560 | 0,01331 | 0,01160 | 0,01030 | 0,00925 | 0,00837 | 0,00765
0,75 | 0,01171 | 0,01000 | 0,00871 | 0,00773 | 0,00692 | 0,00629 | 0,00576
0,50 | 0,00783 | 0,00666 | 0,00570 | 0,00515 | 0,00461 | 0,00420 | 0,00383
0,25 | 0,00392 | 0,00333 | 0,00290 | 0,00257 | 0,00231 | 0,00209 | 0,00191

Tabela 4.2: Dados de ¢, de L = 65 a L = 100 para diferentes .

BN\ L 65 70 75 80 85 90 95 100
1,00 | 0,00706 | 0,00654 | 0,00609 | 0,00570 | 0,00535 | 0,00505 | 0,00478 | 0,00453
0,75 | 0,00529 | 0,00491 | 0,00457 | 0,00428 | 0,00402 | 0,00379 | 0,00359 | 0,00341
0,50 | 0,00353 | 0,00327 | 0,00305 | 0,00285 | 0,00268 | 0,00253 | 0,00239 | 0,00227
0,25 | 0,00176 | 0,00164 | 0,00152 | 0,00143 | 0,00134 | 0,00126 | 0,00120 | 0,00114

Utilizando a equacao 4.0.4 para

construir a regressao linear com base nos da-

dos 4.1 e 4.2, encontra-se a Tabela 4.3: em que k é a inclinagao da curva, A é a

Tabela 4.3: Regressao dos dados de ¢, por L para cada (5.

B=0,25 B=0,50 B=0,75 B=1,00
k | —1,026 £ 0,001 | —1,022 £ 0,004 | —1,026 = 0,001 | —1, 027 & 0,001
a 0,13493 0,25924 0,39270 0,52121
A ~2,0030 “1,3500 70,9347 ~0,6516
RZ 1,0 0,998 1,0 1,0
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Figura 4.11: Grafico de In(e.) em fungao de In(L). Observa-se que, além de um
ponto isolado para 5 = 0,50, todos os demais pontos comportam-se muito bem para
cada uma das curvas, reforgando a ideia de que haja uma lei de poténcia que governe
esta relacao.
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interseccdo da reta com o eixo vertical, a representa e e R? é o coeficiente de de-
terminacao da reta, que quanto mais proximo de 1, mais a regressao se ajusta aos
dados obtidos. Portanto, a partir destes resultados, é possivel inferir o ponto critico
€. para tamanhos de rede distintos usando o modelo SIV, apresentando até mesmo
uma proporcionalidade entre 5 e a ou 3 e €., demonstrada a partir dos graficos e
tabelas apresentadas ao longo desta secao.

Viu-se entao que é possivel investigar o fendmeno da percolagao para um modelo
ausente da literatura como o SIV e determinar seus pontos criticos para quais-
quer tamanhos de rede, tanto de forma experimental como o demonstrado a forca
pela Figura 4.5 ou a partir da regressao dos dados da Figura 4.11, o qual exprime

quantitativamente a mudanca de regime neste tipo de sistema.
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CAPITULO b

Resultados e Discussdes

Sera apresentado a seguir os resultados alcangados ao longo deste trabalho, indo
desde os resultados obtidos pelo emprego do método de Runge-Kutta de quarta
ordem aos modelos deterministas até as anélises realizadas com respeito a percolacao
do modelo SIR e SIV, tendo uma énfase no ultimo dado os padroes interessantes
encontrados em seus resultados.Os algoritmos usados na obtengao dos resultados
presentes em todos os capitulos foram disponibilizados no repositorio da plataforma
GitHub, acessivel pelo URL https://github.com/ahdn913/Mestrado_Adriano_

Neves/tree/main.

5.1 Modelos Deterministas

Os modelos deterministas, baseados na lei de acao das massas, foram resolvidos
com o auxilio de um algoritmo capaz de solucionar numericamente o conjunto de
equagoes diferenciais responséavel pela dindmica de cada um dos modelos abordados
pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem descrito no Capitulo 1, em que tém-
se como condicao inicial a introducao de apenas um individuo infectado em uma
populacao completamente suscetivel. Os modelos mais basicos, que compreendem
dindmicas simples para uma tUnica espécie, sao apresentados na Figura 5.1. Foi
possivel resolver numericamente um modelo SEIR razoavelmente mais complexo,
introduzindo assim uma nova espécie ao mesmo, descrevendo uma dinamica vetor-
hospedeiro nao observada nos modelos anteriores, mostrado na Figura 1.7. Estes

modelos com muitos compartimentos ou parametros sao dificeis de lidar, sendo me-
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Figura 5.1: Solugoes numéricas dos modelos deterministas basicos, exempli-
ficando a facilidade na introdugao ou remocao de parametros ou classes ao modelo
original.
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nos utilizados para a modelagem de surtos epidémicos reais, dada a dificuldade em
estimar o valor dos parametros que nao sejam baseados em periodos médios de
recuperacao, incubagao e afins. Devido a maleabilidade e versatilidade deste tipo
de modelo epidémico, construiu-se um modelo vacinal hipotético chamado de SIV

pautado num conjunto de equacgoes diferenciais.

5.2 Modelos Difusivos

Em seguida, de modo a incorporar dinamicas espaciais ao modelo tradicional,
introduziu-se termos difusivos ao conjunto de equagoes diferenciais do modelo SIR,
sendo ainda mais expandido e adicionando-o dindmicas vitais, de forma que a difusao
dos compartimentos interagissem entre si, formando o modelo chamado de reacao-
difusao, que produz os padroes espaciais de Turing, dependendo dos parametros
utilizados. Foi mostrado, nas Figuras 2.2, 2.3 2.4 e 2.5, que ¢é possivel induzir uma
transicao de fase no sistema, por meio da variacao dos parametros da simulacao,
alterando assim seu regime epidémico de pontos para o de corredores, produto do

aumento da densidade de infectados na populagao estudada.

5.3 Modelos Estocasticos

Com a introduc¢ao dos modelos IBM, do método de Monte Carlo e com a dinamica
espacial instituida pela vizinhanca da rede quadrada, adaptou-se os modelos SIR e
SIV previamente descritos no Capitulo 1 para levar em conta a estocasticidade
do novo modelo, o que produziu diferencas significativas na evolugao temporal dos
compartimentos, com os modelos estocésticos apresentados representando a média
de 100 simulagoes. Com taxas e probabilidade 3 e v adotando o mesmo valor, notou-
se que o modelo IBM, devido ao curto alcance da vizinhanca de Von Neumann,
perpetua sua dinamica infecciosa por muito mais tempo em compara¢ao com o
modelo determinista, expresso pela Figura 3.6, o que promove, por consequéncia,
na distribui¢ao de infectados ao longo deste periodo, exibindo um pico de infecgao
baixissimo em comparacao. Apesar das diferencas entre interagao global e local,
vé-se que o namero de recuperados ao término de ambas as simulacao tende a ser
muito préoximo. Construiu-se também a adaptagao IBM para o modelo vacinal
hipotético STV, que, como visto no Capitulo 4, foi de grande importancia para este
trabalho. Diferentemente do caso do SIR, teve-se que reduzir consideravelmente
B na simulacao determinista descrita pela Figura 1.8, para poder gerar resultados

parecidos, caso contrario o nimero de infectados cresceria muito rapidamente em
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comparagcao com os individuos vacinados, enquanto que a probabilidade de vacinacao
do modelo estocastico teve que ser reduzida pelo mesmo motivo, mas em relacao ao
compartimento vacinado. E mostrado na Figura 5.2 a comparacio entre o modelo
STV determinista e o estocastico. Este modelo, introduzido neste trabalho, evidencia
a contencao de um surto infeccioso pela imunidade coletiva ou imunidade de rebanho,

o que abre margem para um estudo mais detalhado deste tipo de dinamica.

B =0,12, ¢ = 0,008 B =0,85, € = 0,0025

Suscetiveis Suscetiveis
INfectados Infectados  mmmmm—
Vacinados Vacinados e
08 - - 08 | +

Fracéo do tamanho populacional
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0 L I 0 I I I I

100 . 150 200 0 100 200 ~3DD
Tempo (dias) Tempo (geracdes)

(a) Modelo determinista. (b) Modelo estocastico.

Figura 5.2: Comparacgao entre o modelo SIV determinista e estocastico.
Para além do valor utilizado dos parametros, uma diferenca que chama a atencao é
que, mesmo com um aumento em S e uma diminui¢ao em €, o namero de individuos
acometidos pela infeccao é menor que no modelo determinista. Isto se da pela agao
espontanea de se vacinar com probabilidade € a qual todos os individuos suscetiveis
se submetem a cada intervalo de tempo, enquanto a infeccao s6 pode ser passada
adiante no raio da vizinhanga dos individuos infectados. A partir do ponto em que
o cluster infeccioso estd totalmente cercado por vacinados, o compartimento dos
suscetiveis tende a ser lentamente esvaziado no tempo, visto que a tnica dindmica
restante é a de vacinagao.

5.4 Percolacao nos Modelos Epidémicos

Com respeito a percolagao, buscou-se primeiro reproduzir resultados ja consoli-
dados encontrados na literatura, a comecar pela percolagao de sitios aleatérios de-
monstrada na Figura 4.4. Encontrou-se um resultado extremamente préoximo com o
j& consolidado, em que o ponto critico p. para tal encontra-se dentro da margem de

erro apontada. Em seguida, buscou-se reproduzir resultados ja consolidados também
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com respeito ao modelo SIR estocastico, exibido na Figura 4.5, porém, trazendo va-
riacoes desde com relacao as condigoes de contorno do proprio modelo epidémico, do
cluster percolante e da diregao de detecgao da percolagao. Notou-se que o resultado
mais proximo ao encontrado nos artigos estudados a respeito do topico era utilizando
condigoes periddicas de contorno para a dindmica de transmissao do modelo SIR,
usando condigoes de Neumann para a contagem do cluster percolante e usando que
a detecgao da percolagao é realizada em apenas uma direcao, com tal cluster tendo
que atravessar completamente a rede, desde o extremo de um lado especifico até seu
lado oposto, como é mostrado nas Figuras 4.6 e 4.7. Foi observado que, para valores
maiores de L (80 e 100), o ponto critico 7. mantém-se com a margem de erro dentro
do aceitével pela literatura, enquanto que redes com L menor tendem a elevar ..
Em seguida, buscou-se extrair o mesmo tipo de resultado para o modelo vacinal
hipotético SIV estocastico concebido neste trabalho, o que surpreendeu inicialmente
pela falta de convergéncia entre os tamanhos de rede diferentes, explicavel pela
forma como o modelo foi construido. O resultado parecido com o do modelo SIR,
apresentando convergéncia entre as curvas, é obtido de forma forgada pela razao €/e,.

Estes resultados sao descritos na figura 5.2. Realizando inicialmente uma anéalise de

N—

Probabilidade de Percolar
Probabilidade de Percolar
P

0 L L L L L 2

o i i } . . .
0,002 0,004 0,006 0,008 . 0,01 0,012 0,014 . 0,016 0,018 0,02 0,022 8/8
Parametro de Vacinagéo & ¢

(a) Percolagao no modelo SIV (b) Método de convergéncia das curvas.

Figura 5.3: Resultados iniciais da percolagao do modelo SIV

¢. em funcao de L, para diferentes valores de 3, verificou que as curvas resultantes
demonstravam um comportamento ja conhecido no tépico da percolacao, o de uma
lei de poténcia. Aplicando o logaritmo de ambos os eixos, ou simplesmente colocando
o resultado encontrado num grafico log-log, verificou-se o que ja era esperado, com as

curvas anteriores produzindo uma reta neste novo grafico. Os resultados descritos
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sao mostrados na Figura 5.4. Efetuou-se, entao, partindo do pressuposto que o

0,016
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0,012

€c

0,008

0,006

0,004

0,002 |- 4

30 40 50 60 70 80 90 100 34 36

Figura 5.4: Resultado dos pontos criticos ¢, em funcgao de L. do modelo SIV.

resultado anterior decorre de uma lei de poténcia tal que y = az*

, & regressao linear
pela transformagao desta equagao numa equacao da reta pela aplicacao do logatitmo
de ambos os lados. Foi encontrado, desta forma, uma proporcionalidade entre a e 3,
mostrada na Tabela 4.3. Também mostrada nessa tabela encontra-se a inclinagao
da regressao k, cujo valor aparenta estar nas vizinhancas de £ = —1,026, com a
respectiva margem de erro de cada curva. Por meio dos coeficientes de determinagao
da reta encontrados, assume-se que os dados tendem a se ajustar muito bem nesta
regressao, sendo possivel utiliza-la para predizer o valor critico €. deste modelo para
redes de tamanhos diferentes ou até com o outras probabilidades de transmissao [,

dada a proporcionalidade com a.
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Neste trabalho, foram abordadas diversas formas de se analisar fenoémenos epi-
démicos sob a 6tica matematica dos sistemas dinamicos. Nisto, analisou-se a familia
mais tradicional de modelos, pautados na lei de acao das massas como alicerce para
a construcao do mesmo, com explicagoes e exemplos de como modifica-lo de modo
a simular mecanismos reais de propagacao de doengas ou de combate das mesmas,
sendo ainda, quase um século depois de sua concepc¢ao, amplamente empregado no
ajuste de dados reais de surtos epidémicos ou pandémicos.

Foi também abordado um outro ponto de vista para o estudo da matemética
epidemiolégica, o de sistemas estocésticos, com a possibilidade de compreender como
a propagacao de doencas ocorre pelas vizinhangas de uma populagao espacialmente
estruturada como uma rede quadrada, o qual pode se perceber que a principal
diferenca entre o modelo da lei de acao das massas e o estocastico em rede é com
respeito a longevidade do surto e ao pico de infectados, dados pela diferenca entre
dinamicas locais e globais.

Analisou-se, também, um modelo vacinal hipotético cuja contencao do surto
ocorre externamente a populacao infectada, caracteristica antagonica ao dos modelos
SIR tradicionais.

A luz destes sistemas dinamicos, descreveu-se também suas aplicacdes no estudo
da percolacao, que demonstra a transicao de fase entre o regime de surto contido e o
de propagacao para além da estrutura espacial adotada. Nisto, baseado em métodos
encontrados na literatura, foi possivel determinar o parametro critico responsavel por
esta mudanca no regime no sistema do modelo vacinal introduzido, sendo realizado
até mesmo uma regressao sob a lei de poténcia que rege a relagao entre o parametro

critico e o tamanho da rede empregada, o que permite avaliar quanto deve ser o
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parametro de vacinacao para amenizar a probabilidade deste surto exceder o espago
proposto.

Em suma, verificou-se que a teoria proposta em 1927 por Kermack e McKendrick
ainda serve de alicerce para a construcao de modelos matematicos mais complexos
capazes de descrever surtos locais, epidémicos e pandémicos, auxiliando a compreen-
sao de autoridades responsaveis quanto a possiveis medidas cabiveis e investimentos
necessarios para o controle da transmissao de doencas infecciosas em seres vivos,
dada a estimativa da extensao de tais eventos.

A luz dos resultados obtidos neste trabalho, tém-se, como perspectivas futuras,
a anéalise do modelo vacinal hipotético SIV aplicado & percolagao sob a o6tica de
diferentes parametros. Dentre eles, tém-se a verificacao do nimero médio de geragoes
necessario para a obstrucao do cluster infeccioso para diferentes e, 8 e L. Tém-se
também a verificagao do tamanho médio do cluster infeccioso para estes mesmos
parametros e a comparagao com o termo H de imunidade coletiva ou imunidade de
rebanho. Com respeito ao modelo de reagao-difusao, espera-se emprega-lo como uma
adaptacao ao modelo de predagao RPS, um modelo dindmico pautado por equagoes
diferenciais que tratam da dindmica ciclica de predacao entre individuos no espaco,
conhecido por formar padroes espirais neste meio.

Ressalta-se que os algoritmos em linguagem C responsaveis por gerar os re-
sultados descritos neste trabalho estao disponiveis no repositério da plataforma
GitHub, acessivel pelo URL https://github.com/ahdn913/Mestrado_Adriano_

Neves/tree/main.
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