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Resumo

Como consequéncia da notavel dificuldade em definir o conceito de complexidade for-
malmente, diferentes técnicas tém sido propostas para tentar quantificar a complexidade
de diversos sistemas. A entropia de permutacao, resultado da uniao de ideias de teoria
de informacao e analise de séries temporais nao lineares, ¢ uma medida de complexidade
de séries temporais que deu origem a um conjunto de ferramentas de analise de dados co-
letivamente chamado de formalismo de Bandt e Pompe ou de métodos ordinais. A esse
formalismo faltava, entretanto, uma implementagao computacional suficientemente abran-
gente e na forma de codigo aberto. Assim, a primeira contribuicao resultante desta tese é
suprir essa demanda com o desenvolvimento do pacote ordpy, um modulo de fungoes es-
crito em linguagem Python. O Capitulo 1 apresenta as func¢oes que compoem o ordpy por
meio de uma revisao e replicagao dos principais resultados do formalismo de Bandt e Pompe.
Dentre os métodos implementados no ordpy, destacamos nossa proposta de generalizagao
do algoritmo de redes ordinais que viabiliza o mapeamento de imagens em redes complexas.
No Capitulo 2, avaliamos restricoes fundamentais de conectividade para determinar a forma
exata de redes ordinais mapeadas a partir de dados bidimensionais completamente aleatorios.
Em seguida, aplicamos esse mapeamento a imagens geradas por simulagoes computacionais
de ornamentos geométricos peridédicos, movimento browniano fracionario bidimensional, su-
perficies de Ising e também a um conjunto de texturas naturais, a fim de caracterizar esses
sistemas usando propriedades das redes ordinais. A robustez de redes ordinais mapeadas
de imagens ruidosas é examinada em cenéarios de classificagao de imagens. No Capitulo 3,
apresentamos uma aplicacao de redes ordinais para caracterizar texturas de cristais liquidos,
na qual os pesos das ligagoes de redes ordinais sao usados como variaveis preditivas junto a
algoritmos de aprendizagem estatistica para determinar propriedades desses materiais. Es-
pecificamente, mostramos que nossa abordagem permite identificar e classificar transi¢oes de
fase, determinar concentragoes de dopantes e também a temperatura de amostras de cristal
liquido. Por fim, no Capitulo 4, investigamos o complexo movimento que pequenos pedacos
de papel exibem ao cair pelo ar. Para isso, calculamos a entropia e a complexidade de séries
temporais relacionadas a area observavel desses papéis em queda em diversos experimentos.
Nossos resultados mostram que quedas cadticas ou em forma de tombos sucessivos estao
localizadas em regides distintas do plano complexidade-entropia. Além disso, verificamos
que essas duas medidas, aliadas a um algoritmo de agrupamento, sao capazes de discriminar
entre os dois tipos de movimento com precisao comparavel a outras abordagens baseadas em
quantidades fisicas mais tradicionais, com a vantagem de nao requererem a reconstrucao das

trajetorias tridimensionais das quedas dos papéis.

Palavras-chave: Entropia de permutacao. Redes ordinais. Anélise de séries temporais.

Analise de imagens. Cristais liquidos. Papéis em queda livre. Aprendizagem estatistica.
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Abstract

Due to the notable difficulty in formally defining complexity, different techniques have
been proposed for measuring and trying to quantify the complexity of various systems. Per-
mutation entropy, a combination of ideas stemming from information theory and nonlinear
time series analysis, is a complexity measure for time series that gave origin to a set of data
analysis tools collectively known as the Bandt and Pompe formalism or ordinal methods.
This formalism lacked, however, a sufficiently broad and open-source computational imple-
mentation. Thus, the first contribution resulting from this thesis is to reduce this gap with
the development of ordpy, a Python module that implements several of the principal ordi-
nal methods. Chapter 1 presents the functions implemented in ordpy alongside a revision
and replication of some of the most important results in the Bandt and Pompe formalism.
Between the methods implemented in ordpy, we highlight our proposal for a generalization
of the ordinal network algorithm for mapping images into complex networks. In Chapter
2, we analyze fundamental connectivity constraints in ordinal networks to determine their
topology when mapped from a bidimensional random field. Next, we apply our algorithm
to images generated from computer simulations of periodic geometric ornaments, bidimen-
sional fractional Brownian motion, Ising surfaces, and a set of natural textures, in order
to characterize these systems using ordinal network properties. The robustness of ordinal
networks mapped from noisy images is examined in image classification tasks. In Chapter
3, we present an application of ordinal networks to liquid crystals’ textures in which edge
weights of ordinal networks are used as predictors alongside statistical learning algorithms
to determine physical properties of these complex materials. Specifically, we show that our
approach can identify and classify phase transitions as well as determine doping concentra-
tion and temperature in liquid crystal samples. Finally, in Chapter 4, we investigate the
complex movements displayed by slips of paper when falling through the air. To do so, we
evaluate entropy and complexity from time series related to the observable area of these
falling papers in several experiments. Our results show that chaotic and tumbling motions
are localized in different regions of the complexity-entropy plane. Furthermore, combined
with a clustering algorithm, these two metrics are capable of discriminating between the two
types of movements with precision comparable to other approaches based on more traditi-
onal physical quantities, but with the advantage of not requiring the reconstruction of the

three-dimensional falling trajectories.

Keywords: Permutation entropy. Ordinal networks. Time series analysis. Image analysis.

Liquid crystals. Falling papers. Statistical learning.
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Introducdo

Historicamente, alguns dos conceitos mais fundamentais da ciéncia sao também os mais
dificeis de serem definidos [1]. Entretanto, o aspecto operacional, que determina como uma
quantidade é medida, pode ser, muitas vezes, mais importante do que uma defini¢cao sufici-
entemente abrangente e precisa [1]. De certa forma, é isso o que acontece com o conceito de
complexidade, em torno do qual toda uma ciéncia recentemente se desenvolveu [2|. Intuitiva-
mente, a ideia de complexidade deve descrever um objeto ou processo entre o determinismo
e a aleatoriedade, uma vez que a geragao e descricdo (mesmo que estatistica) de ambos os
tipos de processos pode ser considerada simples [3,4]. Apesar disso, décadas de pesquisa
tém demonstrado que o conceito permanece elusivo e sem qualquer definicao universalmente
aceita [2]. Dessa forma, muito tem sido feito para o desenvolvimento de medidas de comple-
xidade, as quais abundam na literatura cientifica [5]. Tal como ocorre no estudo de sistemas
complexos, muitas medidas de complexidade sao constituidas a partir de uma combinacgao de
elementos tedricos de vérias areas do conhecimento, principalmente fisica estatistica, ciéncia
da computagao, teoria de informacao e sistemas dinamicos [2]. E ainda bastante comum
que essas medidas sejam calculadas a partir de séries temporais associadas a um objeto ou
sistema, fazendo da avaliagao da complexidade de uma sequéncia numérica uma estimativa
substitutiva da complexidade do objeto [2,5].

Nesse contexto, a entropia de permutagao, proposta por Bandt e Pompe [6], ¢ uma me-
dida de complexidade de séries temporais que surgiu de uma combinacao de ideias advindas
do estudo de séries temporais nao lineares |7,8| e teoria de informagao [9,10]. Seus principais
méritos sao a simplicidade, robustez a adigdo de ruido e eficiéncia computacional [6]. Em
palavras, a entropia de permutagao é a entropia de Shannon [9] calculada a partir de uma
distribuigao de probabilidade de um conjunto de permutagoes (ou padroes ordinais) obtidos
a partir da simbolizacao de pequenas particoes na qual uma série temporal é subdividida.

Esses padroes ordinais informam acerca de relacoes de amplitude entre observagoes em cada



uma das parti¢oes. Para ilustrar melhor essa abordagem, consideramos a seguinte sequéncia
de quatro nameros: x; = {8,1,6,4}. Ao subdividirmos essa sequéncia em parti¢oes contendo
duas observagoes, encontramos: (8,1);(1,6); (6,4). Notamos que as observagoes da primeira
e terceira parti¢oes estao em ordem decrescente e, por isso, associamos a permutagao (1,0) a
essas particoes. A segunda particao, contrariamente, tem seus elementos ordenados crescen-
temente e a permutagao (0,1) é associada a ela. A frequéncia relativa de ocorréncia dessas
permutacoes dentro da série temporal (po1 = 1/3 e pio = 2/3) resulta em uma distribuigao
de probabilidade que quando aliada & entropia de Shannon dé origem & entropia de permuta-
¢ao [6]. Esse engenhoso procedimento para a obtengao de uma distribui¢ao de probabilidade
a partir de uma série temporal é o chamado método de simboliza¢ao de Bandt e Pompe [6].

Desde que foi proposta em 2002, a entropia de permutacao difundiu-se enormemente
entre pesquisadores trabalhando com séries temporais oriundas de diversos sistemas e dis-
ciplinas. Isso pode ser observado em aplicagoes bem-sucedidas em ciéncias biomédicas [11],
econofisica [12], ciéncias fisicas [13]| e engenharia [14]|. Essas e outras aplicagoes da entropia
de permutacao também mostram uma grande pluralidade no uso desta medida, como no
monitoramento do regime dindmico de um sistema mecénico (verificagdo de sinais de des-
gaste mecénico) [14], na detecgdo de anomalias em séries temporais (registros equivocados
em medidas geologicas de temperatura) [13], na caracterizacao de séries temporais (distingao
entre ruido ou caos) [11] e em testes de independéncia entre observagoes de uma sequéncia
numérica [15].

Para além do proprio sucesso da entropia de permutagao como uma medida de comple-
xidade, o procedimento de simbolizacao de Bandt e Pompe inspirou e possibilitou muitas
outras medidas de complexidade e ferramentas utilizadas em estudos de séries temporais e
imagens. No caso de séries temporais, algumas modificacoes da proposta original de Bandt e
Pompe utilizam a distribuicao de probabilidade de padroes ordinais conjuntamente a outras
formas entropicas, como aquelas propostas por Tsallis [16] e Rényi [17]. Outras tentativas
de criar novas medidas generalizam o algoritmo de simbolizagao de Bandt e Pompe a fim de
obter padroes ordinais em miltiplas escalas de tempo [18-20], incluem informagao associada
a amplitude do sinal [21-24] ou consideram diferentes maneiras de lidar com igualdades den-
tro de uma partigao [25,26]. Além disso, a generalizagdo do procedimento de simbolizacao
de Bandt e Pompe para duas dimensoes [27,28] tornou possivel o uso da entropia de permu-
tagao para a analise de imagens. Desde entao, a aplicabilidade desse método a imagens tem
sido corroborada por diversas investigagoes relacionadas a, por exemplo, obras de arte [29|
e cristais liquidos [30]. Mais recentemente, a ideia de padroes ordinais também tem sido
utilizada no mapeamento de séries temporais e imagens em redes complexas [31-33]. Essas
redes sao conhecidas como redes ordinais e fazem parte de um conjunto de transformacoes
inicialmente chamadas de redes de séries temporais [34].

Considerando o nivel de desenvolvimento e a diversidade de aplicagoes, o formalismo da



entropia de permutacao representa um conjunto de ferramentas com grande potencial de uso
em analise de dados, especialmente quando consideramos o aumento da disponibilidade de
grandes conjuntos de dados [35,36] e a demanda perene por métodos computacionalmente
eficientes na extracdo de informagao ttil dos mesmos [37,38|.

Sendo assim, esta tese tem como principal objetivo contribuir para o desenvolvimento
do formalismo da entropia de permutacao e fomentar o uso desses métodos por meio de
aplicagoes a sistemas fisicos. Com esse fim, este trabalho encontra-se organizado como se-
gue. No Capitulo 1, realizamos uma revisao do desenvolvimento do formalismo de Bandt
e Pompe nas duas décadas desde o artigo seminal desses pesquisadores. Essa revisao é re-
alizada concomitantemente & apresentacao do modulo de fungdes ordpy [39], um pacote
de coédigo aberto escrito em Python que desenvolvemos com o intuito de implementar os
principais métodos para o estudo de séries temporais e imagens pertencentes ao formalismo
da entropia de permutagao. Os métodos sao formalizados matematicamente e alguns dos
principais resultados da literatura sao replicados enquanto o uso do pacote é ilustrado por
pequenos trechos de codigo. No Capitulo 2, caracteristicas topolégicas de redes ordinais,
derivadas do procedimento de simbolizacao de Bandt e Pompe, quando aplicadas a imagens,
sao expostas e discutidas detalhadamente [33]. Experimentos com alguns conjuntos de ima-
gens geradas via simulacoes computacionais ilustram como propriedades de redes ordinais
podem ser exploradas na procura por padroes em imagens. No Capitulo 3, investigamos a
aplicacao da transformacao de redes ordinais na caracterizacao de texturas Opticas obtidas
experimentalmente de amostras de cristais liquidos [40]. Mais especificamente, estudamos
se a transformagao é suficientemente informativa para, aliada a algoritmos de aprendiza-
gem de maquina, ser utilizada como caracteristica preditiva de propriedades fisicas como a
fase, concentracao de dopante e temperatura de amostras de cristais liquidos. No Capitulo
4, entropia de permutacao e complexidade estatistica sao empregadas como caracteristicas
discriminatorias no estudo do movimento de queda livre de pequenos pedacos de papel. Em
um contexto no qual nao existe uma classificacao definitiva quanto a movimentos de queda
cadticos ou que se dao em tombos sucessivos (tumbling), o plano complexidade-entropia ofe-
rece uma classificacao consistente para esses dois tipos de movimento. Por fim, encerramos
este trabalho com consideracoes finais acerca dos topicos apresentados.

Para tornar este trabalho autocontido, alguns apéndices complementam o texto princi-
pal quanto a escolha apropriada de parametros no formalismo da entropia de permutacgao
(Apéndice A) e trazem defini¢oes de sistemas dinamicos (Apéndice B) e processos estocés-
ticos (Apéndice C) apresentados ao longo do texto. Além disso, definimos as matrizes de
coocorréncia de nivel de cinza (Apéndice D), fazemos uma breve revisdo sobre conceitos
bésicos de cristais liquidos (Apéndice E) e apresentamos aspectos essenciais relacionados a

algoritmos de aprendizagem estatistica (Apéndice F).



CAPITULO 1

ordpy: um pacote Python para analise de dados com entropia de

permutacdo e redes ordinais

Neste primeiro capitulo, os principais métodos de anéalise de dados associados ao for-
malismo da entropia de permutacao sao apresentados. Essas ferramentas sao formalizadas
matematicamente e suas implementagoes no pacote Python ordpy [39] sdo apresentadas em
fragmentos curtos de codigo. Conjuntamente, utilizando o ordpy, reproduzimos resultados

encontrados na literatura a fim de validar nosso cédigo fonte.

1.1 ordpy

A despeito do razoavel intervalo de tempo entre o presente trabalho e o artigo seminal de
Bandt e Pompe [6], ndo havia uma implementagao computacional em cédigo aberto, coesa e
razoavelmente abrangente da entropia de permutacao e dos métodos ordinais derivados dessa
técnica. Dessa forma, o pacote ordpy foi desenvolvido a fim de solucionar esse problema.
Para além de preferéncias pessoais, o ordpy foi escrito na linguagem de programagao Python
tendo em vista seu uso disseminado em computacao cientifica [41| e extensivo suporte da
comunidade de usuérios [42]. O moédulo ordpy tem como tnica dependéncia o pacote
nunmpy [41], uma biblioteca Python fundamental que otimiza calculos com vetores e fung¢oes
matemaéticas que operam sobre esses vetores.

No restante deste capitulo, apresentamos as func¢oes contidas no pacote ordpy e ilustra-
mos seus usos ao mesmo tempo que uma revisao dos desenvolvimentos relativos a entropia
de permutacao é apresentada. Alternamos entre a formalizacdo das diferentes técnicas e

a apresentacao das fungoes por meio de fragmentos de codigos que as implementam, além

10



de replicarmos resultados contidos na literatura. O codigo fonte do pacote ordpy esta li-
vremente disponivel em um repositério do GitHub (github.com/arthurpessa/ordpy),
bem como a documentagao de todas as suas fung¢oes (arthurpessa.github.io/ordpy).

O modulo também pode ser instalado usando o Python Package Index (PyPI) via:
$ pip install ordpy

Os codigos e dados necessarios para a replicacao de todos os experimentos, analises
e figuras apresentados neste primeiro capitulo estao detalhados na forma de um Jupyter
notebook, uma ferramenta de que permite a execugao interativa de codigos Python [43,44].

Esse notebook também pode ser encontrado no repositério do pacote ordpy.

1.2 Distribuicoes ordinais, entropia de permutacao e o

plano complexidade-entropia

Como ja mencionamos, a entropia de permutacao é a entropia de Shannon calculada
a partir de uma distribui¢ao de probabilidade dos padroes ordinais (permutagoes) de uma
série temporal. Essa distribuicao de probabilidade é chamada de distribuicao ordinal ou
distribuicao de padroes ordinais e o processo de simbolizacao utilizado na estimativa dessa
distribuicao ¢ o procedimento de simbolizacao de Bandt e Pompe!. Para descrever esse
procedimento, consideraremos uma série temporal? arbitraria {z¢}+=1, n,. Primeiramente,
dividimos essa série temporal em n, = N, — (d, — 1)7, parti¢des constituidas de d, > 1
observagoes distantes 7, > 1 intervalos de tempo entre si. Fixados os valores de d, e 7., cada

particao pode ser representada por

wp = (Z'p, xp""rl" xp“l‘QTw’ e 7l‘p+(d172)717 l‘pﬁ’(dz*l)Tz) ’ (11)

com p = 1,...,n, indicando o indice da particao. Os parametros d, e 7,, os dois tnicos
parametros do método de Bandt e Pompe, sao conhecidos como embedding dimension e
embedding delay, respectivamente®.

Em seguida, para cada parti¢ao w,, avaliamos a permutagao m, = (ro,7r1,...,7q,—1) dos

indices de posigao (0,1,...,d, — 1) que ordena os elementos de w, em ordem ascendente,

10 uso de procedimentos de simbolizacdo em sequéncias numéricas no contexto de sistemas dindmicos
data do fim do século XIX com os primeiros trabalhos de anéalise de orbitas planetarias de Henri Poincaré.
Uma revisao e explanacgao de procedimentos de simboliza¢do podem ser encontradas na referéncia [45].

2Uma série temporal é um conjunto de observacdes de uma varidvel realizadas sequencialmente no
tempo [46]. Séries temporais sdo comuns, por exemplo, em economia (séries historicas de indicadores econo-
micos ou séries financeiras como a cotagao diaria do délar) e meteorologia (séries de temperatura e outras
séries climaticas).

3Na proposta original de Bandt e Pompe 7, é fixado como 7, = 1 [6]. A formalizagdo da entropia de
permutagdo para outros valores de embedding delay foi posteriormente realizada por Cao et al. [47].
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isto <

¢, a permutacao dos indices de posicao definida pelas desigualdades z,y,, < Zpiy, <
- < Tpyry,_,- Em caso de empates, mantemos a ordem de ocorréncia dos elementos da
particdo?!, ou seja, caso T,.,,_, = Tpis,, fazemos ry_; < rp para k = 1,...,d, — 1 [47].
Para ilustrar o significado da notagao anterior, suponha que tenhamos z; = (5,3,2,2,7,9)
e fixemos d, = 4 e 7, = 1. A primeira particao da série é w; = (5,3,2,2). Ordenando
seus elementos, encontramos 2 < 2 < 3 < 5 ou 7149 < X143 < X141 < Tiyo. Assim,
a permutacdo, ou padrao ordinal, associada a w; é m = (2,3,1,0). De modo geral, séries
temporais apresentam resolucao suficiente para tornar irrelevantes problemas com igualdades
entre observacoes consecutivas. Entretanto, esse problema pode se tornar critico para sinais
com baixa resolugao [48].
Apos a avaliacao das permutacgoes associadas a cada uma das particoes, obtemos uma

sequéncia de padroes ordinais (sequéncia simbolica) {m,},-1, n,. Como a inspecao dessa

2

sequéncia pode ser de interesse, a funcao ordinal_sequence do pacote ordpy retorna

essa sequéncia simbodlica conforme ilustrado no seguinte fragmento de codigo:

>>> from ordpy import ordinal_sequence
>>> x = [5, 3, 2, 2, 7, 9]
>>> ordinal_sequence (x, dx=4, taux=1)
array([[2, 3, 1, 0],
(1, 2, 0, 31,
(0, 1, 2, 311)
>>> ordinal_sequence([1.55, 1.54, 1.53], dx=2)
array ([[1, 0], [1, OI])
>>> ordinal_sequence ([1.55, 1.54, 1.53], dx=2, tie_precision=1)
array ([[1, 0], [0, 111)

Nos exemplos anteriores, os dois tltimos casos ilustram o uso do parametro
tie_precision, o qual pode restringir o nimero de casas decimais consideradas ao ava-
liar as relagoes de amplitude. Esse parametro esta disponivel na maioria das func¢oes do
ordpy e ¢ particularmente relevante quando consideramos séries temporais cuja resolucao
¢ proxima da precisao estabelecida pela representagao de virgula flutuante (floating-point
representation). Na Figura 1.1(a), a aplicagdo do procedimento de simbolizagao de Bandt e
Pompe a uma série temporal é ilustrado para dois pares diferentes de valores de d, e 7.

A partir da sequéncia simbolica de uma série temporal podemos construir a distribuicao
de probabilidade de padrdes ordinais P = {p;(IL;) }i=1,. »,.. Essa distribui¢ao é simplesmente

a distribuicao das frequéncias relativas das permutacoes que ocorrem na sequéncia simbolica,

4QOutra maneira de lidar com empates entre observacdes dentro de uma particao consiste em adicionar um
ruido de amplitude menor que a menor resolucao da série temporal. Essa estratégia, inicialmente proposta
no trabalho seminal de Bandt e Pompe [6], é pouco utilizada na literatura e preterida em favor daquela
empregada em nosso trabalho.
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Figura 1.1: Procedimento de simbolizagcao de Bandt e Pompe. (a) Ilustracao do
método de Bandt e Pompe aplicado a uma série temporal e a sequéncia ordinal resultante
para os parametros de embedding d, =3 e 7, = 1 (esquerda) e d, = 2 e 7, = 2 (direita).
(b) Aplicagdo do método de Bandt e Pompe a uma matriz (dado bidimensional) e as
sequéncias (matrizes) simbolicas resultantes para os parametros de embedding d, = d, =
2e7, =7,=1 (esquerda) e d, =d, =2 e 7, = 7, = 2 (direita). Em ambos os painéis,
diferentes cores sao usadas para ressaltar a relagao entre o esquema de particionamento
dos dados e o mapeamento dessas particoes no conjunto correspondente de permutagoes.

ou seja,
namero de parti¢oes do tipo II; em {m,}

pz(Hz) = ) (12)

Ny

sendo II;° cada uma das n, = d,! permutagoes diferentes que podem ocorrer em {m,}.
O seguinte fragmento de co6digo demonstra como obter uma distribui¢cao ordinal usando a

funcao ordinal_distribution contida no ordpy:

>>> from ordpy import ordinal_distribution
>>> x = [5, 3, 2, 2, 7, 9]

5Usamos II para indicar as diferentes permutacoes que podem ocorrer em uma sequéncia simbélica, em
contraposicao a 7 que representa as permutagoes que compoem uma sequéncia simbolica. Por exemplo, para
d; = 2 temos apenas II; = (0,1) e II, = (1,0), a despeito da sequéncia simbolica {mp}p=1,. n», em questao.
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>>> pis, rho = ordinal_distribution (x, dx=3)
>>> pis
array ([ [0, 1, 2],
(1, 2, 01,
(2, 1, 011)
>>> rho

array([0.5 , 0.25, 0.25])

Os dois vetores (arrays) retornados por ordinal_distribution contém os padrdes ordi-
nais e suas frequéncias relativas, respectivamente. Por padrao, a funcao
ordinal_distribution retorna apenas os padroes ordinais que ocorrem no dado (isto é,
padroes tais que p;(II;) # 0). Entretanto, o parametro return_missing pode modificar

esse comportamento como mostrado a seguir:

>>> from ordpy import ordinal_distribution

>>> x =[5, 3, 2, 2, 7, 9]
>>> pis, rho = ordinal_distribution(x, dx=3, return_missing=True)
>>> pis
array ([ [0, 1, 21,
(1, 2, 07,
(2, 1, 07,
(0, 2, 11,
(1, 0, 21,
(2, 0, 111)
>>> rho

array([0.5 , 0.25, 0.25, 0. , O. , O. 1)

Permutacgoes que nao ocorrem no dado sao sempre retornadas como os tltimos elementos do
vetor.
Uma vez de posse da distribui¢ao ordinal P, podemos calcular sua entropia de Shannon [9]

e definir a entropia de permutacao como
S(P) == pi(I1;)log pi(IL;), (1.3)
i=1

com log(...) sendo o logaritmo na base 2 e a entropia sendo medida em bits [10]. Uma
interpretacao da Equagao 1.3 é que a entropia de permutacao quantifica a aleatoriedade
na distribui¢ao de amplitudes das observacoes dentro das particoes de uma série temporal.
Desse modo, o limite superior S = logn, indica que os dados sao aleatoriamente distri-
buidos, enquanto o limite inferior S = 0 indica uma distribuicao de amplitudes regular ou

deterministica. Ainda, considerando que o valor méximo para a entropia de Shannon é
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Smax = logn,, podemos definir a entropia de permutacao normalizada como

S(P
a(p) = 20 (1.4
log 1,
restringindo os valores de H ao intervalo [0, 1]. No moédulo ordpy, a funcao

permutation_entropy calcula os valores de S e H diretamente de uma série, conforme

ilustrado a seguir:

>>> from ordpy import permutation_entropy

>>> x = [5, 3, 2, 2, 7, 9]

>>> permutation_entropy (x)

0.5802792108518123

>>> permutation_entropy (x, normalized=False, base='e')
1.0397207708399179

A funcao permutation_entropy calcula a entropia de permutacao como definida na
Equacao 1.3, utilizando o logaritmo na base 2, mas esse comportamento pode ser modificado
por meio do parametro base que possibilita o uso do logaritmo natural.

Antes de propriamente aplicarmos a entropia de permutacdo a uma série temporal, é
necessario considerarmos a escolha apropriada dos parametros d, e 7,. Uma vez que o
parametro de embedding dimension define o ntimero de permutagoes possiveis (n, = d,!),
Bandt e Pompe recomendam [6] valores de d, € {3,4,5,6,7}. Esses valores comumente
satisfazem a condicao d,! < N,, o que permite estimativas confidveis da distribuicao de
probabilidade de padroes ordinais. Outra estratégia, embora menos comum, consiste em
escolher d, tal que 5d,! < N, [49]. Mais recentemente, entretanto, Cuesta-Frau et al. [50]
mostraram que essas restrigoes a escolha de d, podem ser consideravelmente relaxadas em
varias situagoes nas quais a entropia de permutacao é usada para fins de classificacao de séries
temporais. Quanto ao parametro de embedding delay, este define uma escala de intervalos
de tempo no dado sob anélise. Esse parametro é frequentemente escolhido como 7, = 1,
mas diferentes valores de 7, podem informar acerca de mecanismos de resposta retardada e
estruturas de correlagao temporal [20]. Uma discussdo mais detalhada sobre as escolhas de
d, e T, é apresentada no Apéndice A deste trabalho.

Para além de séries temporais, o formalismo da entropia de permutacgao foi estendido
a dados bidimensionais por Ribeiro e colaboradores [27,28]. Para apresentar essa generali-
zacao, consideramos uma matriz arbitraria {y;‘}?:llj%’ cujos elementos podem representar
os pixels de uma imagem. Definimos as embedding dimensions d, e d, correspondentes as
diregoes horizontal e vertical (respectivamente) e, similarmente, os embedding delays 7, e

7,. Analogamente ao caso unidimensional, subdividimos a matriz dos dados em particoes de
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tamanho d, x d, definidas por

Yy Yptr, y;g+(dm_1)m
i — yﬁ'”” yz'iii a ygizg,f_% , (1.5)
q+(d;—1)7'z q+(d;;—l)‘rz . q+(d1:,71)7—y
Yp p+7a o Y (de—1)7e
com os indices p = 1,...,n, e ¢ = 1,...,n, e o numero de particoes sendo limitado por

ny = Ny — (dy — 1)1, e ny = N, — (d, — 1)7,. Para associarmos uma permutagio a cada
particao bidimensional, concatenamos as linhas das particoes a fim de representa-las como

um vetor unidimensional, ou seja,

q q ,,49 q
wp - (yp7 yp—i—Tx? e 7yp+(dx_1)7—x7
q+T q+Ty q+Ty
yp y? yp+TI7 tty p+(dw_1)7w7 R (16)
q+(dze—1)7p ) a+(de—1)7s g+(dy—1)y
Yp » Yp+re v Y (de—1) 7,

Como o procedimento anterior independe da particao, simplificamos a notacao escrevendo
w} como

wg = (g07 gb s ’?jd;pdy_27 gdxdy_l) ) (17)

com Yo =y}, y1 = Ypis, € assim por diante. Em seguida, avaliamos a permutacao associada a
cada particao da mesma maneira como no caso unidimensional a fim de definir uma sequéncia

simbdlica {Wg}gz}:::ﬁz correspondente ao dado [a Figura 1.1(b) ilustra esse procedimento|.
A partir dessa sequéncia de permutacoes, calculamos a frequéncia relativa para todas as

n. = (d,d,)! permutagoes II; via

nimero de partigdes do tipo II; em {n?}

pi(ll;) = -~ > (1.8)

com i = 1,...,n,. Novamente, a distribui¢do ordinal é P = {p;(II;)}i=1... .. E notavel o

fato de que o procedimento de ordenamento dos elementos das matrizes nao é tinico como no
caso unidimensional, visto que encontrariamos sequéncias simbolicas diferentes caso conca-
tenassemos as colunas das particoes ao invés de suas linhas. Entretanto, esses procedimentos
diferentes de concatenac¢ao nao modificam a entropia da distribuicao ordinal, somente per-
mutam as probabilidades entre esses padrdes [27].

[gualmente ao caso de séries temporais, a entropia de permutacao de um dado bidimensi-
onal ¢ a entropia de Shannon da distribuigao ordinal P = {p;(II;) };=1._n, € as Equagoes 1.3 e

1.4 permanecem validas, salvo a diferenga no nimero total de padrdes ordinais [n, = (d,d,)!

no caso bidimensional|. Mais uma vez, os valores de d,, e d, sdo usualmente restringidos pela
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condi¢do (d.d,)! < N,N, para se obter uma estimativa confiavel da distribuigdo ordinal
P [27,28]. Naturalmente, a generalizagao da entropia de permutacao para duas dimensoes
recupera a formulagao original fixando d, = 7, = 1. No pacote ordpy, a generalizacao
para o caso bidimensional também estd implementada nas funcoes ordinal_sequence,

ordinal_distribution e permutation_entropy, como demonstrado em:

>>> from ordpy import ordinal_sequence, ordinal_distribution,

. permutation_entropy

>>> vy = [[5, 3, 21, [2, 7, 9]]
>>> ordinal_sequence (y, dx=2, dy=2)
array ([[[2, 1, 0, 3],

(1, 0, 2, 3111)

>>> ordinal_distribution(y, dx=2, dy=2)
(array([[1, O, 2, 31,

(2, 1, 0, 311), array([0.5, 0.5]1))
>>> permutation_entropy(y, dx=2, dy=2)
0.21810429198553155

Uma outra ferramenta importante e bastante popular no formalismo da entropia de per-
mutagao é o plano complexidade-entropia proposto por Rosso et al. [51]. Esse método foi
inicialmente introduzido com o propoésito de distinguir entre séries cadticas e estocésticas e
tem sido usado com sucesso em vérios contextos [30,52-61]. O plano complexidade-entropia
combina a entropia de permutagao normalizada H (Equagao 1.4) com uma medida de com-
plexidade estatistica C' (também calculada usando a distribuigao ordinal) para construir um
espago de representacao bidimensional com os valores de H e C'. A medida de complexidade
estatistica C' usada por Rosso et al. é inspirada no trabalho de Lopez-Ruiz et al. [62] e é defi-
nida como sendo o produto entre a entropia de permutacao normalizada e a divergéncia nor-
malizada de Jensen-Shannon [63] calculada entre a distribui¢ao ordinal P = {p;(IL;) }iz1,. .,
e a distribui¢do uniforme U = {1/n;}iz1,. n,. Matematicamente, podemos escrever essa

medida como

D(P,U)H(P)

O (P> - [max ’

(1.9)

sendo

D(P,U) = S[(P+U)/2] - %S(P) - %5((]) (1.10)

a divergéncia de Jensen-Shannon e

1 A+
pmax _ _5 (n +' log(nﬂl + 1) — 21og(2n7r!) + log nﬂ)
Ny!

uma constante de normalizagao. Essa tltima constante expressa o maximo valor de D(P,U),
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1 se1=7
que ocorre quando P = {01,}i=1,.n, [64,65], sendo §;; = J a funcao delta de
0 sei#j

Kronecker.

Diferentemente da entropia de permutacao, a complexidade estatistica C' é nula nas
situagdes extremas de completo determinismo ou ordem (quando uma tnica permutacao
ocorre com probabilidade 1) e aleatoriedade ou desordem (quando todas as permutagoes
sao equiprovaveis). O valor de C' quantifica complexidade estrutural® e contém informagao
adicional nao expressa no valor de H. Além disso, C' nao é uma funcao trivial de H, no sentido
que distribui¢bes de mesma entropia H podem levar a diferentes valores de C' [51, 64, 65].
Isso acontece uma vez que H e D sdo expressas por diferentes somas de p;(I1;) e, portanto,
nao ha motivos para assumir uma relacao univoca entre H e C.

Para ilustrar esse fato, substituiremos (por simplicidade) a divergéncia de Jensen-Shannon
pela distancia euclidiana entre P e U (assim como no artigo seminal de Lopez-Ruiz et al. [62]),
isto ¢, D(P,U) =37 (pi(IL;) — 1/n,)?. Nesse caso, a complexidade estatistica é

) o< — (sz ) log p; Hz)> (i(m( i) = 1/nz) ) )

i=1

e podemos prontamente observar que diferentes distribuigoes ordinais P = {p;(IL;) }iz1,. 5
de mesmo valor de H, podem ter diferentes valores de complexidade estatistica C' (ou vice-
versa). Para deixar esse fato ainda mais claro, consideramos uma distribuigao de probabili-
dade de trés estados’, isto é, P = {a,b,1 — (a + )} com a > 0 e b > 0 ntumeros reais tais

que a + b < 1 (para assegurar a normaliza¢do de P). Nesse caso, temos

S = —aloga—blogb—[1 — (a+ b)]log[l — (a+ b)]

D=(a—1/3*+(b—-1/3*+ (1 - (a+b)] —1/3)%

Assim, supondo a = 0,79 e b = 0,18 ou a = 0,80 e b = 0,16 encontramos o mesmo valor de
H = S/log3 ~ 0,55, mas valores diferentes para D (0,32 no primeiro caso e 0,33 no segundo)
e, consequentemente, para C.

No pacote ordpy, a funcao complexity_entropy retorna simultaneamente os valores

de H e C' de uma série temporal:

>>> from ordpy import complexity_entropy

>>> complexity_entropy([4,7,9,10,6,11,3]1, dx=2)

6Por complexidade estrutural nos referimos a “complexidade das relacdes entre os componentes de um
sistema” [66].

"Essa situacdo seria equivalente a uma distribuicdo ordinal com d,! = 3 ou (dzdy)! = 3, caso isso fosse
possivel.
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(0.9182958340544894, 0.06112816548804511)

A generalizacao do procedimento de simbolizacao de Bandt e Pompe também permite a
aplicac¢@o do plano complexidade-entropia na discriminacdo de dados bidimensionais [27,28].
Sendo assim, a funcao complexity_entropy também é capaz de calcular a complexidade

e entropia de um dado em forma de matriz:

>>> from ordpy import complexity_entropy
>>> complexity_entropy([[1,2,1]1,18,3,41,16,7,51]1, dx=2, dy=2)
(0.3271564379782973, 0.2701200547320647)

1.3 Aplicagoes do formalismo de Bandt e Pompe usando

ordpy

Feitas as defini¢oes necessarias relacionadas ao formalismo da entropia de permutagao,
passamos a apresentar aplicagoes praticas das fungoes contidas no ordpy, replicando alguns
resultados importantes encontrados na literatura.

Comegamos determinando as distribuigoes de probabilidade de padroes ordinais (permu-
tagoes) de duas séries temporais, uma de natureza caotica e outra estocéstica, a saber, uma
caminhada aleatéria de passos gaussianos e o mapa logistico® em seu estado de caos completa-
mente desenvolvido. Esses dois exemplos foram escolhidos pois as distribui¢oes ordinais teo-
ricas sao conhecidas para alguns valores de d,. e 7,. Especificamente, para d, =3 e 7, =1, as
distribuigoes de probabilidade associadas as permutagoes {(0,1,2),(0,2,1), (1,0, 2),(1,2,0),
(2,0,1),(2,1,0)} sao Peaminhada = {1/4,1/8,1/8,1/8,1/8, 1/4} e Piogistico = {1/3,1/15,2/15,
3/15,4/15,0} para a caminhada aleatéria [67] e o mapa logistico no estado de caos com-
pleto [68], respectivamente.

Para estimar numericamente as distribui¢coes ordinais desses dois processos, geramos
computacionalmente uma caminhada aleatéria gaussiana e iteramos o mapa logistico. Para
ambas as séries, simulamos 10° observacoes e estimamos suas distribui¢oes ordinais usando
a funcao ordinal_distribution. A Figura 1.2 mostra que nossos resultados estao em
excelente acordo com as distribuicdes ordinais teoricamente esperadas em cada caso. E intri-
gante observar que o padrao ordinal (2,1,0) (permutagao descendente) ndo ocorre na série
logistica (tem probabilidade zero). Esse fato é entendido como uma caracteristica direta-
mente ligada a dindmica deterministica do mapa [68,69]. Como discutiremos na proxima
secao, investigacoes acerca desses “padroes ordinais faltantes” sao tteis na caracterizacao da
dindmica de uma série temporal.

Continuando as aplicacoes, ilustramos o uso da funcao permutation_entropy repro-

duzindo parcialmente uma anélise do mapa logistico devida a Bandt e Pompe (Figura 2

8Esse mapa é definido no Apéndice B.
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Figura 1.2: Distribuicoes de probabilidade de padroes ordinais em séries esto-
casticas e deterministicas. (a) Comparagao entre uma distribui¢ao ordinal empirica
obtida de uma caminhada aleatéria gaussiana simulada com 10° passos e a distribuicao
teorica Peaminhada (linhas horizontais tracejadas) quando d, = 3 e 7, = 1. (b) Comparagao
entre uma distribuicao ordinal empirica obtida apés 10° iteracoes do mapa logistico no
regime completamente caotico e a distribuigao tedrica Pogistico (linhas horizontais trace-
jadas) para d, =3 e 1, = 1.

na referéncia [6]). Para tanto, simulamos séries temporais compostas de 10° iteragoes do
mapa logistico para cada valor do parametro r € {3,5;3,5001;3,5002; ...;4,0}. Em seguida,
calculamos a entropia de permutacao S para cada uma dessas 5001 séries usando a funcao
permutation_entropy com os parametros d, = 6 e 7, = 1. Ainda, dividimos o resultado
da entropia de permutagao por 5 para obter a entropia de permutacao por simbolo de ordem
6, isto é, hg = S/5, conforme definido no trabalho de Bandt e Pompe [6]. A Figura 1.3(a)
mostra o conhecido diagrama de bifurcagao do mapa logistico, enquanto a Figura 1.3(b) mos-
tra os valores de hg em funcao do parametro r. Notamos que a entropia de permutacao por
simbolo apresenta uma tendéncia geral de crescimento em fun¢ao do parametro r marcada
por quedas abruptas em intervalos de r relacionados a comportamentos periédicos do mapa.
Conforme apontado por Bandt e Pompe, o comportamento da entropia de permutacao é
similar aquele observado para o expoente de Lyapunov [6].

Em outro exemplo com a fun¢ao permutation_entropy, replicamos um experimento
numérico de Cao et al. [47] (veja a Figura 1 dessa referéncia) que procura por mudangas
na dindmica de uma série temporal do mapa logistico transiente’ e demonstra o papel do
parametro embedding delay T, na deteccao dessas mudangas. Seguindo o trabalho original,
iteramos o mapa logistico transiente comecando com zy = 0,65 e 1o = 2,8 e incrementamos
o parametro logistico r(t) em 107° (a cada iteragdo) até atingirmos r(t) = 4. Esse processo
gera uma série temporal com 120001 observagdes que é mostrada na Figura 1.3(c). Usando

essa série temporal, calculamos a entropia de permutacao normalizada dentro de janelas com

9Esse mapa é definido no Apéndice B.
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Figura 1.3: Entropia de permutacao de dados unidimensionais e bidimen-
sionais. (a) Diagrama de bifurcagdo do mapa logistico para o parametro r €
{3,5;3,5001; 3,5002; . ..;4,0}. (b) Entropia de permutagdo por simbolo de ordem seis
(he) calculada para as mesmas séries temporais do mapa logfstico (10° observagoes, con-
digao inicial aleatoria) usadas na confec¢do do diagrama de bifurcagao. Os parametros
de embedding sao d, = 6 e 7, = 1. (c) Série temporal do mapa logistico transiente ob-
tida das condigoes iniciais o = 0,65 e ry = 2,8 e incrementando o parametro r(t) em
107 a cada iteracdo. Apesar de parecer bastante similar ao diagrama de bifurcacao,
esse painel mostra uma série temporal na qual cada observagao x[r(t)] corresponde a um
valor r(t). (d) Dependéncia da entropia de permutacdo normalizada H[r(t)] (avaliada
em janelas deslizantes de 1024 observagoes) com o parametro r(t) (ao fim de cada ja-
nela). As diferentes curvas mostram os resultados para H|r(t)] com d, =5e 7, =1 (em
vermelho) e d, = 5 e 7, = 2 (em azul). A linha vertical tracejada em r = 3,56 indica
uma dobra de perfodo da série. (e) Superficies de Ising obtidas ap6s 10° passos de Monte
Carlo com temperaturas reduzidas 7, € {0,8;0,9;1,0;1,1}. Nessas superficies, tons es-
curos de cinza indicam sitios de alta amplitude enquanto tons claros de cinza indicam
o oposto. (f) Entropia de permutac¢ao normalizada em fungao da temperatura reduzida
T, € {0,5;0,6;...;3,0} para superficies de Ising (tamanho 250 x 250) obtidas apos 10°
passos de Monte Carlo. As curvas mostram os resultados para parametros de embedding
d, = 3,d, = 2 (em vermelho) e d, = 2,d, = 3 (em azul) com 7, = 7, = 1 em ambos os
Casos.

1024 observagoes com d, = 5 e dois valores de embedding delay, 7, =1 e 7, = 2.

Assim como Cao et al. [47], denotamos os valores da entropia de permutac¢ao como
HIr(t)], com r(t) representando o parametro logistico no fim da janela de 1024 observagoes.
A Figura 1.3(d) mostra os valores de H[r(t)] que, conjuntamente com a Figura 1.3(c), indicam
claramente que oscilagdes abruptas em H|r(t)] estdo associadas a mudangas dinamicas na

série temporal. Apesar da similaridade dos resultados, notamos que H|[r(t)] calculada com
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o parametro 7, = 2 identifica melhor essas mudancas dinamicas do que no caso em que
7. = 1. Isso é evidenciado, por exemplo, pela dobra de periodo que ocorre em r ~ 3,56 que
é capturada apenas para 7, = 2 [47].

Como mencionamos, uma generalizacao da entropia de permutacao para imagens foi
proposta por Ribeiro et al. [27]. Para ilustrar o uso da fungdo permutation_entropy
com esse tipo de dado, replicamos um experimento numérico com superficies de Ising!®
(Figura 8 na referéncia [27]). Essas superficies representam a soma acumulada de variaveis de
spin do modelo canoénico de Ising em duas dimensées em uma simulacao de Monte Carlo. A
Figura 1.3 mostra quatro exemplos dessas superficies (redes quadradas de tamanho 250 x 250)
obtidas ap6s 10° passos de Monte Carlo para diferentes temperaturas reduzidas 7.

Notamos a emergéncia de padroes nao triviais quando a temperatura reduzida é igual
a temperatura critica (7, = 1) para o modelo de Ising [70]. A fim de replicar os resul-
tados de Ribeiro et al., geramos uma superficie de Ising para cada temperatura reduzida
T, € {0,5;0,6;...;3,0} e calculamos suas entropias de permutacdo normalizadas usando os
parametros d, = 3,d, =2 e d, = 2,d, = 3, com 7, = 7, = 1 em ambos os casos. Em acordo
com Ribeiro et al. [27], a Figura 1.3(f) mostra que a entropia de permutagao identifica preci-
samente a transigao de fase do modelo de Ising (a repentina diminui¢ao da entropia quando
o sistema se encontra proximo a temperatura critica) e que essas superficies de Ising sao
simétricas sob uma permutacao de embedding dimensions.

A funcao complexity_entropy calcula simultaneamente a entropia de permutacao
normalizada e a complexidade estatistica para séries temporais ou imagens. Para ilustrar seu
uso, reproduzimos parcialmente os resultados de Rosso et al. [51] (Figura 1 nessa referéncia)
relacionados & distingao entre séries temporais cadticas e estocésticas. Seguindo esse artigo,
iteramos quatro mapas discretos para gerar séries cadticas'!. Especificamente, utilizamos
séries caoticas do skew tent map (pardmetro w = 0,1847), mapa de Hénon (componente
x, pardmetros a = 1,4 e b = 0,3), mapa logistico (r = 4) e mapa de Schuster (parametro
z € {3/2,2,5/2}). Usamos também séries temporais de trés processos estocasticos'?: ruido
com espectro de poténcia 1/f* (para k € {0,00;0,25;...;3,00}), movimento browniano fra-
cionario (expoente de Hurst h € {0,1;0,2;...;0,9}) e ruido fracionario gaussiano (também
com h € {0,1;0,2;...;0,9}). Para cada um desses mapas e processos estocésticos, geramos
10 séries temporais com 2! observacoes e condicoes iniciais aleatérias. Usamos a funcao
complexity_entropy com os parametros de embedding d, = 6 e 7, = 1 para calcular
suas complexidades estatisticas e entropias de permutagao (média sobre as 10 amostras em
cada caso).

A Figura 1.4(a) mostra que séries caoticas usualmente apresentam alta complexidade

estatistica e baixa entropia enquanto séries estocasticas apresentam alta entropia e com-

10A definicio desse processo estocéstico é apresentada no Apéndice C.
1 As definicdes desses mapas sdo apresentadas no Apéndice B.
12 A5 definicbes desses processos estocasticos sdo apresentadas no Apéndice C
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Figura 1.4: Plano complexidade-entropia para dados uni e bidimensionais. (a)
Valores médios de complexidade estatistica C' e entropia de permutacao normalizada H
para dez realizacoes de séries temporais de mapas cadticos e processos estocasticos. Os
parametros de embedding sao d, = 6 e 7, = 1. Duas linhas solidas representam os valores
méaximo e minimo de complexidade para uma dada entropia. (b) Localizacao de trés
pinturas no plano complexidade-entropia com parametros de embedding d, = d, = 2 e
Te =Ty = 1.

plexidade intermediaria ou baixa. E interessante notar que as séries temporais estocésticas
aproximam-se do canto inferior direito do plano complexidade-entropia (H — 1 e C' — 0)
conforme a autocorrelacdo das séries diminui [51|. Esses resultados mostram ainda que
algumas séries estocésticas e cadticas tém valores proximos de entropia mas complexidades
estatisticas diferentes (o movimento browniano fracionario com h = 0,9 e o mapa de Schuster
com z = 3/2, por exemplo), confirmando que a complexidade estatistica captura informacgao
complementar a entropia de uma distribui¢ao ordinal. Ressaltamos que nem todos os valores
do plano complexidade-entropia sao acessiveis, uma vez que distribuicoes de probabilidade
com uma dada entropia restringem os valores da complexidade estatistica a um intervalo
determinado [65]. Essa regiao acessivel ¢ delimitada por duas linhas soélidas na Figura 1.4.
As fungdes maximum_complexity_entropy e minimum_complexity_entropy, im-

plementadas no ordpy, geram os pontos que compoem essas curvas como mostrado a seguir:

>>> from ordpy import
maximum_complexity_entropy,
minimum_complexity_entropy
>>> maximum_complexity_entropy (dx=4)
array ([[-0. , —0. 1,
[ 0.21810429, 0.196705927,
[ 0.34568712, 0.28362016],

[ 0.98660828, 0.02388382]11)
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>>> minimum_complexity_entropy (dx=4)
array ([[-0.00000000e+00, -0.00000000e+007,
[ 2.67076969e-02, 2.55212327e-02],

[ 1.00000000e+00, —-3.66606083e-1611)

Como dissemos, a funcao complexity_entropy também é capaz de atuar em dados
bidimensionais. Para ilustrar esse fato, seguimos Sigaki et al. [29] e investigamos padroes
em pinturas de diferentes movimentos artisticos. Devido & imensa quantidade de dados
investigada por esses autores, nao reproduzimos nenhum resultado do trabalho e apenas
usamos suas ideias para ilustrar como complexidade e entropia extraem informacao dessas
imagens. Para tanto, escolhemos trés pinturas do site wikiart.org (no estudo original, os
autores estudaram 137364 imagens obtidas do mesmo site). Essas pinturas sao: Blue, 1953
por Ad Reinhardt (768 x 435 pixels), pertencente ao movimento de arte abstrata Campo de
Cor |71]; Abaporu, 1928 por Tarsila do Amaral (1200 x 1026 pixels), pintura do Modernismo
brasileiro [72]; Number 1, 1950 (Lavender Mist), 1950 por Jackson Pollock (749 x 1024
pixels) [73], uma pintura do movimento artistico chamado Expressionismo Abstrato. As trés
imagens estdo em formato JPEG com 24 bits por pixel (8 bits para vermelho, verde e azul
no sistema de cores RGB'®). Sendo assim, calculamos a média das intensidades dos pixels
nessas trés camadas de modo a representar cada imagem como uma matriz simples. A partir
dessas matrizes, calculamos a complexidade estatistica e a entropia de permutacao de cada
uma das trés obras de arte usando os parametros de embedding d, = dy, =2 e 7, =7, = 1.

A Figura 1.4(b) mostra a localizagdo dessas imagens no plano complexidade-entropia
(insergoes retratam as obras de arte). Em acordo com as tendéncias globais observadas por
Sigaki et al. |29], esses resultados mostram que pinturas retratando objetos com bordas cla-
ramente definidas (os quadrados na obra de Reinhardt) tendem a apresentar valores altos
de complexidade estatistica e baixa entropia. Em outro extremo, pinturas com contornos
borrados e difusos (tais como as drip paintings de Pollock) tém alta entropia e baixa com-
plexidade. Entre esses comportamentos opostos, temos todo um continuo de imagens, como
exemplificado aqui pelo trabalho da pintora brasileira Tarsila do Amaral. Como defendido
por Sigaki et al. [29], o plano complexidade-entropia mapeia o grau de ordem local (entre
pixels vizinhos) das pinturas em uma escala de ordem-desordem e simplicidade-complexidade
que é similar a descrigoes qualitativas de pinturas propostas por historiadores da arte como
Heinrich Wolfflin (a dicotomia linear versus pictorico) e Alois Riegl (a dicotomia héptico

versus Optico).

13No sistema de cores RGB, uma imagem ¢ representada por trés matrizes, uma para cada cor priméria, que
sao combinadas em uma tela. Para cada cor e em todos os pontos da imagem, a intensidade é determinada
por um ndmero inteiro entre 0 e 255 (8 bits de informagao para cada cor).
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1.4 Padroes ordinais faltantes

Como comentamos quando da analise da distribuicao de probabilidade de padroes or-
dinais do mapa logistico completamente cadtico, esse sistema nao realiza a “permutacao
descendente” (2,1,0) quando d, = 3 |vide a Figura 1.2(b)|. Essa caracteristica ndo é uma
particularidade apenas do mapa logistico. Na verdade, esses padroes ordinais faltantes (ou
padroes ordinais proibidos!'®) ocorrem em diferentes sistemas e estatisticas simples associadas
a eles tém se mostrado indicadores tteis e confidveis da dindmica de um sistema [12,74-77].

Essa linha de investigagao de padroes ordinais é devida ao trabalho seminal de Amigo et
al. |68,69] e, seguindo seu esquema de classifica¢ao, podemos dividir esses padroes proibidos
em duas categorias: verdadeiros ou falsos [69]. Padrdes verdadeiramente proibidos [como
(2,1,0) no caso do mapa logistico|] sdo uma marca de determinismo na dinamica de uma
série temporal e representam uma caracteristica intrinseca do processo dinamico subjacente
a série [68], ou seja, esses padroes nao sao um artefato decorrente do tamanho finito de uma
série de observagoes [69]. Ao contrario, padroes falsamente proibidos estao relacionados ao
tamanho finito de séries temporais e podem ocorrer mesmo em processos completamente
aleatorios [69].

Essa disting¢ao nao é tao clara quando lidamos com dados empiricos e uma anélise tipica
consiste em investigar o numero de padroes faltantes () em fun¢do do tamanho da série
temporal (N,). O comportamento dessa curva é util para discriminar séries temporais. No
pacote ordpy, a funcao missing_patterns identifica padroes ordinais faltantes e estima

sua frequéncia relativa como em:

>>> from ordpy import missing_patterns
>>> missing_patterns((4,7,9,10,6,11,3,5,6,2,3,1], dx=3)
(array ([[0, 2, 1],
(2, 1, 011),
0.3333333333333333)

Para ilustrar melhor o uso dessa funcao, investigamos padroes ordinais faltantes em séries
temporais obtidas do mapa logistico completamente cadtico (r = 4) e caminhadas aleatorias
gaussianas. Em ambos os casos, usamos embedding dimensions d, =5 e d, =6 (com 7, = 1)
e tamanhos de séries N, € {60, 150,240, ...,6000}. A Figura 1.5(a) mostra os resultados.
Observamos que o nimero de padroes faltantes aproxima-se de zero para as caminhadas
aleatorias mais longas. Contrariamente, o nimero de permutacoes faltantes apresenta uma
queda inicial (mais facilmente perceptivel para d, = 6) com o tamanho das séries do mapa
logistico, mas estabiliza-se em valores consideravelmente altos. KEsse resultado reafirma a
proposicao de que os padroes faltantes estao intrinsecamente associados ao determinismo do

mapa [69].

MEm inglés, missing ordinal patterns ou forbidden ordinal patterns.
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Figura 1.5: Padroes ordinais faltantes em séries temporais. (a) Numero de pa-
droes ordinais faltantes () em caminhadas aleatérias (em azul) e séries do mapa logis-
tico (em vermelho) como func¢do do tamanho das sequéncias (N,) para os parametros
de embedding d, = 5 e d, = 6, ambos com 7, = 1. Os resultados representam o
numero médio de padroes ordinais faltantes para 10 réplicas de séries temporais para
cada N, € {60, 150,240, ...,6000}. (b) Dependéncia do nimero de padrdes ordinais fal-
tantes com a intensidade de ruido (§) para séries logisticas com 6000 observagoes. O
ruido adicionado as séries logisticas ¢ uniformemente distribuido no intervalo [—¢, £] com
¢ € {0;0,005;0,010;...;0,500}. Os resultados representam médias calculadas para dez
séries temporais para cada nivel de ruido. As embedding dimensions sao indicadas na
figura e o embedding delay é fixado em 7, = 1. Usamos condigoes iniciais aleatérias e
fixamos o parametro r = 4 em todas as simula¢oes com o mapa logistico que levaram aos
resultados apresentados nessa figura.

Em outra aplicacao com a funcao missing_patterns, replicamos um resultado de
Amigo et al. [69] (Figura 4 dessa referéncia) para, mais uma vez, evidenciar que o nimero de
padroes faltantes ¢ um bom indicador de determinismo em séries temporais [49,69]. Seguindo
o trabalho original, geramos séries temporais do mapa logistico (6000 iteragoes, r = 4) e adi-
cionamos ruido uniformemente distribuido no intervalo [—&, ], sendo £ um parametro que
controla a amplitude do ruido. Em seguida, estimamos o nimero médio de padroes faltan-
tes (em 10 réplicas) para cada nivel de ruido £ € {0;0,005;0,010;...;0,500} e embedding
dimensions d, = 5 e d, = 6 (com 7, = 1). A Figura 1.5(b) mostra o namero de padrdes
ordinais faltantes em funcao da amplitude do ruido £ para ambas as embedding dimensions.
Observamos que o nimero de padroes ordinais faltantes relacionados a essas séries deter-
ministicas contaminadas com ruido aproxima-se de zero com o aumento da amplitude do
ruido. Entretanto, é necessario um nivel significativo de ruido (=~ 50% da amplitude do

115

sinal original'® para d, = 6) para remover qualquer sinal de determinismo capturado pela

auséncia de permutagoes [69].

150s valores da série do mapa logistico estdo restritos ao intervalo [0, 1].
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1.5 Entropias de permutacao de Tsallis e Rényi

Além da entropia de permutacao e da complexidade estatistica, pesquisadores propu-
seram o uso de outras estatisticas juntamente & distribui¢ao ordinal [16,17,78,79]. Assim
como verificamos explicitamente para a complexidade estatistica, esses diferentes quantifi-
cadores devem extrair informacao adicional acerca da dindmica de uma série temporal nao
capturada pelas métricas ja utilizadas. Nesse contexto, uma abordagem produtiva passa por
considerar generalizagoes paramétricas da entropia de Shannon, tais como aquelas propostas
por Tsallis [80] e Rényi [81]. O trabalho de Zunino et al. [16] foi o primeiro a considerar a
entropia de Tsallis como substituta da entropia de Shannon e, assim, definir a entropia de

permutacao de Tsallis como
1 &
Sp(P) = 51 > (pi(TL) = [ps(T1))7) (1.11)
i=1

sendo  um namero real (no limite em que 5 — 1 recuperamos a entropia de Shannon e a
entropia de permutagao usual).

A entropia de Tsallis tem seu maximo para a distribui¢ao uniforme, de modo que Sg** =
l_(g+)llfﬁ. Assim, a entropia de permutacao de Tsallis normalizada é
Sp(P)

Hy(P) = (5—1)W‘

(1.12)

Similarmente, Liang et al. [17] propuseram a entropia de permutagao de Rényi

Su(P) = ——In (ijwm)]a) , (1.13)

1—a :
=1

sendo o > 0 um numero real. A entropia de Rényi converge para a entropia de Shannon
quando o« — 1 e também é maximizada pela distribui¢gao uniforme (ST** = Inn,, assim

como a entropia de Shannon). Logo, a entropia de permutagao de Rényi normalizada é

H,(P) = . (1.14)

Em ambos os casos, a forma entropica generalizada é monoparamétrica e possui um termo
no qual as probabilidades dos padroes ordinais sao expostas a uma operagao de potenciagao,
na qual o expoente é o parametro entropico (isto é, p’f e p&). Esses parametros atribuem
diferentes pesos as probabilidades dos padroes ordinais permitindo-nos ressaltar diferentes
escalas de grandeza dentre as probabilidades e produzir um conjunto de quantificadores
(variando esses parametros) dada uma distribui¢ao ordinal. No modulo ordpy, as fungoes

tsallis_entropy e renyi_entropy implementam essas duas alternativas a entropia
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de permutacao usual:

>>> from ordpy import tsallis_entropy, renyi_entropy

>>> tsallis_entropy([4,7,9,10,6,11,3]1, g=[1,2], dx=2)
#0 pardmetro beta é representado por g na fung¢do.

array ([0.91829583, 0.88888889])

>>> renyi_entropy([(4,7,9,10,6,11,3], alpha=[1,2], dx=2)

array ([0.91829583, 0.847996911])

Em um contexto similar, temos a proposta das chamadas curvas complexidade-entropia
por Ribeiro et al. [82] e Jauregui et al. [83]. Esses trabalhos estenderam o conceito do
plano complexidade-entropia ao considerar as entropias de Tsallis e Rényi combinadas as
correspondentes generaliza¢oes de complexidade estatistica [65]. Assim, ao invés de localizar
uma série temporal por um ponto em um plano complexidade-entropia, Ribeiro et al. [82] e
Jauregui et al. [83| criaram curvas paramétricas variando os pardmetros entropicos (8 ou «)
e simultaneamente calculando as entropias e complexidades generalizadas.

Para definir as curvas complexidade-entropia de Tsallis [82], estendemos a medida de

complexidade estatistica (Equagao 1.9) usando a entropia de Tsallis:

Dpg(P,U)Hp(P)

Cs(P) = D : (1.15)
con 1 P+U\ 1 P+U
Ds(PU) = 5 5(13' ‘; )+§K5 <U‘ ; ) (1.16)

representando a divergéncia de Jensen-Tsallis [65] escrita em termos da divergéncia de
Kullback-Leibler [65,84] correspondente,

Ks(V|R) = % PR e g B (1.17)

)

na qual V = {v;}ic1,n, € R = {ri}iz1, n, s@o duas distribui¢oes de probabilidade arbitra-

™

rias. Na Equacao 1.15,

22 P, — (1 +n )P —n,(1+1/n )P —ngp +1
227/6”#(1 - B)

max __
D™ =

¢ uma constante de normalizagao igual ao valor maximo de Dg(P,U), o qual ocorre quando
P = {61,}i=1. n, (assim como para a divergéncia de Jensen-Shannon). Seguindo Ribeiro
et al. [82], construimos uma representagao paramétrica de pares ordenados (Hg(P), Cz(P))
com (3 > 0 para obter as curvas complexidade-entropia de Tsallis.

Similarmente, para definir as curvas complexidade-entropia de Rényi [83], generalizamos
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a complexidade estatistica no formalismo da entropia de Rényi como

D.(P,U)H,(P)

P = 1.1
CalP.0) = 2o (1.18)
com 1 P+U\ 1 P+U
Da(P.U) = 5K, <P‘ ; ) + oK, (U‘ ; ) (1.19)

representando a divergéncia de Jensen-Rényi [65] escrita em termos da divergéncia de Kullback-

Leibler [65,85] correspondente:

d!
1
K.(V|R) = o In (Z v?ril_a> . (1.20)

A constante de normalizacao

pe— Ly,
2(a—1)

(ne+ 1) 40y — 1 (mr + 1> 1‘“]

Ny 4n,

mais uma vez, corresponde ao valor méaximo de D, (P, U), que ocorre quando P = {61, }i—1,.n,-
Sendo assim, construimos uma representagao paramétrica dos pares ordenados (H,(P), C,(P))
para a > 0 que da origem as curvas complexidade-entropia de Rényi propostas por Jauregui
et al. [83].

As fungoes tsallis_complexity_entropy e renyi_complexity_entropy im-
plementam as curvas complexidade-entropia de Tsallis e Rényi, como mostra o seguinte

fragmento de codigo:

>>> from ordpy import tsallis_complexity_entropy,
renyi_complexity_entropy
>>> tsallis_complexity_entropy([(4,7,9,10,6,11,3], dx=2, g=[1,2])
#0 pardmetro beta é representado por g na funcdo.
array ([[0.91829583, 0.061128177,
[0.88888889, 0.0761904811)
>>> renyi_complexity_entropy([4,7,9,10,6,11,3], dx=2, alpha=[1l, 21])
array ([[0.91829583, 0.061128177,
[0.84799691, 0.0830389511)

Para ilustrar o uso dessas fungoes, replicamos alguns experimentos numéricos envolvendo
o mapa logistico e caminhadas aleatorias contidos nos trabalhos de Ribeiro et al. [82] (Figu-
ras 1 e 6 nessa referéncia) e Jauregui et al. [83] (Figuras 1 e 3 desse trabalho). Comegamos
iterando o mapa logistico (r = 4, condigdes iniciais aleatérias) e simulando uma caminhada
aleatoria de passos gaussianos. Para a série do mapa logistico descartamos as primeiras 10*

iteracoes para evitar efeitos transientes e iteramos outras 10% vezes. A caminhada aleato-
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Figura 1.6: Curvas complexidade-entropia de Tsallis e Rényi. Curvas complexidade-
entropia de Tsallis para séries temporais obtidas (a) do mapa logistico (r = 4) e (b) de
uma caminhada aleatéria de passos gaussianos. Em ambos os casos usamos os parametros
de embedding d, = 3 e 7, = 1. As linhas sélidas representam os resultados empiricos e
as linhas tracejadas indicam as formas exatas dessas curvas complexidade-entropia. Os
painéis (c) e (d) mostram as curvas complexidade-entropia de Rényi obtidas a partir das
mesmas séries temporais com parametros de embedding d, = 4 e 7, = 1. Em todos os
painéis, marcadores em forma de estrela indicam o comego das curvas (5 2~ 0 ou a ~ 0),
enquanto marcadores circulares indicam o fim das curvas (maiores valores de f e «).

ria também contém 10° observacoes. Usando essas séries temporais, tracamos suas curvas
complexidade-entropia de Tsallis para d, = 3 e 7, = 1, amostrando 1000 valores (logarit-
micamente espagados) para o parametro entrépico 3 no intervalo [0,01,100] para o mapa
logistico e entre [0,001, 100] para a caminhada aleatoria.

As Figuras 1.6(a) e 1.6(b) mostram as curvas complexidade-entropia empiricas em compa-
racao com a forma exata esperada. Essas curvas tedricas podem ser determinadas para essas
séries temporais porque as distribuigoes ordinais do mapa logistico (Plogistico = {1/3,1/15,2/15,
3/15,4/15,0}) e da caminhada aleatoria (Pyan, = {1/4,1/8,1/8,1/8,1/8,1/4}) sdo exata-

mente conhecidas para d, = 3 [67,68]. Observamos que os resultados empiricos estdo em
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excelente acordo com a teoria. Conforme discutido por Ribeiro et al. [82], séries aleatorias
tendem a formar curvas complexidade-entropia fechadas |Figura 1.6(b)]|, enquanto séries cao-
ticas sdo usualmente representadas por curvas complexidade-entropia abertas [Figura 1.6(a)].
Essas caracteristicas emergem como consequéncia direta da existéncia (ou nao) de padroes
ordinais faltantes capturados pelo comportamento limite de Hz quando § — 0 e § — oo [82].

Similarmente, também estimamos as curvas complexidade-entropia de Rényi para as mes-
mas duas séries temporais usando d, = 4 e 7, = 1. As Figuras 1.6(c) e 1.6(d) mostram essas
curvas. Diferentemente das curvas complexidade-entropia de Tsallis, curvas complexidade
entropia de Rényi sdo sempre abertas [83] e o uso dessas curvas na distin¢ao entre séries
caoticas e estocasticas depende de uma caracteristica mais sutil. Jauregui et al. [83] suge-
riram que a curvatura inicial das curvas complexidade-entropia de Rényi (dC,/dH, para «
pequeno) pode ser utilizada como um indicador de determinismo em séries temporais. Espe-
cificamente, eles encontraram que curvaturas positivas estao associadas a séries temporais de
natureza estocastica, enquanto curvaturas negativas estao associadas a fendmenos cadticos.

Esse padrao também esta presente nos resultados das Figuras 1.6(c) e 1.6(d).

1.6 Redes ordinais

As redes ordinais estao entre os desenvolvimentos mais recentes do formalismo de Bandt
e Pompe. Essas redes foram primeiramente propostas por Small [31] com o objetivo de
investigar séries temporais de sistemas dinamicos [86-89]. As redes ordinais pertencem a uma
classe mais geral de métodos, coletivamente conhecidos como redes de séries temporais [34],
que tem como objetivo principal mapear séries temporais em redes complexas. Para além
da descricao estatistica de padroes ordinais, essa abordagem considera a vizinhanca de cada
simbolo ordinal pertencente a uma sequéncia simboélica. Na representacao de rede ordinal,
permutacoes diferentes de uma série sao mapeadas em noés de uma rede. As arestas entre
esses nos indicam permutagoes adjacentes na sequéncia simboélica. Essas arestas podem
ainda ser direcionadas, de acordo com a sucessao temporal de padroes ordinais, e pesadas
pelas frequéncias relativas de ocorréncia dessas sucessoes em uma sequéncia simbolica [86].

Apos a aplicacao do método de Bandt e Pompe com parametros de embedding d, e 7,
a uma série temporal {z;};—1 N, € a consequente obtencdo de uma sequéncia simbolica
{mp}p=1.. n,, podemos definir os elementos da matriz de adjacéncia'® pesada que define a

rede ordinal como (32, 86]

numero de transigoes II; — II; em {7, }p—1.»

= e 1.21
p’] nx—l ( )

16Considerando um grafo direcionado e pesado, os elementos pi,; de sua matriz de adjacéncia sao nimeros
reais que indicam uma ligagdo direcionada do i-ésimo para o j-ésimo vértice do grafo [90].
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(@)  Série temporal  (b) Procedimento de simbolizagdo  (C) Sequéncia simbdlica
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Figura 1.7: Mapeamento de séries temporais em redes ordinais. (a) O particiona-
mento de uma série temporal {z;}+—1_ n, de tamanho N, = 6 ¢ mostrado. (b) Ilustragao
do procedimento de simboliza¢ao para os parametros de embedding d, =3 e 7, = 1. (c)
Sequéncia simbolica {m,},=1, 5, (n, = 4) resultante da simbolizacdo da série temporal.
(d) Representagao da série temporal em (a) como uma rede ordinal. Nesse exemplo,
todas as sucessoes entre permutagoes ocorrem apenas uma vez, de modo que todas as
arestas da rede tém o mesmo peso.
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com i,j = 1,2,...,nr (n. = d,!), II; e II; representando padrées ordinais distintos e o
denominador n, — 1 indicando o ntimero de transi¢oes ordinais ocorrendo em {m,},—1 _n,.
A Figura 1.7 ilustra o processo de constru¢ao de uma rede ordinal a partir de uma série
temporal. No ordpy, a fungdo ordinal_network retorna os nos, arestas e pesos de uma

rede ordinal mapeada de uma série temporal:

>>> from ordpy import ordinal_network

>>> ordinal_network([(4,7,9,10,6,11,8,3,7]1, dx=2, normalized=False)
(array (['0O|1"', '1]0'], dtype='<U3'"),

array ([['0l1l", 'O[1'],
(rofrr, "110"1,

("110', "0[1"1,

['110"', "110'11, dtype='<U3'"),
2

2y 2, 11))

Ressaltamos que o algoritmo de redes ordinais originalmente proposto por Small [31] uti-
liza de uma abordagem ligeiramente diferente do procedimento de simbolizacao de Bandt e
Pompe para a obtencao da sequéncia simbolica. Ao invés de definir particoes de dados que
se sobrepoem (Equagao 1.1), Small avalia os padrdes ordinais em parti¢oes nao sobrepostas
de tamanho d, (o parametro de embedding delay também nao esta presente no algoritmo
original). Além disso, as arestas sdo nao direcionadas e nao pesadas nessa primeira for-

mulagao. Apesar dessa implementacao nao ser tao comum quanto aquelas que seguem mais
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diretamente o formalismo de Bandt e Pompe [86-89], o pardmetro overlapping da funcao
ordinal_network torna possivel a construgao de redes ordinais que seguem a abordagem

inicial de Small:

>>> from ordpy import ordinal_network

>>> ordinal_network([(4,7,9,10,6,11,8,3,7]1, dx=2, normalized=False,
overlapping=False)

(array (['0O|1"', '"1]0'], dtype='<U3'"),

array((r'ofxr+, 'or1"1, rrofr, "110"'11,

dtype='<U3"), array([2, 11))

Nesta tese, propomos uma generalizacao do método de redes ordinais, tornando-as ca-
pazes de mapear dados bidimensionais. O Capitulo 2 apresenta essa generalizacao [33|
conjuntamente a uma série de aplicacoes que demonstram seu uso em imagens. Entretanto,
para manter a exposi¢ao do pacote ordpy autocontida, iremos agora apresentar os aspectos
formais dessa técnica e também as fungoes do ordpy que implementam esse método. Para
tanto, iniciamos com a aplicagao da prescricao bidimensional do procedimento de simboli-
zagao de Bandt e Pompe [27] (reveja as Equagoes 1.5, 1.6 e 1.7) a uma matriz {y}" ::11]]\\,3‘

definindo as embedding dimensions (d, e d,) e embedding delays (7, e 7,) a fim de obter uma
q=1,....ny

. : g
sequéncia ordinal {mf} —,"" V.

Similarmente ao caso unidimensional, cada permutagao II; [i = 1,...,n,, com n, =
(dd,)!| esta associada a um no6 da rede ordinal e arestas direcionadas conectam nos (per-
mutagoes) que sao verticalmente (7 — 7TZ+1 para ¢ = 1,...,n, — 1) ou horizontalmente
(md — 7rg+1 para p =1,...,n, — 1) adjacentes na sequéncia simbolica. Uma aresta direcio-
nada entre um par de permutacoes II; e II; é pesada pela probabilidade de ocorréncia dessa
transicao particular. Sendo assim, os elementos da matriz de adjacéncia pesada que definem

a rede ordinal mapeada a partir de um dado bidimensional sdo dados por [33]

, o~ ) ) q q=1,....,ny
o= nimero de transicoes IT; — TI; em {md} """ (1.22)
i, — , .
2NgNy — Ny — Ny
comi,j =1,...,n, eodenominador representando o ntimero total de transi¢coes horizontais e

verticais. A Figura 1.8 ilustra o processo de construcao de uma rede ordinal a partir de dados
bidimensionais. A func¢ao ordinal_network, contida no médulo ordpy, implementa esse

algoritmo de mapeamento de dados bidimensionais em redes como em:

>>> from ordpy import ordinal_network

>>> ordinal_network([[1,2,11,18,3,41,1[6,7,51], dx=2, dy=2,
normalized=True)

(array(['0Ol1|3[2", "1]0]2]|3", "1[12]|310"],

dtype="'<U7"),
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'0111312', '110[2(3"]
"Or1r3stzt, '1121310"]
"1101213', '0]1113[2"]
]
5

array ([ ’

(
( '
(

['1]2]310", '0]1|312"
array ([0.25, 0.25, 0.25, .2

,
], dtype='<U7"),
1))

Além do mapeamento anterior, também é possivel construir redes ordinais que conside-
ram apenas transigoes horizontais (redes ordinais horizontais) ou verticais (redes ordinais
verticais) entre permutagoes na sequéncia simbolica. Conforme veremos no Capitulo 2, pro-
priedades dessas duas redes sao tuteis para explorar simetrias em imagens. Utilizando o
pacote ordpy, essas redes podem ser obtidas alterando o pardmetro connections na

funcao ordinal_network

>>> from ordpy import ordinal_network
>>> ordinal_network([[1,2,1],18,3,41,1[6,7,51]1, dx=2, dy=2,
normalized=False, connections='horizontal')
(array(['O0[1[3]2", "1|0[2|3"', '1]2]3]10"'],
dtype="'<U07"),
array ([['0[1|3]2', "1]012[3"'],
["1]213|0", 'O[1]3]2"]], dtype='<UT7"),
array ([1, 11))

Uma caracteristica intrigante das redes ordinais ¢ a existéncia de restrigoes intrinsecas
de conectividade entre os nos dessas redes [32, 33|, consequéncia do procedimento de sim-
bolizacao de Bandt e Pompe. Esses vinculos estao diretamente relacionados ao fato de que
partigoes adjacentes compartilham observagoes (ou pixels), de modo que relagdes de am-
plitude em uma dada particao influenciam parcialmente particoes adjacentes. Para séries
temporais, essas restrigoes implicam que todos os nés em uma rede ordinal tém graus de
saida e entrada!” limitados a ntmeros entre 0 e d,. Consequentemente, o niimero maximo
de arestas possiveis nesse tipo de rede ordinal ¢ d, x (d,!) [32]. Ainda mais, redes ordinais
mapeadas de séries temporais podem apresentar autoarestas apenas em noés associados a
padroes ordinais exclusivamente ascendentes [por exemplo, (0,1), (0,1,2) e (0,1,2,3)] ou
exclusivamente descendentes [por exemplo, (1,0), (2,1,0), (3,2,1,0)] [32].

Uma consequéncia direta dessas restrigoes de conectividade é que as redes ordinais mape-
adas de dados aleatorios (em uma ou duas dimensoes) nao formam redes aleatorias ou grafos
completos [32,33|. Ainda mais contraintuitiva ¢ a existéncia de diferentes pesos nessas redes
ordinais, apesar de todas as permutagdes serem equiprovaveis para esse tipo de dado [32,33].
Essa propriedade nao trivial é resultado do fato de que entre todas as possiveis relagoes de

amplitude envolvidas em uma transi¢ao ordinal entre uma dada permutacgao e todas as suas

TEm inglés, in-degree e out-degree.
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Figura 1.8: Mapeamento de dados bidimensionais em redes ordinais. (a) O par-
ticlonamento de uma matriz de dados {y;' ?:11]%‘ de tamanho N, = 3 e N, = 4 ¢
mostrado. (b) Ilustragdo do procedimento de simbolizagao para os parametros de embed-
ding d, = dy, =2 e 1, =7, = 1. (c) Matriz simbolica {Wg}qj’""”y (ny =3 en, =2)

sees Nz

resultante da simbolizagdo da matriz de dados. (d) Transigoes (sucessoes verticais e ho-
rizontais) entre padroes ordinais que ocorrem na matriz simbolica. (e) Representagao
da matriz de dados em (a) como uma rede ordinal. Nesse exemplo, todas as sucessoes
entre permutagoes ocorrem apenas uma vez, de modo que todas as arestas da rede tém
O Mesmo peso.

possiveis permutacgoes vizinhas, algumas transi¢oes sao mais provaveis que outras. Para o
caso unidimensional, as arestas de redes ordinais aleatérias apresentam apenas dois pesos
distintos: 1/(d, + 1)! e 2/(d, + 1)! (o denominador representa a soma dos pesos) [32]. Uma
regra geral para determinar as arestas com maior peso é escolher todas as transi¢gdes nas quais
o indice de posicao igual a “d, — 17 na préxima permutagao encontra-se na mesma posi¢ao
do indice “0” na primeira permutacao [32]. Por exemplo, considerando uma rede ordinal
mapeada de um dado aleatorio (d, = 4), o peso da aresta entre as permutagoes (3,2,1,0) e
(2,1,0,3) deve ser maior que qualquer uma das outras trés ligagoes que partem de (3,2,1,0).
Redes ordinais mapeadas de dados bidimensionais apresentam mais de dois pesos diferentes,
mas nao existe uma regra simples para encontrar esses pesos [33|. Entretanto, seus valores
podem ser calculados numericamente [33], como veremos no Capitulo 2.

As transi¢oes verticais e horizontais em redes ordinais mapeadas a partir de dados bi-
dimensionais impoem restrigoes de conectividade similares, porém mais desafiadoras [33|
(como também discutiremos no Capitulo 2). Nesse caso, os niimeros maximos de ligagoes
sao C(d,dy,d,) x d,! e C(d,d,,d;) % d,! ao considerarmos, respectivamente, apenas transi-
¢oes horizontais e apenas transigoes verticais, sendo C'(n, s) o numero de formas distintas de

escolhermos s elementos de um conjunto de n elementos. Entretanto, os conjuntos de transi-
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¢oes horizontais e verticais nao sao disjuntos e sua uniao define todas as arestas que podem
emanar de um né. Encontrar uma expressao geral para essa tultima operacao entre conjuntos
mostra-se uma tarefa bastante complicada, uma vez que ela depende especificamente do pa-
drao ordinal sob anéalise. Assim, apesar de limitado, o nimero maximo de arestas varia entre
os padrdes ordinais e precisa ser obtido numericamente [33|. Além disso, diferentemente do
caso unidimensional, redes ordinais mapeadas de dados bidimensionais podem apresentar
autoarestas em varios nos [33].

No moédulo ordpy, a fungao random_ordinal_network gera a forma exata das redes
ordinais esperadas do mapeamento de dados aleatérios unidimensionais e bidimensionais
com embedding dimensions arbitrarias d, e d, (forma esperada do mapeamento de um dado

aleatorio suficientemente grande). O seguinte fragmento de codigo ilustra o uso dessa fungao:

>>> from ordpy import random_ordinal_ network
>>> random_ordinal_network (dx=2)

(array(['0O[1", "1]/0"'], dtype='<U3"),

array ([['O[1", 'O[1'],
('orxrt, "110'1,
('1r1o%, '0r1v1,
["110"', "110"'11, dtype='<U3'"),

array ([0.16666667, 0.33333333,
0.33333333, 0.16666667]))

Os trés vetores retornados representam os nos, arestas e pesos da rede ordinal, res-
pectivamente. Vale a pena notar que as restricoes de conectividade desaparecem quando
consideramos as partigdes nao sobrepostas da proposta inicial de Small [31]. Nesse caso,
redes ordinais mapeadas de dados aleatorios suficientemente grandes sao representadas por
grafos nos quais todos os nds conectam-se entre si, além de conectarem-se a si mesmos
com autoarestas, com os pesos de todas as arestas apresentando o mesmo valor. A funcao

random_ordinal_network retorna esses grafos se alterarmos o parametro overlapping:

>>> from ordpy import random_ordinal_network
>>> random_ordinal_network (dx=2,
overlapping=False)

(array(['0Ol1", '"1]0"], dtype='<U3"),

array ([['O[1", 'O[1'],
(‘ofr', '110'1,
(‘rjo*, 'o11'l,
('110"', "110"']1]1, dtype='<U3'"),

]
array ([0.25, 0.25, 0.25, 0.25]))

Similarmente, embedding delays maiores que um modificam a maneira como dados sao

compartilhados entre particoes adjacentes, impondo outros tipos de restrigoes. Por conta
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disso, a funcao random_ordinal_network esté restrita ao caso em que 7, =7, = 1 e as
particoes do dado se sobrepoem.

O principal motivo para o mapeamento de séries temporais ou imagens em redes ordinais
é o uso de métricas de redes complexas na caracterizacao de conjuntos de dados. Além das
muitas medidas originadas na ciéncia de redes [90], a natureza probabilistica dos nos e arestas
em redes ordinais motivou duas novas medidas entropicas [32,79,87]. A primeira é uma

medida local, definida ao nivel dos nés, conhecida como entropia local do vértice [32,33,79,87|

Jj€0;

com o findice ¢ referindo-se a um néd relacionado a uma dada permutacao II;,
Pi; = Pijl Doreo, Pik Tepresentando a probabilidade de transi¢io renormalizada do né i
ao n6 j (permutacoes II; e I1;) e O; a vizinhanca de saida do né6 ¢ (conjunto de todas as
arestas direcionadas de i para outros nos). Essa quantidade mede o determinismo das tran-
si¢oes ordinais ao nivel do nd, de modo que s; ¢ maximo quando todas as arestas saindo de @
tém o mesmo peso, enquanto s; = 0 caso exista apenas uma aresta saindo do no6 ¢. Usando a

entropia local do vértice, podemos ainda definir a entropia global dos vértices [32,33,79,87|
Sa = ZPiSm (1.24)
i=1

com p; sendo a probabilidade de encontrar a permutagao II; (Equagoes 1.2 e 1.8). Assim,
Sq representa uma média ponderada do determinismo local envolvendo todos os vértices de
uma rede ordinal'®.

Contrariamente a entropia de permutagao [6], e em razao das restrigoes intrinsecas de
conectividade, a entropia global dos vértices nao ¢ maxima para redes ordinais mapeadas de
dados aleatorios [32,33]. Para dados unidimensionais completamente aleatorios, a entropia

global dos vértices calculada de uma sequéncia suficientemente longa ¢ [32]
Saleatorio — Joo(d, 4+ 1) — (log4)/(d, + 1) . (1.25)

Apesar de nao haver expressao equivalente para dados bidimensionais, é possivel calcular
Saleatério ysando redes ordinais aleatérias geradas numericamente [33]. Sendo assim, a entro-
pia global dos vértices pode sempre ser normalizada por S&eatoric listo & Hg = Sg/Sgeatorio,

No ordpy, a fungao global_node_entropy avalia Sg diretamente de uma série tem-
poral ou imagem ou, ainda, de uma rede ordinal retornada por ordinal_network. O se-
guinte fragmento de codigo mostra alguns exemplos simples do uso da funcao

global_node_entropy:

18Veja também Unakafov e Keller [91] para a definicio da entropia condicional de padrdes ordinais.
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>>> from ordpy import global_node_entropy

>>> global_node_entropy([1,2,3,4,5,6,7,8,91, dx=2)

0.0

>>> global_node_entropy (ordinal_network([1,2,3,4,5,6,7,8,9], dx=2))
0.0

>>> global_node_entropy (np.random.uniform(size=100000), dx=3)
1.4988332319747597

>>> global_node_entropy (random_ordinal_network (dx=3))

1.5

1.7 Aplicagoes de redes ordinais usando ordpy

Para ilustrar o uso do ordpy no contexto de redes ordinais, revisamos e replicamos
alguns resultados encontrados na literatura. Antes de comecar, entretanto, ressaltamos
que o pacote ordpy nao contém funcoes para andlise de redes ou visualizacao das mes-
mas. A fungdo ordinal_network apenas gera dados de saida (nds, arestas e listas de
pesos) que podem ser usados juntamente a pacotes Python especializados em grafos, tais
como graph—tool [92], networkx [93] e igraph [94]. Nesta tese, utilizamos os pacotes
networkx e igraph.

Comegamos reproduzindo parcialmente o trabalho pioneiro de Small [31] no qual as
“redes de parti¢ao ordinal” surgiram pela primeira vez (Figura 3 nessa referéncia). Seguindo
Small [31], resolvemos numericamente as equagoes diferenciais que constituem o sistema de
Rossler'? (com parametros a = 0,3, b =2 e ¢ = 4) e amostramos a coordenada z para obter
uma série temporal com 10° observagoes. A Figura 1.9(a) ilustra o comportamento periodico
dessa sequéncia. Em seguida, mapeamos esse dado em uma rede ordinal com parametros de
embedding d, = 16 e 7, = 1. Recordamos que o algoritmo de Small utiliza de particoes nao
sobrepostas e que as arestas da rede ordinal resultante nao sao direcionadas ou pesadas. O
pardmetro overlapping em ordinal_network deve ser definido como False para o
uso apropriado do algoritmo de Small. A Figura 1.9(b) mostra uma visualizagao dessa rede
ordinal, na qual a estrutura circular alude a periodicidade da série temporal original.

Em outro exemplo com redes ordinais, replicamos parcialmente resultados obtidos por
Pessa e Ribeiro [32] usando amostras de movimento browniano fracionario (Figura 6 nessa
referéncia). Para tanto, geramos uma série temporal desse processo estocéstico com expoente
de Hurst h = 0,8 e 26 observagoes, conforme ilustrado na Figura 1.9(c). Em seguida,
mapeamos essa série temporal em uma rede ordinal com parametros de embedding d, = 3 e
7. = 1 (agora com parti¢oes sobrepostas como no procedimento usual de Bandt e Pompe). A

Figura 1.9(d) mostra uma visualizac¢ao da rede ordinal resultante, na qual o comportamento

9Esse sistema dinamico é definido no Apéndice B.
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Figura 1.9: Redes ordinais mapeadas a partir de séries temporais e imagens.
(a) Série temporal obtida da coordenada = do sistema de Rossler (parametros a = 0,3,
b=2ec=4). Aqui, mostramos apenas as tultimas 500 observagoes de todas as 100000
que constituem a série. Essa série temporal exibe um comportamento periddico apos
um curto transiente. (b) Visualiza¢do da rede ordinal mapeada da coordenada x do
sistema de Rossler com parametros de embedding d, = 16 e 7, = 1. Essa rede ordinal
usa do mapeamento original devido a Small, caracterizado por particoes que nao se
sobrepoem e arestas nao direcionadas e sem pesos. (c) Série temporal obtida de uma
realizagdo de um movimento browniano fracionario com h = 0,8 (apenas as ultimas 500
de 2% observagoes sao mostradas). (d) Rede ordinal representando a série do movimento
browniano fracionario com d, = 3 e 7, = 1. Foram usadas parti¢oes sobrepostas e as
espessuras das arestas feitas proporcionais aos seus pesos. (e) Exemplo de um ornamento
geomeétrico periddico de tamanho 250 x 250 pixels. (f) Rede ordinal representando o
ornamento com parametros de embedding d, = d, = 2 e 7, = 7, = 1. Nessa visualizagao,
a espessura das arestas é feita proporcional aos pesos.

persistente imposto pelo expoente de Hurst (h = 0,8) é capturado pelas autoarestas intensas
associadas aos padroes ordinais (0,1,2) e (2,1,0) (marcando as tendéncias ascendentes e
descentes ao longo dessa série temporal). Pessa e Ribeiro [32] também mostraram que
propriedades de redes ordinais (por exemplo, o caminho mais curto médio) sdo efetivas na
estimativa do expoente de Hurst de séries temporais e alcancaram desempenho superior a
métodos comumente usados como a analise de flutuacao destendenciada [95].
Continuando, também consideramos redes ordinais mapeadas de dados bidimensionais.
Mapeamos um ornamento periédico previamente explorado na referéncia [33| (Figura 2 dessa

referéncia). A Figura 1.9(e) mostra um ornamento geométrico?! de tamanho 250 x 250,

Do inglés, detrended fluctuation analysis (DFA).
21 A definicdo desse ornamento ¢é apresentada no Apéndice C.
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enquanto a Figura 1.9(f) apresenta uma visualizagdo da rede ordinal correspondente com
parametros de embedding d, = d, = 2 e 7, = 7, = 1. Fizemos as espessuras das arestas
proporcionais aos seus pesos (Equagao 1.22) para ressaltar que algumas poucas arestas con-
centram a maior parte da probabilidade de transicao na rede. Além disso, observamos que
essa rede contém 12 nds e 72 arestas, isto é, somente uma fracdo de todos os nos (24) e
arestas (416) possiveis de ocorrer em redes ordinais quando d, =d, =2 e 7, =7, = L.

Em adigao aos exemplos anteriores, mais qualitativos, replicamos alguns resultados rela-
cionados & entropia global dos vértices em redes ordinais. Para séries temporais, seguimos
Pessa e Ribeiro [32] (Figura 5 nessa referéncia) e geramos um sinal periddico tipo dente
de serra |[Figura 1.10(a)| com 10° observacoes e adicionamos rufdo branco uniformemente
distribuido no intervalo [—¢, &], sendo £ o pardmetro de amplitude do ruido. Geramos séries
dente de serra ruidosas para cada £ € {0;0,05;0,1;...;2} e determinamos os valores médios
da entropia de permutagao normalizada (H) e da entropia global dos vértices normalizada
(Hg) para dez réplicas de séries temporais com parametros d, =4 e 7, = 1.

A Figura 1.10(b) mostra os valores médios de H e Hg em fungao da amplitude de ruido
&¢. Notamos que ambas as medidas aproximam-se de 1 com o aumento da amplitude do
ruido. Entretanto, a entropia de permutacgao satura para £ ~ 1, enquanto a entropia global
dos vértices requer valores significativamente maiores de £ para que o mesmo ocorra. Esse
resultado indica que a entropia global dos vértices é mais robusta a adi¢ao de ruido e tem
um maior poder discriminatério que a entropia de permutagao [32].

Para demonstrar o uso da funcao global_node_entropy em dados bidimensionais,
vamos antecipar um resultado do Capitulo 2 e calcular a entropia global dos vértices para um
conjunto de 112 imagens de texturas naturais, as texturas normalizadas de Brodatz [96,97]. A
Figura 1.10(c) mostra exemplos dessas imagens, enquanto a Figura 1.10(d) mostra a diferenga
entre a entropia global dos vértices para redes ordinais horizontais (HEer#om%al) ¢ verticais
(Herteal) mapeadas das texturas de Brodatz com d, = d, = 2 e 7, = 7, = 1. Ressaltamos
oito texturas com valores particularmente grandes para essa diferenca. A maioria dessas
imagens é caracterizada por faixas predominantemente orientadas nas direcoes vertical e
horizontal, sugerindo que estatisticas das redes ordinais verticais e horizontais sao capazes
de detectar simetrias simples em imagens.

Em uma tultima aplicacao usando redes ordinais, exploramos o conceito de ligacoes fal-
tantes ou transigoes faltantes entre padroes ordinais [32]|. Similarmente aos padroes ordinais
faltantes descritos por Amigo et al. [68,69], redes ordinais podem apresentar transigdes proi-
bidas entre padroes ordinais que sao verdadeiras ou falsas. Mais uma vez, ligacoes verdadei-
ramente faltantes estao relacionadas a dinamica intrinseca do processo sob analise, enquanto
ligacoes falsamente faltantes estao associadas ao tamanho finito de um conjunto de dados.
Uma vez que sabemos a forma exata de redes ordinais aleatérias e, consequentemente, todas

as conexoes possiveis em uma rede ordinal de mesmos parametros de embedding (32, 33],
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Figura 1.10: Entropia global dos vértices aplicada a séries temporais e ima-
gens. (a) Primeiras observagoes de uma série dente de serra definida por z; =
{0;1/3;1/6;1;0;1/3;1/6;1;...}. (b) Entropia de permutacao normalizada (H) e entro-
pia global dos vértices normalizada (Hg) em fungao da intensidade (§) do ruido branco
uniforme adicionado aos sinais peridédicos tipo dente de serra. As diferentes curvas repre-
sentam médias de H e Hg sobre dez realizagoes para & = {0;0,05;0,1;...;2}. (¢) Oito
exemplos de texturas normalizadas de Brodatz. Essas sdo imagens em escala de cinza (256
niveis de cinza) de tamanho 640 x 640 pixels [96]. (d) Diferengas entre a entropia global
dos vértices avaliada a partir das redes ordinais horizontal e vertical (Hgorizontal — f yertical)
mapeadas de cada uma das 112 texturas de Brodatz. Oito texturas [mostradas no painel
(c)] com as maiores diferengas (em modulo) sao ressaltadas.

podemos prontamente encontrar todas as transi¢oes faltantes em uma rede ordinal empirica.
A funcdo missing_links, implementada no ordpy, avalia todas as transicoes faltan-
tes diretamente de uma série temporal ou imagem ou, ainda, a partir dos vetores (arrays)

retornados por ordinal_network:

>>> from ordpy import missing_links

>>> missing_links([4,7,9,10,6,11,3], dx=2, return_fraction=False)
(array ([["1]0", "1]0"']11, dtype='<U3"), 1)

>>> missing_links (ordinal_network([4,7,9,10,6,11,3], dx=2),
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Figura 1.11: Ligacoes faltantes em redes ordinais. (a) Relagao entre a fragao de
ligagoes faltantes (f) estimada a partir de ruido branco gaussiano em fungao do com-
primento da série temporal (N,.). (b) Dependéncia entre a fragdo de ligagoes faltantes
(f) estimada a partir do mapa logistico completamente caotico (r = 4) e o comprimento
da série temporal (N,). Em ambos os painéis, as diferentes curvas representam valores
médios para 10 realizagoes (para cada um dos diferentes tamanhos de séries) e embedding
dimensions d, € {3,4,5,6} com 7, = 1. Os valores de N, usados em ambos painéis
correspondem a 194 nimeros logaritmicamente espagados no intervalo [10, 10°].

dx=2, return_fraction=True)

(array ([['1]0', '1]/0']], dtype='<U3'), 0.25)

Para demonstrar o uso da funcao missing_links, replicamos os resultados de Pessa e
Ribeiro [32] (Figura 4 nessa referéncia) acerca de ligagoes faltantes em redes ordinais mapea-
das a partir de séries de ruido branco gaussiano. Geramos séries temporais com comprimento
N, variando logaritmicamente entre 10 e 10° e estimamos valores médios da fracao de liga-
¢oes faltantes usando dez réplicas para cada tamanho de série. Esse processo é repetido para
as embedding dimensions d, € {3,4,5,6} e 7, = 1. A Figura 1.11(a) mostra essas fragdes
de ligagoes faltantes em funcao do comprimento da série temporal. Observamos que essa
quantidade aproxima-se de zero conforme N, se torna suficientemente grande. Além disso,
quanto menor a embedding dimension, mais rapidamente desaparecem as ligagoes faltantes.
Esse padrao é uma marca de ligagoes falsamente faltantes. Também realizamos a mesma
analise com séries temporais geradas do mapa logistico (r = 4) cujos resultados sao apre-
sentados na Figura 1.11(b). Diferentemente do ruido branco, o mapa logistico produz redes
ordinais com ligacoes faltantes que persistem mesmo em séries consideravelmente longas, um

comportamento tipico de ligacoes verdadeiramente faltantes.
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CAPITULO 2

Estrutura topolégica de redes ordinais mapeadas de dados

bidimensionais e aplicacdes

Neste segundo capitulo, focamos no estudo de nossa proposta para mapear dados bidi-
mensionais em redes ordinais [33]. Primeiramente, discutimos em detalhe algumas restrigoes
de conectividade que sao intrinsecas a essas redes. Na sequéncia, aplicamos a transformacao
de redes ordinais a um conjunto de sistemas teste para mostrar a versatilidade de nossa téc-
nica na analise de imagens. Por fim, em um cenério de classificacao de imagens, comparamos
as acuracias obtidas a partir do emprego de variaveis preditivas geradas por redes ordinais

com outras obtidas de preditores tradicionalmente aplicados ao estudo de texturas.

2.1 Mapeamento de imagens em redes ordinais

Nas tltimas duas décadas, a ciéncia de redes estabeleceu-se como um campo de pesquisa
bastante vibrante e bem-sucedido [98]. O fato de que os mais diversos sistemas complexos sao
oportunamente descritos por conjuntos de vértices e arestas [99,100], combinado a avangos na
aquisi¢ao e processamento de dados, tem levado & aplicacao disseminada de redes complexas a
uma imensa variedade de sistemas de origem bioldgica, tecnologica e social. Para além disso,
desenvolvimentos recentes na ciéncia de redes tém originado maneiras novas e mais abstratas
de definir redes complexas nas quais vértices e arestas nao necessariamente representam os
constituintes e as interagdes de um sistema mas, ao invés disso, tém significados diversos [34,
101].

Algoritmos criados para mapear séries temporais em redes complexas sao uma classe

particularmente importante de tais redes 34| e tém sido utilizados, por exemplo, na caracte-
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rizagao de séries temporais de natureza caotica e estocéastica obtidas experimentalmente ou
a partir de simulacoes. Essas abordagens sao coletivamente conhecidas como redes de séries
temporais e exemplos proeminentes incluem os grafos de visibilidade [102], as redes de recor-
réncia [103] e as redes ordinais® [31]. Os grafos de visibilidade e suas variantes [102,105-108]
mapeiam cada observacao de uma série temporal em um vértice do grafo, e pares de vértices
sao conectados caso suas respectivas amplitudes na série temporal satisfacam uma “condig¢ao
de visibilidade” [102]. As redes de recorréncia, por sua vez, sdo uma reinterpretacao dos
graficos de recorréncia [109], uma ferramenta grafica desenvolvida no contexto de analise de
séries temporais nao lineares [7,8]. Vértices de redes de recorréncia representam um con-
junto de estados obtidos de pequenos segmentos de séries temporais e arestas sao alocadas
entre vértices (pares de estados) que sao suficientemente proximos de acordo com uma me-
dida de distancia [103]. As redes ordinais foram propostas mais recentemente e originam-se
igualmente do estudo de séries temporais nao lineares. Seus vértices representam permuta-
¢oes associadas a segmentos da série temporal e as ligacoes sao estabelecidas com base nas
sucessoes dessas permutagoes ao longo da série (como vimos a Secao 1.6) [31,32,86,110].

Enquanto o uso de algoritmos de mapeamento de séries temporais em redes tem ganho
popularidade entre a comunidade cientifica (veja, por exemplo, Zou et al. [34] para uma revi-
sao desses métodos), poucas propostas tém sido dedicadas a extensao dessas ideias a outros
tipos de dados, como imagens. A maioria dos trabalhos nessa direcao tem se restringido a
representagoes de imagens como redes espaciais nas quais pixels (ou grupos de pixels) sao
mapeados em vértices ligados por arestas que refletem a distancia e similaridade de cor entre
eles. Esses métodos tém se provado tteis na detecgao de arestas [111], extracao de features
de texturas [112] e segmentacao de imagens [113], entre outras aplicagoes praticas [114-116].
Temos um numero ainda menor de alternativas mais elaboradas de representacoes de ima-
gens como redes. Exemplos notaveis incluem o trabalho de Xiao et al. [117] que trata da
distribuicao de grau de grafos de visibilidade “linha-coluna” obtidos de superficies fractais e
os avangos realizados por Lacasa e lacovacci [118,119] que analisaram grafos de visibilidade
mapeados de dados bidimensionais cadticos e aleatorios e abordaram problemas de proces-
samento de imagem e classificacao. Uma vez que processos para extrair informacao util de
imagens sao ubiquos na ciéncia, estender e propor abordagens para o mapeamento de ima-
gens em redes complexas pode contribuir com novos quantificadores de imagens derivados
de métricas de rede bem estabelecidas.

Neste contexto, propusemos uma extensao do formalismo de redes ordinais que permite
a representagao de imagens na forma dessas redes complexas [33]. Essa proposta foi descrita
durante a apresentagao do pacote ordpy (Secao 1.6) e, nas segdes que se seguem, descre-

vemos restrigoes de conectividade que essas redes herdam do processo de simbolizacao e

!Para uma visdo geral dessas transformacoes de séries temporais em redes complexas, veja a referén-

cia [104].
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determinamos a forma exata de redes ordinais mapeadas de ruido bidimensional. Mapeando
imagens obtidas de ornamentos periddicos, movimento browniano fracionario bidimensional
e do modelo de Ising em redes ordinais, ilustramos o uso dessa nova abordagem para identi-
ficar e descrever esses sistemas a partir de métricas de rede. Aplicamos essa transformacao
na caracterizacao de um conjunto de fotografias de texturas a fim de mostrar que as redes
ordinais sao capazes de distinguir entre diferentes tipos de texturas e identificar simetrias nas
imagens. Ainda, em duas tarefas de classificacao de imagens, demonstramos que métricas
de redes ordinais, quando utilizadas como preditores, sao robustas em relagao a adicao de
ruido e levam a acuracias mais altas que outras estatisticas tradicionalmente empregadas ao

analisar imagens.

2.2 Restricoes de conectividade em redes ordinais

Uma vez que uma série temporal ou imagem é mapeada em uma rede ordinal, os nés e a
estrutura das ligacoes da rede, sua topologia, passa a ser fundamental para a discriminacao
entre diferentes tipos de dados. Para isso, faz-se necessario conhecermos caracteristicas fun-
damentais dessas redes que sao consequéncias do procedimento de simbolizagao de Bandt e
Pompe e que restringem consideravelmente a estrutura das redes ordinais (como menciona-
mos na Secao 1.6).

No caso de redes ordinais mapeadas de séries temporais, essas restricoes se mostram nos
graus de entrada e saida dos nos (restritos entre 0 e d, devido a limitagoes de sucessao entre
padroes ordinais) [32]. A Figura 2.1 ilustra como o ordenamento de parti¢oes adjacentes é
limitado por seus elementos comuns, restringindo, por sua vez, as transi¢oes possiveis entre
padroes ordinais.

Similarmente ao caso de séries temporais 32|, redes ordinais mapeadas a partir de ima-
gens (matrizes) apresentam restrigdes que proibem a existéncia de intiimeras arestas entre os
nos (permutagoes) de uma tal rede. Nesse caso, as restri¢goes também sao consequéncia do
procedimento de simbolizagao e do particionamento dos dados e emergem mesmo em casos
de matrizes constituidas de niimeros aleatorios.

Para esclarecer esse fato, consideramos uma matriz {1’ Z;ljjvvi’ e os parametros de em-

bedding d, = d, =2 e 7, = 7, = 1 e supomos que a primeira submatriz obtida de {yf 1

1 2

1 (Y1 U0
U)l — 9

1,2

Y2 Yo
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Figura 2.1: Transigoes permitidas em redes ordinais mapeadas de séries tem-
porais. Exemplos de possiveis sucessoes entre permutagoes (ligagoes em redes ordinais)
para as embedding dimensions d, = 2,3 e 4 (com 7, = 1) sdo mostrados. As observagoes
de uma série temporal x; = {1, 22,...} que integram duas partigdes consecutivas (w, e
wy41) da série sao destacadas em cor. Além disso, os ntimeros de ordem associados a es-
sas observagoes (em cada uma das janelas) sdo correspondentemente coloridos. Notamos
que os indices de posicao de cada observacao da série decrescem com o avanco da janela
movel.

¢ caracterizada pela permutagiao 7{ = (2,1,3,0). Sua parti¢ao horizontalmente adjacente é

wh — y% y?
2 - .
Ys Ui

Notamos que ambas partigoes compartilham os elementos y7 e y53. Assim, uma vez que

wi & associada a w1 = (2,1,3,0) (isto é, y3 < ¥? < y3 < y;), a permutagdo 74 associada

a ws deve refletir a desigualdade y? < y3 manifesta em 7. Decorre da restrigio anterior

que de todas as (d,d,)! = 24 permutagdes possiveis, 73 € restringida a um conjunto de 12

permutagoes nas quais o niimero 0 (que correspondente a posigao de y? em ws)) precede o
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ntimero 2 (correspondente a posigao de y3). Partigoes verticalmente adjacentes apresentam

restri¢oes similares. Por exemplo,

s (v2 vs
wy = 1 2
Ys Y3

compartilha os elementos ya e y3 com w; e o indice 0 (posi¢ao de y3 em w?) tem de preceder
o indice 1 (posigao de y5 em w?) em 77 pois a desigualdade y; < y2 é manifestada em ;.
Assim, 7? ¢ também restringida por 7} a uma entre 12 permutagoes. Essas restrigoes sao
vélidas independentemente da permutacao correspondente a 7] e, para cada permutacao,
existem apenas 12 outras que podem ser imediatamente adjacentes (horizontal ou vertical-
mente) quando d, =d, =2 e 7, = 7, = 1 e as parti¢oes se sobrepéem. O mesmo raciocinio
aplica-se a sucessoes entre permutacoes envolvendo valores arbitrarios de d, e d,. Entre-
tanto, € importante notar que o niimero de restrigcoes em sucessoes de permutagoes aumenta
conforme as parti¢goes adjacentes compartilham mais elementos. Por exemplo, quando d, = 3
e d, = 2, particoes horizontalmente adjacentes compartilham quatro elementos, enquanto
particoes verticalmente adjacentes compartilham trés. Para esses valores de embedding di-
mensions, de todas as (3 x 2)! = 720 permutagoes possiveis, uma vez que a permutagio 7.
¢ definida, existem apenas 30 padroes ordinais permitidos como vizinho horizontal (7f,,) e
120 padroes ordinais permitidos como vizinho vertical (7{*1). Considerando uma permuta-
¢ao e conhecendo o conjunto de vizinhos horizontais e verticais permitidos, o maior niimero
possivel de arestas de saida do vértice associado a essa permutacao é dado pela intersecao
desses dois conjuntos. Interessantemente, encontramos que o maior nimero de arestas de
saida depende do padrao ordinal. Por exemplo, o padrao ordinal II; = (0, 1,2, 3) pode ter no
maximo 16 arestas de saida, enquanto Il, = (0,1, 3,2) pode ter até 20 ligagoes direcionadas
em uma rede ordinal.

Investigando o niimero méaximo de arestas possiveis para cada permutagao, encontramos o
maior nimero de arestas possivel para toda a rede ordinal. Para os parametros de embedding
dy =d, =2eT, =7, =1, encontramos que uma rede ordinal pode ter ao maximo 24 vértices
e 416 arestas. Assim como no caso unidimensional 32|, o ntimero de nos e arestas em redes
ordinais aumenta significativamente com as embedding dimensions. Por exemplo, uma rede
ordinal pode ser formada por até 720 nds e 104184 arestas quando d, = 3 e d, = 2. Isso
impoe limitagoes importantes na investigacao de dados relativamente pequenos, visto que a
condigdo (d,d,)! < N,N, é necessaria para uma estimativa confiavel das probabilidades de
transicao (pesos das arestas) entre permutagoes. A maioria das investigagoes ¢, portanto,

limitada a valores de embedding dimensions iguais a dois ou trés.
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2.3 Redes ordinais aleatodrias

As restrigoes discutidas na secao anterior indicam que matrizes aleatérias mapeadas
em redes ordinais nao podem originar grafos aleatérios?. Conforme ja discutimos, redes
ordinais mapeadas de séries temporais aleatorias suficientemente longas (chamadas redes
ordinais aleatorias) tém uma estrutura de ligagdes nao trivial que pode ser determinada a
partir das restri¢coes de transicao entre permutacoes e consideracoes probabilisticas acerca da
amplitude das observagoes dentro das partigoes, independentemente do valor de d, (contanto
que 7, = 1) [32]. Por exemplo, caso d, = 2, a matriz de adjacéncia esperada para uma rede

ordinal aleatéria é dada por

1 2
Y] 1/6 2/6
Adl.:2 _ (2—;1)! (2—;1)! _ / / : (21)
CESy NGRSy 2/6 1/6

com os pesos correspondendo, linha por linha, as seguintes ligagdes: po101 = 1/6, p1os01 =

2/6, po1—10 = 2/6, € pio—10 = 1/6.

Passamos agora a investigar como esses resultados sao generalizados para dados bidi-
mensionais. Para tanto, consideramos uma matriz de dados {37 f;l]]vvj cujos elementos sao
amostrados de uma distribuicao de probabilidade de suporte continuo e embedding dimen-

sions dy, = d, = 2 e 7, = 7, = 1. As duas primeiras parti¢oes horizontalmente adjacentes

sao
1,2
1 [Y1 W
= 1,2
Ys Yo

e
2 .3
1 [Y1 N
w2 - 2 3 )

Ys Yo

e supomos que ya < yi < y3 < yi, isto é, mf = (2,1,3,0). Para determinarmos as pro-

babilidades de transigdo (pesos das arestas, como definidos na Equagao 1.22) de (2,1, 3,0)
para outras permutagoes, precisamos encontrar todas as permutacoes que podem estar as-
sociadas a mj avaliando as desigualdades que envolvem os valores de w; e wi. Comegamos

analisando todas as possiveis relagoes de amplitude entre 33 e a desigualdade ja estabelecida

2Por grafos aleatorios, referimo-nos a grafos cujo processo de formagao envolve alguma aleatoriedade [90].
No modelo mais simples de grafos aleatorios, devido a Paul Erdés e Alfred Rényi, uma vez fixado o ntimero
de vértices do grafo, arestas sdo alocadas entre pares de vértices com probabilidade p [90].
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1 _,2 .2 .1 o
Y2 <Y1 <Yy <Y, ou seja

D) yy <yi <y <y <y
i) yy <yi <y <Y3 <u;
i) yy < Y7 <¥i <y < (22)
i) Yo <Y1 <Y < ¥ <y

)

v Y1<yz<yl<yz<y%'

Em seguida, incluimos y3 e analisamos cada relagao de amplitude possivel para cada uma
das cinco condigoes anteriores. Esse procedimento leva-nos a um total de 30 relagoes de

amplitude possiveis entre os seis elementos contidos nas partigoes wi e wi:

D) yy <yi <uys <y <yi <y
i) yy < YT <uh <y <ys <y

N 2 2 3 1 3 (2.3)
vit) Yy <Yy < Yy <Yy <Yy < Ya;

rx) ya < yi <y <yi < ys < Y.

: f : 2 .3 .2 .3 : 1
Examinando as posigoes relativas de y3, y7, y5 e y5 (elementos que constituem wsy) em cada
uma das 30 desigualdades anteriores, podemos associar um padrao ordinal a cada uma dessas

desigualdades:

i) 113 = (0,2,1,3);
it) Iy = (0,2,3,1);

(2.4)
vii) Iy = (0,2,1,3);

zxx) Iy = (3,1,0,2).

Concluimos entdao que 73 pode estar associada a qualquer uma das permutagoes listadas
acima. Conforme discutimos, existem apenas 12 permutagoes que podem seguir 7r; horizon-
talmente, o que significa que algumas das permutagoes que decorrem das 30 desigualdades
anteriores aparecem mais de uma vez (como vemos em i e vii) para diferentes relagoes de
amplitude entre os seis elementos de wi e wj. Essas diferentes frequéncias de ocorréncia

implicarao na existéncia de diferentes pesos nas arestas de uma rede ordinal aleatoéria.

49



Repetindo o mesmo procedimento para

wl — y% y%
L
Yy Ys
(§]
s (vz vs
1 — )
ys Ys

encontramos outro conjunto de 30 desigualdades e suas correspondentes permutacoes. As-
sim, a partir da analise das relagoes de amplitude entre dados em w; e seus vizinhos w3 e w?,
encontramos um total de 60 desigualdades correspondentes a 60 permutagoes (que podem
se repetir). Como todas essas desigualdades envolvem dados aleatorios, todas elas sdo equi-
provaveis e podemos contar as ocorréncias dessas permutagoes diferentes para definir suas
frequéncias relativas (em relagao as 60 desigualdades anteriores). Essas frequéncias relativas
indicam as probabilidades de transi¢ao entre (2, 1, 3, 0) e outras permutagoes (sendo sua
soma igual a um). Para finalmente encontrarmos os pesos das arestas (Equacao 1.22) que
compoem uma rede ordinal aleatéria bidimensional, normalizamos essas frequéncias relati-
vas de sucessao entre padroes ordinais dividindo-as por (d,d,)!. Esse passo é necessario para
garantir que a soma de todos os pesos das arestas da rede seja igual a um e a interpretacao
probabilistica das mesmas fique evidente.

Automatizando todo esse intricado procedimento, de modo a considerar explicitamente
cada padrao ordinal possivel de ocorrer em wj [isto ¢, 71 = (0,1,2,3), (0,1,3,2), (0,2,1,3),
e assim por diante|, podemos estimar os pesos de todas as ligagoes que podem ocorrer em
uma rede ordinal mapeada de um dado bidimensional aleatério suficientemente longo®. Essa
abordagem permite-nos especificar completamente a estrutura esperada de uma rede ordinal
aleatoria para valores arbitrarios das embedding dimensions d, e d, e estimar todas as mé-

tricas relevantes da rede (incluindo a entropia global dos vértices definida na Equagao 1.24).

2.4 Redes ordinais de ornamentos periédicos ruidosos

Uma aplicacao que nos permite prontamente observar a emergéncia da estrutura de
ligacoes de uma rede ordinal aleatéria é o processo de randomizacao de um ornamento
geométrico? [28]. Com essa aplicagdo, pretendemos generalizar algumas anélises realizadas
com séries temporais regulares e estocasticas [32] e observar o comportamento de algumas
métricas das redes ordinais.

A Figura 2.2(a) ilustra o processo de randomizacao do ornamento, no qual a probabilidade

3A funcdo random_ordinal_network do pacote ordpy implementa essas ideias para construir a forma
esperada de uma rede ordinal aleatéria mapeada a partir de um dado bidimensional.
4Esse ornamento e seu processo de randomizacio sdo definidos no Apéndice C.
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p de embaralhar os pixels controla a transicdo de uma imagem periddica (p = 0) para uma
imagem aleatoria (p = 1). Redes ordinais correspondentes a essas imagens (250 x 250 pixels)
sao mostradas na Figura 2.2(b). Percebemos que o aspecto visual dessas redes ordinais
alude as caracteristicas desses ornamentos periddicos ruidosos. Para valores pequenos de
p, observamos que as redes ordinais sdo marcadas por conexoes intensas (que concentram
grande parte da probabilidade de transi¢ao na rede) entre os nos (1,0, 3,2) e (1, 3,0,2), assim
como entre (2,0,3,1) e (2,3,0,1). Esses quatro vértices apresentam autoarestas ainda mais
intensas. Com o aumento dos valores de p, a forca dessas ligacoes desvanece e da origem a
uma distribui¢ao muito mais uniforme de pesos.

A fim de investigarmos sistematicamente as redes ordinais desses ornamentos, gera-
mos um ensemble contendo 100 amostras para cada probabilidade de embaralhamento p €
{0,01;0,05;0,10;...;1,00} e as transformamos em redes ordinais usando os parametros de
embedding d, = d, = 2 e 7, = 7, = 1. A partir dessas redes, estimamos o valor médio do
coeficiente de Gini dos pesos das arestas (G, a entropia global dos vértices normalizada Hg e
o caminho mais curto pesado médio (I), como mostram as Figuras 2.2(c)-(e). O coeficiente
de Gini pode ser definido como [120]

S V(2 — N, — 1)a;

G = , 2.5
N (2.5)

com x; representando os pesos das arestas em ordem ascendente, ¢ o ranking do peso e N,
o namero de arestas na rede. Em redes pesadas, o caminho mais curto médio é definido
como o valor médio dos caminhos de menor soma de pesos que ligam todos os pares de
vértices. Além disso, estimamos os valores dessas trés métricas de redes a partir da forma
exata das redes ordinais aleatérias de mesmo parametros de embedding [linhas tracejadas
nas Figuras 2.2(c)-(e)].

Conforme esperado, observamos que as trés medidas aproximam-se do valor exato para a
rede ordinal aleatéria com o aumento de p. E interessante perceber que a entropia global dos
vértices Hg ultrapassa o valor esperado para o caso aleatério quando p = 0,5 e, em seguida,
converge para esse valor quando p — 1. Isso acontece porque redes ordinais aleatorias nao
sao as redes ordinais mais entropicas [32], uma caracteristica explicada pelo fato dos pesos
das arestas nao serem uniformes (como argumentado na Segao 2.3). Também observamos
que o caminho mais curto pesado médio (l) parece convergir para um valor ligeiramente
menor que o esperado teoricamente. Essa aparente discrepancia acontece porque as imagens
sao relativamente pequenas, impedindo uma estimativa mais precisa das probabilidades de
transicao entre permutagoes. Verificamos, entretanto, que essa diferenga desvanece com o

aumento do tamanho da imagem.
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Figura 2.2: Emergéncia de redes ordinais aleatérias em ornamentos periédicos
ruidosos. (a) Visualizagoes de imagens de um ornamento geométrico para diferentes
probabilidades de randomizagao dos pixels (mostradas logo abaixo das imagens). (b)
Redes ordinais (d, = d, = 2 e 7, = 7, = 1) mapeadas das imagens mostradas no
painel anterior. A espessura e intensidade de cor de cada aresta sao proporcionais ao seu
peso (probabilidade associada a uma transi¢ao). O tamanho dos vértices reflete a soma
dos pesos das arestas de entrada, de modo que vértices (permutagoes) maiores sdo mais
provaveis de ocorrerem na sequéncia simbdlica. Dependéncia do (c) coeficiente de Gini
G, (d) entropia global dos vértices Hg e (e) caminho mais curto pesado médio (I) com
a probabilidade de aleatorizacao p dos pixels do ornamento. Nos tdltimos trés painéis,
as linhas continuas indicam os valores médios para as métricas das redes e as regioes
sombreadas indicam uma banda de um desvio padrao estimada a partir de um ensemble
de 100 amostras do ornamento para cada valor de p. As linhas pretas tracejadas indicam
os valores exatos (teoricamente esperados) das respectivas métricas para redes ordinais
aleatoérias quando d, = d, = 2.

2.5 Redes ordinais de imagens brownianas fracionarias

Em outra aplicacao, investigamos redes ordinais mapeadas de imagens de movimentos
brownianos fracionarios bidimensionais [121] visando estender resultados previamente obti-
dos para o caso unidimensional [32]|. Essa classe de processos estocésticos foi proposta como

um modelo tedrico de paisagens e relevos naturais e é caracterizada pelo expoente de Hurst
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h € (0,1), um parametro que controla a rugosidade da superficie. Superficies geradas com
valores pequenos de h (h — 0) sdo rugosas enquanto valores altos de h (h — 1) produzem
superficies suaves. Cortes transversais de imagens brownianas fracionarias com h = 1/2
representam caminhadas aleatoérias usuais (movimento browniano). A Figura 2.3(a) mostra
exemplos de imagens brownianas fracionérias geradas pelo método turning bands® [122| para
diferentes valores do expoente de Hurst. Essencialmente, essas imagens sao matrizes cujos
elementos representam a altura de um relevo hipotético em um dado ponto.

Geramos um ensemble contendo 100 imagens brownianas fracionarias de tamanho 256 x
256 para cada valor de h € {0,10;0,15;0,20;...;0,90} e mapeamos cada amostra em uma
rede ordinal com parametros de embedding d, = d, =2 e 7, = 7, = 1. A Figura 2.3(b) apre-
senta alguns exemplos dessas redes ordinais mapeadas a partir das imagens da Figura 2.3(a).
Observamos que mudancas na rugosidade das superficies afetam os padroes de conectividade
das redes resultantes. Superficies mais rugosas (b — 0) produzem redes ordinais com distri-
buicoes menos desiguais dos pesos das arestas que se assemelham a redes ordinais aleatorias
[altimo painel na Figura 2.2(b)]. Conforme as superficies brownianas fracionérias tornam-
se mais suaves, observamos uma concentragao de pesos em algumas arestas entre vértices
particulares, enquanto a intensidade da maioria das ligagoes diminui. Essa concentragao da
probabilidade de transigao entre poucos nos reflete a ocorréncia predominante de apenas
algumas permutacoes nas sequéncias simbodlicas relacionadas a imagens menos rugosas.

Além dessas observacoes mais qualitativas, calculamos os valores médios do coeficiente
de Gini dos pesos das arestas GG, a entropia global dos vértices normalizada Hg e o caminho
mais curto pesado médio (I) em fungao do expoente de Hurst h usando nosso ensemble de
superficies brownianas fracionarias. As Figuras 2.3(c)-(e) mostram o comportamento dessas
trés métricas de rede com o aumento do parametro h. Esses resultados estao de acordo com
as nossas conclusoes anteriores. Especificamente, o coeficiente de Gini cresce juntamente
com o expoente de Hurst, refletindo a concentracao de peso em algumas poucas arestas.
Por outro lado, a entropia global dos vértices Hg e o caminho mais curto médio pesado (I)
diminuem com o aumento de h. Os relacionamentos monotonicos dessas trés métricas com o
expoente de Hurst indicam que seus valores podem ser usados como preditores da rugosidade
dessas superficies, assim como acontece no caso unidimensional [32]. Também verificamos
que o comportamento dessas métricas obtidas com d, = d, = 2 é similar aquele obtido para

d; =3ed, =2 (oud, =2ed, =3) com imagens (superficies) maiores.

5Esse método é descrito mais detalhadamente no Apéndice C.
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Figura 2.3: Redes ordinais de superficies brownianas fracionarias. (a) Exemplos de
superficies brownianas fracionérias para alguns valores do expoente de Hurst (mostrados
abaixo de cada imagem). Normalizamos as superficies no intervalo [0,1] de modo que tons
de azul indicam regides de baixa amplitude (relevo de baixa altitude) e tons de verme-
lho indicam o contréario. (b) Redes ordinais mapeadas de superficies fractais mostradas
no painel anterior. Dependéncia do (c) coeficiente de Gini dos pesos das arestas G, (d)
entropia global dos vértices Hg e (e) caminho mais curto pesado médio (I) com o expo-
ente de Hurst h do movimento browniano fracionario bidimensional. Nesses trés tultimos
painéis, as linhas continuas representam valores médios (calculados de um ensemble de
100 superficies para cada valor de h) para cada métrica de rede e as regidves sombreadas
indicam uma banda de um desvio padrao. As linhas pretas tracejadas representam os
valores para as respectivas métricas estimadas para redes ordinais aleatorias de mesmos
parametros de embedding.

2.6 Redes ordinais de superficies de Ising

Aplicamos também o formalismo de redes ordinais as superficies de Ising® [123, 124]
para verificar se métricas de rede sao capazes de identificar transicoes de fase nesse sis-
tema simulado. Essas superficies sdo obtidas ao acumular variaveis de spin o(t) do modelo
bidimensional canonico de Ising em uma simula¢ao de Monte Carlo [70].

A Figura 2.4(a) mostra exemplos de superficies de Ising de tamanho 250 x 250 pixels obti-

6Esse sistema é definido no Apéndice C.
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Figura 2.4: Redes ordinais de superficies de Ising. (a) Ilustracdo de superficies de
Ising para valores diferentes da temperatura reduzida 7, (indicados abaixo das imagens).
Notamos que padrdes mais complexos emergem perto da criticalidade (7, = 1). (b)
Exemplos de redes ordinais mapeadas a partir das imagens no painel anterior. Depen-
déncia do (c) coeficiente de Gini dos pesos das arestas G, (d) entropia global dos vértices
normalizada Hg e (e) caminho mais curto pesado médio (I) com a temperatura reduzida
T,. As linhas tracejadas nos trés ultimos painéis indicam valores da métrica correspon-
dente estimados de redes ordinais aleatoérias.

das de diferentes temperaturas reduzidas T}, = T//T, sendo T, = 2/In(1++/2) a temperatura
critica na qual o modelo sofre uma transicao de fase. Superficies geradas a temperaturas
distantes do valor critico (7, = 1) parecem aleatorias, sem qualquer tipo de padrao ou
estrutura, da mesma forma que o ornamento da Figura 2.2(a) quando p = 1. Entretanto, co-
megamos a observar padroes mais complexos conforme a temperatura reduzida se aproxima
e, especialmente, quando alcanca o valor critico.

Geramos um ensemble contendo 10 superficies de Ising de tamanho 250 x 250 pixels
para cada valor de T, € {0,5;0,6;...;2,5}. Cada superficie ¢ obtida da soma acumulada de
variaveis de spin durante 30000 passos de Monte Carlo para que o equilibrio seja atingido 27,
125]. Em seguida, mapeamos todas as superficies em redes ordinais com parametros de
embedding d, = d, =2 e 1, = 7, = 1. A Figura 2.4(b) mostra exemplos de redes mapeadas

das imagens na Figura 2.4(a). Uma simples inspegao visual dessas redes ordinais sugere que
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suas propriedades mudam com a temperatura reduzida.

Similarmente as aplicagoes anteriores, calculamos o coeficiente de Gini dos pesos das ares-
tas (G, a entropia global dos vértices normalizada Hg e o caminho mais curto pesado médio
(1) em funcdo da temperatura reduzida 7,. Os resultados apresentados nas Figuras 2.4(c)-
(e) mostram que as trés métricas apresentam variagoes abruptas ao redor da transigao de
fase em T, = 1, assumindo valores extremos na temperatura critica. Interessantemente,
os valores dessas métricas na temperatura critica sao os mais distantes daqueles estimados
para redes ordinais aleatorias [linhas tracejadas nas Figuras 2.4(c)-(e)|. Além disso, notamos
que variacoes dessas métricas sao mais pronunciadas antes da criticalidade, indicando que
correlagoes espaciais sao lentamente quebradas com o aumento da temperatura. Vale a pena
observar que a altas temperaturas essas redes tornam-se ligeiramente mais entropicas que

redes ordinais aleatorias.

2.7 Redes ordinais de texturas naturais

Continuando a aplicar nosso método de redes ordinais em um cenario de testes, utilizamos
esse algoritmo para mapear imagens de texturas naturais em redes ordinais. Para tanto,
consideramos 112 fotografias de texturas que compoem o conjunto de texturas normalizadas
de Brodatz [97], um grupo de imagens 8 bits (256 niveis de cinza) de tamanho 640 x 640
pixels que abrange uma grande variedade de texturas naturais frequentemente utilizadas na
validagao de métodos de analise de texturas [97]. Mapeamos essas imagens em redes ordinais
usando os parametros de embedding d, = d, = 2 e 7, = 7, = 1. Em seguida, estimamos o
coeficiente de Gini dos pesos das arestas G, a entropia global dos vértices normalizada Hg,
e o caminho mais curto pesado médio () de cada rede.

Essas medidas de rede sao correlacionadas entre si com valores do coeficiente de corre-
lagao de Pearson variando entre 0,92 (para (l) versus Hg) até —0,97 (para G versus Hg).
A Figura 2.5(a) mostra a relagao entre (I) e Hg (a associa¢ao de variaveis menos correla-
cionada) para todas as 112 texturas. O padrao de dispersao sugere que ambas as medidas
sao relacionadas nao linearmente. A Figura 2.5(b) mostra seis imagens diferentes que sao
realgadas na Figura 2.5(a). Observamos que as duas texturas caracterizadas pelos valores
mais extremos de (I) e Hg (D49 e D71) s@o bastante diferentes: enquanto faixas horizontais
regulares marcam a textura D49, a textura D71 mostra estruturas muito mais complexas.

Notamos a existéncia de texturas com valores similares de Hg e valores distintos de
(l) e vice-versa. Esses resultados sugerem que ambas medidas podem quantificar aspectos
diferentes de imagens. Por exemplo, as texturas D86 e D81 [ressaltadas na Figura 2.5(a)|
tém aproximadamente o mesmo valor de entropia global dos vértices, mas o valor de (I) é
consideravelmente maior para D86 do que para D81. Inspecionando essas duas texturas na

Figura 2.5(b), notamos que D86 parece mais rugosa que D81. Similarmente, as texturas
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Figura 2.5: Redes ordinais mapeadas de texturas de Brodatz. (a) Localizacdo das texturas
de Brodatz em um plano determinado pela entropia global dos vértices Hg e pelo caminho
mais curto pesado médio (I). (b) Seis imagens diferentes correspondendo as texturas
ressaltadas (marcadores azuis) no painel anterior. (c) Diferenga entre a entropia global
dos vértices estimados das redes ordinais horizontais e verticais (Hgerizontal . pjyertical)
(d) Seis imagens correspondentes as texturas realgadas (marcadores vermelhos) no painel
anterior.

D18 e D78 tém valores comparaveis de (), mas valores de Hg razoavelmente diferentes. A
inspecao visual dessas texturas sugere que D18 é mais regular e estruturada do que D78.
Apesar de ser dificil generalizar essas interpretagoes a outras imagens, acreditamos que os
valores de Hg quantificam padroes em um nivel local enquanto () e G sdo medidas mais
globais. Essa ideia concorda com a defini¢ao dessas medidas, uma vez que Hg é baseada em
relagoes envolvendo primeiros vizinhos, enquanto que (l) e G envolvem toda a rede ordinal.

Ainda investigamos a possibilidade de explorar simetrias nas texturas de Brodatz. Para
tanto, implementamos uma pequena modificagao em nosso algoritmo original para criar
duas redes ordinais de uma tnica imagem (como mencionado na Segao 1.6). Uma dessas
redes considera apenas transigoes horizontais entre permutagoes (redes ordinais horizontais)
e a outra utiliza apenas transi¢oes verticais entre permutagoes (redes ordinais verticais).

Assim, mapeamos cada textura de Brodatz em uma rede ordinal horizontal e uma rede
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ordinal vertical com parametros de embedding d, = d, = 2 e 7, = 7, = 1. Em seguida,
estimamos a entropia global dos vértices das redes ordinais horizontal (Hgorzontal) ¢ vertical
(HYertieal) - A Figura 2.5(c) mostra a diferenca entre essas quantidades (Herizontal — fj yertical)
para cada textura. Observamos algumas texturas com valores extremos para essa diferenca
e realgamos seis delas, as quais sdo apresentadas na Figura 2.5(d). A maioria dessas imagens
¢é caracterizada por faixas predominantemente orientadas nas diregoes vertical ou horizontal,
indicando que redes ordinais verticais e horizontais sao capazes de detectar essas simetrias

simples.

2.8 Comparacao entre redes ordinais e métodos tradici-

onais de analise de imagem

Como tultima aplicagao de redes ordinais a imagens neste capitulo, comparamos variaveis
descritivas de imagens derivadas de redes ordinais com outras estatisticas. Especificamente,
utilizamos as chamadas matrizes de coocorréncia de nivel de cinza (GLCMs)” [127, 128,
uma das abordagens mais conhecidas e utilizadas para extrair varidveis descritivas e analisar
texturas [129,130]. Os elementos de uma GLCM representam o nimero (ou probabilidade)
de coocorréncias de niveis de cinza a uma distancia D e angulo 6 entre os pixels de uma
imagem. Nessa abordagem, obtemos variaveis descritivas calculando diferentes estatisticas
dessas matrizes de coocorréncia. Aqui, utilizamos cinco das propriedades mais comuns de
uma GLCM: contraste, dissimilaridade, homogeneidade, energia e correlagao. Para as redes
ordinais, além do coeficiente de Gini dos pesos das arestas, da entropia global dos vértices
e do caminho mais curto pesado médio, consideramos trés outros quantificadores adicionais
das imagens: variancia da forca dos nés, curtose da forca e transitividade pesada®.

Tendo como base os experimentos numéricos anteriormente descritos, propomos duas
tarefas de classificacao” para comparar as redes ordinais e as GLCMs. Na primeira tarefa,
utilizamos as estatisticas mencionadas acima como variaveis preditoras (features) do expo-
ente de Hurst h em imagens brownianas fracionarias. Para tanto, mais uma vez, geramos
um conjunto de dados composto de 100 superficies fractais de tamanho 256 x 256 pixels

para cada “classe” de h € {0,10;0,15;...;0,90} e calculamos as features das imagens com as

"Do inglés, gray-level co-occurrence matrices (GLCMs). Como o nome sugere, essas matrizes foram
propostas para serem aplicadas a imagens em nivel de cinza. Sendo assim, antes de aplicarmos essa técnica,
transformamos as imagens analisadas em imagens de 8 bits em nivel de cinza. Nessas imagens, as intensidades
de cada pixel (elementos da matriz) variam entre 0 (preto) e 255 (branco). Essas matrizes e suas estatisticas
mais comuns sdo definidas no Apéndice D. Para os calculos envolvendo as GLCMs e suas estatisticas,
empregamos o pacote Python scikit—image [126].

8A forca de um no é dada pela soma dos pesos das arestas ligadas a ele [90]. A transitividade pesada é
uma medida da tendéncia de formagao de tridngulos na rede que leva em conta os pesos das arestas [90].

90 Apéndice F traz uma breve apresentacio de conceitos fundamentais relacionados & teoria de aprendi-
zagem de maquina e aos algoritmos utilizados ao longo deste trabalho. Na aplicacao desses algoritmos aos
conjuntos de dados, utilizamos as implementagoes contidas no pacote Python scikit-learn [131].
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GLCMs e redes ordinais. As métricas de rede foram calculadas a partir de redes ordinais
mapeadas com parametros de embedding d, = d, = 2 e 7, = 7, = 1. Para as matrizes de co-
ocorréncia, apos investigarmos combinagoes entre D € {1,2,3,4,5} e € {0°,45°,90°, 135°}
(frequentemente considerados os melhores valores [130]), decidimos por calcular o valor mé-
dio de cada uma das cinco estatisticas das matrizes usando trés pares de valores para os
parametros (D, 0): {(2,0°),(2,45°),(2,90°)}.

Em seguida, utilizando, uma a uma, as variaveis obtidas das redes ordinais e das GLCMs,
treinamos algoritmos de k-primeiros vizinhos!'® [132,133] para classificar os expoentes de
Hurst com estratégias de validagao cruzada em 10 camadas para encontrar o melhor mo-
delo em cada caso. Os resultados na Figura 2.6(a) mostram que features derivadas de redes
ordinais apresentam as quatro melhores acurédcias, com a entropia global dos vértices pro-
duzindo o melhor resultado entre todas as features utilizadas. As acuracias obtidas das
melhores features de redes ordinais (~70%) também sao consideravelmente mais altas que
as melhores features das GLCMs (~40%). A Figura 2.6(b) mostra as matrizes de confusao
para os modelos de primeiros vizinhos treinados com a entropia global dos vértices (redes
ordinais) e com a homogeneidade (GLCMs). As bandas diagonais nessas matrizes indicam
que quando os modelos classificam incorretamente o expoente de Hurst A, o valor predito é
proximo do valor verdadeiro. Ainda, a banda diagonal observada para a entropia global dos
vértices é muito mais estreita que aquela observada para a homogeneidade, particularmente
para valores intermediérios de h.

Além de precisos, quantificadores de imagens extraidos de redes ordinais também preci-
sam ser robustos a adigao de ruido, visto que imagens em aplicagoes praticas podem apre-
sentar algum grau de ruido. Para investigar essa questao, consideramos, mais uma vez, a
classificacao das mesmas imagens fractais, mas dessa vez adicionamos ruido escolhendo uma
fracao de pixels e substituindo seus valores pelas intensidades méxima e minima da ima-
gem!''. Usando esses dados, estimamos a acuracia de classificadores de primeiros vizinhos
em fungao da fragao de ruido ¢ € {0,0,05;0,10;...;0,50}. A Figura 2.6(c) mostra essa analise
quando utilizamos a entropia global dos vértices e a homogeneidade como variaveis prediti-
vas. Observamos que a entropia global dos vértices tem melhor desempenho médio (~50%)
até 15% de ruido. Entretanto, a homogeneidade é mais estavel em relagao a adi¢ao de ruido
e tem desempenho superior a entropia global dos vértices a partir de ~20% de ruido. Tam-
bém consideramos todas as cinco features das GLCM, conjuntamente, como preditores. Os
resultados na Figura 2.6(c) indicam que a adigao de preditores ndo melhora a acurécia ou a
robustez a adi¢ao de ruido dos classificadores. Contrariamente, se utilizarmos cinco variaveis

obtidas da aplicacao do algoritmo de anélise de componentes principais'? (PCA®?) [132,133]

100 Apéndice F traz uma breve apresentacio desse algoritmo.

HEsse tipo de ruido é conhecido como salt-and-pepper noise.

120 Apeéndice F traz alguns detalhes sobre esse algoritmo de aprendizagem nio supervisionada.
13Do inglés, principal component analysis (PCA).
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Figura 2.6: Comparacgao entre variaveis de redes ordinais e GLCMs em tarefas

a

de classificagao e robustez a adigao de ruido. (a) Acuracia (fracdo de classificagoes
corretas) na determinac¢do do expoente de Hurst de superficies fractais com preditores
obtidos de redes ordinais (em azul) e matrizes de coocorréncia de nivel de cinza (GLCMs
— em vermelho). (b) Matrizes de confusao detalham o desempenho das entropia global
dos vértices e homogeneidade como varidveis preditivas do expoente de Hurst de amostras
de movimento browniano fracionario bidimensional. (¢) Acuracia de classificadores de k-
primeiros vizinhos que utilizam o coeficiente de Gini dos pesos das arestas, a correlacao
das GLCM, cinco componentes do PCA dos pesos das arestas e todas as cinco estatisticas
das GLCM para predizer o expoente de Hurst em funcao da fracao de ruido adicionado
a imagens fractais. (d) Acurécias de classificadores logisticos na classificagao binaria das
superficies de Ising acima (7, = 1,01) e abaixo (7, = 0,99) da temperatura critica a
partir de estatisticas de redes ordinais (em azul) e GLCMs (em vermelho). (e) Acuracia
em tarefas de classificagao relacionadas as superficies de Ising em funcao das fragoes de
ruido adicionado a essas imagens quando o coeficiente de Gini dos pesos das arestas, a
correlacao das GLCMSs, a primeira componente principal dos pesos das arestas e todas
as cinco estatisticas das GLCMs sao utilizadas como preditores. Em todos os painéis,
as linhas tracejadas indicam a acuracia de classificadores de linha de base que aplicam
uma estratégia de predi¢do de acordo com a distribuigao de classes (estratificado). Em
todos os painéis, as barras de erro e as regioes sombreadas representam um desvio padrao
estimado a partir de validagoes cruzadas em 10 camadas.

todos os 416 pesos das arestas'? das redes ordinais, observamos uma ligeira melhora na

14Uma aresta recebe peso zero caso ndo ocorra em uma rede ordinal.
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acuracia das previsoes na auséncia de ruido e uma melhora consideravel na estabilidade do
classificador quando ruido é adicionado as imagens. De fato, as cinco features obtidas do
PCA dos pesos das arestas levam a um desempenho melhor que todas as outras combinagoes
de variaveis, mesmo com niveis de ruido de 50%.

Em uma segunda tarefa de classificagao, utilizamos features extraidas de redes ordinais
e GLCMs para prever a fase de superficies de Ising com temperaturas abaixo (7, < 1) ou
acima (7, > 1) da temperatura critica (7, = 1). Para isso, geramos um conjunto de dados
contendo 1000 superficies de Ising de tamanho 150 x 150 e temperaturas reduzidas iguais a
T, = 0,99 (fase ordenada) e T, = 1,01 (fase desordenada). Para essa tarefa de classificagao
binria, treinamos um classificador logistico'® e estimamos sua acuricia ao utilizar cada
uma das features de redes ordinais (d, = d, = 2e 7, =7, = 1) e GLCMs (D = 5 e
0 = 0°). A Figura 2.6(d) mostra que as quatro melhores acuracias (~95%) sao obtidas de
quantificadores de imagens extraidos de redes ordinais, enquanto a estatistica de correlagao
das GLCMs ¢ a quinta melhor feature, com acuracia significativamente mais baixa (~80%).

Estudamos também como as acuracias dessas classificagoes binéarias sao afetadas pela
adigao de ruido as imagens. A Figura 2.6(e) mostra a acuracia quando o coeficiente de Gini
do peso das arestas e a correlacao das GLCMs sao utilizados como preditores em funcgao da
fracao de ruido ¢ adicionado as superficies de Ising. Os resultados sao similares aqueles que
encontramos para as superficies brownianas. O indice de Gini tem melhor desempenho que
um preditor de linha de base que sempre imputa uma das classes as imagens (linha tracejada
na Figura 2.6), mas a correlagao das GLCMs é o preditor mais estavel quanto a adigao de
ruido e tem melhor desempenho que o Gini quando a fracao de ruido atinge ~30% dos pixels
das imagens. Incluindo todas as estatisticas das GLCMs como preditores, observamos um
ligeiro aumento na acuracia (para pequenos valores da fragao de ruido) comparada ao caso
no qual somente a correlacao das GLCMs ¢ usada. Entretanto, isso torna essa abordagem
um tanto instavel em relagao a adigdo de ruido [curva em cinza escuro na Figura 2.6(e)].
Por outro lado, uma tnica feature obtida do PCA dos pesos das arestas das redes ordinais

melhora significativamente a estabilidade dos classificadores logisticos em relagao ao ruido.

15Esse algoritmo é apresentado no Apéndice F.
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CAPITULO 3

Aplicacdo de redes ordinais a predicdo de propriedades fisicas de

cristais liquidos

Neste terceiro capitulo, apresentamos uma aplicacao da transformacao de redes ordinais
a texturas obtidas experimentalmente de amostras de cristais liquidos [40]. Essas texturas
sao mapeadas em redes ordinais que, juntamente de algoritmos de aprendizagem estatistica,
sao utilizadas para investigar transicoes de fase e determinar propriedades fisico-quimicas

desses materiais.

3.1 Aprendizagem de maquina, redes ordinais e cristais
liquidos

O uso de métodos de aprendizagem de méaquina para explorar propriedades fisicas e
quimicas de materiais tem se tornado cada vez mais popular entre pesquisadores da Fi-
sica [134-137|, Quimica [138,139] e Ciéncia dos Materiais [140-144|. Esses desenvolvimen-
tos recentes estao intimamente relacionados a avancgos importantes em computagao, novos
métodos de aprendizagem de maquina e a disponibilidade de grandes bases de dados. A
combinacao desses desenvolvimentos tem grande potencial para revolucionar o papel de mé-
todos computacionais em pesquisa aplicada e tem sido considerada um novo paradigma em
Ciéncia dos Materiais [145].

Uma maneira de combinar aprendizagem de maquina ao estudo de materiais consiste em
investigar um conjunto de imagens extraidas de um material [30,146,147]. Muitos trabalhos,
particularmente aqueles envolvendo materiais biologicos e complexos, utilizam técnicas 6pti-

cas para a obten¢ao de imagens em virtude de suas caracteristicas nao destrutivas. Cristais
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liquidos! sdo um exemplo tipico de material que tem sido extensivamente estudado usando
métodos opticos.

Isso acontece porque cristais liquidos sao materiais birrefringentes e o uso de microscopia
de luz polarizada é frequentemente suficiente para determinar diferentes propriedades desses
materiais [148,149|. Apesar disso, a aplicagdao de métodos de aprendizagem de méaquina
no estudo de cristais liquidos permanece surpreendentemente limitada e, de fato, poucos
trabalhos tentaram associar propriedades fisicas desses materiais a suas texturas 30, 147].
Assim como em outros problemas de aprendizagem de maquina (regressoes ou classificagoes)
envolvendo imagens, é possivel explorar a fisica subjacente aos cristais liquidos extraindo
variaveis preditivas (features) de suas texturas e treinando algoritmos a partir de um conjunto
de exemplos de imagens desses materiais e suas propriedades fisicas de interesse. O processo
de extracao de varidveis preditivas em problemas de regressao ou classificagao comumente
demanda conhecimento técnico acerca da estrutura do material [140, 150, 151] e métodos
capazes de gerar essas features independentemente das particularidades do material sao
frequentemente tteis.

Nesse sentido, estatisticas derivadas do formalismo de Bandt e Pompe [6] (Secao 1.2),
constituem uma interessante possibilidade. Desenvolvimentos recentes atrelados ao procedi-
mento de simboliza¢do de Bandt e Pompe (como aqueles mostrados no capitulo anterior),
mostram que a estrutura de sucessao entre as permutagoes, representada na forma de uma
rede ordinal, pode ser bastante efetiva na caracterizagao de conjuntos de imagens. Sendo as-
sim, no restante deste capitulo, apds mapear texturas de cristais liquidos em redes ordinais,
utilizamos essas redes juntamente de algoritmos de aprendizagem de méquina para investi-
gar amostras experimentais de cristais liquidos. Nossa pesquisa mostra que a combinagao
dessas ferramentas é capaz de identificar efetivamente transi¢oes de fase, distinguir entre
transicoes de primeira e segunda ordem e prever concentracoes de dopantes e temperaturas

de amostras.

3.2 Apresentacao dos dados e procedimentos experimen-
tais

Para a obtencao de imagens de cristais liquidos, foram realizados experimentos? de aqueci-

mento e resfriamento de amostras de cristais liquidos 8CB? (5 amostras) e E7* (26 amostras).

1O Apéndice E traz uma breve introducao aos cristais liquidos.

2Esses experimentos foram realizados em colaboracao com o Prof. Rafael S. Zola, membro do Programa
de Po6s-Graduagdo em Fisica da Universidade Estadual de Maringé.

34’-octil-4-bifenilcarbonitrila [152].

40 cristal liquido E7 é uma mistura de quatro cristais liquidos nas seguintes proporcoes: 51% 4-ciano-4'-
n-pentilbifenila (5CB); 25% 4-ciano-4’-n-heptilbifenila (7CB); 36% 4-ciano-4’-n-octiloxibifenila (80CB); 8%
4-ciano-4-n-pentil-p-terfenila (5CT) [153].
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Dentre as 5 amostras de 8CB, 2 amostras eram puras e as 3 restantes foram misturadas ao
dopante quiral® R811° (enantidmero dextrogiro) a uma concentragao de 3,26% do peso total
da amostra. As 26 amostras de E7 foram divididas em dois grandes grupos. O primeiro
grupo consiste em 2 amostras puras e 10 amostras dopadas com R811 em concentragoes
variando entre 0,75% e 23,20% do peso total da amostra. O segundo grupo consiste em 16
amostras dopadas com R811 e S8117 (enantiémero levogiro), tais que as concentragoes de
R811 sao sempre menores que as de S811%, enquanto a concentracao total dos dois dopantes
¢ mantida fixa em 10% do peso total da amostra. A Tabela 3.1 detalha as concentracoes
desses dopantes em cada amostra. A temperatura ambiente, as amostras puras de 8CB
encontram-se na mesofase esmética A e na mesofase esmética A quiral quando dopadas com
R811. As amostras puras de E7 encontram-se na mesofase nemética e tornam-se cristais
liquidos colestéricos quando dopadas com um aditivo quiral®. As diferentes concentracoes de
dopantes nas amostras de E7 implicam em diferentes passos colestéricos. Ainda, o segundo
grupo de amostras de E7, dopadas com R811 e S811, permite que o passo da fase colestérica
mude sem que outras propriedades fisicas da mesofase sejam alteradas.

A fim de se obter texturas tipicas de cada mesofase, cada amostra de cristal liquido foi
introduzida em um capilar retangular de vidro de borosilicato (100 gm x 1,0 mm) a 60°C.
As amostras foram resfriadas até a temperatura ambiente e colocadas em um controlador de
temperatura (Instec MK2000) sob um microscopio de luz polarizada (Leica). Em seguida,
as amostras foram aquecidas a uma taxa de 0,1°C/min em intervalos de temperatura envol-
vendo transicoes de fase de primeira e segunda ordem, enquanto os cristais liquidos eram
fotografados (a cada 10 segundos) por uma camera (Leica ICC50W) acoplada ao micros-
copio. Apos alcancar temperaturas nas quais as amostras passavam a mesofase isotropica,
as amostras foram resfriadas a taxa de —0,1°C/min, tendo imagens capturadas a cada 10
segundos. Realizada a captura dessas imagens, elas foram todas cortadas no tamanho de
800 x 1070 pixels e salvas em formato JPEG com 24 bits por pixel (8 bits para cada uma
das cores primarias — vermelho, verde, e azul — no espago de cores RGB).

Com o aumento da temperatura, as amostras de 8CB (puras e dopadas) passam primei-
ramente por transigoes de segunda ordem (esmética A — nemética, em amostras puras, e

esmética A quiral — colestérica, em amostras dopadas) antes de passarem por transi¢oes de

5Um composto quiral é um composto que ndo pode ser perfeitamente sobreposto & sua imagem especular
(assim como nao podemos sobrepor nossas maos esquerda e direita) [154]. Esses compostos estao geralmente
associados a existéncia de um carbono quiral (4tomo de carbono ligado a quatro grupos quimicos distintos)
e sao compostos opticamente ativos, isto é, sdo capazes de rotacionar o plano de polarizagao de um feixe de
luz incidente [154].

6(R)-2-Octil 4-]4-(Hexiloxi)benzoiloxi|benzoato [155].

7S-(+)-2-Octil 4-(4-hexiloxibenzoiloxi)benzoato [156].

80s compostos R811 e S811 formam um par de moléculas de mesma composicao mas de atividade éptica
distinta (chamados enantidmeros ou isémeros o6pticos). Incidindo-se um feixe de luz polarizada sobre um dos
isbmeros, aquele que desvia o plano da luz polarizada para a direita é o enantidmero dextrogiro enquanto o
enantiomero levogiro desvia esse plano para a esquerda [154].

90 Apéndice E traz alguns detalhes acerca dessas diferentes mesofases.
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Hospedeiro R&11 S811 # Amostras  # Imagens Mesofase

8CB — - 2 323 Esmética A
8CB 3,26% - 3 495 Esmética A
quiral

E7 — — 2 316 Nemética
E7 0,75% - 2 316 Colestérica
E7 3,14% - 2 309 Colestérica
E7 5,50% - 2 301 Colestérica
E7 8,00% - 2 282 Colestérica
E7 23,20% - 2 186 Colestérica
E7 - 10,00% 3 451 Colestérica
E7 1,00% 9,00% 3 470 Colestérica
E7 2,00% 8,00% 3 473 Colestérica
E7 3,00% 7,00% 1 150 Colestérica
E7 4,00% 6,00% 2 331 Colestérica
E7 4.85% 5,15% 2 331 Colestérica

Tabela 3.1: Resumo das amostras de cristais liquidos 8CB e E7. Percentuais de
dopantes quirais (R811 e S811) em relagdo ao peso total das amostras. A auséncia de um
dopante é denotada por um traco. O ntimero de imagens refere-se a todas as amostras com a
mesma concentragao de dopante. As fases referem-se ao estado da amostra em temperatura
ambiente.

primeira ordem (nemética — isotropica, para amostras puras, e colestérica — isotrépica, em
amostras dopadas), enquanto amostras de E7 apresentam uma transi¢do de primeira ordem
(nematica — isotropica, em amostras puras, e colestérica — isotropica, em amostas dopa-
das). A Figura 3.1(a) mostra exemplos de texturas obtidas de uma amostra de 8CB dopada
com 3,26% de R811 em um pequeno intervalo de temperatura englobando a transi¢ao de fase
de segunda ordem. Observamos que as texturas imediatamente antes e depois da transigao
de fase sao bastante similares, de modo que mesmo um fisico experimental experiente pode
ter dificuldade em identificar precisamente a temperatura critica somente pela inspecao vi-
sual dessas imagens. Texturas obtidas de amostras de E7 e 8CB imediatamente antes de

transicoes de primeira ordem sao igualmente dificeis de distinguir visualmente.

3.3 Classificacao de transicoes de fase em cristais liquidos

usando redes ordinais

Apresentada a base de dados, nosso objetivo principal consiste na investigacao de amos-
tras de cristais liquidos utilizando uma estratégia que mapeia imagens dessas amostras em
redes ordinais com parametros de embedding d, = d, = 2 e 7, = 7, = 1 [como mostra a

Figura 3.1(b)]. Seguindo a literatura, calculamos a média das intensidades dos pixels das trés
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Figura 3.1: Identificacao de transicoes entre mesofases em amostras de cristais

liquidos usando redes ordinais. (a) Cinco texturas obtidas de uma amostra de cristal
liquido 8CB dopada com 3,26% de R811 proximas a temperatura critica T, = 33,39°C
associada a transicao de fase de segunda ordem entre as mesofases esmética A quiral e
colestérica [157,158]. (b) Representagoes das imagens no painel (a) como redes ordinais.
Os tamanhos dos nos e a intensidade de cor das arestas sao proporcionais & frequéncia
relativa das permutagcoes e transigoes entre as mesmas, respectivamente. (¢) Dependéncia
de trés propriedades de rede com a temperatura para redes ordinais mapeadas de uma
amostra de cristal liquido 8CB dopada com 3,26% de R811. Temperaturas candidatas a
temperatura critica da amostra sugeridas pelas métricas das redes (maior mudanga nessas
métricas entre duas imagens consecutivas) sao indicadas por uma linha vertical tracejada.
Como os trés valores sugeridos s@o o mesmo, uma estratégia de voto da maioria decide
por T, = 33,39°C como temperatura critica da amostra.

camadas RGB para representar cada imagem como uma matriz [30,33]. Notamos que nossa

escolha de parametros de embedding restringe a estrutura da rede ordinal a um méximo de
24 vértices e 416 arestas (Segao 2.2) [33].

Usando essas redes ordinais associadas as texturas, examinamos diretamente se as mé-

tricas de rede sao capazes de capturar e revelar informacao relacionada a transi¢oes de fase

em

uma situacao experimental, uma vez que ja demonstramos resultados positivos em sis-

temas simulados computacionalmente (Se¢ao 2.6). Para tanto, procuramos identificar as

temperaturas criticas em cada amostra calculando o coeficiente de Gini (G) dos pesos das

arestas, a entropia global dos vértices (Sg) e o caminho mais curto médio pesado ((I)) e,
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em seguida, avaliamos a variagdo de cada métrica entre imagens consecutivas [veja a Fi-
gura 3.1(c)|]. Atribuimos as temperaturas associadas as maiores mudangas em cada uma
das trés métricas (para cada amostra) a condi¢ao de candidatas a temperatura critica da
amostra e usamos uma estratégia de voto da maioria para inferir a temperatura critica de
cada amostra. A Figura 3.1 ilustra esse procedimento com uma transigao de segunda ordem
entre as fases esmética A quiral e colestérica com o aquecimento de uma amostra dopada
de 8CB (3,26% de R811). De modo geral, o procedimento previamente descrito funciona
bem e ¢é capaz de estimar temperaturas criticas bastante proximas aos valores reportados na
literatura [157, 158].

Em uma sequéncia natural, investigamos se a informacao capturada por nossas redes
ordinais é capaz de discriminar entre transi¢coes de primeira e segunda ordem entre mesofases
liquido cristalinas nas nossas amostras. Para isso, estabelecemos uma tarefa de classificagao
binaria na qual texturas de cristais liquidos em temperaturas proximas a temperatura critica
sao utilizadas para o treinamento de um algoritmo de floresta aleatoria!® para decidir se as
imagens estao associadas a transi¢coes de fase de primeira ou segunda ordem. Os pesos de
todas as 416 arestas!! de redes ordinais com d, = dy = 2e 71, =7, =1 sao utilizadas
como variaveis preditivas nessa tarefa de classificacao. Para compor os dados analisados,
selecionamos cinco imagens de cada amostra na Tabela 3.1: duas anteriores, duas posteriores
e uma a temperatura critica. Relembramos que nossas amostras apresentam quatro diferentes
transigoes, duas de primeira ordem (nematica — isotropica e colestérica — isotropica) e duas
de segunda ordem (esmética A — nematica e esmética A quiral — colestérica).

Como resultado, obtemos 155 imagens mapeadas em redes ordinais de cristais liquidos
proximos a transigoes de fase, 25 representando transi¢oes de segunda ordem e 130 represen-
tando transicoes de primeira ordem. Separamos essas imagens em um conjunto de treina-
mento (75% dos dados) e um conjunto de teste (25% dos dados). Em seguida, procuramos
pelo melhor modelo realizando a otimizac¢ao do nimero de arvores de decisao (principal para-
metro desse algoritmo de aprendizagem estatistica) no conjunto de treinamento via método
de grid-search aliado a uma validagao cruzada em cinco camadas [131-133|. Considerando
a quantidade limitada de imagens no nosso conjunto de dados, amostramos aleatoriamente
os conjuntos de treinamento e teste por 100 vezes para estimar o desempenho médio dos
melhores modelos de classificacdo. A Figura 3.2(a) retrata a matriz de confusao associada a
esse problema de classificacao binaria. Os resultados indicam que as redes ordinais contém
informagao capaz de discriminar a ordem das transigoes de fase. A Figura 3.2(b) mostra que
a acuracia média dos classificadores de floresta aleatoria é de cerca de 96%, um resultado
melhor que aquele obtido de um preditor de linha de base (dummy) que atribui a classe mais

comum no conjunto de treinamento (transicdo de primeira ordem, nesse caso) a todas as

10Esse algoritmo é descrito no Apéndice F.
HUma aresta recebe peso zero caso nao ocorra em uma rede ordinal.
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Figura 3.2: Classificagao de transicoes de fase em imagens de cristais liquidos. (a)
Matriz de confusao associada a tarefa de distinguir entre transicoes de fase de primeira
e segunda ordem em amostras de cristal liquido. Os elementos da matriz representam
médias calculadas de um ensemble de 100 classificadores de floresta aleatéria treinados
e avaliados em diferentes conjuntos (£ indica um desvio padréo). A primeira linha da
matriz de confusdo corresponde a transigdes de primeira ordem. (b) Acuracia média do
ensemble de modelos de floresta aleatoria (=2 96% com a barra de erro representando um
desvio padrao) comparada a acuracia de um classificador de linha de base ou dummy (=
85%) que classifica qualquer imagem como a moda do conjunto de treinamento (transigao
de primeira ordem).

imagens do conjunto de teste.

3.4 Determinacao de concentragoes de dopantes em cris-

tais liquidos usando redes ordinais

Continuando nossas investigacoes, focamos nos dois grupos de amostras de cristais liqui-
dos ET7 (segundo e terceiro grupos de amostras na Tabela 3.1) com o objetivo de explorar o
uso de redes ordinais na classificacao de amostras com diferentes concentragoes de dopante,
independentemente da temperatura da amosta. Todas essas amostras apresentam uma tran-
sicao para a fase isotropica e sao, portanto, indistinguiveis quando alcancam essa mesofase
(texturas isotropicas sao inteiramente pretas). Por isso, restringimos nossa analise a texturas
de temperaturas até 1°C abaixo da temperatura critica de cada amostra. Também notamos
que as temperaturas criticas de cristais liquidos E7 dopados somente com R811 (segundo
grupo na Tabela 3.1) diminuem com o aumento da concentragao de dopante e por isso os
intervalos de temperatura variam entre as amostras. Contrariamente, amostras de E7 com
uma quantidade fixa de dopante (10% do peso total da amostra correspondente a R811 e
S811) apresentam as mesmas temperaturas criticas e estao todas restritas a aproximada-
mente o mesmo intervalo de temperatura. Assim, a principio, diferenciar entre as amostras
do segundo conjunto pode ser considerado mais desafiador, uma vez que os diferentes in-

tervalos de temperatura de amostras de E7 dopadas apenas com R811 conferem informacao
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Figura 3.3: Classificagcao de amostras de cristais liquidos E7 com diferentes con-
centragoes de dopante. (a) Exemplos de texturas obtidas de amostras de cristais
liquidos E7 a 25°C com seis concentragoes diferentes de R811. (b) Matriz de confusao
associada as predigoes feitas (no conjunto de teste) pelo classificador de floresta aleatoria
em amostras de E7 dopadas apenas com R811. A primeira linha dessa matriz corres-
ponde a amostras dopadas com 0% de R811, a segunda com 0,75% de R811 e assim por
diante, conforme a Tabela 3.1. (c¢) Acuracia do modelo de floresta aleatéria comparada a
classificadores de linha de base que aplicam estratégias de predicao usando a classe mais
frequente (moda) ou de acordo com a distribui¢ao das concentragoes das amostras (es-
tratificado). (d) Exemplos de diferentes texturas obtidas de amostras de cristais liquidos
E7 com seis diferentes concentragoes de R811 e S811 a 40°C. (e) Matriz de confusao
associada as predigoes realizadas (no conjunto de teste) pelo classificador de floresta ale-
atoria em amostras de E7 dopadas com R811 e S811. A primeira linha dessa matriz
corresponde a amostras dopadas com 0% de R811 e 10% de S811, a segunda linha com
1% de R811 e 9% de S811 e assim por diante, conforme a Tabela 3.1. (f) Acuracia do
modelo de floresta aleatéria comparada a classificadores simples que aplicam estratégias
de predigao usando a classe mais frequente (moda) ou a distribuigdo das concentragoes
das amostras (estratificado).

adicional aos algoritmos de classificacao.

Similarmente ao problema de classificagao anterior, abordamos esse problema com o algo-
ritmo de floresta aleatéria. Lidamos com esses dois conjuntos de amostras de cristais liquidos
E7 separadamente. Nessa tarefa de classificagao, temos um total de 1527 imagens para o
primeiro conjunto de amostras de E7 (dopadas com seis concentragoes diferentes de R811) e
1813 imagens para o segundo conjunto de amostras de E7 (dopadas com seis concentragoes
diferentes de R811 e S811 a 10% do peso total da amostra) e tratamos cada concentracao
como uma classe diferente. Exemplos de texturas dessas amostras sao apresentados nas

Figuras 3.3(a) e 3.3(d). Para os dois conjuntos, separamos os dados em conjuntos de treina-
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mento (75% dos dados) e teste (25% dos dados), na mesma proporg¢ao que as concentragoes
ocorrem no dado como um todo. Mais uma vez, usamos todos os 416 pesos das arestas das
redes ordinais mapeadas dessas imagens (com d, = d, =2 e 7, = 7, = 1) como features para
treinar o algoritmo e procuramos pelo melhor modelo realizando um grid-search e validacao
cruzada em cinco camadas no conjunto de treinamento para determinar o melhor ntimero de
arvores de decisdao. As Figuras 3.3(b) e 3.3(e) mostram as matrizes de confusdo obtidas a
partir da aplicagao dos algoritmos treinados aos conjuntos de teste. Observamos que os ele-
mentos diagonais das matrizes sao proximos a um, indicando que nossa abordagem classifica
as amostras quase perfeitamente quanto a concentragao. Ainda verificamos que a acurécia
dos classificadores de floresta aleatoria treinados com os pesos das arestas de redes ordinais
é consideravelmente maior que as acuracias de classificadores de linha de base amparados na
frequéncia de cada concentragao ou na concentragao que ocorre mais frequentemente no con-
junto de treinamento, conforme mostram as Figuras 3.3(c) e 3.3(f). Assim, esses resultados
mostram que as redes ordinais sao igualmente capazes de prever concentracoes de dopante

em cristais liquidos E7 dopados apenas com R811 ou com misturas de R811 e S811.

3.5 Previsao da temperatura de cristais liquidos usando

redes ordinais

Para continuar demonstrando a versatilidade da nossa abordagem, construimos modelos
preditivos para a temperatura das amostras independentemente da concentracao de dopante.
Mais uma vez, consideramos separadamente as amostras de E7 dopadas apenas com R811
e aquelas dopadas com misturas de R811 e S811. Para o primeiro conjunto de amostras
de E7, selecionamos todas as imagens no intervalo de temperatura entre 25°C e 44°C, um
intervalo no qual nenhuma amostra passa por qualquer transicao de fase. Para o segundo
grupo de amostras de E7, o intervalo de temperatura é mais homogéneo (todas as amostras
transitam de fase aproximadamente & mesma temperatura) e as imagens sao restringidas
a temperaturas entre 41°C e 54°C. Impostas essas restricoes, ficamos com 898 imagens
de amostras de E7 dopadas com R811 e 1454 texturas relacionadas ao segundo grupo de
amostras de E7. Para aumentar o nimero de exemplos aos quais o algoritmo é exposto
durante o processo de treinamento, dividimos cada imagem inicial em seis imagens menores
de tamanho 800 x 175 pixels. Em seguida, mapeamos essas imagens menores em redes
ordinais com parametros de embedding d, = d, =2 e 7, = 7, = 1.

Separamos as imagens dos dois conjuntos de amostras em conjuntos de treinamento (75%
dos dados) e teste (25% dos dados) para treinar modelos de floresta aleatoria usando os pesos
das arestas das redes ordinais como features e determinamos o melhor niimero de arvores

de decisao usando um grid-search aliado a uma validacao cruzada em cinco camadas. En-
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Figura 3.4: Predigao da temperatura de amostras de cristais liquidos E7. (a)

Coeficiente de determinagao (R?) de trés modelos de regressao treinados em amostras
de cristal liquido E7 dopadas apenas com R811: floresta aleatoria (R? = 0,56); flo-
resta aleatoria com features obtidas apds a aplicacao do método PCA as redes ordinais
(R? = (,72); k-primeiros vizinhos (R? = 0,89). (b) Relagao entre as temperaturas verda-
deiras e preditas para amostras de cristal liquido E7 aplicando o modelo de k-primeiros
vizinhos mostrado em (a) ao conjunto de teste. (c) Coeficiente de determinagao (R?)
para seis modelos preditivos de k-primeiros vizinhos treinados para cada uma das dife-
rentes concentracoes de dopagem no conjunto de imagens de amostras de E7 dopadas
apenas com R811. (d) Coeficiente de determinagao (R?) para trés modelos de regressao
treinados em amostras de E7 dopadas com misturas de R811 e S811: floresta aleatoria
(R? = 0,72); floresta aleatéria com features obtidas apos a aplicagio do método PCA
as redes ordinais (R? 2 0,86); k-primeiros vizinhos (R? = 0,96). (e) Relacao entre as
temperaturas verdadeiras e preditas para amostras de cristal liquido E7 aplicando o mo-
delo de k-primeiros vizinhos mostrado em (d) ao conjunto de teste. (f) Coeficiente de
determinacao (R?) para seis modelos preditivos de k-primeiros vizinhos treinados para
cada uma das diferentes concentracoes de dopagem no conjunto de imagens de amostras
de E7 dopadas com misturas de R811 e S811.

tretanto, apos essa etapa de treinamento, verificamos que essa abordagem nao leva a bons

resultados. O algoritmo de floresta aleatoria “sobreajusta-se” (overfits) aos conjuntos de

treino, comprometendo a generalizacao dos modelos a imagens as quais o algoritmo nunca

foi

exposto. Para o primeiro grupo de amostras de E7, o valor obtido para o coeficiente de

determinacao (R?) no conjunto de teste ¢ R* = 0,56 e, para o segundo grupo de amostras,

R2

=~ (0,72, conforme mostram as Figuras 3.4(a) e 3.4(d). Procurando melhorar a perfor-

mance do nosso modelo, usamos a técnica de anélise de componentes principais'? (PCA!3)

12
13

O Apéndice F traz alguns detalhes sobre essa técnica.
Do inglés, principal component analysis (PCA).
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para reduzir a dimensionalidade de nossas features [131-133]. Reduzindo os 416 pesos das
arestas a 15 novas features obtidas via redugao de dimensionalidade (PCA features), re-
petimos o processo de treinamento do algoritmo de floresta aleatéria e obtemos melhores
resultados para ambos os grupos de amostras, a saber, R? = 0,72 e R? = 0,86, respectiva-
mente [Figuras 3.4(a) e 3.4(d)|. Tendo em vista o sucesso prévio em tarefas de classificagao,
consideramos esses resultados ainda insatisfatorios. Como o problema de sobreajuste nao foi
solucionado pela reducao de dimensionalidade, optamos por substituir o algoritmo de floresta
aleatoria pelo algoritmo de k-primeiros vizinhos'4, um algoritmo bastante simples e intui-
tivo [131-133]. Sendo assim, retornamos a nossa abordagem anterior de utilizar os pesos das
arestas das redes ordinais como variaveis preditivas e treinamos o algoritmo como discutido
anteriormente, com a tnica diferenca que o parametro a ser otimizado passa a ser o niimero
de primeiros vizinhos. Os resultados obtidos indicam uma melhora significativa, de modo
que encontramos k2 2 0,89 e R? = (0,96 para os primeiro e segundo grupos de amostras de
cristais liquidos E7, respectivamente [Figuras 3.4(a) e 3.4(d)]. As relagoes entre os valores
verdadeiros e preditos para a temperatura das amostras nos conjuntos de teste, estimadas
com os modelos de primeiros vizinhos, sao apresentadas nas Figuras 3.4(b) e 3.4(e).

Como tultima aplicagao, propomos predizer a temperatura das amostras de E7 agrupadas
por concentracdo de R811 ou de R811 e S811 (totalizando 12 grupos, como mostrado na
Tabela 3.1). Nesse caso, usamos o maior intervalo de temperatura para cada grupo de
amostras. As imagens sao mais uma vez subdivididas em seis imagens menores e mapeadas
em redes ordinais com parametros de embedding d, = d, = 2 e 7, = 7, = 1. Em seguida,
essas mesmas imagens (redes ordinais) sdo separadas em conjuntos de treinamento (75% dos
dados) e teste (25% dos dados) para cada um dos 12 grupos de amostras e treinamos 12
modelos de k-primeiros vizinhos com os pesos das arestas das redes. As Figuras 3.4(c) e
3.4(f) mostram que os valores de R? (avaliados nos conjuntos de teste) sao maiores que 0,92
para todos os tipos de amostras de E7 e sdo ainda maiores (R* > 0,96) para os grupos de

amostras dopados com R811 e S811.

140 Apeéndice F traz alguns detalhes sobre esse algoritmo.
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CAPITULO 4

Agrupamento de movimentos de papéis em queda livre usando

entropia e complexidade

Neste ultimo capitulo, apresentamos uma aplicacao do plano complexidade-entropia a
séries temporais obtidas do movimento de queda livre de pequenos pedagos de papel [159].
Aliadas a um algoritmo de agrupamento, entropia e complexidade sao utilizadas para clas-

sificar diferentes tipos de movimento de queda de maneira automética e consistente.

4.1 O problema dos papéis em queda livre

Ao menos desde os trabalhos de Aristoteles, o movimento de queda livre tem fascinado
estudiosos [160] e desempenhando um papel fundamental no desenvolvimento da Mecanica
Classica e da Gravitagdo, bem como de toda a Fisica [160,161]|. Primariamente conhecido
por sua regularidade e descrigao fisica simples, o movimento de queda livre pode tornar-se
notavelmente complexo em muitas situagoes comuns. Esse ¢ o caso do movimento de um
simples pedaco de papel caindo pelo ar, cuja completa descricao matemética ainda permanece
um grande desafio, apesar da longa historia de pesquisas sobre o assunto [162-165].

A abordagem tradicional para o enfrentamento dessa complexa forma de movimento re-
monta ao trabalho seminal de Maxwell acerca do movimento de queda de pedacos de papel
em tombos sucessivos (tumbling) [162], e vale-se de modelagem matemaética via fisica ba-
sica [163,164,166] ou de representagoes desses movimentos em um espago bidimensional cu-
jas variaveis independentes sao o momento de inércia adimensional e o ntimero de Reynolds!

para distinguir entre movimentos de queda estacionarios, em tombos sucessivos (tumbling)

1O ntmero de Reynolds Re associado ao movimento de queda livre de um pedaco de papel é definido
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e caoticos [168,169]. Tendo isso em conta, investigagoes mais recentes tém mostrado que o
problema da queda de pequenos pedagos de papel pode ser abordado empiricamente, aliando
visao computacional e métodos de aprendizagem de méquina a experimentos automatizados
de larga escala [167,170).

Os trabalhos de Howison e colaboradores [167,170] sao pioneiros em demonstrar a uti-
lidade de um sistema automatizado de experimentacao fisica para avancar a compreensao
do movimento de queda livre de pequenos pedacos de papel. Em nosso trabalho, utilizamos
seus dados experimentais para investigar e classificar séries temporais associadas a pequenos
pedagos de papel em queda livre. Diferentemente de trabalhos pregressos, usamos os padroes
ordinais obtidos do processo de simbolizacao de Bandt e Pompe para investigar o movimento
de queda desses papéis. Nossa abordagem abdica da descricao matematica do movimento
de queda do papel pela estimativa de duas medidas de complexidade, a saber, a entropia
de permutagao [6] e a complexidade estatistica [51,62], ambas associadas as distribuigoes de
probabilidade das permutacoes obtidas de séries temporais da area observavel dos pedacos
de papel capturadas por cameras de video. O uso conjunto dessas medidas de complexidade
da origem ao chamado plano complexidade-entropia, uma ferramenta que ja encontramos
a Secao 1.2. Para além de uma descrigao simples e direta, o uso de medidas de teoria de
informacgao pode ser ainda motivado por conexoes entre o movimento de queda de pedagos

de papel e teoria do caos [163,169|.

4.2 Apresentacao dos dados

Os dados analisados neste trabalho foram obtidos do artigo de Howison et al. [167] e
estao disponiveis no repositério https://github.com/th533/Falling-Paper. Os
autores da referéncia [167] combinam robédtica e visdo computacional para criar um sistema
automatizado de experimentacao capaz de cortar, soltar e monitorar o movimento de queda
de pequenos pedacos de papel com diferentes formatos. Para o monitoramento, eles utilizam

duas cameras de alta velocidade que permitem a reconstrucao da trajetoria dos centros de

por [167]

com v, a componente vertical da velocidade, L uma medida caracteristica do comprimento do papel e v a
viscosidade dinamica do ar. No caso de papéis com formato circular, o diAmetro d é a medida de comprimento
utilizada, assim como o lado [ é utilizado para papéis quadrados. O momento de inércia adimensional I*
depende do formato do papel e é escrito como

I* - Iformato
formato — .
Pard®

. . ., . 1. 4 . 2
No caso de papéis em forma de circulo, o momento de inércia utilizado ¢ aquele do disco, Igisco = "5

Ainda, na definicdo acima, o denominador representa o momento de inércia de uma massa esférica de ar de
didmetro proximo ao didmetro do pedago papel [167,168].
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Formato # Séries temporais Tombos sucessivos Caotico

Circulo 170 49% 51%
Hexagono 120 39% 61%
Quadrado 92 30% 70%

Cruz 59 31% 69%

Tabela 4.1: Resumo das séries de papéis em queda livre. Niumero de séries tem-
porais utilizadas e abundancia relativa de séries exibindo movimentos em tombos sucessivos
(tumbling) e cadticos para cada formato de papel.

massa dos papéis e também geram séries temporais de area observavel, isto é, séries temporais
da fragao da area dos pedagos de papel que é visivel (em relagao a area total do papel) por
cada uma das cameras. Uma vez que o processo é inteiramente automatizado, os autores
puderam monitorar e analisar o movimento de queda de centenas de papéis com formato
circular, hexagonal, quadrado e de cruz, como apresentados na Tabela 4.1. Além disso,
Howison et al. [167] oferecem uma classificagdo dos comportamentos de queda realizada
visualmente por dois especialistas (Tabela 4.1). Os movimentos de queda sao divididos em
trés categorias: estacionario, tombos sucessivos (tumbling) e cadtico. Quedas estacionérias
sao as mais simples e diretas, sendo caracterizadas por um movimento vertical do centro de
massa combinado a pequenas oscilagoes horizontais. Quedas em forma de tombos sucessivos
(tumbling) sao marcadas por um movimento continuo de rotagdo em torno do proprio eixo
combinado a um movimento lateral de translagao. Em contraste, quedas cadticas alternam
entre giros em torno do préprio eixo e movimentos de translagao longos, rapidos e suaves,
sem qualquer regularidade aparente.

Concentramos nossas investigagoes na distingao entre os movimentos cadtico e em forma
de tombos sucessivos, uma vez que o movimento estacionario é facilmente distinguivel des-
ses comportamentos mais complexos [167|. Além disso, utilizamos séries de area observével
{z+}1=1..~n, (N é o nimero de observagoes da série) obtidas de apenas uma das cameras
para classificar o tipo do movimento como cadtico ou em forma de tombos sucessivos. A
Figura 4.1 mostra séries temporais tipicas para cada uma dessas duas categorias de movi-
mento de queda. Notamos o comportamento aproximadamente periddico da série de queda
em tombos sucessivos em contraposicao ao comportamento erritico da série cadtica. Va-
lores de x; &~ 1 indicam que o pedaco de papel esta paralelo ao plano de visao da camera,
enquanto x; ~ 0 indica que o papel esta perpendicular a esse plano. As observagoes dessas
séries temporais foram gravadas com uma frequéncia amostral de 98Hz (o intervalo de tempo
entre observagoes consecutivas é de ~0,01s). A Tabela 4.1 mostra o nimero total de séries
temporais usadas em nosso trabalho e os percentuais de quedas exibindo comportamentos
em forma de tombos sucessivos e cadticos para cada formato de papel. Os pedacos de papel

utilizados durante os experimentos tém dimensoes tipicas entre 5cm e 10cm [167].
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Figura 4.1: Séries de areas observaveis de papéis em queda livre. Séries temporais
de areas observaveis de pequenos pedacos circulares de papel em queda livre exibindo
movimentos (a) em tombos sucessivos (tumbling) e (b) cadticos.

4.3 Classificacao de movimentos de queda livre

Apresentados os dados, relembramos que os parametros de embedding d, e T, precisam
ser adequadamente escolhidos para que a distribui¢ao ordinal seja apropriadamente estimada
(Segao 1.2). Como as nossas séries temporais tém um comprimento médio de 110 observagoes,
fixamos d, = 3 e 7, = 1 em todas as nossas analises subsequentes. Para a implementacao
numérica do plano complexidade-entropia, utilizamos a funcao complexity_entropy do
modulo ordpy.

Assim, calculamos os valores de entropia de permutacao e complexidade estatistica para
todas as séries temporais de area observavel apds agrupa-las pelo formato do papel. A
primeira coluna da Figura 4.2 apresenta a disposi¢ao dessas séries no plano complexidade-
entropia para todos os formatos de papel e mostra os movimentos de queda classificados
visualmente por especialistas como cadticos e em tombos sucessivos, coloridos em rosa e
verde, respectivamente. Esses painéis também mostram os valores méaximos (linha superior)
e minimos (linha inferior) possiveis para a complexidade em fungao dos valores da entropia.
Observamos que séries temporais relacionadas a quedas que se dao em tombos sucessivos
localizam-se em uma regiao do plano caracterizada por alta entropia e mais baixa complexi-

dade quando comparadas a séries de quedas cadticas. Além disso, séries temporais cadticas
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Figura 4.2: Localizacao e classificacao de movimentos de queda livre de pedacos
de papel no plano complexidade-entropia. Os painéis (a)-(d) mostram os valores
de complexidade e entropia das séries temporais de area observavel de pedacos de papel
em forma de circulo, hexagono, quadrado e cruz, respectivamente. Na primeira coluna,
sao mostradas as classificacoes realizadas por dois especialistas, enquanto na coluna a
direita temos classificagcoes automaticas obtidas a partir da aplicagao do algoritmo K-
means (com K = 2 grupos). Em todos os painéis, as curvas em preto indicam os valores
maximos e minimos de complexidade.
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localizam-se proximas aos valores maximos de complexidade, enquanto o movimento em
tombos sucessivos é praticamente equidistante dos valores maximos e minimos de comple-
xidade. Esses resultados assemelham-se, de certa maneira, a distingao entre mapas cadticos
e processos estocasticos reportada no trabalho seminal de Rosso et al. [51]. Nesse trabalho,
os autores encontram que séries temporais de varios mapas cadticos localizam-se proximas
aos valores maximos de complexidade, enquanto séries de processos estocasticos apresentam
valores intermediarios de complexidade?. A Figura 4.2 mostra que esses padroes sao vélidos
nao apenas para papéis circulares mas também para os hexagonais, quadrados e em forma
de cruz.

Esses resultados demonstram que séries da area observéavel de papéis em diferentes tipos
de queda tém graus distintos de entropia e complexidade, o que pode permitir agrupé-las
automaticamente com o uso de métodos de aprendizagem estatistica nao supervisionados.
Para testar essa possibilidade, aplicamos o algoritmo de agrupamento K-means® [132,133]
aos pares de valores de entropia e complexidade referentes as séries temporais, separadas
pelo formato de papel. Este método divide um conjunto de dados em K grupos por meio
da otimizacao dos centros dos grupos para que cada observacao torne-se ao mesmo tempo
proxima ao centro de seu grupo e afastada dos centros dos outros grupos. A segunda coluna
da Figura 4.2 mostra as separagoes das séries no plano complexidade-entropia em dois grupos
(K = 2) realizadas pelo algoritmo para todos os formatos de papéis. Ainda mais, uma vez
que o nimero de grupos é pré-definido no algoritmo K-means, investigamos se a separagao
dos dados em dois grupos representa um particionamento 6timo. Para tanto, estimamos
o indice de silhueta? [133,171| para diferentes particionamentos realizados pelo algoritmo
K-means para diferentes valores de K. Podendo variar entre —1 e 1, o indice de silhueta
quantifica a coesao e a separacao dos agrupamentos de um dado de tal forma que quanto
mais alto seu valor, melhor a configuracao dos grupos. Os resultados na Figura 4.3 mostram
que K = 2 maximiza o valor do indice de silhueta para todos os formatos de papel e, assim,
o particionamento em dois grupos pode ser considerado 6timo em termos dessa métrica.
Chegamos a mesma conclusao para todos os formatos de papel quando usamos o “método
do cotovelo™ [133| para avaliar alteragoes no coeficiente de inércia (soma de quadrados das
distancias ao centros dos grupos) dos agrupamentos (veja a coluna a direita na Figura 4.3).

Podemos ainda quantificar o desempenho da nossa abordagem de agrupamento auto-
méatico comparando os grupos obtidos a partir do plano complexidade-entropia com a clas-
sificacao realizada pelos especialistas [167]. Essa concordancia é de 87% para os pedagos

quadrados de papel, 84% para pedacos circulares e hexagonais e de 69% para aqueles em

2Replicamos esses resultados na Figura 1.4 ao apresentarmos o médulo ordpy.

30 Apéndice F traz uma descricdo desse algoritmo de aprendizagem nao supervisionada. Aqui, utilizamos
a implementagao desse algoritmo contida no médulo Python scikit-learn [131].

40 indice de silhueta é definido no Apéndice F.

SEm inglés, elbow method. Esse método é descrito no Apéndice F.
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Figura 4.3: Avaliacao dos agrupamentos do algoritmo K-means. Indice de silhueta
(& esquerda) e inércia (& direita) das separagoes das séries temporais de area observavel
em K grupos. Os painéis (a)-(d) mostram os resultados para o agrupamentos de séries
de pedagos de papel em forma de circulo, hexadgono, quadrado e cruz, respectivamente.
Observamos que K = 2 resulta no melhor particionamento de acordo com o coeficiente
de silhueta e também com o “método do cotovelo”.

formato de cruz. Esses percentuais de concordancia sao significativamente mais altos que

aqueles obtidos ao aplicar o algoritmo K-means a versoes embaralhadas das séries temporais

de areas observaveis (concordancia média proxima a escolhas aleatorias), o que confirma que

as medidas de complexidade e entropia de permutagao sao tteis para distinguir entre esses

dois tipos de movimento. Nossos resultados também sao melhores que a simples estratégia de
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imputar a todas as séries temporais, agrupadas pelo formato do papel, seu comportamento
mais comum (Tabela 4.1) e bastante similares aqueles reportados por Howison et al. [167],
que agruparam os movimentos de queda a partir de caracteristicas como a velocidade ver-
tical do papel v, e sua frequéncia de rotacao ao cair w. Todavia, vale notar que o célculo
da velocidade de queda depende do processamento da trajetéria tridimensional dos pedacos
de papel [167], enquanto valores de entropia e complexidade sao estimados diretamente das
areas observaveis dos papéis filmados durante as quedas (uma série unidimensional obtida
mais facilmente que a trajetoria completa do centro de massa). Finalmente, como também
defendido por Howison et al. [167], vale ressaltar que a distingdo visual entre movimentos
de queda cadticos e em tombos sucessivos €, por vezes, ambigua. Especialistas nem sempre
concordam acerca dos comportamentos que observam, o que justifica nossa investiga¢ao nao
supervisionada da localizacao de séries de queda em tombos sucessivos e cadticas no plano
complexidade-entropia. Assim, nossa classificacdo baseada no plano complexidade-entropia

é menos subjetiva e pode ajudar a reduzir a ambiguidade nas classificagoes de especialistas.
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Conclusdes e Perspectivas

Iniciamos este trabalho realizando uma revisao da literatura relacionada a entropia de
permutacao e a todo o formalismo que se seguiu desta medida de complexidade. Conjun-
tamente a essa revisao, apresentamos o pacote Python ordpy [39] por meio da replicagao
de resultados importantes da literatura de métodos ordinais. Tendo em mente um novo
paradigma que avanga na ciéncia, decorrente do uso e disponibilidade de grandes bases de
dados [172-175], caracteristicas como a simplicidade e escalabilidade dos métodos ordinais
tornam-os ferramentas bastante atrativas. Assim, acreditamos que o pacote ordpy pode
colaborar com uma maior popularizacao dos métodos ordinais, principalmente em areas de
pesquisa com menos tradi¢ao em computagao cientifica. Esperamos também que esse pacote
fomente a reprodutibilidade e acessibilidade desses métodos, da mesma forma que outros
softwares de codigo aberto, tais como tisean [176] (analise de séries temporais nao linea-
res), pyunicorn [177] (redes de séries temporais e anélise de recorréncia) e powerlaw [178]
(ajuste e analise de distribui¢oes de cauda pesada) tém feito.

No restante deste trabalho, dirigimos grande parte de nossa atengao as redes ordinais,
um desenvolvimento mais recente no contexto dos métodos ordinais. Comecamos nossas
investigagoes com essas redes apresentando uma nova abordagem para mapear dados bidi-
mensionais (imagens) em redes ordinais [33]. Além disso, apresentamos uma analise sobre
as restricoes de conectividade em redes ordinais mapeadas de dados bidimensionais e desen-
volvemos um método numérico para encontrar a estrutura de redes ordinais mapeadas de
dados aleatorios. Avaliamos a aplicacao dessa transformacao a imagens de um ornamento
geométrico peridédico, de movimento browniano fracionério bidimensional e de superficies de
Ising geradas via simulacoes computacionais. Em todos os casos, a observagao do compor-
tamento de algumas propriedades das redes ordinais mostrou-se muito eficaz em identificar
alteragoes nas dinamicas dos sistemas. Quando aplicadas a um conjunto de texturas reais,
as redes ordinais foram capazes de identificar simetrias simples nessas imagens. FEm dois

cenarios de classificagao, com superficies brownianas fracionérias e superficies de Ising, esta-
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tisticas obtidas de redes ordinais demonstraram maior capacidade preditiva em comparacao
a estatisticas obtidas de matrizes de coocorréncia de nivel de cinza (GLCMs), um método
tradicional de analise de imagens. A adicao de ruido a essas superficies testou a resiliéncia
das redes ordinais e revelou a possibilidade de combinagao dos pesos das arestas a analise
de componentes principais na geracao de novos preditores. Enfim, ressaltamos que mape-
amentos de séries temporais [34] ou imagens [117,118] em redes complexas para fins de
caracterizagao representam um desenvolvimento recente dentro da ciéncia de redes e nossos
resultados contribuem para o avanco dessas abordagens.

Progredimos ainda mais com aplicagoes de redes ordinais a imagens, mais especifica-
mente, a texturas de cristais liquidos obtidas experimentalmente [40]. Verificamos que os
pesos das arestas de redes ordinais representando imagens de amostras de cristais liquidos
aliados a algoritmos de aprendizagem de maquina sao uma combinacao capaz de classificar
transicoes de fase e concentracoes de dopantes, além de prever a temperatura dessas amos-
tras com boa precisao. Comparando nossos resultados aqueles obtidos da aplicagao de redes
neurais convolucionais a imagens de cristais liquidos [147], concluimos que nossa abordagem
produz acuracias comparaveis em classificacoes e niimeros ligeiramente piores em regressoes.
De modo geral, o sucesso que alcancamos em diferentes problemas e cenérios demonstra a
versatilidade da transformagcao de redes ordinais como ferramenta de extracao de features de
imagens, especialmente no que toca imagens de materiais fisicos complexos.

Em uma ultima aplicacao do formalismo de Bandt e Pompe, séries temporais de area
observavel obtidas de movimentos de queda livre de pequenos pedagos de papel foram ma-
peadas em pontos no plano complexidade-entropia. Em seguida, aplicamos o algoritmo de
agrupamento K-means a esses valores de complexidade e entropia a fim de separar quedas
cadticas de quedas que se dao em tombos sucessivos. Os grupos encontrados pelo algoritmo
apresentaram boa concordancia com classificacoes realizadas por um par de especialistas e
mostram que o plano complexidade-entropia funciona como um espago de representacao no
qual movimentos de queda em meios viscosos podem ser convenientemente discriminados.
Notamos ainda que a substituicao da complexidade estatistica pela medida de informacao
de Fisher [179] ou pela recém-proposta divergéncia de permutagao de Jensen-Shannon [180],
pode levar a resultados bastante similares aos que apresentamos. Tudo isso demonstra a
versatilidade e robustez do formalismo de Bandt e Pompe, uma vez que diferentes medi-
das de complexidade sao capazes de produzir anélises apropriadas dessas séries temporais
empiricas, curtas e nao lineares.

Finalmente, este trabalho proporciona uma perspectiva geral do formalismo de Bandt e
Pompe, o que facilita a identificacao de novas oportunidades de investigacao e aplicacao de
métodos ordinais. Sendo assim, pretendemos continuar aumentando o nimero de métodos
ordinais implementados no pacote ordpy, bem como continuar aplicando métodos ordinais

a novos conjuntos de dados, especialmente de imagens.
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APENDICE A

Selecdo de pardmetros de embedding na analise de séries temporais

Os parametros de embedding (d, e 7,) sao importantes em varias aplicagoes relacionadas
ao formalismo de Bandt e Pompe, de modo que escolhas equivocadas desses parametros
podem levar a conclusoes incorretas. Ao mesmo tempo, nao existe um tnico procedimento
para a selecao de valores 6timos para esses parametros e essa escolha depende da natureza
da série temporal e da motivacao da pesquisa. No contexto da entropia de permutagao,
Myers et al. [181] sugerem trés estratégias principais: ) seguir as sugestoes de especialistas;
i1) tentativa e erro; i) utilizar métodos de reconstrugao do espaco de fase relacionados a
analise de séries temporais nao lineares.

A primeira estratégia, consistindo em seguir boas praticas previamente estabelecidas
na literatura, tem como bons pontos de partida os artigos de revisao sobre entropia de
permutagao e métodos afins [182-185|. O trabalho de Riedl et al. [183] ¢ particularmente
interessante visto que os autores compilam diferentes escolhas de parametros de embedding de
acordo com as caracteristicas da série temporal e drea de pesquisa. Entre outras proposicoes,
esses autores sugerem a utilizacao de 7, = 1 e da maior embedding dimension que possibilita
uma avaliacao apropriada da distribuicao ordinal para dados mais facilmente descritos por
modelos discretos.

A segunda estratégia vale-se da origem computacional do formalismo de Bandt e Pompe
e estd em acordo com as estratégias de otimizacao de parametros em aprendizagem de mé-
quina [132,133], nas quais a sele¢do de parametros 6timos é frequentemente alcancada via
experimentagao (tentativa e erro), heuristica e validagao usando modelos nulos. Acreditamos
que essa estratégia seja fundamental em aplicagoes envolvendo tarefas de regressao e classi-
ficag@o, nas quais os parametros de embedding 6timos podem ser encontrados minimizando

fungoes de perda usando validacdo cruzada e conjuntos de treino e teste [26]. Uma outra
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heuristica, proposta por Kulp et al. [186], sugere o uso de ensembles de séries temporais
aleatorias com o mesmo comprimento da série temporal sob analise e selecionar a maior
embedding dimension para a qual o nimero de padroes ordinais faltantes é zero.

A terceira estratégia para a selecao de parametros de embedding refere-se ao uso de méto-
dos derivados ou relacionados a anélise de séries temporais nao lineares [7,8,187|. Técnicas
comuns, tais como procurar pelo primeiro zero da funcao de autocorrelacao ou o primeiro mi-
nimo da informagao mutua, podem ser especialmente interessantes na escolha de 7, [7,187].
Vale a pena relembrar que os parametros de embedding do procedimento de simbolizagao
de Bandt e Pompe estao intimamente relacionados a ideia de embedding e reconstrucao de
espago de fase no contexto de sistemas dinamicos [188-191|. De fato, investigagoes baseadas
em métodos ordinais no contexto de dindmica cadtica sao parte instrumental do desenvol-
vimento do formalismo de Bandt e Pompe [6,31,51]. Nesse contexto, uma representacao
simples e interessante de como a embedding dimension se relaciona ao espacgo de fase subja-
cente ¢ apresentada por Groth [192].

Além dessas trés estratégias, existem tentativas de desenvolvimento de procedimentos
automaticos para a selecao de parametros de embedding em aplicagoes da entropia de per-
mutacdo a séries temporais [181,183,193]. Ressaltamos a importante comparacao entre
recomendacoes de especialistas e recomendagoes automatizadas apresentada por Myers et
al. [181].

Considerando os desenvolvimentos mais recentes relacionados ao mapeamento de séries
temporais em redes ordinais, varios trabalhos investigaram a selecao de parametros de em-
bedding 6timos [31,86,89,194|. Nesse contexto, propriedades topologicas das redes tornam-se
critérios importantes para a selecao apropriada de parametros de embedding capazes de cap-
turar caracteristicas da dinamica do sistema. Para ilustrar essa abordagem, reproduzimos
parcialmente os resultados de Sakellariou et al. [89] (veja a Figura 8 desta referéncia) acerca
de redes ordinais mapeadas de séries periédicas do mapa logistico com periodo 2* para
k € {2,3,4,5}. A Figura A.1(a) mostra uma representagao dessas redes mapeadas com
d, =17 e 7, = 1. Observamos que esse valor de d, é suficientemente grande para mapear o
comportamento periddico dessas séries temporais em redes regulares (de estrutura circular,
semelhantes a anéis) com o numero de nos precisamente igual ao periodo da série temporal.
Conforme discutido por Sakellariou et al. [89], a embedding dimension precisa ser maior que
2F=1 para que a topologia da rede represente explicitamente o periodo 2* da série temporal.
A Figura A.1(b) ilustra o que acontece com redes ordinais mapeadas de uma série temporal
com periodo de 8 observagoes (k = 3) para diferentes valores de d,. Os resultados claramente
confirmam que a topologia da rede somente alude corretamente ao periodo quando d, > 4.
Problemas similares envolvendo escolhas nao 6timas de d, emergem quando usamos redes

ordinais para estimar invariantes dindmicos como a entropia topologica [195].
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Figura A.1: Redes ordinais mapeadas de séries logisticas periodicas. (a) Redes
ordinais mapeadas a partir de séries logisticas periodicas (N, = 100) com parametros
r = 3,5 (periodo 4), r = 3,56 (periodo 8), r = 3,566 (periodo 16) e r = 3,5695 (periodo
32). Todas as quatro redes s@o obtidas usando parametros de embedding d, = 17 e
7. = 1. (b) Redes ordinais mapeadas a partir de uma série do mapa logistico de periodo
8 (r = 3,56) com embedding dimensions d, € {2,3,4,5} e 7, = 1. Notamos que d, deve
ser maior que 4 para que o nimero de nos seja igual ao periodo da série. Ainda mais, a
estrutura dessa rede nao é modificada quando consideramos valores de d, maiores que 4
(como mostrado pela ultima rede do painel (b) e pela segunda rede do painel (a).
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APENDICE B

Sistemas dindmicos

Neste apéndice, apresentamos brevemente as definicoes dos sistemas dinamicos! mencio-

nados ao longo deste trabalho.
1. O mapa? logistico ¢ definido pela seguinte equagao de diferenca [197]:

Ti4+1 = Tﬁ?t(l - QJt) ) (B-l)

com r um parametro adimensional.

2. O mapa logistico transiente é definido como [47,198|
T = r(t)a (1 — xy), (B.2)

com o parametro r(t) sendo incrementado a cada iteragao.

3. O skew tent map ¢ dado por x4, = F(x;) sendo [199]

Fla) = x/w para z € [0,w] (B.3)
(1—2)/(1—-w) parazx € |w,1]

1'Um sistema dinamico é um sistema definido por algum tipo de regra (comumente, equacgoes diferenciais
ou de recorréncia) e que, estando disponivel informagao suficiente de seu estado atual, podemos aplicar
aquela regra para predizer seus estados futuros [187]. Outra caracteristica desses sistemas é que sua evolugao
temporal é descrita em um espago de fase definido pelas variaveis que caracterizam o estado do sistema [7].

2Um mapa (ou equagao de diferenga) é um exemplo de sistema dinamico no qual o tempo é uma variavel
discreta [7,196]. De um modo geral, um mapa é escrito na forma

xp11 = F(x¢),

com x = (21, %2, ..., Z,) € F um campo vetorial de mesma dimensao [7,196].
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e w um parametro.

4. O mapa de Hénon é definido como [200]

_ 2
Tip1 = 1 —ax; + 1y

, (B.A)
Y1 = by

sendo a e |b| < 1 seus parametros. Esse mapa pode ser pensado como uma extensao bidi-

mensional do mapa logistico [200].

5. O mapa de Schuster ¢ definido por [200]
Ty = (z+ ;) mod 1, (B.5)

com z um parametro. A operagao “mod” retorna a parte fracionaria (decimal) de um ntmero.

6. O sistema de Rossler é um sistema dinamico no qual o tempo é uma variavel continua?

sendo definido pelo conjunto de equagoes diferenciais acopladas [201, 202]

.

at ~ 7

d

T=atay (B.6)
d

d—j:b%—z(a:—c)

no qual a, b, e ¢ sao parametros. Esse sistema de equagoes foi resolvido numericamente

usando o pacote Python scipy [203].

3Sistemas dinamicos nos quais o tempo ¢ uma varidvel continua sdo descritos por conjuntos de equacdes
diferenciais de primeira ordem do tipo

dx(t)
= F(x(t)).

Esses sistemas dinmicos também sao chamados de fluxos [7,196]. Na equacdo acima, x = (21,22, ..., %) €
F é um campo vetorial de mesma dimensao. No caso do sistema de Rdssler, em que o campo vetorial nao
depende explicitamente do tempo, o sistema é ainda chamado de auténomo [7,196].
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APENDICE C

Processos estocasticos

Neste apéndice apresentamos brevemente as definicoes dos processos estocasticos! men-

cionados ao longo deste trabalho.

1. Uma superficie de Ising [123,124] é uma rede quadrada na qual a altura de cada sitio
da rede representa a soma acumulada de variaveis de spin em uma simulacao de Monte
Carlo [70]. Assumindo que o; € {—1,1} representa a variavel de spin no sitio i, podemos

escrever a hamiltoniana do sistema como

H=— 0,05, (Cl)
com o somatorio envolvendo apenas os primeiros vizinhos. A amplitude S; no sitio i da

superficie de Ising correspondente é definida por

5= S0, (©2)
t

sendo o;(t) o valor assumido pela variavel de spin no passo t da simulagado de Monte Carlo.

Para cada superficie, definimos a temperatura reduzida 7, como sendo a razao entre a tem-

peratura T e a temperatura critica 7, do sistema de Ising [T, = 2/1In (1 + /2)]. Utilizamos

condicoes periddicas de contorno em nossas simulagoes.

'Um processo estocéstico (ou processo aleatério) é uma colegao de variaveis aleatorias {X (t),t € T},
indexadas por uma variavel ¢ [204]. De maneira mais geral, nos casos em que as variaveis t e/ou X sao
multidimensionais, o processo estocastico é dito ser um campo aleatorio [205]. Quando o conjunto T dos
indices é um conjunto enumerével, o processo é dito discreto [204]. Caso T seja um intervalo da reta real
(ou uma regido de um espago multidimensional) o processo é continuo [204].
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2. O movimento browniano fracionério é um processo estocastico continuo, autossimilar e nao
estacionério introduzido por Mandelbrot e Van Ness [206]. O expoente de Hurst h € (0, 1),
seu unico parametro, controla a rugosidade observada em séries temporais desse processo, de
modo que quanto menor o valor de h mais rugosa ¢é a série temporal. O caso em que h = 1/2
corresponde ao movimento browniano usual (ruido branco gaussiano integrado). Para gerar

séries temporais desse processo estocastico, empregamos o método de Hosking [207].

No caso bidimensional, e seguindo o método turning bands [122|, amostras de superficies
brownianas fracionarias sao geradas, a partir de amostras unidimensionais, da seguinte ma-
neira. Primeiramente, o espago bidimensional ¢ dividido por L retas que formam um angulo
0 entre si (bem como com o eixo ), sendo o vetor diretor da i-ésima reta denotado por ;.
Em seguida, na direcao determinada pela i-ésima reta, uma série temporal browniana fraci-
onaria Z; é colocada na origem do plano cartesiano. Essa série ¢ ainda duplicada e revertida
de modo a ocupar a outra metade da i-ésima reta (na dire¢ao do vetor —;). Considerando
um vetor ¥ que localiza um ponto X no plano xy, a amplitude By (Z) de uma superficie

browniana fracionaria é dada por

Bp(Z) = % Z Zi(Z - ;). (C.3)

Para gerar as superficies brownianas fracionarias utilizadas neste trabalho, usamos o método

turning bands conforme implementado na referéncia [208].

3. Um ruido gaussiano fracionario é um processo estocastico estacionario que representa os
incrementos do movimento browniano fracionario. Para esse processo gaussiano, o para-
metro de Hurst h € (0,1) controla o alcance das correlagoes temporais do processo. Para
h > 1/2, o processo apresenta memoria de longo alcance marcada por um comportamento
persistente. Para h < 1/2, o processo apresenta correlagbes de curto alcance marcadas por
um comportamento antipersistente. Caso h = 1/2, recuperamos o ruido branco gaussi-
ano. Para gerar séries temporais de ruido gaussiano fracionario, também usamos o método
de Hosking [207,209]. Informagoes detalhadas acerca de toda a teoria envolvida em simula-
¢oes de ruido fracionario gaussiano e movimento browniano fracionario a partir do método de
Hosking podem ser encontradas na referéncia [104]. O codigo fonte, escrito na linguagem pro-

gramagao C, que foi usado nesse trabalho, esta publicamente disponivel na referéncia [210].

4. Ruidos 1/f [211,212] sdo uma classe de processos estocésticos que tem por caracteristica
uma densidade espectral que decai como lei de poténcia na forma 1/f* [211-213], sendo
k > 0 um parametro. O caso k = 0 corresponde ao ruido branco, enquanto k = 2 corres-
ponde ao ruido marrom (caminhada aleatéria ou ruido branco integrado). Geramos ruidos
1/ f* gaussianos para k € {0;0,25;0,50;...;3,0} usando o algoritmo proposto por Timmer e

Ko6nig [213]| conforme implementado na referéncia [214].
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5. O ornamento geométrico periddico usado neste trabalho pode ser representado como uma
matriz quadrada Z. Para defini-lo, primeiramente construimos duas matrizes X e Y cujos

elementos sao dados por

_ 2m(j—1) -~ 2m(i-1)

Xij = =1 e YV, = o) (C.4)

A partir dessas defini¢oes, os elementos Z;; da matriz que representa o ornamento sao dados
por

Zij = sen <%XZJ cosf — %Y;g sen 6) ) <C5)

com i,j = 1,...,N (N o tamanho da matriz), 6 definindo o adngulo entre as listras do
ornamento e a horizontal e w € Z7 a frequéncia dessas listras. O ornamento mostrado
na Figura 1.9(e) é obtido com os parametros N = 250, w = 9 e § = 135°. Apesar de
ser completamente deterministico, podemos introduzir aleatoriedade nesse ornamento |28,
33,125]. Nesse caso, introduzimos um parametro p para controlar a probabilidade de que
elementos da matriz sejam embaralhados aleatoriamente. Uma fun¢ao implementando esse

ornamento geométrico esta disponivel no notebook de exemplos do pacote ordpy [39].
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APENDICE D

Matrizes de coocorréncia de nivel de cinza

As matrizes de coocorréncia de nivel de cinza (GLCMs) [127,128| constituem uma abor-

dagem muito popular de analise de texturas. Essa abordagem consiste do calculo de matrizes

me.p(i,J) que representam a frequéncia relativa de coocorréncia de intensidades de pixels 4

e j Jcom 0 < (i,7) < Neinza © Neinza = 255 para imagens 8 bits| a distancia D e angulo 6.

A partir das GLCMs, podemos calcular varias estatisticas descritivas de uma textura [128].

Neste trabalho, utilizamos cinco medidas comumente usadas e que estao implementadas no

pacote Python scikit-image [126]|. Essas medidas sao:

Ny

contraste(d, D) = Z(Z - j)2m6,D(iaj) )

1,J

Ng
dissimilaridade(#, D) = Z li — j|me,p(i,]) .
i,J

N, .
. me D(Z7])

homogeneidade(6, D) = Z —
1+ (i —17)

Ng
energia(f, D) = Z mo,p(i,J)?
2%

Ng . .
correlagao(f, D) = Zme,D(i,j) (0 — ) (G — py) 7

— 00y

i.j
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sendo

Ng

po = _imyp(i,j),

1,7
Ny

Hy = Z] mG,D(ivj) )
i?j

Ny

s =Y (i = pa)*man(i,j),
2%
Ng

U; = Z(] - Uy)QmO,D<i7j)'

i?j
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APENDICE E

Cristais liquidos

E comumente considerado que a matéria apresenta trés fases ou estados: solido, liquido
e gasoso. Esses estados diferem-se pelo ordenamento dos atomos (solidos) e propriedades
fisicas como a fluidez (liquidos e gases) [148|. Verifica-se, entretanto, que alguns compos-
tos organicos apresentam fases intermediarias da matéria cujas propriedades mecéanicas e
de simetria (arranjo molecular) estdo entre aquelas de sélidos cristalinos e liquidos isotro-
picos [148,215]. Essas fases recebem coletivamente o nome de cristais liquidos® ou fases
mesomorficas ou, ainda, mesofases [148].

Os cristais liquidos dividem-se em dois grandes grupos quanto ao mecanismo responsével
pelas transiges para fases liquido cristalinas (ou entre essas fases): liotropicos e termotropi-
cos [148,215]. Transi¢oes de fase envolvendo cristais liquidos liotropicos podem ser induzidas
por meio da variacao de concentracao de determinados tipos de moléculas quimicas carac-
teristicamente alongadas e rigidas (como polimeros) em um solvente apropriado [148,215].
Transicoes de fase envolvendo cristais liquidos termotropicos sao obtidas por meio da altera-
¢ao da temperatura do material [148,215|. As caracteristicas fisicas que marcam os cristais
liquidos tem sua origem, em grande parte, na forma de suas moléculas constituintes. No caso
dos cristais liquidos termotropicos, moléculas em forma de disco (discoticas) ou moléculas
alongadas, em forma de bastao (calamiticas), sdo os tipos mais comuns [148,215].

Entre as muitas mesofases liquido cristalinas, restringimos nossa atencao a apenas trés,
relacionadas a cristais liquidos termotropicos formados por moléculas alongadas: esmética,

nematica e colestérica [148,215].

! Compostos quimicos encontrados nesses estados também sao denominados cristais liquidos. Isso acontece
da mesma forma que soélidos, liquidos e gases recebem seus nomes em clara alusao aos seus estados fisicos.
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Figura E.1: Representagao esquematica de mesofases liquido cristalinas. (a) Fase
esmética A. (b) Fase nemaética. (c) Fase colestérica.

Dentre a classe de fases esméticas temos, por exemplo, as fases esméticas A, B e C [148].
Para este trabalho, em especial, sdo importantes a fase esmética A e a fase esmética A qui-
ral [148|. A fase esmética A |[Figura E.1(a)] tem como principal caracteristica a disposi¢ao de
suas moléculas em camadas de tamanho bem definido [148]. Além disso, as moléculas desses
planos estao orientadas (em média) na diregdo de um vetor diretor n que é perpendicular as
camadas das moléculas. A fase esmética A de um composto quiral apresenta caracteristicas
de simetria distintas & fase esmética A e é denominada esmética A quiral [148].

A mesofase nemaética |[Figura E.1(b)| tem como principal caracteristica o alinhamento
médio das moléculas na dire¢ao de um vetor diretor n, a despeito da falta de ordenamento dos
centros de massa das moléculas (inexisténcia de qualquer simetria translacional) [148,215].
Comparativamente a fase esmética, a fase nematica é mais desordenada, apresenta menor
viscosidade e ocorre a temperaturas mais altas em um mesmo composto [148,215].

Por fim, cristais liquidos colestéricos |Figura E.1(c)| podem ser sintetizados a partir
de moléculas quirais ou obtidos a partir da dopagem de cristais liquidos nematicos com
moléculas quirais [148,215]. Essa mesofase apresenta caracteristicas locais de ordenamento
similares & mesofase nematica, com a distin¢ao de que a orientagao do vetor diretor realiza
um movimento de rotacao no espaco. A distancia associada a um giro completo do vetor

diretor ¢ chamada de passo do colestérico [148].
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APENDICE F

Aprendizagem estatistica

Algoritmos de aprendizagem estatistica tém como principal objetivo automatizar a pro-
cura por padroes em conjuntos de dados [216]. Mais comumente, esses conjuntos de dados
sao do tipo {(x1,11), (x2,y2), ..., (Tn,yn)}, sendo cada par (x;,y;) uma observagao das va-
riaveis X (variavel independente ou preditora) e Y (variavel dependente ou resposta). Em

geral, estamos interessados em estabelecer uma relagao do tipo

J=f(X =2z, (F.1)

na qual ¢ representa uma estimativa da variavel Y obtida a partir de f quando X assume o
valor z* [132]. A estimativa da funcdo f (esséncia dos métodos de aprendizagem estatistica)
é realizada a partir da exposicao do algoritmo a um subconjunto de observagoes, o conjunto
de treinamento [132,133|. A qualidade do ajuste de f ¢ medida em outro subconjunto de
observagoes, as quais o algoritmo nunca foi exposto, o conjunto de teste [132,133]. E co-
mum que durante a etapa de aprendizagem (estimativa de f ) os parametros do algoritmo
sejam exaustivamente variados na procura pelo melhor modelo em um procedimento de-
nominado grid-search [132,133|. Normalmente, essa procura pelos melhores parametros é
aliada a realizagdo de uma validagao cruzada em k camadas [132,133]. Em uma validacao
cruzada, o conjunto de treinamento é novamente subdividido, de modo que fixados os pa-
rametros, o algoritmo é repetidamente treinado em k — 1 camadas, enquanto uma delas é
usada como conjunto de validagao, uma espécie de conjunto de teste dentro do conjunto de
treinamento [132,133|. Estimando o desempenho do algoritmo no conjunto de validagao,

podemos avaliar a capacidade de generalizagao do modelo treinado antes de propriamente
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testa-lo nas observagoes do conjunto de teste.

Em casos nos quais os valores da varidvel dependente Y sao conhecidos, a avaliagao da
precisao das predicoes é feita pela comparacao direta entre os valores preditos e observa-
dos. Nesse caso, o processo de aprendizagem é dito supervisionado. Contrariamente, caso
os valores de Y nao sejam conhecidos, o processo de aprendizado é dito nao supervisionado.
Problemas de agrupamento (clustering), estimativa de distribui¢ao de probabilidade ou re-
dugao de dimensionalidade (para fins de visualiza¢do, por exemplo) constituem problemas
nao supervisionados [132,133].

Outra importante distingao entre esses métodos de aprendizagem estatistica passa pelo
tipo da variavel Y. Caso a variavel Y assuma valores dentro de um conjunto finito de classes
ou categorias, dizemos que a tarefa de previsao de Y é uma tarefa de classificagao [132,133].
Caso Y assuma valores numéricos em um intervalo continuo, dizemos que a tarefa é uma
regressao [132,133].

Ao longo deste trabalho, utilizamos varios algoritmos de aprendizagem de maquina e em
contextos diversos. Em tarefas supervisionadas de regressao e classificacao, utilizamos os
algoritmos k-primeiros vizinhos, logistico e floresta aleatéria. Dos métodos nao supervisio-
nados, a analise de componentes principais (PCA) foi utilizada como ferramenta de redugao
de dimensionalidade (e pré-processamento de variaveis preditivas) e o algoritmo K-means
nos ajudou a explorar um conjunto de dados acerca dos quais nao existia consenso sobre as
verdadeiras classes.

O algoritmo classificador de k-primeiros vizinhos prediz uma classe ou categoria ¢ para
a resposta Y de uma observagao X = z* usando um ntumero k de observagoes vizinhas [132,
133|. Esses vizinhos s@o os pontos mais proximos (segundo alguma medida de disténcia,
como a euclidiana) em um espago abstrato de mesma dimensao que a variavel preditora!
X [132,133]. A partir da distribui¢ao de probabilidade das classes na vizinhanga de z*, o
algoritmo prediz como resposta 3 a classe mais provéavel dessa distribuigao [132,133|. Posto
de outra forma, esse algoritmo funciona segundo uma espécie de “voto da maioria”, em que
a classe mais comum entre os vizinhos de x* é atribuida a gy [Figura F.1(a)|. Assim como
acontece em tarefas de classificagao em geral, o desempenho do classificador de k-primeiros
vizinhos pode ser medido pela fracao de classificagoes corretas [132].

Quando usado em tarefas de regressao, o método de k-primeiros vizinhos atribui um valor
numérico § a uma observacao x* seguindo a mesma estratégia de avaliar os valores de sua

vizinhanca. Denotando o conjunto dos k primeiros vizinhos de z* por N'*, o valor estimado

LA variavel preditora nao é necessariamente restringida a um escalar simples. E comum que tenhamos um
vetor X = (X1, Xa, ..., X;,) com n caracteristicas preditivas da variavel dependente Y. Essas caracteristicas
formam um espago n dimensional no qual a localizagao de uma observagao é determinada pelas componentes
de z* = (7,23, ..., 7).
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Figura F.1: Classificagao e regressao de k-primeiros vizinhos. Uma observacao x* =
(27, 23) e seus primeiros vizinhos sao localizados em um espago bidimensional associado as
variaveis independentes X; e X5. (a) Em uma tarefa de classificagao, quando a resposta
de x* pertence a uma das classes do conjunto {“quadrado”, “tridngulo”}, a predi¢do de
primeiros vizinhos resulta em ¢ igual a “quadrado” quando k = 3 e igual a “triangulo”
para k = 5. (b) Em uma tarefa de regressao, quando os vizinhos de z* assumem valores
numéricos (mostrados na figura), obtemos § = 2 quando k = 3 e § = 2,2 para k = 5.

para a resposta ¢y dessa observagao ¢é
g=fa) =7 > w (F.2)

na qual z; e y; representam os valores observados para os preditores e resposta do i-ésimo
vizinho de z*. Sendo assim, é atribuido a y o valor médio das respostas dos vizinhos de z*
[Figura F.1(b)]. A avaliacdo das predigoes e, consequentemente, da qualidade do ajuste do
algoritmo aos dados, pode ser feita utilizando o coeficiente de determinacao R? definido pela

expressao [132]

S Qres
SQtot ’

sendo SQes = Y i, (y; —¥;)? a chamada soma residual de quadrados e SQior = Y1 (yi —7)*

R*=1- (F.3)

a soma total de quadrados. A soma total de quadrados quantifica a variabilidade intrinseca
ao conjunto de dados, enquanto a soma residual de quadrados representa uma medida da
variabilidade que permanece nao explicada mesmo apods a regressao. Desse modo, o coefi-
ciente de determinacao mede a quantidade de variacao da resposta que é explicada pelos
preditores [132]. Esse coeficiente tem seu maximo igual a 1 quando a regressao explica a
dependéncia entre Y e X perfeitamente e é igual a 0 caso a predi¢ao da varidvel independente
seja sempre igual ao valor médio do conjunto de dados (J; = 7). O coeficiente de determina-

¢ao também pode assumir valores negativos, indicando uma regressao arbitrariamente ruim.
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Figura F.2: Regressao logistica. Dependéncia de um conjunto de observagoes binarias,
representadas por circulos (classe negativa, y = 0) e tridngulos (classe positiva, y = 1),
em relagao a variavel independente X;. A curva logistica [p(X;), curva continua em cinza
escuro| da a probabilidade de pertencimento & classe positiva em func¢ao de X;. O ponto
de intersegao entre essa curva e a reta y = 1/2 marca a fronteira de decisao entre as
classes.

O modelo de regressao logistica ¢ um modelo de aprendizagem supervisionada frequente-
mente aplicado a situagoes de classificacdo em que temos apenas duas classes (classifica¢ao
binaria), como mostrado na Figura F.2 [132,133|. Nesse modelo, as classes negativa e posi-
tiva sao usualmente representadas pelos nimeros 0 e 1 e as classificagoes sao feitas a partir
da probabilidade p de pertencimento a classe positiva [132,133]. Concretamente, realizada

uma observagao x*, a classe y atribuida a essa observagao é tal que [132,133]

0, sep(z*) <05

: (F.4)
1, sep(z”) > 0,5

<
I

Esse modelo recebe seu nome em razao da fungao p(z) que é utilizada para estimar a pro-

babilidade da classe positiva ser chamada de funcao logistica, a qual é dada por

6az+b

plz) = 11 canth (F.5)

Os parametros a e b na Equacao F.5 sao obtidos do ajuste do modelo a um conjunto de

observagoes e passa pela minimizagao da fungao custo J definida por

Z{yz log [pas(:)] + (1 — ) log [1 — pas(:)]} (F.6)

Um procedimento numérico relativamente simples chamado de método do gradiente? altera

2 Gradient descent, em inglés.
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recursivamente os valores de a e b de modo a minimizar a soma na Equagao F.6 [131-133].

Além dos modelos de primeiros vizinhos e logistico, também usamos o algoritmo de
floresta aleatéria, que recebe esse nome por ser um modelo que faz predi¢oes a partir de
um ensemble de arvores de decisdo [132,133]. Arvores de decisdo podem ser utilizadas
tanto em tarefas de regressao quanto de classificacao e tém como principal caracteristica a
segmentacao (ou estratificagdo) do espago de variaveis preditivas. Uma arvore de decisao
¢ constituida de nos internos, nos quais condi¢oes binarias implementam a segmentacao do
espago de variaveis independentes em diversas regioes Ry, Ry, ..., Ry [132,133]. Esses nos sao
ligados pelos chamados ramos da arvore (possivelmente passando por outros nés) e terminam
em folhas, nés terminais da arvore que atribuem um valor a resposta de uma observacao
(Figura F.3). Em tarefas de regressao ou classificacdo, a segmentagao do espago de variaveis
(que consequentemente determina a estrutura da arvore) é realizada de modo a minimizar
uma fungao de perda como o indice de Gini (em classificagdes) ou o erro médio quadratico
(em regressoes) [131,132]. A previsao da resposta ¢ de uma observa¢ao x*, encontrada na
regiao R*, da-se da seguinte maneira. Em tarefas de regressao, o valor médio das respostas
dentro dessa regiao é atribuido a resposta y. Em situacoes de classificagao, a classe mais
frequente ¢ atribuida a resposta (Figura F.3).

Arvores de decisio sdao bastante versateis e de interpretabilidade bastante simples. En-
tretanto, & uma caracteristica do método a propensao a sobreajustar-se ao conjunto de trei-
namento (overfitting), afetando a generaliza¢do do modelo treinado [132]. Sendo assim, a
ideia fundamental do algoritmo de floresta aleatoria é explorar essa caracteristica das drvores
de decisao para construir modelos melhores. Para tanto, em uma floresta aleatoria, varias
arvores de decisao (um ensemble) sao treinadas a partir de uma amostragem com reposi¢ao
do conjunto de treinamento e impondo uma limitacao ao nimero de variaveis preditivas que
sao consideradas ao longo da estruturagao dos nos dessas arvores [132|. Essas duas mudan-
cas geralmente garantem uma melhora substancial no desempenho do método ao custo da
reducao de interpretabilidade e aumento da complexidade do modelo [132|. Finalmente, o
ensemble de modelos de arvores aleatorias realiza predigoes por meio de um voto da mai-
oria ou soma de probabilidades em classificagoes, ou por meio da média das predi¢oes em
regressoes [131,132].

Diferentemente dos algoritmos k-primeiros vizinhos e floresta aleatéria, o método de
analise de componentes principais (PCA) é um método ndo supervisionado [132,133|. Es-
sencialmente, dado um conjunto de observagoes, o método PCA é um método de reducao de
dimensionalidade que lineariza o espaco de variaveis preditivas projetando essas observagoes
em um hiperplano de menor dimensao |Figura F.4(a)] [132,133]. O hiperplano no qual esses
dados sao projetados é aquele mais proximo as observagoes e que, ao mesmo tempo, maximiza
a variancia remanescente no dado projetado [132,133|. Os vetores diretores desse hiperplano

sao os chamados componentes principais, sendo elencados em ordem decrescente da varian-
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Figura F.3: Classificacao e regressao com arvores de decisao (a) As variaveis inde-
pendentes X; e X5 determinam um espago bidimensional que é segmentado nas regioes
Ry, Ry e R3, delimitadas por X; = 2/ e Xy = ). (b) A arvore de decisao correspondente
a segmentagao do espago nas trés regioes mostradas em (a) é constituida de dois nos
internos e trés folhas. Os ramos da arvore sao tais que a esquerda seguem as observagoes
que satisfazem a condi¢ao imposta por um né interno e vice-versa. Em uma tarefa de
classificagao, na qual a variavel dependente pertence a uma das classes em {“circulo”, “tri-
angulo”, “quadrado”}, a arvore de decisao prediz a classe mais frequente em cada uma das
regioes como resposta ¢y de uma observagao x* = (27, x3). (¢) Mesmo espago de variaveis
preditivas apresentado em (a), exceto pelo carater continuo da variavel dependente. (d)
Arvore de decisdo correspondente & segmentacio do espaco das varidveis preditivas em
(c). Em uma tarefa de regressao, a arvore de decisao prediz o valor médio em cada uma
das regides como a resposta y de uma observagao x* = (x7, z3).

8
=

cia concentrada em cada diregao [132,133]. Quando o numero de componentes principais se
iguala & dimensionalidade do espaco original, obtemos uma mudanca de base na represen-
tagao das observagoes [como mostrado na Figura F.4(b)]. A projegao das observagoes sobre
um hiperplano gera um novo conjunto de variaveis preditivas, diferentes das originais e de
menor dimensao, que pode ser utilizado para fins de visualizagao ou pré-processamento de
variaveis independentes antes da etapa de aprendizagem [132,133].

O algoritmo de agrupamento K-means ¢ um algoritmo de aprendizagem nao supervisi-

onada utilizado para encontrar grupos em conjuntos de observagoes [132,133]. Denotando
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Figura F.4: Analise de componentes principais. (a) Um conjunto de observagoes (em

cinza) é localizado em um espago bidimensional associado as variaveis independentes X
e X5. Uma reta (hiperplano unidimensional) tracejada indica a diregdo do primeiro com-
ponente principal ¢;. As projegdes das observagoes sobre a reta (espago unidimensional)

sao ressaltadas em cor. (b) Representagao das observagoes em (a) em um espago bidi-
mensional cuja base sao os dois componentes principais ¢; e ¢s.

por G o k-ésimo desses grupos, o algoritmo determina o melhor agrupamento por meio da

minimizagao da inércia I definida como [132]

K
2
I = E — E (x5 — Z1)%, (F.7)
k=1 |Gk| 1€Gy

com z; indicando a i-ésima observacao contida no grupo Gy e o termo 7 representando o
valor médio das variaveis independentes desse mesmo grupo. Para minimizar a Equacao F.7,
o algoritmo K-means implementa uma rotina simples [132,133]: em um primeiro passo, cada
observagao ¢ aleatoriamente atribuida a um entre os K grupos; em seguida, o algoritmo
calcula iterativamente o centroide (centro geométrico) de cada grupo e reatribui os grupos
as observagoes com base em suas proximidades aos centroides até que os centros dos grupos
tornem-se estaveis (Figura F.5).

O algoritmo K-means, entretanto, nao avalia a pertinéncia do niimero de grupos nos quais
as observagoes sao segregadas. Usualmente, algumas estratégias de avaliacao dos agrupa-
mentos sdao empregadas conjuntamente. Por exemplo, o chamado “método do cotovelo™
analisa a alteracao da inércia I com o aumento do nimero de grupos e considera o ponto a
partir do qual ndo ocorrem grandes alteragoes (o cotovelo) como o ntimero 6timo de grupos
que devem separar as observagoes [133]. Outra maneira de avaliar os agrupamentos consiste

em comparar seus indices de silhueta [133,171]. Essa estatistica representa o valor médio do

3Do inglés, elbow method.
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Figura F.5: Agrupamento de observagoes com o algoritmo K-means. Um conjunto
de observagoes, localizado em um espago bidimensional (variaveis independentes X; e
Xs), ¢ apresentado em todos os trés painéis. O primeiro painel a esquerda ilustra as
posigoes dos centros dos grupos vermelho (grupo 1) e roxo (grupo 2) ap6s uma atribuigao
aleatoria das observagoes aos dois grupos (K = 2). No painel central, as observagoes sao
realocadas aos dois grupos com base em suas proximidades aos centroides. O processo
de realocagao das observagoes aos grupos é repetido até que a posicao dos centroides
permaneca estavel e a configuragao final dos grupos (mostrada no ultimo painel) seja
atingida.

coeficiente de silhueta de cada uma das observagoes, dado pela expressao [133,171]

s(i) =

b(i) — a(1)

max{a(i), b(i)}

(F.8)

na qual a(i) é a distancia média entre a i-ésima observagao e outras observagoes de seu grupo

e b(i) a distancia média entre a i-ésima observagao e as observagoes do grupo mais proximo

a ela (excluindo o grupo ao qual a observagao i de fato pertence). O coeficiente de silhueta

(bem como o indice) pode variar entre 1 e -1, com valores proximos a 1 indicando grupos

mais coesos [133,171].
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