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Resumo

Na literatura, diversos modelos são empregados para interpretar os dados experimen-
tais de espectroscopia de impedância em fluidos iônicos, sendo um deles o modelo do
oscilador harmônico amortecido e forçado com viscosidade complexa. Esse modelo ele-
tromecânico incorpora elementos destinados a descrever o comportamento de uma partí-
cula carregada em um fluido iônico, oscilando em proximidade à superfície do eletrodo,
incluindo parâmetros como massa da partícula, constantes elásticas de superfície e de
interação com o volume, além do coeficiente de amortecimento complexo. A construção
desse modelo possibilita a obtenção de uma equação que descreve o deslocamento da par-
tícula carregada ao longo do tempo, assim como a velocidade associada a essa oscilação.
Com base na amplitude do deslocamento e da velocidade, é possível estabelecer relações
teóricas entre esses parâmetros e propriedades das soluções iônicas, como mobilidade e
difusão. O comportamento dessas propriedades, teoricamente descrito pelos parâmetros
ajustados do modelo eletromecânico, é apresentado em função da frequência de oscilação
da partícula, utilizando dados experimentais de espectroscopia de impedância em solu-
ção de cloreto de potássio. Essas propriedades, delineadas pelo modelo eletromecânico,
manifestam dependência em relação à frequência de oscilação da partícula.

Palavras-chave: Espectroscopia de impedância, modelo eletromecânico, amplitude do
deslocamento, amplitude da velocidade, mobilidade e difusão.

iii



Abstract

In the literature, various models are employed in the interpretation of experimental
impedance spectroscopy data for ionic fluids. One such model is the damped and forced
harmonic oscillator with complex viscosity. This electromechanical model includes ele-
ments aimed at describing the behavior of a particle in an ionic fluid oscillating near the
electrode surface, such as the particle’s mass, surface elastic constant, interaction elastic
constant with the volume, and complex damping coefficient. Constructing this model
allows deriving the equation that describes the displacement of the charged particle as a
function of time, as well as the velocity of this oscillating particle. Based on the displace-
ment and velocity amplitudes of this particle, it is possible to relate certain properties of
the solutions that the ions are subjected to, such as mobility and diffusion, for example.
The behavior of these properties is theoretically presented through parameters obtained
from fitting the electromechanical model to experimental impedance spectroscopy data
for a potassium chloride solution. These properties described by the electromechanical
model exhibit a dependence on the oscillation frequency of the particle.

Keywords: Impedance Spectroscopy, Electromechanical Model, displacement, velo-
city, mobility, diffusion.
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Introdução

A técnica de espectroscopia de impedância (EI) é uma poderosa ferramenta e de ampla
utilidade para várias áreas da ciência que necessitam caracterizar as propriedades elétricas
de materiais sólidos e líquidos, como, semicondutores ou dielétricos, além de explorar
as reações que ocorrem na interface eletrodo-amostra. Condutividade, mobilidade das
partículas condutoras, constante dielétrica e taxa de geração/recombinação de cargas são
exemplos das propriedades elétricas que podem ser obtidas no estudo destes materiais.
Já a capacitância da região interfacial, reação de adsorção e coeficiente de difusão são
propriedades que podem ser extraídas relacionando-as com a interface eletrodo-amostra
[1–4].

A técnica utilizada neste trabalho consiste em confinar a amostra entre dois eletrodos
nos quais é aplicado um estímulo elétrico externo e obtendo assim, a resposta do sistema.
A diferença de potencial aplicada nos eletrodos pode ter várias formas, porém, a mais
comum é uma tensão alternada na forma senoidal. O equipamento utilizado para adquirir
os dados experimentais é o analisador de impedância modelo Solartron 1260, que aplica nos
eletrodos uma tensão alternada que percorre automaticamente o intervalo de frequência
entre 10µHz a 32MHz obtendo o espectro de impedância do conjunto eletrodo-amostra [1].
O conjunto eletrodo contendo a solução de amostra é denominado célula eletrolítica.

A princípio, antes que o analisador de impedância envie um sinal de tensão alternada,
a célula eletrolítica encontra-se em equilíbrio termodinâmico e as forças que atuam nos
íons do volume do eletrólito são isotrópicas e homogêneas. Quando a diferença de poten-
cial é aplicada aos eletrodos, as propriedades físicas do sistema eletrodo-eletrólito sofrem
mudanças, causando um efeito de polarização na interface da solução com as placas dos
eletrodos. Todavia, como a espectroscopia de impedância é uma técnica de estado esta-
cionário, ou seja, as propriedades do sistema não variam no tempo, é possível descrever
os processos eletroquímicos realizando uma analogia, como, por exemplo, com circuitos
elétricos.

Para interpretação dos dados obtidos de espectroscopia de impedância elétrica existem
diversos modelos teóricos que buscam explicar estes dados considerando: circuitos elétricos
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equivalentes composto por elementos passivos [5–10]; as propriedades macroscópicas [11–
13]; os atributos comportamentais microscópicos que transcorrem no interior e na interface
da amostra [14–16] ; a dinâmica das cargas na interface dos eletrodos; modelos de difusão
iônica [3, 4, 17–21]; as características eletromecânicas da amostra [6–8,22–24].

A interpretação dos dados experimentais é guiada por diversos modelos teóricos, ex-
plorando desde circuitos elétricos equivalentes até comportamentos microscópicos, cul-
minando no modelo eletromecânico do oscilador harmônico amortecido e forçado com
viscosidade complexa. O objetivo deste trabalho está focado em apresentar e discutir
algumas propriedades relacionadas ao modelo eletromecânico utilizado para a interpreta-
ção da espectroscopia de impedância que consideram as características eletromecânicas
da amostra, proposto na literatura como modelo do oscilador harmônico amortecido e
forçado com viscosidade complexa [7, 22–24].

Esta vertente de modelos eletromecânicos foi apresentada na literatura primeiramente
por Hugo Sanabria e John Miller [6]. Sanabria e Miller perceberam que dados experimen-
tais da condutância de alguns fluidos iônicos, no caso soluções aquosas salinas, apresenta-
ram o mesmo comportamento que um sistema massa-mola. A conclusão obtida por eles
foi que é possível descrever os dados experimentais de espectroscopia de impedância con-
siderando um modelo fundamentado em um íon oscilando próximo à superfície condutora,
executando um movimento harmônico amortecido e forçado.

O modelo proposto por Sanabria e Miller não consegue descrever o comportamento
da EI das soluções eletrolíticas em baixas frequências. Esse problema foi a motivação de
Freire e Marques [8], que propuseram uma extensão do modelo do oscilador harmônico,
dando maior enfoque aos efeitos superficiais, a que o íon oscilante está submetido.

Na sequência, foram propostas algumas modificação e considerações acerca do modelo
eletromecânico [7, 22–24], que levam em conta que o comportamento do fluido é não
newtoniano e, por isso, não poderia ser descrito apenas por uma viscosidade linear. Com
isso, foi necessário incorporar um regime de comportamento difusivo anômalo para os íons.
Esse comportamento é descrito matematicamente por derivadas fracionárias na equação
de difusão. Desse modo, existem dois tipos de processos: uma difusão normal e outra
anômala, caracterizada pelo coeficiente fracional γ = 1 − α, com 0 < α < 1. Assim,
usando a teoria de Stoke’s, foi possível alterar a viscosidade e escrevê-la em duas partes,
uma real e outra imaginária, ou seja, uma viscosidade complexa.

Através dessa modificação e considerando as propriedades eletroquímicas da solu-
ção eletrolítica utilizada como amostra, o modelo eletromecânico do oscilador harmônico
amortecido e forçado com viscosidade complexa mostrou descrever muito bem os dados
experimentais de espectroscopia de impedância com uma boa concordância entre a curva
experimental e teórica no regime de baixas frequências. Subsequentemente, modificações
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foram feitas para promover também um ótimo ajuste a altas frequências, considerando a
corrente de deslocamento no interior da célula eletrolítica, que, no modelo eletromecânico,
foi representado por uma constante elástica adicionada em paralelo ao íon oscilante com
as demais partículas do volume.

O modelo eletromecânico, que incorpora modificações relacionadas à viscosidade com-
plexa e à interação com o volume, será referido como “modelo completo”. Esse modelo
demonstra habilidade para descrever o espectro de impedância elétrica em todas as fai-
xas de frequências. A partir da análise do oscilador harmônico governado pela partícula,
conforme descrito pelo modelo completo, torna-se possível abordar conceitos cinemáticos
da partícula, como o deslocamento máximo em relação à sua posição de equilíbrio e sua
velocidade máxima.

Uma vez obtido o comportamento da velocidade da partícula no interior da solução
eletrolítica, torna-se viável estabelecer relações com outros conceitos. Através da rela-
ção de Stokes, é possível determinar a mobilidade dessa partícula no interior da solução.
Além disso, utilizando a relação de Einstein–Smoluchowski, é possível descrever o compor-
tamento da difusão no interior dessa célula eletrolítica. Essas relações entre a velocidade,
mobilidade e difusão proporcionam uma compreensão abrangente do comportamento da
partícula no contexto eletroquímico.

Nesse sentido, este trabalho abordará, no capítulo 1, propriedades eletroquímicas cru-
ciais das soluções salinas, utilizadas para validar o modelo eletromecânico do oscilador
harmônico amortecido e forçado na interpretação da espectroscopia de impedância, con-
forme proposto no capítulo 2. Além dos modelos de interpretação para os dados de es-
pectroscopia de impedância, o capítulo 2 oferecerá uma proposta de reescrita de algumas
propriedades eletroquímicas, como mobilidade e difusão.

O capítulo 3 descreve os procedimentos experimentais empregados para obter as cur-
vas experimentais de espectroscopia de impedância, juntamente com considerações sobre
o aparato experimental. Esses dados experimentais serão utilizados para validar os mo-
delos eletromecânicos desenvolvidos no capítulo 2. Assim, o capítulo 4, tem em vista
validar os modelos apresentando os ajustes teóricos desses dados experimentais, incluindo
os parâmetros determinados na rotina de ajuste. Além disso, será exposto o espectro de
impedância teórico, considerando apenas a célula eletrolítica, desconsiderando as contri-
buições da montagem experimental no espectro de impedância obtido.

Ainda considerando o último capítulo, capítulo 5, sua finalidade é expor o comporta-
mento de algumas propriedades eletroquímicas propostas na reescrita realizada no capítulo
2, utilizando como base os parâmetros obtidos no capítulo 4. De maneira mais detalhada,
esse capítulo final apresenta o comportamento da partícula oscilante em termos da am-
plitude do deslocamento, amplitude da velocidade, mobilidade e difusão, todos descritos
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de acordo com os modelos de interpretação de espectroscopia propostos.
Por fim, serão apresentadas as considerações finais e as perspectivas para trabalhos

futuros.
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Capítulo 1

Propriedades Eletroquímicas

Uma solução é o resultado da mistura de duas ou mais substâncias, sendo que aquela
que está presente em maior quantidade é conhecida como solvente, enquanto as outras
são referidas como solutos. Um exemplo notável desse fenômeno é a água, que exibe
propriedades solventes, sendo capaz de dissolver uma ampla gama de substâncias [25].

Quando um soluto se dissolve em um solvente, podem surgir reações eletroquímicas
na solução. A natureza dessas reações está intimamente ligada às propriedades das subs-
tâncias presentes na solução, incluindo se o solvente é polar ou apolar, se o soluto é
classificado como eletrólito ou não, e se ele se enquadra na categoria de eletrólito forte ou
fraco.

Neste capítulo, serão apresentadas algumas propriedades e características das soluções
que serão abordadas ao longo deste trabalho.

1.1 Eletrolitos Fortes

As soluções apresentam propriedades físico-químicas essenciais, sendo a condutividade
elétrica da solução um exemplo significativo. Essa propriedade decorre da mobilidade de
partículas carregadas, conhecidas como íons, que estão presentes na solução. Substâncias
que, quando em solução aquosa, não geram íons são denominadas não-eletrólitos e não
afetam a condutividade elétrica da água. Por outro lado, substâncias que, ao serem
dissolvidas em solução aquosa, aumentam a condutividade da água são chamadas de
eletrólitos. Essa condução de corrente elétrica ocorre devido à dissociação das moléculas
do soluto [26], como exemplificado pelo eletrólito AB em solução aquosa, que se divide
em um cátion A+ e um ânion B−, isto é,

AB −→ A+ + B−.
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A água pura apresenta uma baixa condutividade elétrica devido à sua baixa concen-
tração de íons de hidrogênio H+ e íons hidroxila OH−. O aumento da condutividade da
água quando ela é exposta a uma solução eletrolítica depende tanto da concentração do
eletrólito quanto da natureza desse eletrólito, ou seja, se ele é classificado como fraco ou
forte [26].

Os eletrólitos fracos estão presentes na solução predominantemente na forma de mo-
léculas, com apenas uma pequena fração deles existindo como íons. Isso significa que os
eletrólitos fracos não se dissociam completamente na solução. Por exemplo, o ácido acético
(HC2H3O2) em solução aquosa existe principalmente na forma de moléculas HC2H3O2,
com apenas uma pequena parte na forma de íons H+ e C2H3O−

2 [25].
Em contraste, os eletrólitos fortes estão presentes na solução quase que totalmente

na forma de íons, o que significa que eles se dissociam completamente em solução. Por
exemplo, o cloreto de sódio (NaCl), quando em solução aquosa, se dissocia em íons Na+

e Cl− [25, 26].
Em termos gerais, a alta concentração de íons livres contribui para o aumento da

condutividade elétrica da água. Portanto, os não-eletrólitos, que não formam íons, não
alteram a condutividade da água. Os eletrólitos fracos disponibilizam apenas uma pe-
quena fração de seus compostos na forma de íons, tendo assim um efeito limitado na
condutividade da água. Por outro lado, os eletrólitos fortes disponibilizam quase que
completamente suas moléculas na forma de íons dissociados, resultando em um significa-
tivo aumento na condutividade da água.

1.2 Solvatação

Quando uma substância iônica é dissolvida em água, as moléculas que compõem o
soluto se separam e, consequentemente, são envolvidas por moléculas de água. A molécula
de água possui um átomo central de oxigênio que é mais eletronegativo do que o átomo
de hidrogênio. Isso resulta em uma densidade eletrônica na ligação oxigênio-hidrogênio
deslocada para a proximidade do átomo de oxigênio. Como resultado, uma carga parcial
negativa δ− se acumula no átomo de oxigênio, enquanto uma carga parcial positiva δ+ se
manifesta no átomo de hidrogênio [25]. A Figura 1.1 ilustra a molécula de água com suas
respectivas cargas parciais, caracterizando a molécula de água uma molécula polar.

As moléculas de água que cercam o cátion se alinham de tal forma que as extremidades
negativas de seus dipolos apontam na direção do íon positivo. Enquanto isso, o ânion é
envolto por moléculas de água que se alinham com a parte de densidade de carga positiva
da molécula de água voltada para o íon negativo [25, 27–29]. Esse íon, dentro de uma
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Figura 1.1: Representação de uma molécula de água com suas cargas parciais constituindo
um dipolo elétrico.

espécie de “casca” formada por moléculas de água, é chamado de íon hidratado. A Figura
1.2 ilustra o processo de hidratação dos íons de cloreto de potássio.

Figura 1.2: Hidratação dos íons do cloreto de potássio dissociados em solução aquosa.

Em termos gerais, quando uma partícula do soluto está cercada por moléculas do
solvente, diz-se que o íon está solvatado. A hidratação é um exemplo específico desse
fenômeno de solvatação [27].

A camada de moléculas de água orientadas que envolve o íon desempenha um papel
crucial na neutralização da carga do íon e na redução da atração entre íons de cargas
opostas a longas distâncias dentro da solução. Isso significa que o solvente atua como um
isolante, impedindo que os íons interajam fortemente uns com os outros [27].

Embora haja a possibilidade de uma segunda camada de solvatação ao redor dos íons,
a quantidade de moléculas de água na primeira camada e a configuração que elas adotam
dependem da carga e do diâmetro do íon [29–31]. A organização das moléculas de água
ao redor dos íons resulta em uma ligação mais forte entre a molécula de água e o íon do
que entre duas moléculas de água, o que torna desafiador remover uma molécula de água
da primeira camada de solvatação de um íon [30,32].
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O tamanho dos íons exerce uma influência significativa no ordenamento eletrostático
das moléculas de água solvatadas. Por exemplo, ao tratar de um íon com um raio pequeno,
as moléculas de água conseguem se aproximar mais de seu centro, resultando em uma
atração eletrostática forte com o dipolo da água. Esse cenário contribui para um extenso
ordenamento eletrostático das moléculas de água ao redor do íon. Em contrapartida, as
moléculas de água não conseguem se aproximar do centro de um íon com um raio grande,
o que resulta em interações eletrostáticas mais fracas entre o íon e as moléculas de água.
Isso leva a um ordenamento eletrostático menos pronunciado [28,30,33]. O ordenamento
eletrostático refere-se à disposição organizada das moléculas de água em torno do íon,
devido às interações eletrostáticas entre o dipolo da água e a carga do íon, criando uma
estruturação específica da solvatação.

Além do tamanho dos íons, o sinal de sua carga também desempenha um papel crucial
no ordenamento eletrostático das moléculas de água ao seu redor. Quando comparamos
um cátion e um ânion de raios iguais, é evidente que eles não provocam os mesmos
efeitos na solvatação. Isso ocorre devido à morfologia da molécula de água, na qual a
carga negativa (δ−) no dipolo da água está localizada no centro da molécula, enquanto a
carga positiva (δ+) se encontra próxima da parte externa da molécula de água, conforme
ilustrado na figura 1.1. Portanto, um ânion pode se aproximar e interagir de forma
mais intensa com um dipolo de água do que um cátion, resultando em um ordenamento
eletrostático diferenciado em função do tipo de carga dos íons [28,30,34–36].

A literatura apresenta diversas abordagens para estimar a quantidade de moléculas de
água solvatadas pelos íons em uma solução aquosa. Essas estimativas podem ser obtidas
por meio de diversos métodos [37], tais como difração de raios-X, simulação computacio-
nal Monte Carlo, simulação computacional de dinâmica molecular, cálculos em mecânica
quântica, espectroscopia Raman em conjunto com cálculos em mecânica quântica e es-
pectroscopia de estrutura fina de absorção de raios-X estendida.

A tabela 1.1 apresenta os valores de hidratação da primeira camada para vários íons.
Para obter as quantidades médias de moléculas hidratadas (nH), foram realizadas médias
dos valores encontrados nas respectivas referências. Isso se deve ao fato de que os valores
individuais de nH encontrados na literatura podem não ser exatamente idênticos.
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Tabela 1.1: Número de moléculas de água que cada íon contém na primeira camada de
hidratação.

Íon nH Referências
Li+ 3,82 [28,38–44]
Na+ 5,49 [28,40,44–47]
K+ 6,79 [28,40,44,47,48]
Rb+ 6,33 [28,38,44,45,49]
Mg2+ 6,00 [50–52]
Ca2+ 7,60 [50,53–56]
F− 6,20 [44,57]
Cl− 7,27 [42,44,45,57]
Br− 7,60 [44,57]
I− 7,95 [42,44,57]

Quando um íon está em uma solução, ele é cercado por moléculas de água que formam
sua camada de solvatação, resultando em uma partícula com uma massa total maior do
que a do íon sozinho. Essa massa da partícula, juntamente com as moléculas de água
da camada de solvatação, é chamada de massa hidratada (mH). A tabela 1.2 apresenta
os valores das massas dos íons (míon) e dos íons hidratados (mH), considerando que a
massa de uma molécula de água é mH2O = 2, 99 × 10−26 kg e que os íons solvatam uma
quantidade de moléculas de água nH , conforme descrito na tabela 1.1.

Tabela 1.2: Valores das massas dos íons e dos íons hidratados, sendo a massa da água
mH2O = 2, 99 × 10−26kg, e o raio dos íons hidratados [31].

Íons míon
×10−26kg

mH

×10−26kg
ríon

×10−10m
rH

×10−10m
Li+ 1,152 12,584 0,69 2,41
Na+ 3,818 20,218 1,02 2,18
K+ 6,492 26,794 1,38 2,12
Rb+ 14,192 33,109 1,49 2,13
Mg2+ 4,036 21,976 0,72 2,99
Ca2+ 6,655 29,379 1,00 2,71
F− 3,155 21,693 1,33 2,12
Cl− 5,887 27,609 1,81 2,24
Br− 13,268 35,992 1,96 2,31
I− 21,072 44,843 2,20 2,46

A tabela 1.2 também apresenta os valores dos raios dos íons hidratados [31]. O raio
hidratado é definido como a soma do raio do íon sem hidratação (ríon) e a espessura da
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camada de moléculas de água solvatada ao redor do íon (∆r), ou seja, rH = ríon + ∆r

[31, 37].
De forma geral, neste trabalho, as propriedades da partícula oscilante, como massa

e raio, serão consideradas em suas formas hidratadas, uma vez que a partícula oscilante
está sempre imersa em um meio aquoso.

1.3 Mobilidade Iônica

Na ausência de forças externas atuando sobre a solução, o movimento dos íons em uma
solução permanece aleatório. No entanto, quando um campo elétrico externo é aplicado,
isso influencia o movimento dos íons, resultando na ordenação de seus deslocamentos.
Isso ocorre devido à presença de uma força elétrica externa que atua sobre os íons da
solução, induzindo um fluxo migratório dos íons ao longo da solução [58]. Esse fenômeno
está diretamente relacionado à mobilidade iônica, que será discutida nesta seção.

Em uma configuração em que uma solução se encontra entre dois eletrodos de placas
paralelas, os quais estão separados por uma distância d e submetidos a uma diferença
de potencial Uddp, e considerando que d é significativamente menor do que as dimensões
dos eletrodos, como a área das placas, é possível determinar o campo elétrico E⃗ aplicado
na solução. Nessa configuração, o campo elétrico pode ser tratado como uniforme, e sua
magnitude pode ser expressa da seguinte forma:

|E⃗| = E = Uddp

d
. (1.1)

Ao se tratar de um íon carregado com uma carga q = ze, onde z representa o número
de unidades de carga do íon e e é a carga elementar, o módulo da força elétrica Felétrica

experimentada por esse íon é dado por

Felétrica = zeE,

Felétrica = zeE,

Felétrica = q∆U

d
. (1.2)

A força resultante da interação entre o campo elétrico e a carga do íon é responsável por
acelerar o íon em direção ao eletrodo, com o sentido do movimento dependendo do sinal
da carga do íon. Para cátions, a aceleração é no sentido do eletrodo com carga negativa,
enquanto para ânions, a aceleração é no sentido do eletrodo com carga positiva. No
entanto, à medida que os íons se deslocam no interior do solvente, eles também encontram
uma força contrária ao seu movimento. Essa força de resistência surge devido ao atrito



Propriedades Eletroquímicas 11

entre o íon e as outras partículas da solução, e sua magnitude é diretamente proporcional
à velocidade do íon.

Considerando um íon como uma esfera de raio r em movimento com velocidade v

dentro de uma solução com viscosidade η, a força de atrito que atua sobre ele pode ser
determinada utilizando a fórmula de Stokes. A Lei de Stokes relaciona a força de atrito
com a viscosidade do solvente e é expressa pela seguinte equação [58]:

FStokes = 6πηrv. (1.3)

Essa equação descreve como a força de atrito, também conhecida como força de Stokes
FStokes, é diretamente proporcional ao raio da esfera r, à viscosidade do solvente η e à
velocidade da partícula v.

A força elétrica e a força de atrito atuam na mesma direção, mas em sentidos opostos.
Quando a resultante das duas forças se torna nula, ou seja, quando o módulo da força
elétrica, responsável pela aceleração do íon, se iguala ao módulo da força de atrito, res-
ponsável pela resistência viscosa e pelo retardo do movimento do íon, o íon alcança uma
velocidade terminal chamada velocidade de deriva, denotada por vd [58]. A velocidade de
deriva ocorre quando a força resultante é zero, e nesse ponto, tem-se:

Felétrica = FStokes,

qE = 6πηrv,

vd = qE

6πηr
. (1.4)

Observando a equação (1.4), é possível perceber que a velocidade terminal do íon está
diretamente relacionada com o campo elétrico aplicado. Essa relação de proporcionalidade
pode ser expressa da seguinte maneira:

vd = µE, (1.5)

onde µ representa a mobilidade do íon no meio e é uma constante de proporcionalidade
que conecta o campo elétrico à velocidade terminal do íon. A mobilidade iônica, denotada
por µ, pode ser calculada utilizando a fórmula:

µ = q

6πηr
. (1.6)

A mobilidade iônica é um parâmetro que descreve como os íons se movem em resposta
a um campo elétrico aplicado em um meio viscoso. A tabela 1.3 apresenta os valores
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conhecidos na literatura da mobilidade de alguns íons.

Tabela 1.3: Valores da mobilidade iônica em água a uma temperatura de 25 oC [58].

Cátions µ [×10−8 m2s−1V−1] Anion µ [×10−8 m2s−1V−1]

Li+ 4,01 F− 5,70
Na+ 5,19 Cl− 7,91
K+ 7,62 Br− 8,09
Rb+ 7,92 I− 7,96
Mg2+ 5,50
Ca2+ 6,17

A condutividade elétrica de uma solução está diretamente relacionada à carga trans-
portada através do íon, sendo a velocidade de deriva um fator determinante na taxa de
transporte de carga. Portanto, quanto maior a velocidade terminal, maior será a condu-
tividade da solução. Com base nesse princípio, espera-se que a condutividade diminuísse
com o aumento da viscosidade η da solução ou com o aumento do raio r do íon.

No entanto, essa relação não se aplica universalmente a todos os íons. Embora tenha
sido confirmada experimentalmente para íons volumosos, não se aplica aos íons pequenos
[58]. Por exemplo, ao comparar os raios iônicos de dois íons pequenos de mesma carga,
como lítio e rubídio, na tabela 1.2, esperara-se que a mobilidade do íon menor, Li+, fosse
maior do que a do íon maior, Rb+. No entanto, ao observar os valores de mobilidade
desses íons apresentados na tabela 1.3, percebe-se que a mobilidade do íon de Rb+ é
maior [58].

Essa aparente incoerência é resolvida quando consideramos o raio utilizado na lei de
Stokes como sendo o raio do íon hidratado, também conhecido como raio efetivo. O raio
efetivo leva em consideração todas as moléculas de H2O que estão carregadas pelo íon em
sua camada de hidratação. Íons menores geram campos elétricos mais intensos do que
íons maiores. Por exemplo, ao considerar uma esfera de raio r′ em torno de um íon de
raio r, o campo elétrico na superfície da esfera de raio r′ é proporcional à carga interna
qint/r′2, e quanto menor o raio r′, mais intenso é o campo.

Portanto, íons menores tendem a ser mais extensivamente solvatados do que íons
maiores, como discutido na seção anterior sobre solvatação. Como resultado, um íon com
um pequeno raio iônico pode ter um raio hidratado consideravelmente maior devido ao
fato de arrastar muitas moléculas de água solvatadas pela solução enquanto se move de
um local para outro [58]. Isso explica por que a mobilidade iônica pode não seguir a
intuição com base no tamanho do íon desidratado, mas sim no tamanho efetivo que leva
em consideração a hidratação.
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1.4 Coeficiente de Amortecimento

A mobilidade iônica pode ser relacionada ao coeficiente de amortecimento c, como
discutido na seção 1.3. A equação (1.6) descreve essa relação, onde o coeficiente c é
definido como:

c = 6πrη. (1.7)

Nesta equação, η representa a viscosidade do solvente e r é o raio hidratado do íon na
solução, levando em consideração a camada de hidratação.

A equação de mobilidade (1.6) pode ser reescrita em termos do coeficiente de amorte-
cimento, conforme a equação:

µ = q

c
. (1.8)

Isolando o coeficiente c nessa equação, obtêm-se:

c = q

µ
. (1.9)

Essa relação demonstra como a mobilidade do íon está diretamente ligada ao coeficiente
de amortecimento, que, por sua vez, depende do raio hidratado do íon e da viscosidade
do solvente.

A partir dos dados fornecidos na tabela 1.3, podemos calcular os valores do coefici-
ente de amortecimento c para os diversos íons usando a equação 1.9. Os resultados são
apresentados na tabela 1.4.

Tabela 1.4: Valores da constante de amortecimento dos íons em água a uma temperatura
de 25 oC

Cátions c [×10−12 kg s−1] Anion c [×10−12 kg s−1]

Li+ 4,00 F− 2,81
Na+ 3,09 Cl− 2,03
K+ 2,10 Br− 1,98
Rb+ 2,02 I− 2,01
Mg2+ 2,91
Ca2+ 2,60
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Os valores apresentados na tabela 1.4 serão empregados no cálculo dos parâmetros do
modelo de impedância elétrica, conforme descrito no capítulo 2, para a análise da solução
em questão.

1.5 Difusão

Às 6 horas da manhã, alguém na cozinha derrama água quente para coar um café,
e instantaneamente o delicioso cheiro do café se espalha. Alguns segundos depois, outra
pessoa sente o inebriante aroma do café que está sendo coado na cozinha. Esse é um
exemplo do fenômeno conhecido como difusão.

A difusão ocorre quando existe uma diferença de concentração em um meio. Em uma
dada região A desse meio, há muitas partículas X por unidade de volume, enquanto em
outra região B do mesmo meio, a quantidade de partículas X por unidade de volume é
muito menor. Portanto, a região A possui uma concentração mais elevada de partículas
X do que a região B, resultando em uma distribuição não uniforme de partículas. Com o
passar do tempo, as partículas X migram da região mais concentrada para a menos con-
centrada. Vale destacar que, embora a diferença de concentração tenha sido mencionada
como um fator para a difusão, esse processo está relacionado às diferenças de potencial
eletroquímico na substância.

No exemplo citado, as partículas que carregam o aroma do café se dispersam da
cozinha, que é a região mais concentrada, e uma parte delas se move em direção ao
quarto, que é a região menos concentrada. A taxa de migração dessas partículas pode ser
quantificada ao considerar um volume de partículas que passa por uma porta com área A

em um determinado intervalo de tempo. De maneira geral, a taxa de migração de uma
propriedade é medida através do fluxo, J , que representa a quantidade dessa propriedade
que atravessa uma determinada área em um intervalo de tempo específico, dividida pela
área e pela duração desse intervalo [58].

Quando existem gradientes de concentração em uma substância ou gradientes de tem-
peratura, ocorre um fluxo de partículas ou calor que busca homogeneizar a concentração
ou a temperatura. Experimentalmente, observou-se que o fluxo de uma propriedade ge-
ralmente é proporcional à primeira derivada de outra propriedade relacionada. A propor-
cionalidade entre o fluxo de matéria e o gradiente de concentração é descrita pela primeira
lei de difusão de Fick:

J = −D∇C. (1.10)

Na equação 1.10, o fluxo de matéria é representado por J , o coeficiente de difusão
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da substância é D, e o gradiente de concentração é denotado por ∇C. Essa lei implica
que, quando a concentração varia significativamente com a posição, ou seja, quando há
um gradiente de concentração acentuado, a difusão ocorre de forma rápida, resultando
em um alto fluxo de matéria. Em contrapartida, se o gradiente de concentração for nulo,
o que significa que a concentração não varia com a posição, a substância apresenta uma
distribuição homogênea de concentração, e a difusão é inexistente.

A equação 1.10 descreve a difusão de forma tridimensional. Para analisar a difusão
em apenas uma dimensão, tem-se o caso particular da equação em uma dimensão, que é
dada por:

Jdif = −D
∂C

∂z
. (1.11)

Nesse contexto, a direção em que ocorre o processo de difusão está ao longo do eixo ẑ.
Essa situação é relevante para este trabalho, uma vez que a solução que será analisada
está contida entre dois eletrodos de área A e distantes de d, onde A ≫ d. Portanto, a
direção que tem uma contribuição significativa para o fluxo de corrente de difusão é a
direção da distância entre os eletrodos, dẑ, isto é, paralelo ao vetor área do eletrodo.

A migração de moléculas na ausência de um campo elétrico aplicado está relacionada
ao potencial químico µQ. O trabalho máximo realizado por uma unidade molar de uma
substância dw, a uma temperatura e pressão constantes, quando ela se move de um local
onde o potencial químico é µQ para um local onde o potencial químico é µQ +dµQ, é dado
por dw = dµQ.

Considerando um sistema em que o potencial químico depende apenas da direção z⃗

de sua posição, podemos escrever:

dw = dµQ =
(

∂µQ

∂z

)
P,T

dz. (1.12)

O trabalho necessário para mover um objeto a uma distância dz contra uma força de
magnitude F é dado por:

dw = −Fdz. (1.13)

Assim, o trabalho realizado pela partícula em termos do potencial químico pode ser rela-
cionado à força experimentada por uma unidade molar da substância, unindo as equações
1.12 e 1.13, resultando na expressão da força como:

F = −
(

∂µQ

∂z

)
P,T

. (1.14)
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O potencial químico µQ de uma espécie química corresponde à mudança na energia
de um sistema termodinâmico em razão da mudança na quantidade daquela espécie neste
sistema. De maneira geral, o potencial químico de um solvente em uma solução ideal
pode ser expressa pela relação [58],

µQ = µ⋆
Q + RT ln(a), (1.15)

Onde µ⋆
Q é o potencial químico padrão da substância pura, a representa a atividade do

soluto, R é a constante universal dos gases e T é a temperatura absoluta. Em uma
solução ideal, a atividade pode ser substituída pela concentração molar da solução, ou
seja, a = C. Portanto, o potencial químico 1.15 pode ser reescrito e substituído na
equação 1.14, resultando em:

F = −
(

∂

∂z

[
µ⋆

Q + RT ln(C)
])

P,T

. (1.16)

A concentração da solução varia com a posição na direção ẑ. Ao realizar a derivada
parcial na equação 1.16, tem-se

F = −RT

C

(
∂C

∂z

)
P,T

− F

RT
= 1

C

(
∂C

∂z

)
P,T

. (1.17)

Ao aplicar uma diferença de potencial (ddp) entre os eletrodos, surge um campo
elétrico E⃗ na direção ẑ. Os íons no interior da amostra tendem a se mover na direção
do campo com uma velocidade de deriva vderiva, que depende da mobilidade do íon na
solução, como apresentado na equação 1.5. O produto da velocidade pela concentração
de íons C resulta na densidade de corrente J⃗deriva gerada pelo movimento desses íons, onde

J⃗deriva = v⃗derivaC. (1.18)

Quando a densidade de corrente de difusão, apresentada na equação (1.11), é igual à
densidade de corrente de deriva, a velocidade dos íons pode ser reescrita em termos do
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coeficiente de difusão e da concentração,

0 = J⃗deriva + J⃗dif

vC = −D
dC

dz

− v

D
= 1

C

dC

dz
. (1.19)

Ao igualar os termos em comum das equações 1.17 e 1.19, é possível encontrar a
velocidade,

v = D
F

RT
. (1.20)

A força efetiva F em uma unidade molar de íons tem a magnitude

F = NaqE, (1.21)

Onde Na é o número de Avogadro, q é a carga do íon e E é o campo elétrico ao qual
uma unidade molar de íons está submetida. Ao substituir o valor da força F , conforme a
equação 1.21, na equação da velocidade, dada pela equação 1.20, obtêm-se:

v = D

RT
NaqE,

v = D

KBT
qE. (1.22)

A equação 1.22 incorporou a relação R = KBNa para introduzir o termo da constante
de Boltzmann. Além disso, ao utilizar a relação entre a velocidade e a mobilidade do íon,
conforme a equação 1.5, podemos reescrever a equação 1.22 da seguinte maneira:

D

µ
= KBT

q
. (1.23)

A equação (1.23) é conhecida como a relação de Einstein-Smoluchowski, a qual estabelece
uma ligação entre o coeficiente de difusão, a temperatura e a mobilidade do íon.

A tabela 1.5 exibe os valores do coeficiente de difusão de alguns íons em solução aquosa
a 25 ◦C, conforme encontrados na literatura [58].

Quando um sal é dissolvido em água, os cátions e ânions contribuem para a difusão
na solução, resultando em um coeficiente de difusão efetivo para a solução, que difere
dos coeficientes individuais de cada íon. Vários estudos investigaram o coeficiente de
difusão em soluções de cloreto de potássio a uma temperatura de 25◦C e em diferentes
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Tabela 1.5: Valores do coeficiente de difusão de alguns íons em água a uma temperatura
de 25 oC [58]

Cátion D [×10−9 m2s−1] Ânion D [×10−9 m2s−1]

Li+ 1,03 F− 1,46
Na+ 1,33 Cl− 2,03
K+ 1,96 I− 2,05

concentrações, conforme mostrado na tabela 1.6.

Tabela 1.6: Dados da literatura para o coeficiente de difusão do KCl em água a 25 ◦C.

Concentração [mol/l] D [×10−9 m2s−1] Método

0,2 1,830 Medição de condutância [59]
0,274 1,837 Interferometria Rayleigh [60]
0,33 1,842 Medição de condutância [61]
0,33 1,839 Teoria Onsager-Fuoss [61]
0,33 1,841 Interferência de Gouy [62]
0,33 1,864 ± 0,037 Interferometria holográfica [63]
0,33 1,86 ± 0,02 Interferometria holográfica [64]
0,33 1,844 ± 0,012 Interferometria holográfica digital [65]
0,5 1,867 Medição de condutância [59]

A difusão é um fenômeno em que partículas se movem de regiões mais concentradas
para regiões menos concentradas em um meio. Esse processo é influenciado por gradientes
de concentração, temperatura e potencial químico. As leis de difusão de Fick relacionam
o fluxo de partículas com o gradiente de concentração, enquanto a relação de Einstein-
Smoluchowski conecta o coeficiente de difusão à temperatura e à mobilidade iônica. Além
disso, em soluções, os coeficientes de difusão podem ser afetados pela contribuição de
cátions e ânions. A difusão desempenha um papel crucial em uma variedade de processos
físicos e químicos, sendo essencial para compreender o comportamento de substâncias em
soluções.
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Capítulo 2

Modelo Eletromecânico Para
Interpretação da Espectroscopia de
Impedância

A espectroscopia de impedância elétrica desempenha um papel fundamental no estudo
e caracterização do comportamento elétrico de diversos materiais, sejam sólidos ou líquidos
[1]. De forma geral, essa técnica envolve a aplicação de um estímulo elétrico à amostra
por meio de dois eletrodos, seguida pela observação da resposta subsequente do sinal.
Os estímulos são aplicados por um analisador de impedância e podem adotar diversas
formas, como ondas dente de serra ou quadradas. No entanto, o estímulo mais comum
é uma tensão alternada com formato senoidal. Quando um sinal elétrico é aplicado ao
material, o analisador monitora a resposta do sistema. A defasagem entre o sinal de
resposta e o sinal de estímulo é cuidadosamente registrada. Essa defasagem é expressa
em um número complexo, que é composto por duas partes distintas: a parte real e a parte
imaginária [1]. A parte real representa a resistência do sistema, indicando a capacidade
do material de resistir ao fluxo de corrente. Por outro lado, a parte imaginária está
associada à reatância, refletindo a capacidade do material de armazenar e liberar energia
em forma de campo elétrico ou magnético. Juntas, essas duas componentes formam o
número complexo que encapsula a resposta elétrica do material em diferentes frequências,
isto é, o espectro de impedância elétrica.

Para possibilitar uma análise mais profunda e a interpretação dos resultados obti-
dos, a literatura oferece diversos modelos teóricos baseados em diferentes características.
Existem modelos que utilizam circuitos elétricos equivalentes para descrever o compor-
tamento da amostra [1], outros consideram processos difusivos, como o modelo Poisson-
Nernst-Planck (PNP) [3–5, 17], e há também modelos eletromecânicos que incorporam o
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movimento da partícula no fluido por meio de um oscilador harmônico amortecido e for-
çado [6–8,22,23]. Essas diferentes abordagens permitem uma compreensão mais completa
dos dados de espectroscopia de impedância, possibilitando uma análise mais profunda dos
sistemas estudados.

A combinação de componentes elétricos em um circuito pode resultar em uma resposta
de impedância elétrica usada para explicar o comportamento do sistema em análise. É
nesse contexto que os modelos circuitais são desenvolvidos, na qual um circuito expressa
a mesma impedância do sistema em análise. A partir da análise de um desses modelos,
em 2006, Hugo Sanabria e John Miller propuseram uma descrição da impedância elétrica
de um sistema por meio de um modelo mecânico [6]. Eles empregaram o conceito de
oscilador harmônico amortecido e forçado para descrever o movimento de um íon dentro
de uma solução. Essa abordagem estabelece uma conexão entre os fenômenos elétricos e
mecânicos, contribuindo para uma compreensão mais abrangente do comportamento do
sistema.

Desde então, vários estudos têm abordado modelos eletromecânicos para a interpreta-
ção da espectroscopia de impedância (EI). Em 2016, F. Freire e T. Andrade propuseram
um modelo de oscilador harmônico modificado para explicar a interação entre a superfície
do eletrodo e o eletrólito [8]. Em 2017, A. Silva e colaboradores apresentaram um modelo
eletromecânico que incorpora uma viscosidade adicional e complexa ao modelo do osci-
lador harmônico [7]. Já em 2019, A. Santana e colaboradores expandiram esse modelo
adicionando a dependência com a temperatura [23]. Esses estudos demonstram a evolução
contínua na compreensão dos fenômenos eletromecânicos envolvidos na espectroscopia de
impedância, fornecendo abordagens mais sofisticadas para a interpretação e análise dos
dados experimentais.

Neste capítulo, apresentaremos o desenvolvimento do modelo eletromecânico para a
interpretação dos dados experimentais de EI. A primeira seção abordará o desenvolvi-
mento do modelo mais básico, chamado de modelo simples, seguida pelo desenvolvimento
do modelo completo, que engloba as contribuições de elementos para descrever o espectro
de impedância em faixas de frequência tanto baixas quanto altas. Finalmente, na última
seção deste capítulo, será abordada a correspondência entre os modelos e as relações de
Einstein–Smoluchowski e Stokes apresentadas no capítulo anterior.

2.1 Oscilador Harmônico: Modelo Simples

Para estudar a espectroscopia de impedância elétrica, aplicaremos uma diferença de
potencial entre dois eletrodos, com uma amplitude V0, que oscila no tempo com uma
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frequência f . A variação temporal do potencial nos eletrodos é dada por V (t) = V0e
iωt,

onde ω = 2πf .
Admitam-se dois eletrodos de área A e uma distância d entre eles, com a condição

de que d seja muito menor do que a área A, ou seja, d ≪ A. Além disso, o volume de
fluido contido entre os eletrodos é V = Ad. Esse sistema composto pelos eletrodos e pela
amostra é chamado de célula eletrolítica.

2.1.1 Equação Diferencial

Uma partícula com massa m e carga q no interior do fluido entre os dois eletrodos
experimenta um movimento oscilatório próximo à superfície do eletrodo quando é sub-
metida a um campo elétrico E(t) = V (t)/d. No entanto, esse íon está sujeito a forças
dissipativas, como a força de arraste devido à viscosidade do fluido e colisões com outros
íons, o que resulta em um movimento que pode ser descrito pela equação diferencial de
um oscilador harmônico amortecido e forçado.

A equação diferencial que descreve o movimento do íon é dada por:

m
d2x(t)

dt2 + c
dx(t)

dt
+ kx(t) = qE(t), (2.1)

onde x(t) é o deslocamento do íon na direção perpendicular ao vetor área do eletrodo, ou
seja, na direção de d. O termo cdx(t)/dt está relacionado às forças dissipativas, como a
resistência do fluido ao movimento do íon, e a força externa é dada por Fexterna = qE(t).

A figura 2.1 mostra uma representação esquemática de uma célula eletrolítica, onde
um íon está oscilando próximo à superfície do eletrodo quando submetido a um campo
elétrico E⃗, conforme a equação (2.1).

Figura 2.1: Representação esquemática de um íon oscilando próximo à superfície do
eletrodo.

Considerando que o campo aplicado é um campo elétrico que varia no tempo, expresso
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por

E(t) = E0e
iωt, (2.2)

onde E0 é a amplitude do campo elétrico, a equação (2.1) pode ser reescrita tomando o
deslocamento do íon descrito pela expressão x(t) = x0e

iωt, em que x0 é a amplitude de
deslocamento do íon. Assim, a equação toma a forma:

d2

dt2 (x0e
iωt) + c

m

d

dt
(x0e

iωt) + k

m
(x0e

iωt) = q

m
E0e

iωt. (2.3)

A frequência de ressonância pode ser escrita como ω0 =
√

k/m, onde k representa a
constante elástica de interação do íon oscilante com a superfície do eletrodo. O termo
γ = c/m refere-se às forças dissipativas que amortecem o movimento da partícula. Rees-
crevendo a equação (2.3), substituindo essas relações e resolvendo as derivadas, tem-se:

x0
d2eiωt

dt2 + x0γ
deiωt

dt
+ x0ω

2
0eiωt = q

m
E0e

iωt,

−ω2x0e
iω + γiωx0e

iωt + ω2
0x0e

iωt = q

m
E0e

iωt,(
−ω2 + γiω + ω2

0

)
x0 = q

m
E0. (2.4)

A amplitude do deslocamento da partícula pode ser obtida através da equação (2.4),
e é expressa por

x0 = qE0

m

1
−ω2 + γiω + ω2

0
. (2.5)

Desta forma a função horária que descreve o movimento da partícula, x(t) = x0e
iωt,

pode ser reescrita substituindo x0 pela expressão encontrada em (2.5), obtendo:

x(t) = qE0

m

eiωt

−ω2 + γiω + ω2
0
. (2.6)

Através da equação (2.6) e da definição de velocidade, v(t) = dx(t)/dt, é possível
escrever a equação que descreve a velocidade do íon em função do tempo,

v(t) = qE0

m

iωeiωt

−ω2 + γiω + ω2
0
. (2.7)

Identicamente como foi feito com x(t) é possível escrever a velocidade como v(t) = v0e
iωt
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e comparando com a equação (2.7) deduz-se que a amplitude da velocidade, v0, é dado
por

v0 = qE0

m

iω

−ω2 + γiω + ω2
0
. (2.8)

2.1.2 Impedância Elétrica

Até aqui foram apresentado as expressões que descrevem o deslocamento e a velocidade
do íon, no interior da célula eletrolítica, que está oscilando próximo a uma superfície de
um eletrodo. Quando considerado uma quantidade de íons, de carga q e que se movem
no mesmo sentido com velocidade v(t), tem-se uma corrente elétrica associada a eles. A
contribuição dos íons para a corrente elétrica pode ser escrita com o auxílio da expressão
da densidade de corrente elétrica [7, 8, 23]. Sendo assim, em um porta amostra cujo
volume de solução confinada é V = Ad, contendo uma quantidade de N íons em seu
meio, a densidade de corrente elétrica entre os eletrodos pode ser escrita como

J(t) = qN

V
v(t). (2.9)

A densidade de corrente J(t) descrita na equação (2.9) também pode ser escrita como

J(t) = J0e
iωt. (2.10)

A velocidade do íon v(t) foi apresentada equação (2.7) e pode ser incorporada na equação
da densidade de corrente (2.9). Com essa substituição, obtém-se J0 como

J0e
iωt = qN

V
v(t)

J0 = q2N

V

iω

m(−ω2 + γiω + ω2
0)E0,

J0 = σm
iω

−ω2 + γiω + ω2
0
E0, (2.11)

onde σm é uma constante que não depende da frequência angular ω, sendo expressa por
σm = q2N/(V m).

A condutividade elétrica, representada por σ, pode ser obtida da lei de Ohm, que
relaciona a densidade de corrente J⃗ e o campo elétrico E⃗,

J⃗ = σE⃗. (2.12)

Neste caso, a condutividade é uma grandeza complexa, pois, ao reescrever a equação
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(2.12) utilizando as equações (2.10) e (2.2), que descrevem a densidade de corrente e o
campo elétrico, respectivamente, obtém-se a condutividade escrita como

σ∗(ω) = J0e
iωt

E0eiωt
,

σ∗(ω) = J0

E0
. (2.13)

Utilizando as equações (2.11) e (2.13), para substituir J0 e E0, respectivamente, na equa-
ção da condutividade (2.13), tem-se que a condutividade complexa toma a forma

σ∗(ω) = σm
iω

−ω2 + γiω + ω2
0
. (2.14)

O objetivo dessa seção é escrever uma expressão para a impedância elétrica Z(ω).
Para isso, é necessário utilizar a condutividade complexa σ∗(ω) escrita na equação (2.14)
juntamente com a definição da admitância Y (ω), a saber

Y (ω) = A

d
σ∗(ω),

Y (ω) = A

d
σm

iω

−ω2 + γiω + ω2
0
. (2.15)

Tomando a admitância como o inverso da impedância, Y (ω) = 1/Z(ω), é possível encon-
trar a impedância elétrica. A impedância torna-se,

Z(ω) = d

Aσm

−ω2 + γiω + ω2
0

iω
. (2.16)

Lembrando que σm = q2N/(V m), a equação (2.16) torna-se

Z(ω) = dV m

Aq2N

−ω2 + γiω + ω2
0

iω
. (2.17)

O volume V entre os dois eletrodos é dado pelo produto da área A do eletrodo pela
distância d entre os eletrodos, sendo assim o termo dV /(Aq2N) pode ser resumido e
chamado de

φN = d2

q2N
, (2.18)

uma vez que a dependência de uma solução será exclusivamente determinada pela quan-
tidade de íons N presentes entre os eletrodos. Portanto, a equação (2.17) pode ser refor-
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mulada da seguinte maneira:

Z(ω) = φN
m(−ω2 + γiω + ω2

0)
iω

,

Z(ω) = φNO0(ω), (2.19)

onde O0(ω) é chamado de amortância e dado por:

O0(ω) = m(−ω2 + γiω + ω2
0)

iω
, (2.20)

= −ω2m

iω
+ γmiω

iω
+ ω2

0m

iω
,

O0(ω) = iωm + γm + k

iω
.

Considerando o coeficiente de amortecimento c, expresso por

γ = c

m
, (2.21)

a amortância O0(ω) pode ser escrita como

O0(ω) = iωm + c + k

iω
. (2.22)

Até este ponto, um modelo de interpretação para a espectroscopia de impedância foi
elaborado, sendo expresso nas equações (2.19) e (2.22). Esse modelo foi construído através
da análise de um oscilador harmônico amortecido e submetido a uma força externa. Nesse
contexto, foi possível deduzir as amplitudes do deslocamento e da velocidade alcançadas
pela partícula, conforme demonstrado nas equações (2.5) e (2.8), respectivamente.

A explicação da aplicação prática deste modelo aos dados experimentais de espectros-
copia de impedância de uma solução salina será discutida no capítulo 4.1.

2.2 Oscilador Harmônico: Modelo Completo

Na seção precedente, um modelo teórico foi elaborado para a interpretação dos re-
sultados experimentais obtidos através da espectroscopia de impedância. Este modelo se
baseia em um oscilador harmônico amortecido e sujeito a uma força externa. No entanto,
esse modelo não é suficiente para uma descrição abrangente dos dados experimentais em
todas as faixas de frequência [6, 8]. Como resposta a essa limitação, foram introduzi-
dos componentes adicionais ao oscilador harmônico, destinados a capturar os fenômenos
ocorrentes em frequências baixas e elevadas [7, 23].
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2.2.1 Impedância Elétrica

Para explicar os fenômenos que ocorrem em baixas frequências, Silva e sua equipe
propuseram um modelo que se baseia em dois regimes difusivos [7]. Eles partiram da
equação da continuidade para descrever a variação da densidade iônica em relação à cor-
rente de deslocamento. Esses dois processos difusivos consideram uma difusão normal e
uma difusão anômala, caracterizada pelo coeficiente fractal γ. Essa abordagem de dupla
difusão foi inicialmente proposta por Evangelista e colaboradores em 2011 e posterior-
mente demonstrada matematicamente por meio de derivadas fracionárias [66].

Para analisar a proposta de Silva de determinar a variação da densidade iônica em
relação à corrente de deslocamento resultante de uma diferença de potencial aplicada aos
eletrodos, é necessário considerar a equação de continuidade [67]:

∂ρ

∂t
+ ∇ · J = 0. (2.23)

Neste caso específico, será considerada apenas na direção z⃗, que é paralela ao vetor
normal a área dos eletrodos. A densidade de íons, denotada como ρ, pode ser reescrita
considerando a variação do número de íons na solução, onde ρ → ρi = ni − n. Aqui,
o subíndice i pode ter dois valores: “+” para íons positivos (cátions) e “−” para íons
negativos (ânions), representando as densidades de íons positivos e negativos na solução,
respectivamente. A densidade de íons em equilíbrio antes da aplicação do potencial elétrico
externo na amostra é n.

Com essas considerações e que a densidade de corrente também pode ser reescrita em
termos do tipo de íon, cátion ou ânion, temos J → Ji, a equação de continuidade (2.23)
pode, então, ser reformulada como:

∂ρi

∂t
= −∂Ji

∂z
. (2.24)

A densidade de corrente pode incluir contribuições do movimento dos íons devido ao
campo elétrico aplicado aos eletrodos da célula, bem como o movimento dos íons devido
ao processo de difusão ocorrendo na direção z⃗. Considerando essas duas contribuições, a
densidade de corrente pode ser expressa como:

Ji = −Di
∂ρi

∂z
∓ niµi

∂U

∂z
. (2.25)

Nessa equação, Di representa o coeficiente de difusão e µi é a mobilidade dos íons, ambos
especificados pelo índice i para cátions ou ânions.

Utilizando a relação de Einstein-Smoluchowski, apresentada na equação (1.23), na qual



Modelo Eletromecânico Para Interpretação da EI 27

D/µ = KBT/q, podemos isolar a mobilidade iônica e reescrever a densidade de corrente
expressa na equação (2.25) em termos do coeficiente de difusão:

Ji = −Di
∂ρi

∂z
∓ ni

Diq

KBT

∂U

∂z
. (2.26)

Essa equação da densidade de corrente (2.26) pode ser substituída na equação de
continuidade (2.24), permitindo que o coeficiente de difusão seja destacado:

∂ρi

∂t
= Di

∂

∂z

[
∂ρi

∂z
± niq

KBT

∂U

∂z

]
. (2.27)

No regime linear, é possível expressar a densidade de íons como ρi = ηie
iωt e o potencial

elétrico como U(z, t) = ϕ(z)eiωt. Além disso, os coeficientes de difusão podem ser adotados
como iguais, ou seja, Di → D+ = D− = D. Considerando essas premissas na equação
(2.27) e realizando as derivadas parciais correspondentes, resulta em:

∂ηie
iωt

∂t
= Di

[
∂2ηie

iωt

∂z2 + niq

KBT

∂2ϕ(z)eiωt

∂z2

]
,

ηi(iω)eiωt = D
[
η′′

i eiωt ± niq

KBT
ϕ(z)′′eiωt

]
,

(iω)ηi = D
[
η′′

i + niq

KBT
ϕ(z)′′

]
. (2.28)

A ideia de incorporar dois processos difusivos foi proposta por Evangelista e seus
colaboradores [66] considerando a equação de difusão fracionária que inclui a superposição
de dois regimes: um deles é o regime normal, isto é, γ = 1, enquanto o outro apresenta
um coeficiente γ com um valor entre 0 < γ ⩽ 1. Essa combinação de dois regimes
difusivos, um normal e outro anômalo, permite reescrever a densidade de corrente da
seguinte maneira:

−∂Ji

∂z
= A

∂ρi

∂t
+ B

∂γρi

∂tγ
. (2.29)

Ao considerar a equação de continuidade (2.24) juntamente com a nova expressão para
a corrente de deslocamento (2.29), é viável reescrever a equação (2.27) como:

A
∂ρi

∂t
+ B

∂γρi

∂tγ
= Di

∂

∂z

[
∂ρi

∂z
± niq

KBT

∂U

∂z

]
. (2.30)

Ao resolver as derivadas na equação (2.30) mencionada acima e aplicando as mesmas
considerações feitas previamente para o regime linear, ou seja, expressando a densidade
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de íons como ρi = ηie
iωt, o potencial elétrico como U(z, t) = ϕ(z)eiωt, e considerando que

os coeficientes de difusão são iguais, isto é, Di → D+ = D− = D∞, obtém-se o seguinte
resultado:

[A(iω) + B(iω)γ] ηi = D∞

[
η′′

i + niq

KBT
ϕ(z)′′

]
. (2.31)

Isolando o termo (iω)ηi da equação (2.31),

[
A + B(iω)γ−1

]
(iω)ηi = D∞

[
η′′

i + niq

KBT
ϕ(z)′′

]
,

(iω)ηi = D∞

[A + B(iω)γ−1]

[
η′′

i + niq

KBT
ϕ(z)′′

]
. (2.32)

Comparando as equações (2.28) e (2.32) é possível adotar o coeficiente de difusão D

como

D = D∞

[A + B(iω)γ−1] , (2.33)

em que D∞ é o coeficiente de difusão quando a frequência angular tende ao infinito,
ω → ∞, e A e B são constantes reais.

Partindo do coeficiente de difusão obtido na equação (2.33) e resgatando a equação de
Einstein-Smoluchowski, apresentada na equação (1.23), onde D/µ = KBT/q, é possível
expressar a mobilidade iônica µ em termos dos dois regimes de difusão. Dessa forma, a
mobilidade passa a depender da frequência e pode ser escrita como:

µ = D
q

KBT
,

µ∗(ω) = D∞

[A + B(iω)γ−1]
q

KBT
. (2.34)

A mobilidade iônica pode ser correlacionada com o coeficiente de amortecimento c

descrito na equação (1.8), onde µ = q/c. Isso viabiliza a obtenção do termo de amorteci-
mento de Stokes c para ambos os regimes: o anômalo e o normal. Ao relacionar a equação
(2.34) com o coeficiente c, pode-se deduzir o seguinte resultado para o coeficiente c em
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ambos os regimes:

q

c
= D∞

[A + B(iω)γ−1]
q

KBT
,

c∗(ω) = KBT

D∞

[
A + B(iω)γ−1

]
, (2.35)

c∗(ω) = c1(iω)−α + c2. (2.36)

Nesse contexto, os coeficientes c1 e c2 podem ser expressos como:

c1 = KBT

D∞
B e c2 = KBT

D∞
A

Esses coeficientes representam o coeficiente de amortecimento anômalo e normal, respec-
tivamente. É importante notar que um expoente α surgiu, o qual pode ser escrito como:

α = 1 − γ. (2.37)

Isto posto, o coeficiente de amortecimento encontrado c da seção anterior (2.1) pode
ser reescrito como c → c∗(ω) da equação (2.36). Seguindo esta mesma linha e a relação
entre o coeficiente de amortecimento e o coeficiente γ, apresentado na equação (2.21)1,
γ = c/m, o coeficiente torna-se:

γ∗(ω) = c1(iω)−α

m
+ c2

m
,

γ∗(ω) = γ1(iω)−α + γ2. (2.38)

A amortância O0 encontrada na equação (2.21) pode ser reescrita substituindo γ →
γ∗(ω) encontrado na equação (2.38). A nova amortância torna-se

O(ω) = m(−ω2 + γ∗(ω)iω + ω2
0)

iω
. (2.39)

A equação (2.39) pode ser desenvolvida realizando a substituição mγ∗(ω) = c∗(ω) e efe-
tuando a divisão termo a termo:

1É importante ressaltar que o expoente fracionário γ difere do coeficiente γ, que agora é representado
como γ∗(ω). A equação (2.37) substitui o expoente γ pelo expoente α, evitando assim qualquer equívoco
com o coeficiente γ.
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O(ω) = −ω2m

iω
+ mγ∗(ω)iω

iω
+ ω2

0m

iω
,

O(ω) = iωm + mγ∗(ω) + k

iω
,

O(ω) = iωm + c∗(ω) + k

iω
, (2.40)

onde ω0 =
√

k/m. A amortância da equação (2.40) pode ser reescrita expandindo o coe-
ficiente de amortecimento complexo c∗(ω), apresentado na equação (2.36). Dessa forma,
a amortância assume a seguinte forma:

O(ω) = iωm + c1(iω)−α + c2 + k

iω
. (2.41)

A equação da amortância (2.41) pode ser relacionada com a impedância elétrica por meio
da equação (2.19) obtida na seção anterior, a qual descreve os dados de espectroscopia de
impedância em baixas frequências. Nesse cenário, a impedância elétrica é dada por:

Z(ω) = φNO(ω), (2.42)

onde φN = d2/(Nq2) foi apresentado na equação (2.18).
O elemento que representa a contribuição dos dois regimes difusivos, considerados

para descrever o espectro de impedância em baixas frequências é denotado por c∗ no
diagrama ilustrado na figura 2.2, que apresenta a partícula oscilando no interior da célula
eletrolítica, próximo à superfície do eletrodo quando submetido a um campo elétrico E⃗.

Figura 2.2: Representação esquemática de um íon oscilando na superfície do eletrodo,
contendo os elementos propostos no modelo completo.

Na figura, é possível também identificar um elemento kp, que foi incorporado ao modelo
para lidar com o espectro de impedância experimental em altas frequências [7, 8, 22, 23].
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A introdução do elemento kp, conhecido como constante elástica de interação do íon
oscilante com o volume, tem o objetivo de representar a interação do íon oscilante com
os demais íons presentes no volume da amostra. Com a inclusão desse novo elemento,
a equação da impedância (2.42) pode ser reformulada em termos da admitância Y (ω),
onde:

Y (ω) = 1
Z(ω) , (2.43)

Y (ω) = 1
φNO(ω) . (2.44)

A contribuição da constante elástica kp é incorporada como parte de uma nova amortância,
denominada amortância equivalente Oeq(ω), em que O(ω) → Oeq(ω). Essa amortância
equivalente é expressa como:

1
Oeq(ω) = 1

O(ω) + iω

kp

, (2.45)

Oeq(ω) = O(ω)kp

iωO(ω) + kp

. (2.46)

Dessa forma, a admitância da equação (2.44) pode ser reescrita levando em conta a
amortância equivalente da equação (2.45), resultando em:

Y (ω) = (φNOeq(ω))−1 (2.47)

Y (ω) = φ−1
N

(
1

O(ω) + iω

kp

)
. (2.48)

Retornando à expressão da impedância elétrica, utilizando a equação (2.43) e a equação
(2.47), pode-se observar que a expressão da impedância toma a forma:

Z(ω) = φNOeq(ω). (2.49)

A equação, apresentada na (2.49), abrange a descrição do espectro de impedância
elétrica em toda a faixa de frequência para as soluções examinadas no âmbito deste
estudo. Este tópico será abordado em maior profundidade no capítulo 3.

2.2.2 Deslocamento e Velocidade do Íon

Na seção 2.1, foi definida a equação diferencial ordinária que governa o comportamento
do oscilador harmônico amortecido e forçado de um íon em oscilação. Por meio deste
processo, foi obtida uma expressão que descreve tanto a posição quanto a velocidade
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desse íon. Posteriormente, utilizando a densidade de corrente elétrica e a lei de Ohm,
chegou-se a uma equação que representa o espectro de impedância característico desse
sistema.

Na seção anterior, seção 2.2, foi introduzida a equação que descreve o espectro de
impedância elétrica em toda a faixa de frequência, conforme apresenta a equação (2.49).
A partir dessa equação, nesta seção, será explorada a obtenção da expressão que descreve
a posição e a velocidade do íon.

Partindo da equação da impedância (2.49), é possível reescrevê-la substituindo φN =
d2/(q2N) e a amortância equivalente, Oeq(ω), pela equação (2.46), obtendo:

Z(ω) = d2

q2N

O(ω)kp

iωO(ω) + kp

. (2.50)

Realizando a substituição da amortância O(ω), conforme a equação (2.39), na impedância
Z(ω) da equação (2.50), tem-se:

Z(ω) = d2

q2N

(
m(−ω2 + γ∗(ω)iω + ω2

0)
iω

)
kp

iω

(
m(−ω2 + γ∗(ω)iω + ω2

0)
iω

)
+ kp

. (2.51)

Efetuando a simplificação através do agrupamento de alguns termos, é possível escrever
o termo Ω(ω), expresso da seguinte forma:

Ω(ω) = −ω2 + γ∗(ω)iω + ω2
0. (2.52)

A equação da impedância elétrica, originalmente apresentada na equação (2.51), pode ser
reformulada com o uso de Ω(ω), resultando na seguinte forma para a impedância:

Z(ω) = d2

q2N

(
mΩ(ω)

iω

)
kp

iω

(
mΩ(ω)

iω

)
+ kp

. (2.53)

Partindo da equação que relaciona a impedância elétrica com a condutividade σ(ω),

σ(ω) = d

A

1
Z(ω) , (2.54)

pode-se substituir a expressão da impedância, conforme a equação (2.51), e utilizar Ω(ω)
na expressão da impedância para simplificar a escrita. Dessa forma, a equação da condu-
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tividade pode ser reescrita de maneira mais concisa como:

σ(ω) = q2

A

N

d

(
mΩ(ω) + kp

mΩ(ω)kp

)
iω. (2.55)

Da lei de Ohm, tem-se a relação J⃗ = σE⃗. Assumindo que a densidade de corrente e o
campo elétrico podem ser escritos como J(t) = J0e

iωt e E(t) = E0e
iωt, respectivamente,

a densidade de corrente pode ser expandida através da equação (2.55), resultando em:

J(t) = Nq2

V

(
mΩ(ω) + kp

mΩ(ω)kp

)
iωE0e

iωt. (2.56)

Usando a expressão que relaciona a densidade de corrente com a velocidade da partícula
oscilante v(t), conforme apresentada na equação (2.9), J(t) = (qN/V ) v(t), juntamente
com a expressão da densidade de corrente obtida na equação (2.56), chega-se à equação
que descreve a velocidade v(t) do íon oscilante:

qN

V
v(t) = Nq2

V

(
mΩ(ω) + kp

mΩ(ω)kp

)
iωE0e

iωt,

v(t) =
(

mΩ(ω) + kp

mΩ(ω)kp

)
iωqE0e

iωt. (2.57)

Adotando uma frequência ωp relacionada à constante elástica de interação com o vo-
lume, ou seja, ωp =

√
kp/m, e considerando que a velocidade da partícula tem o com-

portamento descrito por v(t) = v0e
iωt, a equação (2.57) pode ser reescrita de forma mais

amistosa:

v(t) =
(

Ω(ω) + ω2
p

Ω(ω)ω2
p

)
iωqE0

m
eiωt, (2.58)

de tal forma que a amplitude da velocidade v0 seja expressa como:

v0 = iωqE0

m

(
Ω(ω) + ω2

p

Ω(ω)ω2
p

)
. (2.59)

Para encontrar a equação que descreve a posição em função do tempo para o íon
que está oscilando no fluido, basta integrar a expressão da velocidade, como expressa na
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equação (2.58), resultando em:

x(t) =
∫

v(t)dt,

x(t) =
∫ (

Ω(ω) + ω2
p

Ω(ω)ω2
p

)
iωqE0

m
eiωtdt,

x(t) =
(

Ω(ω) + ω2
p

Ω(ω)ω2
p

)
qE0

m
eiωt. (2.60)

Considerando que a posição do íon pode ser expressa como x(t) = x0e
iωt, a amplitude de

deslocamento x0 assume a forma:

x0 = qE0

m

(
Ω(ω) + ω2

p

Ω(ω)ω2
p

)
. (2.61)

Neste estágio do trabalho, foram obtidas as formulações para os dois modelos de inter-
pretação dos dados provenientes da espectroscopia de impedância, que são descritos pelo
oscilador harmônico amortecido e forçado. As equações que representam a impedância
elétrica, a condutividade elétrica, a velocidade e o deslocamento da partícula oscilante são
todas expressas em termos da frequência angular à qual as partículas estão sujeitas.

O presente trabalho apresenta apenas dois modelos, um simples e um completo. No
entanto, é possível obter outras formas de escrever a impedância de acordo com o modelo
eletromecânico do oscilador harmônico amortecido e forçado. Um exemplo seria considerar
apenas a contribuição do coeficiente anômalo de amortecimento ao modelo simples, sem
considerar a interação entre a partícula osciladora e as outras partículas do volume.

2.3 Relação entre Impedância Elétrica e Velocidade
do Íon Oscilante

Nesta seção, será explorada uma abordagem alternativa para expressar a impedância
e a condutividade elétrica em função da amplitude da velocidade da partícula oscilante.
Além disso, será realizado uma análise dimensional das grandezas envolvidas para entender
melhor as relações entre elas.

Para o modelo de interpretação dos dados de espectroscopia de impedância apresen-
tado na seção 2.1, intitulado modelo simples, foi obtida a expressão para a amplitude da
velocidade do íon oscilando no interior do fluido, conforme descrito na equação (2.8), a
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saber

v0 = qE0

m

iω

(−ω2 + γiω + ω2
0) .

Essa velocidade pode ser incorporada na expressão da impedância elétrica proposta por
esse modelo, como apresentado na equação (2.19), especificamente

Z(ω) = φN
m(−ω2 + γiω + ω2

0)
iω

.

Ao reescrever a impedância elétrica desse modelo, obtêm-se:

Z(ω) = d2

q2N

m(−ω2 + γiω + ω2
0)

iω

Z(ω) = d2

q2N

qE0

v0

Z(ω) = E0d
2

qN

1
v0

(2.62)

onde φN = d2/(q2N) conforme definido na equação (2.18).
Uma forma mais intuitiva de expressar essa equação é introduzir uma constante que

englobe as variáveis intrínsecas associadas aos parâmetros específicos da solução, como a
geometria (d), a carga dos íons (q), a quantidade total de íons (N) e a amplitude do campo
elétrico aplicado (E0). Essa constante será representada por ΦN . O subscrito N indica
que, para uma mesma configuração experimental, a constante ΦN depende unicamente
do número de íons presentes no interior da célula eletrolítica, o qual, por sua vez, está
relacionado à concentração da solução. Dessa maneira, ΦN pode ser definido como:

ΦN = E0d
2

qN
. (2.63)

Reescrevendo a equação (2.62), e substituindo a constante ΦN definida na equação (2.63),
obtêm-se à expressão para a impedância como:

Z(ω) = ΦN

v0
. (2.64)

Dentro deste contexto, é possível reescrever a condutividade elétrica obtida na equação
(2.14), σ∗

s(ω), em termos da amplitude da velocidade do íon expressa na equação (2.8).
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Onde σm = q2N/(V m), a expressão para σ∗(ω) torna-se:

σ∗
s(ω) = σm

iω

−ω2 + γiω + ω2
0
,

σ∗
s(ω) = q2N

V m

iω

−ω2 + γiω + ω2
0
,

σ∗
s(ω) = qN

V

v0

E0
. (2.65)

Onde V é o volume de fluido contido entre as placas do eletrodo, dado por V = Ad.
A expressão da condutividade obtida equação (2.65) também pode ser escrita em termos
de ΦN , obtendo a forma:

σ∗
s(ω) = qN

AdE0
v0.

σ∗
s(ω) = d

A

1
ΦN

v0. (2.66)

Para o modelo de interpretação dos dados de espectroscopia de impedância apresen-
tado na seção 2.2, intitulado modelo completo, foi obtida a expressão para a amplitude
da velocidade do íon oscilando no interior do fluido, conforme descrito na equação (2.59),
a saber

v0 = iωqE0

m

(Ω(ω) + ω2
p)

(Ω(ω)ω2
p) .

Essa velocidade pode ser incorporada na expressão da impedância elétrica proposta por
esse modelo, como apresentado na equação (2.53), ou seja, em Z(ω). Ao reescrever a
impedância elétrica desse modelo, obtém-se:

Z(ω) = d2

q2N

(
mΩ(ω)

iω

)
kp

iω

(
mΩ(ω)

iω

)
+ kp

(2.67)

A frequência relacionada à constante elástica de interação com o volume, ωp =
√

kp/m,
pode ser incorporada à equação da impedância, resultando na transformação da equação
(2.53) para a forma:

Z(ω) = d2

q2N

m

iω

(
Ω(ω)ω2

p

Ω(ω) + ω2
p

)
. (2.68)
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Em seguida, a amplitude da velocidade descrita na equação (2.59) pode ser diretamente
inserida na expressão da impedância, resultando na simplificação da equação (2.68) para:

Z(ω) = d2

q2N

qE0

v0
. (2.69)

Finalmente, a expressão que descreve o espectro de impedância, conforme o modelo
de oscilador harmônico amortecido e forçado com viscosidade complexa, em termos da
amplitude da velocidade da partícula, é dada por:

Z(ω) = ΦN

v0
, (2.70)

onde ΦN é uma constante definida pela equação (2.63).
A condutividade σ∗

c (ω), por sua vez, também pode ser reescrita facilmente em termos
da amplitude da velocidade v0. Seguindo os mesmos passos utilizados para a equação da
impedância elétrica, a equação da condutividade (2.55) se transforma em:

σ∗
c (ω) = q2

A

N

d

(
mΩ(ω) + kp

mΩ(ω)kp

)
iω

σ∗
c (ω) = Nq2

dA

iω

m

(
Ω(ω) + ω2

p

Ω(ω)ω2
p

)
. (2.71)

Substituindo a amplitude da velocidade, equação (2.59), na equação anterior (2.71), e
expressando em termos da constante ΦN , a expressão para a condutividade toma a forma:

σ∗
c (ω) = Nq2

dA

v0

qE0
,

σ∗
c (ω) = Nq

dAE0
v0,

σ∗
c (ω) = d

A

v0

ΦN

. (2.72)

É importante destacar que as expressões para a impedância elétrica e para a condu-
tividade elétrica em termos da amplitude da velocidade apresentam a mesma forma para
ambos os modelos, σ∗

s(ω) = σ∗
c (ω). No entanto, a diferença entre os dois modelos reside

no comportamento da amplitude da velocidade.
É prudente e válido realizar uma análise dimensional das expressões idênticas da im-

pedância elétrica obtidas para os modelo simples e completo, descritos pelas equações
(2.64) e (2.70), respectivamente. Começando pela unidade de medida de ΦN , apresentada
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na equação (2.63), tem-se:

[ΦN ] =

[
V
m

]
[m2]

[C] ,

[ΦN ] =
[

Vm
C

]
.

Agora, utilizando essa unidade na expressão da impedância, tem-se:

[Z(ω)] =
[

Vm
C

]
1[m
s

] ,

[Z(ω)] =

V
C
s

 ,

[Z(ω)] =
[

V
A

]
= [Ω].

(2.73)

Do mesmo modo, para a condutividade elétrica, tem-se

[σ∗(ω)] =
[ m
m2

] [m
s

]
[

Vm
C

] ,

[σ∗(ω)] =
[

A
mV

]
= 1

[Ωm] .

(2.74)

2.3.1 Conexão com as Relações de Einstein–Smoluchowski e
Stokes

Na seção 1.5 foi apresentada a ideia de difusão e o desenvolvimento para encontrar a
relação de Einstein–Smoluchowski que conecta a difusão de uma partícula carregada com
sua mobilidade. A relação de Einstein–Smoluchowski foi apresentada na equação (1.23),
que tem a forma

D

µ
= KBT

q
,
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onde D é o coeficiente de difusão, µ é a mobilidade do íon em solução, KB é a constante
de Boltzmann, T é a temperatura e q é a carga elétrica.

Nesta seção, será apresentado uma proposta para a reescrita desta relação, conside-
rando alguns conceitos apresentados no capítulo 1 juntamente com os resultados obtidos
para os modelos de interpretação dos dados de espectroscopia de impedância. Esses mo-
delos são denominados modelo simples e modelo completo e foram apresentados nas seções
2.1 e 2.2, respectivamente.

A relação de Einstein-Smoluchowski, representada pela equação (1.23), pode ser as-
sociada à velocidade terminal do íon, conforme demonstrado na equação (1.5), a qual é
expressa da seguinte forma:

vd = µE.

Ao igualar a mobilidade do íon, expressa em termos da velocidade de deriva, com
a mobilidade representada pela relação de Einstein-Smoluchowski, obtém-se a seguinte
expressão:

vd

E
= qD

KBT
. (2.75)

A solução eletrolítica está confinada entre dois eletrodos de placas paralelas, onde a
área das placas é significativamente maior do que a distância entre elas, ou seja, d ≪ A.
Nessa configuração, o campo elétrico aplicado na célula eletrolítica, denotado por E, é
considerado uniforme e pode ser expresso como a razão da tensão aplicada aos eletrodos,
Vapl, dividida pela distância entre os eletrodos, d. Portanto, o campo elétrico pode ser
expresso por:

E = Vapl

d
. (2.76)

Por outro lado, é possível escrever a tensão térmica VT [68], calculada como o resultado
da divisão entre a energia térmica, que é o produto da constante de Boltzmann e a tempe-
ratura absoluta, representado como KBT , e a carga elétrica do íon q. Matematicamente,
a tensão térmica é expressa da seguinte maneira:

VT = KBT

q
. (2.77)

Essa equação oferece uma medida da tensão térmica presente em um sistema eletrolítico,
considerando tanto a temperatura quanto a carga elétrica dos íons que fazem parte do
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sistema. A tensão térmica é uma grandeza de extrema importância em uma variedade de
contextos, com ênfase particular na eletrônica e na pesquisa de sistemas eletroquímicos.

A voltagem térmica desempenha um papel crucial na espectroscopia de impedância,
refletindo na energia térmica disponível para transportar uma carga através de um sis-
tema eletroquímico. Na prática, a importância da voltagem térmica na espectroscopia de
impedância está relacionada à determinação da faixa de amplitude da voltagem aplicada
em células eletrolíticas.

Uma observação relevante é que, quando a amplitude da tensão aplicada em um sis-
tema se aproxima ou ultrapassa a tensão térmica, os efeitos térmicos podem começar a
se sobrepor ao comportamento eletrônico desejado do sistema. Isso implica que, ao reali-
zar estudos de espectroscopia de impedância em uma célula eletrolítica, é essencial que a
amplitude da tensão aplicada seja mantida abaixo da tensão térmica. Isso é crucial para
garantir que os efeitos térmicos não dominem ou mascarem os efeitos específicos que se
deseja observar e analisar no contexto da espectroscopia de impedância.

Reformulando a relação de Einstein-Smoluchowski, equação (2.75), em termos da ten-
são aplicada Vapl e da tensão termica VT ,

vdd

Vapl

= D

VT

. (2.78)

Essa expressão coloca em destaque o processo de difusão e permite que a razão entre as
duas tensões seja evidenciada, como ilustrado na seguinte equação:

D = d
VT

Vapl

vd, (2.79)

onde é possível comparar facilmente a amplitude da tensão aplicada com a amplitude da
tensão térmica.

Nas seções 2.1 e 2.2, foram desenvolvidas duas variações do modelo de interpretação
dos dados da espectroscopia de impedância, baseado no oscilador harmônico amortecido
e forçado, com o objetivo de descrever o movimento de uma partícula no interior de
um fluido. Através desses modelos, foram obtidas expressões que buscam representar
o deslocamento e a velocidade da partícula em termos da frequência do campo elétrico
aplicado à célula eletrolítica e do tempo.

A velocidade terminal de um íon corresponde à velocidade máxima alcançada por esse
íon, que ocorre quando as forças que aceleram o íon são equilibradas pelas forças que se
opõem ao seu movimento, como discutido na seção 1.3. Por outro lado, a amplitude da
velocidade de uma partícula, que varia ao longo do tempo, representa a maior velocidade
atingida por essa partícula. Isso nos permite considerar que a velocidade de deriva pode
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ser expressa como a amplitude da velocidade da partícula, ou seja, vd → v0(ω).
Levando em consideração a relação anterior, vd → v0(ω), e aplicando-a à equação

de Einstein-Smoluchowski apresentada na equação (2.79), a expressão assume a seguinte
forma:

D(ω) = d
VT

Vap

v0(ω). (2.80)

Nesta nova expressão, o coeficiente de difusão passa a depender da frequência, isto é, D →
D(ω). Isso ocorre porque a amplitude da velocidade da partícula v0(ω) está relacionada
à frequência angular do campo elétrico aplicado à célula eletrolítica. Consequentemente,
à medida que a frequência angular varia, a amplitude da velocidade da partícula também
pode variar, afetando assim o coeficiente de difusão D em função da frequência.

A partir da expressão (2.80) é possível escrever o comportamento do coeficiente de
difusão para os dois modelos apresentados, modelo simples e modelo completo, aplicando
a amplitude da velocidade v0(ω) encontrada para cada um dos modelos.

Para o modelo simples (subíndice s), o coeficiente de difusão Ds(ω), segundo a equação
(2.80), considera a amplitude da velocidade descrita pela equação (2.8) apresentado na
seção 2.1, onde

v0(ω) = qE0

m

iω

−ω2 + γiω + ω2
0
,

tornando o coeficiente de difusão Ds(ω) da seguinte forma:

Ds(ω) = d
VT

Vap

iωqE0

m

(
−ω2 + γiω + ω2

0

)−1
,

Ds(ω) = KBT
iω

m

(
−ω2 + γiω + ω2

0

)−1
. (2.81)

Para o modelo completo (subíndice c), a relação proposta para o coeficiente de difusão,
Dc(ω), considera a amplitude da velocidade encontrada na equação (2.59), apresentado
na seção 2.2.2, onde

v0(ω) = iωqE0

m

(
Ω(ω) + ω2

p

Ω(ω)ω2
p

)
,
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tornando o coeficiente de difusão Dc(ω), apresentado na equação (2.80), da seguinte forma:

Dc(ω) = d
VT

Vap

iωqE0

m

(
Ω(ω) + ω2

p

Ω(ω)ω2
p

)
,

Dc(ω) = KBT
iω

m

(
Ω(ω) + ω2

p

Ω(ω)ω2
p

)
. (2.82)

Ainda utilizando a relação de Einstein–Smoluchowski, é possível expressar a mobi-
lidade iônica que depende da frequência angular para os dois modelos. Considerando
o modelo simples, onde o coeficiente de difusão é dado por Ds(ω), conforme a equação
(2.81), a relação de Einstein–Smoluchowski passa a ser

Ds(ω)
µs(ω) = KBT

q
, (2.83)

onde µs(ω) é a mobilidade iônica segundo este modelo, e é expressa por

µs(ω) = q
iω

m

(
−ω2 + γiω + ω2

0

)−1
. (2.84)

Para encontrar a mobilidade para o modelo completo, é necessário substituir o coefici-
ente de difusão Dc(ω), encontrado na equação (2.82), na relação de Einstein–Smoluchowski,
dada por:

Dc(ω)
µc(ω) = KBT

q
, (2.85)

de modo que a mobilidade iônica do modelo completo, µc(ω), torna-se

µc(ω) = q
iω

m

(
Ω(ω) + ω2

p

Ω(ω)ω2
p

)
. (2.86)

A relação de Stokes, discutida na seção 1.3, estabelece uma igualdade entre a força
elétrica exercida sobre uma partícula esférica carregada e a força de frenagem de Sto-
kes, resultando em uma expressão para a mobilidade da partícula no interior de um
fluido. A mobilidade dessa partícula, que pode ser um íon, é definida pela equação (1.6),
µ = q/(6πrη), onde q é a carga elétrica da partícula, r é o raio da partícula, deve ser
considerado o raio efetivo, ou seja, o raio hidratado do íon rH , e η é a viscosidade do
fluido onde o íon está imerso.

A mobilidade iônica proposta nessa seção para os modelos simples e completo, apre-
sentados nas equações (2.84) e (2.86), respectivamente, são dependentes da frequência.
Dessa forma, ao substituir a mobilidade na equação (1.6), encontra-se uma viscosidade
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do fluido que também depende da frequência angular η(ω).
Para o modelos simples, a viscosidade ηs(ω) é expressa por

ηs(ω) = q

6πrH

1
µs(ω) ,

ηs(ω) = m

6πrH

1
iω

(
−ω2 + γiω + ω2

0

)
. (2.87)

Para o modelos completo, a viscosidade proposta ηc(ω) é dada por

ηc(ω) = q

6πrH

1
µc(ω) ,

ηc(ω) = m

6πrH

1
iω

(
Ω(ω)ω2

p

Ω(ω) + ω2
p

)
. (2.88)

Através da análise cinemática dos modelos de interpretação da espectroscopia de im-
pedância, foi possível redefinir algumas propriedades eletroquímicas discutidas anterior-
mente, como a mobilidade e o coeficiente de difusão, considerando-as como propriedades
cujo comportamento varia conforme a frequência de oscilação da partícula. Na sequência
deste trabalho, essas propriedades serão apresentadas e comparadas com os comporta-
mentos propostos na literatura.
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Capítulo 3

Procedimentos Experimentais

A realização das medidas experimentais de espectroscopia de impedância em soluções
eletrolíticas, mais especificamente em soluções salinas, exige controle preciso da concen-
tração do sal dissolvido na água. Para isso, é necessário conhecer a massa molar do soluto
e o volume do solvente para realizar as diluições e obter diferentes concentrações. A seção
3.1 apresentará não apenas como foram realizadas as diluições das soluções e as concen-
trações molares obtidas, mas também detalhará o equipamento utilizado para obter o
espectro de impedância, incluindo o analisador de impedância e os eletrodos utilizados.

Para realizar as medidas experimentais de impedância, é necessário conectar o porta-
amostra, ou seja, os eletrodos que contêm o fluido analisado em seu interior, formando a
célula eletrolítica, até o equipamento responsável por realizar as medidas, o analisador de
impedância. Essa conexão é feita por meio de cabos coaxiais e conexões, os quais também
possuem uma resposta elétrica em função da frequência. Essa resposta pode influenciar
na medida do espectro de impedância da célula eletrolítica. A seção 3.2 apresentará uma
interpretação sobre essa contribuição na resposta de impedância do sistema.

Na seção 3.3, serão apresentadas algumas considerações relativas às propriedades ele-
troquímicas discutidas no capítulo 1. Essas considerações são necessárias para estabelecer
uma relação entre os dados experimentais e o modelo do oscilador harmônico amortecido
e forçado na interpretação da espectroscopia de impedância elétrica, que será realizada
no capítulo 5.

Além das medidas descritas neste capítulo, isto é, de cloreto de potássio, foram re-
alizadas outras análises de espectroscopia de impedância em diferentes soluções salinas,
seguindo os mesmos procedimentos aqui apresentados. Essas soluções incluem cloreto
de sódio, cloreto de cálcio e cloreto de magnésio, e os resultados serão apresentados no
apêndice A.
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3.1 Preparação e obtenção do espectro de impedân-
cia

As soluções de cloreto de potássio (KCl) foram preparadas em um erlenmeyer de 1000
ml, que foi previamente limpo com sabão líquido neutro, enxaguado com água destilada
e deionizada, e seco. Em seguida, utilizando uma balança analítica de alta precisão (10−5

g) e uma folha de papel alumínio para evitar contaminação, separou-se exatamente 7,455
g de KCl em pó de alto grau de pureza.

Em seguida, o KCl foi adicionado ao erlenmeyer, que já reservava 1000 ml de água
Milli-Q, e agitado com um bastão de vidro até a completa dissolução do sal. A solu-
ção foi transferida para um frasco âmbar de 1000 ml devidamente limpo e vedado para
armazenamento adequado e rotulado com detalhes.

Considerando a massa molar do cloreto de potássio como 74,55 g/mol, a massa total
de 7,455 g de KCl contém um décimo de mol de KCl. Quando essa quantidade é diluída
em um litro de água, a concentração molar obtida é de 10−1 mol/L. Essa concentração
será a base para a diluição das amostras subsequentes.

Foram preparadas 16 soluções com diferentes concentrações, conforme indicado na
tabela 3.1. Essas soluções foram obtidas por meio da adição e diluição de uma solução
concentrada de 10−1 mol/L em um béquer inicialmente contendo 500 ml de água Milli-Q.
Após cada adição da solução concentrada, a mistura era agitada até atingir a homoge-
neização e estabilização, antes de realizar as medidas de espectroscopia de impedância.
Esse processo foi repetido a cada medida, envolvendo a adição da solução concentrada,
agitação e nova medição.

Antes da série de medidas de espectroscopia de impedância, os eletrodos passaram
por um processo de limpeza. Inicialmente, eles foram submetidos a uma lavagem ultras-
sônica por 5 minutos a uma temperatura de 40◦C. Em seguida, foram enxaguados com
água destilada deionizada. Após essa etapa inicial de limpeza, os componentes foram
novamente submetidos à lavadora ultrassônica por mais 5 minutos e, posteriormente, en-
xaguados novamente para garantir a remoção completa de quaisquer resíduos do processo
de lavagem.
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Tabela 3.1: Diluições e concentrações molares resultantes da diluição da solução de con-
centração 10−1 mol/L em água Milli-Q.

Volume
Total
[ ml ]

Adicionada à
Solução

Concentrada [ ml ]

Concentração
Molar Resultante

[ mol/L ]
500,0 0,0 ——–

500,275 0,275 5,5×10−5

500,550 0,275 1,1×10−4

500,825 0,275 1,6×10−4

501,1 0,275 2,2×10−4

501,375 0,275 2,7×10−4

502,565 1,190 5,1×10−4

503,755 1,190 7,5×10−4

504,945 1,190 9.8×10−4

506,135 1,190 1,2×10−3

507,325 1,190 1,4×10−3

517,325 10,0 3,3×10−3

527,325 10,0 5,2×10−3

537,325 10,0 6,9×10−3

547,325 10,0 8,6×10−3

557,325 10,0 1,0×10−2

657,325 100,0 2,4×10−2

O porta-amostra consiste em dois eletrodos planos de aço inoxidável, com placas pa-
ralelas que possuem uma área circular de 3,14 cm2, e estão posicionados a uma distância
de 650µm entre si. Uma representação do porta-amostra pode ser visualizada na figura
3.1.

Figura 3.1: Conjunto de eletrodos utilizados para as medidas experimentais.

Em seguida, os eletrodos foram imersos em um béquer contendo 500 ml de água ul-
trapura Milli-Q, e a primeira medida de espectroscopia de impedância foi realizada. O
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espectro obtido é apresentado na figura 3.2. Após essa imersão inicial, os eletrodos perma-
neceram no interior do béquer ao longo da série de medidas para as dezesseis concentrações
subsequentes, conforme indicado na tabela 3.1.

Figura 3.2: O gráfico apresenta o espectro de impedância da água Milli-Q. A parte real
da impedância é representada pelo quadrado de cor preta, enquanto a parte imaginária é
representada pelo círculo azul.

O equipamento utilizado para extrair os dados da célula eletrolítica foi o analisador de
impedância Solartron®, modelo SL 1260, como ilustrado na figura 3.3. O sinal aplicado
em todas as amostras foi uma onda senoidal que varreu o intervalo de frequência de 10−2

Hz até 32×106 Hz, com uma tensão aplicada de amplitude de Vap = 25 mV. A conexão
entre o analisador de impedância e os eletrodos foi estabelecida por meio de cabos coaxiais
e conectores do tipo BNC.

Figura 3.3: Equipamento utilizado para realizar as medidas experimentais de espectros-
copia de impedância, chamado analisador de impedância Solartron®SL 1260.
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A seguir, na figura 3.4, está o espectro de impedância elétrica experimental obtido
para as dezesseis concentrações de cloreto de potássio, conforme mostrado na tabela 3.1.

(a) Componente real de Z(ω) (b) Componente imaginária de Z(ω)

Figura 3.4: Parte real (a) e imaginária (b) do espectro de impedância da solução de aquosa
de KCl para as dezesseis concentrações apresentadas na tabela 3.1.

A parte real do espectro de impedância está na figura à esquerda, figura 3.4a, e a parte
imaginária está à direita na figura 3.4b. As cores das bolinhas representam a concentração,
como pode ser visto na barra lateral. Assim, a de cor azul é a menos concentrada, e à
medida que avançam para o vermelho, representam as soluções mais concentradas.

3.2 Indutância Parasita

A medida de espectroscopia é realizada por meio de uma montagem experimental
que conecta o analisador de impedância aos eletrodos usando cabos coaxiais. Entre os
eletrodos, é adicionada a solução a ser analisada, formando o conjunto conhecido como
célula eletrolítica.

Nesta investigação, é analisada a resposta elétrica das células eletrolíticas contendo
soluções aquosas de cloreto de potássio utilizando espectroscopia de impedância. São
obtidos espectros das partes real e imaginária da impedância na faixa de frequência de
1, 0 × 10−2 Hz até 3, 2 × 107 Hz para dezesseis concentrações diferentes. Um fenômeno
notável observado é a transição da reatância capacitiva para a reatância indutiva em uma
frequência específica, que depende criticamente da concentração de KCl. Essa interpre-
tação do fenômeno também foi reportada por da Silva Andrade et al. [4], com base na
presença de uma indutância parasitária devida aos cabos utilizados na montagem experi-
mental.
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As duas abordagens são complementares, pois inicialmente espera-se um comporta-
mento capacitivo da célula eletrolítica, mas, a partir de uma determinada frequência, a
resposta torna-se indutiva. Isso ocorre devido à resposta da impedância elétrica dos cabos
se superpor à resposta da impedância da célula.

Para determinar o valor da indutância parasitária do sistema, realizou-se uma me-
dição do espectro de impedância total do arranjo experimental, sem solução entre os
eletrodos, mas com os eletrodos em curto-circuito. O espectro de impedância do arranjo
experimental é apresentado na figura 3.5.

Figura 3.5: Parte imaginária do espectro de impedância do arranjo experimental com os
eletrodos em curto-circuito.

Na figura 3.5, as bolinhas vermelhas representam a parte imaginária do espectro obtido
a partir dessa medição. A linha contínua azul na mesma figura corresponde ao ajuste
teórico para o espectro de impedância do conjunto experimental Zset(ω). A partir desse
ajuste, é possível obter o valor da indutância parasita Lp, utilizando a seguinte equação:

Zset(ω) = iωLp. (3.1)

Essa equação descreve a reatância indutiva da indutância parasita. Para o conjunto
de dados apresentado na figura 3.5, o valor da indutância parasita encontrado foi de
Lp = 2 µH.

O espectro de impedância medido pelo analisador Solartron 1260 corresponde à im-
pedância total do conjunto experimental, representada como Ztotal(ω). Essa impedância
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total inclui a contribuição da impedância elétrica da célula eletrolítica, denotada por
Z(ω), bem como a contribuição da impedância devido aos cabos de ligação, representada
como Zset(ω). Portanto, é possível expressar a impedância total medida pelo equipamento
durante a experiência da seguinte forma:

Ztotal(ω) = Z(ω) + Zset(ω), (3.2)

em que a impedância dos cabos é determinada pela equação (3.1), e a contribuição da
célula eletrolítica é definida pela equação que descreve a impedância da célula eletrolítica,
seguindo os modelos de interpretação do espectro de impedância. Esses modelos podem
ser o modelo simples, apresentado na equação (2.19), ou o modelo completo, descrito na
equação (2.50), ambos abordados no capítulo anterior nas seções 2.1 e 2.2, respectiva-
mente.

Na figura 3.6, é exibida a parte imaginária dos espectros de impedância teóricos para
duas soluções de cloreto de potássio com concentrações de 5, 5 × 10−5 mol/L e 2,4×10−2

mol/L, figuras 3.6a e 3.6b, respectivamente. Essa curva de impedância foi gerada a partir
do ajuste teórico utilizando o modelo completo, conforme descrito na equação (2.50),
que descreve a impedância da célula eletrolítica. Vale ressaltar que os ajustes teóricos
dos dados experimentais serão discutidos posteriormente. Neste momento, o objetivo é
demonstrar que a combinação das impedâncias dos cabos de ligação com a impedância
da célula eletrolítica resulta na impedância elétrica medida pelo analisador Solartron.

(a) Concentração de 5, 5 × 10−5 mol/L (b) Concentração de 2,4×10−2 mol/L

Figura 3.6: Parte imaginária do espectro de impedância teórico da solução aquosa de KCl
para duas concentrações molares (cor vermelha), combinada com a reatância indutiva
parasita (cor azul), resultando na impedância medida pelo analisador de impedância (cor
preta).
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A representação da impedância da célula eletrolítica é mostrada pela linha vermelha,
enquanto a linha azul representa o espectro da reatância indutiva parasita, e a linha preta
indica o espectro da impedância total obtida através das medições do equipamento. É
evidente que a transição de comportamento capacitivo para indutivo ocorre em frequências
mais baixas nas soluções mais concentradas, devido à superposição da impedância dos
cabos com a da célula eletrolítica.

A análise da impedância da célula eletrolítica revelou uma transição de comporta-
mento capacitivo para indutivo, dependente da concentração de KCl, devido à indutância
parasita dos cabos de montagem. A determinação da indutância parasita Lp como 2 µH
a partir da impedância dos cabos é fundamental para a interpretação dos espectros de
impedância e análise da solução de cloreto de potássio.

3.3 Solução de Cloreto de Potássio

As amostras de soluções de cloreto de potássio analisadas abrangem diferentes concen-
trações. A interpretação dos dados de impedância experimental será realizada por meio
do modelo eletro-mecânico do oscilador harmônico amortecido e forçado, introduzido no
capítulo 2. Esse modelo incorpora diversas propriedades eletroquímicas discutidas ante-
riormente, no capítulo 1, e será aprimorado com considerações adicionais apresentadas
nesta seção.

Em um fluido que consiste em cloreto de potássio dissolvido em água pura, ocorre
a dissociação completa das moléculas do sal, desde que a solução não esteja saturada.
Isso significa que todas as moléculas de KCl se separam em dois íons: um cátion K+ e
um ânion Cl−. Devido a essa dissociação, as moléculas de água que estão próximas às
partículas carregadas do soluto são atraídas, formando uma espécie de “casca” ao redor
do íon, fenômeno conhecido como solvatação.

A quantidade de moléculas de água nH que formam essa camada ao redor do íon
depende do tipo de íon, como indicado na tabela 1.1. Para o cátion, nH = 6, 79, e para o
ânion, nH = 7, 27. Portanto, a partícula oscilante não será apenas um íon, mas sim um
íon solvatado, e sua massa, conforme apresentado na tabela 1.2, será a soma da massa do
íon com as massas das moléculas de água agregadas. Esse conjunto é chamado de massa
hidratada do íon. Para o cátion, a massa hidratada mH é de 26, 794 × 10−26 kg, e para o
ânion, é de 27, 609 × 10−26 kg.

Os íons em oscilação experimentam uma força de amortecimento devido ao atrito
com as outras partículas da solução, que é descrito em parte pelo regime não anômalo
da viscosidade complexa. Na expressão que descreve o modelo eletro-mecânico, essa
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viscosidade não anômala está relacionada com o termo c para o modelo simples e ou c2

para o modelo completo. A uma temperatura de 25 ◦C, as constantes c2 para cada íon
são c2K+ = 2, 10 × 10−12 kg s−1 e c2Cl−

= 2, 03 × 10−12 kg s−1. Os valores das constantes
de amortecimento c2 estão apresentados na tabela 1.4, na seção 1.4.

As partículas oscilantes em uma solução de cloreto de potássio consistem em íons
K+ hidratados migrando para o eletrodo negativo e íons Cl− hidratados migrando para
o eletrodo positivo. Portanto, a impedância total descrita pelo modelo deve conter a
contribuição de ambas as partículas, ou seja, uma parcela de impedância ZK+ e outra de
ZCl− . A impedância total será:

Z = ZK+ + ZCl− , (3.3)

sendo a quantidade de íons total N entre os eletrodos é a soma da quantidade de cátions
NK+ e de ânions NCl− , isto é,

N = NK+ + NCl− . (3.4)

Uma abordagem para simplificar essa contribuição é considerar uma partícula mé-
dia que englobe as características de ambos os íons, ou seja, as características dessa
partícula utilizada no modelo serão uma média das características dos íons K+ e Cl−.
Portanto, a massa hidratada dessa partícula média será calculada como a média das
massas hidratadas dos dois íons: mH = (mHK+ + mHCl−

)/2 = 27, 201 × 10−26 kg, e
a constante de amortecimento será a média das constantes de amortecimento dos íons:
c2 = (c2K+ + c2Cl−

)/2 = 2, 06 × 10−12 kg s−1, considerando uma temperatura de 25 ◦C.
Quanto à carga dos íons, seja ela positiva (+q) ou negativa (−q), não afeta o modelo, pois
essa carga aparece elevada ao quadrado nas equações. Por fim, o raio da partícula média
também será calculado como a média dos raios dos íons: r = (rCl + rK)/2 = 2, 18 × 10−10

m.
Assim, a equação do modelo eletromecânico terá alguns valores conhecidos do ponto

de vista eletroquímico da solução, como a massa hidratada mH , o raio hidratado rH ,
o coeficiente de amortecimento não-anômalo c ou c2, a mobilidade µ e o coeficiente de
difusão D. É importante destacar que esses três últimos parâmetros estão relacionados
entre si e são conhecidos quando consideramos uma temperatura de 25◦C.
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Capítulo 4

Validação dos Modelos de
Espectroscopia de Impedância

No capítulo anterior, foram apresentados os procedimentos experimentais realizados
para obter o espectro de impedância experimental das soluções analisadas. Além do es-
pectro experimental, foi discutida uma consideração importante sobre a impedância pro-
veniente da configuração experimental, a indutância parasita. O espectro de impedância
apresentado leva em consideração a impedância total do sistema.

A impedância total considera a contribuição da célula eletrolítica e da indutância para-
sita. O modelo eletromecânico busca descrever apenas a impedância da célula eletrolítica.
Para descrever o espectro de impedância experimental completamente, será considerada
a contribuição de duas partes: a impedância da célula eletrolítica, descrita pelo modelo
eletromecânico (simples ou completo), e a impedância parasita, apresentada na seção 3.2.

Este capítulo busca apresentar o ajuste teórico para o espectro de impedância adqui-
rido pelo analisador de impedância com o intuito de validar os modelos eletromecânicos
de interpretação dos dados de espectroscopia de impedância apresentados no capítulo 2.
Para isso, primeiramente, na seção 4.1, será apresentado o ajuste completo dos dados
experimentais para o modelo simples e para o modelo completo. Na segunda seção, se-
ção 4.2, será desmembrada a contribuição da impedância parasita e da célula eletrolítica,
apresentando o espectro de impedância teórico apenas da célula eletrolítica.

As análises realizadas neste capítulo serão replicadas para as demais soluções salinas,
como cloreto de sódio, cloreto de magnésio e cloreto de cálcio, e serão apresentadas no
apêndice B. Além disso, serão disponibilizados os parâmetros e gráficos obtidos para os
dois modelos de interpretação de espectroscopia de impedância: o modelo simples e o
completo.
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4.1 Ajuste do Espectro de Impedância Experimental

As soluções de cloreto de potássio utilizadas neste estudo foram preparadas a partir
de uma solução mais concentrada, com concentração inicial de 0,1 mol/L. Essas solu-
ções foram diluídas em um becker contendo água Milli-Q, resultando nas concentrações
específicas listadas na tabela 3.1, e com essas soluções foram obtidos os espectros de impe-
dância experimental apresentado na seção 3.1. Com os dados experimentais obtidos e com
o auxílio do algorítimo genético [22] foram encontrados os parâmetros do ajuste da curva
experimental segundo os modelos simples e completo. Os melhores ajustes encontrados
para o espectro de impedância de cada uma das concentrações serão apresentados nesta
seção com o intuito de validar o modelo eletromecânico.

O ajuste teórico dos dados experimentais de espectroscopia de impedância, obtido por
meio do modelo do oscilador simples, é ilustrado na figura 4.1. A componente real do es-
pectro de impedância é mostrada na figura 4.1a, e a componente imaginária é apresentada
na figura 4.1b.

(a) Componente real de Z(ω) (b) Componente imaginária de Z(ω)

Figura 4.1: Parte real (a) e imaginária (b) do espectro de impedância da solução de aquosa
de KCl das concentrações analisadas juntamente com o ajuste teórico (linhas sólidas).

Observa-se que o ajuste não consegue descrever completamente o espectro de impedân-
cia elétrica das soluções eletrolíticas em toda a sua extensão. No entanto, é notável que
em uma faixa específica de frequência, na região de platô, a componente real do espectro
apresente um ajuste satisfatório proveniente desse modelo. As frequências nos extremos
da região de platô não são bem representadas por esse modelo.

Para realizar o ajuste dos dados experimentais, foi considerada a impedância total do
sistema, conforme apresentado na Seção 3.2, na equação (3.2), onde a impedância total é
a soma da contribuição da impedância da célula eletrolítica, expressa pelo modelo simples,
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e da contribuição da impedância dos cabos, expressa pela indutância parasita. O modelo
do oscilador harmônico amortecido simples utiliza os parâmetros discutidos na seção 2.1
para descrever o comportamento da célula eletrolítica. Assim, a equação que descreve a
impedância total do sistema, conforme apresentado na figura 4.1, é dada por:

Ztotal(ω) = d2

q2N

(
iωm + c + k

iω

)
+ iωLp. (4.1)

Os parâmetros independentes da concentração da solução utilizados na equação de ajuste
(4.1) são m, c, q, d e Lp, os quais são conhecidos e foram apresentados no início desta
seção. No próximo parágrafo, serão retomados os valores desses parâmetros. Por outro
lado, os demais parâmetros, que dependem da concentração, como a quantidade de íons
N e a constante elástica de interação com a superfície k, estão detalhados na tabela 4.1.

Tabela 4.1: Valores encontrados para os parâmetros teóricos através do ajuste do espectro
de impedância experimental da solução de KCl para as concentrações analisadas segundo
o modelo do oscilador harmônico simples.

Solução de Cloreto de Potássio
Concentação

Molar das Soluçoes
[ mol/L ]

N

[ ×1016 ]

k

[ ×10−12 N/m ]
5,5×10−5 1,34 2,11
1,1×10−4 2,52 8,40
1,6×10−4 3,81 23,2
2,2×10−4 5,16 38,9
2,7×10−4 6,33 45,4
5,1×10−4 11,2 82,0
7,5×10−4 16,2 130
9,8×10−4 22,0 210
1,2×10−3 26,8 360
1,4×10−3 31,2 445
3,3×10−3 71,2 1035
5,2×10−3 109 1970
6,9×10−3 142 2205
8,6×10−3 184 2730
1,0×10−2 219 3065
2,4×10−2 478 4530

Alguns parâmetros do modelo são constantes para todas as soluções devido à configu-
ração experimental, como a distância entre os eletrodos d = 650 µm e a indutância dos
cabos Lp = 2 µH. Outros parâmetros também são conhecidos devido às características
eletroquímicas da solução de cloreto de potássio, apresentadas no capítulo 1, como a carga
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de cada íon q = e = 1, 6×10−19 C, a massa hidratada dos íons oscilantes m = 2, 72×10−25

kg, e o coeficiente de amortecimento c para o modelo simples e c2 para o modelo com-
pleto, com valor de 2, 25 × 10−12 kg s−1. O valor do coeficiente de amortecimento pode
variar com a temperatura, na literatura, o valor é conhecido quando a solução está a uma
temperatura de 25◦C, como apresentado na seção 3.3, considerando o valor médio cátion
e do anion. No entanto, os valores apresentados aqui estão um pouco diferentes devido à
temperatura não ser exatamente 25◦C.

Ao ajustar os dados experimentais do espectro de impedância elétrica obtido pelo ana-
lisador de impedância com o modelo do oscilador harmônico completo, alguns parâmetros
de ajustes são fixos, iguais aos do modelo simples, uma vez que esses parâmetros repre-
sentam propriedades devido à configuração experimental e características eletroquímicas,
como apresentado no parágrafo anterior.

O ajuste obtido através do modelo completo está representado na figura 4.2, onde
a componente real do espectro está à esquerda, figura 4.2a, e a componente imaginária
à direita, figura 4.2b. Os dados experimentais estão simbolizados por círculos, e cada
concentração da solução eletrolítica está descrita por uma cor. As linhas contínuas re-
presentam o ajuste teórico obtido para a solução correspondente à sua cor. Os ajustes
apresentados foram obtidos utilizando o algoritmo genético [22].

(a) Componente real de Z(ω) (b) Componente imaginária de Z(ω)

Figura 4.2: Componente real (a) e imaginária (b) do espectro de impedância da solução
de aquosa de KCl das dezesseis concentrações juntamente ao ajuste teórico segundo o
modelo completo.

A análise da figura 4.2 revela que a impedância total teórica, proveniente da contribui-
ção da célula eletrolítica (modelo completo) e da configuração experimental (indutância
parasita), descreve de forma abrangente o espectro de impedância experimental em todo
o intervalo de frequência. Esse modelo aborda o comportamento anômalo em baixas
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frequências e a interação das partículas oscilantes com as demais partículas do volume,
elementos não considerados pelo modelo simples.

Observa-se também uma peculiaridade em torno de 106 Hz na componente imaginária
do espectro de impedância, uma espécie de “bico”, conforme ilustrado na figura 4.2b,
relacionada à indutância parasita discutida na seção anterior (seção 3.2). Isso reforça a
necessidade de considerar a impedância total do sistema, Ztotal(ω), composta pela impe-
dância da configuração experimental, Zset(ω), e a impedância da célula eletrolítica, Z(ω),
como expresso na equação 3.2. A impedância do arranjo experimental é descrita pela
equação 3.1, enquanto a impedância da célula eletrolítica, Z(ω), é modelada por dois
osciladores harmônicos, o simples (seção 2.1, equação 2.19) e o completo com viscosidade
complexa (seção 2.2, equação 2.49).

A equação que descreve a impedância total do sistema, considerando o modelo com-
pleto do oscilador, é fornecida pela seguinte expressão:

Ztotal(ω) = d2

q2N

(
iωm + c1(iω)−α + c2 + k

iω

)
kp

iω

(
iωm + c1(iω)−α + c2 + k

iω

)
+ kp

+ iωLp. (4.2)

O ajuste resultante dessa equação nos dados experimentais foi apresentado na figura
4.2, revelando um excelente acordo com os dados experimentais em todo o intervalo de
frequência. Os parâmetros obtidos por meio da rotina de ajuste estão detalhados na
tabela 4.2. Vale ressaltar que alguns parâmetros possuem valores fixos, iguais aos do
modelo simples, como a distância entre os eletrodos (d = 650 µm), a indutância dos
cabos (Lp = 2 µH), a carga de cada íon (q = 1, 6 × 10−19 C), a massa hidratada dos íons
oscilantes (m = 2, 72 × 10−25 kg) e o coeficiente de amortecimento (c = c2 = 2, 25 × 10−12

kg s−1).O valor da massa hidratada utilizado na rotina de ajuste é a média da massa do
cátion e do ânion, conforme apresentado na seção 3.3, assim como o valor do coeficiente
de amortecimento. No entanto, este último pode variar com a temperatura, portanto, não
é exatamente igual ao da seção 3.3.
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Tabela 4.2: Valores encontrados para os parâmetros teóricos através do ajuste do espectro
de impedância experimental da solução de KCl para as concentrações analisadas segundo
o modelo do oscilador harmônico completo.

Solução de Cloreto de Potássio
Concentação

Molar das Soluçoes
[ mol/L ]

N

[ ×1016 ]

k

[ ×10−12 N/m ]

kp

[ ×10−5 N/m ]

c1

[ ×10−11 kg/s ]
α

5,5×10−5 1,34 0,423 0,305 1,11 0,71
1,1×10−4 2,52 1,68 0,546 1,68 0,71
1,6×10−4 3,81 4,64 0,787 2,40 0,71
2,2×10−4 5,16 7,79 1,10 3,09 0,71
2,7×10−4 6,33 9,08 1,34 3,85 0,71
5,1×10−4 11,2 16,4 2,15 5,28 0,72
7,5×10−4 16,2 26,1 3,27 7,26 0,72
9,8×10−4 22,0 42,0 4,52 7,81 0,72
1,2×10−3 26,8 72,1 6,35 10,3 0,72
1,4×10−3 31,2 89,0 8,57 11,1 0,73
3,3×10−3 71,2 207 38,3 19,6 0,73
5,2×10−3 109 394 95,4 26,6 0,73
6,9×10−3 142 441 301 35,5 0,74
8,6×10−3 184 546 987 54,4 0,75
1,0×10−2 219 613 4420 66,6 0,76
2,4×10−2 478 906 48800 107 0,77

4.2 Espectro de Impedância Elétrica Teórico

Na seção anterior, foi apresentado o espectro de impedância total obtido pelo ana-
lisador de impedância do arranjo experimental, que consiste na célula eletrolítica e nos
cabos que conectam os eletrodos ao analisador de impedância. Nesta seção, será anali-
sada exclusivamente a impedância da célula eletrolítica, conforme descrito pelo modelo
eletromecânico de interpretação dos dados de espectroscopia de impedância. Para isso, a
impedância total do conjunto experimental será desmembrada em duas partes: a contri-
buição da célula eletrolítica e a contribuição do cabeamento, isto é, a indutância parasita.
A ênfase desta seção está no espectro teórico da célula eletrolítica descrita pelos modelos.

Os modelos do oscilador harmônico, simples e completo, consideram uma partícula
carregada com carga q e massa m oscilando no interior de um fluido contido entre dois
eletrodos de área A e separados por uma distância d. Sobre os dois eletrodos, está uma
diferença de potencial aplicada do tipo senoidal com amplitude Vapl = V0, resultando em
uma amplitude do campo elétrico no interior da solução dada por E0 = V0/d.
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O espectro de impedância da célula eletrolítica descrito pelo modelo simples, Zs(ω),
foi apresentado na equação 2.19, sendo dado por:

Zs(ω) = φNO0(ω), (4.3)

onde O0(ω) é chamado de amortância e dado por:

O0(ω) = iωm + c + k

iω
, (4.4)

sendo φN = d2/(Nq2).
Na seção 4.1 foi apresentado o ajuste teórico juntamente com os dados experimentais

do espectro de impedância das soluções de cloreto de potássio em suas diferentes concen-
trações, no entanto, o ajuste teórico apresentado considera a impedância parasita, devido
à configuração experimental, descrita por iωLp acrescentado a impedância proposta pelo
modelo simples, como apresentado na equação (4.1). Nesta seção serão considerados
apenas os parâmetros oriundos do desenvolvimento do modelo, sem levar em conta a con-
tribuição da impedância devido à configuração experimental, isto é, apenas a impedância
da célula eletrolítica sendo descrita pela equação (4.3).

Os parâmetros que ajustam o espectro de impedância experimental da célula eletro-
lítica, contendo as concentrações de cloreto de potássio, segundo o modelo do oscilador
harmônico amortecido e forçado (modelo simples), foram apresentados na tabela 4.1.
Além dos parâmetros que dependem da concentração da solução, que já foram apresen-
tados, há os parâmetros que não dependem da concentração, mas que estão relacionados
às propriedades eletroquímicas e experimentais. Esses parâmetros estão mostrados na
tabela 4.3.

Tabela 4.3: Parâmetros do modelo do oscilador harmônico amortecido e forçado, que não
depende da concentração da solução.

Variaveis
do modelo

Valor
Correspondente

c ou c2
[×10−12 kg s−1] 2,25

m
[×10−25 kg ] 2,72

q
[×10−19 C] 1,6

d
[×10−6 m] 650
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Os parâmetros apresentados na tabela 4.3 são invariáveis à mudança de concentração.
Dos parâmetros, os três primeiros (c, m, q) estão relacionados às propriedades eletroquí-
micas da solução, enquanto o último (d) é determinado pela montagem e execução experi-
mental das medidas de impedância. O parâmetro m é a massa hidratada média do cátion
e do ânion, conforme obtido e apresentado na seção 3.3 utilizando os dados da tabela
1.2. O parâmetro c, coeficiente de amortecimento não-anômalo, também foi discutido na
seção 3.3, onde é considerado um valor médio entre o cátion e o ânion. No entanto, seu
valor difere um pouco do apresentado, pois o valor conhecido na literatura para cada íon,
conforme apresentado na tabela 1.4, é a uma temperatura de 25◦C.

O espectro de impedância teórico segundo o modelo simples é apresentado na figura
4.3. Como foi dito na seção 4.1, o modelo simples não consegue ajustar completamente os
dados experimentais, mas, na região de platô, o modelo simples fornece um bom acordo
com o espectro de impedância experimental.

(a) Componente real de Z(ω) (b) Componente imaginária de Z(ω)

Figura 4.3: Ajuste teórico resultante do modelo simples para o espectro de impedância da
solução de aquosa de KCl, a parte real está representado na figura (a) e a parte imaginária
na figura (b).

Ao observar a parte real da impedância, conforme mostrado na figura 4.3a, é possível
identificar os valores de resistência que coincidem com a resistência de platô dos dados
experimentais de impedância. A linha de cor marsala representa a solução mais concen-
trada, 2, 4×10−2 M, e apresenta o menor valor de resistência entre todas as concentrações,
com um valor de aproximadamente 7,7 Ω. Para a solução menos concentrada, 5, 5 × 10−5

M, representada pela cor azul-escuro, a resistência de platô tem um valor próximo de 2,8
kΩ.

Analisando as equações (4.3) e (4.4), é possível concluir que a resistência de platô
descrita pelo modelo eletromecânico é encontrada multiplicando a φN pelo coeficiente de
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amortecimento c. A equação que representa a resistência de platô é:

Rplatô = d2

Nq2 c. (4.5)

Os valores para as resistências de platô para todas as concentrações, descrito pela
equação (4.5), estão apresentados na tabela 4.4.

Tabela 4.4: Resistência de platô obtida teoricamente segundo o modelo eletromecânico
para as dezesseis concentrações de cloreto de potássio.

Resistência de Platô
Concentação

Molar
[ mol/L ]

Rplatô
[ Ω ]

5,5×10−5 2771
1,1×10−4 1474
1,6×10−4 975
2,2×10−4 720
2,7×10−4 587
5,1×10−4 331
7,5×10−4 229
9,8×10−4 169
1,2×10−3 138
1,4×10−3 119
3,3×10−3 52
5,2×10−3 34
6,9×10−3 26
8,6×10−3 20
1,0×10−2 17
2,4×10−2 7,8

Considerando agora o modelo do oscilador amortecido e forçado com viscosidade com-
plexa, ou modelo completo, que leva em conta as contribuições da componente elástica
de interação com as demais partículas do volume kp e a contribuição da componente anô-
mala da viscosidade c1(iω)−α, além das contribuições das componentes do modelo simples.
No mesmo viés, o espectro de impedância fornecido pelo modelo completo mais a con-
tribuição da impedância parasita, iωLp, ajusta completamente os dados de impedância
experimental, como mostrado na seção 4.1. No entanto, nesta seção será considerada
apenas a contribuição da impedância da célula eletrolítica descrita pelo modelo completo,
apontado na seção 2.2.1 nas equações 2.49 e 2.45. Retomando essas equações, tem-se:
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Z(ω) = φN
O(ω)kp

iωO(ω) + kp

, (4.6)

onde O(ω) é dado por

O(ω) = iωm + c1(iω)−α + c2 + k

iω
. (4.7)

Os parâmetros deste modelo, equação (4.6), que ajusta o espectro de impedância das
concentrações de cloreto de potássio foram apresentados na seção anterior, na tabela 4.2.

Os espectros de impedância teóricos obtidos são apresentados na figura 4.4. A figura
4.4a retrata a parte real da impedância e a figura 4.4b a parte imaginária, onde cada cor
representa uma concentração da solução de cloreto de potássio.

(a) Componente real de Z(ω) (b) Componente imaginária de Z(ω)

Figura 4.4: Ajuste teórico resultante do modelo completo para o espectro de impedância
da solução de aquosa de KCl, a parte real está representado na figura (a) e a parte
imaginária na figura (b).

Os valores de resistência de platô, apresentados na parte real, figura 4.4a, são consis-
tentes com aqueles exibidos pelo modelo simples na figura 4.3a e estão documentados na
tabela 4.4.

Esses valores indicam que, à medida que a concentração aumenta, há um maior número
de partículas portadoras de carga, íons, contidas na célula eletrolítica. Essa inferência é
válida para ambos os modelos, conforme evidenciado nas tabelas de parâmetros 4.1 e 4.2
dos modelos simples e completo, respectivamente, onde o valor para o número de íons N

obtido para cada concentração é igual nos dois modelos e aumenta com a concentração.
Através do número de íons N obtido nos ajustes, é possível encontrar uma concentração
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teórica que representa a solução no interior da célula, calculando-a com base no volume
da solução contida entre os eletrodos. Considerando que a concentração representa a
quantidade de moléculas por volume, em um litro de solução com concentração 1 mol/L,
tem-se o equivalente a 6, 022 × 1023 moléculas, o valor da constante de Avogadro, Na =
6, 022 × 1023. No entanto, as soluções analisadas estão confinadas no porta-amostra, com
volume v = dA = 2, 042 × 10−7 m3, ou v = 2, 042 × 10−4 L, onde d = 650 µm é a
distância entre os eletrodos e A = 3, 142 × 10−4 m2 é a área dos eletrodos. Assim, para
obter a quantidade de íons experimental Nexp contidos nas soluções, basta multiplicar a
concentração experimental pelo volume e pelo valor da constante de Avogadro,

Nexp = 2CexpvNa. (4.8)

Em que Cexp representa os valores das concentrações das soluções obtidos experimental-
mente. Os valores de Nexp são mostrados na tabela 4.5. O número de íons, ou partículas
carregadas, é o dobro do número de moléculas, uma vez que cada molécula de KCl se
dissocia em dois íons, o que justifica o fator multiplicativo de 2.

Para encontrar o valor de concentração teórica Cteo que está relacionada com a quan-
tidade de íons N obtida no ajuste teórico, é necessário utilizar a equação

Cteo = 1
2

N

v

1
Na

, (4.9)

onde as concentrações teóricas para os dois modelos são iguais, por ter o mesmo valor de N

para cada concentração da solução. Os valores das concentrações teórica são apresentados
na tabela 4.5.

Embora o número de íons tenha sido mantido livre na rotina de ajuste, a diferença
entre os valores experimentais e teóricos mostra uma discrepância relativamente pequena.
Para a solução mais concentrada, a discordância foi máxima, com um valor de 18,8%.

A validação dos dois modelos de interpretação dos dados de espectroscopia de impe-
dância propostos neste trabalho também foi realizada para outros três sais: cloreto de
sódio, cloreto de cálcio e cloreto de magnésio. Os resultados dos parâmetros encontrados
na rotina de ajuste e os gráficos do espectro de impedância desses sais estão apresen-
tados no apêndice B. A apresentação desses dados foi adicionada em apêndice, pois o
comportamento dos três sais é semelhante ao comportamento da solução de cloreto de
potássio.
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Tabela 4.5: Valores experimentais e teóricos das concentrações e quantidade de moléculas
contidas na solução, no interior da célula eletrolítica, para as dezesseis concentrações de
solução de cloreto de potássio.

Solução de Cloreto de Potássio
Cexp

[ mol/L ]

Nexp

[ ×1016 ]

Cteo

[ mol/L ]

N

[ ×1016 ]
5,5×10−5 1,35 5,45×10−5 1,34
1,1×10−4 2,70 1,02×10−4 2,52
1,6×10−4 4,05 1,55×10−4 3,81
2,2×10−4 5,40 2,10×10−4 5,16
2,7×10−4 6,74 2,57×10−4 6,33
5,1×10−4 12,5 4,55×10−4 11,2
7,5×10−4 18,3 6,60×10−4 16,2
9,8×10−4 24,0 8,95×10−4 22,0
1,2×10−3 29,8 1,09×10−3 26,8
1,4×10−3 35,5 1,27×10−3 31,2
3,3×10−3 82,4 2,90×10−3 71,2
5,2×10−3 127 4,43×10−3 109
6,9×10−3 171 5,77×10−3 142
8,6×10−3 213 7,48×10−3 184
1,0×10−2 253 8,90×10−3 219
2,4×10−2 589 1,94×10−2 478
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Capítulo 5

Resultados e Análise

Este capítulo é destinado a discutir as propostas efetuadas no decorrer do desenvolvi-
mento dos modelos teóricos do oscilador harmônico amortecido e forçado, com o intuito
de interpretar os dados experimentais de espectroscopia de impedância, e apresentado no
capítulo 2, para algumas propriedades da solução apresentadas no capítulo 1.

Os dois modelos teóricos do oscilador harmônico foram validados no capítulo 4 através
do ajuste teórico dos dados experimentais do espectro de impedância das soluções eletro-
líticas de cloreto de potássio nas dezesseis concentrações. Neste capítulo, serão utilizadas
três amostras em diferentes concentrações de solução de KCl, onde as concentrações são
5.5×10−5 M, 2.2×10−4 M e 5.1×10−4 M, para apresentar e discutir as propostas realiza-
das durante este trabalho. A solução de concentração 5.1×10−4 M será considerada como
principal, sendo apresentada separadamente; para complementar a discussão, o compor-
tamento das três soluções também serão apresentados juntas. As demais soluções serão
apresentadas no apêndice C.

Este capítulo está dividido em cinco seções. A primeira seção apresenta o espectro de
impedância teórico para as três soluções descritas pelos modelos discutidos anteriormente,
seção 5.1. Na seção 5.2, será discutida a amplitude do deslocamento da partícula, enquanto
a amplitude da velocidade da partícula será apresentada na seção 5.3. A mobilidade
iônica e a difusão propostas através dos dois modelos serão abordadas nas seções 5.4 e
5.5, respectivamente.

As análises efetuadas neste capítulo, abrangendo o comportamento do deslocamento,
velocidade, mobilidade e difusão conforme descrito pelo modelo eletromecânico, serão
reproduzidas para outras soluções salinas, como cloreto de sódio, cloreto de magnésio e
cloreto de cálcio. Os resultados dessas análises serão detalhadamente apresentados no
Apêndice C.
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5.1 Espectro de Impedância

Abaixo estão apresentados os espectros de impedância teóricos obtidos pelos ajustes
dos modelos do oscilador harmônico simples e completo para as soluções de concentrações
de 5.5×10−5 M, 2.2×10−4 M e 5.1×10−4 M. Nas figuras a seguir, os dados dessas soluções
mantêm o padrão de cores para cada concentração, onde a cor vermelha representa a
concentração menos concentrada (5.5 × 10−5 M), a cor verde representa a solução de
concentração média (2.2 × 10−4 M) e a cor azul representa a solução mais concentrada
(5.1 × 10−4 M).

O espectro de impedância teórico, conforme previsto pelo modelo simples, para as
três concentrações de cloreto de potássio, está ilustrado na figura 5.1. Os parâmetros
utilizados para reproduzir esses espectros são provenientes da tabela 4.1, apresentando
valores específicos para cada concentração.

(a) Parte real
3

(b) Parte imaginária

Figura 5.1: Espectro de impedância teórica conforme o modelo simples para a solução
aquosa de KCl em três concentrações: 5.5 × 10−5 M (vermelho), 2.2 × 10−4 M (verde) e
5.1 × 10−4 M (azul). A componente real do espectro de impedância está representada na
figura (a), enquanto a componente imaginária está na figura (b).

A figura 5.2 apresenta o espectro de impedância teórico descrito pelo modelo ele-
tromecânico completo. Os parâmetros utilizados para reproduzir esses espectros foram
apresentados no capítulo anterior, na tabela 4.2.

Ao observar a parte real do espectro de impedância, torna-se evidente que o valor
da resistência na região de platô varia para cada cor, indicando a diferença de concen-
tração, uma vez que a solução mais concentrada é mais condutiva. A solução de KCl
mais concentrada, 5.1 × 10−4 M, será adotada como referência neste capítulo. Quando
for apresentada apenas uma curva teórica, será utilizada a curva correspondente a essa
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(a) Parte real (b) Parte imaginária

Figura 5.2: Espectro de impedância teórica conforme o modelo completo para a solução
aquosa de KCl em três concentrações: 5.5 × 10−5 M (vermelho), 2.2 × 10−4 M (verde) e
5.1 × 10−4 M (azul). A componente real do espectro de impedância está representada na
figura (a), enquanto a componente imaginária está na figura (b).

concentração. Com isso, para comparar o espectro de impedância fornecido pelos dois
modelos teóricos, serão apresentados na figura 5.3a as componentes real e imaginária do
espectro de impedância descrito pelo modelo simples. Na figura 5.3b, serão expostos as
componentes retratadas pelo modelo completo.

(a) Modelo Simples (b) Modelo Completo

Figura 5.3: Parte real e imaginária do espectro de impedância teórico da solução de aquosa
de KCl de concentração 5.1×10−4 M. A figura (a) apresenta a impedância teórica segundo
o modelo simples e a (b) retrata o modelo teórico completo. Na vertical há várias linhas
tracejadas que representam algumas frequências características denotadas no espectro de
impedância para esta solução.
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A figura mostra várias retas verticais que correspondem a algumas características da
curva de impedância encontradas segundo o modelo completo, figura 5.3b. Essas retas
possibilitam dividir o espectro de impedância em pelo menos três regiões distintas que
demonstram comportamentos diferentes. Deste modo, a região confinada pelas duas retas
tracejadas de cor laranja é chamada de região de platô ou região de estabilidade, uma vez
que a resistência é constante ao variar da frequência neste intervalo. A região denominada
de baixa frequência está à esquerda da primeira reta laranja, sendo a região que evidencia
um valor de impedância maior entre as três regiões. À direita da segunda reta tracejada
laranjada está a terceira região, chamada região de alta frequência. Essas retas verticais
que delimitam as três regiões do espectro de impedância foram adicionadas também na
figura que representa o modelo simples, figura 5.3a.

Além das duas retas verticais laranja, há mais três retas nas cores verde, magenta e
azul-claro. Essas retas foram encontradas observando o comportamento da componente
imaginária apresentada pelo modelo completo, linha sólida preta na figura 5.3b. As duas
retas verticais dos extremos das figuras 5.3b e 5.3a, apresentadas com uma linha tracejada
nas cores verde e azul-claro, representam a frequência angular onde o valor, em módulo,
das componentes real e imaginária do espectro de impedância se igualam. Essa igualdade
ocorre em dois pontos, o primeiro acontece no regime de frequências menores, isto é, antes
da região de platô, e essa frequência tem o valor de ω = 45 rad/s e é representada pela
cor verde. O segundo ponto onde as componentes real e imaginária se igualam ocorre
no domínio das frequências maiores que a região de platô, para a frequência angular
ω = 1, 2 × 107 rad/s apresentado na cor azul tracejado. A linha tracejada restante, na
cor magenta, representa a frequência angular onde ocorre a inversão, ponto de mínimo,
da componente imaginária do espectro de impedância. Essa frequência, quando cruza a
componente real do espectro de impedância, apresenta exatamente o valor da resistência
de platô desta curva.

5.2 Amplitude do Deslocamento do Íon

No modelo de interpretação dos dados de espectroscopia de impedância proposto neste
trabalho, considera-se uma partícula oscilando próxima ao eletrodo devido à oscilação do
campo elétrico aplicado nos eletrodos. Durante o desenvolvimento desse modelo, a solu-
ção da equação diferencial que descreve o movimento oscilatório do íon foi encontrada,
resultando em uma trajetória da partícula como uma função do tempo. Esse modelo ele-
tromecânico foi apresentado em duas variantes: o primeiro, denominado modelo simples,
considera o movimento da partícula como um oscilador harmônico amortecido e forçado,
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conforme apresentado na seção 2.1; o segundo, chamado de modelo completo, atribui ao
movimento da partícula um oscilador harmônico amortecido e forçado com viscosidade
complexa, além de considerar a interação da partícula oscilante com as demais partículas
do volume, conforme detalhado na seção 2.2.

Para o desenvolvimento desta seção, serão retomadas algumas considerações e relem-
bradas algumas equações que já foram apresentadas anteriormente.

Para ambos os modelos, o deslocamento da partícula em função do tempo é caracteri-
zado pela função da posição do íon x(t) = x0e

iωt, que descreve um movimento oscilatório
ao longo do tempo t, para uma frequência angular ω fixa. Esse movimento oscilatório é
uma consequência do campo elétrico aplicado que oscila no tempo de acordo com a forma
E(t) = E0e

iωt. No entanto, o espectro de impedância elétrica é medido em função da
frequência, onde cada frequência retorna um valor máximo para o deslocamento da partí-
cula, e assim, a amplitude do deslocamento x0 varia em função dessa frequência angular
ω.

No desenvolvimento do modelo simples, a amplitude de deslocamento foi proposta na
equação (2.5), apresentando x0 como:

x0 = qE0

m

1
−ω2 + γiω + ω2

0
, (5.1)

na qual o parâmetro γ = c/m e a frequência ω0 =
√

k/m.
Utilizando os parâmetros encontrados no ajuste teórico do modelo simples, apresen-

tados na tabela 4.1, na equação da amplitude do deslocamento, equação (2.5), é possível
encontrar a variação da amplitude de deslocamento da partícula. A equação da amplitude
de deslocamento mostra que x0 é uma grandeza complexa, contendo uma componente real
e outra componente imaginária. Assim, é possível encontrar o módulo da amplitude de
deslocamento|x0| sendo:

|x0| =
√

Re[x0]2 + Im[x0]2, (5.2)

onde a componente real da amplitude do deslocamento é Re(x0) e a componente imagi-
nária é Im(x0).

A figura 5.4 apresenta as componentes da amplitude do deslocamento para a solução
de referência de KCl com concentração de 5.1 × 10−4 M, em que a componente real é
ilustrada pela linha sólida de cor vermelha, a componente imaginária é descrita pela linha
sólida de cor preta, e o módulo da amplitude de deslocamento pela linha de cor lilás.

O módulo do deslocamento retratado pelo modelo simples na Figura 5.4 apresenta dois
comportamentos que podem ser divididos em frequências angulares menores e maiores
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Figura 5.4: Componente real, imaginária e absoluta da amplitude de deslocamento do íon
no interior da solução de KCl a 5.1 × 10−4 M descrito pelo modelo simples.

que 100 rad/s. Para a região em que ω é menor que 100 rad/s, o módulo da amplitude
de deslocamento exibe um comportamento constante e máximo. Em outras palavras, o
período de oscilação de um ciclo é mais do que suficiente para que a partícula percorra a
amplitude máxima de deslocamento.

Ao aumentar a frequência ω, o período de oscilação torna-se decrescente. Quando a
frequência ultrapassa 100 rad/s, o tempo que a partícula tem para se deslocar não é mais
suficiente para atingir o deslocamento máximo, que é alcançado para frequências menores
que 100 rad/s. Além disso, para frequências maiores que 100 rad/s, o comportamento
da velocidade (que será discutido na próxima seção) é constante. Isso faz com que a
partícula diminua cada vez mais sua amplitude de deslocamento à medida que o período
de oscilação diminui, ou seja, à medida que a frequência aumenta.

A figura 5.5 mostra o modulo da amplitude de deslocamento para as três concentrações
de cloreto de potássio, 5.5 × 10−5 M representado pela linha sólida na cor vermelha,
2.2 × 10−4 M com a cor verde e 5.1 × 10−4 M com a cor azul.

Na parte esquerda da Figura 5.5, onde a frequência ω é menor, é possível observar
que o valor máximo do módulo da amplitude de deslocamento depende da concentração
da solução, sendo maior para a menor concentração, representado pela cor vermelha, e
diminui com o aumento da concentração da solução. Essa dependência do valor de |x0|
com a concentração das soluções está relacionada com a constante elástica de interação
com a superfície dos eletrodos, k, que apresenta um valor diretamente proporcional à
concentração da solução, como mostrado na tabela dos parâmetros 4.1. Esse comporta-
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Figura 5.5: Amplitude de deslocamento do íon no interior da solução de aquosa de KCl
em três concentrações, 5.5 × 10−5 M representado pela cor vermelha, 2.2 × 10−4 M na cor
verde e 5.1 × 10−4 M na cor azul.

mento ocorre devido à força de restauração proporcionada pela constante elástica k, pois
segundo a lei de Hooke, para uma força fixa, quanto maior a constante elástica, menor
deve ser o deslocamento da partícula.

A partir de uma determinada frequência, o módulo da amplitude do deslocamento
toma um comportamento decrescente que é igual para todas as concentrações; no entanto,
a frequência em que o módulo do deslocamento assume esse comportamento depende
da concentração da solução. Quanto maior a concentração da solução, maior será essa
frequência.

A região onde a amplitude do deslocamento tem o mesmo valor para todas as concen-
trações está relacionada com a região de platô do espectro de impedância. Nessa região,
há um comportamento distinto da partícula, onde seu deslocamento diminui gradativa-
mente devido à diminuição do tempo que ela tem para se deslocar. Isso ocorre porque a
velocidade com que essa partícula se desloca nessa região é constante1.

Para o modelo completo, a amplitude de deslocamento considera, além da viscosidade
complexa, a interação da partícula oscilante com as demais partículas no interior da
célula eletrolítica, representada pela constante elástica kp. Nesse sentido, a amplitude de
deslocamento da partícula descrita pelo modelo completo foi apresentada anteriormente

1O comportamento da velocidade descrita pelo modelo simples de interpretação da espectroscopia de
impedância será apresentado na seção 5.3
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nas equações (2.61) e (2.52). Recuperando-as, temos:

x0 = qE0

m

(
Ω(ω) + ω2

p

Ω(ω)ω2
p

)
, (5.3)

com a frequência ωp =
√

kp/m. Para simplificar a escrita de x0, foi introduzida a função
Ω(ω), que tem a forma:

Ω(ω) = −ω2 + [γ∗(ω)]iω + ω2
0. (5.4)

O parâmetro γ∗(ω) é semelhante ao modelo simples, no entanto, considera o comporta-
mento anômalo do coeficiente de amortecimento c1(iω)−α. Sendo assim, o valor deste
parâmetro é

γ∗(ω) = c1

m
(iω)−α + c2

m
.

Da mesma maneira que a amplitude de deslocamento proposta pelo modelo simples,
o valor de x0 proposto pelo modelo completo, equação (5.3), também é uma grandeza
complexa. Na figura 5.6 serão apresentadas as componentes real e imaginária, bem como
o módulo da amplitude de deslocamento, calculado segundo a equação (5.2), para a solução
de KCl com concentração de 5.1 × 10−4.

Figura 5.6: Parte real, imaginária e absoluta da amplitude de deslocamento do íon no
interior da solução de KCl a 5.1 × 10−4 M descrito pelo modelo completo. Na vertical há
várias linhas tracejadas que representa algumas frequências características apresentadas
no espectro de impedância para esta solução.
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O comportamento do módulo da amplitude do deslocamento da partícula, descrito pelo
modelo completo e apresentado na figura 5.6 pela linha lilás, demonstra três regiões com
comportamentos diferentes. A primeira região vai até a frequência de aproximadamente
100 rad/s e apresenta um decaimento leve no valor máximo do módulo do deslocamento
com o aumento da frequência. No modelo completo, a contribuição do termo de amorteci-
mento ocorre em duas partes, c∗(ω) = c1(iω)−α + c2, onde o primeiro termo corresponde à
contribuição anômala e o segundo termo à contribuição normal. Essa variação no valor de
|x0| é devido à contribuição do termo do coeficiente de amortecimento anômalo, c1(iω)−α,
ser dominante nessa região de frequências em relação à contribuição do coeficiente de
amortecimento normal.

O termo anômalo apresenta um valor inversamente proporcional à frequência angu-
lar e, a partir de uma determinada frequência (100 rad/s neste caso), a contribuição da
componente normal do termo de amortecimento começa a dominar, mudando o compor-
tamento do módulo da amplitude de deslocamento para uma diminuição proporcional ao
aumento da frequência angular, caracterizando o comportamento da segunda região. A
terceira região apresenta um comportamento de valor constante na ordem de 10−13 m,
iniciando em uma frequência próxima a 107 rad/s.

O comportamento do módulo da amplitude de deslocamento apresentado na figura
5.6 para a solução de KCl com concentração de 5.1 × 10−4 M se replica para as demais
concentrações, como apresentado na figura 5.7.

Figura 5.7: Amplitude de deslocamento do íon no interior da solução de aquosa de KCl
em três concentrações, 5.5 × 10−5 M representado pela cor vermelha, 2.2 × 10−4 M na cor
verde e 5.1 × 10−4 M na cor azul.
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A figura 5.7 também pode ser dividida em três regiões de comportamento distintas,
semelhante à figura 5.6, onde duas dessas regiões dependem da concentração da solução
e uma não.

Na primeira região, onde as frequências angulares são menores, nota-se que a solução
menos concentrada (linha vermelha) apresenta um módulo de amplitude de deslocamento
maior em comparação com a solução mais concentrada (linha azul). Esse efeito ocorre
devido à contribuição da constante elástica de interação com a superfície, representada
por k, e do termo de amortecimento anômalo. Soluções de concentrações menores têm
um valor do termo anômalo menor do que concentrações maiores, o que dificulta propor-
cionalmente o movimento do íon no interior da solução de maior concentração. Apesar
das contribuições distintas do termo de amortecimento anômalo para a amplitude do des-
locamento, ambas são dependentes da frequência angular, resultando na diminuição do
valor de |x0| para as três concentrações com o aumento da frequência ω. Esse decréscimo
persiste até uma determinada frequência para cada concentração. A partir desse ponto,
o comportamento do módulo do deslocamento torna-se independente da concentração,
ou seja, o valor de |x0| é igual para as três concentrações em um intervalo específico de
frequência.

A terceira região se inicia em diferentes frequências para cada concentração da solução,
sendo que quanto maior a concentração, maior essa frequência. O comportamento do
módulo da amplitude de deslocamento nessa região não depende da frequência, tendo um
valor constante para cada concentração. Essa mudança de comportamento que ocorre
nessas frequências está relacionada com a constante elástica de interação da partícula
oscilante com as demais partículas do volume kp.

A figura 5.8 apresenta o comportamento do módulo da amplitude de deslocamento da
partícula da solução de 5.1×10−4 M para os dois modelos. O modelo simples representado
pela linha sólida na cor preta e o modelo completo pela linha sólida na cor lilás. As linhas
verticais apresentada nesta figura foram obtidas na seção 5.1 analisando o espectro de
impedância desta solução, KCl a 5.1 × 10−4 M, descrito pelo modelo completo, conforme
apresentado na figura 5.3b.

Na região de frequência delimitada pelas duas linhas verticais de cor laranja, denomi-
nada região de platô, o valor do módulo da amplitude de deslocamento demonstrado pelo
modelo simples é exatamente igual aos valores apresentados pelo modelo completo. Isso
implica que na região de platô, os dois modelos são coincidentes e não há diferença no
comportamento descrito pelos modelos.

Para frequências menores que a região de platô, mais especificamente para ω < 170
rad/s, isto é, à esquerda da linha vertical tracejada de cor verde, a amplitude do desloca-
mento descrita pelo modelo completo mostra uma diferença em relação ao deslocamento
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Figura 5.8: Amplitude de deslocamento do íon no interior da solução de aquosa de KCl na
concentração de 5.1×10−4 M, a amplitude descrita pelo modelo simples é representado pela
cor preta e o modelo completo pela cor lilás. Na vertical há várias linhas tracejadas que
representa algumas frequências características apresentadas no espectro de impedância
para esta solução.

proposto pelo modelo simples. Entre os dois modelos, o modelo completo foi o único a
descrever o espectro de impedância nessa região, pois tem uma contribuição a mais que o
modelo simples, o termo anômalo no coeficiente de amortecimento.

Para a região com frequências maiores que a região de platô, precisamente frequências
maiores que 1, 2 × 107 rad/s, isto é, à direita da linha tracejada azul, a diferença entre
os dois modelos ocorre devido ao modelo completo considerar a interação da partícula
oscilante com as demais partículas da célula eletrolítica. A amplitude de deslocamento é
muito pequena nessa região, comparada com o tamanho do raio da partícula hidratada
representado pela linha horizontal ciano, sendo possível inferir que o íon está praticamente
vibrando em torno de um ponto de equilíbrio.

5.3 Amplitude da Velocidade do Íon

Na seção anterior, foi apresentado o comportamento do módulo da amplitude de deslo-
camento descrita pelos modelos simples e completo. Nesse mesmo contexto, a velocidade
da partícula proposta pelos modelos exibe uma oscilação em função do tempo, descrita
por v(t) = v0e

iωt. A velocidade da partícula oscilante em função do tempo pode ser
obtida com base na expressão do deslocamento da partícula. A expressão para a ampli-
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tude da velocidade v0 foi apresentada na seção 2.1 para o modelo simples, que considera
o movimento da partícula um oscilador harmônico amortecido e forçado, e na seção 2.2
para o modelo completo, que atribui ao movimento da partícula um oscilador harmônico
amortecido e forçado com viscosidade complexa e a contribuição da interação da partícula
oscilante com as demais partículas da célula eletroquímica.

Considerando o modelo simples, a amplitude da velocidade foi suscitada na equação
2.8 e apresenta a v0 como:

v0 = qE0

m

iω

−ω2 + γiω + ω2
0
. (5.5)

Os parâmetros apresentados na expressão da amplitude da velocidade da partícula
proposta em cada modelo podem ser determinados aplicando os valores encontrados na
rotina de ajuste do espectro de impedância, conforme apresentados na tabela 4.1.

Os valores da amplitude da velocidade resultantes da equação (5.5) são uma grandeza
complexa, contendo uma componente real e outra componente imaginária. Seguindo a
mesma ideia da amplitude do deslocamento, é possível escrever o módulo da amplitude
da velocidade como sendo a raiz quadrada da soma dos quadrados das componentes
complexas da amplitude da velocidade, onde o módulo de v0 é expresso por:

|v0| =
√

Re[v0]2 + Im[v0]2. (5.6)

A figura 5.9 exibe as componentes real e imaginária, representadas pelas linhas verme-
lha e preta, respectivamente, da amplitude da velocidade para uma partícula na solução
de referência de cloreto de potássio com concentração de 5.1 × 10−4 M, conforme des-
crito pelo modelo simples. A linha sólida de cor laranja representa o valor do módulo da
amplitude da velocidade.

O modulo amplitude da velocidade apresentada pelo modelo simples, figura 5.9, pode
ser dividida em duas regiões, do mesmo modo que foi feito com o módulo da amplitude
do deslocamento na seção anterior. A primeira região é caracterizada pelas frequências
ω menores que 200 rad/s, aproximadamente. Está região apresenta um comportamento
ascendente para o módulo da amplitude da velocidade em função de ω, coerente com a
equação da velocidade de um oscilador harmônico2.

O módulo da amplitude da velocidade aumenta com a frequência até o início da
segunda região, que é caracterizada por frequências ω superiores a aproximadamente 100

2Considerando, por exemplo, um oscilador harmônico simples, em que a posição de uma partícula é
dada por x(t) = A sen(ωt + ϕ), a velocidade correspondente será v(t) = ωA cos(ωt + ϕ). A velocidade
máxima atingida por essa partícula será v′

0 = ωA. Observa-se que essa velocidade máxima aumenta
proporcionalmente com a frequência ω com a qual a partícula está oscilando.
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Figura 5.9: Parte real, imaginária e absoluta da amplitude da velocidade do íon que oscila
no interior da solução de KCl, a 5.1 × 10−4 M, conforme o modelo simples.

rad/s. Nessa faixa, a força elétrica proveniente da diferença de potencial elétrico aplicada
nos eletrodos da célula eletrolítica acelera a partícula oscilante na mesma proporção que
a força de arrasto a desacelera. Isso resulta em um valor constante e máximo do módulo
da amplitude da velocidade.

O comportamento do módulo da velocidade descrito pela equação (5.5) para diferentes
concentrações de cloreto de potássio está retratado na figura 5.10. As três concentrações
apresentadas 5.5 × 10−5 M descrita pela linha sólida de cor vermelha, 2.2 × 10−4 M de cor
verde e 5.1 × 10−4 M de cor azul.

Na figura 5.10, o módulo da amplitude da velocidade das três soluções apresenta valores
diferentes para frequências menores que aproximadamente 200 rad/s, onde a velocidade
é proporcional à frequência de oscilação ω. Nessa região, a velocidade da partícula é
maior para a solução com menor concentração molar, e com o aumento da concentração,
o valor da velocidade diminui. Por exemplo, a solução menos concentrada, 5.5 × 10−5

M, representada pela linha vermelha, assume valores maiores para a velocidade quando
comparada com a solução mais concentrada representada pela linha azul, 5.1 × 10−4.

Esse efeito está relacionado com o aumento do valor da constante elástica k em função
do aumento da concentração da solução, ou seja, o valor da constante elástica k é pro-
porcional à concentração molar da solução. Assim, uma menor constante elástica implica
em uma força restauradora menor, permitindo que o íon atinja uma maior velocidade
em frequências menores. À medida que k aumenta, devido ao aumento da concentração
da solução, implica em uma frequência maior de oscilação que a partícula deve ter para
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Figura 5.10: Amplitude da velocidade do íon oscilando no interior da solução de aquosa
de KCl em três concentrações, 5.5 × 10−5 M representado pela cor vermelha, 2.2 × 10−4

M na cor verde e 5.1 × 10−4 M na cor azul. A linha sólida rosa na horizontal, nas duas
figuras, representa a velocidade de deriva calculada para o íon.

atingir o mesmo valor de v0 de uma partícula oscilando em uma concentração menor.
No mesmo viés, para uma mesma frequência ω, a velocidade da partícula na solução

menos concentrada, ou seja, com constante elástica menor (v0(kmenor)), é maior do que
na solução mais concentrada, isto é, com constante elástica maior (v0(kmaior)). Em outras
palavras, para uma frequência fixa ω, temos v0(kmenor) > v0(kmaior).

Nessa primeira região, o valor do módulo da amplitude da velocidade aumenta com
a frequência até atingir um determinado valor máximo. No entanto, cada concentração
atinge esse valor em diferentes frequências ω. Em outras palavras, para uma curva em
que a constante elástica é maior, kmaior (curva azul, por exemplo), a frequência ωkmaior em
que o módulo da amplitude da velocidade torna-se constante e máximo é maior do que
a frequência ωkmenor de uma curva com constante elástica menor, kmenor (curva vermelha,
por exemplo). Resumidamente, as frequências em que se inicia a segunda região, onde o
valor da amplitude da velocidade é constante, dependem da concentração da solução e,
consequentemente, da constante elástica k, onde ωkmaior > ωkmenor .

A segunda região da figura 5.10 está situada em frequências maiores que aproxima-
damente 200 rad/s, dependendo da concentração da solução, sendo caracterizada pelo
módulo da amplitude da velocidade ter um comportamento constante com um valor fixo.

O comportamento constante que a amplitude da velocidade adquire após uma certa
frequência, tem o valor coincidindo com o valor definido anteriormente na seção 1.3, como
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a velocidade terminal da partícula, ou velocidade de deriva vd, sendo apresentada na figura
5.10 pela linha rosa. A velocidade da partícula nessa região é regida principalmente pelo
coeficiente de amortecimento c, podendo ser relacionada com velocidade vd apresentada
na equação (1.5), vd = µE, onde µ é a mobilidade do íon dada por, µ = q/c, apresentada
na equação (1.9), assim a velocidade de deriva tem a forma:

vd = qE0

c
. (5.7)

O valor do módulo da amplitude da velocidade toma um valor constante e indepen-
dente da concentração da solução para frequências maiores que 200 rad/s, aproximada-
mente. Esse valor coincide com o valor da velocidade de deriva proposta pela expressão
apresentada na literatura, equação (5.7). O valor da velocidade terminal é vd = 2.9×10−6

m/s para as soluções de cloreto de potássio submetida a um campo elétrico de amplitude
E0 = Vapp/d, onde Vapp é a diferença de potencial aplicado nos eletrodos da célula eletro-
lítica e d a distância dos eletrodos.

O comportamento da amplitude da velocidade proposta pelo modelo completo, con-
templa a componente anômala do coeficiente de amortecimento e a interação da partícula
oscilante com as demais partículas no interior da célula eletrolítica, representado pela
constante elastica kp. Assim, a amplitude da velocidade para este modelo pode ser recu-
perada da equação (2.59) apresentada anteriormente, e é dada por

v0 = iωqE0

m

(
Ω(ω) + ω2

p

Ω(ω)ω2
p

)
. (5.8)

O espectro da amplitude da velocidade da partícula proposto pela equação (5.8) para
uma solução de KCl, pode ser determinado aplicando os valores dos parâmetros encontra-
dos na rotina de ajuste do espectro de impedância segundo o modelo completo, onde os
valores foram apresentados na tabela 4.2. Os valores da amplitude da velocidade apresen-
tado na equação (5.8) são uma grandeza complexa, contendo uma componente real e outra
componente imaginária, sendo possível calcular o módulo da amplitude da velocidade de
acordo com a equação (5.6).

A figura 5.11 apresenta as duas componentes, real descrita pela linha de cor verme-
lha, e imaginária ilustrada cor preta, bem como o módulo da amplitude da velocidade,
representado pela linha de cor laranja. A amplitude da velocidade apresentada na figura
5.11 foi obtida considerando uma partícula oscilando na solução de cloreto de potássio a
concentração de 5.1 × 10−4 M.

Para a figura do módulo da amplitude da velocidade descrita pelo modelo completo,
apresentado na figura 5.11, é possível identificar três regiões distintas. A primeira região é
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Figura 5.11: Parte real, imaginária e absoluta da amplitude da velocidade do íon que
oscila no interior da solução de KCl, a 5.1 × 10−4 M, conforme o modelo completo.

situada onde as frequências ω são menores que 200 rad/s, aproximadamente, e o compor-
tamento é semelhante ao comportamento da primeira região da amplitude da velocidade
descrita pelo modelo simples, porem com o acréscimo da contribuição do termo anômalo
do coeficiente de amortecimento que inclina levemente a curva de |v0| em função de ω.

A segunda região, para ω ente 200 e 107 rad/s, aproximadamente, o comportamento
do módulo da amplitude da velocidade é exatamente igual à segunda região da velocidade
apresentada pelo modelo simples, figura 5.4, tendo um valor constante nesse intervalo de
frequência.

O terceiro setor da figura 5.11 é caracterizado por frequências maiores que 107 rad/s.
Esta região apresenta um crescimento do módulo da amplitude da velocidade da partícula
em função da frequência, ou seja, um comportamento de |v0| é diretamente proporcional
ao aumento da frequencia ω. Esse aumento do módulo da amplitude da velocidade é
devido à contribuição da constante elástica de interação com o volume kp.

Para as soluções com diferentes concentrações, o comportamento do módulo da am-
plitude da velocidade é semelhante ao comentado acima. No entanto, os intervalos de
frequências onde cada um dos três regimes do comportamento de |v0| inicia e termina são
diferentes para cada concentração. Essa diferença de frequências onde inicia ou termina
cada regime, para cada concentração, é mostrado na figura 5.12.

Na figura 5.12, a análise é semelhante à figura 5.10 para as duas primeiras regiões de
frequências. Na primeira região, onde ω < 200 rad/s, o comportamento do módulo da
amplitude da velocidade proposta pelo modelo completo apresenta um valor maior para as
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Figura 5.12: Amplitude da velocidade do íon oscilando no interior da solução de aquosa
de KCl em três concentrações, 5.5 × 10−5 M representado pela cor vermelha, 2.2 × 10−4

M na cor verde e 5.1 × 10−4 M na cor azul. A linha sólida rosa na horizontal, nas duas
figuras, representa a velocidade de deriva calculada para o íon.

soluções menos concentradas, considerando uma mesma frequência ω. Isso se deve à con-
tribuição do termo de amortecimento anômalo c1(iω)−α, que este modelo contempla, e da
constante elástica k. Esses dois parâmetros, k e c1, apresentam valores diretamente pro-
porcionais à concentração da solução, conforme apresentado na tabela 4.2, e contribuem
de maneira inversamente proporcional para o valor absoluto da amplitude da velocidade.
De fato, quanto menor a força de arrasto, representada pelo termo de amortecimento,
maior a liberdade do íon oscilar e maior será sua velocidade.

Na segunda região, com frequências entre, aproximadamente, 200 e 1000 rad/s, depen-
dendo da concentração da solução, o módulo da amplitude da velocidade exibe o mesmo
comportamento que a proposta pelo modelo simples para essa região, figura 5.10. Apre-
sentando, também, um valor constante para a velocidade nesse intervalo de frequência que
é igual ao valor da velocidade terminal, velocidade de deriva vd, discutido anteriormente
na equação (5.7).

A terceira região, expressa para frequências maiores que 1000 rad/s, aproximadamente,
apresenta um aumento na velocidade em função da frequência. Esse aumento no valor
da velocidade inicia em uma frequência menor para a solução com menor concentração,
já para concentrações maiores, essa frequência onde o comportamento da amplitude da
velocidade começa a ser crescente é maior. Nesta região, existe uma predominância do
termo de interação com as partículas do volume, a constante elástica kp, sendo assim, a
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frequência onde começa o comportamento crescente da velocidade é maior quanto maior
for a constante kp.

Por sua vez, quanto mais partículas no interior da solução, maior será a constante
elástica de interação com o volume. Consequentemente, com um kp maior, maior será
a força elástica que tenta colocar o íon em situação de equilíbrio, proporcionando uma
velocidade menor quando comparado com um kp menor.

A figura 5.13 apresenta o módulo da amplitude velocidade descrita pelos dois modelos
para a solução de KCl a 5.1 × 10−4 M, onde a linha preta representa a velocidade definida
pelo modelo simples e a linha laranja do modelo completo. As linhas verticais apresentada
nesta figura foram obtidas na seção 5.1 ao analisar o espectro de impedância desta solução
de KCl.

Figura 5.13: Amplitude da velocidade do íon no interior da solução de aquosa de KCl
com concentração 5.1×10−4 M descrita pelo modelo simples, representado pela cor preta,
e pelo modelo completo, cor laranja. A linha sólida rosa na horizontal, nas duas figuras,
representa a velocidade de deriva calculada para o íon. Na vertical há várias linhas
tracejadas que representa algumas frequências características apresentadas no espectro de
impedância para esta solução.

Na região de baixa frequência à esquerda da região de platô, isto é, até a primeira linha
tracejada vertical laranja, as componentes que têm um domínio maior na contribuição do
valor da amplitude da velocidade são a constante elastica k, para os dois modelos, e
o termo de amortecimento anômalo, c1(iω)−α, para o modelo completo. Para analisar
a diferença do comportamento da velocidade entre estes dois modelos, nesta região de
frequência, é preciso considerar que o valor da constante elástica k do modelo simples é
maior que a constante elástica do modelo completo para uma mesma concentração.
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Com isto, se no modelo completo não tivesse a contribuição do termo de amorteci-
mento anômalo, a frequência que a velocidade entraria no regime constante seria menor,
ou seja, a inclinação da linha laranja seria maior, igual à inclinação do crescimento da
velocidade descrita pelo modelo simples, linha preta. A combinação da adição do termo
de amortecimento anômalo com um valor menor de k, são os responsáveis por atenuar
esse aumento de velocidade em função da frequência, fazendo com que a curva seja menos
inclinada, mais suave, que a curva da velocidade do modelo simples.

Para altas frequências, região à direita da região de platô, isto é, após a segunda li-
nha tracejada de cor laranja, o modelo completo descreve o comportamento do módulo
da amplitude da velocidade saindo do regime de estabilidade e começa a aumentar pro-
porcionalmente à frequencia ω. Esse comportamento difere do modelo simples devido à
contribuição da componente que descreve a interação da partícula oscilante com as demais
partículas do volume kp.

Na região de frequências entre as duas retas verticais laranja, chamada região de
platô, o módulo da amplitude da velocidade descrita pelo modelo simples e pelo modelo
completo coincidem exatamente com o valor da velocidade de deriva calculada com os
dados da literatura. Esta região concorda exatamente com a equação que relaciona a
força de elétrica com a força de Stokes resultando na velocidade de deriva, apresentado
na seção 1.3. A Lei de Stokes propõe uma igualdade entre a força que acelera a partícula,
força elétrica, com a força que o desacelera, força arrasto ou fricção, resultando em uma
aceleração nula sobre a partícula. Consequentemente, a velocidade dessa partícula deve
ser constante.

5.3.1 Deslocamento e Velocidade

As seções anteriores abordaram o comportamento do deslocamento do íon oscilante em
relação à frequência e à velocidade dessa partícula ao percorrer um intervalo de frequência.
Embora os comportamentos da amplitude de deslocamento e da velocidade tenham sido
discutidos individualmente para os dois modelos, não houve uma apresentação conjunta
dessas duas grandezas.

Esta seção apresentará o comportamento simultâneo do deslocamento e da velocidade
da partícula para os dois modelos, incorporando ambos em um único gráfico. O auxílio
será fornecido pelas frequências identificadas na seção 5.1, representadas no espectro de
impedância. As linhas verticais de cores verde, laranja e azul indicam essas frequências.
As linhas verde e azul correspondem às frequências onde o módulo das componentes real
e imaginária do espectro de impedância são iguais, enquanto as linhas laranja delimitam
a região que engloba o platô do espectro de impedância.



Resultados e Análise 84

A Figura 5.14 ilustra o comportamento da amplitude do deslocamento da partícula
para os dois modelos, com a escala à esquerda. Na escala à direita, é apresentada a
amplitude da velocidade da partícula para os modelos simples e completo. Os parâmetros
empregados para gerar essa curva correspondem aos valores obtidos para a solução aquosa
de KCl com uma concentração de 5.1 × 10−4 M.

Figura 5.14: Deslocamento e velocidade propostas pelos modelos simples, representados
pela linha tracejada de cor preta e pela linha sólida preta, respectivamente. Para o modelo
completo, a linha tracejada lilas representa o deslocamento e a linha sólida laranja a
velocidade da partícula no interior da solução de aquosa de KCl, a uma concentração
de 5.1 × 10−4 M. A linha tracejada rosa na horizontal representa a velocidade de deriva.
Na vertical há várias linhas tracejadas que representa algumas frequências características
apresentadas no espectro de impedância para esta solução.

Ao analisar o comportamento da amplitude do deslocamento e da velocidade propos-
tos pelo modelo simples, representados pelas linhas tracejada preta e pela linha contínua
preta, respectivamente, em frequências inferiores à região de platô, torna-se evidente uma
relação coerente entre deslocamento e velocidade. À medida que a frequência ω aumenta,
o período de oscilação diminui, indicando uma redução no tempo disponível para a par-
tícula percorrer o deslocamento máximo x0. Assim, para que o deslocamento permaneça
constante e máximo, a velocidade da partícula precisa aumentar. Por outro lado, na região
de frequências iguais ou superiores àquelas da região de platô, a velocidade mantém-se
constante, equivalente à velocidade terminal vd. Nesse contexto, como o período de osci-
lação é inversamente proporcional à frequência, a partícula desloca-se em uma amplitude
cada vez menor com o aumento da frequência.
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No caso do modelo completo, observa-se um comportamento semelhante no desloca-
mento, representado pela linha tracejada lilás, e na velocidade, representada pela linha
contínua laranja, em frequências inferiores à região de platô. A velocidade não aumenta
tão rapidamente quanto a do modelo simples nesse intervalo devido ao termo de amor-
tecimento anômalo, que exerce uma influência significativa nessa faixa de frequências,
aumentando a força de arrasto e desacelerando a partícula oscilante. No entanto, apesar
desse efeito, o valor da velocidade no modelo completo é maior do que no modelo simples,
devido à presença do termo elástico de interação com a superfície k.

Devido à velocidade ser superior à velocidade do modelo simples para uma mesma
frequência ω, o deslocamento promovido pelo modelo completo é maior do que o proposto
pelo modelo simples. No entanto, é observado que o deslocamento máximo apresentado
pelo modelo completo diminui à medida que a frequência aumenta. Essa diminuição
ocorre porque a taxa de crescimento da velocidade em função da frequência não compensa
a redução do período de oscilação, que é o tempo necessário para a partícula realizar o
deslocamento.

Na faixa de frequências superior à região de platô, apenas o modelo completo apresenta
um resultado divergente da velocidade terminal proposta na literatura, que representa a
velocidade máxima que a partícula pode atingir. Essa discrepância ocorre devido ao
fato de o modelo completo incluir uma componente de interação da partícula oscilante
com as demais partículas no volume da célula eletrolítica. Nessa região, observa-se um
comportamento vibracional, uma vez que a amplitude de deslocamento da partícula ao
redor de sua posição de equilíbrio é significativamente pequena, muito menor que o raio
da partícula oscilante.

Na região de platô, delimitada pelas duas linhas verticais laranja, o comportamento
da amplitude de deslocamento e da amplitude da velocidade da partícula é idêntico para
ambos os modelos. Nessa região, a amplitude da velocidade permanece constante e apre-
senta o mesmo valor da velocidade de deriva, ou velocidade terminal, conforme proposto
na literatura para a velocidade máxima alcançada por uma partícula no interior de um
fluido, como discutido na seção 1.3 usando a relação de Stokes.

No tocante ao deslocamento máximo da partícula, o comportamento está em confor-
midade com a velocidade constante nesse intervalo de frequência. Com o aumento da
frequência, o período diminui, o que significa que o tempo disponível para a partícula
se deslocar é cada vez menor. Como resultado, a partícula não consegue atingir todo o
deslocamento máximo, que também diminui.

É relevante destacar que, para o modelo completo, embora em outras regiões de
frequências (altas e baixas frequências) o comportamento da velocidade e do desloca-
mento se afaste da descrição proposta pela relação de Stokes, na região de platô, o com-
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portamento da velocidade descrito pelo modelo completo coincide completamente com a
velocidade descrita por Stokes.

5.4 Mobilidade Iônica

Na sequência do desenvolvimento do capítulo 2, após a exposição das equações que
descrevem o deslocamento e a velocidade da partícula oscilante de acordo com os modelos
eletromecânicos de interpretação do espectro de impedância, foram também apresentadas
as equações que descrevem a mobilidade do íon oscilante no interior do fluido, no caso,
uma solução salina, para ambos os modelos eletromecânicos propostos.

Embora representem grandezas diferentes, o comportamento da mobilidade e da ve-
locidade da partícula, conforme descrito pelos dois modelos, é proporcional. Portanto, o
comportamento da mobilidade e da velocidade do íon, como apresentado na seção 5.3, é
praticamente idêntico. Em outras palavras, a velocidade proposta pelo modelo simples é
diretamente proporcional à mobilidade descrita pelo mesmo modelo. De forma análoga,
para o modelo completo, a velocidade proposta é diretamente proporcional à mobilidade
descrita pelo modelo completo.

A mobilidade proposta pelo modelo simples, denotada como µs e apresentada na seção
2.1, foi obtida utilizando a relação de Einstein–Smoluchowski, em congruência com o
descrito pela equação 2.83. A relação que define µs foi apresentada na equação (2.84),
sendo reiterada a seguir:

µs(ω) = q
iω

m

(
−ω2 + γiω + ω2

0

)−1
. (5.9)

Diferentemente da mobilidade apresentada na seção 1.3, a mobilidade iônica proposta
e reescrita por meio dos modelos eletromecânicos passa a ter uma dependência com a
frequência. Em outras palavras, a mobilidade µ torna-se uma função da frequência, e
para o modelo simples, isso é expresso como µ → µs(ω), como apresentado na equação
(5.9).

A mobilidade proposta na equação (5.9), além de depender da frequência, é uma gran-
deza complexa, composta por uma componente real e outra imaginária. Dessa maneira,
é possível calcular o valor absoluto dessa grandeza, que corresponde à raiz quadrada da
soma dos quadrados das componentes real e imaginária, ou seja,

|µ(ω)| =
√

Re[µ(ω)]2 + Im[µ(ω)]2. (5.10)

A figura 5.15 ilustra o comportamento da componente real, imaginária e do módulo da
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mobilidade em função da frequência, como descrito pela equação (5.9). Os parâmetros
utilizados correspondem à solução com concentração de 5.1 × 10−4 M, apresentados na
tabela 4.1. A parte real da mobilidade é representada em vermelho, a parte imaginária
pela linha preta, e o módulo pela linha lilás.

Figura 5.15: Parte real, imaginária e absoluta da mobilidade do íon que oscila no interior
da solução de KCl a concentração de 5.1 × 10−4 M, segundo o modelo simples.

O modelo simples propõe que o módulo da mobilidade aumente proporcionalmente
com a frequência até atingir uma certa frequência crítica. Para frequências acima desse
ponto, o valor do módulo da mobilidade se estabiliza e se torna independente da frequência
ω, como observado na figura 5.15.

A figura 5.16 apresenta o comportamento do módulo da mobilidade em relação à
variação da concentração da solução de cloreto de potássio. A curva vermelha representa
a solução de concentração 5.5 × 10−5 M, a curva verde representa a solução de 2.2 × 10−4

M e a curva azul representa a solução de 5.1 × 10−4 M.
A figura 5.16 mostra que, em frequências mais baixas, o módulo da mobilidade apre-

senta variações entre as três concentrações até atingir uma determinada frequência. Após
esse ponto, a mobilidade nas três soluções converge para um valor constante, indepen-
dente da frequência. É possível observar que a transição para a região de frequências onde
a mobilidade se mantém constante ocorre em diferentes valores de frequência para cada
concentração. Em resumo, a frequência na qual o comportamento da mobilidade torna-se
independente de ω aumenta com o aumento da concentração da solução.

A partir de uma determinada frequência, o módulo da mobilidade do íon assume um
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Figura 5.16: Mobilidade do íon oscilando no interior da solução de aquosa de KCl em três
concentrações, 5.5 × 10−5 M representado pela cor vermelha, 2.2 × 10−4 M na cor verde e
5.1 × 10−4 M na cor azul. A linha tracejada verde na horizontal representa a mobilidade
média obtida na literatura para o íon onde µKCl = 7.76 × 10−8 m2s−1.

valor constante e idêntico para as três soluções, estabilizando-se em µ = 7.55×10−8 m2s−1.
Na figura 5.16, a mobilidade obtida da literatura é representada pela linha tracejada
verde, sendo calculada como a média entre as mobilidades do cátion e do ânion, ou seja,
µKCl = (µK+ + µCl−)/2. Substituindo os valores individuais de mobilidade de cada íon,
como apresentados na tabela 1.3, obtêm-se µKCl = 7.76 × 10−8 m2s−1. Os valores obtidos
experimentalmente e os calculados pelo modelo simples são bastante próximos, conforme
evidenciado na figura, onde a mobilidade da literatura (linha verde tracejada) coincide
com a mobilidade prevista pelo modelo eletromecânico simples para as três concentrações.

A mobilidade proposta pelo modelo do oscilador harmônico completo foi apresentada
na equação 2.86. Recuperando sua escrita, tem-se:

µc(ω) = q
iω

m

(
Ω(ω) + ω2

p

Ω(ω)ω2
p

)
. (5.11)

O comportamento da mobilidade µc descrita pelo modelo eletromecânico completo de
interpretação da espectroscopia de impedância, apresentado pela equação (5.11), depende
da frequência de oscilação à qual a partícula está submetida. Além de depender da
frequência ω, µc é uma grandeza complexa, semelhante à mobilidade proposta pelo modelo
simples. Com isso, é possível separar as componentes real e imaginária e encontrar o
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módulo da mobilidade µc, para o qual será utilizada a equação (5.10). A figura 5.17
mostra as componentes real e imaginária, representadas pelas linhas vermelha e preta,
respectivamente, e o módulo da mobilidade, retratado pela linha lilás.

Figura 5.17: Parte real, imaginária e absoluta da mobilidade do íon que oscila no interior
da solução de KCl a concentração de 5.1 × 10−4 M.

Na figura 5.17, a linha lilás representa o módulo da mobilidade e pode ser dividida
em três comportamentos em função da frequência ω. O primeiro comportamento é carac-
terizado por um aumento no valor da mobilidade diretamente proporcional ao aumento
da frequência ω. Após uma determinada frequência, por volta de 200 rad/s, o módulo
da mobilidade atinge um valor constante e independente da frequência. Esses dois com-
portamentos assemelham-se ao comportamento da mobilidade apresentado pelo modelo
simples; no entanto, a partir de uma frequência próxima de 107 rad/s, para esta solução
de concentração de 5.1 × 10−4 M, a mobilidade do íon passa a apresentar um aumento em
função da frequência.

O módulo da mobilidade proposto pelo modelo completo para as concentrações de
5.5×10−5 M, 2.2×10−4 M e 5.1×10−4 M, representadas pelas linhas vermelha, verde e azul,
respectivamente, são apresentados na figura 5.18, juntamente com o valor da mobilidade
obtido dos valores encontrados na literatura, representado pela linha tracejada verde e
apresentado na tabela 1.3.

Na Figura 5.18, a variação na concentração da solução influencia o comportamento da
mobilidade em duas regiões, onde ω tem valores abaixo de aproximadamente 200 rad/s e
acima de 107 rad/s. Na primeira região, de frequências menores, à esquerda da figura 5.18,
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Figura 5.18: Mobilidade do íon oscilando no interior da solução de aquosa de KCl em três
concentrações, 5.5 × 10−5 M representado pela cor vermelha, 2.2 × 10−4 M na cor verde e
5.1 × 10−4 M na cor azul. A linha tracejada verde na horizontal representa a mobilidade
média obtida na literatura para o íon onde µKCl = 7.76 × 10−8 m2s−1.

o módulo da mobilidade apresenta um comportamento crescente proporcional à frequência
ω e exibe valores mais altos para soluções menos concentradas. No entanto, esse aumento
do módulo da mobilidade ocorre até uma determinada frequência, na qual atinge um
valor igual à mobilidade descrita na literatura, representado pela linha tracejada verde.
A frequência na qual o módulo da mobilidade atinge o valor da literatura é proporcional
à concentração da solução, ou seja, quanto maior a concentração da solução, maior será
a frequência na qual o módulo da mobilidade atinge o valor da literatura.

Na região onde a frequência é superior a 107 rad/s, a mobilidade do íon volta a au-
mentar proporcionalmente com a frequência. Para a solução com a menor concentração,
a frequência na qual o comportamento da mobilidade passa de constante para um cresci-
mento proporcional com a frequência é menor em comparação com concentrações maiores.
Conforme a concentração da solução aumenta, a frequência na qual o comportamento do
módulo da mobilidade torna-se crescente também aumenta.

Para frequências intermediárias, o valor da mobilidade proposto pelo modelo completo,
para as três concentrações, coincide e tem o mesmo valor encontrado para o modelo simples
nessa região de frequência, além de se alinhar com a mobilidade encontrada na literatura,
representada pela linha verde tracejada na horizontal.

A figura 5.19 apresenta o comportamento para o módulo da mobilidade do íon descrita
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pelos dois modelos em função da frequência para a solução de KCl com concentração de
5.1 × 10−4 M. A linha de cor preta representa o comportamento da mobilidade descrita
pelo modelo simples, e a linha de cor roxa representa o modelo completo. As linhas
verticais apresentadas nesta figura foram obtidas na seção 5.1 ao analisar o espectro de
impedância desta solução de KCl.

Figura 5.19: Mobilidade do íon no interior da solução de aquosa de KCl, a 5.1 × 10−4 M
de concentração, descrita pelo modelo simples, representado pela cor preta, e pelo modelo
completo, cor lilás. A linha tracejada verde na horizontal, nas duas figuras, representa a
mobilidade calculada para o íon. Na vertical há várias linhas tracejadas que representa
algumas frequências características apresentadas no espectro de impedância para esta
solução.

A figura 5.19 pode ser dividida em três regiões de frequências: a região de platô,
delimitada pelas duas retas verticais laranja; a região de baixas frequências, localizada à
esquerda da região de platô; e a região de altas frequências, situada à direita da região de
platô.

À esquerda da região de platô, a mobilidade apresenta um crescimento proporcional ao
aumento da frequência para os dois modelos, até atingir uma determinada frequência na
qual a mobilidade assume o mesmo valor da mobilidade média encontrada para a solução
KCl, conforme os valores apresentados na tabela 1.3 e a relação µKCl = (µK+ + µCl−)/2.
Após atingir esse valor, o módulo da mobilidade entra na região de platô, onde o compor-
tamento da mobilidade é constante em função da frequência. Na região à direita da região
de platô, o valor da mobilidade descrita pelo modelo completo volta a subir, uma vez que
a velocidade da partícula também aumenta nessa região. Por outro lado, o modelo simples
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não altera o comportamento da mobilidade, uma vez que não considera a componente de
interação com os demais íons do volume. Observando o deslocamento da partícula nessa
região de frequências, o movimento pode ser considerado vibracional, em que a partícula
interage mais com as demais partículas carregadas do fluido do que com as moléculas do
fluido responsáveis pelo amortecimento de seu movimento. Nesse contexto, parece que a
partícula move-se ou vibra sem deslocar significativamente o fluido ao seu redor.

Na região de platô, entre as duas retas tracejadas laranja na vertical, a mobilidade do
íon descrita pelos dois modelos coincide e também coincide com o valor apresentado pelos
dados da literatura, representados pela linha tracejada de cor verde. O comportamento
da mobilidade descrito pela literatura é independente da frequência; no entanto, para que
os dados da espectroscopia de impedância sejam completamente descritos em todos os
intervalos de frequências, o modelo de interpretação desses dados deve ser o modelo do
oscilador harmônico amortecido e forçado com viscosidade complexa, ou seja, o modelo
completo. Esse modelo, por sua vez, estima que a mobilidade descrita pela partícula
deve ser dependente da frequência, com um comportamento semelhante ao apresentado
nesta seção. É válido ressaltar que a mobilidade descrita pelo modelo completo engloba
a mobilidade apresentada na literatura na região de platô.

5.5 Difusão Iônica

Ambos os modelos de interpretação da espectroscopia de impedância, modelo simples
e modelo completo, apresentam uma proposta para a descrição de algumas grandezas
relacionadas à oscilação da partícula carregada, como deslocamento, velocidade e mobi-
lidade, que já foram apresentadas nas seções anteriores. Outra grandeza relacionada ao
movimento oscilatório da partícula é a difusão.

No capítulo 1, a difusão foi apresentada na equação (1.23), que relaciona a mobili-
dade com a difusão, conhecida como relação de Einstein–Smoluchowski. No capítulo 2, a
relação de Einstein–Smoluchowski foi reescrita considerando o desenvolvimento dos mo-
delos do oscilador harmônico para interpretação da espectroscopia de impedância. A nova
formulação para a relação de Einstein–Smoluchowski considera a mudança da velocidade
de deriva, vd, para a velocidade máxima atingida pela partícula, v0. Essa formulação foi
apresentada na equação (2.80) e será recuperada a seguir:

D(ω) = d
VT

Vap

v0(ω). (5.12)

A difusão é diretamente proporcional à velocidade do íon, que, por sua vez, depende da
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frequência do íon que está oscilando. A reescrita da relação de Einstein–Smoluchowski
apresenta um coeficiente de difusão que depende da frequência, D(ω), diferente do coefi-
ciente de difusão proposto pela relação Einstein–Smoluchowski “original”.

A constante que multiplica a velocidade do íon na equação (5.12) é o produto da
distância entre os eletrodos, d, pelo quociente da tensão térmica VT pela tensão aplicada
Vap. A tensão térmica é definida por VT = KBT/q, onde KB é a constante de Boltzmann,
T é a temperatura absoluta, e q é a carga do íon.

Para encontrar a difusão segundo o modelo simples, Ds(ω), basta substituir a ampli-
tude da velocidade v0(ω) pela velocidade proposta pelo modelo simples, apresentada na
equação (5.5). Assim, a amplitude da velocidade passa a ser

v0(ω) → qE0

m

iω

−ω2 + γiω + ω2
0
,

obtendo a expressão para a difusão proposta pelo modelo simples:

Ds(ω) = qVT
iω

m

(
−ω2 + γiω + ω2

0

)−1
. (5.13)

Em consequência da amplitude da velocidade proposta pelo modelo simples ser uma
grandeza complexa, a difusão, por ser proporcional a esta grandeza, também é complexa.
Portanto, é possível encontrar o módulo do coeficiente de difusão como sendo:

|D(ω)| =
√

Re[D(ω)]2 + Im[D(ω)]2. (5.14)

A figura 5.20 apresenta as componentes real e imaginária do coeficiente de difusão,
representadas pelas linhas vermelha e preta, respectivamente, e o valor do módulo do
coeficiente de difusão, representado pela linha laranja.

As componentes real, imaginária e o módulo do coeficiente de difusão, conforme des-
crito pelo modelo simples para a solução de KCl com concentração de 5.1 × 10−4 M, estão
representados na figura 5.20. O padrão do módulo do coeficiente de difusão assemelha-se
ao da amplitude da velocidade e mobilidade, apresentados nas figuras 5.9 e 5.15, respec-
tivamente. O comportamento do módulo do coeficiente de difusão revela dois regimes
distintos em diferentes intervalos de frequências. Em frequências menores, à esquerda
da figura 5.20, o módulo do coeficiente de difusão cresce proporcionalmente a ω. Esse
aumento do coeficiente de difusão ocorre até uma determinada frequência, onde o com-
portamento do coeficiente de difusão muda, atingindo um valor máximo e constante,
independente da frequência de oscilação ω. O intervalo de frequência onde o regime de
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Figura 5.20: Parte real, imaginária e absoluta do coeficiente de difusão descrita segundo
o modelo simples (Ds), para a solução de KCl com concentração de 5.1 × 10−4 M.

comportamento do coeficiente de difusão é constante situa-se em frequências maiores, à
direita da figura 5.20.

A difusão calculada pelo modelo simples, com base nos parâmetros da tabela 4.1, para
as três soluções de KCl com concentrações de 5.5×10−5 M, 2.2×10−4 M e 5.1×10−4 M, está
representada na figura 5.21. As linhas sólidas, em vermelho, verde e azul, representam,
respectivamente, o módulo do coeficiente de difusão para as três concentrações. A linha
tracejada em verde-escuro indica o valor do coeficiente de difusão obtido na literatura e
apresentado na tabela 1.6, onde o coeficiente de difusão possui o valor D = 1.8 × 10−9

m2s−1.
O modelo simples propõe que o módulo do coeficiente de difusão apresente dois com-

portamentos em função da frequência: um crescimento do coeficiente de difusão em função
da frequência ω até uma frequência crítica, onde o coeficiente de difusão passa a ser cons-
tante em função de ω. No entanto, quando a concentração da solução muda, a frequência
crítica também muda. Essa frequência crítica é proporcional à concentração da solução,
como mostra a figura 5.21. Para a solução menos concentrada, 5.5 × 10−5 M (na cor
vermelha), o coeficiente de difusão assume o valor proposto na literatura, D = 1.8 × 10−9

m2s−1, em uma frequência menor que a solução mais concentrada, 5.1 × 10−4 M (na cor
azul).

No intervalo de baixas frequências, onde o aumento do módulo do coeficiente de difusão
está diretamente relacionado à frequência ω, observa-se que, para uma mesma frequência,
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Figura 5.21: Coeficiente de difusão, conforme proposto pelo modelo simples, em função
da frequência aplicada em uma célula eletrolítica contendo uma solução aquosa de cloreto
de potássio em três concentrações diferentes: 5.5 × 10−5 M (cor vermelha), 2.2 × 10−4 M
(cor verde) e 5.1 × 10−4 M (cor azul). A linha horizontal sólida em verde representa o
valor do coeficiente de difusão obtido na literatura, D = 1.8 × 10−9 m2s−1.

o valor do coeficiente de difusão é maior na solução menos concentrada. Esse compor-
tamento pode ser atribuído à mobilidade do íon, que é mais elevada em soluções menos
concentradas. Esse fenômeno está em conformidade com a seção 5.4, onde foi discutido
que a mobilidade e a difusão estão interligadas pela relação de Einstein–Smoluchowski.

Embora o valor do coeficiente de difusão seja diferente para as três concentrações em
frequências baixas, a partir de uma determinada frequência, o modelo simples descreve
um coeficiente de difusão com valor igual ao esperado.

Para obter a equação que descreve o coeficiente de difusão no modelo completo, é ne-
cessário substituir a expressão para a velocidade fornecida por esse modelo, apresentado na
equação (5.8), na relação de Einstein–Smoluchowski reescrita durante o desenvolvimento
dos modelos, conforme apresentado na equação (5.12). Assim, a equação que descreve o
coeficiente de difusão no modelo completo é:

Dc(ω) = qVT
iω

m

(
Ω(ω) + ω2

p

Ω(ω)ω2
p

)
. (5.15)

O coeficiente de difusão, como expresso pela equação (5.15), é uma grandeza complexa,
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podendo ser decomposto em componentes real e imaginária. A Figura 5.22 apresenta
ambas as componentes, real e imaginária, juntamente com o módulo do coeficiente de
difusão. Este último é obtido ao aplicar a equação (5.15) à equação (5.14), usando os
parâmetros encontrados para a solução de cloreto de potássio, conforme detalhado na
tabela 4.2, para a concentração de 5.1 × 10−4 M. Na figura, a linha vermelha representa
a componente real, a linha preta representa a componente imaginária, e a linha laranja
representa o módulo do coeficiente de difusão |Dc(ω)|.

Figura 5.22: Parte real, imaginária e absoluta do coeficiente de difusão para a solução de
cloreto de potássio com concentração de 5.1 × 10−4 M.

A Figura 5.22 revela três comportamentos distintos em faixas específicas de frequência
para o módulo do coeficiente de difusão, representado pela linha laranja. Esses compor-
tamentos assemelham-se aos descritos pela amplitude da velocidade e pela mobilidade,
segundo o modelo completo, apresentadas nas figuras 5.11 e 5.17, respectivamente. Ini-
cialmente, o módulo do coeficiente de difusão cresce proporcionalmente ao aumento da
frequência até atingir um valor constante em uma determinada frequência. Esses dois
comportamentos são semelhantes ao módulo do coeficiente de difusão proposto pelo mo-
delo simples, conforme ilustrado na figura 5.20.

Entretanto, a partir de uma frequência específica, aproximadamente 107 rad/s, o coe-
ficiente de difusão volta a aumentar com a frequência ω. Nesse ponto, o comportamento
do coeficiente de difusão apresenta uma variação não prevista pelo modelo simples.

O módulo do coeficiente de difusão para as três concentrações da solução de cloreto de
potássio, 5.5×10−5 M, 2.2×10−4 M e 5.1×10−4 M, é apresentado na figura 5.23. As cores
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vermelha, verde e azul representam as três concentrações, respectivamente. Além disso,
é possível observar uma linha horizontal tracejada de cor verde-escuro, que representa o
valor do coeficiente de difusão encontrado na literatura e apresentado na tabela 1.6 como
D = 1.8 × 10−9 m2s−1.

Figura 5.23: Coeficiente de difusão proposto pelo modelo completo para as soluções de
aquosa de KCl em três concentrações, 5.5 × 10−5 M representado pela cor vermelha,
2.2 × 10−4 M na cor verde e 5.1 × 10−4 M na cor azul. A linha sólida verde na horizontal,
nas duas figuras, representa a difusão calculada.

A Figura 5.23 ilustra o comportamento do coeficiente de difusão proposto pelo mo-
delo completo para três concentrações diferentes de KCl. Em um intervalo específico de
frequência, esse comportamento assemelha-se ao apresentado pelo modelo simples, como
mostrado na Figura 5.21.

Em frequências mais baixas, para uma dada frequência ω de oscilação, observa-se
que o módulo do coeficiente de difusão é maior para soluções menos concentradas. Essa
diferença diminui à medida que a frequência aumenta, até que o coeficiente de difusão
alcance o valor esperado na literatura, representado pela linha tracejada na horizontal
de cor verde-escuro. A frequência na qual cada solução atinge esse valor da literatura,
ou seja, o valor de platô no gráfico, depende da concentração da solução. Para soluções
menos concentradas, o módulo do coeficiente de difusão atinge o valor esperado em uma
frequência menor em comparação com soluções mais concentradas.

O comportamento descrito anteriormente para o coeficiente de difusão também ocorre
no modelo simples, onde o módulo do coeficiente de difusão atinge o valor proposto na
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literatura D = 1.8 × 10−9 m2s−1 e mantém esse valor independente da frequência para as
três concentrações. No entanto, a partir de uma frequência específica para cada concen-
tração, o comportamento do módulo do coeficiente de difusão muda, voltando a crescer
com o aumento da frequência. A frequência na qual o coeficiente de difusão assume esse
comportamento é proporcional à concentração da solução. Este último comportamento
do coeficiente de difusão, onde ele volta a aumentar com o aumento da frequência, não é
previsto pelo modelo simples.

A figura 5.24 relaciona o módulo do coeficiente de difusão teórico apresentado pelos
dois modelos de interpretação de espectroscopia de impedância com o valor do coeficiente
de difusão encontrado na literatura. Para a representação do coeficiente de difusão dos
modelos, serão utilizados os parâmetros encontrados para o ajuste da solução de concen-
tração 5.1×10−4 M de cloreto de potássio. A linha preta descreve o coeficiente de difusão
apresentado pelo modelo simples, e a linha laranja representa o coeficiente descrito pelo
modelo completo. As linhas verticais nesta figura foram obtidas na seção 5.1 ao anali-
sar o espectro de impedância desta solução de KCl e representam as frequências onde
a componente real e imaginária do espectro de impedância são iguais (linha verde-claro
e azul-claro tracejadas) e as frequências que delimitam a região de platô (duas linhas
tracejadas laranja).

A figura 5.24 apresenta três faixas distintas de frequências: baixa, média e alta. Nos
dois primeiros intervalos de frequências, baixas e médias, os dois modelos descrevem um
comportamento similar para o módulo do coeficiente de difusão. Entretanto, no intervalo
de frequências mais altas, o modelo completo sugere um aumento do coeficiente de difusão
em relação ao aumento da frequência ω, mas esse comportamento não é previsto pelo
modelo simples. Vale destacar que, nesse intervalo de altas frequências, o modelo completo
demonstra a capacidade de descrever completamente o comportamento do espectro de
impedância, ao contrário do modelo simples. Essa capacidade de descrever o espectro de
impedância nessa região de frequência foi possível devido à adição de um componente ao
modelo: a constante elástica de interação com o volume.

No intervalo de baixas frequências, o coeficiente de difusão apresenta um comporta-
mento semelhante para ambos os modelos. Entretanto, o coeficiente de difusão descrito
pelo modelo completo exibe valores ligeiramente maiores que os do modelo simples para
uma mesma frequência ω. Essa diferença ocorre devido ao termo de amortecimento anô-
malo presente no modelo completo, utilizado para descrever o espectro de impedância
das soluções eletrolíticas em baixas frequências. Como resultado dessa contribuição adi-
cional no modelo completo, a constante elástica de interação com a superfície k possui
um valor menor em comparação à constante k do modelo simples, conforme apresentado
na seção 4.1. Com uma constante elástica k menor, a força de restauração descrita pelo
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Figura 5.24: Módulo do coeficiente de difusão proposto pelos modelos simples, represen-
tado pela linha sólida de cor preta, e pelo modelo completo, linha sólida laranja, obtido
para a solução de cloreto de potássio com uma concentração de 5.1 × 10−4 M. A linha
sólida verde-escuro na horizontal representa o valor do coeficiente de difusão da literatura,
D = 1.8 × 10−9 m2s−1. Na vertical, há várias linhas tracejadas que representam algumas
frequências características apresentadas no espectro de impedância para esta solução.

modelo completo também é menor, proporcionando maior liberdade para a partícula e,
consequentemente, um coeficiente de difusão maior.

Mesmo que o coeficiente de difusão apresente valores ligeiramente diferentes para os
dois modelos em baixas frequências, ambos os modelos assumem o mesmo comportamento
e valor no intervalo de frequências médias, também conhecido como a região de platô. O
valor do coeficiente de difusão descrito pelos dois modelos coincide com o valor encontrado
na literatura, conforme apresentado na tabela 1.6.

Os dois modelos abrangem os valores relacionados ao coeficiente de difusão e, con-
sequentemente, ao valor proposto pela relação de Einstein–Smoluchowski. No entanto,
são soluções particulares, definidas pelas frequências da região de platô do espectro de
impedância para ambos os modelos.
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Considerações Finais

O estudo buscou analisar o comportamento da partícula oscilante, conforme proposto
pelo modelo eletromecânico de interpretação do espectro de impedância em soluções ele-
trolíticas. Aspectos como deslocamento, velocidade e propriedades correlatas, incluindo
mobilidade e difusão, foram considerados. O desenvolvimento e validação dos resultados
foram conduzidos mediante a análise de várias propriedades relacionadas.

Nesse contexto, o trabalho teve início fornecendo uma visão abrangente das proprieda-
des eletroquímicas descritas na literatura para soluções eletrolíticas. Essas propriedades
foram essenciais para interpretar o espectro de impedância elétrica dessas soluções de
acordo com o modelo eletromecânico do oscilador harmônico amortecido e forçado com
viscosidade complexa.

Na sequência foram apresentados os modelos do oscilador harmônico amortecido e for-
çado, introduzindo duas abordagens: o modelo simples e o modelo completo. Este último
incorpora não apenas a viscosidade complexa, mas também a interação da partícula os-
cilante com as demais partículas do volume do fluido. Durante o desenvolvimento desses
modelos, foram propostas novas formulações para algumas propriedades eletroquímicas
da solução, levando em consideração a amplitude do deslocamento e da velocidade alcan-
çados pela partícula no interior da solução. Essas formulações sugerem que a velocidade
terminal, a mobilidade do íon e a difusão não são mais constantes para qualquer frequên-
cia de oscilação da partícula no fluido, mas passam a depender da frequência de oscilação
ω.

Em seguida foram exploradas as propostas desenvolvidas durante a criação do modelo
eletromecânico para a interpretação da espectroscopia de impedância. Foram apresenta-
dos o preparo das soluções eletrolíticas de cloreto de potássio em dezesseis concentrações,
além do espectro de impedância obtido para essas soluções. Também foi abordado caracte-
rísticas físicas do porta-amostras e considerações sobre a impedância parasita proveniente
dos cabos do aparato experimental.

Em seguida realizou-se o ajuste teórico desses dados experimentais usando ambos os
modelos propostos para a interpretação da espectroscopia de impedância. Foram apresen-
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tados os parâmetros encontrados durante o processo de ajuste, cujo objetivo foi validar os
dois modelos de interpretação da espectroscopia de impedância, confrontando-os com os
dados experimentais. Isso permitiu apresentar o espectro de impedância teórico conside-
rando apenas a célula eletrolítica, desconsiderando a influência da impedância proveniente
da montagem experimental.

Foi possível observar a diferença na qualidade do ajuste dos dados experimentais de
espectroscopia de impedância entre os dois modelos. O modelo simples apresentou uma
adequada concordância apenas na componente real da impedância, e isso ocorreu em um
intervalo restrito de frequências conhecido como região de platô. Por outro lado, o modelo
completo demonstrou uma excelente capacidade de descrever os dados experimentais em
todo o intervalo de frequência, abrangendo tanto a componente real quanto a componente
imaginária do espectro de impedância.

Por fim, utilizaram-se os conceitos e considerações apresentados durante o desenvolvi-
mento deste trabalho para justificar o comportamento de algumas propriedades eletroquí-
micas, expondo o comportamento descrito pelas novas propostas formuladas para algumas
propriedades eletroquímicas da solução. Além disso, foram apresentadas a amplitude do
deslocamento e da velocidade alcançados pela partícula no interior da solução, utilizando
os parâmetros obtidos no ajuste teórico dos dados experimentais para ambos os modelos,
o simples e o completo.

De maneira geral, as propostas para a amplitude de deslocamento, velocidade, mo-
bilidade e coeficiente de difusão da partícula oscilante no interior do fluido, conforme
delineadas pelos modelos simples e completo, são todas dependentes da frequência de
oscilação dessa partícula. Apesar de ambos os modelos exibirem essa dependência, o
comportamento dessas propriedades diverge entre os dois modelos, sobretudo em frequên-
cias baixas e altas.

A amplitude da velocidade revelou-se proporcional à mobilidade e ao coeficiente de
difusão, conforme descritos pelos modelos simples e completo, em concordância com as
relações de Einstein–Smoluchowski e Stokes. Além disso, no regime de frequências deli-
mitado pela região de platô, tanto o modelo simples quanto o modelo completo mantêm
valores constantes, independentes da frequência de oscilação e idênticos aos valores esta-
belecidos na literatura. Essa consistência indica que a formulação proposta pelos modelos
eletromecânicos de interpretação da espectroscopia de impedância abarca e engloba os
valores já propostos na literatura. De maneira mais assertiva, pode-se afirmar que o valor
proposto na literatura constitui uma solução particular para as propriedades reformuladas,
como a amplitude da velocidade, mobilidade e coeficiente de difusão.

Na perspectiva futura, após este trabalho, pretende-se realizar análises que buscam
estabelecer relações entre modelos de interpretação da espectroscopia de impedância elé-
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trica em soluções eletrolíticas. Especificamente, comparar o modelo PNP [17, 18] com o
modelo completo, que consiste no modelo do oscilador harmônico amortecido e forçado
com viscosidade complexa, incorporando a contribuição da interação da partícula oscilante
com as demais partículas do volume.

Além disso, pretende-se estudar e estabelecer relações com outras propriedades, como
a condutividade molar e o coeficiente de atividade de Debye-Hückel, utilizando o modelo
completo.

A condução de pesquisas adicionais não apenas expandirá o entendimento atual so-
bre os modelos de interpretação da espectroscopia de impedância elétrica em soluções
eletrolíticas, mas também fornecerá insights valiosos para aplicações práticas e avanços
tecnológicos.

Paralelamente à investigação do modelo eletromecânico do oscilador harmônico com
viscosidade complexa para a interpretação dos dados experimentais de espectroscopia de
impedância, foram conduzidos estudos relacionados ao modelo de Poisson-Nernst-Planck
(PNP). O modelo PNP fundamenta-se nas equações de continuidade para ânions e cátions,
além da equação de Poisson, estabelecendo a relação entre o potencial real e a densidade
de carga iônica aparente.

Essas pesquisas resultaram em dois artigos publicados nas revistas "Journal of Mo-
lecular Liquids"e "Journal of Electroanalytical Chemistry". O primeiro trabalho aborda
a dependência da concentração da solução com a transição do comportamento da célula
eletrolítica, de capacitiva para indutivo, observada em soluções eletrolíticas de cloreto de
sódio, potássio, magnésio e cálcio [4].

O segundo trabalho buscou determinar o coeficiente de recombinação em soluções
salinas de cloreto de sódio e potássio dissolvidos em água. Esse efeito leva em consideração
a quantidade real de íons que contribui para o espectro de impedância da célula eletrolítica,
indicando que uma reação de primeira ordem descreve adequadamente o fenômeno de
dissociação das moléculas de NaCl e KCl [3].

Ambos os trabalhos foram publicados com colaborações internacionais dos professores
Dr. Giovanni Barbero do Departamento de Ciência e Tecnologia Aplicada do Politécnico
de Turim - Itália, Dr. Ioannis Lelidis da Faculdade de Física da Universidade Nacional e
Kapodistrian de Atenas - Grécia, e Dr. Nikolaos Fytas do Departamento de Matemática
e Física, Coventry University, Reino Unido.
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Apêndice A

Espectro de Impedância
experimental de Soluções
Eletrolíticas

Neste estudo, além do cloreto de potássio, foram investigados outros sais, a saber:
cloreto de sódio, cloreto de cálcio e cloreto de magnésio.

As abordagens empregadas para analisar as soluções desses sais foram idênticas às
utilizadas para o cloreto de potássio. O processo experimental, incluindo as preparações
das soluções e as concentrações salinas, seguiu os mesmos procedimentos detalhados na
seção 3.1. Os valores específicos dessas concentrações estão disponíveis na tabela A.1.

Os espectros de impedância experimentalmente obtidos, conforme delineado no ca-
pítulo 3, serão apresentados para os quatro sais. Além disso, serão discutidas algumas
considerações pertinentes acerca dos sais, tais como a contribuição média, considerada
pelo modelo eletromecânico na interpretação da espectroscopia de impedância.
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Tabela A.1: Diluições e concentrações molares resultantes da diluição da solução de con-
centração 10−1 mol/L em água Milli-Q.

Concentração
Molar [ mol/L ]

5,5×10−5

1,1×10−4

1,6×10−4

2,2×10−4

2,7×10−4

5,1×10−4

7,5×10−4

9.8×10−4

1,2×10−3

1,4×10−3

3,3×10−3

5,2×10−3

6,9×10−3

8,6×10−3

1,0×10−2

2,4×10−2

A.1 KCl

O espectro de impedância para as dezesseis concentrações de cloreto de potássio é
apresentado na figura A.1. A componente real do espectro de impedância está repre-
sentada na figura da esquerda (figura A.1a), enquanto a componente imaginária está na
figura da direita (figura A.1b).

Em uma solução de cloreto de potássio em água, ocorre a completa dissociação do sal
em íons K+ e Cl−. Isso resulta na formação de uma camada de moléculas de água ao redor
do íon, cuja quantidade de moléculas nH varia de acordo com o tipo de íon, conforme
indicado na tabela 1.1. A partícula oscilante considerada pelo modelo eletromecânico não
é apenas um íon, mas sim um íon solvatado, com sua massa sendo a soma da massa do
íon e das moléculas de água agregadas, massa hidratada do íon. A massa hidratada é de
26, 794 × 10−26 kg para o cátion e 27, 609 × 10−26 kg para o ânion, conforme apresentado
na tabela 1.2.

Os íons em oscilação sofrem uma força de amortecimento devido ao atrito com outras
partículas da solução, descrita em parte pelo regime não anômalo da viscosidade complexa.
Na expressão do modelo eletro-mecânico, essa viscosidade não anômala é representada
pelos termos c ou c2 nos modelos simples e completo, respectivamente. A uma temperatura
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(a) Componente real de Z(ω) (b) Componente imaginária de Z(ω)

Figura A.1: Parte real (a) e imaginária (b) do espectro de impedância da solução de
aquosa de KCl para as dezesseis concentrações apresentadas na tabela A.1.

de 25 ◦C, as constantes de amortecimento c2 para cada íon são c2K+ = 2, 10 × 10−12 kg
s−1 e c2Cl−

= 2, 03 × 10−12 kg s−1, conforme detalhado na tabela 1.4, na seção 1.4.
A impedância total, conforme descrita pelo modelo, incorpora as contribuições das

partículas cátions e ânions, representadas por parcelas de impedância Z+ e Z−, respecti-
vamente. A impedância total será:

Z = Z+ + Z−, (A.1)

A quantidade total de íons N entre os eletrodos corresponde à soma das quantidades de
cátions N+ e ânions N−, expressa pela equação:

N = N+ + N−. (A.2)

No modelo eletromecânico, a consideração de uma partícula média representa uma
média ponderada das características dos cátions e ânions, simplificando a modelagem
com parâmetros médios, incluindo massa hidratada, constante de amortecimento e raio.
A carga dos íons não afeta o modelo devido à sua representação quadrática nas equações.
Os valores médios resultantes, discutidos no capítulo 1, são conhecidos a uma temperatura
específica de 25◦C. Os parâmetros médios para a solução de cloreto de potássio incluem
a massa hidratada média de 27,201×10−26 kg, a constante de amortecimento média de
2,06×10−12 kg s−1 e a média dos raios dos íons de 2,18×10−10 m.
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A.2 NaCl

Os resultados do espectro de impedância para as dezesseis concentrações de cloreto de
sódio estão visualizados na figura A.2. A parte real do espectro de impedância é exibida
na figura à esquerda (figura A.2a), enquanto a parte imaginária é apresentada na figura
à direita (figura A.2b).

(a) Componente real de Z(ω) (b) Componente imaginária de Z(ω)

Figura A.2: Parte real (a) e imaginária (b) do espectro de impedância da solução de
aquosa de NaCl para as dezesseis concentrações apresentadas na tabela A.1.

No capítulo 1, foram abordadas diversas propriedades dos íons Na+ e Cl−, como massa,
número de hidratação, mobilidade, coeficiente de amortecimento e raio, entre outros. Es-
sas características são conhecidas a uma temperatura de 25◦C, permitindo a determinação
da contribuição média utilizada no modelo eletromecânico para a interpretação da espec-
troscopia de impedância.

Os parâmetros médios identificados para a solução de cloreto de sódio são:

• Massas hidratadas dos dois íons: mH = (mHNa+ + mHCl−
)/2 = 23, 9013 × 10−26 kg;

• Constante de amortecimento: c2 = (c2Na+ + c2Cl−
)/2 = 2, 56 × 10−12 kg s−1

• Média dos raios dos íons: r = (rNa + rCl)/2 = 2, 25 × 10−10 m.

A.3 CaCl2
A figura A.3 apresenta o espectro de impedância para as dezesseis concentrações de

cloreto de cálcio. A representação da parte real do espectro está na figura à esquerda
(figura A.3a), enquanto a parte imaginária é mostrada na figura à direita (figura A.3b).
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No capítulo 1, foram examinadas diversas propriedades dos íons Ca2+ e Cl−, incluindo

(a) Componente real de Z(ω) (b) Componente imaginária de Z(ω)

Figura A.3: Parte real (a) e imaginária (b) do espectro de impedância da solução de
aquosa de CaCl2 para as dezesseis concentrações apresentadas na tabela A.1.

massa, número de hidratação, mobilidade, coeficiente de amortecimento e raio, entre ou-
tros. Essas propriedades são conhecidas a uma temperatura de 25◦C, o que possibilita a
determinação da contribuição média empregada no modelo eletromecânico para a inter-
pretação da espectroscopia de impedância.

Os parâmetros médios identificados para a solução de cloreto de cálcio são:

• Massas hidratadas dos dois íons: mH = (mHCa2+ + mH2Cl−
)/2 = 42, 299 × 10−26 kg;

• Constante de amortecimento: c2 = (c2Ca2+ + c22Cl−
)/2 = 3, 33 × 10−12 kg s−1

A.4 MgCl2
Na figura A.4, encontra-se o espectro de impedância para as dezesseis concentrações de

cloreto de magnésio. A componente real do espectro está ilustrada na figura da esquerda
(figura A.4a), ao passo que a componente imaginária está retratada na figura da direita
(figura A.4b).

No capítulo 1, foram discutidas diversas propriedades dos íons Mg2+ e Cl−, englo-
bando massa, número de hidratação, mobilidade, coeficiente de amortecimento e raio,
entre outras. Essas propriedades são conhecidas a uma temperatura de 25◦C, o que vi-
abiliza a determinação da contribuição média aplicada no modelo eletromecânico para a
interpretação da espectroscopia de impedância.

Os parâmetros médios identificados para a solução de cloreto de magnésio são:



Apêndice A 108

(a) Componente real de Z(ω) (b) Componente imaginária de Z(ω)

Figura A.4: Parte real (a) e imaginária (b) do espectro de impedância da solução de
aquosa de MgCl2 para as dezesseis concentrações apresentadas na tabela A.1.

• Massas hidratadas dos dois íons: mH = (mHMg2+ + mH2Cl−
)/2 = 38, 597 × 10−26 kg;

• Constante de amortecimento: c2 = (c2Mg2+ + c22Cl−
)/2 = 3, 49 × 10−12 kg s−1
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Apêndice B

Espectro de Impedância Teórico

As soluções salinas de cloreto de sódio, cloreto de cálcio e cloreto de magnésio não
foram discutidas no decorrer do trabalho; entretanto, foram submetidas aos mesmos proce-
dimentos e análises utilizados para a solução de cloreto de potássio, a qual foi apresentada
ao longo do estudo. Os resultados dessas soluções assemelham-se à solução de cloreto de
potássio, razão pela qual optou-se por abordar o comportamento da impedância dessas
soluções em um apêndice.

Dessa forma, este apêndice tem como objetivo apresentar os resultados obtidos na
rotina de ajuste para os dados experimentais referentes ao modelo simples e ao modelo
completo do oscilador harmônico amortecido e forçado. Serão apresentados tanto os
parâmetros obtidos quanto os gráficos do espectro de impedância das três soluções.

B.1 Solução de NaCl

Para a solução de cloreto de sódio, foram utilizados alguns parâmetros fixos em todas
as concentrações durante a rotina de ajuste. Esses parâmetros não dependem da con-
centração da solução, mas sim da temperatura e do tipo de sal utilizado. Os parâmetros
mencionados na tabela B.1, como o coeficiente de amortecimento não linear c ou c2, a
massa média hidratada m, a carga q da partícula oscilante e a distância d entre os eletro-
dos da célula eletrolítica, foram mantidos constantes na rotina de ajuste para ambos os
modelos de interpretação dos dados de espectroscopia de impedância, ou seja, o modelo
simples e o modelo completo.

Os parâmetros obtidos por cada modelo serão apresentados na subseção correspon-
dente a cada modelo, acompanhados pelos gráficos que exibem os dados experimentais
juntamente com o espectro de impedância teórico derivado do conjunto experimental.
Além disso, será disponibilizado o espectro de impedância teórico exclusivo da célula
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Tabela B.1: Parâmetros do modelo do oscilador harmônico amortecido e forçado, modelo
simples e completo, que não depende da concentração da solução de NaCl.

Variaveis
do modelo

Valor
Correspondente

c ou c2
[×10−12 kg s−1] 2,85

m
[×10−25 kg ] 2,39

q
[×10−19 C] 1,6

d
[×10−6 m] 650

eletrolítica.

Modelo Simples

O espectro de impedância gerado pelo modelo simples para as dezesseis concentrações
da solução salina de NaCl é ilustrado na figura B.1. A parte real do espectro de impedância
está representada à esquerda, conforme mostra a figura B.1a, enquanto a parte imaginária
está apresentada à direita, conforme ilustra a figura B.1b.

(a) Componente real (b) Componente imaginária

Figura B.1: Parte real (a) e imaginária (b) do ajuste teórico segundo o modelo simples
para espectro de impedância da solução de NaCl.
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Os parâmetros derivados da rotina de ajuste dos dados experimentais, conforme o
modelo simples, são exibidos na tabela B.2. É relevante observar que os valores obtidos
para o número de íons na solução são muito próximos aos encontrados para a solução de
cloreto de potássio.

Tabela B.2: Valores encontrados para os parâmetros teóricos através do ajuste do espectro
de impedância experimental da solução de NaCl para as concentrações analisadas segundo
o modelo do oscilador harmônico simples.

Solução de Cloreto de Sódio
Concentação

Molar das Soluçoes
[ mol/L ]

N

[ ×1016 ]

k

[ ×10−11 N/m ]
5,5×10−5 1,5 3,3
1,1×10−4 2,9 6,92
1,6×10−4 4,22 7,64
2,2×10−4 5,56 5,93
2,7×10−4 7,1 8,24
5,1×10−4 12,6 16,39
7,5×10−4 18,6 41,1
9,8×10−4 23,5 34,4
1,2×10−3 29,8 50,82
1,4×10−3 33 61,2
3,3×10−3 83 111,6
5,2×10−3 119 157,5
6,9×10−3 159 223,6
8,6×10−3 188 203,4
1,0×10−2 226 384
2,4×10−2 482 535

A representação do espectro de impedância exclusivamente na célula eletrolítica, des-
crita pelo modelo simples, é mostrada na figura B.2.

A impedância atribuída à célula eletrolítica reflete apenas a impedância descrita pelo
modelo, sendo a influência da montagem experimental desconsiderada e subtraída do
espectro, conforme abordado no Capítulo 3.
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(a) Componente real (b) Componente imaginária

Figura B.2: Espectro de impedância teórico da célula eletrolítica conforme o modelo
simples para a solução de NaCl, a parte real está representado na figura (a) e a parte
imaginária na figura (b).

Modelo Completo

Para o modelo completo, o espectro de impedância das dezesseis concentrações da
solução de NaCl é ilustrado na figura B.3. A parte real do espectro de impedância está
representada à esquerda, conforme mostra a figura B.3a, enquanto a parte imaginária está
apresentada à direita, conforme ilustra a figura B.3b.

(a) Componente real (b) Componente imaginária

Figura B.3: Parte real (a) e imaginária (b) do ajuste teórico conforme o modelo completo
para espectro de impedância da solução de NaCl.

Os parâmetros derivados da rotina de ajuste dos dados experimentais, conforme o
modelo completo, são exibidos na tabela B.3.
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Tabela B.3: Valores encontrados para os parâmetros teóricos através do ajuste do espectro
de impedância experimental da solução de NaCl para as concentrações analisadas segundo
o modelo do oscilador harmônico completo.

Solução de Cloreto de Sódio
Concentação

Molar das Soluçoes
[ mol/L ]

N

[ ×1016 ]

k

[ ×10−12 N/m ]

kp

[ ×10−6 N/m ]

c1

[ ×10−11 kg/s ]
α

5, 5 × 10−5 1,51 1,10 3,36 1,13 0,65
1, 1 × 10−4 2,90 5,77 5,51 1,33 0,62
1, 6 × 10−4 4,22 6,37 8,41 2,21 0,64
2, 2 × 10−4 5,56 4,94 10,40 3,20 0,69
2, 7 × 10−4 7,10 7,49 12,60 4,00 0,68
5, 1 × 10−4 12,6 14,9 35,50 5,74 0,70
7, 5 × 10−4 18,6 41,1 49,50 7,90 0,67
9, 8 × 10−4 23,5 43,0 71,40 8,05 0,70
1, 2 × 10−3 29,8 84,7 80,10 10,20 0,66
1, 4 × 10−3 33,0 102,0 102,0 11,10 0,67
3, 3 × 10−3 81,2 186,0 808,0 26,60 0,71
5, 2 × 10−3 119,0 315,0 951,0 49,50 0,74
6, 9 × 10−3 159,0 559,0 1850,0 58,80 0,75
8, 6 × 10−3 188,0 339,0 3260,0 69,70 0,78
1, 0 × 10−2 226,0 960,0 4550,0 65,20 0,74
2, 4 × 10−2 482,0 1070,0 5650,0 127,0 0,77

A figura B.2 mostra exclusivamente o espectro de impedância dentro da célula eletro-
lítica, conforme descrito pelo modelo completo.



Apêndice B 114

(a) Componente real (b) Componente imaginária

Figura B.4: Espectro de impedância teórico da célula eletrolítica conforme o modelo
completo para a solução de NaCl, a parte real está representado na figura (a) e a parte
imaginária na figura (b).

B.2 Solução de CaCl2
Na análise da solução de cloreto de cálcio, foram empregados determinados parâmetros

constantes em todas as concentrações durante a rotina de ajuste. Estes parâmetros,
como o coeficiente de amortecimento não linear c ou c2, a massa média hidratada m

e a carga q da partícula oscilante, juntamente com a distância d entre os eletrodos da
célula eletrolítica, foram mantidos inalterados ao longo da rotina de ajuste para ambos os
modelos de interpretação dos dados de espectroscopia de impedância, ou seja, o modelo
simples e o modelo completo, e seus valores estão apresentados na tabela B.4.

Tabela B.4: Parâmetros do modelo do oscilador harmônico amortecido e forçado, modelo
simples e completo, que não depende da concentração da solução de CaCl2.

Variaveis
do modelo

Valor
Correspondente

c ou c2
[×10−12 kg s−1] 5,53

m
[×10−25 kg ] 4,23

q
[×10−19 C] 3,2

d
[×10−6 m] 650

Os parâmetros encontrados e os gráficos que relacionam os dados experimentais com



Apêndice B 115

o espectro de impedância teórico serão detalhados em suas respectivas subseções, pro-
porcionando uma análise específica para cada modelo. Adicionalmente, o espectro de
impedância teórico da célula eletrolítica será apresentado para uma compreensão abran-
gente do sistema.

Modelo Simples

A representação gráfica do espectro de impedância para as dezesseis concentrações da
solução salina de CaCl2, conforme previsto pelo modelo simples, pode ser observada na
figura B.5. A parte real do espectro de impedância é destacada à esquerda, na figura
B.5a, enquanto a parte imaginária é mostrada à direita, na figura B.5b. Os resultados da

(a) Componente real (b) Componente imaginária

Figura B.5: Parte real (a) e imaginária (b) do ajuste teórico segundo o modelo simples
para espectro de impedância da solução de CaCl2.

rotina de ajuste dos dados experimentais, utilizando o modelo simples, são expostos na
tabela B.5. Importante ressaltar a proximidade dos valores encontrados para o número
de íons na solução em comparação com a solução de cloreto de potássio.

O espectro de impedância, restrito à célula eletrolítica e conforme previsto pelo modelo
simples, está representado na figura B.6.

A impedância associada à célula eletrolítica considera unicamente a impedância des-
crita pelo modelo, com a influência da montagem experimental sendo desconsiderada e
subtraída do espectro, conforme detalhado no Capítulo 3.



Apêndice B 116

Tabela B.5: Valores encontrados para os parâmetros teóricos através do ajuste do espectro
de impedância experimental da solução de CaCl2 para as concentrações analisadas segundo
o modelo do oscilador harmônico simples.

Solução de Cloreto de Cálcio
Concentação

Molar das Soluçoes
[ mol/L ]

N

[ ×1016 ]

k

[ ×10−11 N/m ]
5,5×10−5 1,40 9,75
1,1×10−4 2,69 24,84
1,6×10−4 4,06 35,14
2,2×10−4 5,40 37,2
2,7×10−4 6,61 46,64
5,1×10−4 12,1 64,79
7,5×10−4 16,8 71,6
9,8×10−4 23,5 131,2
1,2×10−3 27,9 99,7
1,4×10−3 33,9 145,8
3,3×10−3 72,9 228
5,2×10−3 117 1015
6,9×10−3 150 652
8,6×10−3 190 724
1,0×10−2 214 800
2,4×10−2 464 1076

(a) Componente real (b) Componente imaginária

Figura B.6: Espectro de impedância teórico da célula eletrolítica conforme o modelo
simples para a solução de CaCl2, a parte real está representado na figura (a) e a parte
imaginária na figura (b).

Modelo Completo

Na figura B.7, é apresentado o espectro de impedância para as dezesseis concentrações
da solução de NaCl, conforme modelado pelo modelo completo. A parte real do espectro de
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impedância está à esquerda, como evidenciado na figura B.7a, enquanto a parte imaginária
é destacada à direita, conforme ilustrado na figura B.7b.

(a) Componente real (b) Componente imaginária

Figura B.7: Parte real (a) e imaginária (b) do ajuste teórico conforme o modelo completo
para espectro de impedância da solução de CaCl2.

Os parâmetros resultantes da rotina de ajuste dos dados experimentais, de acordo com
o modelo completo, estão detalhados na tabela B.6.

Na figura B.6, é exibido o espectro de impedância apenas na célula eletrolítica, de
acordo com a descrição do modelo completo.

(a) Componente real (b) Componente imaginária

Figura B.8: Espectro de impedância teórico da célula eletrolítica conforme o modelo
completo para a solução de CaCl2, a parte real está representado na figura (a) e a parte
imaginária na figura (b).
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Tabela B.6: Valores encontrados para os parâmetros teóricos através do ajuste do espectro
de impedância experimental da solução de CaCl2 para as concentrações analisadas segundo
o modelo do oscilador harmônico completo.

Solução de Cloreto de Cálcio
Concentação

Molar das Soluçoes
[ mol/L ]

N

[ ×1016 ]

k

[ ×10−12 N/m ]

kp

[ ×10−5 N/m ]

c1

[ ×10−11 kg/s ]
α

5, 5 × 10−5 1,51 3,25 1,3 3,49 0,68
1, 1 × 10−4 2,90 20,7 2,09 4,5 0,68
1, 6 × 10−4 4,22 25,1 3,1 7,07 0,70
2, 2 × 10−4 5,56 31 4,26 8,8 0,70
2, 7 × 10−4 7,10 42,4 5,44 9,91 0,70
5, 1 × 10−4 12,6 58,9 9,84 18,3 0,70
7, 5 × 10−4 18,6 71,6 22,1 21,4 0,71
9, 8 × 10−4 23,5 87,5 20,6 35,8 0,72
1, 2 × 10−3 29,8 99,7 42,6 41,5 0,72
1, 4 × 10−3 33,0 243 79,6 49,1 0,72
3, 3 × 10−3 81,2 380 96,4 85,9 0,73
5, 2 × 10−3 119,0 1450 146 113 0,73
6, 9 × 10−3 159,0 1630 408 138 0,74
8, 6 × 10−3 188,0 1810 515 189 0,75
1, 0 × 10−2 226,0 2000 603 220 0,76
2, 4 × 10−2 482,0 2690 707 412 0,77

B.3 Solução de MgCl2
No contexto da solução de cloreto de magnésio, certos parâmetros também foram fixa-

dos para todas as concentrações durante a rotina de ajuste. Esses parâmetros, incluindo
o coeficiente de amortecimento não linear c ou c2, a massa média hidratada m e a carga
q da partícula oscilante, bem como a distância d entre os eletrodos da célula eletrolítica,
foram mantidos constantes na rotina de ajuste para os dois modelos de interpretação dos
dados de espectroscopia de impedância, a saber, o modelo simples e o modelo completo.
A tabela B.7 apresenta os valores destes parâmetros.

Os resultados das análises, incluindo os parâmetros específicos para cada modelo, serão
claramente apresentados. Os gráficos permitirão uma compreensão visual da relação entre
os dados experimentais e o espectro de impedância teórico. Adicionalmente, o espectro
de impedância teórico da célula eletrolítica será discutido para enriquecer a compreensão
do sistema como um todo.
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Tabela B.7: Parâmetros do modelo do oscilador harmônico amortecido e forçado, modelo
simples e completo, que não depende da concentração da solução de MgCl2.

Variaveis
do modelo

Valor
Correspondente

c ou c2
[×10−12 kg s−1] 5,71

m
[×10−25 kg ] 3,86

q
[×10−19 C] 3,2

d
[×10−6 m] 650

Modelo Simples

A figura B.9 destaca o espectro de impedância derivado do modelo simples para as
dezesseis concentrações da solução salina de MgCl2. A parte real é visível à esquerda, con-
forme mostrado na figura B.9a, enquanto a parte imaginária está representada à direita,
na figura B.9b.

(a) Componente real (b) Componente imaginária

Figura B.9: Parte real (a) e imaginária (b) do ajuste teórico segundo o modelo simples
para espectro de impedância da solução de MgCl2.

Na tabela B.8, são detalhados os parâmetros provenientes da rotina de ajuste dos
dados experimentais sob o modelo simples. É relevante destacar a proximidade dos valores
encontrados para o número de íons na solução em relação à solução de cloreto de potássio.

Na figura B.10, é apresentado o espectro de impedância unicamente na célula eletro-
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Tabela B.8: Valores encontrados para os parâmetros teóricos através do ajuste do espec-
tro de impedância experimental da solução de MgCl2 para as concentrações analisadas
segundo o modelo do oscilador harmônico simples.

Solução de Cloreto de Magnésio
Concentação

Molar das Soluçoes
[ mol/L ]

N

[ ×1016 ]

k

[ ×10−11 N/m ]
5,5×10−5 1,23 9,24
1,1×10−4 2,6 11,784
1,6×10−4 3,86 20,16
2,2×10−4 5,22 23,53
2,7×10−4 6,29 36,08
5,1×10−4 11,8 90,2
7,5×10−4 16,7 98,8
9,8×10−4 21,6 124
1,2×10−3 26,1 108
1,4×10−3 32,5 185,4
3,3×10−3 72,6 388,8
5,2×10−3 111 456
6,9×10−3 142 568
8,6×10−3 178 1350
1,0×10−2 208 992
2,4×10−2 479 1505

lítica, conforme descrito pelo modelo simples.

(a) Componente real (b) Componente imaginária

Figura B.10: Espectro de impedância teórico da célula eletrolítica conforme o modelo
simples para a solução de MgCl2, a parte real está representado na figura (a) e a parte
imaginária na figura (b).
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A impedância gerada pela célula eletrolítica leva em conta somente a impedância des-
crita pelo modelo, enquanto a contribuição da montagem experimental é desconsiderada
e subtraída do espectro, como discutido no Capítulo 3.

Modelo Completo

O espectro de impedância para as dezesseis concentrações da solução de NaCl, con-
forme previsto pelo modelo completo, está representado na figura B.11. A parte real do
espectro de impedância é destacada à esquerda, como apresentado na figura B.11a, e a
parte imaginária é exposta à direita, conforme ilustra a figura B.11b.

(a) Componente real (b) Componente imaginária

Figura B.11: Parte real (a) e imaginária (b) do ajuste teórico conforme o modelo completo
para espectro de impedância da solução de MgCl2.

Os parâmetros obtidos a partir da rotina de ajuste dos dados experimentais, segundo
o modelo completo, estão apresentados na tabela B.9.

O espectro de impedância dentro da célula eletrolítica, tal como descrito pelo modelo
completo, é representado na figura B.10.
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Tabela B.9: Valores encontrados para os parâmetros teóricos através do ajuste do espec-
tro de impedância experimental da solução de MgCl2 para as concentrações analisadas
segundo o modelo do oscilador harmônico completo.

Solução de Cloreto de Magnésio
Concentação

Molar das Soluçoes
[ mol/L ]

N

[ ×1016 ]

k

[ ×10−12 N/m ]

kp

[ ×10−5 N/m ]

c1

[ ×10−11 kg/s ]
α

5, 5 × 10−5 1,23 3,08 0,93 2,56 0,66
1, 1 × 10−4 2,6 9,82 1,95 4,41 0,66
1, 6 × 10−4 3,86 16,8 2,73 7,42 0,70
2, 2 × 10−4 5,22 18,1 3,96 10,3 0,70
2, 7 × 10−4 6,29 32,8 5,21 10,5 0,70
5, 1 × 10−4 11,8 82 9,45 16,7 0,70
7, 5 × 10−4 16,7 98,8 14,7 23,8 0,71
9, 8 × 10−4 21,6 155 22,7 31,1 0,71
1, 2 × 10−3 26,1 180 30,5 38,9 0,72
1, 4 × 10−3 32,5 309 38,9 43,8 0,72
3, 3 × 10−3 72,6 648 55 77,5 0,73
5, 2 × 10−3 111 912 62,9 110 0,74
6, 9 × 10−3 142 1420 82,6 145 0,74
8, 6 × 10−3 178 2250 98,5 161 0,75
1, 0 × 10−2 208 2480 101 182 0,75
2, 4 × 10−2 479 3010 746 362 0,76

(a) Componente real (b) Componente imaginária

Figura B.12: Espectro de impedância teórico da célula eletrolítica conforme o modelo
completo para a solução de MgCl2, a parte real está representado na figura (a) e a parte
imaginária na figura (b).
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Apêndice C

Deslocamento, Velocidade,
Mobilidade e Difusão Segundo o
Modelo Eletromecânico para as
Soluções de NaCl, CaCl2 e MgCl2

Neste apêndice, são fornecidos gráficos ilustrando o comportamento das propriedades
discutidas no Capítulo 5 para as soluções de cloreto de sódio, cloreto de cálcio e cloreto
de magnésio. As propriedades em questão incluem a amplitude de deslocamento, a ampli-
tude da velocidade, a mobilidade e a difusão, conforme descritas pelos modelos simples e
completo de interpretação da espectroscopia de impedância, fundamentados no oscilador
harmônico amortecido e forçado.

C.1 Amplitude do Deslocamento

A amplitude de deslocamento da partícula oscilante é apresentada para cada uma das
soluções salinas em três concentrações distintas: 5.5 × 10−5 M (cor vermelha), 2.2 × 10−4

M (cor verde) e 5.1 × 10−4 M (cor azul). As figuras à direita representam o módulo da
amplitude da velocidade obtido segundo o modelo simples, enquanto as figuras à esquerda
ilustram o comportamento do módulo da amplitude de deslocamento do íon obtido através
do modelo completo.



Apêndice C 124

NaCl

(a) Modelo Simples (b) Modelo Completo

Figura C.1: Módulo da amplitude de deslocamento do íon no interior da célula eletrolítica
é descrito pelos modelos simples e completo, representados nas figuras (a) e (b), respecti-
vamente, para três concentrações distintas da solução de NaCl. A parte real é retratada
na figura (a), enquanto a parte imaginária é destacada na figura (b).

CaCl2

(a) Modelo Simples (b) Modelo Completo

Figura C.2: Módulo da amplitude de deslocamento do íon no interior da célula eletrolítica
é descrito pelos modelos simples e completo, exibidos nas figuras (a) e (b), respectiva-
mente, para três concentrações diversas da solução de CaCl2.
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MgCl2

(a) Modelo Simples (b) Modelo Completo

Figura C.3: O módulo da amplitude de deslocamento do íon dentro da célula eletrolítica
é representado pelos modelos simples e completo, mostrados nas figuras (a) e (b), respec-
tivamente, em relação a três concentrações distintas da solução de MgCl2.

C.2 Amplitude da Velocidade

A amplitude da velocidade obtida pela partícula oscilante é apresentada para cada
uma das soluções salinas em três concentrações distintas: 5.5 × 10−5 M (cor vermelha),
2.2 × 10−4 M (cor verde) e 5.1 × 10−4 M (cor azul). As figuras à direita representam o
módulo da amplitude da velocidade obtido segundo o modelo simples, enquanto as figuras
à esquerda ilustram o comportamento do módulo da amplitude de deslocamento do íon
obtido através do modelo completo.
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NaCl

(a) Modelo Simples (b) Modelo Completo

Figura C.4: A representação do módulo da amplitude da velocidade do íon no interior da
célula eletrolítica é realizada pelos modelos simples e completo, apresentados nas figuras
(a) e (b), respectivamente, para três concentrações distintas da solução de NaCl. A
velocidade de deriva calculada para a solução é representada por uma linha horizontal
rosa, com o valor de vd = 2.16 × 10−06 m/s.

CaCl2

(a) Modelo Simples (b) Modelo Completo

Figura C.5: O módulo da amplitude da velocidade do íon dentro da célula eletrolítica é
descrito pelos modelos simples e completo, exibidos nas figuras (a) e (b), respectivamente,
para três concentrações variadas da solução de CaCl2. A linha horizontal rosa apresenta
a velocidade de deriva calculada para a solução, a qual possui o valor de vd = 2, 22×10−06

m/s.
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MgCl2

(a) Modelo Simples (b) Modelo Completo

Figura C.6: A representação da amplitude da velocidade do íon no interior da célula
eletrolítica é realizada pelos modelos simples e completo, apresentados nas figuras (a) e (b),
respectivamente, para três concentrações diversas da solução de MgCl2. Representada pela
linha horizontal rosa, a velocidade de deriva calculada para a solução é vd = 2, 15 × 10−06

m/s.

C.3 Mobilidade

A mobilidade da partícula oscilante é apresentada para cada uma das soluções salinas
em três concentrações distintas: 5.5×10−5 M (representada pela cor vermelha), 2.2×10−4

M (cor verde) e 5.1 × 10−4 M (cor azul). As figuras à direita representam o módulo da
mobilidade obtido segundo o modelo simples, enquanto as figuras à esquerda ilustram
o comportamento do módulo da amplitude de deslocamento do íon obtido através do
modelo completo.
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NaCl

(a) Modelo Simples (b) Modelo Completo

Figura C.7: A variação da mobilidade do íon no interior da célula eletrolítica é descrita
pelos modelos simples e completo, apresentados nas figuras (a) e (b), respectivamente,
para três concentrações distintas da solução de NaCl. A mobilidade calculada para a
solução, indicada pela linha horizontal tracejada verde, é µ = 5, 61 × 10−08 m2/(sV).

CaCl2

(a) Modelo Simples (b) Modelo Completo

Figura C.8: A mobilidade do íon no interior da célula eletrolítica é representada pelos
modelos simples e completo, apresentados nas figuras (a) e (b), respectivamente, para
três concentrações diversas da solução de CaCl2. A mobilidade calculada para a solução,
exibida pela linha horizontal tracejada verde, é µ = 5, 79 × 10−08 m2/(sV).
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MgCl2

(a) Modelo Simples (b) Modelo Completo

Figura C.9: A representação da mobilidade do íon no interior da célula eletrolítica é
realizada pelos modelos simples e completo, apresentados nas figuras (a) e (b), respecti-
vamente, para três concentrações diversas da solução de MgCl2. A mobilidade calculada
para a solução, representada pela linha horizontal tracejada verde, é µ = 5, 60 × 10−08

m2/(sV).

C.4 Módulo do Coeficiente de Difusão

A difusão da partícula oscilante é apresentada para cada uma das soluções salinas em
três concentrações distintas: 5.5 × 10−5 M (representada pela cor vermelha), 2.2 × 10−4

M (cor verde) e 5.1 × 10−4 M (cor azul). As figuras à direita representam o módulo do
coeficiente de difusão obtida segundo o modelo simples, enquanto as figuras à esquerda
ilustram o comportamento do módulo da amplitude de deslocamento do íon obtido através
do modelo completo.
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NaCl

(a) Modelo Simples (b) Modelo Completo

Figura C.10: A representação do coeficiente de difusão no interior da célula eletrolítica é
realizada pelos modelos simples e completo, apresentados nas figuras (a) e (b), respecti-
vamente, para três concentrações distintas da solução de NaCl. O coeficiente de difusão
calculado para a solução, indicado pela linha horizontal lilás, é D = 1, 46 × 10−08 m2/(s).

CaCl2

(a) Modelo Simples (b) Modelo Completo

Figura C.11: A representação do coeficiente de difusão no interior da célula eletrolítica é
realizada pelos modelos simples e completo, apresentados nas figuras (a) e (b), respecti-
vamente, para três concentrações distintas da solução de CaCl2. O coeficiente de difusão
calculado para a solução, destacado pela linha horizontal lilás, é D = 1, 18×10−08 m2/(s).



Apêndice C 131

MgCl2

(a) Modelo Simples (b) Modelo Completo

Figura C.12: A representação do coeficiente de difusão no interior da célula eletrolítica é
realizada pelos modelos simples e completo, apresentados nas figuras (a) e (b), respecti-
vamente, para três concentrações distintas da solução de MgCl2. O coeficiente de difusão
calculado para a solução, destacado pela linha horizontal lilás, é D = 1, 07×10−08 m2/(s).
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