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Resumo

A analise quantitativa de artes visuais expandiu-se recentemente para abranger conjuntos
mais extensos de obras de arte devido & disponibilidade de grandes colegoes de arte digita-
lizadas. Estudos anteriores tém predominantemente negligenciado a estrutura espacial das
pinturas, um elemento critico para a apreciacao estética e um foco comum nas analises for-
mais, porém qualitativas, de historiadores da arte. Nesta dissertacao, abordamos essa lacuna
examinando padroes de ordenacao nas intensidades de pixels dentro de particoes dois por
dois em imagens de quase 140000 pinturas que abrangem quase um milénio da histéria da
arte. Esses padroes, categorizados em onze tipos com base em argumentos de continuidade
e simetria, sao aplicaveis universalmente e detalhados o suficiente para correlacionar com
diversas caracteristicas visuais das pinturas. Descobrimos uma distribuicao universal desses
padroes, com prevaléncia consistente dentro dos grupos, porém modulada entre os grupos
por uma interagao nao trivial entre a suavidade do padrao e a probabilidade de encontrar
intensidades idénticas para os pixels. Este resultado fornece uma métrica padronizada para
comparar pinturas e estilos, estabelecendo também uma escala para quantificar desvios da
prevaléncia média. Nossa pesquisa também mostra que esses padroes simples contém infor-
magcoes significativas para prever estilos artisticos de pinturas e revela uma tendéncia geral

na qual obras de arte divergem cada vez mais da incidéncia média com o passar do tempo.

Palavras-chave: Complexidade. Entropia. Padroes Espaciais. Imagens. Obras de Arte.

Sistemas Complexos. Ciéncia de Dados. Aprendizado de Maquina.



Abstract

Quantitative analysis of visual arts has recently expanded to encompass a more extensive
array of artworks due to the availability of large-scale digitized art collections. Previous
studies have predominantly overlooked the spatial structure of paintings, a critical element
for aesthetic appreciation and a common focus in art historians’ formal, yet qualitative, art
analyses. In this dissertation, we address this gap by examining ordering patterns in pixel
intensities within two-by-two partitions of images from nearly 140,000 paintings, spanning
almost a millennium of art history. These patterns, categorized into eleven types based on
arguments of continuity and symmetry, are both universally applicable and detailed enough
to correlate with diverse visual features of paintings. We uncover a universal distribution
of these patterns, with consistent prevalence within groups, yet modulated across groups
by a nontrivial interplay between pattern smoothness and the likelihood of identical pixel
intensities. This finding provides a standardized metric for comparing paintings and styles,
further establishing a scale to measure deviations from the average prevalence. Our research
also shows that these simple patterns contain significant information for predicting painting
styles, and it reveals a general trend of artworks increasingly diverging from the average

incidence.

Keywords: Complexity. Entropy. Spatial Patterns. Images. Artworks. Complex Sys-

tems. Data Science. Machine Learning.
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Introducdo

A pesquisa em sistemas complexos emerge como um campo interdisciplinar dedicado a
compreensao da organizacao coletiva de elementos simples em diversos sistemas, enriquecendo-
os com caracteristicas distintivas. Essa abordagem transcende campos de estudos que vao
desde colonias de insetos até sistemas imunologicos, neurociéncia e economia [1,2], incluindo
o objeto de estudo dessa dissertacao: pinturas artisticas.

A histoéria da humanidade documenta as diversas formas e meios que nossa espécie utilizou
para se perpetuar ao longo dos séculos e milénios. Uma das caracteristicas mais marcantes
da nossa espécie é a engenhosidade para construir e idealizar ferramentas e costumes. Essa
habilidade possibilitou o surgimento de grandes revolucoes. Entretanto, existe uma certa
producao humana que nao ¢ claramente compreendida como ttil ou de aplicagao pratica.
Trata-se da arte, uma atividade que a humanidade desenvolveu para expressar seu intimo
ao mundo, comunicando suas aflicoes existenciais, assim como os momentos historicos e
politicos em que viviam [3].

Desde tempos remotos, as obras artisticas sempre foram objetos de grande valor, exer-
cendo um papel de extrema importancia na sociedade. Essa relevancia intrinseca faz com
que a sociedade, ao longo dos séculos, se volte para as obras de arte, buscando observar e
entender os meandros e as sutilezas que compoem essas representacoes da mente humana. A
partir do século XVIII, a arte passou a ser estudada de maneira mais formal como uma disci-
plina critica. Esse campo de estudo foi se desenvolvendo e se ramificando em diversos niveis,
abrangendo anélises literarias, historiograficas, filosoficas, entre outros aspectos das humani-
dades. Esse desenvolvimento permitiu um enriquecimento na compreensao e apreciacao das
obras artisticas em seus miltiplos contextos e significados. Entretanto, os estudos ligados a
arte sempre foram, e ainda sdo, majoritariamente abordados de maneira qualitativa [4,5].

Ao mesmo tempo, a ideia de quantificar atributos estéticos ou o conceito de beleza é bas-

tante antiga no discurso cientifico e tem origens que remontam & Grécia antiga e a fil6sofos



medievais [6]. Por exemplo, tanto Platao quanto Aristételes consideravam a beleza como
uma questao objetiva |7,8|, com Aristoteles abordando esse tema de maneira mais enfatica e
empirica. Em seu tratado Metafisica [9], Aristoteles respondeu a filosofos que afirmavam que
as ciéncias matemaéaticas nao podiam quantificar a beleza dizendo, “estao errados aqueles que
afirmam que as ciéncias matemdticas nao nos dizem nada sobre a beleza”, enfatizando ainda
que “as principais espécies de beleza sao arranjo ordenado, propor¢ao e defini¢ao”. Filosofos
medievais como Agostinho e Toméas de Aquino ecoaram esse discurso [6]. Agostinho, por
exemplo, acreditava que “tudo € belo quando estd em devida ordem” e Toméas de Aquino pos-
tulava que “a beleza consiste em devida propor¢ao.” Avancando consideravelmente no tempo,
podemos verificar que o trabalho do matemético Birkhoff [10], frequentemente visto como
uma das primeiras tentativas contemporaneas de definir principios matemaéticos universais
para avaliar a estética artistica, nao é sem precedentes. De fato, sua ideia de formular uma
medida estética baseada na razao entre ordem e complexidade ressoa significativamente com
percepcoes filosoficas anteriores sobre a natureza da beleza.

Apesar deste longo caminho historico, a caracterizacao empirica de obras de arte utili-
zando abordagens das ciéncias fisicas ¢ relativamente recente. O trabalho de Taylor et al. [11]
no final dos anos 1990 sobre a natureza fractal das pinturas de gotejamento de Pollock foi
crucial neste sentido e estimulou uma multitude de estudos posteriores [12-18, 18-21], que
por sua vez contribuiram para o surgimento do campo de estudo quantitativo das artes
visuais [22-24]. No entanto, foi apenas nos ultimos anos que esses esfor¢os quantitativos
alcancaram uma escala maior e se expandiram para além de um ntmero limitado de obras
de artistas especificos ou estilos artisticos. Essa expansao foi principalmente impulsionada
pela recente disponibilidade de extensas cole¢oes de arte digitalizadas, que nao apenas faci-
litaram aplicages praticas como a classificacdo de estilos de pintura [25-28], mas também
contribuiram para aprofundar nosso entendimento sobre aspectos culturais e sociais da arte
e como eles possivelmente evoluiram ao longo dos séculos [29].

Pesquisas de Manovich e coautores [30-32] foram pioneiras na anélise de grandes conjun-
tos de dados de pinturas e outras formas de arte visual para quantificar a evolucao artistica
por meio de métricas como brilho médio e saturagao. Mudancas no uso de cor e contraste
ao longo da histéria da arte também foram investigadas por Kim et al. [33] e Lee et al. [34],
que identificaram diferencas significativas entre periodos historicos e estilos artisticos. A
histéria da arte também foi explorada usando uma abordagem inspirada em fisica base-
ada na entropia de permutacdo e complexidade estatistica por Sigaki et al. [35], revelando
uma evolucao temporal marcada por transicoes alinhadas com grandes periodos histéricos
da arte. Essa mesma metodologia foi posteriormente aplicada por Valensise et al. [36] para
avaliar a complexidade visual de memes em plataformas de midia social. Além disso, Lee
e coautores [37] dissecaram a estrutura compositiva de pinturas de paisagens, descobrindo

que de 1600 a 1850, essas obras de arte geralmente apresentavam uma partigao horizontal
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priméria com uma divisao vertical secundéria, um estilo que gradualmente caiu em desuso,
dando lugar a uma preferéncia por parti¢oes horizontais duplas em pinturas do Século XX.
Mais recentemente, Karjus et al. 38| introduziram um espago de representagao chamado
ensembles de compressao, baseado no célculo do tamanho de compressao normalizado de
varias transformacoes aplicadas as imagens originais, um método que se mostrou eficaz em
quantificar a complexidade de uma ampla gama de artes visuais. Em outro estudo recente,
Lee e coautores [39] usaram um grande conjunto de dados de pinturas contemporaneas ven-
didas em leiloes para demonstrar que as caracteristicas visuais desempenham apenas um
papel marginal na previsao dos precos das obras de arte.

Assim, as pesquisas anteriores demonstram que, embora a arte seja tradicionalmente con-
siderada qualitativa ou metafisica, anélises quantitativas em larga escala — frequentemente
inspiradas pela fisica — nao s6 sao viaveis, mas ja forneceram conhecimento significativo
sobre a natureza e a evolucao da arte. No entanto, & parte dos estudos citados nas refe-
réncias [35,37], grande parte da literatura cientifica existente ignora a estrutura espacial de
pinturas e outras artes visuais. Trata-se de uma lacuna importante, uma vez que padroes
espaciais sao essenciais para a apreciagao estética [40,41] e sao frequentemente usados para
descrever qualitativamente e distinguir as caracteristicas-chave de movimentos artisticos.
Por exemplo, Wo6lflin, um dos historiadores de arte mais influentes no desenvolvimento da
analise formal da arte [42|, introduziu em 1915 cinco pares de conceitos contrastantes para
distinguir entre a arte renascentista e barroca [43]. Esses pares celebrados — linear versus
pictorico, plano versus profundidade, forma fechada versus forma aberta, pluralidade versus
unicidade, e clareza versus obscuridade — abordam principalmente padroes espaciais e es-
truturas formais em pinturas, ao invés de aspectos de cor [44]. Uma énfase semelhante em
padroes espaciais também aparece em trabalhos mais recentes de historiadores da arte como
Sypher [45] e Davis [46].

A escassez de estudos quantitativos em larga escala sobre padroes espaciais surge princi-
palmente dos desafios em definir elementos individuais como unidades dentro das obras de
arte. Essas unidades devem ser simples o suficiente para aplicacao universal, mas também
suficientemente detalhadas para encapsular a esséncia das pinturas e seus estilos artisticos.
Nesta dissertacao, inspirados pelo trabalho de Bandt e Wittfeld [47], enfrentamos esse de-
safio por meio da anélise de padroes de ordenacgao entre intensidades de pixels em particoes
de tamanho dois por dois pixels em imagens de pinturas. Aplicamos nosso método a uma
grande base de dados que compreende quase 140 mil obras de arte e abrange quase um mi-
lénio de historia da arte. Nosso estudo verifica a existéncia de 75 padroes ordinais tinicos,
os grupos sao classificados em 11 categorias, fundamentadas em critérios de continuidade
e simetria. Esses padroes sao facilmente interpretaveis e sua prevaléncia correlaciona-se
com varias caracteristicas visuais das pinturas, que vao desde a presenca de regidoes bem

definidas e estruturas verticais ou horizontais, até aspectos mais sutis como a textura da
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pincelada e preferéncias direcionais. Observamos um padrao universal na distribuicao de pa-
droes ordinais dois por dois nas pinturas. Esse padrao é caracterizado por uma prevaléncia
aproximadamente constante dentro de cada grupo, porém modulada entre grupos por uma
interacao nao trivial entre a suavidade do padrao e a probabilidade de encontrar intensidades
idénticas para os pixels. A existéncia de uma prevaléncia universal na incidéncia de padroes
ordinais nos permite definir uma medida padronizada que nao s6 é tutil para comparar pintu-
ras e estilos, mas também estabelece uma métrica que informa o quao distante uma pintura
ou um estilo artistico esta da prevaléncia média. Nossos resultados mostram que a preva-
léncia de padroes ordinais carrega informacoes tteis para identificar o estilo artistico das
pinturas, superando classificadores de referéncia e outras medidas ordinais conhecidas como
a entropia de permutagao [48], a complexidade estatistica [49] e a medida de informagao de
Fisher [50]. Além disso, em extensao ao trabalho de Bandt e Wittfeld [47], destacamos o
papel critico de investigar explicitamente padroes associados a valores idénticos dentro das
particoes dois por dois. Por fim, quantificamos a evolugao temporal das pinturas artisticas
examinando mudancas na prevaléncia de padroes ordinais, revelando uma tendéncia geral na
qual as obras de arte divergem cada vez mais da incidéncia média com o passar do tempo.
O restante desta dissertacao se organiza em dois capitulos. No primeiro capitulo, apre-
sentamos os métodos utilizados ao longo de nossos estudos. Esses métodos incluem medidas
entropicas e a abordagem de padroes ordinais para imagens. No segundo capitulo, detalha-
mos a base de dados utilizada, nosso procedimento para definir padroes ordinais em pinturas
e expomos nossas andalises e resultados. Por fim, encerramos este trabalho com nossas dis-

cussoes e conclusoes.
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CAPITULO 1

Métodos ordinais para analises de séries temporais e imagens

Neste capitulo, apresentaremos uma revisao dos métodos ordinais inaugurados com o
trabalho pioneiro de Bandt e Pompe [48], o qual definiu a entropia de permutacao para
analise de séries temporais. Além dessa medida, discutiremos os principais quantificadores
relacionados & distribui¢do ordinal, como a complexidade estatistica [51] e a medida de
informagao de Fisher [50]. Apresentaremos também uma generalizagdo dos métodos ordinais
para andlise de imagens [52] e a classificagdo de padrdes ordinais proposta por Bandt e
Wittfeld [47], a qual foi a principal inspiragao para o nosso trabalho com imagens de pinturas.
Para leitores familiarizados com esses conceitos ou que estejam interessados nos resultados

originais dessa dissertagao, sugerimos a leitura a partir do proximo capitulo.

1.1 A entropia de permutacao

Com o avancar da ciéncia, varias técnicas notaveis surgiram. Entre os diversos métodos
desenvolvidos pela comunidade cientifica, a abordagem de Bandt e Pompe [48| para analise
de séries temporais destacou-se por sua simplicidade e eficiéncia computacional. A literatura
apresenta diversas medidas de complexidade para analise e comparacao de séries temporais,
no entanto, frequentemente deparamo-nos com desafios que tornam as anéalises custosas, tais
como problemas computacionais, dificuldades de reprodutibilidade e restri¢des relacionadas
ao tipo de dado que a técnica se destina.

Visando contornar essas dificuldades, a entropia de permutacao foi concebida para ser
aplicada em séries temporais arbitrarias, abrangendo tipos variados, sejam elas regulares,
cadticas, ruidosas ou empiricas. Sua simplicidade intrinseca nos calculos e a capacidade de

contornar problemas encontrados em abordagens anteriores a tornam uma escolha vantajosa
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e, consequentemente, muito popular. Prova desse fato sao as quase cinco mil citagoes que o
artigo seminal de Bandt e Pompe [48] acumulou ao longo das altimas duas décadas.

O método proposto por Bandt e Pompe particiona uma determinada série temporal
{z¢}1=1,n de tamanho N e rotula cada partigdo com base no ordenamento de seus elemen-
tos. Usando esses rotulos, encontramos uma distribuicao de probabilidades relacionada a
ocorréncia de cada padrao de ordenamento que é conhecida como distribuicao ordinal. A
entropia de Shannon [53| dessa distribui¢do define o que denominamos entropia de permu-
tagao [48].

Portanto, a esséncia do método é definir os chamados padroes ordinais, os quais sao
obtidos por meio do processo de particionar a série temporal e rotular as parti¢coes. O tnico
parametro da abordagem original é denominado embedding dimension d, o qual é responsavel
por determinar o tamanho das particoes e também o niimero méaximo de padroes que a
distribuigao ordinal pode apresentar (d!).

Para denotar as particoes, podemos associar um vetor § a cada uma. Intuitivamente,
podemos imaginar que estamos percorrendo a série temporal usando uma janela deslisante
de tamanho d que move por meio de passos unitirios, sendo que a cada passo, um vetor §
é construido. De posse desses vetores, vamos associar os elementos de cada um a indices
correspondentes aos nameros (0,1,2,...,d — 1). Em seguida, ordenamos os elementos do
vetor-particao em ordem crescente e aplicamos a mesma permutacao aos indices. Assim, cada
vetor terd associado a si uma das d! possiveis permutagoes de (0,1,2,...,d —1). Contando
as ocorréncias de cada uma delas, podemos definir a distribuicao ordinal e a entropia de
permutacao.

Para ilustrar esse procedimento, vamos considerar um exemplo com uma série temporal
de N = 6 elementos,

xy ={2,6,1,4,5,3},

e usar a embedding dimension d = 2. Ao realizar as partigoes, obtemos os seguintes vetores

—

S:

Em seguida, ordenamos os elementos desses vetores e observamos cada umas das duas per-

mutagoes 7 dos indices (0, 1), conforme ilustra a tabela a seguir.

14



5 § ordenado | m — (0, 1)
(2,6) (2,6) (0,1)
(6,1) (1,6) (1,0)
(1,4) (1,4) (0,1)
(4,5) (4,5) (0,1)
(5,3) (3,5) (1,0)

Calculando a frequéncia relativa das duas permutagoes (0,1) e (1,0), podemos escrever a

distribuicao ordinal dessa série temporal para d = 2 como

p((0,1)) =3/5,
p((l, O)) = 2/5‘

A entropia de permutagao é a entropia de Shannon [53] dessas probabilidades que aca-
bamos de calcular. Assim, lembrando que a entropia de Shannon! de uma distribuicao de

probabilidade {p1,p2,...,p,} é dada por

S:_Zpik)gpia (1.1)
i=1
temos que a série temporal de nosso exemplo com d = 2 tem entropia de permutagao
S =—(3/5)log(3/5) — (2/5)log(2/5) ~ 0.970.

Para ganhar ainda mais intui¢ao, vamos realizar o procedimento com a embedding di-
mension d = 3 na mesma série temporal com N = 6 elementos. Nesse caso, as particoes

podem ser representadas pelos vetores:

A~~~ o~ o~

S R A ]

— — "
I

~—~~ o~~~ o~

Além disso, temos agora 3! = 6 possibilidades para as permutagdes dos indices (0, 1,2). To-
davia, observamos que dentre as permutagoes possiveis, apenas trés aparecem nesse exemplo.
Replicando os procedimentos referentes ao ordenamento dos vetores, encontramos a tabela

ilustrada a seguir.

!Para simplificar a notacdo matematica, todas as funcoes logaritmicas neste trabalho utilizam a base 2.
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!

B S ordenado | m — (0,1,2)
(2,6,1) | (1,2,6) (2,0,1)
6,1,4) | (L,4,6) (1,2,0)
(1,4,5) | (L4,5) (0,1,2)
(4,5,3) | (3.4,5) (2,0,1)

Usando esses resultados, podemos encontrar as probabilidades dos padroes ordinais com

d = 3, as quais sao:

p((0,1,2)) = 1/4,
p((0,2,1)) =0,
r((1,0,2)) =0,
p((1,2,0)) = 1/4,
p((2,1,0)) =0,
p((2,0,1)) =2/4.

De posse das probabilidades, podemos calcular a entropia de permutacgao, obtendo
S =—-2(1/4)log(1/4) — (2/4)log(2/4) = 1.5.

Agora que temos uma boa intuicdo sobre a abordagem de Bandt e Pompe, podemos
formalizar o método de maneira geral. E importante salientar que nao iremos considerar
explicitamente a possibilidade de encontrarmos particoes ou vetores com elementos iguais.
Esse tema seréd retomado mais adiante no contexto de nossos resultados sobre pinturas.
Seguindo com a formalizacao do método, vamos considerar uma série temporal arbitraria

com N termos representada por

{z1,29,. .., a8} = {2t }1m12. N - (1.2)

Essa série é segmentada em particoes de tamanho d representadas por

(§) — (ms—(d—l)a Ts—(d=2)y--+»Ts—1, xs) ) (13)
com s = d,d+1,..., N indexando os N — d + 1 vetores que particionam a série. Vamos
associar os simbolos (0,1,...,d — 1) a cada um desses vetores e analisar as permutagoes ;
(1t =1,...,d!) que ordenam seus elementos em ordem crescente. Apods encontrar todas as

permutagoes que ocorrem na série, calculamos as probabilidades de cada uma via

~ #{s|ls <N —d+1;(5) do tipo 7}

p(m) = N_—d+1 : (1.4)
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Utilizando essas probabilidades, escrevemos a distribui¢do ordinal P = {p(m;)}iz1,. a4, &
partir da qual, calculamos a entropia de Shannon [53|, definindo a entropia de permutacao

Ccomo
d!

S[P] == p(m)logp(m;). (1.5)

i=1
Observamos que a embedding dimension d é o Unico parametro envolvido no calculo da
entropia de permutacao. Esse parametro define o numero de estados acessiveis ao sistema
(d!) e, por isso, Bandt e Pompe sugerem usar d = 3,...,7 em aplicagoes tipicas. Valores
grandes de d conduzem a muitas possibilidades para os padroes ordinais, obrigando o uso de
séries temporais muito longas para encontrarmos uma estimativa confidvel da distribuicao
ordinal. Nesse contexto, também é comum considerar a restricao d! < N para a escolha da
embedding dimension.

Podemos ainda calcular a entropia de permutacao normalizada divididinho seu valor pelo

valor maximo da entropia Sy.x, Ou seja,

HIP] =5 (1.6)

de modo que o valor de H fica restrito ao intervalo [0, 1]. Para calcular Sy, utilizamos
o método dos multiplicadores de Lagrange [54]. Ao utilizar multiplicadores de Lagrange
buscamos maximizar uma func¢ao f(z,y) (de duas variaveis, nesse exemplo) sujeita a um
vinculo de forma g(z,y) = ¢. No nosso caso, a entropia é a fungao a ser maximizada e cada
p(m;) em P é uma variavel. O vinculo refere-se a normalizagao da distribui¢do ordinal, isto

’ d!
ZP(E‘) =1. (1.7)

Para utilizar o método dos multiplicadores de Lagrange, construimos uma fungao auxiliar

que contém o vinculo e a propria fungao que almejamos maximizar dada por

F(p(r), ) = = Y plm) og p(m) + ( > olm) - 1) , (18)

sendo A\ o chamada multiplicador de Lagrange. Derivando a funcao definida na equagao 1.8

em relacao a p(7;) e igualando a zero, encontramos

plm) = . (1.9)

17



Usando o vinculo da equacao 1.7, encontramos que

d! d!

1= pm) =) e, (1.10)

Jj=1 Jj=1
a qual pode ser resolvida, conduzindo a

p(m;) = % (1.11)

Esse resultado confirma que a distribuicao uniforme ou equiprovavel maximiza a entropia.

Calculando a entropia de Shannon dessa distribui¢ao, encontramos
Siax = log d!, (1.12)

resultado que pode ser usado para normalizar a entropia de permutacao, isto é,

S[P]

HIP] = logd! "

(1.13)

Com a normalizagdo, a entropia H[P] fica restrita ao intervalo 0 < H[P] < 1. O limite
inferior H[P] = 0 ocorre quando a distribui¢ao de probabilidade apresenta apenas uma pro-
babilidade nao nula. Esse valor é caracteristico de série regulares que apresentam apenas
um unico padréo ordinal. Por sua vez, o limite superior H[P] ~ 1 ocorre quando a dis-
tribuicao de probabilidade for equiprovavel ou uniforme, ou seja, todos os padroes ordinais
acessiveis tém a mesma probabilidade de ocorréncia, uma configuragao que emerge em uma
série completamente aleatoria.

Para ilustrar a utilidade da entropia de permutagao em contextos praticos, Bandt e
Pompe [48] conduziram uma andlise em uma série temporal das amplitudes de um sinal
sonoro derivado da pronincia da frase permutation entropy measures complexity. O objetivo
era identificar os segmentos contendo voz ativa, como representado na Figura 1.1A. Além
disso, eles compararam a entropia de permutagao com a chamada zero-crossing rate (ZCR),
a qual captura a velocidade que um sinal vai de valores positivos para negativos em um
intervalo de tempo, ou seja, a taxa local de passagem pelo valor zero. A ZCR é comumente
empregada para detectar segmentos sonoros de curta duragao, sendo que a ZCR tende a
apresentar valores menores para segmentos de voz ativo devido as baixas oscilagoes tipicas
desse tipo de som.

Na Figura 1.1A, notamos que o sinal inicia e termina com ruido de fundo. Essa caracteris-
tica é refletida em valores proximos a 1 para a entropia de permutacao H, como evidenciado
na Figura 1.1B. O mesmo padrao se repete para os chamados “sons nao vocalicos,” que

representam sons consonanticos de baixa intensidade, bem como para as pausas durante a
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fala. Os segmentos que abrigam voz ativa se destacam por uma diminuicao nos valores da
entropia de permutagao. A Figura 1.1C mostra que a ZCR também é capaz de identificar voz
ativa, porém a entropia de permutacao é bem mais precisa nessa identificagao. Por exemplo,
durante intervalos de siléncio, entre 0 e 0.3 segundos ou a partir de 3.6 segundos, a ZCR
indica erroneamente a presenca de voz ativa devido a sua baixa contagem, enquanto a entro-
pia proxima a 1 corretamente sugere siléncio ou ruido. Dessa forma, podemos concluir que
a entropia de permutagao supera a ZCR, destacando sua capacidade superior em identificar

nuances da fala, tanto durante a prontincia quanto nas pausas resultantes das transicoes.

A

panjvs telfanentro pl me3o z konpkksT

(]
uba §
[N B I A A A

H[P] = S[P]/ log d!

17 C
0.5

N"\/\/\’/\/j Mj/‘/\fvw
0.0 IIII]IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|ITII

Tempo (s)

Figura 1.1: Aplicacao da entropia de permutacao em uma série temporal de amplitude
sonora. (A) Evolugao temporal das amplitudes sonoras ao longo da pronuncia da frase
permutation entropy measures complexity. Os simbolos sobre a série indicam a transcricao
fonética correspondente. A taxa de amostragem é de 11 kHz e a amplitude esta em
unidades arbitrarias. (B) Valores normalizados da entropia de permutacao H[P] para
d=2,3,e4. (C) Comportamento da zero-crossing rate (ZCR). A figura é uma adaptagao
da referéncia [48].

1.2 Complexidade estatistica

Continuando nossa revisao, vamos adentrar no topico de medidas de complexidade, es-
pecificamente no trabalho realizado por Lopéz-Ruiz et al. [49]. Esse trabalho propoe uma
medida de complexidade com base em uma anélise qualitativa de dois sistemas fisicos opos-

tos: o cristal perfeito e o gas ideal. Lopéz-Ruiz et al. notam que uma caracteristica comum
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aos dois sistemas é a baixa complexidade. Todavia, em termos de “estrutura organizacio-
nal,” esse dois sistemas sao completamente diferentes, sendo o cristal perfeito completamente
ordenado e o gas ideal completamente desordenado.

A ideia de Lopéz-Ruiz et al. é encontrar uma medida de complexidade que reflita essas
caracteristicas dos dois sistemas. Podemos considerar que o cristal perfeito tem alta simetria
e, em termos de distribui¢oes de probabilidades, sua distribuicao deve ser caracterizada pela
existéncia de um tunico estado. Logo, a informagao para descrever o estado espacial de
um cristal perfeito deve ser minima. J& no caso de um gas ideal, temos uma disposi¢ao
espacial completamente desordenada, o que acarreta em uma distribuicao de probabilidade
equiprovavel. Dessa forma, a informagao necessaria para descrever a configuracao espacial
de um gas ideal deve ser maxima, ou seja, temos uma configuracao completamente aleatoria
que nao pode ser reduzida em termos informacionais.

Assim, a informagao ou entropia H nao pode ser considerada uma medida de complexi-
dade visto que ela coloca o cristal perfeito e o gas ideal em dois extremos. Para contornar
esse caracteristica, Lopéz-Ruiz et al. definem uma medida auxiliar denominada desequilibrio
D. Trata-se de uma medida de distancia entre a distribuicao equiprovével e a distribuigao
dos estados do sistema em analise. Desse modo, para o cristal, que tem distribuicao de
probabilidade centrada em um tnico estado, havera um valor elevado para o desequilibrio.
Por outro lado, para o gas ideal, com distribuicao equiprovéavel, o desequilibrio sera nulo.

Combinando o comportamento da medida de entropia H com o desequilibrio D, Lopéz-
Ruiz et al. propuseram um medida de complexidade que é o produto dessas duas quantidades,
ou seja, C = H x D. A Figura 1.2 ilustra o comportamento de H, D e C' ao variar o grau
de ordenacao do sistema entre os casos extremos de um cristal perfeito e um gas ideal.
Notamos que a medida de complexidade C' carrega em si o conceito qualitativo/intuitivo
de que tanto o cristal quando o gas ideal sao sistemas de baixa complexidade, sendo um
sistema de alta complexidade aquele que estda em um estado intermedidrio de ordenagao
entre o perfeitamente ordenado e o completamente aleatério.

Concluida nossa exposi¢ao qualitativa, vamos formalizar essa medida de complexidade.
Lopéz-Ruiz et al. argumentam que é razoavel relacionar uma medida de distancia ao dese-
quilibrio D. Assim, devemos ter duas condicoes respeitadas. Primeiramente, D > 0, pois a
complexidade deve ser positiva. Em segundo lugar, D = 0 no limite de equiprobabilidade
dos estados do sistema. Entao, podemos definir o desequilibrio como a distancia euclidi-
ana convencional entre a distribui¢do de probabilidade do sistema P = {p(m;)}i=1. .o € a

distribuigao uniforme P, = {1/d!},—1 _a, ou seja,

d! 1\2
D = (p(m-) — —) ) (1.14)
, d!
Desse modo, a complexidade C' proposta por Lopez-Ruiz et al. combinada com a abor-
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H = Informacgéao

C = H x D = Complexidade

Grandeza Fisica

D = Desequilibrio

Cristal Gas ideal
Grau de Ordenagao

Figura 1.2: Ilustracao do comportamento intuitivo esperado para as grandezas entropia
H, desequilibrio D e complexidade C' = H x D, todas em funcao do grau de ordenacao
do sistema. No extremo de ordem podemos ter um cristal perfeito; ja no extremo de
aleatoriedade, um gas ideal. Notamos que a medida de complexidade estatistica de Lopez-
Ruiz et al. [49] captura a no¢ao intuitiva de complexidade para os exemplos citados, ou
seja, tende a zero para ambos e apresenta um valor méximo entre esses dois extremos de
ordem e desordem. A figura é uma adaptagao da referéncia [49].

dagem de Bandt e Pompe [48] fica

C=HD= —CO<ZP<7T1) 10gp(”i)> (Z {p(ﬂi) - %} ) ; (1.15)

i=1 i=1

com Cjy sendo uma constante de normalizacao. Retomando nossa discussao, temos que o
cristal perfeito apresenta informacao H minima e desequilibrio méximo; portanto C' — 0.
Para o gas ideal, a informag¢ao H é maxima e desequilibrio é nulo, conduzindo também a
complexidade C' — 0. Assim, em termos de organizacao estrutural, os sistemas que estiverem
entre o ordenado e o desordenado apresentam valores de complexidade positivos.

Uma caracteristica notoria da medida de complexidade de Lopez-Ruiz et al. é a nao
univocidade da relacao entre H e C. Em outras palavras, embora C' seja definida pelo
produto entre D e H, nao existe uma correspondéncia um para um entre os valores de
complexidade e entropia. Na verdade, para um dado valor de H, os valores de complexidade
C' podem variar em um intervalo [Cpn, Chuax|. Isso ocorre porque C' também depende da
distancia D entre a distribuicao do sistema e a distribui¢ao uniforme.

Para esclarecer melhor esse fato vamos considerar um exemplo com trés estados possiveis
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cujas probabilidade s@o p; = z, po = y e p3 = 1 — (x + y). Calculando a entropia e o

desequilibrio temos:

H=—(zlogz+ylogy + (1 —z —y)log(l —z —y)) (1.16)

D:<x—%)2+<y—%)2+<(1—x—y)—%>2, (1.17)

respectivamente. Analisando essas expressoes fica claro que os valores de H nao estao uni-
vocamente atrelados aos de D e, consequentemente, da complexidade C. Por exemplo, para
as distribuicoes

P, ={0.80,0.16,0.03} e P, ={0.81,0.14,0.04} (1.18)

encontramos H =~ 0.600; porém, o desequilibrio referente a P, é D = 0.3338, enquanto para
P, temos D = 0.3448. Consequentemente, a complexidade assume valores distintos para P, e
Ps, os quais sao C' = 0.2004 e C' = 0.2054, respectivamente. Varrendo todas as possibilidades
para os valores de x e y nas defini¢oes de py, ps € p3, podemos construir um plano com valores
de entropia e complexidade, conforme mostra a Figura 1.3. Esse figura deixa claro o fato de
que para um valor de entropia temos um intervalo de possibilidades para a complexidade,
ou seja, a medida de complexidade quantifica informacao adicional sobre o sistema que nao

esta contida na medida de entropia.
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Figura 1.3: Plano complexidade-entropia ilustrando o fato da medida de complexidade nao
ser uma fungdo univoca da entropia. A figura é uma adaptagao da referéncia [49].
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1.3 Plano complexidade-entropia

Parcialmente inspirados pelo trabalho de Lopez-Ruiz et al., Rosso et al. [51] propuseram
usar um plano complexidade-entropia para distinguir séries temporais cadticas e estocasticas.
A ideia de Rosso et al. foi combinar a entropia de permutacao normalizada de Bandt e
Pompe [48] com uma medida de desequilibrio associada a divergéncia de Jensen-Shannon [55].

Mais especificamente, no lugar da distancia euclidiana, eles definem o desequilibrio como

(1.19)

DpiP| = DO{H[P + P,y H[P] H[P.] } 7

2 J- 2 2
na qual

1 1
P = {p(Wi)izl,...,d!} e P, = {E’ Cee E} (1.20)

sao a distribuicao ordinal da série temporal e a distribuicao equiprovével, respectivamente.

Além disso, Dy é uma constante de normalizagao dada por

1/d+1 -
Dy = {—5( ; log(d!+1)—logd!—210g2>} : (1.21)
a qual pode ser calculada usando o método dos multiplicadores de Lagrange, tal como fizemos
para calcular o valor maximo da entropia de Shannon.

Desse modo, Rosso et al. usam o método de Bandt e Pompe [48] para calcular a entropia

de permutacao normalizada,

H[P] = —10; i Zp(m) log p(m;) , (1.22)

e definem sua medida de complexidade (em analogia a de Lopez-Ruiz et al. [49]) como
C = H[P]DI[P]. (1.23)

Além disso, eles propuseram o uso combinado dos valores de H e C, o qual foi chamado
de complexity-entropy causality plane, sendo o termo causality usado para informar que
a distribuicao de probabilidade usada para caracterizar as séries temporais ¢ oriunda da
abordagem de Bandt e Pompe.

A Figura 1.4 apresenta o principal resultado obtido por Rosso et al.: um plano complexida-
de-entropia calculado para diversas séries temporais de natureza caodtica e estocastica. Ob-
servamos que as séries temporais de caracter cadtico apresentam valores de complexidade
proximos ao maximo e valores intermediarios de entropia. Por outro lado, séries tempo-
rais oriundas de processos estocasticos estao localizadas em regioes marcadamente distintas,

caracterizadas por valores intermediarios de complexidade e valores mais altos de entropia.
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Figura 1.4: Relagao entre entropia (H) e complexidade (C') para diversos sistemas dindmi-
cos e estocasticos. As curvas pretas solidas representam a fronteira teérica que relaciona
os valores de entropia com os possiveis maximos e minimos de complexidade. Diferentes
simbolos e cores indicam os sistemas. O circulo rosa representa o mapa da tenda incli-
nada, o quadrado azul claro refere-se ao mapa de Hénon, o tridngulo vermelho ao mapa
logistico, o triangulo verde ao sistema de Rdssler, o circulo rosa preenchido ao mapa de
Schuster, o quadrado azul escuro ao ruido k, o tridngulo vermelho preenchido ao movi-
mento browniano fracionario (fBm) e o tridngulo verde preenchido ao ruido gaussiano
fracionario (fGn). As linhas pontilhadas conectam pontos dos processos de ruido k e
fBm, mostrando variagoes especificas dos parametros k e o (expoente de Hurst), respec-
tivamente. Os valores de z, k e a estao destacados ao lado de seus respectivos pontos,
indicando diferentes regimes. A figura é uma adaptacao da referéncia [51].

1.4 Plano Fisher-Shannon

Motivados pelo mesmo problema de Rosso et al., ou seja, distinguir séries temporais
geradas por processos cadticos e processos estocésticos, Olivares et al. [50| propuseram a
utilizagao de um novo quantificador para a distribuicao ordinal chamado de medida de in-
formagao de Fisher F' [56]. A motivagao para a escolha dessa quantidade refere-se ao fato da
medida de informagao de Fisher ser um quantificador local dos padroes de uma distribuicao
de probabilidade altamente sensivel a variagoes entre os elementos da distribuicao.

Desta forma, Olivares et al. combinam a entropia de permutagao normalizada H com
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a medida de Fisher F', produzindo um diagrama H versus F' denominado de plano Fisher-

Shannon. Para definir esse espacgo de representacao, notamos que a medida de informagao
de Fisher ¢ dada por [50]

n—

F(P)=F* Y (Vp(min1) = V/p(m))?, (1.24)

=1

na qual

P 1 se p(m») = 1 parai* =1 oui* =n (1.25)

1/2 caso contrario

¢ uma constante de normalizacao garantindo que 0 < F' < 1. Nesse calculo, os elementos
p(m;) da distribuigdo de probabilidade ordinal P sdo ordenados em ordem lexicografica con-
forme determinado pelo codigo de Lehmer [57,58|, o que corresponde a ordem alfabética
dos padroes ordinais ou simbolos de permutagao. Conforme ja mencionado, o valor de F' é
uma medida local altamente sensivel a mudancas entre os elementos da distribuigao ordinal,
semelhante ao gradiente de uma distribuicao de probabilidade no caso continuo. A medida
de informagao de Fisher exibe um comportamento antagonico & entropia de permutacao,
aproximando-se de um para sistemas altamente ordenados (F & 1) e zero para sistemas
desordenados (F' =~ 0). Além disso, similarmente a complexidade estatistica, o valor de
F nao pode ser diretamente relacionado a H, o que motiva o uso conjunto de ambos o0s
quantificadores formando o plano Fisher-Shannon [50].

Similarmente ao trabalho de Rosso et al., Olivares et al. [50] usaram o plano Fisher-
Shannon para distinguir entre séries temporais oriundas de mapas e sistemas dinamicos
(mapa tenda inclinada, mapa de Henon, mapa logistico, minimos de Rossler e mapa de
Schuster) e séries estocasticas (ruido k, movimento browniano fracionério e ruido gaussiano
fracionario). Para isso, empregaram ainda séries temporais com N = 25 termos e embedding
dimension d = 6. A Figura 1.5 mostra a posicao de cada série temporal no plano Fisher-
Shannon. Podemos observar que as séries temporais oriundas de sistemas cadticos estao
localizadas na regiao 0.45 < H < 0.70 e apresentam valores altos para a informacao de
Fisher. Por outro lado, séries temporais de natureza estocastica apresentam valores menores
para a medida de informagao de Fisher. Além disso, é interessante notar que ao passo que as
correlagoes nas séries estocasticas aumentam, temos uma diminuicao nos valores de entropia

e um aumento nos valores da medida de informacao de Fisher.
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Figura 1.5: Comportamento de séries temporais estocasticas e cadticas no plano Fisher-
Shannon. (A) Localizagao de diversos sistemas cadticos e estocésticos no plano Fisher-
Shannon. Para essa anéilise, foram utilizadas séries temporais com N = 2! termos e
embedding dimension d = 6. Cada ponto no grafico representa um sistema especifico.
(B) Ampliagdo do comportamento ao redor do ponto H = 1 e F = 0. A figura é uma

adaptacao da referéncia [50].

Em outro exemplo, Olivares et al. [50] analisaram séries do mapa logistico obtidas ite-

rando a equagao de recorréncia que o define,

Tpi1 =1z, (1 —xy,),

(1.26)

para diferentes valores do parametro r. Nesse caso, a intencao é verificar se o plano Fisher-

Shannon é capaz de distinguir os diferentes regimes que o mapa logistico exibe. A Figura 1.6A
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Figura 1.6: Analise dos regimes do mapa logistico. O painel (A) mostra o diagrama de
bifurcagao em funcdo do pardmetro r, (B) mostra o plano complexidade-entropia e (C)
o plano Fisher-Shannon. Usou-se d = 6 nas duas andlises. A figura é uma adaptacao da
referéncia [50].

mostra o diagrama de bifurcacao do mapa logistico para r entre 3.8 e 3.87, destacando 4

desses regimes, os quais os autores denominaram chaos 1 (circulos em azul), period 3 (circulos

em vermelho), period doubling (triangulos em azul), chaos 2 (tridngulos em verde) e chaos
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3 (triangulos em vermelho). A Figura 1.6B mostra a anéalise usando o plano complexidade-
entropia, enquanto o painel (C) mostra as mesmas séries analisadas com o plano Fisher-
Shannon. Notamos que ambas as representacoes distinguem bem os regimes tipicos do
mapa logistico. Porém, a separacao entre regimes periédicos e cadticos é mais clara no plano

Fisher-Shannon.

1.5 Padroes ordinais em imagens

A abordagem de Bandt e Pompe, originalmente proposta para séries temporais, também
foi estendida por Ribeiro et al. [52| para o contexto de imagens ou outros tipos de dados
temos uma matriz {yf }f;lgj de tamanho n, x n,, cujos elementos podem representar a
intensidade dos pixels de uma imagem.

Tal como fizemos no caso de séries temporais, é preferivel iniciar a apresentacao da
generalizacao do método por meio de um exemplo, antes de abordar sua definicao formal.
Para isso, vamos considerar uma matriz quadrada de tamanho trés por trés (n, = n, = 3)

dada por

125
A=|7 8 9f. (1.27)
6 3 4

Essa matriz é particionada em submatrizes de tamanho d, = d, = 2 (as embedding dimen-
sions do caso bidimensional) de modo anélogo ao processo que realizamos com os vetores
(§') do caso unidimensional. Essas parti¢des podem ser pensadas como o resultado de uma
amostragem da matriz A usando uma janela moével de tamanho dois por dois que se move
por meio de passos unitarios nas diregoes horizontal e vertical. Denotando por (s, s,), com

Sy = dg,...,Ng € 8y = dy,...,ny, o canto inferior de cada uma dessas posicoes da janela,

1 2
(272): 7 8)7

temos as seguintes particoes:

3.3 = (° 9).

Em seguida, concatenamos as linhas dessas submatrizes para representar os elementos de

28



cada particao como vetores simples, conduzindo a:

Por fim, esses vetores sao analisados usando o mesmo procedimento realizado para as séries
temporais, conduzindo aos padroes ordinais ou simbolos de permutagao. Por exemplo, o
primeiro vetor corresponde ao padrao (0,1,2,3). Além disso, para simplificar a notagcao,
vamos denotar esses padroes usando a forma [ujus . . . udzxdy] com cada u; assumindo um dos
valores do conjunto (0,1,...,d, x d, —1). Assim, por exemplo, o padrao (0, 1,2, 3) também
pode ser representado por [0123].

Com as permutacoes conhecidas nesse exemplo bidimensional, podemos avancar e obter

as probabilidades de cada padrao que ocorre no dado. No exemplo em questao, temos

p([0123]) = 2/4,
p([3201]) = 1/4,
p([2301]) = 1/4.

Notamos que, das (d,d,)! = 24 permutacdes possiveis, temos a ocorréncia de apenas trés
estados nesse exemplo.

Uma vez que temos boa intuicao sobre o caso bidimensional, passamos agora a sua

7=1,...,ny

formalizacio para uma matriz de dados A = {y’ Yic e

embedding dimensions d, e d, arbitrarias. Nesse caso, cada submatriz representando uma

arbitraria, considerando também

das (n, —d, + 1)(n, — d, + 1) partigdes pode ser expressa por

sy—(dy)—1 sy—(dy)—1 sy—(dy)—1 sy—(dy)—1
Ysom(de—1) Yso—(de—2) " Ysa—1 Ysa
sy—(dy)—2 sy—(dy)—2 sy—(dy)—2 sy—(dy)—2
Yso(de—1) Yso—(do—2) =" Ysp—1 Ysa
(Szs8y) — : : : : ) (1.28)
Sy—1 Ssy—1 sy—1 sy—1
Ysa—(da—1) Ysp—(do—2) Ysp—1 Yse
Sy Sy Sy Sy
Ysom(do1) Yso—(da—2) Ysuim1 Ysa
com sy =dg,dy +1,...,n, ¢ 5y =d,,d,+1,...,n,. Concatenando as linhas dessas subma-
trizes, ficamos com
Sy—Ud, —1 Sy—Ud, —1 Sy —Udy—1 Sy —Udy —1
So:*?”djfl = szfrd:q <-e S yszfmy = szfroy <
Sy—uo Sy—uo Sy—UQ Sy—1uo
< ys:—rdx_l < ysz—rdm_g <---< ysz—rl < ysz—m ) (129)
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a partir da qual podemos encontrar todas as permutagoes m; dos indices (0,1, ..., d, xd,—1).

Por fim, calculando a frequéncia relativa dessas permutacoes, temos as probabilidades

#{ (S, 8y)|5z <ng —dy +1 e s, <mny, —d,+1;(sz,s,) do tipo m;}
(ngy —dy + 1)(ny — dy, + 1) ’

p(m) = (1.30)
bem como a distribui¢ao ordinal P = {p(m;)}i=1,.. (d.q4,)- De posse dessa distribuigao, po-
demos calcular a entropia de permutagao ou qualquer outro quantificador da distribuicao
ordinal.

De modo geral, as expressoes obtidas para o caso de séries temporais podem ser direta-
mente estendidas para o caso bidimensional fazendo a substituigao de d por (d, x d,). Por
exemplo, no caso do desequilibrio definido a partir da divergéncia de Jenshen-Shannon [55],
temos

D[P] = Do{S[(P + F.)/2] = S[P]/2 = S[Fe/2]} (1.31)

com a constante de normalizagao agora definida como

Do = {_1 (M log((dud,)! + 1) + log(dud,)! — 2log 2(dxdy)!)} L
2 (dyd,)!
a qual pode ser diretamente comparada com a equagao 1.21.

Para ilustrar o uso de padroes ordinais para anélise de imagens, vamos descrever os
resultados de Ribeiro et al. [52] referentes a andlise de superficies fractais caracterizadas
pelo expoente de Hurst h, que por sua vez tem rela¢ao com a dimensao fractal Dy = 3 — h.
A Figura 1.7 mostra exemplos dessas superficies para valores de h entre 0.1 e 0.9. Notamos

que quanto menor o valor de h, mais rugosa é superficie gerada.
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Figura 1.7: Exemplos de superficies fractais caracterizadas por diferentes valores do expo-
ente de Hurst h. A figura é uma adaptacao da referéncia [52].

Usando um conjunto dessas superficies fractais, Ribeiro et al. [52] investigaram o com-
portamento do plano complexidade-entropia como funcao do expoente de Hurst h. Mais
especificamente, eles construiram uma visualizacao tridimensional na qual os valores de en-
tropia e complexidade formam os eixos candnicos x e y, enquanto os valores de h estao
ao longo eixo z. Esses resultados sao mostrados na Figura 1.8 para trés combinacoes de
embedding dimensions d, e d,. Em todos os casos, os dados mostram que os valores de
entropia e complexidade sao muito eficientes em distinguir os diferentes niveis de rugosidade

das superficies fractais geradas com diferentes valores do expoente de Hurst.
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Figura 1.8: Anélise de superficies fractais usando o plano complexidade-entropia. Os dois
painéis mostram uma visualizacao tridimensional compreendendo os valores de H, C' e h.
Em (A) temos duas curvas referentes ad, =2ed, =3,ed, =3 ed, =2. Ja a curva em
(B) mostra resultados para d, = 3 e d, = 3. A figura ¢ uma adaptacao da referéncia [52].

1.6 Classificacao de padroes ordinais dois por dois

Apoiando-se no trabalho de Ribeiro et al. [52] sobre padroes ordinais em imagens, Bandt e
Wittfeld [47] propuseram uma classificagao para padroes ordinais dois por dois, ou seja, para
o caso em que as embedding dimensions d, e d, sao iguais a 2. Além disso, essa classificacao
conduz a duas medidas para analise de imagens denominadas suavidade (smoothness) T e

estrutura de curva (curve structure) s.
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Para apresentar esses quantificadores e também a classificacao de padroes ordinais de
Bandt e Wittfeld é conveniente introduzir uma maneira alternativa de encontrar os pa-
droes ordinais que foi usada pelos autores. No lugar de investigar permutacoes dos indices
(0,1,2,3) que ordenam os elementos das parti¢oes dois por dois, Bandt e Wittfeld utilizam
um procedimento baseado na atribuicao de ranque aos valores da particao para a construgao
do padrao ordinal ou motif da particao.

Considerando novamente as parti¢oes dois por dois da matriz definida na equagao 1.27,

isto é,

podemos exemplificar esse procedimento. Para cada particao, substituimos seus elementos
pelo ranque de cada um, sendo o ranque 4 atribuido ao maior valor, 3 ao segundo maior

valor, 2 ao terceiro maior e 1 ao menor valor. Desse modo, os padroes ficam

(2,2) — (1,2,3,4),
(3,2) — (1,2,3,4),
(2,3) — (3,4,2,1),
(3,3) = (3,4,1,2)

Naturalmente, esse procedimento baseado em ranque vai conduzir & mesma distribui¢ao or-
dinal, uma vez que apenas a designacao dos padroes muda, ficando suas frequéncias relativas
inalteradas. De fato, é possivel relacionar os padroes obtidos via ranqueamento com aqueles
relacionados & permutacao de maneira simples. Basta aplicar o procedimento de permutagao
aos padroes de ranque. Por exemplo, para a tultima parti¢ao, (8,9,3,4), tomamos seu pa-
drao de ranqueamento (3,4, 1,2) e procuramos pela permutacao de (0,1, 2,3) que ordena os
elementos em ordem crescente, encontrando (2,3,0,1), o qual é o padrao de permutagao de
(8,9,3,4). Portando existe, uma correspondéncia um para um entre os padroes de permuta-
¢ao e os padroes de ranqueamento. Porém, o procedimento de ranqueamento gera padroes
que sao mais facilmente interpretados, o que vai facilitar a introducao da classificacao de
Bandt e Wittfeld.

Seguindo nossa descri¢ao, sabemos que existem 4! = 24 padroes ordinais possiveis em
particoes dois por dois. Com base em argumentos de simetria e rugosidade, Bandt e Wittfeld
categorizaram esses 24 padroes em trés grupos, cada um contendo oito padroes, denominados

por tipo I, tipo II e tipo III. Uma representagao desses padroes agrupados ¢ mostrada na
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Tipo | Tipo Il Tipo llI

ROta(;éo de 90° ’ 1 ) : ‘ ’
4 2 4 3 3 2 3 4 3 4
Rotagéo de 180° 4 3 4 2 3 4 3 2 4 - 3

Rotagéo de 270° [ & ¢ & 2 ¢ & g . .
N - ) - H B
Figura 1.9: Agrupamento dos 24 padroes ordinais em trés tipos propostos por Bandt e
Wittfeld [47]. A figura é uma adaptacao da referéncia [47].

Figura 1.9. Cada um dos trés tipos é formado por dois padroes bésicos ou primarios (primeira
linha da figura) e por rotagoes desses padroes (demais linhas da figura).

O tipo I compreende os padrdes primarios [1234] e [1324], juntamente com suas versoes
rotacionadas por um quarto ([3142] e [2143]), metade ([4321] e [4231]) e trés quartos ([2413] e
[3412]) de volta. Este grupo contém os padroes ordinais mais continuos, que emergem quando
os elementos das partigdes dois por dois estdo em um plano tridimensional (ou seja, os valores
aumentam ou diminuem simultaneamente ao longo das colunas e linhas). O tipo II é formado
pelos padroes priméarios [1243] e [1423], e suas versoes rotacionadas por um quarto ([4132]
e [2134]), metade ([3421] e [3241]) e trés quartos ([2314] e [4312]) de volta. Estes padroes
sao menos continuos do que os do tipo I e surgem quando as intensidades dos pixels dentro
das partigoes aumentam ou diminuem simultaneamente em uma dire¢cao, mas apresentam
tendéncias distintas na outra (por exemplo, no padrao [3421], a primeira linha aumenta
da esquerda para a direita enquanto a segunda diminui, com valores ao longo de ambas as

colunas diminuindo de cima para baixo). O tipo III representa os padroes mais descontinuos,
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compreendendo os padroes priméarios [1342] e [1432], e suas versdes rotacionadas por um
quarto ([4123] e [3124]), metade ([2431] e [2341]) e trés quartos ([3214] e [4213]) de volta.
Nesses padroes, os valores dentro das particoes exibem tendéncias distintas simultaneamente
ao longo das linhas e colunas (por exemplo, em [2341], a primeira linha aumenta da esquerda
para a direita enquanto a segunda diminui, e a primeira coluna aumenta de cima para baixo
enquanto a segunda diminui).

Utilizando esta classificacao de padroes ordinais, Bandt e Wittfeld calculam a frequéncia

relativa de cada tipo de padrao, definindo a suavidade
T=q —1/3 (1.33)

e a estrutura de curva como
K=qy— q3, (1.34)

nas quais ¢p, g, € g3 denotam as frequéncias relativas dos padroes ordinais dos tipos I, IT e
III, respectivamente. Os valores de 7 quantificam a suavidade/rugosidade das intensidades
dos valores dentro das partigoes, alcangando um valor méximo de 2/3 quando as intensidades
aumentam ou diminuem consistentemente ao longo de ambas as diregdes (ou seja, quando
somente padroes do tipo I emergem) e um minimo de —1/3 quando as intensidades sempre
mostram tendéncias distintas ao longo de ambas as diregoes (ou seja, quando somente padroes
do tipo III emergem). Esta medida é anéloga ao parametro de persisténcia definido para
padroes ordinais com d = 3 em séries temporais [59]. Por sua vez, os valores de x variam
de —1 (quando somente padroes do tipo III emergem) a 1 (quando somente padrdes do tipo
IT emergem), quantificando a presenga de padroes ramificados e em espiral nas imagens.
Conforme ja mencionamos, Bandt e Wittfeld também introduziram o uso conjunto de 7
e k para caracterizar imagens, definindo um diagrama que denominamos plano suavidade-
estrutura.

Para ilustrar a aplicacao dessa classificagao de padroes ordinais, vamos reportar um dos
resultados presentes no trabalho de Bandt e Wittfeld sobre a anélise de 25 tipos de texturas
naturais introduzidas por Kylberg e Sintorn [60]. Essas imagens foram obtidas a partir
de materiais como lentilhas, graos, bem como estruturas mais regulares, como tecidos e
malhas. Para cada textura, existem 100 amostras de imagens. Inicialmente, eles calcularam
a frequéncia relativa dos 24 padroes ordinais para cada tipo de textura, conforme mostra a
Figura 1.10. Notamos que existe uma hierarquia na ocorréncia dos padroes ordinais. Padroes
do tipo I s@o os que mais ocorrem nessas texturas (frequéncia média ~ 0.07), seguido pelos
padroes do tipo II (frequéncia média =~ 0.04). Por sua vez, os padrdes do tipo III sdo os
mais raros entre os trés tipos (frequéncia média ~ 0.015). Resultado esse que corrobora a

classificagao em trés tipos e que possivelmente motivou a proposta de Bandt e Wittfeld.
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Figura 1.10: Padroes ordinais nas texturas de Kylberg e Sintorn [60]. O mapa de calor
mostra a frequéncia relativa de cada um dos 24 padroes ordinais organizados nos trés tipos
e seguindo a mesma ordem da Figura 1.9. Especificamente, as colunas 1-8, 9-16 e 17-24
referem-se, respectivamente, aos tipo I, II e ITI. Observamos que existe uma separacao
clara na ocorréncia dos padroes entre os tipos, sendo o tipo I mais frequente do que o
tipo II, com o tipo III sendo o mais raro. A figura é uma adaptacdo da referéncia [47].

Além de calcular a incidéncia média de ocorréncia dos padroes ordinais dois por dois para
a base de dados de Kylberg e Sintorn [60], Bantd e Wittfeld também analisaram essas imagens
usando o plano suavidade-estrutura, conforme mostra a Figura 1.11. Nessa representacao,
cada umas das 100 imagens de cada um dos 25 tipos de texturas correspondem a um ponto
no plano, com a cor indicando o tipo de textura. Notamos que os tipos de texturas podem
ser relativamente bem distinguidos por diferentes valores de suavidade 7 e estrutura de curva

K.
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Figura 1.11: Plano suavidade-estrutura com as imagens dos 25 tipos de textura de Kylberg
e Sintorn [60]. Cada ponto no plano corresponde aos valores de suavidade 7 versus
estrutura de curva k para cada uma das 100 imagens de cada um dos 25 tipos de texturas

da base. A figura ¢ uma adaptagao da referéncia [47].

Enceramos nossa revisao dos principais métodos ordinais com essa apresentacao da clas-

sificagao de padroes dois por dois. No proximo capitulo, passamos a apresentar nossos

resultados sobre a analise de um grande banco de dados de imagens de pinturas.
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CAPITULO 2

Padrdes ordinais dois por dois em pinturas artisticas

Neste capitulo, vamos apresentar os principais resultados dessa dissertacao sobre a ana-
lise de padroes dois por dois em imagens de pinturas. Iniciaremos descrevendo nossa base
de dados, o qual contempla quase 140 mil pinturas criadas ao longo do tltimo milénio. Em
seguida, vamos apresentar uma extensao da proposta de Bandt e Wittfeld para a classifi-
cagao de padroes ordinais dois por dois, levando em conta a possibilidade de ocorréncia de
valores idénticos nas partigcoes. Veremos que essa generalizacao conduz a um espaco de 75
possiveis padroes ordinais, os quais podemos classificar em 11 tipos. Discutiremos interpre-
tagoes simples desses padroes e também a possibilidade de associar suas prevaléncias com
caracteristicas visuais das obras de arte. Além disso, mostraremos que existe um padrao
universal na distribuicao desses padroes ordinais, o que vai nos permitir definir uma medida
padronizada de prevaléncia e também uma métrica para quantificar o quao distante uma
obra ou um estilo artistico esta dessa incidéncia média. Mostraremos que, quando combina-
dos a métodos de aprendizagem de méaquina, esses padroes sao uteis para classificar estilos
artisticos de pinturas. Por fim, vamos analisar a evolugao das pinturas ao longo dos anos

quanto a prevaléncia desses padroes ordinais em conexao com aspectos de historia da arte.

2.1 A base de dados WikiArt

A matéria prima para nossas analises é a mesma obtida por Sigaki et al [35]. Trata-se
de um conjunto de larga escala de imagens de obras de arte coletadas da Wikiart (www.wi
kiart.org), uma enciclopédia de arte online dedicada a obras de arte visuais. A pagina
oferece acesso gratuito a uma vasta cole¢ao de imagens de obras de arte de diversos periodos

e movimentos artisticos. Além dos arquivos de imagem das pinturas, ha também metadados
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referentes ao titulo da obra, artista, estilo artistico, data de composi¢ao, entre outros. Foi
realizada uma varredura automatizada nas paginas da Wikiart para extrair tanto os arquivos
de imagem quanto os metadados. Desse processo, resultou um conjunto de arquivos com
mais de 27 GB, contendo as imagens de 137 364 pinturas. Essas obras de arte cobrem 2391
artistas, 154 estilos artisticos e abrangem quase um milénio da histéria da arte, sendo as
pinturas mais antigas datadas de 1031, enquanto as mais recentes sao de 2016.

A Figura 2.1 apresenta a distribui¢cao do niimero de obras ao longo dos anos, fornecendo
uma visao sobre a producao artistica em diferentes épocas. Destaca-se o ano de 1910 como
um marco significativo, registrando a produgao de aproximadamente 1219 obras. Notavel-
mente, neste ano, os estilos artisticos predominantes eram o Impressionismo, Expressionismo
e Art Nouveau, representando alguns dos movimentos mais proeminentes do século XX. Por
outro lado, observamos diversos anos em que temos poucas obras de arte, ressaltando a nao

homogeneidade temporal de nossos dados.
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Figura 2.1: Distribui¢ao do ntimero de pinturas em nossa base de dados ao longo do tempo.

Observa-se uma baixa quantidade de obras antes de 1400, seguida por um aumento
gradual até o século XVI. A partir do século XIX, ha um aumento significativo no ntimero

de obras, culminando em um pico no final do século XIX e inicio do século XX.
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Essas obras de arte também nao estao igualmente distribuidas entre os diferentes estilos

artisticos, sendo Impressionismo com 14 211 obras, Realismo com 12733 obras e o Roman-

tismo com 10260 obras, os estilos mais representados na base de dados.

apresentamos o quantitativo de obras para todos os 154 estilos artisticos da base.

Impressionismo —
Realismo —
Romantismo —
Expressionismo —
Pés-Impressionismo —
Art Nouveau (Moderno) —

14211 Suprematismo - 57
12733 Arte Metafisica - c5
10260 Cloisonnismo - 1 76
9024 Nova Pintura Europeia - 75
6904 Gubo-Futurismo - 7
5945 Neoplasticismo - 70
5712 Kitsch - 16>
Purismo N 58

Muralismo - 57

Surrealismo —
Barroco — 4819

Simbolismo — 4246 Espacialismo - 3
Expressionismo Abstrato — 3726 Neo-Barroco - 40
Desconhecido — 3338 Biedermeier -GGG 33

Arte Naif (Primitivismo) — 3189 Zen - 130
Neoclassicismo - 3138 Neo-Geo NG 129

Cubismo - 2942 P&D (Padréo e Decoragao) -GG ' 16

Rococd - 2833 Intimismo - ' 10

Renascimento do Norte - 2763 Pintura de Aczo - ' 05
Minimalismo - 1754 Bizantino - 03

Art Informel - 1750 Neo-Rococo N 100

Arte Abstrata - 1652 Arte Marginal - -

Pintura de Campo de Cor — 1561 . Japonismo -
Pop Art ] 1si5 Arte Ambiental (Lam? Art) -

Romanico I

Ukiyo-e - 1463 Realismo Analitico - :°

Maneirismo (F Tardio) — 1404 Verismo - -
1384 Mozarabico - 5

Neo-Concretismo - s

Renascenga Inicial —
Alta Renascenca - 961
Realismo Magico 11 e

Arte Conceitual - o1
Academismo - 023
1015

Neo-Expressionismo —
op At -+
Aostrago Lirica - 50
vt Deco - I 7
Realismo Contemporaneo ~ i st
Concretmo -
Fauvismo -
Novo Reaiismo - IR
Neo-Romantismo =5
Pintura de Borda Dura ~J T ses
P6s-Minimalismo - 48
Tactismo -
Pintura a tinta e lavagem - s23
Pontinismo - -
Sosaku hanga - I 75
Realismo Social - «47
Natrario -
Construtivismo - 32
Shin hana -
Luminismo - >3
Dadaismo - >
Orientaismo - >
wisirismo - >
Regionalismo - >
Neo Dacia - <5
Realismo Fantastico - s 16
art 5t -
Precisionismo - 204
Futurismo - =
Realismo Americano - 25
Proto-Renascimento -
Loz o Espaco - ">
Realismo Socialista - -7 1
Abstragzo Pos-Pictorica -GG 25
e Feminisa -
orismo -
Neo-Minimalismo - 232
Classicismo - -/
Arte Ginetica N -5
Neo-Pop A >+
Arte de Fua - -
Tenebrismo - -5
Picorasmo - -0
Gético Internacional -GGG 6
Fotorrealismo - 02
Tonalismo - o

10° 10' 102

Transautomatismo - 3>
Modernismo - 30
Periodo Otomano - <0
Hiper-Realismo -
Cubismo Mecanico I 5o
Maximalismo | ->
Nanga (Buniinge) - 5
Arte Mosan - 5
Arte Lowbrow -
Arte Neo-Figurativa 2
Lettrismo - -
Sintetismo 0
Pintura Automética R0
Realismo de Arte de Péster N 5
Arte Cartografica - 5
Primitivismo | /0
Periodo Safavida - 0
Ninonga - SN 9
Gongbi 2
Expressionismo Figurativo - 35
Pintura Espacial Indiana - 25
Novo Casualismo -5
Arte Cibernética N5
Arte de Sucata -5
Arte Nativa - -2
Neo-Ortodoxismo - >
Arte Existencial |-
Tubismo -0
Costumbrismo | 19
Stuckismo - °
Neo-Bizantino - '8
Transvanguarda - 17
Hiper-Maneirismo (Anacronismo) -1 EEEEEE 7
Periodo Timurida - 6
licanato N 15
Mughal - 'S
Dinastia Joseon -+
‘Yamato-e - 4
Nas-Taliq -
Toyismo -
Gotico - 3
Sincronismo -~ '3
Arte Postal - 2
Cubo-Expressionismo —
Fotografia de Rua N0
Perceptismo - S
Raiionismo NS
Espectralismo NS
Renascimento N
Arte no Céu -3
Arte em Fibra -G

Arte de Graffiti -1
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Figura 2.2: Distribuicao das obras de arte entre os 154 estilos artisticos presentes em nossa
base de dados. Note que usamos escala logaritmica para representar os valores.



2.2 Representacao matricial das pinturas

Cada arquivo de imagem de nossa base de dados estd no formato JPEG com 24 bits
por pixel, sendo 8 bits para cada um dos trés canais de cores: vermelho, verde e azul. Na
pratica, isso significa que cada imagem é representada por trés matrizes, uma para cada
canal de cor. Além disso, a dimensao dessas matrizes corresponde & dimensao das imagens
em nimero de pixels. Cada pixel nessas trés matrizes tem intensidade variando entre 0 e 1,
sendo que 0 indica a intensidade nula enquanto 1 significa a intensidade maxima para a cor
correspondente a matriz.

Para todas as nossas andlises, convertemos as trés camadas de cores (o chamado padrao
RGB) para uma tunica camada usando a transformacao de luminéncia [61], muitas vezes de-
nominada também como escala de cinza. Dessa maneira, cada imagem pode ser representada
por uma Unica matriz cujas entradas correspondem a uma combinagcao linear dos valores das
camadas de cor. Especificamente, temos (0.2125 x R) + (0.7154 x G) + (0.0721 x B), sendo
que R, G e B representam as intensidades dos pixels das camadas de vermelho, verde e azul,
respectivamente. Consequentemente, cada pintura é representada por uma matriz A com
n, linhas (altura da imagem) e n, colunas (largura da imagem), na qual cada entrada a;;
denota a intensidade do pixel da i-ésima linha e da j-ésima coluna. A Figura 2.3 ilustra esse

Processo.

Original
S ‘g /7

Figura 2.3: Ilustracao da transformacao de luminéncia para a obra “Les Demoiselles
d’Avignon” (1907) de Pablo Picasso.
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2.3 Igualdades em padroes ordinais dois por dois

Uma vez que ja revisitamos os principais conceitos referentes aos métodos ordinais e
também descrevemos nossos dados, estamos em condi¢ao de apresentar nossa abordagem
para investigar obras de arte. Nosso procedimento tem como inspiracao a classificacao de
padroes de Bandt e Wittfeld [47] e, de fato, pode ser pensado como uma extensao daqueles
resultados de maneira a considerar explicitamente a ocorréncia de valores idénticos dentro
das partigoes dois por dois.

Para descrever nossa abordagem, vamos considerar novamente uma imagem hipotética

de tamanho trés por trés dada por

S

I
SRS
o W N
w = ©

Seguindo a esséncia dos métodos ordinais, amostramos a matriz A usando uma particao
deslizante de tamanho dois por dois que se move um pixel por vez, tanto horizontalmente

quanto verticalmente. Esse processo resulta nas quatro particoes listadas a seguir:

]
Ag = ,
715 3

[y o]
Al - y
3 1
]
AQ - y
2 6
.
A —
3 6 3

Posteriormente, atribuimos classificagoes relativas (ranqueamentos) aos valores dos pi-
xels dentro dessas partigoes. Aqui, diferentemente da aborgadem original de Bandt e Witt-
feld [47], vamos ranquear os elementos das partigdes usando nameros 0, 1, 2 e 3, sendo ranque
0 atribuido ao menor valor, ranque 1 atribuido ao segundo menor valor, ranque 2 atribuido
ao segundo maior valor e ranque 3 atribuido ao maior valor.

Assim, representando os elementos dessas particoes concatenadas linha a linha como
(ap, a1, as,a3), temos que a primeira particaio Ay = (4,2,5,3) é descrita por [2031], pois
ap = 4 é o segundo maior elemento (ranque 2), a; = 2 é o menor elemento (ranque 0),
as = 5 ¢ o maior elemento (ranque 3), e ag = 3 & o terceiro maior elemento (ranque 1). De

forma similar, A; corresponde a [1320] e Ay a [2103]. Conforme ja mencionamos, a principal

42



diferenca em nossa abordagem é o tratamento de valores idénticos dentro das partigoes.
Nesses casos, vamos atribuir o mesmo ranque aos valores idénticos que ocorrem em uma
partigdo. Portanto, a particdo Az, na qual o namero 3 (ranque 1) aparece duas vezes,
corresponde ao padrao [1021].

Ao analisar todas a possibilidades, podemos identificar até 75 padroes ordinais distintos:

e 24 ocorrem em partigoes sem valores idénticos (esses sdo os mesmos padroes que surgem
na analise de Bandt e Wittfeld);

36 surgem quando dois elementos da partigao sao iguais (12 padroes para cada um dos

trés possiveis ranques dos valores idénticos);

8 aparecem quando trés elementos da parti¢ao sdo idénticos (4 padroes para cada um

dos dois possiveis ranques dos valores idénticos);
e 6 sao encontrados quando ha dois pares de valores idénticos dentro de uma partigao;
e ¢ 1 corresponde a uma particao na qual todos os elementos sao idénticos.

Ao avaliar todos os padroes ordinais de uma imagem, calculamos suas frequéncias relati-

vas para definir a distribuicao de probabilidade ordinal, aqui denotada por
P=A{py; i=1,...,75}, (2.1)

na qual p; representa a frequéncia relativa do i-ésimo padrao. Assim, nosso método in-
corpora explicitamente a ocorréncia de pixels idénticos dentro das particoes. Comparado
com a abordagem original de Bandt e Wittfeld [47] (veja a Se¢ao 1.6), o numero total de
padroes possiveis em nossa abordagem aumenta de 24 para 75. Além disso, conforme veri-
ficaremos mais adiante, esses padroes adicionais fornecem informacgoes essenciais para uma

compreensao mais profunda das pinturas e estilos artisticos.

2.4 Classificacao generalizada de padroes ordinais dois

por dois

Classificamos os 75 padroes identificados em 11 grupos, designados por letras maitsculas
de A a K. Essa classificacao é baseada no nimero de simbolos distintos que cada padrao
exibe e no seu grau de suavidade, conforme mostrado na Figura 2.4. Observamos que
certos padroes correspondem a rotacoes de outros padroes. Assim, tal qual fizeram Bandt
e Wittfeld [47], identificamos um subconjunto de padroes como “padrdes primarios,” tendo

em vista que suas rotagoes por um quarto, metade e trés quartos de volta geram todos os
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Figura 2.4: Visao geral dos 75 possiveis padroes ordinais dois por dois, categorizados em
onze grupos com base no numero de simbolos tnicos e na suavidade. Os padroes sao
designados por letras maitusculas de A a K e diferenciados por cores de fundo distintas.
A suavidade é quantificada por trés métricas: soma dos valores absolutos das diferencas
de primeira ordem entre simbolos (A); valor absoluto méaximo dessas diferengas (6*); e
valor absoluto da diferenca de primeira ordem entre simbolos alinhados com uma linha ou
coluna de simbolos idénticos (61). O padrao [0000], o tnico padrao do tipo A, apresenta
suavidade méaxima com A = §* = §l = 0 e corresponde a valores idénticos na particao
associada. Os grupos D, H e K, classificados em ordem de suavidade, contém padroes com
dois simbolos distintos. O tipo D consiste em quatro padroes com A = 2, §* =1 e 6l = 0.
O tipo H inclui oito padrées com A = 2, §* =1 e ¢l = 1. O tipo K compreende dois
padroes com A =4 e 6* = 1. Os padroes com trés simbolos distintos sao categorizados
em quatro grupos: F, G, I e J, em ordem de suavidade. Os quatro padroes do tipo F sao
caracterizados por A = 4 e §* = 1. O tipo G, o maior grupo, inclui dezesseis padroes
com A =4, §* =2edl =1. O tipo I compreende oito padrdes, diferenciados do tipo G
por 6! = 2. O tipo J inclui oito padroes com A = 6 e §* = 2. Finalmente, os padroes
com quatro simbolos distintos sao organizados nos grupos B, C e E, cada um contendo
oito padroes. O tipo B é o mais suave (A = 6 e §* = 2), seguido pelo tipo C (A =6
e 0* = 3) e pelo tipo E (A = 8 e §* = 3). Os padroes priméarios dentro de cada grupo
sao destacados com linhas azuis tracejadas. As rotagdes dos padroes primérios por um
quarto, meia e trés quartos de volta geram todos os outros padroes dentro de cada grupo.
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outros padroes dentro de seus respectivos grupos. Cada grupo contém um, dois ou quatro
padroes primarios, que sao destacados na Figura 2.4 por linhas azuis tracejadas.

Para um dado padrao representado como [z 23 x324], no qual cada simbolo z; (para
i=1,...,4) toma um valor do conjunto {0, 1,2,3}, quantificamos a suavidade usando trés

medidas:

e a soma dos valores absolutos das diferencas de primeira ordem entre os simbolos:
A= |$1 —$2‘+‘ZL’3—1’4|+|$1 —$3‘+‘IL’2—JI4|;

e 0 valor absoluto maximo dessas diferencas:

0" = max(|zy — o, [v3 — w4, |71 — 23|, |12 — 24])

e ¢ o valor absoluto da diferenga de primeira ordem entre simbolos alinhados ao longo

de uma linha ou coluna de simbolos idénticos: 4ll.

Os valores de 6!l sdo, portanto, determinados apenas para padroes que apresentam dois
elementos idénticos alinhados ao longo de uma linha ou coluna. Por exemplo, o padrao [0001]
resulta em A =2, §* = 1 e 6! = 1, enquanto o padrdo [0110] resulta em A =4 e §* = 1.

Inicialmente, classificamos a suavidade dos padroes com base em A; §* é usado posteri-
ormente para resolver casos de valores iguais de A, e ¢!l é usado de forma semelhante quando
os padroes exibem valores idénticos de A e 0*.

O padrao exclusivo de um simbolo [0000] é o tinico membro do grupo A. Caracterizado
por sua uniformidade, esse padrao exibe a maxima suavidade com A = 0, indicativo de
intensidades de pixels idénticas dentro de uma particao.

Padroes de dois simbolos ocorrem em parti¢oes que exibem pares ou trios de valores idén-
ticos e sao categorizados nos tipos D, H e K. Entre estes, o tipo D representa a configuracao
mais homogénea (A = 2, §* = 1 e 6l = 0), tipificada por pares de valores iguais alinhados
em uma coluna ou linha, com o padrao principal sendo [0011]. O tipo H, um pouco menos
uniforme, difere do tipo D por ¢!l = 1 e corresponde a trios de valores idénticos que formam
cantos dentro de partigoes, cujos padroes principais sao [0001] e [0111]. O tipo K, o menos
uniforme dentro deste grupo (A = 4), consiste em padroes nos quais pares de valores iguais
estao alinhados tanto nas diagonais principais quanto nas secundérias, conforme ilustrado
pelo padrao principal [0110].

Padroes de trés simbolos surgem quando as parti¢coes contém apenas um par de valores
idénticos. Esses padroes estao distribuidos em quatro grupos: F, G, I e J. O tipo F, com
[0112] como padrdo principal, é o mais suave dentro desta categoria (A = 4 e §* = 1),
exibindo uma configuracao na qual o par de valores idénticos tem o ranque intermediario e

esté posicionado diagonalmente, criando estruturas em forma de canto semelhantes ao tipo
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H. O tipo G é delineado por quatro tipos principais ([0012], [0021], [0122] e [0212]) e o tipo
I por dois ([0121] e [0211]), ambos caracterizados por A = 4 e §* = 2, correspondendo a
uma configuracao na qual o par de valores idénticos esta localizado ao longo de uma coluna
ou linha. No tipo G, os valores idénticos assumem os ranques extremos, enquanto no tipo I,
eles tém o ranque intermediario. Esta distincdo sutil resulta em uma mudanca em 6/ de 1
para 2, tornando o tipo I menos uniforme do que tipo G. O tipo J, identificado pelos tipos
principais [0120] e [0221], apresenta o par de valores idénticos com o ranque extremo ao longo
das diagonais. Assim, a tnica diferenca entre os tipos F e J é o ranque de seus elementos
diagonais, mas essa variacao altera a métrica de suavidade A de 4 para 6, categorizando o
tipo J como o menos suave entre os padroes de trés simbolos.

Padroes com quatro simbolos surgem quando nao hé valores idénticos dentro de uma
particao e compreendem os tipos B, C e E. Estes sao equivalentes aos padroes denominados
tipos I, IT e IIT por Bandt e Wittfeld [47], conforme ja discutimos na Segao 1.6. Padroes do
tipo B, com [0123] e [0213] como padrdes principais, ocorrem quando os valores da parti¢ao
se alinham em um plano tridimensional, indicando aumentos ou diminui¢oes simultaneas ao
longo de ambas as colunas e linhas. O tipo C, com padrdes principais [0132] e [0312], exibe
A =6 e d* = 3 e émenos suave que o tipo B (A = 6 e 0* = 2). Esses padroes surgem quando
as intensidades dos pixels dentro das partigoes aumentam ou diminuem simultaneamente
em uma dire¢do, mas exibem tendéncias distintas na outra. Por exemplo, em [0132], as
intensidades na primeira linha aumentam da esquerda para a direita, enquanto na segunda
diminuem, com ambas as colunas aumentando de cima para baixo. O tipo E é o menos
suave entre os tipos de quatro simbolos e compreende os padrdes principais [0231] e [0321].
Nestes padroes, as intensidades dos pixels dentro das particoes exibem tendéncias distintas
tanto nas linhas quanto nas colunas. Por exemplo, em [0231], a primeira linha aumenta da
esquerda para a direita, enquanto a segunda diminui, e a primeira coluna aumenta de cima

para baixo, enquanto a segunda diminui.

2.5 Relacao entre caracteristicas visuais e padroes ordi-
nais

Apobs apresentar nossa classificacao, calculamos a distribuicao de probabilidade dos pa-
droes ordinais P = {p;; i = 1,...,75} para todas as pinturas de nosso conjunto de dados.
Além disso, usamos nossa classificacao para organizar os elementos de P de acordo com o
tipo pertencente, de A a K. Mais ainda, dentro de cada tipo, organizamos as probabilidades
p; conforme a ordem que estao apresentadas na Figura 2.4. Consequentemente, p; corres-
ponde a probabilidade de encontrar o padrao [0000], p, esta associada a [0123], ps refere-se

a [2031], e assim por diante, até prs, que esta relacionado a [1001].
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Ao realizar esse procedimento, estamos mapeando cada imagem em um vetor de 75
dimensoes, na qual cada dimensao representa a frequéncia relativa de um padrao ordinal dois
por dois especifico. Embora 75 dimensoes certamente correspondam a um espaco de alta
dimensionalidade, esse espago é significativamente reduzido em comparagao com a resolugao
original da imagem, que em nosso conjunto de dados tipicamente excede um milhao de
pixels. Além disso, esses padroes ordinais tém interpretagoes simples e diretas, sendo ainda
categorizados em 11 tipos.

Na tentativa de visualizar esse espaco de alta dimensionalidade, usamos o algoritmo wuni-
form manifold approzimation and projection (UMAP) [62] para projetar os vetores de 75
dimensoes de todas as imagens em um espago bidimensional. O UMAP é considerado uma
das técnicas de reducao de dimensionalidade mais avancadas, que se baseia em uma repre-
sentagao grafica ponderada obtida a partir de uma matriz de dissimilaridade (aqui calculada
usando a distancia euclidiana) determinada a partir dos dados em alta dimensionalidade.
Esses dados sao entdo projetados em um espago de menor dimensionalidade (um plano, no
nosso caso) usando uma abordagem que corresponde a um algoritmo de layout de redes
complexas baseado em forcas de atracao e repulsao. As projecoes de baixa dimensionali-
dade produzidas pelo UMAP possuem um certo grau de estocasticidade inerente ao processo
de otimizagao. O resultado disso é que a projegoes UMAP sao similares, mas nao idénti-
cas, para um mesmo conjunto de dados. Consequentemente, as projecoes do UMAP sao
utilizadas principalmente para fins comparativos e de visualizacao.

A Figura 2.5 apresenta uma visualizacao dessa projecao UMAP considerando todas as
pinturas em nossa base de dados. Para construir esses resultados, usamos o pacote Python
umap [63] e consideramos o nimero de vizinhos igual a 150. Nessa proje¢ao, pinturas ou
grupos de pinturas que aparecem proximas tipicamente exibem frequéncias similares de pa-
droes ordinais, enquanto aquelas que estao mais distantes geralmente tém distribuig¢oes mais
dissimilares. Anotamos as posi¢oes de nove pinturas nessa visualizacao. Além disso, também
incluimos uma representacao das distribuicoes de padroes ordinais junto com imagens dessas
obras de arte na Figura 2.5.

Essas distribuigoes fornecem informagoes sobre diversas caracteristicas visuais das pin-
turas. Por exemplo, “Vermelho Azul Verde” (1963) de Ellsworth Kelly apresenta predomi-
nantemente padrdes dos tipos A e D (com o tipo A sendo muito mais frequente), refletindo
as trés regioes coloridas e claramente delineadas desta pintura abstrata do estilo Hard Edge
Painting. Encontramos uma distribuicao semelhante em “Estudo N© 3 - Campos Dinamicos”
(1962) de Giinter Fruhtrunk, mas com uma presenca significativa dos padrdes [1010] e [0011],
indicativos das estruturas verticais dominantes da pintura. Embora mais sutilmente, “Aba-
poru” (1928) de Tarsila do Amaral também revela suas estruturas verticais por meio da alta
ocorréncia dos mesmos padroes ordinais. Por outro lado, obras como “Numero 1 (Lavender
Mist)” (1950) de Jackson Pollock, “A Noite Estrelada” (1889) de Vincent van Gogh, e “Uma
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Figura 2.5: Representando pinturas usando padroes ordinais dois por dois. Todas as
pinturas em nosso conjunto de dados sao representadas como vetores de 75 dimensoes,
com cada dimensao correspondendo a frequéncia relativa de um padrao ordinal dois por
dois especifico. O painel principal exibe uma projecao bidimensional obtida a partir do
UMAP, na qual cada ponto corresponde a uma pintura. Os niimeros dentro dos circulos
azuis indicam as posi¢oes de nove obras de arte selecionadas. Os painéis circundantes
ilustram a distribuicao dos padroes ordinais, agrupados por tipo, usando barras circulares
em uma escala logaritmica, acompanhadas por imagens das pinturas correspondentes.
Pinturas caracterizadas por elementos simples e bem definidos, com bordas nitidas, como
a pintura de Ellsworth Kelly, geralmente exibem uma alta frequéncia do padrao do tipo A.
Em contraste, pinturas com pinceladas soltas, borradas ou finas, como as drip paintings de
Jackson Pollock, exibem uma presenca negligenciavel desse padrao. Os padroes ordinais
também revelam nuances sutis das obras de arte, como a predominéancia de bordas em
direcoes especificas, exemplificada pela alta frequéncia de dois padroes do tipo D na
obra de Giinter Fruhtrunk, ou descontinuidades significativas entre pixels vizinhos, como
observado na obra de pontilhismo de Georges Seurat por meio da alta frequéncia de dois
padroes do tipo E.
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Tarde de Domingo na Ilha da Grande Jatte” (1884) de Georges Seurat praticamente nao
exibem o padrao do tipo A.

Nossos padroes ordinais também capturam nuances mais sutis das obras de arte. Por
exemplo, a obra de Seurat é considerada um exemplo notavel do estilo pontilhista de pin-
tura, no qual o pintor utiliza pequenas pinceladas para produzir pontos de cores distintas
que, por sua vez, geram descontinuidades significativas entre pixels vizinhos. Essas descon-
tinuidades produzem uma frequéncia relativamente alta de dois padroes do tipo E. Além
disso, observamos uma frequéncia maior de quatro padroes do tipo B ([0123], [3210], [1032]
e [2301]) em comparagao com os outros quatro ([2031], [1302], [0213] e [3120]) na obra de
Seurat. Os padroes com alta prevaléncia tém menores diferengas de primeira ordem ao longo
da direcao horizontal do que para vertical, indicando que as intensidades dos pixels mudam
mais abruptamente ao longo da direcao vertical e concordando com o fato de que Seurat
comecgou sua obra aplicando uma camada de pequenas pinceladas horizontais. Tendéncias
semelhantes sao observadas nos padroes do tipo C, nos quais padroes com maiores diferencas

de primeira ordem na diregao vertical ([0132], [2310], [1023] e [3201]) sdo mais prevalentes.

2.6 Prevaléncia universal de padroes dois por dois em

pinturas

Acreditamos que os exemplos anteriores ilustram bem o tipo de informacao que pode ser
obtida a partir da analise de distribui¢oes de padroes ordinais. Integrar essa anélise com o
conhecimento especifico do dominio da arte pode representar um método promissor para o
exame individual de pinturas.

Porém, de uma perspectiva mais geral, ¢ interessante saber se existe uma prevaléncia
universal de padroes ordinais em pinturas. Conforme vimos na Secao 1.6, essa questao
também foi explorada por Bandt e Wittfeld [47] utilizando seus trés tipos de padroes ordinais.
De fato, no estudo desses autores com o conjunto de dados de 25 texturas naturais de Kylberg
e Sintorn [60], eles observaram que os padroes do tipo I s@o mais prevalentes do que os do
tipo II, que, por sua vez, superam os do tipo III em prevaléncia (veja a Figura 1.10).

Esse resultado indica que a prevaléncia dos padroes correlaciona-se com seu grau de
suavidade, com padroes mais suaves aparecendo com mais frequéncia em texturas naturais.
Apesar da escala e variabilidade limitadas do conjunto de Kylberg e Sintorn, é plausivel supor
que a suavidade dos nossos onze tipos de padroes influencia sua ocorréncia. De fato, essa é
a principal razao para usar a suavidade para categorizar nossos tipos. No entanto, também
é razoavel supor que a quantidade de valores idénticos dentro de uma particao impacta a

prevaléncia dos padroes correspondentes.
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Figura 2.6: Padroes universais na ocorréncia de padrdes ordinais dois por dois. (A) Pro-

babilidade média de encontrar cada um dos 75 padroes ordinais em todas as imagens
do nosso conjunto de dados. Esses padrdes sao categorizados em onze grupos (A a K)
e representados por cores diferentes. Dentro de cada grupo, a probabilidade de encon-
trar padroes permanece aproximadamente constante, mas diminui monotonicamente ao
longo dos grupos arranjados alfabeticamente. Dentro dos grupos que compartilham o
mesmo numero de simbolos distintos, a probabilidade média diminui & medida que a
rugosidade dos padroes aumenta. Por exemplo, os padroes do tipo D exibem a maior
suavidade entre os tipos com dois simbolos diferentes, seguidos pelos tipos H e K, com
probabilidades médias de 1.4%, 0.29% e 0.05%, respectivamente. Em todos os tipos, a
sequéncia de ocorréncia reflete uma interagao nao trivial entre a suavidade dos padroes e
a probabilidade decrescente de repeticao de simbolos. Por exemplo, os padroes dos tipos
F e K, comparaveis em niveis de suavidade, diferem significativamente em frequéncia; o
tipo K é menos comum devido & menor probabilidade de encontrar apenas dois simbolos
distintos, comparado a trés nos padroes do tipo F. (B) Desvio padrao e (C) coeficiente
de variagao (desvio padrao dividido pela média) para cada padrao ordinal em todas as
imagens do nosso conjunto de dados. A ordenacao do desvio padrao espelha amplamente
a das probabilidades médias, exceto para os padroes do tipo D, que apresentam o segundo
maior desvio padrao. Por outro lado, o coeficiente de variagao entre os tipos de padrao
exibe um comportamento distinto, com os tipos A, D, H, J e K apresentando os maiores
coeficientes de variagao, respectivamente.

Para abordar essa questao, calculamos a prevaléncia média dos 75 padrdes ordinais em

todas as imagens do nosso conjunto de dados. Esses resultados, mostrados na Figura 2.6A,

revelam uma clara organizagao hierarquica na prevaléncia dos padroes ordinais. Suas proba-

bilidades médias diminuem monotonicamente entre os tipos organizados alfabeticamente, e

os padroes dentro de cada grupo exibem prevaléncias quase idénticas. O padrao mais suave,
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tipo A, é também o mais frequente, enquanto os padroes menos frequentes pertencem ao
grupo K. Dentro de grupos que compartilham o mesmo nimero de simbolos (valores idén-
ticos), a probabilidade média diminui monotonicamente a medida que a rugosidade de seus
padroes aumenta. Por exemplo, entre os padroes com dois simbolos, o tipo D é mais preva-
lente do que o tipo H, que é mais prevalente do que o tipo K, seguindo a mesma sequéncia
de suavidade. Esse comportamento é consistente para padroes com trés e quatro simbolos,
classificados por prevaléncia e suavidade como (F, G, I, J) e (B, C, E), respectivamente. Em
contraste, nao hé uma relagao clara entre suavidade e prevaléncia entre tipos com diferentes
ntimeros de simbolos. Portanto, a prevaléncia dos tipos de padroes reflete uma interagao
nao trivial entre sua suavidade e a menor probabilidade de encontrar valores idénticos em
particoes dois por dois.

Exploramos ainda a variabilidade na prevaléncia dos padrdes ordinais. As Figuras 2.6B
e 2.6C mostram o desvio padrao e o coeficiente de variagao (a razao entre desvio padrao
e média) da probabilidade de cada padrao em todas as imagens. O ranqueamento pelo
desvio padrao corresponde amplamente ao da prevaléncia média, exceto para os padroes do
tipo D, que exibem o segundo maior desvio padrao. Em contraste, o coeficiente de variagao
apresenta um ranqueamento notavelmente diferente, com padrdes de baixa prevaléncia (como
J e K) mostrando uma dispersao relativa significativamente maior do que padroes de alta
prevaléncia (como B e C). Esse achado sugere que mesmo padroes de baixa prevaléncia
podem conter informagoes cruciais para a anélise de pinturas, como confirmado visualmente
na Figura 2.5. Além disso, esses valores do coeficiente de variacdo também destacam a
importancia da cautela ao comparar valores brutos de prevaléncia entre diferentes pinturas
e estilos artisticos, pois pequenas mudancas nesses valores podem corresponder a variagoes

substanciais relativas ao desvio padrao para varios padroes.

2.7 Prevaléncia padronizada de padroes ordinais

Na tentativa de levar em conta essas escalas distintas de variagoes, definimos uma medida

padronizada de prevaléncia, ou z-score, como
Zi =

na qual p; é a probabilidade de encontrar o i-ésimo padrao ordinal em uma pintura, e E[p;] e
S[p;] representam, respectivamente, a média e o desvio padrao de sua prevaléncia estimada
em todas as imagens.

Desse modo, o valor de z; quantifica quantas unidades de desvio padrao a prevaléncia
do i-ésimo padrao em uma pintura especifica esta acima (z; > 0) ou abaixo (z; < 0) de sua

incidéncia geral em todas as imagens. Por serem padronizados, os valores de z; para todos os
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75 padroes sao comparaveis em escala e entre imagens. Além disso, eles também permitem
medir o quao distante a distribuicao de padroes ordinais de uma pintura esta da prevaléncia
média.

Para isso, podemos definir uma medida de distancia para a distribuicao média usando a

soma absoluta dos z-scores das probabilidades, ou seja,

75

3:Z]zi|. (2.2)

=1

Na verdade, ja utilizamos os valores de s para codificar por cores a projecao UMAP na
Figura 2.5. Naquela figura, as tonalidades mais claras representam distancias pequenas
e tonalidades mais escuras indicam grandes distancias para incidéncia média. Portanto,
notamos que naquela representagao, a proximidade das pinturas ao padrao médio diminui
a medida que se afastam do centro da forma espiralada. Por exemplo, “Colhedores de
Café” (1935) de Candido Portinari esta proximo ao centro da espiral com s ~ 16, enquanto
“Vermelho Azul Verde” (1963) de Ellsworth Kelly esta posicionado em uma extremidade da
espiral com s =~ 113.

Usando esses z-scores das probabilidades, investigamos se diferentes estilos artisticos
exibem incidéncias distintas de padroes ordinais. Para isso, selecionamos 92 estilos, cada
um representado por pelo menos cem pinturas, e calculamos a média de z; apds agrupar as
imagens por estilo. Além disso, avaliamos o valor médio de s para classificar os estilos de
acordo com sua distancia em relagao ao padrao médio. A Figura 2.7 ilustra essas médias em
um grafico de matriz, na qual os estilos estao organizados em ordem decrescente de s. Nesta
visualizacao, tons de verde indicam padroes que excedem a incidéncia geral, enquanto tons
de rosa representam padroes abaixo dessa incidéncia. Cada linha corresponde & impressao
digital ordinal de um estilo, relacionando a prevaléncia de padroes ordinais as caracteristicas
visuais de cada estilo.

Embora uma anélise abrangente de todos os estilos esteja além do escopo de nosso estudo,
existem varias caracteristicas mais gerais que sao dignas de nota. Estilos mais antigos, como
os da Renascenca, normalmente mostram valores menores de s e, portanto, estao em estreita
proximidade com a incidéncia média de padroes ordinais, embora um exame detalhado per-
mita sua distin¢ao. Por exemplo, as diferencas entre os estilos da Renascenca e do Barroco
sao principalmente marcadas por z-scores menores em padroes do tipo B. A estética barroca,
muitas vezes vista como uma resposta as composi¢oes harmonicas, equilibradas e rigidas da
Renascenga e Maneirismo, apresenta linhas ondulantes, contrastes acentuados entre luz e
sombra, e elementos geralmente dispostos em poses torcidas e linhas diagonais para evocar
um senso de movimento [64,65]. Esses elementos visuais da arte barroca contribuem para
uma diminui¢ao da suavidade de suas composi¢oes, como evidenciado pela menor prevaléncia

de padroes do tipo B (o tipo mais suave com quatro simbolos) em comparagao com aqueles
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Figura 2.7: Distinguindo estilos artisticos usando os z-scores das probabilidades de padroes
ordinais dois por dois. As linhas no grafico de matriz representam o z-score da probabili-
dade de cada padrao ordinal para 92 estilos artisticos, cada um contendo pelo menos cem
obras de arte (aproximadamente 90% dos dados). O z-score da probabilidade ¢ calculado
subtraindo a probabilidade média de um padrao ordinal dentro de um estilo particular
da probabilidade média geral e dividindo o resultado pelo desvio padrao geral da pro-
babilidade desse padrao em todas as imagens do conjunto de dados. Valores positivos

representados por tons de verde) indicam padroes que ocorrem mais frequentemente do
que a média geral, enquanto valores negativos (representados por tons de roxo) denotam
padroes que ocorrem menos frequentemente do que a média geral. Os estilos estao orga-
nizados em ordem decrescente com base na sua distancia s para o padrao médio. Essa
distancia é determinada pela soma absoluta do z-score das probabilidades e representada
por um grafico de barras horizontal no painel a esquerda.
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dos estilos renascentistas.

Os estilos do periodo da Arte Moderna, como o Impressionismo, Fauvismo e Dadaismo,
frequentemente exibem valores intermediarios ou altos de s, mas, novamente, é possivel
distinguir caracteristicas estilisticas dos estilos Modernos por meio da anélise de padroes
ordinais. Considerando, por exemplo, Dadaismo e Fauvismo, observamos que esses estilos
sao quase antitéticos no uso dos padroes ordinais. Enquanto o Dadaismo tem um excesso
do padrao tipo A, as obras Fauvistas evitam-no; inversamente, enquanto os padroes tipo
B e tipo C ocorrem acima da incidéncia geral no Fauvismo, sao mais raros nas pinturas
Dadaistas. Essa tendéncia distinta persiste em todos os tipos e nos permite inferir que o Da-
daismo difere do Fauvismo em que o Dadaismo apresenta uma maior ocorréncia de padroes
de valor igual e uma menor incidéncia dos tipos B, C e E (padrées sem valores idénticos). O
Dadaismo, considerado como um movimento anti-guerra (Primeira Guerra Mundial), enfa-
tizou a aleatoriedade, o absurdo e a irracionalidade em suas composigoes [64,65]. As obras
Dadaistas frequentemente se assemelham a colagens de objetos desconexos e disjuntos que
contribuem para a formacao de bordas e, portanto, para o surgimento de padroes de valor
igual. Por outro lado, o Fauvismo é caracterizado por suas cores vivas e nao naturalisticas
pintadas com pinceladas soltas, muitas vezes criando paisagens visuais unificadas e coesas
que carecem de bordas bem definidas, levando assim a uma menor incidéncia de padroes de
valor igual.

Em contraste com os estilos anteriores, movimentos artisticos que se desenvolveram du-
rante ou apos a década de 1960, como Light and Space, Neo-Minimalismo, Hard Edge Pain-
ting, Color Field Painting, Minimalismo e Neo-Geo, mostram desvios significativos da inci-
déncia geral de padroes ordinais. A década de 1960 é considerada por alguns historiadores
da arte como um periodo de transicao entre o Modernismo e o Pés-Modernismo, sendo este
tltimo iniciado com o desenvolvimento da Pop Art em uma visao simplificada [66]. Con-
sequentemente, os estilos que exibem os maiores desvios em relagao ao padrao médio sao
predominantemente das etapas mais tardias do Modernismo ou do P6s-Modernismo, princi-
palmente caracterizados por uma presenca excessiva de padroes do tipo A, D e H. Esses tipos
de padroes estao relacionados ao surgimento de contornos nitidos nas pinturas, alinhando-se
com as tendéncias estilisticas do Pés-Modernismo em diregao ao ecletismo e a integracao de
composi¢oes fragmentadas que apresentam objetos cotidianos, facilmente identificaveis, ou
texto como elementos centrais.

No entanto, o Divisionismo e o Pontilhismo se destacam como excecoes notaveis a esse pa-
drao. Embora ambos sejam categorizados como Arte Moderna, esses estilos exibem padroes
ordinais marcadamente divergentes da incidéncia geral. Ao contrario de seus contempora-
neos com altos valores de s, esses estilos mostram uma incidéncia substancialmente menor
dos tipos A, D, H e outros tipos de padroes que apresentam valores idénticos ao longo das

linhas ou colunas (tipos G e I). Essa prevaléncia reduzida destaca que as composi¢oes do
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Divisionismo e do Pontilhismo sao marcadas por pontos ou pinceladas mintsculas que re-
sultam em visuais texturizados e opticamente misturados que carecem de bordas ou limites
distintos.

A impressao ordinal de cada estilo sugere que pinturas de diferentes estilos tendem a ocu-
par regioes distintas no espacgo de 75 dimensoes associadas a probabilidade de cada padrao.
Isso também indica que vetores representando a incidéncia média de padroes ordinais para
cada estilo estao localizados em diferentes regioes do mesmo espago. Para substanciar essas
observacgoes, usamos a mesma projecao UMAP derivada de todas as pinturas para projetar
os vetores médios dos estilos. A Figura 2.8 mostra as localizagoes de todos os 92 estilos,

cada um com pelo menos 100 pinturas.

" A Symbo\\s
‘.~ Orientalism o

» Tonalism
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Figura 2.8: Localizacao dos estilos artisticos no espaco de padroes ordinais dois por dois.
Pequenos pontos representam uma, projecao UMAP bidimensional dos vetores de 75 di-
mensoes correspondentes a cada pintura em nosso conjunto de dados. Esses vetores
quantificam a frequéncia relativa de cada padrao ordinal. Os pontos sao codificados por
cores com base na proximidade ao padrao médio, com tonalidades mais escuras indicando
maiores distancias. Circulos representam os vetores médios projetados dos 92 estilos ar-
tisticos com pelo menos 100 imagens cada. O painel exibe os nomes de todos os estilos,
com variacoes de cores indicando a distancia ao padrao médio; aqui, cores mais claras
significam maiores distancias. Estilos e imagens préoximos ao centro da projecao estao
mais proximos do padrao médio, enquanto aqueles mais distantes exibem maior dissimi-
laridade ao padrao ordinal dois por dois médio.
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Nessa figura, os pontos que formam o fundo da imagem correspondem a todas as pinturas
em nosso conjunto de dados (como na Figura 2.5). Cada estilo é representado por circulos
maiores, nos quais tonalidades mais claras denotam valores mais altos de s e tonalidades
mais escuras representam valores mais baixos, inversamente a codificacao de cores usada
para pinturas individuais. Os estilos estao distribuidos ao longo da formagao em espiral
da projecao, com aqueles mais proximos a incidéncia média geral situados perto do centro,
enquanto estilos mais distantes estao localizados em &reas periféricas. Em concordancia com
as impressoes ordinais distintas mostradas na Figura 2.7, notamos que o Divisionismo e o
Pontilhismo emergem como outliers nessa representacao UMAP.

Embora o principal objetivo desta projecao UMAP seja visualizar o espago de alta dimen-
sao das probabilidades ordinais, a proximidade dentro desta representagao é frequentemente
acompanhada por algum nivel de similaridade estética entre os estilos. Por exemplo, o Re-
nascimento e movimentos relacionados estao mais proximos entre si, assim como os estilos

modernos abstratos e os movimentos minimalistas e poés-minimalistas.

2.8 Determinando o estilo de pinturas via padroes ordi-

nais dois por dois

Dada a separacao no espago de probabilidades ordinais observada para os estilos, decidi-
mos investigar a possibilidade de usar a incidéncia de padroes ordinais para prever o estilo
artistico de pinturas por meio de uma abordagem de aprendizado de maquina.

Nossa tarefa é determinar o estilo dessas imagens usando suas distribuicoes de padroes
ordinais como caracteristicas preditivas. Além disso, vamos comparar a precisao dessa abor-
dagem com outros quantificadores ordinais que nao consideram padroes associados a valores
idénticos, a saber: o plano complexidade-entropia [35,51,52], o plano Fisher-Shannon [50],
o plano suavidade-estrutura [47], a incidéncia dos trés tipos de padrdes definidos por Bandt
e Wittfeld [47| (tipos I, IT e III), e a probabilidade de todos os 24 padroes desconsiderando
empates. Notamos que essas abordagens foram detalhadas nas Secoes 1.3, 1.4 e 1.6 do ca-
pitulo anterior. Além desses quantificadores, também agregamos as probabilidades de todos
os 75 padroes em suas onze categorias e consideramos a incidéncia desses tipos de padroes
como caracteristicas preditivas para o estilo artistico de uma pintura.

Para nossas tarefas de aprendizagem de maquina, empregamos o algoritmo conhecido
como extreme gradient boosting ou XGBoost [67] para prever o estilo artistico das pinturas
usando a incidéncia de padroes ordinais e todos os outros conjuntos de caracteristicas or-
dinais. O XGBoost é um método de ensemble que combina incrementalmente arvores de
decisao para minimizar uma fungao de perda aumentada por um termo de regularizagdo (um

conceito conhecido como boosting de gradiente regularizado). Este método incorpora uma
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série de otimizacoes algoritmicas, numéricas e computacionais, tornando este algoritmo re-
nomado por sua alta eficiéncia e desempenho excepcional, muitas vezes classificando-o entre
as principais solugoes em competicoes de aprendizado de maquina.

Para prever estilos artisticos, selecionamos os 20 estilos mais comuns de nosso conjunto
de dados, cada um representado por pelo menos 1500 obras de arte, totalizando 100707
imagens. Dividimos aleatoriamente este conjunto de dados de maneira estratificada, alo-
cando 80% das imagens para treinar os classificadores XGBoost (com parametros padroes),
enquanto o restante é usado para testar as previsoes. Replicamos essas etapas em dez re-
alizagoes independentes, calculando tanto a média quanto o desvio padrao da acuréacia nos
conjuntos de teste.

De maneira mais especifica, investigamos sete conjuntos de caracteristicas ordinais para
prever estilos artisticos. Cinco conjuntos utilizam a codificacao ordinal proposta por Bandt
e Pompe [48|, que nao leva explicitamente em conta valores idénticos dentro das partigdes da
imagem. Sao eles: plano complexidade-entropia (H e C'), o plano Fisher-Shannon (H e F'), o
plano suavidade-estrutura (7 e k), as probabilidades dos trés tipos de padroes sem empates
(¢1, g2 e q3) e as probabilidades dos 24 padroes possiveis sem empates (representando a
distribuigao ordinal padrao P = {p;; i =1,...,24}).

Os dois conjuntos de caracteristicas restantes, originais do nosso trabalho, consideram
explicitamente a ocorréncia de valores idénticos dentro das particoes da imagem. Sao eles:
a probabilidade associada a cada um dos onze tipos de padroes (qa,qs,qc,---, € qk) € a
probabilidade de cada um dos 75 padrdes ordinais (P = {p;; i = 1,...,75}). Avaliamos ainda
a acuracia média de dois classificadores de referéncia: um estratificado, que gera previsoes
aleatorias respeitando a frequéncia dos estilos no conjunto de dados, e um uniforme, que
atribui probabilidade igual a cada estilo.

A Figura 2.9A apresenta a precisao média de nossas previsoes e compara esses resultados
com os classificadores de referéncia, que fazem previsoes uniformemente aleatérias (uniforme)
ou geram previsoes aleatorias respeitando a distribui¢ao de estilo (estratificada). Notamos
que todos os conjuntos de caracteristicas ordinais alcancam niveis de precisao significativa-
mente mais altos do que os classificadores de referéncia, indicando que os padroes ordinais
carregam informagoes estilisticas sobre as pinturas, conforme ja havia sido discutido por
Sigaki et al. [35].

Notavelmente, o uso de todas as probabilidades dos 75 padroes ordinais como caracte-
risticas preditivas resulta em uma precisao significativamente aumentada em comparagao
com todos os outros conjuntos de caracteristicas ordinais. Essa melhoria é particularmente
pronunciada quando comparada com os planos complexidade-entropia, Fisher-Shannon e
suavidade-estrutura, bem como a incidéncia dos tipos I, II e III de Bandt e Wittfeld. Essas
abordagens aproximam-se de uma precisao de 0.19, o que é cerca de 32% inferior & precisao

alcancada com todos os padroes ordinais dois por dois. Além disso, o plano suavidade-
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Figura 2.9: Identificacdo de estilos artisticos usando padrdes ordinais dois por dois. (A)
Precisao de classificadores treinados para prever estilos artisticos de pinturas usando
diferentes quantificadores relacionados a padroes ordinais. O conjunto de dados inclui
imagens de 20 estilos, cada um com pelo menos 1500 obras de arte, divididas em con-
juntos de treinamento (80%) e teste de maneira estratificada. As barras representam a
precisao média em dez realizagoes dos procedimentos de treinamento e divisao dos dados
em conjuntos de treinamento e teste. As barras de erro mostram o desvio padrao da
precisao. Os numeros acima das barras indicam as precisoes médias, com valores entre
parénteses representando os desvios padroes. As barras cinzas denotam a precisao de
classificadores de referéncia que fazem previsoes uniformemente aleatorias (uniforme) ou
baseadas na frequéncia dos estilos (estratificado). As barras amarelas representam previ-
soes do XGBoost usando dois pares de quantificadores derivados da distribui¢cao ordinal
sem considerar igualdades nas parti¢des: o plano complexidade-entropia (H x C) e o
plano Fisher-Shannon (H x F'). As barras verdes ilustram previsoes do XGBoost usando
o plano suavidade-estrutura (k X 7) e as probabilidades dos grupos de padroes sem empa-
tes (q1, g2, € g3). A barra azul indica previsoes do XGBoost usando a distribuigao ordinal
sem igualdades. A barra laranja representa previsoes baseadas nas probabilidades asso-
ciadas aos onze tipos de padroes (qa,qs,qc,---, € qx). Finalmente, a barra vermelha
mostra previsdes do XGBoost usando as probabilidades relacionadas a todos os 75 pa-
droes ordinais dois por dois. (B) Matriz de confusdo para o modelo XGBoost treinado
com o conjunto completo de probabilidades ordinais e aplicado ao conjunto de teste. (C)
Boz-plots exibindo a importancia de permutacao de cada padrao ordinal dois por dois
na previsao de estilos artisticos. A importancia de permutacao mede a degradacao da
precisao apoés a aleatorizagao das probabilidades de um padrao ordinal entre todas as
imagens. O painel a esquerda destaca os dez padroes mais importantes, e o painel a
direita exibe a importancia de cada padrao ordinal.
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estrutura e a incidéncia dos tipos I, I e III alcangam apenas uma precisao marginalmente
maior do que os planos complexidade-entropia e Fisher-Shannon, apesar das consideragoes
tedricas meticulosas usadas para definir esses quantificadores ordinais [47].

Usar o conjunto de 24 padroes ordinais sem empates melhora significativamente a acuracia
para aproximadamente 0.25, mas isso ainda é cerca de 11% inferior a acuracia obtida com
todos os 75 padroes ordinais. Por fim, a incidéncia dos onze tipos de padroes produz a
segunda melhor classificacao correta, cerca de 7% menor do que a alcancada com padroes
individuais. Assim, apesar das simetrias compartilhadas entre padroes dentro de cada tipo,
o desempenho marcadamente inferior dos classificadores treinados com o grupo de padroes
destaca que cada padrao ordinal fornece informacoes tinicas e cruciais para identificar o estilo
de uma pintura.

No6s também calculamos a matriz de confusao para o classificador treinado com todos os
padroes ordinais dois por dois, conforme mostrado na Figura 2.9B. Naturalmente, sua acura-
cia geral de aproximadamente 28% indica que esses padroes ordinais sozinhos sao insuficientes
para criar classificadores comparéveis com o estado da arte em andlise de imagens [25-28].
Na verdade, o principal objetivo da nossa abordagem de aprendizado de maquina é demons-
trar que os 75 padroes ordinais contém informacoes criticas para a classificacao de estilos
que nao estao presentes na distribuicao dos padroes ordinais sem igualdades nem em suas
medidas usuais de entropia.

Ainda assim, a matriz de confusao exibe uma estrutura diagonal bem definida, indicando
que as previsoes mais frequentes em todos os estilos estao alinhadas com os estilos verdadei-
ros das imagens. Por exemplo, o algoritmo treinado identificou corretamente obras de arte
do Neoclassicismo, Minimalismo e Renascimento do Norte em 72%, 48% e 47% das previsoes,
respectivamente. No entanto, nosso modelo tem maiores dificuldades com a Arte Abstrata,
identificando corretamente esse estilo em apenas 6% das previsoes. O baixo desempenho com
a Arte Abstrata pode ser atribuido a sua diversidade e a ampla gama de técnicas usadas
nessas pinturas, que muitas vezes resulta em uma falta de caracteristicas definidoras que
variam significativamente entre os artistas e até mesmo entre diferentes obras do mesmo ar-
tista. Este estilo incorpora elementos estéticos também encontrados em varios outros estilos,
como Expressionismo, Expressionismo Abstrato e Surrealismo. De fato, a Arte Abstrata
¢ mais frequentemente identificada erroneamente como Arte Surrealista, um estilo que as
vezes imita as caracteristicas vistas na Arte Abstrata, como justaposi¢oes inesperadas, nao-
lineares e nao-logicas de objetos. Além disso, o algoritmo frequentemente confundiu Barroco
com Rococo e Expressionismo com Cubismo. Em ambos os casos, caracteristicas estéticas
compartilhadas, como o uso dramatico de luz e sombra e detalhes intrincados nas pinturas
do Rococo e do Barroco, ou o uso de formas distorcidas e exageradas no Expressionismo e
Cubismo, explicam parcialmente a confusao do nosso modelo.

Para compreender melhor o papel de cada padrao ordinal na previsao dos estilos artisticos,
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avaliamos a importancia de todos os padroes medindo sua contribuicao para a precisao
geral do modelo. Para isso, usamos o modelo treinado com todos os 75 padroes ordinais
e avaliamos a contribui¢ao de cada padrao para o desempenho geral do modelo utilizando
uma medida denominada importancia de permutagao [68-70]. Originalmente proposta para
florestas aleatorias [68], esta metodologia foi estendida para ser independente do modelo
de aprendizagem [69]. O procedimento consiste em embaralhar aleatoriamente os valores de
uma Unica caracteristica varias vezes e medir a diminui¢ao da acuracia do modelo no conjunto
de teste em cada iteracao. O principio dessa técnica é que, ao perturbar a relagao entre a
caracteristica embaralhada e o estilo, torna-se possivel avaliar a significancia da caracteristica
com base na queda observada na acurécia. Nesse caso, quanto maior a redu¢ao na acuracia,
mais importante é caracteristica para a previsao.

A Figura 2.9C apresenta um boz-plot com a distribuicao dos valores de importancia para
100 repeticoes do processo de embaralhamento para cada padrao ordinal, destacando os 10
padroes que contribuem mais significativamente para a acuracia geral. Nao ha uma asso-
ciagao evidente entre os tipos de padrdes ou a prevaléncia geral dos padroes (ver também
Figura 2.4) e sua importancia na classificagdo de estilos artisticos. Notavelmente, a clas-
sificacdo dos padrdes mais importantes inclui o padrao [0110], que pertence ao tipo menos
prevalente, tipo K. Outra descoberta notéavel ¢ a importancia desproporcional do padrao do
tipo A [0000], que sozinho responde por 12% da acurécia geral. E igualmente intrigante notar
que cinco padroes do tipo B sao os tnicos padroes sem valores idénticos no ranqueamento
dos 10 mais importantes, enquanto os cinco padroes restantes sao de tipos com valores idén-
ticos. Essas descobertas corroboram ainda mais a importancia de abordar adequadamente

os valores idénticos ao investigar padroes ordinais em imagens.

2.9 Mudancas na incidéncia de padroes ordinais ao longo

da histéria da arte

Na parte final dessa dissertacao, exploramos o potencial de quantificar a evolucao tempo-
ral das pinturas artisticas examinando mudancas na prevaléncia de padroes ordinais. Esta
abordagem baseia-se nos resultados de Sigaki et al. [35], que quantificaram a historia das
obras de arte usando o plano complexidade-entropia. Em seu estudo, Sigaki et al. de-
monstraram que os grandes periodos artisticos exibem valores distintos de complexidade e
entropia.

Nossa analise da impressao digital ordinal dos estilos sugere que a prevaléncia de padroes
ordinais provavelmente varia ao longo dos periodos historicos, uma vez que estilos artisticos
que emergem em diferentes épocas geralmente exibem distancias distintas a incidéncia geral

de padroes (s). Para testar sistematicamente essa hipotese, agrupamos as pinturas de nosso
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conjunto de dados pela data de composicao e calculamos o valor médio de s dentro de
intervalos de tempo que abrangem um ntimero comparavel de obras de arte.

A Figura 2.10A descreve a evolugao do valor médio de s, com diferentes cores de fundo
delineando trés grandes periodos historicos da arte: Arte Medieval, Renascimento, Neoclas-
sicismo e Romantismo, que se desenvolveram até a década de 1850; Arte Moderna, iniciada
com o surgimento do Impressionismo na década de 1870 e marcada pela emergéncia de esti-
los de vanguarda, como o Cubismo, Expressionismo e Surrealismo no inicio do Século XX;
e Arte Contemporanea/Pos-Moderna, geralmente associada ao surgimento da Pop Art na
década de 1960 [66].

Notamos que cada periodo exibe distancias ao padrao ordinal médio distintas, corrobo-
rando a observagao de que estilos artisticos também exibem diferentes valores de s. No-
tavelmente, a evolugao das pinturas artisticas mostra uma tendéncia geral de aumento da
divergéncia em relagao ao padrao ordinal médio. Esta divergéncia acelerou-se durante a
transicao do Modernismo para o Pés-Modernismo, um padrao que também foi observado no
plano complexidade-entropia de Sigaki et al. [35]. No entanto, ao contréario dos resultados
desses autores, nos quais a complexidade e entropia mudaram de maneira claramente nao
monotonica, em nossos achados, a tendéncia geral de divergir da incidéncia geral de padroes
ordinais ¢ intercalada por apenas breves periodos de aproximagao ao padrao médio.

Apesar da falta de uma teoria unificada sobre como a arte evoluiu ao longo do tempo [71],
nos concentramos em duas perspectivas principais derivadas dos trabalhos de WolfHin [43] e
Riegl [72]. Esses dois historiadores de arte compartilham a visao de que diferentes periodos
de arte podem ser distinguidos utilizando algumas categorias duais bem ilustradas pela
dualidade haptico versus 6ptico de Riegl, e pela dualismo linear versus pictorico de WolfHin.

Em termos simplificados, obras de arte hapticas ou lineares tipicamente retratam objetos
de maneira clara e isolada, caracteristicos da Renascenca segundo WolfHlin, enquanto pinturas
Opticas ou pictoricas apresentam formas mais holisticas com linhas e contornos borrados,
caracteristicas que Wolfllin associa a arte Barroca. Embora esses conceitos compartilhem
semelhancas, Riegl vé a evolugao da arte como uma mudanca tnica e continua dos modos de
representagao hapticos para opticos [72], enquanto a visao de Wolfllin da transi¢ao de linear
para pictorico pode permitir uma interpretagao mais ciclica [72].

De acordo com Sigaki et al. [35], a evolugdo da arte em termos do plano complexidade-
entropia se alinha mais com a perspectiva de Wo6lfHlin, embora eles notem que as mudancas
localmente persistentes na entropia e complexidade impedem conclusoes definitivas. Além
disso, o plano complexidade-entropia carece de um ponto de referéncia semelhante & nossa
incidéncia universal de padroes ordinais, permitindo assim apenas comparagoes relativas
entre periodos artisticos. Desse modo, apesar da existéncia de aproximacgoes temporarias
ao padrao médio, nossos resultados indicam que as pinturas artisticas estao continuamente

divergindo da incidéncia média de padroes ordinais, o que, por sua vez, parece ter mais apoio
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Figura 2.10: Historia da pintura analisada pela distancia ao padrao ordinal médio. (A)
Circulos indicam as distancias médias ao padrao ordinal médio, calculadas agrupando
as obras de arte por data; areas sombreadas representam o erro padrao da média. Os
intervalos temporais usados para a média contém quantidades aproximadamente iguais
de imagens e, portanto, nao sao uniformemente distribuidos ao longo do tempo. Linhas
horizontais tracejadas delineiam os principais periodos historicos da arte: Arte Medieval,
Renascimento, Neoclassicismo e Romantismo, que se desenvolveram até a década de
1850; Arte Moderna, iniciada com o advento do Impressionismo na década de 1870 e
caracterizada pelo surgimento de estilos de vanguarda como Cubismo, Expressionismo
e Surrealismo no inicio do Século 20; e Arte Contemporanea/Pos-Moderna, geralmente
associada ao surgimento da Pop Art na década de 1960. (B) Evolugao da pintura no
contexto de padroes ordinais dois por dois. Circulos representam as posicoes dos vetores
médios para cada periodo de tempo projetados no plano UMAP derivado de todo o
conjunto de dados de pinturas. Cada intervalo de tempo também é indicado neste grafico.
Ambos os painéis exibem uma tendéncia geral das obras de arte divergirem do padrao
ordinal médio, intercalada com breves periodos de aproximagcao a este padrao médio.

na teoria de Riegl.

Além disso, também examinamos como a localizacao média das obras de arte no espaco
de 75 dimensoes das probabilidades ordinais evoluiu ao longo do tempo usando a projecao
UMAP. A Figura 2.10B mostra que as pinturas mais antigas em nosso conjunto de dados
se agrupam perto do centro da formacao em espiral que compreende a projecao com todas
as pinturas. Com o passar do tempo, hé inicialmente um movimento ascendente persistindo
até o inicio do Século XX, seguido por uma migracao sisteméatica do centro para uma das
extremidades da formacao em espiral. Comparando essa trajetéria com os resultados da
Figura 2.8, podemos afirmar que o movimento da arte é, em certa medida, impulsionado
pela continua emergéncia e declinio de estilos artisticos que, por sua vez, refletem uma
forma evolutiva da expressao humana influenciada por mudancas culturais, tecnologicas e

filosoficas.
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Conclusio

Nesta dissertacao de mestrado, realizamos uma analise abrangente de obras de arte uti-
lizando padroes ordinais extraidos de particoes de imagens de tamanho dois por dois pixels.
Inicialmente, categorizamos os 75 possiveis padroes ordinais em onze tipos com base em
consideragoes de simetria e métricas de suavidade. Essas categorias foram organizadas hi-
erarquicamente com base no niimero de simbolos tinicos e na suavidade de seus padroes.
Subsequentemente, cada uma das quase 140 mil imagens em nosso conjunto de dados foi
representada por uma distribui¢do de probabilidade discreta, refletindo a frequéncia rela-
tiva de cada padrao ordinal. Integrado a conhecimentos do dominio da arte, nosso método
demonstrou o potencial do uso da distribuicao de padroes ordinais para facilitar analises
quantitativas de diversos aspectos visuais de obras de arte, variando desde a dominancia de
estruturas verticais e horizontais até detalhes sutis como caracteristicas de pinceladas.

Nossa analise identificou um padrao universal na ocorréncia de padroes ordinais em ima-
gens de pinturas, o que nos levou a classificag@do em onze tipos de padroes distintos. A
prevaléncia média desses padroes em cada grupo permanece aproximadamente constante,
mas diminui monotonicamente a medida que a rugosidade dos padroes aumenta entre ti-
pos que compartilham o mesmo nimero de simbolos. Observamos também que a ordem de
incidéncia dos tipos de padroes reflete uma interacao nao trivial entre sua suavidade e a
probabilidade reduzida de encontrar pixels com intensidades idénticas em particoes de ima-
gem de dois por dois pixels. Embora exista uma hierarquia clara na ocorréncia de padroes
ordinais em pinturas, verificamos que padroes com menor prevaléncia exibem variabilidade
significativa em relagao a sua probabilidade média de ocorréncia. Esta constatagao mostra
que pequenas mudancas na incidéncia de certos padroes podem levar a variacoes relativas
substanciais, levando-nos a estabelecer uma medida padronizada para a prevaléncia de pa-
droes ordinais. Além disso, quando somada de forma absoluta, esta medida fornece uma

medida de distancia relativa a incidéncia média de padroes.
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Utilizamos essa métrica padronizada para definir e classificar a impressao digital ordinal
dos estilos artisticos com base em sua proximidade com a incidéncia geral de padroes ordi-
nais. A prevaléncia padronizada desses padroes mostrou-se eficaz para analisar elementos
estéticos de varios estilos artisticos. Notavelmente, nossos achados revelaram que estilos mais
antigos frequentemente se alinham estreitamente com a incidéncia geral de padroes ordinais,
enquanto os estilos Moderno e Pés-Moderno tipicamente exibem desvios significativos desse
padrao geral. Além disso, nossa analise demonstrou que a prevaléncia de padrdes ordinais
¢ preditiva dos estilos artisticos em pinturas. Ao considerar adequadamente padroes com
pixels de intensidades iguais, melhoramos substancialmente o desempenho da classificagao
de estilos. Especificamente, padroes caracterizados por pixels de intensidades idénticas estao
entre as caracteristicas mais importantes para a classificacao de estilo, com o padrao do tipo
A sozinho contribuindo com 12% da precisao geral.

Nossa investigacao também explorou a trajetéria histérica das pinturas artisticas, exa-
minando mudancgas na prevaléncia de padroes ordinais e sua divergéncia do padrao médio.
Os resultados revelaram uma tendéncia geral em que pinturas artisticas divergem cada vez
mais do padrao médio, pontuada por breves intervalos em que essa tendéncia é revertida.
Essa divergéncia intensificou-se notavelmente durante a década de 1960, uma década crucial
que, segundo alguns estudiosos da arte, marcou a transicao do Modernismo para o Pods-
Modernismo. Além disso, essa tendéncia de divergéncia alinha-se com a teoria da evolugao
da arte de Riegl, que postula que a arte progride por meio de um tnico processo em que
modos hapticos de representacao sao gradualmente substituidos por modos 6pticos.

Finalmente, nossa pesquisa demonstra que, apesar da complexidade visual das pinturas
artisticas, padroes ordinais simples emergentes de parti¢coes de tamanho dois por dois pixels
codificam informagoes cruciais capazes de identificar seus estilos artisticos, promovendo uma
analise aprofundada de suas caracteristicas estéticas e até mesmo revelando o comportamento

dinamico da arte.
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