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Resumo

A entropia de permutacao e seus métodos derivados sao técnicas inspiradas na Fisica e efi-
cazes no processamento de dados complexos. Contudo, seu uso tem sido limitado a dados
estruturados, como séries temporais ou imagens. Nesta dissertacao, introduzimos a entro-
pia de permutagao dos k-primeiros vizinhos, uma extensao inovadora adaptada para dados
nao estruturados, independentemente de sua configuracao espacial, temporal ou dimensi-
onalidade. No Capitulo 1, apresentamos essa nova abordagem, composta de trés etapas
fundamentais: primeiro, cria-se um grafo a partir da conexao dos primeiros vizinhos de
cada ponto dos dados. Em seguida, por meio de caminhadas aleatérias dentro desse grafo,
extraem-se séries temporais dos valores dos pontos. Finalmente, utiliza-se a representacao
simbolica para obter uma distribuicao de padroes ordinais dessas séries, o que possibilita
calcular a entropia. No Capitulo 2, apresentamos experimentos computacionais que compro-
vam a eficicia da nossa medida em distinguir entre regimes regulares e aleatérios em dados
dispersos, tanto no tempo quanto no espago. Utilizamos o movimento browniano fracionario
como modelo e comparamos nossa medida com o indice de Moran, demonstrando desempe-
nho superior quando avaliada por métodos de aprendizado de méaquina. Também aplicamos
nossa técnica na distin¢ao entre assinaturas genuinas e falsificadas, utilizando a distribuicao
ordinal. Em comparagao com a entropia de permutacao original, nossa métrica mostrou-se
superior na verificagao da autenticidade das assinaturas. O Capitulo 3 desenvolve uma ex-
tensao do método para calculo de nossa entropia em imagens, tratando os pixels como dados
distribuidos em uma rede regular. Para verificar essa abordagem, utilizamos nossa medida
para prever o passo de texturas de cristais liquidos colestéricos e comparamos os resultados
com outra abordagem que utiliza a entropia de permutagao usual, constatando um desem-
penho superior de nossa técnica. No Capitulo 4, apresentamos a extensao do método para
séries temporais nao regulares no tempo. Tratamos as séries como dados espalhados em duas
dimensoes, oferecendo uma abordagem natural para incorporar informagoes de amplitude e
lacunas temporais, melhorando significativamente a resiliéncia ao ruido e as capacidades pre-

ditivas em comparacao com a entropia de permutacao usual.

Palavras-chave: FEntropia. Padroes Espaciais. Imagens. Séries Temporais. Sistemas

Complexos. Ciéncia de Dados.



Abstract

Permutation entropy and its derived analysis methods are physics-inspired techniques effec-
tive in processing complex and extensive datasets. However, despite substantial progress in
developing and applying these tools, their use has predominantly been limited to structured
datasets such as time series or images. In this dissertation, we introduce k-nearest neighbor
permutation entropy, an innovative extension adapted for unstructured data, regardless of
its spatial, temporal, or dimensional configuration. Chapter 1 presents this new approach,
which consists of three fundamental steps: first, a graph is created by connecting the nearest
neighbors of each data point; then, through random walks within this graph, time series
of the data point values are extracted; finally, a symbolic representation is used to obtain
a distribution of ordinal patterns from these series, enabling the calculation of entropy. In
Chapter 2, we discuss numerical experiments conducted to demonstrate the effectiveness of
our entropy measure in distinguishing between regular and random regimes in scattered data,
both in time and space. We used fractional Brownian motions as a test case and compared
our measure with Moran’s index. Our approach showed significantly superior performance
when evaluated using machine learning methods. Additionally, we applied our technique to
distinguish between genuine and forged signatures using the ordinal distribution. Compared
to a similar method that uses the usual permutation entropy, our approach proved superior in
the task of verifying signature authenticity. Chapter 3 develops an extension of our method
that allows the calculation of our entropy in images by treating pixels as data distributed
on a regular grid. To verify the capacity of this approach, we used our metric to predict the
pitch of cholesteric liquid crystal textures and compared the results with another approach
that uses the usual permutation entropy. We found that our measure performs better. In
Chapter 4, we present the extension of our method for application in time series that are not
regular in time. To do this, we treat the series as data scattered in two dimensions, offering
a natural approach to incorporating amplitude information and temporal gaps, significantly

improving noise resilience and predictive capabilities compared to usual permutation entropy.

Keywords: Entropy. Spatial Patterns. Images. Time Series. Complex Systems. Data

Science.
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Introducdo

Os campos cientificos estao testemunhando universalmente um aumento sem precedentes
no volume e na complexidade dos dados digitais disponiveis para pesquisa. Esta revolu-
¢ao dos dados [1] estimulou uma demanda urgente por métodos que sejam simultaneamente
simples, interpretaveis, robustos, computacionalmente eficientes e, ainda assim, capazes de
extrair informagoes valiosas de grandes bases de dados. Aproveitando uma longa tradicao
de descobrir principios fundamentais a partir de sistemas complexos, métodos inspirados
na fisica emergiram como notavelmente eficazes para enfrentar esses desafios. Um exemplo
relevante é a entropia de permutacdo [2] e sua ideia subjacente de que a ordem relativa dos
pontos de dados ¢ instrumental para a caracterizagao do sistema. Este método nao apenas
atende aos requisitos para gerenciar dados complexos e volumosos, mas também oferece o
beneficio adicional de facilitar resultados reprodutiveis. A entropia de permutacao encon-
trou aplicagoes bem-sucedidas relacionadas a analise de dados em diversas disciplinas. No
campo da engenharia, foi possivel detectar e amplificar efetivamente as mudancas dindmicas
de sinais de vibragao gerados por maquinas rotativas (dispositivos mecénicos que utilizam
movimento rotacional para realizar trabalho) e caracterizar seus estados de operagao sob
diferentes condigoes de operagao [3|. Nas ciéncias biomédicas, a entropia de permutagao foi
utilizada para gerar um detector automatizado de crises epilépticas [4]. Em econofisica, ela
pode ser utilizada para quantificar o estagio de desenvolvimento do mercado de agoes e sua
ineficiéncia [5]. Essa medida também se demonstrou 1til em ciéncias climaticas, sendo usada
para detectar anomalias em registros de is6topos de dgua em dados de um nticleo de gelo
polar profundo [6]. A entropia de permutacao também é sensivel a transi¢oes de fases em
cristais liquidos |7, 8], sendo assim uma ferramenta ttil na anélise de matéria condensada.
Um caso especialmente interessante é que ela pode ser usada até mesmo nas artes visuais [9),
evidenciando sua versatilidade e utilidade em diversos dominios de pesquisa [10-14].

O sucesso da entropia de permutacao vai além de suas aplicagoes praticas, pois seu prin-



cipio central de derivar uma distribuicao de probabilidade a partir de padroes ordinais em
dados serviu como estrutura fundamental para o desenvolvimento de uma infinidade de fer-
ramentas de anélise de dados. Esses avancos incluem o calculo de outros quantificadores a
partir da distribuigdo de probabilidade ordinal, como a entropia condicional [15], o plano
complexidade-entropia [16] e as curvas complexidade-entropia [17]. Também abrangem a
analise de padroes proibidos [18,19], o tratamento de padroes de valores iguais [20,21] e a
exploragao de padrdes ordinais em multiplas escalas [22]. A metodologia original também
inspirou a criacao de redes ordinais [23-28|, que exploram transi¢oes entre padroes ordi-
nais, revelando novas perspectivas sobre a dinamica de sistemas complexos. Além disso, a
metodologia subjacente & entropia de permutacao foi estendida para acomodar dados bidi-
mensionais [29-31], ampliando significativamente sua aplicabilidade & analise de conjuntos
de dados de imagens.

Apesar do progresso tedrico substancial e da aplicagao bem-sucedida na anélise de dados,
os métodos baseados na entropia de permutagao sao limitados a dados estruturados em
grade. Essa restricao decorre da conceitualizacao inicial da entropia de permutacgao, que
se concentrou em discernir padroes de ordenacao entre observagoes sequenciais em séries
temporais [2]. A extensdo para dados bidimensionais herda essa limitagdo, concentrando-
se em padrdes ordinais derivados de parti¢oes retangulares [29]. Além disso, mesmo com
generalizagoes multiescala [22,30], a analise ainda depende de partigoes em grade compostas
por elementos espacados uniformemente, com a ideia de multiplas escalas referindo-se ao uso
de diferentes intervalos de tempo para amostragem de séries temporais [22] ou ajuste de niveis
de resolugao na analise de imagens [30]. Superar essa limitagdo tem o potencial de expandir
significativamente a utilidade da entropia de permutagao para uma variedade maior de tipos
de dados, incluindo dados de nuvem de pontos (como varreduras tridimensionais de sensores
LiDAR ou imagens médicas), dados de processos pontuais (como distribui¢ao espacial de
surtos de doengas ou ocorréncias de terremotos), dados geoespaciais (como rastreamento
GPS de animais, indicadores urbanos em sistemas de cidades ou pontos de amostragem
relacionados ao monitoramento ambiental) e varias outras estruturas de dados que nao sao
amostradas uniformemente no tempo ou no espaco. Além disso, enfrentar esse desafio abre
vias promissoras de pesquisa relacionadas a extensao e adaptagao do extenso conjunto de
ferramentas derivadas da entropia de permutacao para essas varias estruturas de dados.

Nesta dissertagao, introduzimos a entropia de permutagao dos k-primeiros vizinhos [32],
uma generalizacao inovadora da entropia de permutacao projetada para acomodar dados
irregulares ou fora de grade em espagos multidimensionais. Nosso método emprega um grafo
de vizinhos mais proximos para estabelecer relagoes de vizinhanca entre os pontos de dados
e usa caminhadas aleatorias nesse grafo para gerar séries temporais. Essas séries temporais
permitem a extracao de padroes ordinais, o calculo de sua distribuicao de probabilidade e a

estimativa da entropia de Shannon, definindo assim a entropia de permutagao dos k-primeiros
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vizinhos de estruturas de dados gerais, independentemente de sua configuracao espacial ou
temporal e dimensionalidade. Investigamos a eficicia dessa nova técnica na andlise de pa-
droes espaciais, revelando que ela nao s6 identifica habilmente variagoes nesses padroes, mas
também o faz com um nivel de acuracia que supera significativamente medidas convencio-
nais como a autocorrelacao espacial. Demonstramos ainda que nossa abordagem melhora a
caracterizagao de séries temporais amostradas irregularmente ao incorporar intuitivamente
informacoes sobre lacunas temporais. Além de ampliar o escopo da abordagem padrao, mos-
tramos que a entropia de permutacao dos k-primeiros vizinhos ¢ igualmente aplicével a séries
temporais regulares e imagens, mas oferece maior robustez contra ruido e melhor capacidade
de discriminacao em comparacao com a entropia de permutacao convencional.

O restante do presente trabalho esta estruturado da seguinte maneira. No Capitulo 1,
apresentamos os métodos necessarios para a obtencao da entropia dos k-primeiros. Em
seguida, no Capitulo 2, apresentamos nossos principais resultados, que incluem o célculo da
entropia em processos pontuais gerados por movimento browniano fracionario. Utilizamos
esses resultados para demonstrar que a entropia é consistente e sensivel a variagoes nas
estruturas espaciais e temporais, tanto em dados regulares quanto irregulares. Também
descrevemos uma aplicacao para analise de autenticidade de assinaturas, na qual usamos
a distribui¢do de padroes ordinais (usada para calcular a entropia) para distinguir entre
assinaturas genuinas e forjadas. No Capitulo 3, mostramos uma extensao do método que
possibilita sua aplicacao em imagens, testando-o em imagens de superficies fractais e em
imagens de cristais liquidos colestéricos. Por fim, no Capitulo 4, mostramos outra extensao
do método que possibilita seu uso em séries temporais irregularmente amostradas.

A maioria dos testes e experimentos computacionais que realizamos sao baseados em
previsoes por aprendizado de méquina, ou seja, treinamos um modelo usando uma parte dos
dados e testamos se esse modelo consegue prever as propriedades usando a outra parte. Por
isso, no Apéndice A, descrevemos os fundamentos bésicos dos métodos de aprendizado de

méaquina que utilizamos.
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CAPITULO 1

Entropia de permutacdo dos k-primeiros vizinhos

A entropia de permutacao é uma medida adequada para distin¢ao entre regimes aleatorios
e regulares em séries temporais [2|. A ideia central dela é dividir a série em partigdes e,
por meio de uma representacao simbolica, identificar os padroes de ordenacao nas regioes
delimitadas pela particao. A partir da frequéncia relativa de ocorréncia de cada padrao,
cria-se uma distribuicao de probabilidade de padroes ordinais, da qual se calcula a entropia
de Shannon [33], obtendo assim a entropia de permutagao. A aplicabilidade do método é
notavel por sua robustez e alta eficiéncia computacional.

A medida que iremos introduzir com nosso trabalho [32], a entropia de permutagao dos
k-primeiros vizinhos (k-nearest neighbor permutation entropy) ou entropia de permutagao
k-nn por brevidade, amplia os fundamentos da entropia de permutacao para lidar com da-
dos desestruturados, mantendo ao mesmo tempo suas caracteristicas de robustez e eficiéncia
computacional. Como veremos, o método envolve trés etapas essenciais: i) criagdo de uma
representacao grafica dos dados distribuidos espacialmente, transformando os pontos em nos
e conectando os k-primeiros vizinhos de cada ponto; i) amostragem de multiplas séries tem-
porais correspondentes & trajetéria de caminhadas aleatérias no grafo, nas quais os valores
da série corresponder aos valores associados aos nos visitados pela trajetoria; 4ii) calculo
da entropia usando as séries temporais amostradas e a representacao simbolica de Bandt-
Pompe. Apoés essas etapas, obtém-se uma entropia S que, ap6s normalizada, varia entre 0
e 1, sendo 0 indicativo de completa regularidade e 1 indicativo de total irregularidade na
distribuicao ordinal.

Neste capitulo, vamos detalhar essas trés etapas e as ideias subjacentes a cada uma
delas. Também iremos apresentar as limitagoes dos parametros utilizados, como ajustar

esses parametros, o tipo de amostragem, a eficiéncia computacional e a representacao gréfica
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dos dados.

1.1 Representacao grafica e vizinhanca

A nossa medida foi projetada para caracterizar dados que nao possuem estrutura regular,
isto é, um conjunto de pontos que estao dispersos de forma irregular no espaco e possuem
valores associados a cada um deles. No caso mais geral, esses pontos pertencem a um
espaco multidimensional. Podemos considerar que os pontos sao caracterizados por um
vetor de posi¢ao 7; e um valor associado ou estado z;, parai=1,2,..., N, com N sendo o
tamanho do conjunto de dados. Por exemplo, vetores de posi¢ao bidimensionais 7; = (x;, y;)
podem denotar as localizagoes espaciais do epicentro de um terremoto, enquanto os valores
z; podem representar magnitude do terremoto. Outro exemplo viavel seria se a posi¢ao dos
pontos representasse as localidades de cidades, enquanto os valores associados a cada ponto
representassem algum indicador urbano, como a populacao ou o produto interno bruto.

O primeiro passo em nosso método envolve a construgao de um grafo dos k-vizinhos mais
proximos de cada ponto. Um grafo é um par (V,A) em que V é um conjunto e A é um
subconjunto de pares de V', sendo os elementos de V' chamados de vértices e os elementos
de A C V x V chamados de arestas. Uma aresta é um par {7, j} que liga dois vértices e,
caso ligados, os vértices sao ditos serem vizinhos ou adjacentes. Na linguagem de sistemas
complexos é comum chamar o vértice de n6 e o grafo de rede. Ao longo do nosso texto as
duas nomenclaturas sdo usadas de maneira intercambiavel. As arestas de uma rede podem
ser representadas por uma matriz cujos os elementos A;; indicam a presenga ou auséncia de
uma aresta, isto ¢, A;; = 1 se existir conexao entre ¢ e j ou A;; = 0 caso nao existir. Essa
representacao da rede em forma matricial é chamada de matriz de adjacéncia da rede. Em
uma rede direcionada A;; indica uma aresta que tem origem em ¢ e destino em j. Uma rede
nao direcionada pode ser pensada como possuindo uma aresta que corresponde a duas arestas
direcionadas {7, 7} = {(i,7), (J,4)}, um resultado direto disso é que a matriz de adjacéncia
que representa redes nao direcionadas é necessariamente simétrica (A;; = Aj;). Elementos
nao nulos na diagonal sdo chamados de autoarestas (autoloops) e representam conexdes que
tém o mesmo né como ponto de partida e de chegada.

Em nosso grafo criado para representar os dados (primeiro passo do método), os nos cor-
respondem aos pontos individuais do dado e as arestas nao direcionadas conectam os noés aos
seus k vizinhos mais proximos com base nos vetores de posicao 7;. Embora qualquer métrica
de distancia seja aplicavel, toda a nossa anélise utiliza a distancia euclidiana. A Figura 1.1
representa um conjunto de dados hipotético de N = 19 pontos dispostos irregularmente e
ilustra os grafos de vizinhos mais préoximos resultantes ao considerar k =2 e k = 3.

O parametro k, que representa o nimero de vizinhos mais préoximos, determina a estru-

tura do grafo e influencia se o foco sera nas estruturas de dados locais ou globais. O exemplo
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Figura 1.1: Grafo dos k-vizinhos mais préoximos. O primeiro passo consiste em criar
um grafo a partir de dados espalhados, sendo que cada ponto de dados z; representa
um no, com arestas nao direcionadas conectando pares i <+ j quando j estd entre os
k vizinhos mais proximos de i. (A) Ilustragdo de um conjunto de dados com pontos
distribuidos irregularmente {z;};,—;__n no plano zy, no qual cada par de coordenadas
(x;, ;) esta associado a um valor z;. A cor usada corresponde ao valor associado a cada
ponto. (B) Representagao a partir do grafo usando k = 2, no qual é possivel observar que
apenas os pontos mais proximos entre si foram conectados e que regidoes muito separadas
nao possuem arestas que as conectam. (C) Representacao a partir do grafo usando k = 3,
nele pode-se observar que o grafo conecta todas as regioes e cria mais conexoes nas regioes
que ja eram proximas.

da Figura 1.1 ilustra bem essa diferenca. Quando k = 2, o grafo resultante consiste em varias
componentes desconexas, formando trés sub-grafos distintos no total. Um caminhante jamais
podera transitar de uma componente para outra, limitando-se a coletar informagoes apenas
na ordem permitida pelas arestas de cada subgrafo. Nesse sentido, teremos uma amostragem
mais local. Ja quando k = 3, observa-se uma diferenga significativa: o grafo resultante nao
possui partes desconexas, permitindo que um caminhante, dependendo do comprimento do
percurso, colete informacoes mais abrangentes de diferentes regioes dos dados. Isso possi-
bilita a percepcao das diferencas entre as regioes do dado. Além disso, com mais conexoes
estabelecidas, as regides que ja eram proximas ficam ainda mais interconectadas, criando
uma rede de caminhos dentro de cada regiao. Isso cria “atalhos” dentro das partes que ja
eram proximas, permitindo que um caminhante amostre informacgoes diferentes. Os padroes
obtidos nesse grafo mais conectado incluirao todos os padroes que seriam extraidos no caso
de um grafo construido com menos vizinhos, ja que o grafo criado com k — 1 estaré sempre
contido no grafo criado com k. No entanto, a proporcao que cada padrao contribui para a
distribuicao de probabilidade pode mudar.

Existem limitacoes na escolha de k. Um valor excessivamente pequeno de k resulta
em um grafo de vizinhos mais proximos com intimeras componentes conectadas pequenas,

confinando as trajetorias amostradas dentro desses componentes e, assim, limitando a iden-
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tificacao de padroes entre pontos distantes. Por outro lado, um valor excessivamente grande
de k resulta em um grafo que se assemelha a uma estrutura totalmente conectada, tornando
as trajetorias amostradas comparéveis a uma selecao aleatéria de pontos.

Essa interacao entre estrutura local e global é similar aos principios fundamentais do
método de aproximagao e proje¢ao uniforme de variedades (UMAP) [34, 35|, uma técnica de
ponta para reducao de dimensionalidade. O UMAP constréi uma versao ponderada de um
grafo dos k-vizinhos mais proximos a partir de dados de alta dimensionalidade (chamado
de complexo simplicial difuso [34]|) e o projeta em um espago de menor dimensionalidade
usando um algoritmo de layout de grafo baseado em forcas. Semelhante ao nosso método,
a escolha de k£ no UMAP essencialmente determina até que ponto as estruturas de dados
locais e globais sao preservadas na projecao de baixa dimensionalidade. Esse processo de
construcao da rede poderia ser realizado exatamente da mesma forma que o método do
UMAP, preservando assim a estrutura topologica dos dados. A rede resultante seria uma
rede ponderada, isto é, cada ligagcao possuiria um peso indicando o quao fortemente dois nos
estao relacionados entre si. A matriz de adjacéncia de uma rede ponderada possui elementos
os A;; nulos se uma aresta nao existir entre os nos e, se existir uma aresta entre esses nos, o
elemento de matriz pode assumir um valor real que corresponde ao peso da ligagao, isto é,
A;; € R\ {0}. Para levar em conta esse peso associado as conexdes no calculo da entropia,
poderiamos ponderar também a probabilidade de um caminhante aleatorio na rede de acordo
com esses pPeso, ou seja, uma conexao com peso maior seria mais provavel de ser escolhida
como caminho do que uma com peso menor. No entanto, para o propoésito de calcular a
entropia de permutacao k-nn, nos restringimos apenas a criacao do grafo a partir dos k-
primeiros vizinhos, pois isso, como veremos, ja é suficiente para capturar adequadamente a
estrutura de diversos tipos de dados.

A representacgao grafica a partir dos k-vizinhos mais préoximos apresenta outra vantagem
significativa: ela é independente da escala absoluta dos dados. Isso significa que, ao aplica-
la em conjuntos de dados com escalas completamente diferentes, a técnica trata ambos da
mesma maneira. Ela cria um grafo que leva em consideragao apenas a distancia relativa
entre cada ponto e seus vizinhos, permitindo que o método seja usado independentemente
da escala dos dados. A tnica consideragao relevante é o nimero de vizinhos, um parametro
“universal” que influencia no tipo de representagao obtida a partir dos dados.

Em relagao a implementagao computacional desse primeiro passo, existem algumas sutile-
zas. E comum usar a matriz de adjacéncia A;; para representar um grafo. No entanto, opta-
mos por uma representacao do grafo que é mais eficiente computacionalmente, a compressed
sparse row (CSR). Nela, um grafo com n nés e m conexoes direcionadas é representado por
uma lista de noés e uma lista de conexdes. A lista que representa as conexoes C, tem um
tamanho m e é formada pela concatenacao das listas de adjacéncia de todos os nos. Cada

lista de adjacéncia de um n6 é composta pelos indices dos nds aos quais ele esta conectado.
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Além disso, o indice de cada conexdo direcionada (entre 0 e m — 1) é mapeado ao indice do
seu no de chegada. Dessa forma, todas as conexoes de um grafo sao armazenadas continu-
amente. Essa caracteristica melhora a localidade do armazenamento na memoria, pois as
conexoes de saida de um vértice sao armazenadas juntas e facilita sua identificacao répida.
Em comparacao, na representacao matricial, deve-se fazer um algoritmo que verifique todos
os elementos de uma dada linha e coluna da matriz para saber quais sao as conexoes de
um n6. Lembrando que, no nosso caso, usamos grafos nao direcionados e cada conexao é
armazenada duas vezes na forma de uma conexao direcionada indo e outra voltando. A
lista que representa os nés V' possui um tamanho n + 1, sendo que os n primeiros elementos
estao na ordem do indice dos noés e o dltimo elemento é o niimero total de conexoes no grafo
m. Essa lista é uma indexadora da lista C', pois cada indice de n6 é mapeado no indice da
primeira conexao que parte dele na lista de conexoes. Os indices dos nos vao de 0 a n — 1.
Os elementos da lista sao escolhidos de maneira que o nimero de conexoes do i-ésimo no
seja igual a V[i + 1] — V[0].

Essa representacao permite que conhecendo o indice do né, tenha-se também o indice da
primeira conexao e o ntmero de elementos apds o indice da conexao que sao pertencentes
aquele dado n6. Logo, obtém-se todas as conexoes que partem dele. Essa logica é impres-
cindivel para a realizacao de caminhadas aleatérias dentro de grafos, pois permite a rapida
localizagao dos nos adjacentes em cada passo da caminhada. Tal fato tornou nosso codigo

para calcular a entropia de permutacao k-nn altamente otimizado.

1.2 Amostragem de trajetoérias

De posse do grafo representativo dos dados, o préoximo passo envolve a extracao de séries
temporais dos valores z;. Para isso, utilizamos caminhadas aleatérias dentro do grafo. Amos-
tramos os valores z; iniciando n caminhadas aleatérias de comprimento w a partir de cada
no6 no grafo. Esses caminhantes aleatorios sao intencionalmente direcionados para produzir
uma amostragem em profundidade. Por amostragem em profundidade, nos referimos a uma
caminhada que visite nés cada vez mais distantes do né de origem.

Uma caminhada aleatéria convencional dentro de uma rede tem uma probabilidade uni-
forme de se mover para qualquer vizinho do n6 atual. Embora essa abordagem possa ser
adequada para certos contextos, optar por uma caminhada que evita revisitar nés ja percor-
ridos oferece uma vantagem significativa, especialmente quando o objetivo é extrair padroes
dos dados. Dentre a vasta gama de padroes possiveis, aqueles que revisam o mesmo no
véarias vezes tendem a ser menos significativos. Em contrapartida, os padroes que cobrem
uma extensa se¢ao da rede sao muito mais representativos e informativos sobre a estrutura
dos dados.

Para obter essa amostragem intencionalmente direcionada usamos uma estratégia seme-
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lhante ao node2vec [36], um algoritmo projetado para produzir representagoes vetoriais de
no6s de uma rede. O processo é uma caminhada aleatoria de segunda ordem, na qual o cami-
nhante decide se mover de sua posicao atual b para uma posi¢ao subsequente ¢, considerando

sua posicao anterior a, de acordo com a probabilidade de transi¢cao nao normalizada

1/X se S4e=0
Pre=191  sese=1, (1.1)
1/8  se Sqe =2

na qual s,. denota a distancia do caminho mais curto entre os nés a (posigdo anterior) e
¢ (posigao subsequente), enquanto A e § sdo parametros positivos que controlam o viés do
caminhante.

De maneira pratica, a primeira condicao, s,. = 0, s6 é possivel se a posi¢cao subsequente
for igual & posicao anterior, ou seja, a = c. Isso representa a possibilidade do caminhante
retornar ao né anterior, dando um passo de b para a. Assim, um valor alto de A, superior a
1, reduz a probabilidade do caminhante retornar a sua posicao anterior a, enquanto valores
mais baixos favorecem movimentos de retrocesso. A segunda condigao, s,. = 1, corresponde
a possibilidade de dar um passo para um né que seja vizinho de a, ou seja, entre os vizinhos
de a. A terceira condi¢ao, s,. = 2, corresponde a dar um passo para um né que nao é a
nem um vizinho de a. Esses nos subsequentes sao os vizinhos dos vizinhos de a, cuja menor
distancia é devida ao caminho composto pelas arestas {c,b} e {b,a}. Assim, um valor alto
de S, maior que 1, aumenta a preferéncia do caminhante se mover para nos proximos a sua
posicao anterior, enquanto valores mais baixos tornam o caminhante mais propenso a se
mover para além da vizinhanca imediata de sua localizagao anterior.

E essa dependéncia dos vizinhos do né anterior que caracteriza a caminhada do node2vec
como sendo de segunda ordem. Cada passo na sequéncia da caminhada é determinado nao
apenas pelo n6 anterior b, mas também pelo n6 anterior ao anterior a. Assim, ao escolher o
proximo elemento na sequéncia da caminhada, representado pelo no ¢, ele depende direta-
mente dos dois passos anteriores. Portanto, essa caminhada mantém uma memoria de dois
passos. Também é importante notar que, apesar da existéncia de viés, a natureza proba-
bilistica do processo impede que os caminhantes fiquem presos em quaisquer pontas soltas
dentro do grafo.

A implementacao deste procedimento em nosso cdédigo envolve dois sorteios. Primeira-
mente, é feita uma selecao entre os vizinhos do n6 b. Em seguida, um segundo sorteio é
realizado com base nos parametros A e 3, dependendo do caso do noé escolhido. No entanto,
a ordem dos sorteios poderia ser invertida. Seria possivel realizar primeiro um sorteio com
base nos parametros para decidir qual conjunto de nés dentre os possiveis passos subsequen-

tes escolher e, em seguida, fazer um segundo sorteio para determinar um né dentro desse
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conjunto. Isso ocorre porque a probabilidade de escolha do vizinho e a probabilidade de
decidir se ele sera o préximo, conforme definido na Equagao 1.1, sao independentes. Por-
tanto, a probabilidade total do processo é o produto dessas probabilidades e elas podem ser
realizadas em qualquer ordem devido & comutatividade. No entanto, esses métodos nao sao
equivalentes em termos de eficiéncia computacional. O segundo método, que envolve realizar
o sorteio dentro de cada conjunto, é consideravelmente mais custoso computacionalmente.
Portanto, nosso cédigo opta pelo primeiro método.

A escolha dos parametros A e § possui uma significincia mais profunda. Como ja men-
cionamos, o método node2vec é uma técnica para representacao vetorial de redes que
utiliza caminhadas aleatérias como base para criar essas representacoes. O método parte
da hipotese de homofilia [37], que postula que nos com alta interconexdo e que pertencem a
comunidades ou clusters semelhantes devem estar proximos uns dos outros na representagao
vetorial. Além disso, nos que desempenham fungoes estruturais semelhantes na rede também
devem ser agrupados préximos na representacao vetorial, conforme sugerido pela hipdtese da
equivaléncia estrutural [38]. A equivaléncia estrutural ndo esta centrada na conectividade, o
que significa que nos distantes na rede podem desempenhar funcoes estruturais similares. E
importante ressaltar que essas duas caracteristicas dos nés podem coexistir dentro de uma
rede, resultando em uma complexa interacao entre a estrutura da rede e as funcoes dos
n6s. Com base nessas caracteristicas, o node2vec é um método que utiliza caminhadas
aleatérias para permitir uma amostragem flexivel, utilizando duas estratégias de busca. A
primeira estratégia é conhecida como “amostragem em largura” (breadth-first sampling), na
qual o conjunto de vizinhos é limitado aos nés imediatamente adjacentes a fonte, propor-
cionando uma visao detalhada da vizinhanca de cada n6 e da equivaléncia estrutural. A
segunda estratégia é chamada de “amostragem em profundidade” (depth-first sampling), na
qual a vizinhanca é composta por nés amostrados sequencialmente a distancias crescentes
do n6 de origem, refletindo uma visao mais ampla da vizinhanca, o que é crucial para inferir
comunidades com base na homofilia. Essas estratégias sao determinadas pela escolha dos
parametros A e § na Equagao 1.1.

Em todas as nossas aplicagoes, a menos que seja especificado diferente, utilizamos A = 10
e f = 0.001 para garantir uma amostragem em profundidade dos valores z;. A Figura 1.2
ilustra os dois tipos de amostragem e como cada um gera caminhadas distintas e, con-
sequentemente, extrai padroes diferentes. Mais especificamente, o parametro S é o que
controla se a caminhada vai ser mais sensivel a homofilia ou a equivaléncia estrutural. Se
£ > 1, a caminhada aleatoria tende a ser direcionada para nds proximos ao né a no cami-
nho, aproximando-se do comportamento de uma busca em largura no sentido de que nossas
amostras consistem em noés dentro de uma pequena localidade, ou seja, uma visao mais lo-
cal. Se f < 1, a caminhada tem maior probabilidade de visitar n6s que estao mais distantes

do n6 a. Sendo assim, esse comportamento reflete uma busca em profundidade que enco-
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raja a exploracao para fora da vizinhanca do né a e proporciona uma visao mais global da

rede. O parametro A\ controla apenas a probabilidade de revisitar um né que ja faz parte da

trajetoria.
A “Amostragem em Largura” B “Amostragem em Profundidade”
(Breadth-first Sampling) (Depth-first Sampling)
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Figura 1.2: Amostragem enviesada. Dois tipos de amostragem usando diferentes pa-
rametros A e 4. A imagem mostra duas redes idénticas criadas a partir da conexao
dos k = 3 primeiros vizinhos. (A) A amostragem em largura tende a visitar n6s mais
proximos dos seus vizinhos. Sendo assim, a caminhada tende a amostrar padroes mais
locais. (B) A amostragem em profundidade tende a visitar nos cada vez mais distantes
dos seus vizinhos. Nesse caso, os padroes amostrados serao significativamente diferentes
pois tenderao a capturar a estrutura global do dado.

Também existe uma interagao sutil entre os parametros do node2vec e o ntmero de
vizinhos utilizados para construir a rede. Ao lidar com um determinado valor de &, o uso de
parametros que tendem a afastar a caminhada do seu vizinho permite a obtengao de padroes
na escala limitada pelo k usado. O valor de k restringe o quao longe uma caminhada pode
avancar, sendo assim, ao aumentar k£ aumenta-se também a possibilidade da caminhada
explorar cada vez mais profundamente a rede. Isso ocorre porque os vizinhos mais proximos
do né anterior aumentarao com k e surgirao atalhos entre pontos distantes. Um nimero
baixo de vizinhos resultard em amostragem em largura, independentemente da escolha dos
parametros A e (3, pois as opgoes de passos serao limitadas. Por outro lado, um valor alto de
k aumenta as possibilidades de escolha e, consequentemente, o viés da caminhada se torna
mais evidente. Essa interagao entre o nimero de vizinhos k e os parametros da caminhada
A e 8 introduz uma nova capacidade para a medida de entropia de permutagao k-nn, que

pode ser utilizada para obter padroes em diferentes escalas espaciais.

19



1.3 CaAlculo da entropia

Apos realizar as caminhadas descritas no segundo passo, temos um total de N x n
trajetorias de comprimento w, com N e n denotando o tamanho do conjunto de dados e o
ntmero de caminhadas por no, respectivamente. Essas trajetorias exploram as relagoes entre
pontos de dados adjacentes e oferecem uma maneira natural de definir padroes ordinais entre
os pontos. Tendo essas trajetorias ou séries temporais, podemos agora aplicar a metodologia
da representacao simbolica da entropia de permutagao [2]. Esse procedimento de calcular
a entropia de permutacao das caminhadas é o terceiro passo para obtencao da entropia de
permutacao dos k-primeiros vizinhos. De maneira resumida, essa medida é a entropia de
permutacao usual calculada para séries temporais proveniente de caminhadas em um grafo,
sendo que este grafo representa dados irregulares espalhados no espaco.

Para descrever melhor esse procedimento, representamos uma dada caminhada como

{Z}+=1,..w € a segmentamos em parti¢des sobrepostas

ug = (25 Zgt1, - - - Zq+d-1) (1.2)

com d sendo o tamanho da particao ou a dimensao de embeddinge g =1,...,w —d+1 os
indices de cada parti¢ao. Seguindo o procedimento de Bandt e Pompe [2], para cada particao,
determinamos a permutacao 7, = (7o, 71, . .., 74—1) dos nimeros de indice (0,1,...,d—1) que
organizam as observacoes de 1, em ordem crescente. Cada uma das particoes ¢ definida pela
desigualdade Zy1r, < Zgyr, < -+ < Zg40, , €, DO caso de valores iguais, a ordem de ocorréncia
¢ mantida (isto ¢, se Z,4r, , = Z44r, para algum s € (1,...,d — 1), entdo rs_; < ). Esse
procedimento é replicado em todas as trajetorias amostradas, gerando M = N xnx (w—d+1)
permutacoes simbolicas ou padroes ordinais.

A Figura 1.3A ilustra o procedimento de obtencao das sequencias simbolicas. Temos
n = 3 caminhadas aleatoérias de tamanho w = 6 por né e uma dimensao de embedding d = 3.
Considerando como exemplo a primeira caminhada que comegou no né com valor z; = 0,
({Z}i=1..6 = {0,1,2,2,5,6}), temos que a primeira parti¢ao ¢ u; = (0,1,2) e, ordenando
esses elementos em ordem crescentes, 0 < 1 < 2 ou 2149 < 2141 < Z149, encontramos m =
(0,1, 2) que corresponde a um padrao monotonicamente crescente. Tomando agora o exemplo
da segunda parti¢cao da segunda caminhada ({Z}=1. .6 = {7,8,9,3,5,6}), us = (8,9,3),
temos que a ordenacao dos elementos em ordem crescente € 3 < 8 < 9ou 2519 < 2o < Zoyq,
logo o padrao ordinal é my = (2,0,1), correspondendo a um crescimento seguido de um
decrescimento.

Apoés agrupar todos os M simbolos de permutagao {ms}s—1. . s obtidos das trajetorias

amostradas, calculamos a probabilidade p;(Il;) de cada simbolo de permutacao possivel I1;,
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Figura 1.3: Procedimento de representagao simbdlica de Bandt-Pompe e calculo
da entropia de permutacgao k-nn. (A) A abordagem de Bandt-Pompe aplicada a
trés séries temporais de tamanho w = 6. O procedimento envolve a criacao de particoes
sobrepostas de comprimento d (dimensao de embedding) e a organizacao dos indices das
particoes em ordem crescente de seus valores para determinar as permutagoes de orde-
nagao de cada particao (d = 3 neste exemplo). (B) Distribuigao ordinal correspondente
a probabilidade de cada uma das d! permutagoes possiveis e o célculo de sua entropia de
Shannon, que define assim a entropia de permutacao dos k-primeiros vizinhos.

com j =1,...,d!, determinando sua frequéncia relativa

total de permutacoes II; em 7

p;i(IL;) = i (1.3)

As probabilidades resultantes constituem a distribuicao ordinal de probabilidades P =

{I1;};=1...a e sua entropia normalizada de Shannon [33]

= lnd' ij ) Inp;(11;) (1.4)

define a nossa entropia de permutacao de k-vizinhos mais proximos (ou entropia de permu-
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tagdo k-nn, por brevidade). Essa parte final do nosso método esté ilustrada na Figura 1.3B
para o caso das trés caminhadas.

A entropia de permutacao k-nn S mede a uniformidade da distribui¢ao de probabilidade;
quanto mais proximas forem as frequéncias de ocorréncia de cada simbolo, mais proximo sera
o valor de S de seu maximo, isto é, S &~ 1. Em outras palavras, todos os d! possiveis padroes
ordinais sao igualmente provaveis nos dados analisados. Por outro lado, quando S =~ 0, a
distribuicao dos simbolos é muito heterogénea, ou seja, existe um simbolo ou padrao ordinal
que ocorre com frequéncia muito maior que a dos demais.

No caso de dados irregulares, os pontos de dados {7}, z;} podem gerar padroes pela
combinacao de dois processos diferentes. O primeiro é devido aos valores z; e o segundo é
devido & distribuicao espacial dos pontos. Essas duas caracteristicas influenciam no tipo de
padrao que vai surgir, pois uma caminhada vai amostrar os valores z; apenas na ordem que
é limitada pelas possiveis trajetérias do grafo. Assim, por exemplo, nao basta os valores
z; serem regulares; eles também precisam estar dispostos espacialmente de uma maneira
regular para que a entropia seja baixa. Nesse sentido, uma outra maneira de interpretar os
limites da entropia é imaginar que eles quantificam o grau de irregularidade na distribui¢ao
dos pontos de dados {7}, z;}. Esperamos encontrar S ~ 0 (limite inferior) quando os valores
adjacentes de z; apresentarem uma configuracao regular caracterizada pela predominéncia
de um tnico padrao ordinal. Por outro lado, S &~ 1 (limite superior) sugere a auséncia
de estrutura regular entre os valores adjacentes de z;, indicando a falta de preferéncia por
padroes ordinais especificos.

Nossa abordagem incorpora ainda o ntimero de caminhadas aleatérias por né n e o com-
primento dessas caminhadas w como parametros. Juntamente com o tamanho do conjunto
de dados N e a dimensao de embedding d, esses dois parametros especificam o ntmero to-
tal de simbolos de permutagdo M = N x n x (w —d + 1) extraidos dos dados. Portanto,
é essencial ter M > d! para obter uma estimativa confiavel da probabilidade de todos os
d! padroes ordinais possiveis. Naturalmente, w deve exceder d para acomodar as partigoes
u, dentro das trajetérias amostradas. No entanto, a escolha entre um grande nimero de
caminhadas relativamente curtas por nd versus um pequeno numero de caminhadas longas
por n6 tende a ter impacto minimo na estimativa da entropia de permutacao k-nn, uma
vez que os caminhantes aleatérios lembram apenas de sua posicao imediatamente anterior.
Além disso, cada réplica das caminhadas aleatorias gera trajetérias amostradas e simbolos de
permutacao distintos, resultando em diferentes estimativas das distribui¢oes ordinais e, con-
sequentemente, em diferentes valores para a entropia de permutacgao k-nn S. Portanto, além
de garantir que M exceda significativamente d!, as caminhadas aleatérias devem fornecer
uma amostra representativa dos possiveis padroes ordinais extraidos do grafo, tornando as
variacoes em S despreziveis para a anélise. O nimero total de caminhadas de comprimento

d pode ser calculado usando poténcias da matriz de adjacéncia do grafo e pode servir como
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um guia para definir os valores de n e w. Porém, uma estratégia alternativa mais eficaz
¢ aumentar incrementalmente o niimero de caminhadas até alcancar um nivel desejével de

estabilidade na entropia de permutacao k-nn.
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CAPITULO 2

Caracterizacdo de dados irregulares

A entropia de permutac@o k-nn foi concebida para lidar com dados irregulares como os
geoespaciais, nos quais os pontos estao em duas dimensoes e um valor ¢ atribuido a cada
ponto, isto é, um vetor de posicao 7; e um valor associado z;. Matematicamente, esse tipo
de dado também ¢é conhecido como processo pontual (point process) [39].

Distinguir entre padroes regulares e irregulares em dados espalhados em duas dimensoes
constitui um dos principais empreendimentos do trabalho presente. Sendo assim, nosso ob-
jetivo é demonstrar a capacidade da medida de entropia de permutacao k-nn. Para isso,
utilizamos dois grandes conjuntos de testes e realizamos uma analise extensiva neles. O
primeiro conjunto corresponde a um movimento Browniano Fracionério cuja estrutura es-
pacial é fixa, enquanto a estrutura dos valores z; varia. No segundo conjunto, a estrutura
dos valores é constante, enquanto a estrutura espacial varia. Nos dois casos, verificamos
a capacidade da entropia de permutacao k-nn para prever parametros-chave desses dados
utilizando técnicas de aprendizado de maquina, além de compararmos nossos resultado com
outras medidas disponiveis na literatura.

Além disso, com o objetivo de avaliar nossa medida de entropia em dados empiricos,
analisamos trajetorias referentes ao deslocamento da ponta de uma caneta em um conjunto
de assinaturas. Nesse caso, empregamos a distribuicao dos padroes ordinais e, por meio de
procedimentos de aprendizagem de méquina, classificamos as assinaturas em genuinas ou
forjadas, comparando nossos resultados com uma técnica similar baseada na distribui¢ao

ordinal proveniente do procedimento usual de Bandt-Pompe [40].
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2.1 Dados simulados com estrutura espacial fixa

Nosso primeiro conjunto de dados irregulares z; espalhados em duas dimensoes 7; =

(x;,y;) é definido como

T, = Ti—1 + &,
Yi = Ti—1 + &ny, 5 (2.1)

zi = 2zi—1 + &,

na qual &, &, e &, representam ruidos Gaussianos fracionarios [41,42] com média zero,
variancia unitaria e expoentes de Hurst h,, hy e h., respectivamente. Esses termos de ruido
sao simulados numericamente usando o método de Hosking [43]. Desse modo, as variaveis
xi, y; € z; denotam movimentos Brownianos fracionarios, com z; e y; servindo como as
coordenadas dos dados e z; como o valor associado. Os expoentes de Hurst modulam a
rugosidade desses processos estocasticos. Expoentes menores que 1/2 resultam em séries
temporais exibindo alternancias mais frequentes nos sinais do incremento do que o esperado
por acaso (comportamento anti-persistente). Além disso, a série nesse intervalo tem um
aspecto mais irregular e se assemelha a uma trajetoria mais rugosa. Por outro lado, expoentes
maiores que 1/2 levam a séries temporais em que os incrementos mantém seus sinais mais
frequentemente do que o esperado por acaso (comportamento persistente) e a série resultante
se assemelha a uma trajetoria mais suave e regular. Quando o expoente de Hurst é 1/2, essas
séries correspondem ao movimento Browniano convencional. Outra maneira de interpretar
esses diferentes regimes devido ao expoente é por meio de sua dimensao fractal. A dimensao
de cada série ¢ igual a 2 — h,, .; portanto, no limite inferior, a trajetéria parece ocupar o
espaco de uma linha, enquanto que no limite superior, ela parece ocupar o espaco de um
plano.

Escolhemos o movimento browniano fracionério pois ele ¢ um modelo que ja foi extensiva-
mente estudado e possui diversas aplicagoes. Por exemplo, no campo da biologia celular, esse
processo demonstrou ser um modelo para descrever o movimento sub-difusivo dos telomeros,
estruturas que protegem as extremidades dos cromossomos, no niicleo de células humanas
vivas [44, 45], e dos loci cromossomicos em células bacterianas vivas [46,47]. Esse modelo
também é utilizado para descrever o movimento de granulos lipidicos em células mitéticas
iniciais [48]. Assim, o movimento browniano fracionario é um modelo paradigméatico que
explica diversos fendémenos, de modo que qualquer medida com pretensao de ser utilizavel
em contextos gerais deve ser robusta para caracteriza-lo. Além disso, uma vez demonstrada
essa utilidade no modelo, a medida tem o potencial de ser aplicavel a todos os casos citados.

Consideramos inicialmente o caso em que os expoentes de Hurst para as coordenadas
espaciais estao fixos em h, = h, = 1/2, enquanto o expoente h, varia de 0.1 a 0.9 com

incrementos de tamanho 0.1. Essas escolhas mantém uma estrutura espacial constante na
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Figura 2.1: Movimento browniano fracionario com a estrutura da disposigao
espacial fixa. [lustracoes de conjuntos de dados distribuidos irregularmente nos quais
as coordenadas z e y seguem um movimento browniano usual (h,, = 0.5) e a coordenada
z surge de um movimento browniano fracionério caracterizado por diferentes expoentes
de Hurst h, (conforme indicado nos graficos).

distribuicao de pontos e permite investigar se a entropia de permutagao k-nn é capaz de
identificar variagoes de regularidade nos valores z;. A Figura 2.1 mostra nove exemplos de
dados simulados para diferentes valores de h,. Valores menores de h, geram padroes mais
aleatorios, enquanto valores mais altos produzem padroes espaciais caracterizados por valores
semelhantes e tendéncias espaciais entre pontos adjacentes. Outra maneira de identificar
esses regimes ¢ observando as cores. No regime regular, pontos de mesma cor tendem a
ocupar as mesmas regioes, formando um gradiente de cores bem definido ao longo da amostra.
No regime irregular, as cores estao misturadas e nenhum gradiente pode ser observado.
Criamos um conjunto composto por cem réplicas independentes desses conjuntos de da-
dos para cada h, e diferentes tamanhos de conjunto de dados N = 28,29 ... 2! Usando
esses dados, avaliamos como a entropia de permutacao k-nn .S depende do expoente de Hurst
h. para diferentes dimensoes de embedding d, conforme ilustra o painel & esquerda da Fi-
gura 2.2A para N = 1024 e d = 5. O ntimero de vizinhos usado para criar o grafo foi k = 25.

Nesta figura, os marcadores correspondem aos valores médios de S e as areas sombreadas
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representam o intervalo de confianga de um desvio padrao. A entropia de permutagao k-nn
diminui monotonicamente com o expoente de Hurst h, e, portanto, pode distinguir entre
diferentes graus de estrutura espacial nos dados. Valores de entropia mais altos correspon-
dem a uma maior aleatoriedade, enquanto valores mais baixos refletem padroes espaciais
persistentes associados aos expoentes de Hurst mais altos.

Comparamos nossos resultados com o indice I de Moran [49]|, que é uma medida ampla-
mente utilizada para quantificar autocorrelacao espacial [50]. O I de Moran é essencialmente
uma extensao ponderada espacialmente do coeficiente de correlacao de Pearson que pode ser

definida como

(2.2)

W > (2 — 2)?
na qual z denota a média de z;, w;; ¢ um peso entre os pontos de dados z; e z;, e Wy =
va Zﬁv wi; ¢ uma constante de normaliza¢ao. O I de Moran geralmente varia de —1 a 1,
com I — [y = —1/(N — 1) para dados espaciais nao correlacionados, enquanto I > I e
I < Iy indicam, respectivamente, correlagoes espaciais positivas e negativas [51]. A forma
mais simples para a matriz de pesos define w;; = 1 para vizinhos imediatos e w;; = 0 para
outros pares de pontos (com w;; = 0). Uma outra abordagem comum envolve definir o
peso w;; por uma fungao de decaimento com a distancia, por exemplo, w;; = 1/ di;, com
dij = \/(z; — ;) + (y; — y;)? sendo a distancia entre os pontos z; e z;, e @ um expoente

que modula o decaimento [52]. Para nossa comparagao, adotamos esta ultima abordagem
e usamos diferentes valores de o para examinar como I depende do expoente de Hurst h,.
Conforme ilustrada o painel & direita da Figura 2.2A para a =1 e N = 1024, os valores de
I tendem a aumentar com h,. No entanto, diferentemente da entropia de permutacao k-nn
S, a relagao exibida por I nao é monétona e atinge um platdé em torno de h, = 0.7. Além
disso, os valores de I apresentam uma dispersao relativa consideravelmente maior do que .S,
como evidenciado pela extensa area sombreada que representa o intervalo de confianca de um
desvio padrao. Essas observagoes indicam que o I de Moran é menos eficaz na identificacao
dos diferentes graus de estrutura espacial de nossos dados simulados em comparacao com a
entropia de permutacao k-nn S.

Também avaliamos a eficacia preditiva de S e I em tarefas de aprendizado de méquina
empregando o classificador de vizinhos mais proximos [53| (mais detalhes do Apéndice A)
para prever os valores de h, usando cada medida como uma caracteristica preditiva. Dividi-
mos os dados em conjuntos de teste (20%) e treinamento estratificando pelos valores de h, e
treinamos os classificadores usando uma abordagem de validagao cruzada com trés parti¢oes
(three-fold cross-validation) para optimizar o nimero de vizinhos no algoritmo de aprendi-
zado. Em seguida, determinamos a acuréacia das previsoes no conjunto de teste. Repetimos
a divisao entre treino e teste e o processo de treinamento em dez instancias independentes,

calculando a média e o desvio padrao da acurécia nos conjuntos de teste. A Figura 2.2B

27



1.001
051 =10 N=1024
0.99 1
0.4+
£ 0.98 g
o s
Q 4
S 0.97 | =03
=3 [
[ = kel
W 0.96 202
0.95 A 0.1
01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Expoente de Hurst, h, Expoente de Hurst, h,
B
d=3 a=0.5
087 — g=4 081 a=10
—d=5 —a=2.0
© 0.6 =6 0.6 — a=3.0
© —_— =7 — a=10.0
©
3
204 0.41
0.2 02 e z =
28 29 510 ol 512 513 28 29 210 ol1 512 513
Tamanho do dado, N Tamanho do dado, N

Figura 2.2: Comparacao entre a entropia de permutagao k-nn e o / de Moran
na caracterizagao de movimento browniano fracionario. (A) Em vermelho temos
a relacdo entre a entropia de permutacao k-nn S (com d = 5) e o expoente de Hurst h,.
Em azul temos a dependéncia do indice I de Moran (com « = 1) em relagao ao expoente
de Hurst h,. Os marcadores representam os valores médios calculados a partir de cem
réplicas independentes do processo que gera os conjuntos de dados (com N = 1024 pontos
de dados) para cada h, € {0.1,0.2,...,0.9}, enquanto as areas sombreadas representam
intervalos de confianga de um desvio padrao. (B) Acuracia das tarefas de classificagao
voltadas para a previsao de h, usando a entropia de permutagao k-nn .S (tons de vermelho
indicam diferentes dimensoes de embedding d) e o I de Moran (tons de azul indicam
diferentes valores de a) em fungdo do tamanho do conjunto de dados N. As éareas
sombreadas representam o desvio padrao dos niveis médios de acuracia estimados a partir
de dez realizagoes independentes do processo de treinamento do classificador de vizinhos
mais proximos.

mostra a acuracia média em fun¢ao do tamanho do conjunto de dados obtida usando os valo-
res de entropia para diferentes dimensoes de embedding d (painel & esquerda), comparados a
acuracia obtida a partir dos valores do I de Moran para varios valores de «. Esses resultados
indicam que a entropia de permutagao k-nn apresenta uma acurécia significativamente maior
nas previsoes do expoente de Hurst h, em comparac¢ao com o I de Moran (que geralmente
fica abaixo do limiar de acuréacia de 20%).

Além disso, calculamos a matriz de confusao para essas tarefas de classificagao nos con-
juntos de teste, como mostrado na Figura 2.3A. A faixa diagonal na matriz indica que
classificagoes incorretas feitas pelo algoritmo treinado com valores de S geralmente produ-
zem expoentes de Hurst proximos ao valor real. Por outro lado, a matriz de confusao do
algoritmo treinado com valores de I carece de um padrao diagonal semelhante, destacando

a capacidade preditiva inferior de I em relagao a entropia de permutagao k-nn.
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Figura 2.3: Detalhes das previsoes e da acuracia ao empregar a entropia de
permutacao k-nn e o I de Moran. (A) Exemplos de matrizes de confusao resultantes
da aplicacao do algoritmo de aprendizado para prever o valor de h, usando a entropia
S com d = 3 (tons de vermelho) e as estimativas baseadas no I de Moran com a = 1
(tons de azul). (B)Correlagao de Spearman entre os valores de S e h, (tons de vermelho)
para diferentes tamanhos de conjuntos de dados (N, linhas) e dimensées de embedding (d,
colunas), assim como a correlagao entre os valores de I e h, (tons de azul) para diferentes
tamanhos de conjuntos de dados (N, linhas) e expoentes de distancia («, colunas).

Para comparar sistematicamente ambas as medidas e analisar se elas apresentam uma
relagdo clara com o expoente de Hurst, usamos a medida de correlagdo de Spearman (p).
Especificamente, calculamos a correlacao entre S e h,, organizando os resultados por tama-
nho do conjunto de dados N e dimensao de embedding d. Em seguida, comparamos esses
achados com a correlagao entre I e h,, categorizada por tamanho do conjunto de dados N
e expoente de distancia a. Conforme mostra a Figura 2.3B, as correlagoes entre S e h, sao
significativamente mais fortes do que aquelas entre I e h,, independentemente do tamanho
do conjunto de dados, dimensao de embedding ou expoente de distancia.

Esses resultados corroboram nossa hipétese de que a entropia de permutacao k-nn é

sensivel a estrutura dos valores z; e consegue distinguir entre regimes regulares e irregulares.
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2.2 Dados simulados com estrutura de valores fixa

Em uma segunda aplicagao envolvendo dados nao estruturados, investigamos se a entro-
pia de permutacao k-nn pode identificar mudancas estruturais na distribuicao espacial dos
pontos dos dados quando o padrao associado aos valores z; permanece constante. Para isso,
adaptamos o modelo apresentado na Equacao 2.1 para criar conjuntos de dados espaciais

7 = (x4, 9;) e z; da seguinte maneira:

T =T+ 5;82

Yi = Yi-1 + f}(,,z)y ) (2.3)

Zi:i

na qual 5(96) e §(y) sdo ruidos gaussianos fracionarios [41, 42| com média zero, variancia
hzy hzy Y )

unitaria e um mesmo expoente de Hurst hg,,.
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Figura 2.4: Movimento browniano fracionario com a estrutura de valores z; fixa.
[lustragao de dados espalhados gerados usando o movimento browniano fracionario des-
crito na Equagao 2.3 com diferentes valores do expoente de Hurst hy,,.

Os conjuntos de dados gerados por meio deste modelo produzem um movimento brow-
niano fracionario bidimensional nas coordenadas dos dados 7; = (z;,y;), enquanto os valores
z; simplesmente representam os indices dos passos temporais. Como ilustrado na Figura 2.4,
valores menores de hg, resultam em comportamento anti-persistente nas coordenadas dos

dados, levando a padroes mais irregulares associados aos valores de z;. Por outro lado, va-
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Figura 2.5: Comparagao entre a entropia de permutacao k-nn e o / de Moran.
(A) Em vermelho temos a relagao entre a entropia de permutagao k-nn S (com d = 5) e o
expoente de Hurst h,,. Em azul temos a dependéncia do indice I de Moran(com o = 1)
em relacao ao expoente de Hurst h,,. Os marcadores representam os valores médios
calculados a partir de cem réplicas independentes do processo que gera os conjuntos
de dados (com N = 1024 pontos de dados) para cada h,, € 0.1,0.2,...,0.9, enquanto
as areas sombreadas representam os intervalos de confianga de um desvio padrao. (B)
Acurécia das tarefas de classificacao voltadas para a previsao de h,, usando a entropia de
permutagao k-nn S (tons de vermelho indicam diferentes dimensoes de embedding d) e o
I de Moran (tons de azul indicam diferentes valores de «), ambas em fun¢ao do tamanho
do conjunto de dados N. As areas sombreadas representam um desvio padrao dos niveis
médios de acuracia estimados a partir de dez realizagoes independentes do processo de
treinamento do classificador de vizinhos mais préximos.

lores maiores de h,, induzem um comportamento persistente nas coordenadas dos dados,
resultando em padroes mais regulares caracterizados por valores adjacentes de z; com ten-
déncias crescentes ou decrescentes. Do ponto de vista da dimensao fractal do movimento
browniano, o regime irregular pode ser entendido como uma estrutura que se aproxima de
um plano. Isso fica claro ao observar os pontos quando h,, ¢ baixo, pois eles estao espalhados
de maneira a ocupar quase todo o espago do plano. No regime regular, a dimensao fractal é
baixa e processo se parece com uma linha, o que também pode ser visto quando h,,, ¢ alto.

Consideramos h,, = 0.1,0.2,...,0.9 para gerar um conjunto com cem réplicas indepen-
dentes desses processos para cada hg,, além de variar o tamanho do conjunto de dados com
N =2829 .. 213 Usando esses dados simulados, estimamos a entropia de permutacao k-
nn S em funcao do expoente de Hurst h,, para varias dimensoes de embedding d e analisamos
como o I de Moran depende de h,, para diferentes valores do expoente de distancia . A
Figura 2.5A mostra essas relagoes para N = 1024 com valores de entropia calculados usando
d = 5 e valores de I determinados com o = 1. Consistente com nossas expectativas, notamos

que S diminui com o aumento de h,,, enquanto / aumenta. O I de Moran exibe uma associ-
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acao aproximadamente linear, enquanto a entropia de permutacgao k-nn S exibe uma relagao
nao linear marcada por uma répida diminuicao para h,, > 0.5. Notavelmente, a dispersao
relativa quantificada pelos intervalos de confianga de um desvio padrao é consideravelmente
menor para S do que para I, especialmente para expoentes de Hurst menores.

Para comparar melhor as duas medidas, usamos a mesma estratégia da secao anterior
e avaliamos a eficacia preditiva de S e I em tarefas de aprendizado de méquina usando o
classificado de vizinhos mais préximos para prever o valor de h,,. A Figura 2.5B exibe a
acuracia média dessas tarefas preditivas em func¢ao do tamanho do conjunto de dados, usando
valores de entropia S para diferentes dimensoes de embedding e I de Moran calculados para
diversos expoentes de distancia. Mais uma vez, o desempenho da entropia de permutacao
k-nn supera significativamente o I de Moran, independentemente do tamanho do conjunto
de dados ou dos parametros d e .

Essa superioridade é ainda apoiada pelas matrizes de confusao da Figura 2.6A, nas quais
observamos que previsoes incorretas feitas pelo algoritmo treinado com valores de entropia
estao tipicamente a um passo do verdadeiro expoente de Hurst, resultando em um padrao
diagonal quase perfeito. Por outro lado, o algoritmo treinado com I de Moran apresenta uma
faixa diagonal consideravelmente mais ampla, refletindo a menor eficicia dessa medida para
a tarefa. Avaliamos também a qualidade das relacoes S versus hy, e I versus h,, calculando
a correlagdo de Spearman e categorizando os resultados por N e também por d (para a
entropia) e a (para o I de Moran). A Figura 2.6B apresenta essas correlagdes, indicando que
a associacao entre S e hy, ¢ substancialmente mais correlacionada do que a relagao entre I
e hgy, independentemente do tamanho do conjunto de dados ou dos parametros d e «.

Nesta extensa anélise, verificamos que a entropia também é sensivel & estrutura espacial
dos dados e consegue distinguir entre regimes regulares e irregulares. Somando com resulta-
dos obtidos na se¢ao anterior, concluimos a eficiacia geral da entropia. Devemos ressaltar que
esses testes foram feitos deixando cada uma das estruturas fixas e variando a outra. Muito
provavelmente um dado empirico nao seré tao bem comportado, e inferir se a irregularidade é

proveniente da estrutura espacial ou dos valores z; nao é possivel apenas olhando a entropia.
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Figura 2.6: Detalhes das previsoes e da acuracia das medidas de entropia de
permutacao k-nn e do I de Moran. (A) Exemplo de matrizes de confusao resultantes
da aplicacao do algoritmo de aprendizado usado para prever o valor de h,, usando a
entropia S para d = 3 (tons de vermelho) e as estimativas baseadas no I de Moran
(tons de azul) (B) Correlacao de Spearman entre os valores de S e hy,, (tons de vermelho)
para diferentes tamanhos de conjuntos de dados (N, linhas) e dimensées de embedding (d,
colunas), assim como a correlagao entre os valores de I e hy,, (tons de azul) para diferentes
tamanhos de conjuntos de dados (N, linhas) e expoentes de distancia (a, colunas).

2.3 Classificacao de assinaturas

Como uma primeira aplicagao de nossa abordagem a dados empiricos, analisamos um
conjunto de dados assinaturas referentes a “Primeira Competicao Internacional de Verificacao
de Assinaturas (SVC2004)” [54]. Esse dado consiste em 40 conjuntos de assinaturas de
pessoas, cada um correspondente a 20 assinaturas genuinas e 20 falsificagoes habilidosas,
totalizando 1600 assinaturas. Os dados incluem assinaturas chinesas e ocidentais.

Nesta competicao, cada participante produziu 20 assinaturas genuinas e 20 falsificagoes
habilidosas de outras assinaturas em duas sessoes. As assinaturas foram registradas em um
mesa digitalizadora Wacom Intuos. Por questoes de privacidade, os participantes criaram
novas assinaturas ao invés de usar suas assinaturas reais, praticando para manter a consis-
téncia espacial e temporal. Na primeira sessao, os colaboradores forneceram 10 assinaturas
genuinas, com pratica permitida antes da coleta. Na segunda sessao, que ocorreu ao menos

uma semana depois da primeira, os participantes forneceram outras 10 assinaturas genuinas
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Figura 2.7: Exemplo de assinatura e das propriedades medidas durante a escrita.
(A) Exemplo de assinatura original correspondente ao primeiro conjunto de nimero 7.
A linha foi criada interpolando os pontos de acordo com a evolucao temporal. Esse
processo foi feito apenas para fins ilustrativos, pois os dados nao sado continuos. (B)
Ilustracao das propriedades coletadas durante a assinatura. Os pontos mostram os valores
associados a pressao, tempo, angulo de altitude e angulo azimutal, respectivamente, em
azul, vermelho, amarelo e rosa. As tonalidades indicam a intensidade relativa dos valores.
(C) Propriedades representadas como séries temporais, incluindo as coordenadas x e y
como fungao do tempo t.

e quatro falsificacoes habilidosas das assinaturas de outros cinco participantes, usando um
visualizador para ver e praticar as assinaturas genuinas antes de falsifica-las.

Nos dados, cada assinatura é representada como um conjunto de pontos, os quais possuem
coordenadas = e y como funcao do tempo ao longo do processo de escrita. Além disso, os
dados também contemplam a pressao, os valores do angulo de altitude e os valores do angulo
azimutal durante a escrita, propriedades que, em conjunto com o tempo, denotamos como
z;. Mantivemos a nomenclatura usada na base de dados [54], de modo que o angulo de
altitude se refere ao angulo entre a caneta e o plano da escrita, representando o quao vertical
a caneta estd. Assim, ao considerar as assinaturas como pontos espalhados no plano da
escrita, estamos lidando com dados irregulares. Um exemplo de uma assinatura genuina é

mostrado na Figura 2.7A, na qual interpolamos os pontos para melhor visualizagao. Por
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outro lado, a Figura 2.7B representa as propriedades em conjunto com a estrutura espacial,
enquanto a Figura 2.7C mostra as mesmas propriedades, bem como as coordenadas x e y
como séries temporais.

Diferentemente das aplicacoes anteriores, vamos usar todos os valores da distribuicao de
probabilidade ordinal P = {IL;},—; _a no lugar de usar apenas a entropia de permutacao
k-nn. Além disso, vamos comparar nossos resultados com aqueles obtidos ao usar a mesma
distribuicao ordinal calculada a partir das representacoes do dado como séries temporais.
Nossa ideia ¢é verificar se existe perda significativa de informacao ao ignorar a estrutura
espacial dos dados quando seguimos o procedimento usual de Bandt-Pompe no lugar de
analisar os padroes extraidos como nossa abordagem que explicitamente considera a estrutura
espacial dos dados.

De maneira mais especifica, utilizamos nossa abordagem considerando as coordenadas das
assinaturas como os vetores 7; = (z;,y;) e as propriedades pressao, tempo, angulo de altitude
e angulo azimutal como valores z;. Assim, para cada propriedade, uma assinatura é mapeada
em um espaco de d! dimensoes, sendo cada dimensao correspondente a probabilidade de um
dos d! padroes ordinais. Para o caso do procedimento usual de Bandt-Pompe, consideramos
as séries temporais das propriedades coletadas e estimamos a distribui¢cao ordinal para cada
uma. Sendo assim, também nesse caso as assinaturas sao mapeadas em um espago de d!
dimensoes; porém, os padroes ordinais dessa abordagem se referem aos padroes extraidos
apenas das séries temporais.

Em uma tentativa de visualizar da estrutura do espaco de padroes ordinais obtidas a
partir de nosso método, utilizamos o algoritmo de reduc¢ao de dimensionalidade UMAP
(uniform manifold approximation and projection) |34,35]. De maneira resumida, podemos
considerar que o UMAP cria uma representacao vetorial de baixa dimensao de uma espagco de
alta dimensao de modo a tentar preservar aspectos topologicos da estrutura de alta dimensao.
A Figura 2.8 mostra uma projegao UMAP da distribui¢ao ordinal dos padrdes obtidos ao
considerar o tempo como variavel z;, dimensao de embedding d = 6 e k = 30 vizinhos.

Essa projecao indica que que nem todas as assinaturas estao separadas uniformemente
no espaco, permitindo-nos delinear trés comportamentos principais, os quais denominamos
por classes de conjuntos. A primeira classe consiste em assinaturas fortemente agrupadas
em regioes distintas, principalmente na borda a direita. Essas assinaturas ocupam regioes
Gnicas no espaco dos padroes, tais como o conjunto 14, representado por circulos na cor
verde escura que se apresenta separado do corpo principal da projecao. A segunda classe
representa um regime intermediario de unicidade, como ilustrado pelo conjunto 12 que esta
representado por quadrados na cor azul escura. Esse conjunto tem um grupo de assinaturas
na parte inferior e outro disperso na parte superior a direita; porém, ainda assim, aqueles
dentro de cada grupo estao préoximos entre si. Isso indica que hé regioes desconectadas

no espaco dos padroes, mas dentro de cada regiao as assinaturas de uma mesma pessoa
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Figura 2.8: Projecao UMAP das distribuigoes de padroes ordinais calculadas a
partir de nosso método. Os padroes ordinais foram extraidos usando o tempo como
valores z;, dimensao de embedding d = 6 e k = 30 vizinhos. Desse modo, as assinaturas
em nosso conjunto de dados sao representadas como vetores de 6! = 720 dimensoes. Nessa
figura, cada combinac¢ao de marcador e cor especifica corresponde a um conjunto distinto
de assinaturas, sem distingao entre genuinas e forjadas. Abaixo da projecao UMAP,
destacamos trés exemplos ilustrativos de assinaturas.

permanecem proximas. A terceira classe, ilustrada pelo conjunto 16 e representada por
quadrados na cor vermelho escura, carece de padroes distintos e esta espalhada por todo o
corpo principal da projecao. Este espalhamento generalizado indica que essas assinaturas
distintas tém distribui¢oes de padroes similares entre si. Além disso, é interessante observar
que nao ha uma separagao clara entre assinaturas chinesas e ocidentais, sugerindo uma certa
universalidade nos padroes ordinais com relacao ao idioma das assinaturas.

Para comparar sistematicamente a eficicia preditiva da nossa abordagem com o proce-
dimento usual de Bandt-Pompe, propomos algumas tarefas de classificagao utilizando al-
goritmos de aprendizado de maquina. Nesse caso, empregamos o algoritmo XGBoost [55]

(extreme gradient boosting, veja o Apéndice A), que é uma implementagao avangada do mé-
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todo boosting de gradiente, projetada para alta eficiéncia computacional e acuracia. Esse
método constréi uma série de arvores de decisao sequencialmente, de modo que cada nova
arvore corrige os erros das anteriores por meio da otimizacao de uma fungao de perda. Para
isso, alocamos 20% dos dados para teste e usamos o restante para treinamento. Treina-
mos o modelo XGBoost utilizando as distribui¢oes ordinais extraidas das duas abordagens.
No entanto, o uso direto das probabilidades nesse espaco de alta dimensao gera modelos
computacionalmente ineficientes. Para resolver esse problema, reduzimos a dimensao da
distribuigao ordinal por meio da anélise de componentes principais ou PCA na sigla inglesa
para principal component analysis. Esse método de reducao de dimensionalidade transforma
as probabilidades ordinais em um conjunto de componentes linearmente nao correlacionados.
Essas componentes sao classificados pela quantidade de variancia que explicam dos predi-
tores originais, retendo as informacgoes mais significativas ao mesmo tempo que reduzem o
numero de dimensoes do espaco. A depender da dimensao de embedding, os padroes extrai-
dos de ambos os métodos foram reduzidos para 5 (quando d = 3) ou 10 (quando d > 3)
componentes PCA.

De maneira mais especifica, propomos quatro tarefas de aprendizado de méaquina: i)
classificacao de todo o conjunto de dados de modo a distinguir entre diferentes conjuntos
de assinaturas; 7i) classificacdo usando apenas assinaturas genuinas; 4ii) classificacao usando
apenas assinaturas falsificadas; e iv) verificagdo se uma assinatura é genuina ou falsificada.
Nessa ultima tarefa estamos interessados em distinguir entre assinaturas genuinas e falsi-
ficadas e entre diferentes conjuntos de assinaturas ao mesmo tempo, ou seja, o modelo de
aprendizado de maquina tenta prever um rétulo categorico da assinatura e a autenticidade.

Na Figura 2.9, mostramos a comparacao de ambos os métodos utilizando apenas espaco
e tempo. No caso do procedimento usual de Bandt-Pompe, os padroes extraidos das co-
ordenadas = e y foram usados em conjunto, formando vetores 2 x d!. Ja no caso da nossa
abordagem, o tempo foi considerado valores z;. Notamos que nosso método resultou em uma
acuracia significativamente maior ao usar parametros especificos. Na tarefa de verificagao,
com d = 6 e k = 30, temos uma acuracia de 60%. Notavelmente, a dimensao de embedding
d = 3 resultou em acuracia mais baixa, enquanto dimensoes mais altas forneceram resultados
melhores. Esse resultado indica que os padroes extraidos com d = 3 nao caracterizam as
assinaturas de maneira tinica e que os padroes tinicos de um conjunto de assinaturas surgem
apenas em dimensoes embedding maiores. Nesse sentido, o desempenho similar para d = 5 ou
d = 6 sugere que nao ha mais informacoes que possam ser extraidas usando valores maiores
de d. Além disso, o numero de vizinhos k£ também afeta significativamente a acuracia da
previsao em todas as tarefas, sendo as acuracias significativamente maiores com k£ = 30 do
que com k = 3. Dado que esse parametro permite que o caminhante amostre estruturas
espaciais mais globais ou mais locais, podemos concluir que as estruturas espaciais das as-

sinaturas possuem mais detalhes distintivos em grandes escalas espaciais. De fato, quando
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Figura 2.9: Comparagao das analises de padroes ordinais baseadas em nosso pro-
cedimento e na abordagem usual de Bandt-Pompe para classificar assinaturas.
O painel superior & esquerda mostra a classificagao considerando todo o conjunto de da-
dos. O painel superior a direita mostra a classificagao das assinaturas genuinas. O painel
inferior & esquerda mostra a classificacao das assinaturas falsificadas. O painel inferior
direita mostra a tarefa de verificacao das assinaturas genuinas e falsificadas. Em todos os
painéis, a cor azul representa o procedimento usual de Bandt-Pompe, enquanto as cores
laranja e verde representam nossa abordagem com k£ = 3 e k = 30, respectivamente.
Além disso, nessa representacao de diagrama de caixa, as caixas mostram o primeiro
quartil da acuracia enquanto as linhas horizontais representam os valores médios. Os
bigodes se estendem para mostrar o restante da distribuigao, exceto por outliers, que sao
representados por circulos vazios. Ao longo do eixo horizontal mostramos os resultados
para diferentes valores da dimensao de embedding.

analisadas em escala pequena de espaco, as assinaturas exibem predominantemente estrutu-
ras espaciais semelhantes a linhas, que sao bem capturadas ao usar k£ = 3 pois os pontos sao
conectados em uma ordem quase sequencial. Ao usar mais vizinhos, capturamos estruturas
mais complexas que podem surgir onde as linhas se cruzam ou estao préoximas, mantendo
ainda a estrutura sequencial como um subgrafo. Notamos também que o procedimento usual
de Bandt-Pompe obteve um desempenho pior em todas as tarefas independentemente da di-
mensao de embedding, o que pode ser associado a sua incapacidade de lidar adequadamente

com a estrutura espacial dos dados.
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Figura 2.10: Comparacao das matrizes de confusao. A tarefa compreende a classifi-
cagao das assinaturas usando todo o conjunto de dados. A matriz a esquerda em verde
¢ baseada no nosso procedimento de célculo da distribuicao ordinal, enquanto a matriz
a direita em azul é baseada no procedimento usual de Bandt-Pompe. Nos dois casos, as
tonalidades das cores indicam a fracao de classificagoes corretas.

Comparamos também as matrizes de confusao para a tarefa de verificagao usando os
parametros que resultaram nas maiores acuracias das duas abordagens, como mostrado na
Figura 2.10. Para o nosso método, a matriz de confusao exibe uma estrutura diagonal bem
definida. Em contraste, a matriz para o método usual de Bandt-Pompe mostra apenas uma
diagonal ténue, refletindo um desempenho inferior. Dado que o conjunto de dados compre-
ende assinaturas chinesas e ocidentais, nao observamos diferenca significativa na acuracia da
previsao entre os dois tipos de escrita.

Em ambas as abordagens, ha uma diferenca clara na classificagao dos conjuntos de assina-
turas genuinas e falsificadas. Além disso, a acuracia da classificagao das assinaturas genuinas
sozinhas é maior do que a do conjunto de dados completo, indicando que a introducao de
assinaturas falsificadas aumenta a confusao no modelo. Isso também indica que os conjuntos
de assinaturas falsificadas estao mais relacionados entre si, enquanto as assinaturas dentro de
cada conjunto sao mais diferentes entre si. Sabemos que assinaturas falsificadas sao escritas
plancjadas, enquanto assinaturas genuinas estdo associadas a movimentos naturais [56, 57].
Portanto, a maneira natural de escrever uma assinatura parece ser mais tnica, no sentido
de ser representada por padroes ordinais de tempo, do que ao tentar copiar uma. Também
existe a possibilidade de que os padroes caracterizem os individuos que escreveram as assi-
naturas, dado que todas as 20 assinaturas genuinas em cada conjunto foram escritas pela
mesma pessoa, enquanto as assinaturas em cada um dos conjuntos falsificados foram escritas
por pessoas diferentes [54].

Para testar e comparar se as outras propriedades sao tao representativas quanto o tempo,

extraimos padroes ordinais usando as séries temporais de cada uma. Em contraste, nosso
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Figura 2.11: Acuracia nas tarefas de verificagao usando padroes das outras pro-
priedades do dado e a variancia explicada de cada componente do PCA. (A)
Comparagao da acuracia na tarefa de verificagao para as propriedades pressao, angulo
de altitude e angulo azimutal das assinaturas. Em azul mostramos o desempenho da
abordagem usual de Bandt-Pompe com dimensao de embedding d = 3 (que foi a melhor).
Em laranja mostramos o desempenho da nossa abordagem com d = 6 e k = 30. (B)
Variancia explicada dos componentes PCA para o tempo, a pressao, o angulo de altitude
e o angulo azimutal, conforme indicado na legenda.

método extraiu padroes dos dados usando a estrutura espacial e os valores z; associados
a cada ponto, permitindo aproveitar simultaneamente a estrutura dos valores de {z;} e a
estrutura espacial das propriedades. A Figura 2.11A demonstra que a pressao teve o melhor
desempenho, superando até mesmo o tempo no caso do procedimento usual. Os valores do
angulo de altitude e do angulo azimutal levam a acuracias menores, sugerindo que a posi¢ao
da caneta de uma pessoa varia muito dentro de seu conjunto de assinaturas o torna essas
varidveis menos importantes para classificar as assinaturas.

Por fim, para confirmar que o nimero de componentes PCA usados é suficiente, mostra-
mos a variancia explicada de cada componente para a tarefa de verificacao feita usando as
duas abordagens na Figura 2.11B, na qual observamos que as duas primeiras componentes

j& explicam quase a totalidade da variancia dos dados.
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CAPITULO 3

Caracterizacdo de imagens

Na literatura, a primeira tentativa de aplicar a entropia de permutacao a imagens foi
feita calculando padroes ordinais a partir de particdoes bidimensionais de tamanho d, x
d, (as dimensdes embedding) em matrizes regulares representando intensidades de pixels
em uma imagem [29]. No contexto da nossa abordagem, uma outra possibilidade envolve
considerar imagens como dados dispostos em uma estrutura espacial regular que corresponde
aos pixels arranjados nas posi¢oes de uma rede quadrada. Para tal, podemos considerar as

coordenadas espaciais como 7, = (7, j) e associar as intensidades dos pixels x;; aos valores z,

comt =1,..., N enumerando todos os N = N, N, pixels em uma imagem e ¢ = 1,..., N,
ej=1,..., Ny servindo de indices para as linhas e colunas da representacao matricial da
imagem.

Uma das possiveis vantagens de calcular a entropia de permutacao k-nn nesse tipo de dado
¢ que nossa abordagem permite a extragao de padroes ordinais mais gerais de uma matriz
de imagem {xl]}fjllg: Além disso, ao variar o nimero de vizinhos k, criamos estruturas
de grafos de vizinhos mais proximos que permitem acessar padroes ordinais em diferentes
escalas espaciais, como pode ser visto na Figura 3.1. Por exemplo, ao conectar os primeiros
vizinhos dos pixels de uma imagem (k = 4), obtemos um grafo que possibilita a extragao de
padroes ao longo de trajetorias limitadas pela ordem dos pixels adjacentes. Ao conectar os
primeiros e segundos vizinhos (k = 8), temos a adi¢ao de arestas entre as diagonais dos pixels,
produzindo amostras de pixels ao longo das diregoes vertical, horizontal e diagonal. Seguindo
esse procedimento, podemos adicionar os terceiros vizinhos (k = 12) com o grafo gerado
conectando aos segundos vizinhos nas dire¢oes horizontal e diagonal. Nessa representacao,
os segundos vizinhos sao vistos como tendo a mesma distancia que os primeiros vizinhos e o

caminhante tera a mesma probabilidade de “pular” para um pixel ou mover-se para um pixel
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adjacente. Isso permite que os caminhantes explorem nao apenas padroes sequenciais, mas
também padroes segmentados. Isso significa que a entropia pode extrair padroes presentes em
diferentes escalas na imagem. A medida que o nimero de vizinhos aumenta, a possibilidade

de uma maior heterogeneidade espacial nas amostras também aumenta.
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Figura 3.1: Grafos em redes regulares. Ilustracoes de grafos regulares formados ao
conectar pixels em uma imagem 4 X 4 aos seus primeiros (k = 4), segundos (k = 8),
terceiros (k = 12), quartos (k = 16) e quintos (k = 20) vizinhos.
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Para analisar sistematicamente essas possibilidades, neste capitulo, empregamos a entro-
pia de permutacao k-nn para caracterizar simulagoes de texturas de cristais liquidos colesté-
rico com o intuito de prever uma propriedade fisica desse tipo de material usando métodos
de aprendizado de maquina. Além disso, comparamos nossos resultados com aqueles obtidos

ao usar a entropia de permutacao usual de dados em duas dimensoes.

3.1 Texturas de cristais liquidos colestéricos

Nossa investigacao tem como objetivo inicial examinar texturas de cristais liquidos co-
lestéricos com diferentes comprimentos de passo (uma propriedade fisica desse material que
apresentaremos a seguir) que foram previamente estudados usando a entropia de permutagao
usual [7]. Nosso objetivo é realizar uma anéalise similar utilizando a entropia de permutacao
k-nn. Pretendemos demonstrar que os valores da entropia sao distintos para cada compri-
mento de passo e, usando aprendizado de maquina, iremos verificar a capacidade prever o
valor do comprimento de passo de cada textura com base no valor da entropia.

O estado liquido cristalino é uma mesofase entre o sélido cristalino e o liquido isotropico
possuindo propriedades de birrefringéncia de um cristal e podendo fluir como um liquido [58].
A ordem em um cristal liquido pode ser pensada como o quao alinhado seus componentes
estao em relacao a um eixo preferencial. Cada molécula tem sua dire¢ao representada por
um vetor a. O vetor diretor 77 de um cristal liquido é a média dos eixos preferenciais das
moléculas. No entanto as dire¢does +d e —a sao equivalentes, sendo assim, o vetor diretor,
de certa forma, nao tem sentido e apenas representa uma direcao. Tal média é tomada em
um volume grande comparado as dimensoes da molécula, mas pequeno o suficiente quando
comparado ao comprimento das deformagoes do vetor diretor, sendo possivel associar uma

fungao continua ao vetor diretor, 7i(7), com 7 representando uma posi¢do na amostra.
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Nesse contexto, o grau de alinhamento pode ser medido por meio da quantidade S,

denominada parametro de ordem uniaxial e definida como

1 ™
5= (3cos?0—1) = om / Pylcos(8)]£(0) sin(8)d6 (3.1)
0
em que Py[cos(f)] é o segundo polindomio de Legendre e 6 é o dngulo formado entre o eixo
principal da molécula e o diretor. Além desse direcionamento principal, as moléculas também
podem se organizar de tal maneira a criar uma segunda direcao privilegiada representada
pelo vetor codiretor [ que é perpendicular a 7. Assim como o parametro de ordem uniaxial,

é possivel criar um grau de alinhamento com relacao ao codiretor definido por
P = [(Py(a.l)) — (Pa(a.m))], (3.2)

com 17 = @ x [ [59]. Tal parametro esta definido no intervalo [—32 sendo que, P =0 ¢é

23 5]
o ordenamento uniaxial e P = 5 representa um ordenamento biaxial ao longo do codiretor.
Os possiveis valores de P estao limitados por S, ou seja, —(1 —S5) < P < (1 —5), de tal
modo que o ordenamento biaxial perfeito s6 é possivel quando S = —%.

Também é possivel definir um tensor de ordem 2 que englobe os dois parametros de
ordem . !
no qual 7, j e k variam de um a trés e representam a base canonica. Sendo assim, os indices
dos versores representam a decomposi¢ao do vetor na dire¢ao da respectiva coordenada.
Esse parametro de ordem tensorial é suficiente para descrever cristais liquidos nematicos e
colestéricos. A diferenca entre os dois é que o colestérico nao possui simetria quiral, ou seja,
ele é diferente da sua imagem espelhada. Os colestéricos possuem uma estrutura em que
a orientacao das moléculas gira em torno de um eixo, formando uma hélice. Dado o eixo
helicoidal, & medida que se percorre esse eixo, o vetor diretor 77 gira e o periodo espacial para
que 77 dé uma volta completa é igual a [ = £, com p sendo conhecido como comprimento do
passo do colestérico. Devido a essa estrutura periddica, os colestéricos produzem reflexoes
de Bragg, sendo assim, o passo também pode ser entendido como o comprimento de onda
da luz refletida de Bragg.

No modelo fenomenologico de Landau-de Gennes, a energia livre deve ser expandida em

poténcias que sao combinagoes invariantes dos elementos de @);;, isto ¢,

A B C L, 0Q;; Q)
frac = 5 QiQji + 5 QuQuri + _(Qiijz‘)2 1 0@y 08y |
2 3 2 8xk 8Ik (3 4)
L 9Qi; Qi L3Q 0Qr 0Qu L e110; 8Qw '
2 al'] &’Uk g 83:1 8$] p ikl'0ij Ty
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Os trés primeiros termos sao necessarios para descrever transi¢ao de fase, sendo que A, B e
C' sao parametros termodinamicos. Por exemplo, uma transicao de fase é descrita por uma
mudanga no sinal de A(T"). Os outros termos quantificam uma penalidade energética devido
as distorgoes elasticas, sendo que Ly, Ly, Lg e L, sao constantes elasticas. Em especial, p o
comprimento do passo colestérico. A evolugao temporal do parametro de ordem tensorial é

dado pela equagao
FaQij _ Ofrac  d 0
ot an] dxy, Ofraa Qi

oxy,

, (3.5)

na qual usamos a notagao de soma de Einstein para indices repetidos. Além disso, I' é a
viscosidade rotacional do cristal liquido e ¢ é o tempo.

Para simular texturas colestéricas, podemos resolver numericamente a evolugao temporal
das componentes do parametro de ordem via a Equagao 3.5. Nos reportamos a Sigaki et
al. [7] para mais detalhes sobre essas simulagoes e a obtengao das texturas. A Figura 3.2
mostra exemplos dessas texturas para seis diferentes comprimentos de passo, nas quais os
pixels representam a intensidade da luz transmitida através das amostras. Para nossas
analises, utilizamos 355 texturas de tamanho 150 x 150 para cada comprimento de passo p

entre p = 15 nm a p = 29 nm em passos de 2 nm.

Figura 3.2: Texturas de cristais liquidos colestéricos. Exemplos de texturas opticas
de cristais liquidos colestéricos com diferentes passos p. A intensidade da luz transmitida é
representada pelos tons de laranja, sendo tons mais claros indicativo de maior intensidade
e o tons mais escuros de menor intensidade da luz.

Calculamos a entropia de permutacao k-nn S para todas as texturas em nosso conjunto
de dados, utilizando nimeros de vizinhos k = 4,8, ...,24 (correspondente aos primeiros até
os sextos vizinhos) e dimensoes embedding d = 4,5. Subsequentemente, avaliamos a relagao
entre os valores médios de S e os comprimentos de passo p, comparando esses resultados

com os da entropia de permutagao bidimensional usual com d, = d, = 2.
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Figura 3.3: Comparagao entre a entropia de permutagao k-nn e a entropia usual
em imagens. (A) A esquerda mostramos os valores das entropia em funcdo do passo
p. Em vermelho representamos a entropia de permutagao dos k-primeiros vizinhos e
em azul a entropia usual. A direita mostramos a analise da acuracia em tarefas de
classificagao com o objetivo de prever o passo p usando as duas entropias com diferentes
valores da dimensao de embedding d = {4,5} e diferentes valores de primeiros vizinhos
k = {4,8,...,24}. (B) Exemplo de matrizes de confusdo resultantes da aplicacdo do
algoritmo de aprendizado para prever o valor de p usando a entropia de permutagao k-nn
com d =4 e k = 24 (tons de vermelho) e usando a entropia usual (tons de roxo).

Como mostrado no grafico a esquerda da Figura 3.3A, ambas as medidas de entropia
(para k = 24 e d = 4) exibem uma tendéncia decrescente semelhante com o comprimento
do passo. As areas sombreadas representam um desvio padrao de cada quantificador entre
as texturas para cada passo. Um exame detalhado dessas curvas revela que a variabilidade
na entropia de permutacao k-nn é menor do que a variabilidade da entropia de permutacao
usual. Para verificar se essa diferenca é suficiente para melhora a eficacia da classificacao
com o uso da entropia de permutacao k-nn, aplicamos a mesma metodologia de aprendizado
de maquina de nossas investigacoes anteriores para categorizar texturas colestéricas utili-
zando cada medida de entropia como uma caracteristica preditiva. Os resultados no grafico
a direita da Figura 3.3A mostram a acuracia média dos classificadores treinados com valores
da entropia de permutacao k-nn usando um ntmero crescente de vizinhos k, comparados a

acuracia média alcangada com a entropia de permutacao usual para. Observamos que usar a
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entropia de permutacao k-nn melhora marginalmente a acuracia quando k = 4 (86% versus
85% para a entropia convencional). No entanto, & medida que o namero de vizinhos usados
para calcular a entropia de permutacao k-nn aumenta, a disparidade entre os dois métodos
se torna mais pronunciada. Notavelmente, a acuracia atinge 96% para k = 24, um desem-
penho comparavel a métodos mais sofisticados baseados em redes neurais convolucionais
profundas [60].

A Figura 3.3B compara matrizes de confusao tipicas dos classificadores treinados com
ambas as medidas de entropia, destacando que a entropia de permutagao k-nn melhora
principalmente a acurécia da classificacao para valores altos do passo. Portanto, os padroes
ordinais originados da estratégia de amostragem introduzida por nossa abordagem de fato
fornecem mais informagoes sobre a estrutura da imagem, o que se traduz em um desempenho
de classificagao aprimorado.

O comprimento do passo é uma propriedade fundamental de cristais liquidos colestéricos,
pois além de determinar a periodicidade da estrutura helicoidal, ele influencia diretamente
a aparéncia optica e propriedades fisicas do material. O passo também pode definir se a
textura observada é homeotropica, de impressao digital ou focal-conica [58]. Além disso,
o passo afeta a formagao e a estabilidade de defeitos topologicos, a resposta a estimulos
externos como campos elétricos e magnéticos, e a capacidade de refletir luz em comprimentos
de onda especificos, crucial para aplicacoes em mostradores, sensores Opticos e materiais
fotonicos [61]. Mais ainda, existe aplica¢do pratica em tentar obter o passo a partir das
texturas, pois quando visto em um microscopio Optico essa propriedade s6 é facilmente
determinada quando o eixo helicoidal estd perpendicular a direcao de visualizagao, o que
nem sempre ocorre. Assim existe a perspectiva do uso da entropia k-nn como estimador do
passo em situacoes experimentais.

As analises realizadas até agora comprovam que a entropia k-nn é perfeitamente capaz de
analisar imagens, possibilitando uma série de aplicagoes e também revisitar outros problemas
analisados com a entropia usual como a classificagao de obras de arte [9]. Outra possibilidade
é usar nossa entropia em dados volumétricos, seguindo o mesmo principio que foi usado nas
imagens. Os dados de um campo volumétrico podem ser imaginados como distribuidos em
uma rede ctbica regular, sendo um processo pontual em trés dimensoes no qual os pontos
seriam representados por um vetores no espaco com valores associados. Dentre outras coisas,
seria possivel analisar o bulk em transi¢oes de fase em cristais liquidos, nas quais os valores
z; poderiam representar a ordem local das moléculas. De modo geral, podemos usar nossa
abordagem para analisar campos de densidade, temperatura, pressao, entre outras estruturas
espaciais, além de dados atmosféricos cruciais para a meteorologia, climatologia e gestao

ambiental.
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CAPITULO 4

Caracterizacdo de séries temporais

Neste capitulo, vamos mostrar que também é possivel usar a entropia de permutagao dos
k-primeiros vizinhos para caracterizar séries temporais. Embora a entropia de permutagao
de Bandt e Pompe seja uma medida bem estabelecida na literatura para essa finalidade [2],
nossa abordagem introduz algumas caracteristicas interessantes para a anélise desse tipo
de dado. Conforme veremos, a entropia de permutacao k-nn permite incluir informacoes
sobre as amplitudes das séries temporais e leva em conta a existéncia de lacunas temporais
entre as observagoes, informacoes essas que conduzem a uma maior acuracia em tarefas de
aprendizado de maquina quando comparada a entropia de permutacao usual.

Uma possibilidade é considerar séries temporais como um tipo de dado espalhado do
plano da série no qual cada ponto tem um valor associado. Assim, se seguissemos estri-
tamente a logica do primeiro passo de nosso método, o calculo das distancias usadas para
encontrar os primeiros vizinhos deveria ser baseado apenas na distancia ao longo do tempo.
Os elementos adjacentes na série seriam sempre os vizinhos mais préximos, com os pontos
conectados na mesma sequéncia em que aparecem na série. Logo, uma amostragem dos va-
lores usando uma busca em profundidade obteria séries idénticas a secgoes da série temporal
original, resultando em padroes ordinais iguais aos obtidos com a entropia de permutacao
tradicional. Nesse caso, a representagao a partir do grafo nao produz informacao adicional
e, consequentemente, ambas as medidas de entropia conduziriam a resultados praticamente
idénticos. Por esse motivo, optamos por uma abordagem diferente na qual consideramos
uma série temporal como um processo pontual em duas dimensdes. Para isso, usamos o
tempo e a dimensao do valor da série para criar um espago bidimensional. Por exemplo,
considerando uma série original {(x1,t1), (z2,%2), ...}, esse procedimento corresponde a um

conjunto de pontos cuja a posigdo é 7 = (x4,t) e cujo os valores z; sdo os valores x; da
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série. Ao visualizar a série em um plano, os pontos mais préximos no espago bidimensional
sao conectados, eliminando a necessidade de conectar os pontos na ordem exata em que eles
aparecem na série. Essa abordagem garante que tanto as amplitudes quanto as lacunas de
tempo sejam consideradas na construcao dos grafos de k-primeiros vizinhos. Essa caracteris-
tica diferencia substancialmente nosso método da entropia de permutacao original de Bandt
e Pompe. Um aspecto sutil a ser considerado nesse procedimento ¢ que as variaveis z e t tém
naturezas diferentes, de modo que uma mudanca na escala, ou unidade de medida, de uma
delas nao afeta necessariamente a outra. Assim, a obten¢ao dos k-primeiros vizinhos nao é
invariante sob transformacoes de escala ou de unidades de medida introduzindo um para-
metro adicional a ser ajustado: a escala relativa entre as coordenadas = e ¢t. Nas aplicagoes
apresentadas a seguir, nao fizemos referéncia a essa escala relativa porque os resultados ja
se mostraram efetivos; entretanto, essa caracteristica pode se tornar importante em outras

aplicagoes.

4.1 Movimento browniano fracionario

Como primeiro protétipo de testes, vamos usar séries temporais geradas a partir de
movimentos brownianos fracionarios com diferentes expoentes de Hurst h. Essas séries sao
obtidas a partir da equacao

Ty =241+ &, (4.1)

na qual &, representa um ruido gaussiano fracionario de média zero, variancia unitaria e
expoente de Hurst h. Esses termos de ruido sao numericamente simulados usando o mé-
todo de Hosking da mesma maneira que fizemos no Capitulo 2. Como pode ser visto na
Figura 4.1, assim como no caso dos pontos espalhados irregularmente, essas séries apresen-
tam padroes estruturais que variam em grau de estrutura. Para expoentes de Hurst altos,
as séries apresentam correlagao positiva que leva a um comportamento persistente. Para
expoentes baixos, os pontos sao anti-correlacionados e as séries exibem um comportamento
anti-persistente. Quando o expoente é igual a 1/2, a série se comporta como um movimento
browniano usual.

Um método que estima o expoente de Hurst ¢ a analise de flutuacao destendenciada ou
DFA (detrended fluctuation analysis) [62]. Essa técnica foi desenvolvida com o propdsito
inicial de analisar correlagoes de longo alcance em sequéncias de DNA. Nesse contexto, a
ocorréncia de purinas e pirimidinas pode ser interpretada como uma caminhada aleatoéria,
em que a presenc¢a de uma é considerada um passo para frente e a presenca da outra é um
passo para tras. O DFA se tornou um dos métodos mais amplamente utilizados e confidveis
para estimar expoentes de Hurst em séries temporais [63]. A obtengao da estimativa do DFA
envolve o célculo da funcdo de flutuacao raiz-média-quadratica F'(m) sobre partigdes nao so-

brepostas de comprimento m provenientes de séries temporais. Isto é feito apés a remocgao
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Figura 4.1: Exemplos de séries de movimentos brownianos fracionarios. As figuras
ilustram trés séries temporais do movimento browniano fracionéario gerados usando trés
valores do expoente de Hurst (h = {0.3,0.6,0.9}) e N = 27 = 128 pontos. Notamos que
para o caso do expoente menor, os pontos da série sao mais anti-persistentes. No caso
oposto, para o expoente maior, os pontos da série sao positivamente mais persistentes.

de uma tendéncia polinomial (aqui vamos usar polindémios lineares). Para séries temporais
autossimilares, como as provenientes de movimentos brownianos fracionarios, F'(m) apre-
senta uma dependéncia de lei de poténcia no comprimento da particao m, expressa como
F(m) ~ mlaa_ com hgg, sendo o expoente de Hurst estimado. Para estimar hgg,, calculamos
a inclinagao da versao linearizada dessa relagao de lei de poténcia [log F'(m) ~ hqg, log m|
usando o método dos minimos quadrados.

O nosso primeiro objetivo consiste em comparar o método DFA com a entropia de per-
mutacao k-nn em séries do movimento browniano fracionario apds a remogao de uma fragao
fr de pontos escolhidos aleatoriamente. Essas séries deixam de ser regulares no tempo uma
vez que seus elementos nao ocorrem em intervalos fixos de tempo. A Figura 4.2 ilustra esse
tipo de série para trés valores de f,. (0%, 60% e 90%). Uma particularidade interessante dos
nossos dados é que o movimento Browniano fracionario é autossimilar e possui uma natu-
reza fractal, mantendo um mesmo comportamento em diferentes escalas de tempo. Nesse
sentido, a remo¢ao de pontos tende a degradar a estrutura local dos dados e manter apenas
a estrutura global, semelhante a observar os dados em uma escala maior de tempo.

Essas séries sao exatamente o tipo de dado que a entropia de permutagao k-nn foi de-
senvolvida para analisar. Da mesma maneira, o DFA também vai conseguir lidar com elas
ao nao levar em consideracao os intervalos de tempo; em vez disso, o valor do tempo é subs-
tituido por um numero sequencial que denota o indice de observacao. Ambas as medidas
obtiveram sucesso na caracterizacao dos diferentes valores de expoente de Hurst, como pode
ser visto na Figura 4.3A. Essa figura ilustra a relagdo entre o valor do expoente estimado
pelo DFA hgr, e o verdadeiro expoente de Hurst 2, bem como a relacao entre a entropia de
permutacao k-nn S e o verdadeiro expoente de Hurst h, quando 45% dos pontos de dados
sao removidos. A associagao entre hgp, € h é aproximadamente linear, enquanto os valores
de entropia S diminuem de maneira nao linear conforme A aumenta, comportamento seme-

lhante ao observado no movimento browniano fraciondrio bidimensional. Vale notar que a
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Figura 4.2: Exemplos de séries temporais de movimentos brownianos fracionarios
com diferentes fragoes de pontos removidos. A figura mostra uma mesma série
temporal gerada com h = 0.8 ¢ N = 27 = 128 pontos, na qual removemos diferentes
fragoes dos pontos (f, € {0,0.6,0.9}). Devido a autossimilaridade, as séries continuam
apresentando uma estrutura global parecida, apesar da remocao dos pontos.

variabilidade nos valores de S (representada por intervalos de confian¢a de um desvio pa-
dréo na Figura 4.3A) é significativamente menor do que a variabilidade observada para hgga,
especialmente para valores mais baixos do expoente de Hurst.

Para comparar rigorosamente a capacidade das duas medidas, usamos a mesma meto-
dologia de aprendizado de maquina de nossas investigagoes anteriores para classificar os
expoentes de Hurst h usando os valores de entropia S (com d = 5) ou as estimativas deri-
vadas do DFA hgs,, em diferentes fracoes de remocao de dados f, e com séries temporais de
tamanhos N = {2'1 212 2131 A Figura 4.3B mostra a acuracia para cada método em fun-
¢ao de f,. Embora ambos os classificadores alcancem niveis altos de acuracia, o classificador
baseado em valores de entropia supera o classificador baseado em DFA quando se tem um
maior nimero de dados, especialmente quando f,. < 0.5, condigao na qual o classificador ba-
seado em entropia alcanca uma acuracia média superior a 95%. A acuracia cai abruptamente
para ambos os classificadores quando aproximadamente 80% ou mais dos pontos de dados
sao omitidos da série, sendo o método DFA ligeiramente mais robusto do que a entropia de
permutacao k-nn nessas condicoes.

Também comparamos as matrizes de confusao de classificadores treinados com ambas as
métricas, conforme ilustra a Figura 4.4A para f, = 0.45 e d = 3. Em geral, essas matrizes
exibem um padrao diagonal pronunciado que indica a eficacia dos classificadores. No entanto,
os elementos diagonais das matrizes de confusao usando os valores de S estao mais proximos
de um, destacando o desempenho superior do classificador, especialmente para expoentes de
Hurst maiores, nos quais os classificadores baseados em hgqp, apresentam maior confusao. Em
relacao aos parametros, verificamos que mudancas na dimensao de embedding d nao afetam
significativamente a acuracia da classificagdo, como mostrado na Figura 4.4B. Para essas
classificacoes, usamos séries de tamanho N = 213 = 8192.

Na literatura, hd uma certa escassez de medidas para a caracterizagao de séries irregula-

res no tempo. A maioria das analises de séries temporais irregulares sao realizadas a partir
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Figura 4.3: Comparacao do desempenho do DFA e da entropia de permutacao
dos k primeiros vizinhos em séries temporais irregulares de tamanhos dife-
rentes. (A) Relagdo entre a entropia de permutacdo dos k-primeiros vizinhos S (com
d = 5) e o expoente de Hurst h (circulos vermelhos), junto com a associagao entre o
expoente de Hurst estimado pelo DFA hgg e o expoente de Hurst real h (quadrados
azuis). Em ambas as curvas, os marcadores indicam valores médios estimados a par-
tir de cem simulagoes distintas de movimentos brownianos fracionarios, cada uma com
um tamanho N = 2! = 8192 e uma fracdo de pontos removidos de f, = 0.45. As
areas sombreadas representam intervalos de confian¢a de um desvio padrao. (B) Anélise
da acuracia em tarefas de classificacao com o objetivo de prever os expoentes de Hurst
(h € {0.1,0.2,...,0.9}) usando a entropia de permutacao dos k-vizinhos S (curva ver-
melha) versus estimativas do DFA (hgg, curva azul) como funcao da fragdo de pontos
de dados removidos f,. Os trés painéis mostram os resultado para séries de tamanho
N = {21,212 213} As regioes sombreadas representam um desvio padrao dos niveis de
acuracia com base em dez realizagoes independentes do processo de treinamento.

da recuperagao das observagoes ausentes por meio de suavizagao ou interpolagao [64], gene-
ralizagao de ferramentas de andlise espectral [65] ou métodos baseados em kernel [66]. Nesse
contexto, a entropia de permutacao k-nn se destaca por ser uma medida capaz de caracterizar
regimes regulares e aleatorios em séries temporais irregulares sem a necessidade de alterar os
dados originais. Em termos de aplicabilidade a dados empiricos, destacamos a possibilidade
de usar nossa medida para caracterizar séries provenientes de registros eletronicos de satde,
como os encontrados no banco de dados MIMIC-III [67].

o1



Usando a Entropia k-nn Usando o DFA

1.0 1.0
0.1 K 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.1 JOKEY 0.02 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
[e] o
o e
' 0.2-0.01 iKY 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 ‘S 0.2-0.13 [0 0.03 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
° 08 o 0.8
(© ©
T 0.3-0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 T 0.3-0.00 0.02 0.07 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
(Y] [
> >
= 0.4 - 0.00 0.00 0.01 000 0.00 0.00 0.00 W 06 = 0.4-0.00 0.00 015 000 000 0.00 0.00 M. 06
— AT — AT
2 0.5-0.00 0.00 0.00 0.03 0.06 0.00 0.00 0.00 & 2 0.5-0.00 0.00 000 022 0.12 0.00 0.00 0.00 &
) & ) &
5 0.6-0.00 0.00 0.00 0.00 0.02 0.07 0.00 0.00 -0.4 5 0.6-0.00 0.00 0.00 0.00 0.09 0.16 0.00 0.00 -0.4
[J] [V)
€ 0.7-0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.11 0.00 ‘€ 0.7-0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.14 (NN 0.17 0.00
[} [
9 -02 8 -0.2
2 0.8-0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.10 0.15 £ 0.8-0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.05 0.27 (Wbl 0.16
w w
0.9-0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 : 0.9-0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.11 UL
| | \ \ | | | | -0.0 ! ! ! | ! ! ! ! -0.0
[ TR B A B B S B} Y N Mo T n 9~ ® O
o o o o o o o o o o o o o o o o o o
Expoente de Hurst previsto Expoente de Hurst previsto
0.0 0.96 1.0 10
01 0.95 W
] n
8 0.2 0.94 0.8 g 08
S 03 0.93 ."s’
S 04 0.91 o
5 0.5 0.89 5
o 0 - by - 0.6 o ke 0.6
. 0.85 .
g 06 g s ®
2 07 0.82 3 € 3
o _ [v]
8 o8 0.71 < -0.4 S < -0.4
o 09 0.61 o
el o
o 0.92 0.59 °
'S 0.94 0.49 0.2 ® -0.2
2 0.96 - L
0.98-0.29 029 035 035 036 0.98 - 0.47
| ] i i i -0.0 i -0.0
3 4 5 6 7 1
Dimens&o de embedding , d Ordem do DFA, m

Figura 4.4: Detalhes das previsoes e da acuracia das medidas de entropia de
permutacao k-nn e do DFA. (A) Exemplo de matrizes de confusdo resultantes da
aplicagao do algoritmo de aprendizado para prever o valor de h usando a entropia S
para d = 3 (tons de vermelho) e as estimativas do DFA hg, (tons de azul) com 45% dos
pontos de dados excluidos aleatoriamente da série temporal. (B) Acuracia na previsao do
expoente de Hurst h para varias fragoes de pontos de dados removidos f, (linhas) usando
a entropia S com diferentes dimensoes embedding d (colunas em tons de vermelho) e
usando o DFA (coluna em tons de azul). Nos dois painéis, as séries usadas tem tamanho
N =213 =8192.

4.2 Ruido harmonico

Em nossa segunda aplicacao com séries temporais, examinamos dados geradas a partir de
um processo estocastico chamado ruido harménico [68|, o qual corresponde a um oscilador
harmonico com um ruido gaussiano aditivo. Esse processo ¢ uma generalizacao do processo

de Ornstein-Uhlenbeck [69] e pode ser expresso pelo sistema de equagoes de Langevin [6§]

ar , (4.2)
- =—Tv- 0% +v2: Q%¢(Y)
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no qual I'; Q e € s@o parametros do modelo, enquanto que £(#’) é um ruido branco gaussiano.
O ruido harménico tem fungao de autocorrelacao C(7) = (z(t)z(t' + 7)) que exibe um

decaimento exponencial oscilatorio |[68|

02 r r
C(r) = % exp (—57) |:COS(UJT) + % sin(wt) |, (4.3)
com w = /02 — (I'/2)? sendo a frequéncia de oscilagao. Além disso, no limite em que I'

e Q2 tendem ao infinito mantendo a razao I'/2? constante, esse ruido recai no processo de
Ornstein-Uhlenbeck. Como pode ser visto na Figura 4.5, um ruido harmonico possui tanto
comportamentos periddicos quanto comportamentos estocasticos a depender dos parametros
do modelo. Esse comportamento também fica claro ao analisarmos a Equacao 4.3, a qual
descreve uma correlagao que decai exponencialmente e oscila conforme decai, ou seja, os
padroes estruturais das séries variam de acordo com w. Fixando I' e €, a funcao oscila
com pequenas variagoes para valores baixos de w, caracterizando um regime semi-regular.
No entanto, & medida que w aumenta, a série se torna progressivamente mais aleatoria.
Logo, este € um bom modelo para verificar a capacidade de caracterizagao da entropia de

permutacao k-nn em séries temporais.
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Figura 4.5: Sereis de ruido harmoénico. Ilustragoes de séries temporais de tamanho
N = 1000 de ruidos harménicos geradas com w € {3,11,17}, ' = 3 e ¢ = 1. Para o valor
mais baixo de w, a série oscila de maneira relativamente regular; mas, a medida que w
aumenta, a série se torna mais aleatoria.

Para gerar séries temporais do ruido harmonico, integramos numericamente as equagoes
de Langevin 4.3 usando o método de Euler com um tamanho de passo dt’ = 1072 para

garantir que a funcao de autocorrelagao exata e suas estimativas numéricas sejam mantidas.

/

max = 10, resultando em séries temporais

A integragao prossegue até um tempo maximo de ¢
{z¢}1=1, ny com N = 1000 elementos. Geramos um conjunto composto por cem réplicas
independentes dessas séries temporais fixando ¢ = 1 e I' = 3 para cada valor de w variando
entre 3 e 17 em incrementos de 2. Esses parametros produzem uma fungao de autocorrelagao
que se assemelha ao movimento de um oscilador harmonico subamortecido. Esse valores
foram escolhidos porque a entropia de permutacao usual apresenta dificuldades em identificar

alteragoes na frequéncia de oscilagao dentro dessa faixa [17], logo € um dado em que se pode
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verificar se existe alguma diferenca entre a entropia de permutagao usual e a entropia de
permutacao k-nn.

Além disso, para avaliar a robustez da entropia de permutacao dos k-primeiros vizinhos
quanto & interferéncia por ruido externo e para poder compara-la com outras medidas, per-
mutamos aleatoriamente pares de elementos nessas séries temporais em véarias fragoes fy do
comprimento total, variando de 0 a 0.48 em 14 amostras com espacamento crescente. A
Figura 4.6 mostra exemplos dessas séries temporais para w = 5 com trés diferentes fragoes
fs. Esses exemplos foram feitos a partir da mesma série de modo que a alguns aspectos da

série original ainda sao perceptiveis apos embaralhar 50% de seus elementos.
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Figura 4.6: Sereis de ruido harmoénico embaralhadas. [lustragoes de séries temporais
de tamanho N = 1000 geradas a partir de ruidos harmonicos apoés trocar as posigoes
de pares de pontos selecionados aleatoriamente em diferentes fragoes f, € 0,0.1,0.5. Os
parametros utilizados foram w =5, I'=3 e e = 1.

Usando esse processo, calculamos a dependéncia da entropia de permutacao dos k-
primeiros vizinhos com a frequéncia de oscilacdo w para cada fracao fs, comparando os
resultados com as relagoes derivadas da fungao de autocorrelagdo C, (estimada numerica-
mente a partir de séries temporais) para diferentes atrasos 7 e da entropia de permutagao
usual. A relagao entre as medidas e o pardmetro w, ilustradas na Figura 4.7A para f; = 0.01
e d = 7 = 3, demonstram que tanto a entropia de permutacao dos k-primeiros vizinhos
quanto a entropia de permutagao usual apresentam uma tendéncia crescente com os valores
de w, enquanto a autocorrelagao diminui a medida que w aumenta. Esse resultado concorda
com o esperado qualitativo, uma vez que as entropias tendem a aumentar e a correlacao a
diminuir a medida que a estrutura na série temporal se torna mais irregular. No entanto, a
taxa de variagao relativa na entropia de permutacao usual é consideravelmente menor do que
aquelas observadas para as outras duas métricas. Os valores da entropia de permutagao usual
como funcao de w estao quase inteiramente dentro dos intervalos de confianca de um desvio
padrao, ressaltando a dificuldade de diferenciar ruidos harmoénicos com essa quantidade [17].
Ao comparar as relagoes derivadas da entropia de permutacao dos k-primeiros vizinhos e
da autocorrelacao, observamos que a dispersao relativa nos valores de S é substancialmente
menor do que nos valores de C, especialmente para valores de frequéncia mais altos.

Para comparar metodicamente as trés medidas, aplicamos novamente nossa abordagem
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Figura 4.7: Comparagao entre a entropia de permutacao k-nn, a entropia de
permutacao usual e a funcao de correlagao. (A) Relacao entre a entropia de per-
mutagao dos k-primeiros vizinhos (S com d = 3) e a frequéncia do ruido harmonico w
(circulos vermelhos), justaposta a dependéncia da fungao de correlagdo C; (com atraso
7 = 3, quadrados azuis) e da entropia de permutagao usual (com d = 3, losangos ro-
x0s) em rela¢do ao pardmetro w (ambos para f; = 0.01). (B) Anélise comparativa da
acuracia na predicao do pardmetro de frequéncia w usando a entropia de permutacao
dos k-primeiros vizinhos (curva vermelha, d = 3), a fungao de correlagao C; (curva azul,
7 = 3) e a entropia de permutagao usual (curva roxa, d = 3), em funcao da fracao de
dados embaralhados f;. As regioes sombreadas representam um desvio padrao nas esti-
mativas de acuracia calculadas a partir de dez realizagoes independentes do processo de
treinamento.

de aprendizado de maquina, usando cada uma das medidas para classificar os valores de w
em diferentes fragoes de dados embaralhados f,. A Figura 4.7B mostra a acuracia média
de cada classificador como uma fungao de f; para d = 7 = 3. A entropia de permutagao
usual apresenta o pior desempenho, com niveis de acuracia consistentemente abaixo de 0, 2,
um resultado que nao melhora com maiores dimensoes embedding. Sem ruido externo nas
séries temporais (f; = 0), os classificadores treinados com a fungao de autocorrelacao C.;
atingem uma acurécia quase perfeita (97%) e superam significativamente aqueles treinados
com a entropia de permutagao dos k-primeiros vizinhos (69%). No entanto, a acurécia dos
classificadores baseados no valor de C; ¢é altamente suscetivel ao ruido externo, caindo abaixo
da entropia de permutacao dos k-primeiros vizinhos quando apenas 1% dos pontos da série
temporal sao embaralhados. A acuricia dos classificadores baseados no valor de C. continua
a diminuir para niveis comparaveis aos da entropia de permutagao usual quando f; = 0,1,

enquanto a entropia de permutagao dos k-primeiros vizinhos permanece robusta apesar da
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Figura 4.8: Detalhes das previsoes e da acuracia das medidas de entropia de

permutacao k-nn, entropia de permutagao usual e a fungao de correlagao. (A)
Exemplos de matrizes de confusao resultantes da aplicacao do algoritmo de aprendizado
para prever o parametro w usando entropia de permutacao dos k-primeiros vizinhos com
d = 3 (tons de vermelho), entropia de permutacdo usual (tons de roxo) e a funcdo de
correlagao com 7 = 3 (tons de azul) em séries temporais com 1% de dados embaralhados.
(B) Avaliacao da acuracia na previsao da frequéncia do ruido harménico (w € 3,5,...,17)
para diferentes valores de f; (linhas) usando a entropia de permutagao dos k-primeiros
vizinhos com diferentes dimensoes embedding (colunas, tons de vermelho), a entropia de
permutagao usual também com diferentes dimensoes embedding (colunas, tons de roxo)
e a fungao de correlagao com diferentes intervalos de tempo (colunas, tons de azul).

adicao de ruido externo. No limite em que quase um terco dos dados é alterado, nenhuma
das medidas atinge uma acuracia significativa, o que é compreensivel, ja que nesse nivel de
embaralhamento os dados comecam a perder qualquer traco das caracteristicas gerais da
série original.

Com ruido externo minimo, f; = 0.01, as matrizes de confusao dos classificadores trei-
nados com as entropias e com a correlagao sao apresentadas na Figura 4.8A. Essas matrizes
indicam que a entropia de permutagao dos k-primeiros vizinhos melhora significativamente
as classificacoes em valores de frequéncia mais baixos. A correlagao parece se confundir nessa
mesma regiao de valores baixos. A entropia de permutacao confunde os valores quase que
completamente. Como pode ser visto na Figura 4.8B, esses resultados nao sao significativa-
mente influenciados por varia¢oes na dimensao de embedding d. O intervalo de tempo 7 = 3
parece resultar em uma melhor previsao em comparacao aos outros para o caso da func¢ao

de correlagao.
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A maior resisténcia a ruido da entropia de permutacao dos k-primeiros vizinhos pode ser
atribuivel ao fato de que os padroes ordinais nao sao estritamente derivados de elementos
sequenciais nas séries temporais. Em vez disso, eles sao calculados a partir de amostras de
séries temporais obtidas por meio de caminhadas aleatorias em um grafo de k-primeiros vi-
zinhos que conecta pontos proximos dentro do espaco da série temporal, capturando, assim,
os padroes dominantes da série temporal, mesmo em altos niveis de ruido externo. Pontos
que se desviam significativamente desses padroes dominantes sao amostrados com menor
frequéncia pela trajetéria do caminhante, aumentando a robustez ao ruido de nossa aborda-
gem. A entropia de permutacgao, por outro lado, segue rigidamente a ordem dos pontos, e,
portanto, nao apresenta essa mesma robustez diante do embaralhamento dos dados

Dada essa robustez da entropia de permutacao k-nn em lidar com ruido externo, uma
aplicacao promissora seria sua utilizacao na analise de séries temporais derivadas de dados
empiricos que possuam componentes de ruido. Isso poderia ser especialmente tutil em séries
climéticas, como o indice de oscilagdo do Atlantico Norte (NAO) [70] e o indice de oscilagao
Sul (SOI) [71]. Esses indices representam oscilagoes climaticas de larga escala e sao afetados
por diversos fatores atmosféricos. Ao aplicar a entropia de permutacao k-nn a esses dados,
poderiamos identificar padroes e tendéncias subjacentes em fenémenos climéticos complexos.

Nesse contexto, a principal conclusao, e talvez a mais significativa, ¢ que a entropia de
permutacao k-nn supera a entropia de permutacao usual. Sendo assim, uma outra perspec-
tiva é usé-la em conjunto com outras medidas estatisticas de complexidade para analisar
séries provenientes de processos estocésticos ou caoticos, revisitando a caracterizagao com

plano de complexidade-entropia usual [16,17].
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Conclusio

Nessa dissertagao, introduzimos uma abordagem que generaliza o método de entropia de
permutacao para dados nao estruturados. Nosso método baseia-se na construcao de grafos
de vizinhos mais préximos que conectam pontos de dados mais proximos e estabelecem
relagoes de vizinhanca entre eles. Caminhadas aleatérias sobre esses grafos amostram os
valores associados a cada ponto de dados e permitem a extracao de padroes ordinais e suas
distribuigdes. A entropia de Shannon dessas distribui¢oes ordinais define um quantificador
que designamos como entropia de permutacao dos k-vizinhos mais préoximos ou entropia de
permutacao k-nn. Esta nova ferramenta permite a caracterizagao de tipos de dados além dos
dados estruturados tradicionais (séries temporais ou imagens) que sao tipicamente analisados
com a entropia de permutacao usual. Testamos a eficacia desta nova ferramenta ao examinar
padroes em dados espacgados irregularmente derivados de experimentos in silico controlados,
demonstrando sua eficacia em detectar mudangas nesses padroes e seu desempenho superior
de classificagao em comparacao com uma medida amplamente utilizada de autocorrelagao
espacial conhecida como indice I de Moran.

Além de expandir a aplicabilidade dos métodos ordinais para dados nao estruturados,
também demonstramos que a entropia de permutacao k-nn pode ser aplicada com sucesso
em séries temporais e imagens. De fato, verificamos que os grafos de vizinhos mais proximos
usados para calcular a entropia de permutacao k-nn integram inerentemente informacgoes
sobre amplitude e intervalos de tempo na anédlise de dados regulares. Essa inclusao au-
menta significativamente a resiliéncia ao ruido e a capacidade preditiva do nosso método em
comparacao com a entropia de permutacao usual. Além disso, verificamos que a entropia
de permutacao k-nn supera métodos renomados em sistemas complexos, como a anélise de
flutuacao destendenciada (DFA).

Por fim, acreditamos que a entropia de permutacao k-nn tem potencial para a anélise

de tipos de dados multidimensionais, incluindo dados de nuvem de pontos, que sao predo-
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minantes em aplicagoes de sensores LiDAR e imagens médicas, bem como na caracteriza-
¢ao de processos pontuais e dados geoespaciais. Nossa abordagem também abre caminho
para a extensao de uma variedade de outros métodos ordinais para dados nao estruturados,
contribuindo com a necessidade premente de metodologias capazes de extrair informagoes
interpretaveis e valiosas de conjuntos de dados cada vez mais volumosos e complexos usados

na academia e na industria.
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APENDICE A

Aprendizado de maquina

De modo geral, o principal argumento de nosso trabalho é que a entropia de permutacao
dos k-primeiros vizinhos é capaz de distinguir entre dados regulares e irregulares, princi-
palmente no caso de dados nao estruturados. Esse argumento foi comprovado usando uma
verificagao por aprendizagem estatistica, isto é, testamos se um modelo treinado com os valo-
res da entropia de permutagao k-nn poderia prever propriedades relacionadas a regularidade
de dados simulados e reais.

Assim, suponha que tenhamos um ensemble com n amostras oriundas de algum sistema ou
processo em que a irregularidade /regularidade de cada amostra ¢é caracterizada por um paré-
metro y, cujo conjunto, Y = (y1, ¥z, - . - Yn ), representa as variaveis dependentes. Calculamos
a entropia de cada amostra e agrupamos esses valores em um conjunto X = (1, s, ...7,)
que representa as variaveis independentes. Desse modo, um modelo de aprendizado de mé-
quina procura estimar uma relagdo Y = f(X) entre as variaveis X e Y. Ao compararmos a
previsao f(X) feita pelo modelo com os valores de Y podemos verificar se realmente existe
alguma relacao [53]. No nosso caso em particular, queremos verificar se existe uma relagao
entre a entropia e os parametros que controlam a irregularidade do sistema.

Se as variaveis independentes assumirem valores numéricos continuos, entao o problema é
uma tarefa de regressao. Por outro lado, se as variaveis independentes puderem ser agrupadas
em classes ou em categorias, entao o problema é uma tarefa de classificagao. Além disso,
a tarefa de previsao ainda pode ser supervisionada ou nao supervisionada, sendo que na
primeira a relagao é estimada usando as duas variaveis, enquanto que na segunda apenas as

variaveis independentes sao usadas.
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A.1 Classificacao com os k-primeiros vizinhos

O modelo dos k-primeiros vizinhos (KNN) determina a classe de uma observagao com
base nos pontos de sua vizinhanga [53]. Na fase de classificacdo, k ¢ um parametro do
modelo e um ponto de teste é classificado atribuindo a etiqueta que é mais frequente entre
as k amostras de treinamento mais préoximas daquele ponto.

Como pode ser visto na Figura A.1, a previsao funciona a partir de uma votagao dos
vizinhos mais proximos (ilustrados com k = 2 e k = 5). Nesse exemplo, temos duas classes:
os circulos em verde e os circulos em roxo. O modelo vai prever a qual classe pertence o
circulo azul (que representa um dado nao rotulado). A classificagdo usa os vizinhos mais
proximos, na qual uma “votagao” é realizada entre esses vizinhos e a classe mais representada
é atribuida ao dado sem rétulo. No caso de k = 2, existe um representante de cada classe,
resultando em um empate que é resolvido de maneira aleatéria. Quando k = 5, temos trés
representantes da classe verde e dois da roxa entre os vizinhos do dado sem rétulo, logo a

votacao fica a favor da verde e essa serd a cor que o preditor vai associar ao circulo azul.
.
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Figura A.1: Modelo de classificagdo dos k-primeiros vizinhos (KNN). Exemplo
de classificacao baseado no modelo KNN. Em azul estda o ponto cuja categoria se deseja
prever. Os pontos verdes e os pontos roxos representam duas categorias diferentes. Os
circulos pontilhados indicam a regiao que engloba o niumero k de vizinhos escolhido (aqui
ilustrado com k = 2 e k£ = 3. Para dois vizinhos, temos um representante de cada classe.
Para cinco vizinhos, temos trés representantes de uma classe e dois da outra, logo o
modelo vai atribuir ao ponto nao classificado a classe verde.
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De maneira mais formal, o modelo KNN identifica os k vizinhos mais proximos baseado na
distancia euclidiana de um ponto z( e estima a probabilidade condicional do ponto pertencer
a classe j, isto é,

P(Y:j’X:iCo):lZENofyi:j (A.1)
k T

na qual Ng é o conjunto de vizinhos e Iy; = j é uma funcao indicadora que vale 1 se o ponto
x; pertence a classe j e 0 caso contrario. A previsao do modelo corresponde & classe com
maior probabilidade.

A escolha do valor de k é crucial para o desempenho do modelo KNN. Valores pequenos
de k podem ser muito sensiveis ao ruido nos dados, enquanto valores grandes podem suavizar
demais a decisao, levando a classificacoes incorretas. Embora a distancia euclidiana seja a
mais comum, outros tipos de distancias, como a distancia de Manhattan, a distancia de
Minkowski, e a distancia de Mahalanobis, também podem ser utilizadas dependendo das
caracteristicas dos dados. E importante normalizar ou padronizar os dados antes de aplicar
o KNN, especialmente se as caracteristicas tiverem escalas diferentes. Caso contrario, as
caracteristicas com maiores magnitudes podem dominar a medida de distancia.

O KNN pode ser computacionalmente intensivo, especialmente para grandes conjuntos
de dados, pois envolve calcular a distdncia entre o ponto de teste e todos os pontos de
treinamento. No entanto, é amplamente utilizado em reconhecimento de padroes, recupe-
racao de informacoes, deteccao de anomalias e em sistemas de recomendacoes devido a sua

simplicidade e eficacia.

A.2 O modelo XGBoost

O XGBoost (extreme gradient boosting) é um algoritmo de aprendizado de méquina am-
plamente utilizado para tarefas de classificacao e regressao que é conhecido por sua eficiéncia,
flexibilidade e desempenho superior em competicoes de ciéncia de dados. Sua implementa-
¢ao, que otimizada do algoritmo de gradient boosting combina o poder de miltiplos “modelos
fracos” para formar um “modelo forte”. Utilizando uma abordagem de boosting, o XGBo-
ost treina vérios modelos fracos (tipicamente arvores de decisdo) sequencialmente. Cada
novo modelo tenta corrigir os erros cometidos pelos modelos anteriores, ajustando-se para
os residuos das previsoes anteriores. O processo iterativo continua até que o erro total seja
minimizado ou um numero predefinido de iteracoes seja alcangado.

Primeiramente, iniciamos com um modelo inicial, geralmente uma previsao constante.
Em seguida, calculamos os residuos que sao as diferencas entre as previsoes atuais e os valores
reais. Depois disso, novos modelos fracos sao treinados para prever esses residuos. O modelo
principal é entao atualizado combinando os novos modelos fracos com pesos apropriados.

Esse processo ¢é repetido até que o critério de parada seja atingido. Essa abordagem iterativa
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permite que o XG'Boost melhore continuamente suas previsoes ao longo do tempo.

O XGBoost oferece varias vantagens que o tornam uma escolha popular para tarefas
de aprendizado de maquina. Primeiramente, ele é altamente otimizado do ponto de vista
computacional, aproveitando técnicas como paralelizacao e manipulacao eficiente de dados
esparsos. Além disso, o XGBoost inclui termos de regularizagao que penalizam a complexi-
dade dos modelos, ajudando a prevenir o overfitting aos dados. O algoritmo também possui
mecanismos internos para lidar com valores faltantes, tornando-o robusto em cenarios nos
quais os dados podem ser incompletos. Sua flexibilidade é outra vantagem, ja que suporta

uma ampla gama de fungoes de perda e pode ser usado para classificacao e regressao.

A.3 Acuracia e matriz de confusao

Uma das maneiras de quantificar a acuracia das previsoes de modelos de aprendizado
de méaquina e utilizar a métrica de acuracia. Essa medida é definida como a propor¢ao
de previsoes corretas feitas pelo modelo em relacao ao total de previsoes realizadas. Em
outras palavras, a acuracia mede a capacidade do modelo de classificar corretamente as
amostras em suas respectivas classes. Essa métrica é especialmente 1til quando as classes
estao equilibradas, ou seja, quando o niimero de amostras em cada classe é aproximadamente
o mesmo (como ocorreu em todas as nossas aplicagoes). Considerando que temos duas classes

denominadas positivas e negativas, podemos definir a acuracia como

TP+ TN
Acurécia = A2
= TP Y TN+ FP + FN (A4:2)

na qual T'P sao as previsoes corretas de positivas, T'IN sao as previsoes corretas de negativas,
F'P sao previsoes incorretas de positivas e F'N as previsoes incorretas de negativas.

A matriz de confusao é outra ferramenta ttil na avaliacao do desempenho de modelos
de classificagao em aprendizado de maquina. Ela fornece uma representacao visual das
previsoes feitas pelo modelo, comparando-as com os valores reais. Essa matriz permite uma
analise detalhada de como o modelo esta se comportando em termos de previsoes corretas e
incorretas, fornecendo informagoes sobre onde ele esté acertando e onde estéd cometendo erros.
A matriz de confusao é particularmente util em situa¢oes nas quais ha um desbalanceamento
nas classes, ou seja, quando o niimero de amostras em cada classe nao é aproximadamente
o mesmo. Nessas situagoes, a acuracia pode ser enganadora e a matriz de confusao permite
uma compreensao mais clara de como o modelo esta se comportando em relagao a cada classe.
A Figura A.2 mostra uma matriz de confusao de uma tarefa de classificagao binaria, na qual
podemos identificar padroes de erro especificos que podem ser corrigidos para melhorar o

desempenho do modelo.
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Matriz de Confusao

Verdadeiro

Classe Real

Falso

1
Verdadeiro Falso
Classe Prevista

Figura A.2: Matriz de confusao de uma classificagao binario. Exemplo de matriz
de confusao para classificagoes binarias, na qual os tons de azul representam a proporgao
hipotética de ocorréncia de cada elemento da matriz.
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