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Resumo

A andlise quantitativa de artes visuais expandiu-se recentemente para abranger conjuntos
mais extensos de obras de arte devido a disponibilidade de grandes colecdes de arte digita-
lizadas. Estudos anteriores tém predominantemente negligenciado a estrutura espacial das
pinturas, um elemento critico para a apreciacao estética e um foco comum nas analises for-
mais, porém qualitativas, de historiadores da arte. Nesta dissertacdo, abordamos essa lacuna
examinando padrdes de ordenagdo nas intensidades de pixels dentro de parti¢des dois por
dois em imagens de quase 140000 pinturas que abrangem quase um milénio da histéria da
arte. Esses padrdes, categorizados em onze tipos com base em argumentos de continuidade
e simetria, sdo aplicaveis universalmente e detalhados o suficiente para correlacionar com
diversas caracteristicas visuais das pinturas. Descobrimos uma distribui¢do universal desses
padrdes, com prevaléncia consistente dentro dos grupos, porém modulada entre os grupos
por uma interacdo ndo trivial entre a suavidade do padréo e a probabilidade de encontrar
intensidades idénticas para os pixels. Este resultado fornece uma métrica padronizada para
comparar pinturas e estilos, estabelecendo também uma escala para quantificar desvios da
prevaléncia média. Nossa pesquisa também mostra que esses padrdes simples contém infor-
macdes significativas para prever estilos artisticos de pinturas e revela uma tendéncia geral
na qual obras de arte divergem cada vez mais da incidéncia média com o passar do tempo.

Palavras-chave: Complexidade. Entropia. Padrdes Espaciais. Imagens. Obras de Arte.
Sistemas Complexos. Ciéncia de Dados. Aprendizado de Maquina.



Abstract

Quantitative analysis of visual arts has recently expanded to encompass a more extensive
array of artworks due to the availability of large-scale digitized art collections. Previous
studies have predominantly overlooked the spatial structure of paintings, a critical element
for aesthetic appreciation and a common focus in art historians’ formal, yet qualitative, art
analyses. In this dissertation, we address this gap by examining ordering patterns in pixel
intensities within two-by-two partitions of images from nearly 140,000 paintings, spanning
almost a millennium of art history. These patterns, categorized into eleven types based on
arguments of continuity and symmetry, are both universally applicable and detailed enough
to correlate with diverse visual features of paintings. We uncover a universal distribution
of these patterns, with consistent prevalence within groups, yet modulated across groups
by a nontrivial interplay between pattern smoothness and the likelihood of identical pixel
intensities. This finding provides a standardized metric for comparing paintings and styles,
further establishing a scale to measure deviations from the average prevalence. Our research
also shows that these simple patterns contain significant information for predicting painting
styles, and it reveals a general trend of artworks increasingly diverging from the average
incidence.

Keywords: Complexity. Entropy. Spatial Patterns. Images. Artworks. Complex Sys-
tems. Data Science. Machine Learning.



Sumario

Introducéo

1 Meétodos ordinais para analises de séries temporais e imagens

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6

A entropia de permutacdo . . . . . . .. ...
Complexidade estatistica . . . . .. ... .. ... ... ... .. ......
Plano complexidade-entropia . . . . . . . . . . ... ... ... .. ...,
Plano Fisher-Shannon . . . . . . .. ... .. ... .. ... . ... ...,
Padrdes ordinaisem imagens . . . . . . . . . . ..
Classificacdo de padrdes ordinais dois pordois . . . . ... ... ......

2 Padrdes ordinais dois por dois em pinturas artisticas

2.1 Abasededados WikiArt . . . . . . . . . .
2.2 Representacdo matricial das pinturas . . . . ... ... ... ... .. ...
2.3 lgualdades em padrdes ordinais dois por dois . . . . . . . .. ... .. ...
2.4 Classificacdo generalizada de padrdes ordinais dois por dois . . . . . .. ..
2.5 Relacdo entre caracteristicas visuais e padrfes ordinais . . . .. ... ...
2.6 Prevaléncia universal de padrdes dois por dois em pinturas . . . ... ...
2.7 Prevaléncia padronizada de padrbes ordinais . . . . .. ... ... .. ...
2.8 Determinando o estilo de pinturas via padrdes ordinais dois por dois . . . .
2.9 Mudancas na incidéncia de padrdes ordinais ao longo da histdria da arte
Conclusao

Referéncias bibliograficas

13
13
19
23
24
28
32

38
38
41
42
43
46
49
o1
56
60

63

70



Introducéo

A pesquisa em sistemas complexos emerge como um campo interdisciplinar dedicado a
compreensao da organizacao coletiva de elementos simples em diversos sistemas, enriquecendo-
0S com caracteristicas distintivas. Essa abordagem transcende campos de estudos que vao
desde colonias de insetos até sistemas imunoldgicos, neurociéncia e economia [1, 2], incluindo
0 objeto de estudo dessa dissertacao: pinturas artisticas.

A historia da humanidade documenta as diversas formas e meios que nossa espécie utilizou
para se perpetuar ao longo dos séculos e milénios. Uma das caracteristicas mais marcantes
da nossa espécie é a engenhosidade para construir e idealizar ferramentas e costumes. Essa
habilidade possibilitou o surgimento de grandes revolugdes. Entretanto, existe uma certa
producdo humana que nédo € claramente compreendida como util ou de aplicacao pratica.
Trata-se da arte, uma atividade que a humanidade desenvolveu para expressar seu intimo
ao mundo, comunicando suas ai¢fes existenciais, assim como 0os momentos histéricos e
politicos em que viviam [3].

Desde tempos remotos, as obras artisticas sempre foram objetos de grande valor, exer-
cendo um papel de extrema importancia na sociedade. Essa relevancia intrinseca faz com
gue a sociedade, ao longo dos séculos, se volte para as obras de arte, buscando observar e
entender os meandros e as sutilezas que compdem essas representacdes da mente humana. A
partir do século XVIII, a arte passou a ser estudada de maneira mais formal como uma disci-
plina critica. Esse campo de estudo foi se desenvolvendo e se rami cando em diversos niveis,
abrangendo analises literarias, historiogra cas, losoé cas, entre outros aspectos das humani-
dades. Esse desenvolvimento permitiu um enriquecimento na compreensao e apreciacao das
obras artisticas em seus mdultiplos contextos e signi cados. Entretanto, os estudos ligados a
arte sempre foram, e ainda sdo, majoritariamente abordados de maneira qualitativa [4, 5].

Ao mesmo tempo, a ideia de quanti car atributos estéticos ou o conceito de beleza é bas-
tante antiga no discurso cienti co e tem origens que remontam a Grécia antiga e a losofos



medievais [6]. Por exemplo, tanto Platdo quanto Aristoteles consideravam a beleza como
uma questao objetiva [7, 8], com Aristoteles abordando esse tema de maneira mais enfética e
empirica. Em seu tratado Metafisica [9], Aristoteles respondeu a Iésofos que a rmavam que
as ciéncias mateméticas ndo podiam quanti car a beleza dizendestédo errados aqueles que
armam gue as ciéncias matematicas ndo nos dizem nada sobre a belezafatizando ainda

gue as principais espécies de beleza sdo arranjo ordenado, proporcéo e de nicd€ldsofos
medievais como Agostinho e Tomas de Aquino ecoaram esse discurso [6]. Agostinho, por
exemplo, acreditava quetudo é belo quando esta em devida ordem Tomas de Aquino pos-
tulava que a beleza consiste em devida propor¢cadcdvancando consideravelmente no tempo,
podemos veri car que o trabalho do matematico Birkho [10], frequentemente visto como
uma das primeiras tentativas contemporaneas de de nir principios matematicos universais
para avaliar a estética artistica, ndo é sem precedentes. De fato, sua ideia de formular uma
medida estética baseada na razao entre ordem e complexidade ressoa signi cativamente com
percepcbes losé cas anteriores sobre a natureza da beleza.

Apesar deste longo caminho histérico, a caracterizacdo empirica de obras de arte utili-
zando abordagens das ciéncias fisicas é relativamente recente. O trabalho de Tatlat. [11]
no nal dos anos 1990 sobre a natureza fractal das pinturas de gotejamento de Pollock foi
crucial neste sentido e estimulou uma multitude de estudos posteriores [12 18, 18 21], que
por sua vez contribuiram para o surgimento do campo de estudo quantitativo das artes
visuais [22 24]. No entanto, foi apenas nos ultimos anos que esses esforcos quantitativos
alcancaram uma escala maior e se expandiram para além de um numero limitado de obras
de artistas especi cos ou estilos artisticos. Essa expansao foi principalmente impulsionada
pela recente disponibilidade de extensas colecdes de arte digitalizadas, que ndo apenas faci-
litaram aplicacdes praticas como a classi cacdo de estilos de pintura [25 28], mas também
contribuiram para aprofundar nosso entendimento sobre aspectos culturais e sociais da arte
e como eles possivelmente evoluiram ao longo dos séculos [29].

Pesquisas de Manovich e coautores [30 32] foram pioneiras na analise de grandes conjun-
tos de dados de pinturas e outras formas de arte visual para quanti car a evolucao artistica
por meio de métricas como brilho médio e saturacdo. Mudancas no uso de cor e contraste
ao longo da historia da arte também foram investigadas por Kimt al. [33] e Leeet al. [34],
gue identi caram diferencas signi cativas entre periodos histéricos e estilos artisticos. A
histéria da arte também foi explorada usando uma abordagem inspirada em fisica base-
ada na entropia de permutacdo e complexidade estatistica por Sigakial. [35], revelando
uma evolucdo temporal marcada por transi¢cdes alinhadas com grandes periodos historicos
da arte. Essa mesma metodologia foi posteriormente aplicada por Valengsal. [36] para
avaliar a complexidade visual de memes em plataformas de midia social. Além disso, Lee
e coautores [37] dissecaram a estrutura compositiva de pinturas de paisagens, descobrindo
gue de 1600 a 1850, essas obras de arte geralmente apresentavam uma particdo horizontal
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primaria com uma divisdo vertical secundaria, um estilo que gradualmente caiu em desuso,
dando lugar a uma preferéncia por particées horizontais duplas em pinturas do Século XX.
Mais recentemente, Karjuset al. [38] introduziram um espaco de representacdo chamado
ensemblesde compresséo, baseado no calculo do tamanho de compressédo normalizado de
varias transformacdes aplicadas as imagens originais, um método que se mostrou e caz em
guanti car a complexidade de uma ampla gama de artes visuais. Em outro estudo recente,
Lee e coautores [39] usaram um grande conjunto de dados de pinturas contemporaneas ven-
didas em leildes para demonstrar que as caracteristicas visuais desempenham apenas um
papel marginal na previsdo dos precos das obras de arte.

Assim, as pesquisas anteriores demonstram que, embora a arte seja tradicionalmente con-
siderada qualitativa ou metafisica, andlises quantitativas em larga escala frequentemente
inspiradas pela fisica ndo s6 sdo viaveis, mas ja forneceram conhecimento signi cativo
sobre a natureza e a evolucdo da arte. No entanto, a parte dos estudos citados nas refe-
réncias [35, 37], grande parte da literatura cienti ca existente ignora a estrutura espacial de
pinturas e outras artes visuais. Trata-se de uma lacuna importante, uma vez que padrdes
espaciais sdo essenciais para a apreciacao estética [40,41] e sado frequentemente usados para
descrever qualitativamente e distinguir as caracteristicas-chave de movimentos artisticos.
Por exemplo, W6l in, um dos historiadores de arte mais in uentes no desenvolvimento da
analise formal da arte [42], introduziu em 1915 cinco pares de conceitos contrastantes para
distinguir entre a arte renascentista e barroca [43]. Esses pares celebrados linear versus
pictorico, plano versus profundidade, forma fechada versus forma aberta, pluralidade versus
unicidade, e clareza versus obscuridade abordam principalmente padrdoes espaciais e es-
truturas formais em pinturas, ao inveés de aspectos de cor [44]. Uma énfase semelhante em
padrbes espaciais também aparece em trabalhos mais recentes de historiadores da arte como
Sypher [45] e Davis [46].

A escassez de estudos quantitativos em larga escala sobre padrdes espaciais surge princi-
palmente dos desa os em de nir elementos individuais como unidades dentro das obras de
arte. Essas unidades devem ser simples o su ciente para aplicacdo universal, mas também
su cientemente detalhadas para encapsular a esséncia das pinturas e seus estilos artisticos.
Nesta dissertacéo, inspirados pelo trabalho de Bandt e Wittfeld [47], enfrentamos esse de-
sa o0 por meio da analise de padrdes de ordenacdo entre intensidades de pixels em partices
de tamanho dois por dois pixels em imagens de pinturas. Aplicamos nosso método a uma
grande base de dados que compreende quase 140 mil obras de arte e abrange quase um mi-
lénio de histdria da arte. Nosso estudo veri ca a existéncia de 75 padrdes ordinais Unicos,
0s grupos séao classi cados em 11 categorias, fundamentadas em critérios de continuidade
e simetria. Esses padrdes séo facilmente interpretaveis e sua prevaléncia correlaciona-se
com Varias caracteristicas visuais das pinturas, que vao desde a presenca de regides bem
de nidas e estruturas verticais ou horizontais, até aspectos mais sutis como a textura da
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pincelada e preferéncias direcionais. Observamos um padréo universal na distribuicdo de pa-
drdes ordinais dois por dois nas pinturas. Esse padrao é caracterizado por uma prevaléncia
aproximadamente constante dentro de cada grupo, porém modulada entre grupos por uma
interacdo nao trivial entre a suavidade do padréao e a probabilidade de encontrar intensidades
iIdénticas para os pixels. A existéncia de uma prevaléncia universal na incidéncia de padrdes
ordinais nos permite de nir uma medida padronizada que néo so € util para comparar pintu-
ras e estilos, mas também estabelece uma métrica que informa o quéo distante uma pintura
ou um estilo artistico estd da prevaléncia média. Nossos resultados mostram que a preva-
léncia de padrdes ordinais carrega informacdes Uteis para identi car o estilo artistico das
pinturas, superando classi cadores de referéncia e outras medidas ordinais conhecidas como
a entropia de permutacao [48], a complexidade estatistica [49] e a medida de informacgéo de
Fisher [50]. Além disso, em extensdo ao trabalho de Bandt e Wittfeld [47], destacamos o
papel critico de investigar explicitamente padrbes associados a valores idénticos dentro das
particdes dois por dois. Por m, quanti camos a evolugcdo temporal das pinturas artisticas
examinando mudancgas na prevaléncia de padrdes ordinais, revelando uma tendéncia geral na
gual as obras de arte divergem cada vez mais da incidéncia média com o passar do tempo.

O restante desta dissertacado se organiza em dois capitulos. No primeiro capitulo, apre-
sentamos 0s métodos utilizados ao longo de nossos estudos. Esses métodos incluem medidas
entrépicas e a abordagem de padrdes ordinais para imagens. No segundo capitulo, detalha-
mos a base de dados utilizada, nosso procedimento para de nir padrdes ordinais em pinturas
e expomos nossas analises e resultados. Por m, encerramos este trabalho com nossas dis-
cussodes e conclusoes.
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cAPiTULOL

Métodos ordinais para analises de séries temporais e imagel

Neste capitulo, apresentaremos uma revisdao dos métodos ordinais inaugurados com o
trabalho pioneiro de Bandt e Pompe [48], o qual de niu a entropia de permutacédo para
analise de séries temporais. Além dessa medida, discutiremos 0s principais quanti cadores
relacionados a distribuicdo ordinal, como a complexidade estatistica [51] e a medida de
informacéo de Fisher [50]. Apresentaremos também uma generalizacdo dos métodos ordinais
para analise de imagens [52] e a classi cacdo de padrdes ordinais proposta por Bandt e
Wittfeld [47], a qual foi a principal inspiracdo para o nosso trabalho com imagens de pinturas.
Para leitores familiarizados com esses conceitos ou que estejam interessados nos resultados
originais dessa dissertacdo, sugerimos a leitura a partir do préximo capitulo.

1.1 A entropia de permutacao

Com o avancar da ciéncia, varias técnicas notaveis surgiram. Entre os diversos métodos
desenvolvidos pela comunidade cienti ca, a abordagem de Bandt e Pompe [48] para analise
de séries temporais destacou-se por sua simplicidade e e ciéncia computacional. A literatura
apresenta diversas medidas de complexidade para analise e comparacao de séries temporais,
no entanto, frequentemente deparamo-nos com desa 0s que tornam as analises custosas, tais
como problemas computacionais, di culdades de reprodutibilidade e restricoes relacionadas
ao tipo de dado que a técnica se destina.

Visando contornar essas di culdades, a entropia de permutacdo foi concebida para ser
aplicada em séries temporais arbitrarias, abrangendo tipos variados, sejam elas regulares,
cadticas, ruidosas ou empiricas. Sua simplicidade intrinseca nos calculos e a capacidade de
contornar problemas encontrados em abordagens anteriores a tornam uma escolha vantajosa
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e, consequentemente, muito popular. Prova desse fato sédo as quase cinco mil citagdes que o
artigo seminal de Bandt e Pompe [48] acumulou ao longo das ultimas duas décadas.

O método proposto por Bandt e Pompe particiona uma determinada série temporal
tos. Usando esses rotulos, encontramos uma distribuicdo de probabilidades relacionada a
ocorréncia de cada padrdo de ordenamento que é conhecida como distribuicdo ordinal. A
entropia de Shannon [53] dessa distribuicdo de ne o que denominamos entropia de permu-
tacao [48].

Portanto, a esséncia do método é de nir os chamados padrbes ordinais, 0s quais sao
obtidos por meio do processo de particionar a série temporal e rotular as particdes. O unico
parametro da abordagem original € denominadambedding dimensiom, o qual é responsavel
por determinar o tamanho das particbes e também o nidmero maximo de padrdes que a
distribuicdo ordinal pode apresentard!).

Para denotar as particbes, podemos associar um vetw®ma cada uma. Intuitivamente,
podemos imaginar que estamos percorrendo a série temporal usando uma janela deslisante
de tamanhod que move por meio de passos unitarios, sendo que a cada passo, um wetor
e construido. De posse desses vetores, vamos associar 0os elementos de cada um a indices
correspondentes aos numerd®;1;2;:::;d 1). Em seguida, ordenamos os elementos do

as ocorréncias de cada uma delas, podemos de nir a distribuicdo ordinal e a entropia de
permutacao.
Para ilustrar esse procedimento, vamos considerar um exemplo com uma série temporal
deN =6 elementos,
xi = £2,6;1;4;5; 39;

e usar aembedding dimensiord = 2. Ao realizar as particdes, obtemos o0s seguintes vetores
&8

(2) =(2;6);
(3)=(6;1);
(@) =(1;4);
(5)=(4;9);
(B) =(5:3):

Em seguida, ordenamos os elementos desses vetores e observamos cada umas das duas per-
mutagcbes dos indiceq0;1), conforme ilustra a tabela a seguir.
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5 | sordenado| ! (0;1)
(2;6) (2;6) (0;1)
(6,1) (1,6) (1,0)
(1,4) (1,4) (0;1)
(4,5) (4,5) (0;1)
(5:3) (3:5) (1,0)

Calculando a frequéncia relativa das duas permutacdéd; 1) e (1;0), podemos escrever a
distribuicdo ordinal dessa série temporal pard =2 como

p((0;1)) = 3=5;
p((1;0)) = 2=5:

A entropia de permutacdo é a entropia de Shannon [53] dessas probabilidades que aca-
bamos de calcular. Assim, lembrando que a entropia de Shanhate uma distribuicdo de

xXn
S= P logp ; (1.1)

i=1

temos que a série temporal de nosso exemplo cdm 2 tem entropia de permutacao
S= (3=H)log(3=5) (2=5)log(2=5) 0:970:

Para ganhar ainda mais intuicdo, vamos realizar o procedimento comeabedding di-
mension d = 3 na mesma série temporal col = 6 elementos. Nesse caso, as particdes
podem ser representadas pelos vetores:

(3)=(2;6;1);
(@) =(6;L4);
(3)=(1;4,5);
(8)=(4:;53):

Além disso, temos agor8! = 6 possibilidades para as permuta¢gdes dos indi¢és1; 2). To-

davia, observamos que dentre as permutacdes possiveis, apenas trés aparecem nesse exemplo.
Replicando os procedimentos referentes ao ordenamento dos vetores, encontramos a tabela
llustrada a seguir.

LPara simpli car a notagdo matematica, todas as fungdes logaritmicas neste trabalho utilizam a base 2.
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5 sordenado| ! (0;1;2)
(2,6,1) | (1,2,6) (2;0;1)
(6;1,4) | (1,46) (1;2;0)
(1,45) | (1,45) 0;1;2)
4,53) | (345 (2;0;1)

Usando esses resultados, podemos encontrar as probabilidades dos padrdes ordinais com
d = 3, as quais séo:

p((0;1,2)) = 1=4;

p((0;2;1))=0;
p((1;0,2))=0;
p((1;2,0)) = 14,
p((2;1,0)=0;

p((2;0;1)) = 2=4:
De posse das probabilidades, podemos calcular a entropia de permutacdo, obtendo
S= 2(14)log(1=4) (2=4)log(2=4) 1.5:

Agora que temos uma boa intuicdo sobre a abordagem de Bandt e Pompe, podemos
formalizar o método de maneira geral. E importante salientar que n&o iremos considerar
explicitamente a possibilidade de encontrarmos particbes ou vetores com elementos iguais.
Esse tema sera retomado mais adiante no contexto de nossos resultados sobre pinturas.
Seguindo com a formalizacdo do método, vamos considerar uma série temporal arbitraria
comN termos representada por

fX1;X2; 1013 XNG = FXtOt=1 200N (1.2)

(8)! (Xs (@ 17Xs (@ 257755 %s 13Xs); (1.3)
coms = d;d+1;:::;N indexando osN d+ 1 vetores que particionam a série. Vamos
associar os simbolof; 1;:::;d 1) a cada um desses vetores e analisar as permutacées
(i =1;:::;d) que ordenam seus elementos em ordem crescente. ApOs encontrar todas as

permutacdes que ocorrem na série, calculamos as probabilidades de cada uma via

#fsjs N d+1;(9 dotipo g,
N d+1 '

p( i) = (1.4)
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partir da qual, calculamos a entropia de Shannon [53], de nindo a entropia de permutacao

como v
S[P] = p( i)logp( i): (1.5)

i=1
Observamos que a&mbedding dimensiord é o Unico parametro envolvido no célculo da
entropia de permutacdo. Esse parametro de ne o nimero de estados acessiveis ao sistema

grandes ded conduzem a muitas possibilidades para os padrdes ordinais, obrigando o uso de
séries temporais muito longas para encontrarmos uma estimativa con avel da distribuicéo
ordinal. Nesse contexto, também € comum considerar a restrigdlo N para a escolha da
embedding dimension

Podemos ainda calcular a entropia de permutagcao normalizada divididinho seu valor pelo
valor maximo da entropiaSnax, OU Seja,

S[P].

Smax ’

H[P] = (1.6)
de modo que o valor deH ca restrito ao intervalo [0;1]. Para calcular Sy utilizamos
0 método dos multiplicadores de Lagrange [54]. Ao utilizar multiplicadores de Lagrange
buscamos maximizar uma funcad (x;y) (de duas variaveis, nesse exemplo) sujeita a um
vinculo de formag(x;y) = c. No nosso caso, a entropia € a fungdo a ser maximizada e cada
p( i) emP é uma variavel. O vinculo refere-se a normalizacdo da distribuicdo ordinal, isto
é,
X!
p( )=1: 1.7)

i=1
Para utilizar o método dos multiplicadores de Lagrange, construimos uma funcao auxiliar
gue contém o vinculo e a prépria funcado que almejamos maximizar dada por

¢! ¢!
F(p( i), )= p( i) logp( i)+ p( ) 1 (1.8)

i=1 i=1

sendo o chamada multiplicador de Lagrange. Derivando a fungéo de nida na equacéo 1.8
em relacéo ap( ;) e igualando a zero, encontramos

p( )=e *: (1.9)
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Usando o vinculo da equacao 1.7, encontramos que

xt Xt
1= p()= e (1.10)
j=1 j=1
a qual pode ser resolvida, conduzindo a
1
p(1)= 5 (111)

Esse resultado con rma que a distribuicdo uniforme ou equiprovavel maximiza a entropia.
Calculando a entropia de Shannon dessa distribuigdo, encontramos

Smax = log d!; (1.12)

resultado que pode ser usado para normalizar a entropia de permutacao, isto &,

SIP1 .

HIP]= logd!

(1.13)

Com a normalizagéo, a entropiad [P] ca restrita ao intervalo 0 H[P] 1. O limite
inferior H[P] 0 ocorre quando a distribuicdo de probabilidade apresenta apenas uma pro-
babilidade ndo nula. Esse valor é caracteristico de série regulares que apresentam apenas
um Unico padrédo ordinal. Por sua vez, o limite superioH[P] 1 ocorre quando a dis-
tribuicdo de probabilidade for equiprovavel ou uniforme, ou seja, todos os padrdes ordinais
acessiveis tém a mesma probabilidade de ocorréncia, uma con guracdo que emerge em uma
série completamente aleatoria.

Para ilustrar a utilidade da entropia de permutacdo em contextos praticos, Bandt e
Pompe [48] conduziram uma analise em uma série temporal das amplitudes de um sinal
sonoro derivado da pronuncia da fraggermutation entropy measures complexityO objetivo
era identi car os segmentos contendo voz ativa, como representado na Figura 1.1A. Além
disso, eles compararam a entropia de permutacdo com a chamadeo-crossing rate(ZCR),

a qual captura a velocidade que um sinal vai de valores positivos para negativos em um
intervalo de tempo, ou seja, a taxa local de passagem pelo valor zero. A ZCR é comumente
empregada para detectar segmentos sonoros de curta duracdo, sendo que a ZCR tende a
apresentar valores menores para segmentos de voz ativo devido as baixas oscilacdes tipicas
desse tipo de som.

Na Figura 1.1A, notamos que o sinal inicia e termina com ruido de fundo. Essa caracteris-
tica é re etida em valores proximos dl para a entropia de permutacaad , como evidenciado
na Figura 1.1B. O mesmo padréo se repete para os chamados sons ndo vocalicos, que
representam sons consonanticos de baixa intensidade, bem como para as pausas durante a
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fala. Os segmentos que abrigam voz ativa se destacam por uma diminuicdo nos valores da
entropia de permutacao. A Figura 1.1C mostra que a ZCR também é capaz de identi car voz
ativa, porém a entropia de permutacdo é bem mais precisa nessa identi cacdo. Por exemplo,
durante intervalos de siléncio, entre 0 e 0.3 segundos ou a partir de 3.6 segundos, a ZCR
indica erroneamente a presenca de voz ativa devido a sua baixa contagem, enquanto a entro-
pia préxima a 1 corretamente sugere siléncio ou ruido. Dessa forma, podemos concluir que
a entropia de permutacao supera a ZCR, destacando sua capacidade superior em identi car
nuances da fala, tanto durante a pronincia quanto nas pausas resultantes das transicoes.

Figura 1.1: Aplicacdo da entropia de permutacdo em uma série temporal de amplitude
sonora. (A) Evolucédo temporal das amplitudes sonoras ao longo da prondncia da frase
permutation entropy measures complexityOs simbolos sobre a série indicam a transcrigéo
fonética correspondente. A taxa de amostragem € de 11 kHz e a amplitude esta em
unidades arbitrarias. (B) Valores normalizados da entropia de permutacdd[P] para
d=2;3;e4. (C) Comportamento dazero-crossing rate(ZCR). A gura é uma adaptacao
da referéncia [48].

1.2 Complexidade estatistica

Continuando nossa revisdo, vamos adentrar no topico de medidas de complexidade, es-
peci camente no trabalho realizado por Lopéz-Ruiet al. [49]. Esse trabalho propde uma
medida de complexidade com base em uma analise qualitativa de dois sistemas fisicos opos-
tos: o cristal perfeito e 0 gas ideal. Lopéz-Ruizt al. notam que uma caracteristica comum
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aos dois sistemas é a baixa complexidade. Todavia, em termos de estrutura organizacio-
nal, esse dois sistemas sao completamente diferentes, sendo o cristal perfeito completamente
ordenado e o gas ideal completamente desordenado.

A ideia de Lopéz-Ruizet al. € encontrar uma medida de complexidade que re ita essas
caracteristicas dos dois sistemas. Podemos considerar que o cristal perfeito tem alta simetria
e, em termos de distribuic6es de probabilidades, sua distribuicdo deve ser caracterizada pela
existéncia de um unico estado. Logo, a informacdo para descrever o estado espacial de
um cristal perfeito deve ser minima. Ja no caso de um gas ideal, temos uma disposicdo
espacial completamente desordenada, o que acarreta em uma distribuicdo de probabilidade
equiprovavel. Dessa forma, a informacéo necessaria para descrever a con guracao espacial
de um gas ideal deve ser maxima, ou seja, temos uma con guragdo completamente aleatéria
que néo pode ser reduzida em termos informacionais.

Assim, a informacao ou entropidd ndo pode ser considerada uma medida de complexi-
dade visto que ela coloca o cristal perfeito e o gas ideal em dois extremos. Para contornar
esse caracteristica, Lopéz-Ru&t al. de nem uma medida auxiliar denominada desequilibrio
D. Trata-se de uma medida de distancia entre a distribuicdo equiprovavel e a distribuicdo
dos estados do sistema em analise. Desse modo, para o cristal, que tem distribuicdo de
probabilidade centrada em um Unico estado, havera um valor elevado para o desequilibrio.
Por outro lado, para o gas ideal, com distribuicdo equiprovavel, o desequilibrio sera nulo.

Combinando o comportamento da medida de entropid com o desequilibridD, Lopéz-

Ruiz et al. propuseram um medida de complexidade que é o produto dessas duas quantidades,
ouseja,C=H D. AFigura 1.2 ilustra o comportamento deH, D e C ao variar o grau

de ordenacdo do sistema entre 0os casos extremos de um cristal perfeito e um géas ideal.
Notamos que a medida de complexidadé carrega em si 0 conceito qualitativo/intuitivo

de que tanto o cristal quando o gas ideal sédo sistemas de baixa complexidade, sendo um
sistema de alta complexidade aquele que estd em um estado intermediario de ordenacéo
entre o perfeitamente ordenado e o completamente aleatério.

Concluida nossa exposi¢do qualitativa, vamos formalizar essa medida de complexidade.
Lopéz-Ruizet al. argumentam que é razoavel relacionar uma medida de distancia ao dese-
quilibrio D. Assim, devemos ter duas condi¢cdes respeitadas. Primeirameme; 0, pois a
complexidade deve ser positiva. Em segundo lugdd, = 0 no limite de equiprobabilidade
dos estados do sistema. Entdo, podemos de nir o desequilibrio como a distancia euclidi-

D= p( i) = (1.14)

Desse modo, a complexidadé proposta por Lopez-Ruizet al. combinada com a abor-
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Figura 1.2: llustracdo do comportamento intuitivo esperado para as grandezas entropia
H, desequilibrioD e complexidadeC = H D, todas em funcéo do grau de ordenacgéo
do sistema. No extremo de ordem podemos ter um cristal perfeito; jA no extremo de
aleatoriedade, um gés ideal. Notamos que a medida de complexidade estatistica de Lopez-
Ruiz et al. [49] captura a noc¢dao intuitiva de complexidade para os exemplos citados, ou
seja, tende a zero para ambos e apresenta um valor maximo entre esses dois extremos de
ordem e desordem. A gura € uma adaptacao da referéncia [49].

dagem de Bandt e Pompe [48] ca
! !
Xt 1
C=HD = G p( i)logp( i) (D) g (1.15)
i=1 i=1
com Cy sendo uma constante de normalizacdo. Retomando nossa discussao, temos que o
cristal perfeito apresenta informacéddi minima e desequilibrio maximo; portantoC ! 0.
Para o gas ideal, a informacadl é maxima e desequilibrio € nulo, conduzindo também a
complexidadeC ! 0. Assim, em termos de organizacgéo estrutural, os sistemas que estiverem
entre o ordenado e o desordenado apresentam valores de complexidade positivos.

Uma caracteristica notéria da medida de complexidade de Lopez-R@z al. € a ndo
univocidade da relacdo entred e C. Em outras palavras, emboraC seja de nida pelo
produto entre D e H, ndo existe uma correspondéncia um para um entre os valores de
complexidade e entropia. Na verdade, para um dado valor &k os valores de complexidade
C podem variar em um intervalo[Cin; Chax]- 1SS0 ocorre porqueC também depende da
distancia D entre a distribuicdo do sistema e a distribuicdo uniforme.

Para esclarecer melhor esse fato vamos considerar um exemplo com trés estados possiveis
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cujas probabilidade sagp; = x, p,p = yeps =1 (x+y). Calculando a entropia e o
desequilibrio temos:

H= xlogx+ylogy+(1 x y)log(l x vy) (1.16)
€ 2 2 2
1 1 1
D= X 3 + y 3 + (1 x vy 3 (1.17)

respectivamente. Analisando essas expressdes ca claro que os valordd déo estao uni-
vocamente atrelados aos de e, consequentemente, da complexidade Por exemplo, para
as distribuicdes

P, = 10:800:16,0.03g e P, = f0:81;0:14; 0:04g (1.18)

encontramosH  0:60Q porém, o desequilibrio referente B; é D = 0:3338 enquanto para

P, temosD = 0:3448 Consequentemente, a complexidade assume valores distintos fara

P,, 0s quais sad& = 0:2004e C = 0:2054 respectivamente. Varrendo todas as possibilidades
para os valores de& ey nas de ni¢cdes dep,, p, € ps, podemos construir um plano com valores
de entropia e complexidade, conforme mostra a Figura 1.3. Esse gura deixa claro o fato de
gue para um valor de entropia temos um intervalo de possibilidades para a complexidade,
ou seja, a medida de complexidade quanti ca informacao adicional sobre o sistema que nao
esta contida na medida de entropia.

Figura 1.3: Plano complexidade-entropia ilustrando o fato da medida de complexidade nao
ser uma fun¢do univoca da entropia. A gura € uma adaptacao da referéncia [49].
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1.3 Plano complexidade-entropia

Parcialmente inspirados pelo trabalho de Lopez-Rui al., Rossoet al. [51] propuseram
usar um plano complexidade-entropia para distinguir séries temporais calticas e estocasticas.
A ideia de Rossoet al. foi combinar a entropia de permutacdo normalizada de Bandt e
Pompe [48] com uma medida de desequilibrio associada a divergéncia de Jensen-Shannon [55].
Mais especi camente, no lugar da distancia euclidiana, eles de nem o desequilibrio como

P+P. H[P] H[PJ]

D[P]=Do H > 5 5

(1.19)

na qual
P = p( i)i:l;:::;d! € Pe= — il = (1.20)

sdo a distribuicdo ordinal da série temporal e a distribuicdo equiprovavel, respectivamente.
Além disso,Dq € uma constante de normalizacado dada por
1 d+1
Do = > al log(d'+1) logd! 2log2 ; (1.21)
a qual pode ser calculada usando o método dos multiplicadores de Lagrange, tal como zemos
para calcular o valor maximo da entropia de Shannon.
Desse modo, Rosset al. usam o método de Bandt e Pompe [48] para calcular a entropia

de permutacdo normalizada,

HPI= —— p( )logp( ) (1.22)
E

e de nem sua medida de complexidade (em analogia a de Lépez-Retizal. [49]) como
C = H[P]D[P]: (1.23)

Além disso, eles propuseram o uso combinado dos valoresHlee C, o qual foi chamado

de complexity-entropy causality planesendo o termocausality usado para informar que

a distribuicdo de probabilidade usada para caracterizar as séries temporais € oriunda da
abordagem de Bandt e Pompe.

A Figura 1.4 apresenta o principal resultado obtido por Rossd al.: um plano complexida-
de-entropia calculado para diversas séries temporais de natureza cadtica e estocastica. Ob-
servamos que as séries temporais de caracter cadtico apresentam valores de complexidade
proximos ao maximo e valores intermediarios de entropia. Por outro lado, séries tempo-
rais oriundas de processos estocasticos estdo localizadas em regiées marcadamente distintas,
caracterizadas por valores intermediarios de complexidade e valores mais altos de entropia.
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Figura 1.4: Relacao entre entropiald ) e complexidade C) para diversos sistemas dinami-
Cos e estocasticos. As curvas pretas soélidas representam a fronteira tedrica que relaciona
os valores de entropia com 0s possiveis maximos e minimos de complexidade. Diferentes
simbolos e cores indicam os sistemas. O circulo rosa representa o mapa da tenda incli-
nada, o quadrado azul claro refere-se ao mapa de Hénon, o triangulo vermelho ao mapa
logistico, o tridngulo verde ao sistema de Rossler, o circulo rosa preenchido ao mapa de
Schuster, o quadrado azul escuro ao ruidqg o triangulo vermelho preenchido ao movi-
mento browniano fracionario (fBm) e o triangulo verde preenchido ao ruido gaussiano
fracionario (fGn). As linhas pontilhadas conectam pontos dos processos de ruide
fBm, mostrando variacfes especi cas dos parametrke (expoente de Hurst), respec-
tivamente. Os valores dez, k e estdo destacados ao lado de seus respectivos pontos,
indicando diferentes regimes. A gura € uma adaptacao da referéncia [51].

1.4 Plano Fisher-Shannon

Motivados pelo mesmo problema de Ross# al.,, ou seja, distinguir séries temporais
geradas por processos cadticos e processos estocasticos, Oliearak [50] propuseram a
utilizacdo de um novo quanti cador para a distribuicdo ordinal chamado de medida de in-
formacéo de FisheFr [56]. A motivagédo para a escolha dessa quantidade refere-se ao fato da
medida de informacéo de Fisher ser um quanti cador local dos padrbes de uma distribuicédo
de probabilidade altamente sensivel a variagdes entre os elementos da distribuicao.

Desta forma, Olivareset al. combinam a entropia de permutacdo normalizadal com

24



a medida de FisherF, produzindo um diagramaH versusF denominado de plano Fisher-
Shannon. Para de nir esse espaco de representacdo, notamos que a medida de informacgao
de Fisher é dada por [50]

Xp__ p___
F(P)=F  ( p(i«) p( )% (1.24)
i=1
na qual 8
< ) = i = i =
E o= 1 sep( i)=1 parai =1oui n (1.25)

- 1=2 caso contrario

€ uma constante de normalizacdo garantindo que< F < 1. Nesse célculo, os elementos
p( ;) da distribuicdo de probabilidade ordinalP sdo ordenados em ordem lexicogra ca con-
forme determinado pelo cédigo de Lehmer [57,58], o que corresponde a ordem alfabética
dos padrdes ordinais ou simbolos de permutacdo. Conforme ja mencionado, o valdf de
uma medida local altamente sensivel a mudancgas entre os elementos da distribuicdo ordinal,
semelhante ao gradiente de uma distribuicao de probabilidade no caso continuo. A medida
de informacéo de Fisher exibe um comportamento antagbnico a entropia de permutacao,
aproximando-se de um para sistemas altamente ordenadd®s ( 1) e zero para sistemas
desordenados K 0). Além disso, similarmente a complexidade estatistica, o valor de
F néo pode ser diretamente relacionado d, o que motiva o uso conjunto de ambos os
guanti cadores formando o plano Fisher-Shannon [50].

Similarmente ao trabalho de Rosset al., Olivares et al. [50] usaram o plano Fisher-
Shannon para distinguir entre séries temporais oriundas de mapas e sistemas dindmicos
(mapa tenda inclinada, mapa de Henon, mapa logistico, minimos de Rdssler e mapa de
Schuster) e séries estocasticas (ruiékg movimento browniano fracionario e ruido gaussiano
fracionario). Para isso, empregaram ainda séries temporais cbin= 2*° termos eembedding
dimensiond = 6. A Figura 1.5 mostra a posi¢do de cada série temporal no plano Fisher-
Shannon. Podemos observar que as séries temporais oriundas de sistemas caoéticos estédo
localizadas na regiad:45 < H < 0:70 e apresentam valores altos para a informacao de
Fisher. Por outro lado, séries temporais de natureza estocastica apresentam valores menores
para a medida de informacéo de Fisher. Além disso, € interessante notar que ao passo que as
correlagdes nas séries estocasticas aumentam, temos uma diminuicdo nos valores de entropia
e um aumento nos valores da medida de informacao de Fisher.
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Figura 1.5: Comportamento de séries temporais estocasticas e caoticas no plano Fisher-
Shannon. (A) Localizagéo de diversos sistemas cadticos e estocasticos no plano Fisher-
Shannon. Para essa andlise, foram utilizadas séries temporais ddme 21° termos e
embedding dimensiord = 6. Cada ponto no gra co representa um sistema especi co.
(B) Ampliacdo do comportamento ao redor do pontdH =1 eF =0. A gura € uma
adaptacao da referéncia [50].

Em outro exemplo, Olivareset al. [50] analisaram séries do mapa logistico obtidas ite-
rando a equacado de recorréncia que o de ne,

Xne1 = Xn(1 Xn); (1.26)

para diferentes valores do parametro. Nesse caso, a intencéo € veri car se o plano Fisher-
Shannon é capaz de distinguir os diferentes regimes que o mapa logistico exibe. A Figura 1.6A
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Figura 1.6: Andlise dos regimes do mapa logistico. O painel (A) mostra o diagrama de
bifurcacdo em funcédo do parametro, (B) mostra o plano complexidade-entropia e (C)
o plano Fisher-Shannon. Usou-sg&= 6 nas duas analises. A gura é uma adaptacdo da
referéncia [50].

mostra o diagrama de bifurcacdo do mapa logistico paraentre 3:8 e 3:87, destacando 4

desses regimes, 0s quais 0s autores denominach@awos 1(circulos em azul) period 3 (circulos
em vermelho),period doubling(triangulos em azul),chaos 2 (triangulos em verde) echaos
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3 (triangulos em vermelho). A Figura 1.6B mostra a andalise usando o plano complexidade-
entropia, enquanto o painel (C) mostra as mesmas séries analisadas com o plano Fisher-
Shannon. Notamos que ambas as representacdes distinguem bem os regimes tipicos do
mapa logistico. Porém, a separacao entre regimes periddicos e cadticos € mais clara no plano
Fisher-Shannon.

1.5 Padrdes ordinais em imagens

A abordagem de Bandt e Pompe, originalmente proposta para séries temporais, também
foi estendida por Ribeiroet al. [52] para o contexto de imagens ou outros tipos de dados

intensidade dos pixels de uma imagem.

Tal como zemos no caso de séries temporais, € preferivel iniciar a apresentacdo da
generalizacdo do método por meio de um exemplo, antes de abordar sua de nicdo formal.
Para isso, vamos considerar uma matriz quadrada de tamanho trés por trés € ny = 3)
dada por 0 1

125
A= 8 o : (1.27)
6 3 4

Essa matriz é particionada em submatrizes de tamantth = d, = 2 (as embedding dimen-
sions do caso bidimensional) de modo analogo ao processo que realizamos com 0s vetores
(8) do caso unidimensional. Essas particdes podem ser pensadas como o resultado de uma
amostragem da matrizA usando uma janela mével de tamanho dois por dois que se move
por meio de passos unitarios nas dire¢cdes horizontal e vertical. Denotando (r's,), com

temos as seguintes partigdes: |

ea= 12
|
(3;2) = 2 2 ;
|
(2,3) = ; 2 ;
|
@y= . |

Em seguida, concatenamos as linhas dessas submatrizes para representar os elementos de
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cada particdo como vetores simples, conduzindo a:

(2,2)=(1;27,8);
(3:2)=(2;58,9);
(2,3)=(7;8,6;3);
(3:3)=(8;9,34):

Por m, esses vetores sdo analisados usando o mesmo procedimento realizado para as séries
temporais, conduzindo aos padrées ordinais ou simbolos de permutacdo. Por exemplo, o
primeiro vetor corresponde ao padrado; 1; 2; 3). Além disso, para simpli car a notacao,
vamos denotar esses padrdes usando a forfugu, : :: Uy, 4,] cOm cadau; assumindo um dos
valores do conjunto(0; 1;:::;d, dy, 1). Assim, por exemplo, o padraqo; 1; 2; 3) também
pode ser representado pdon123]

Com as permutacdes conhecidas nesse exemplo bidimensional, podemos avancar e obter
as probabilidades de cada padrdo que ocorre no dado. No exemplo em questao, temos

p([0123]) = 2=4;
p([3201]) = 1=4;
p([2301]) = 1=4:

Notamos que, dag(dsd,)! = 24 permutacBes possiveis, temos a ocorréncia de apenas trés
estados nesse exemplo.
Uma vez que temos boa intuicdo sobre o caso bidimensional, passamos agora a sua

embedding dimensionsl, e d, arbitrarias. Nesse caso, cada submatriz representando uma
das(ny dy+1)(ny dy+1) particbes pode ser expressa por

0 1
sy (dy) 1 sy (dy) 1 sy (dy) 1 sy (dy) 1
Yso (4 1) Ys (de 2) Yo 1 Vs,
S d 2 S d 2 S d 2 S d 2
ve & Ve Wy ve M Py W
(sx;Sy) 7! : 5 5 : ; (1.28)
sy 1 sy 1 sy 1 sy 1
Ve, (dx 1) Y, (de 2) Yo 1 Ysx
S S S S
Yoo @ 1 Ys (d 2 Yo 1 Ysx
coms, = dy;dc+1;:::;nc es, = dy;dy+1;:::;ny. Concatenando as linhas dessas subma-
trizes, camos com
S Ug 1 S Ug 1 S Ug 1 S Ug 1
ySi rdxy 1 ySi rdxy 1 ysz rly ysz roy
Sy u S u S u Sy Uop .
Yoo ra. 1 Yo ras » Yoo 11 Yor o (1.29)
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a partir da qual podemos encontrar todas as permutagdesdos indiceq0; 1;:::;d, d, 1).
Por m, calculando a frequéncia relativa dessas permutacdes, temos as probabilidades

_ #f(s;sy)jsx nx dk+l es nyg dy+1;(ss;sy) dotipo ig.

(e de+1)(ny dy+1) , (1.30)

p( 1)

demos calcular a entropia de permutacdo ou qualquer outro quanti cador da distribuicao
ordinal.

De modo geral, as expressfes obtidas para o caso de séries temporais podem ser direta-
mente estendidas para o caso bidimensional fazendo a substituicaaddeor (d, d,). Por
exemplo, no caso do desequilibrio de nido a partir da divergéncia de Jenshen-Shannon [55],
temos

D[P]= DofS[(P + Pe)=2] S[P]=2 S[Pe=2]g; (1.31)

com a constante de normalizagcéo agora de nida como

1
(dydy)! +1 log((dxdy)! + 1) + log( dydy)!  2log2(ydy)! o (1.32)
(dydy)!

1
Do = >
a qual pode ser diretamente comparada com a equacao 1.21.

Para ilustrar o uso de padrbes ordinais para analise de imagens, vamos descrever 0s
resultados de Ribeiroet al. [52] referentes a andlise de superficies fractais caracterizadas
pelo expoente de Hursh, que por sua vez tem relacdo com a dimensao fraciy =3 h.

A Figura 1.7 mostra exemplos dessas superficies para valorehdmtre 0:1 e 0:9. Notamos
gue quanto menor o valor dén, mais rugosa € superficie gerada.
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Figura 1.7: Exemplos de superficies fractais caracterizadas por diferentes valores do expo-
ente de Hursth. A gura é uma adaptacéo da referéncia [52].

Usando um conjunto dessas superficies fractais, Ribegbal. [52] investigaram o com-
portamento do plano complexidade-entropia como funcéo do expoente de Hunst Mais
especi camente, eles construiram uma visualizacao tridimensional na qual os valores de en-
tropia e complexidade formam o0s eixos candnicase y, enquanto os valores dén estdo
ao longo eixoz. Esses resultados sdo mostrados na Figura 1.8 para trés combinacfes de
embedding dimensionsl, e d,. Em todos os casos, os dados mostram que os valores de
entropia e complexidade sédo muito e cientes em distinguir os diferentes niveis de rugosidade
das superficies fractais geradas com diferentes valores do expoente de Hurst.
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Figura 1.8: Analise de superficies fractais usando o plano complexidade-entropia. Os dois
painéis mostram uma visualizacao tridimensional compreendendo os valore$ideC e h.
Em (A) temos duas curvas referentesd, =2 ed, =3, ed, =3 edy, =2. Ja a curva em
(B) mostra resultados parady, =3 ed, = 3. A gura € uma adaptagéo da referéncia [52].

1.6 Classi cacao de padrfes ordinais dois por dois

Apoiando-se no trabalho de Ribeiret al. [52] sobre padrdes ordinais em imagens, Bandt e
Wittfeld [47] propuseram uma classi cacao para padrdes ordinais dois por dois, ou seja, para
0 caso em que asmbedding dimensionsl, e d, séo iguais a 2. Além disso, essa classi ca¢éo
conduz a duas medidas para analise de imagens denominadas suavidag®dthnesy e
estrutura de curva (curve structure)
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Para apresentar esses quanti cadores e também a classi cacdo de padrBes ordinais de
Bandt e Wittfeld é conveniente introduzir uma maneira alternativa de encontrar os pa-
drdes ordinais que foi usada pelos autores. No lugar de investigar permutacdes dos indices
(0; 1; 2; 3) que ordenam os elementos das particoes dois por dois, Bandt e Wittfeld utilizam
um procedimento baseado na atribuicdo de ranque aos valores da particdo para a construgao
do padréo ordinal oumotif da particéo.

Considerando novamente as particbes dois por dois da matriz de nida na equagao 1.27,
isto €,

(2,2)=(1;27,8);
(3:2)=(2;5;8,9);
(2,3)=(7;8,6;3);
(3;3)=(8,9,34):

podemos exempli car esse procedimento. Para cada particdo, substituimos seus elementos
pelo ranque de cada um, sendo o ranqueatribuido ao maior valor, 3 ao segundo maior
valor, 2 ao terceiro maior €l ao menor valor. Desse modo, os padrées cam

(2,2)! (1;2,3,4);
(3:2)! (1,234);
(2;3)! (3;4,21);
3;3)! (3;4,12):

Naturalmente, esse procedimento baseado em ranque vai conduzir a mesma distribuicao or-
dinal, uma vez que apenas a designacao dos padrbes muda, cando suas frequéncias relativas
inalteradas. De fato, € possivel relacionar os padrées obtidos via ranqueamento com aqueles
relacionados a permutacdo de maneira simples. Basta aplicar o procedimento de permutacéo
aos padrdes de ranque. Por exemplo, para a ultima particd@®,; 9; 3; 4), tomamos seu pa-
drdo de ranqueamentd3; 4; 1; 2) e procuramos pela permutacdo d@; 1; 2; 3) que ordena os
elementos em ordem crescente, encontran(y 3;0; 1), o qual é o padrédo de permutacao de
(8;9; 3;4). Portando existe, uma correspondéncia um para um entre os padrdes de permuta-
¢cdo e os padrdes de ranqueamento. Porém, o procedimento de ranqueamento gera padrdes
gue sao mais facilmente interpretados, o que vai facilitar a introducdo da classi cacédo de
Bandt e Wittfeld.

Seguindo nossa descricao, sabemos que existEn¥ 24 padrdes ordinais possiveis em
particoes dois por dois. Com base em argumentos de simetria e rugosidade, Bandt e Wittfeld
categorizaram esses 24 padrdes em trés grupos, cada um contendo oito padrées, denominados
por tipo I, tipo Il e tipo Ill. Uma representacdo desses padrfes agrupados € mostrada na
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Figura 1.9: Agrupamento dos 24 padrdes ordinais em trés tipos propostos por Bandt e
Wittfeld [47]. A gura € uma adaptacao da referéncia [47].

Figura 1.9. Cada um dos trés tipos € formado por dois padrdes basicos ou primarios (primeira
linha da gura) e por rotacdes desses padrdes (demais linhas da gura).

O tipo | compreende os padrbes primariod234]e [1324] juntamente com suas versdes
rotacionadas por um quarto [3142]e [2143), metade (4321]e[4231) e trés quartos (2413]e
[3412) de volta. Este grupo contém os padrdes ordinais mais continuos, que emergem quando
os elementos das particdes dois por dois estdo em um plano tridimensional (ou seja, os valores
aumentam ou diminuem simultaneamente ao longo das colunas e linhas). O tipo Il € formado
pelos padrdes primario$1243]e [1423] e suas versdes rotacionadas por um quart@{32]

e [2134), metade (3421]e [3241) e trés quartos (2314]e [4312) de volta. Estes padrbes

sdo menos continuos do que os do tipo | e surgem quando as intensidades dos pixels dentro
das particbes aumentam ou diminuem simultaneamente em uma direcdo, mas apresentam

tendéncias distintas na outra (por exemplo, no padrafB421] a primeira linha aumenta

da esquerda para a direita enquanto a segunda diminui, com valores ao longo de ambas as
colunas diminuindo de cima para baixo). O tipo Il representa os padrdes mais descontinuos,
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compreendendo os padrdes primarigé342]e [1432] e suas versdes rotacionadas por um
quarto ([4123]e [3124), metade (2431]e [2341) e trés quartos (3214]e [4213) de volta.
Nesses padrdes, os valores dentro das partices exibem tendéncias distintas simultaneamente
ao longo das linhas e colunas (por exemplo, ¢&841] a primeira linha aumenta da esquerda
para a direita enquanto a segunda diminui, e a primeira coluna aumenta de cima para baixo
enquanto a segunda diminui).

Utilizando esta classi cacdo de padrbes ordinais, Bandt e Wittfeld calculam a frequéncia
relativa de cada tipo de padrao, de nindo a suavidade

=q 1=3 (1.33)

e a estrutura de curva como
=G G; (1.34)

nas quaist, ¢, € g denotam as frequéncias relativas dos padrdes ordinais dos tipos I, Il e
[11, respectivamente. Os valores de quanti cam a suavidade/rugosidade das intensidades
dos valores dentro das particdes, alcangcando um valor maximo2#& quando as intensidades
aumentam ou diminuem consistentemente ao longo de ambas as dire¢cées (ou seja, quando
somente padrdes do tipo | emergem) e um minimo del=3 quando as intensidades sempre
mostram tendéncias distintas ao longo de ambas as direcdes (ou seja, quando somente padrbes
do tipo Ill emergem). Esta medida € analoga ao parametro de persisténcia de nido para
padrées ordinais cond = 3 em séries temporais [59]. Por sua vez, os valores deariam

de 1 (quando somente padrdes do tipo IIl emergem)h(quando somente padrdes do tipo

Il emergem), quanti cando a presenca de padroes rami cados e em espiral nas imagens.
Conforme jA mencionamos, Bandt e Wittfeld também introduziram o uso conjunto de

e para caracterizar imagens, de nindo um diagrama que denominamos plano suavidade-
estrutura.

Para ilustrar a aplicagéo dessa classi cagdo de padrdes ordinais, vamos reportar um dos
resultados presentes no trabalho de Bandt e Wittfeld sobre a analise de 25 tipos de texturas
naturais introduzidas por Kylberg e Sintorn [60]. Essas imagens foram obtidas a partir
de materiais como lentilhas, grédos, bem como estruturas mais regulares, como tecidos e
malhas. Para cada textura, existem 100 amostras de imagens. Inicialmente, eles calcularam
a frequéncia relativa dos 24 padrdes ordinais para cada tipo de textura, conforme mostra a
Figura 1.10. Notamos que existe uma hierarquia na ocorréncia dos padrdes ordinais. Padroes
do tipo | sdo os que mais ocorrem nessas texturas (frequéncia médi@:07), seguido pelos
padrées do tipo Il (frequéncia média 0:04). Por sua vez, os padrées do tipo Il sédo os
mais raros entre os trés tipos (frequéncia média 0:015. Resultado esse que corrobora a
classi cacdo em trés tipos e que possivelmente motivou a proposta de Bandt e Wittfeld.
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Figura 1.10: Padrdes ordinais nas texturas de Kylberg e Sintorn [60]. O mapa de calor
mostra a frequéncia relativa de cada um dos 24 padrdes ordinais organizados nos trés tipos
e seguindo a mesma ordem da Figura 1.9. Especi camente, as colunas 1-8, 9-16 e 17-24
referem-se, respectivamente, aos tipo I, Il e lll. Observamos que existe uma separacao
clara na ocorréncia dos padrdes entre os tipos, sendo o tipo | mais frequente do que o
tipo 11, com o tipo Il sendo o mais raro. A gura é uma adaptacao da referéncia [47].

Além de calcular a incidéncia média de ocorréncia dos padrdes ordinais dois por dois para
a base de dados de Kylberg e Sintorn [60], Bantd e Wittfeld também analisaram essas imagens
usando o plano suavidade-estrutura, conforme mostra a Figura 1.11. Nessa representacao,
cada umas das 100 imagens de cada um dos 25 tipos de texturas correspondem a um ponto
no plano, com a cor indicando o tipo de textura. Notamos que os tipos de texturas podem
ser relativamente bem distinguidos por diferentes valores de suavidade estrutura de curva
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