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Resumo

Este trabalho utilizou métodos numéricos para mostrar a evolução temporal de um

cristal líquido, resolvendo um sistema de cinco equações acopladas que não possuem solu-

ção analítica. A partir desses resultados foi feita uma medida da função de autocorrelação

para cada passo temporal dessa simulação. Aplicando a transformada de Fourier da au-

tocorrelação pode se obter o fator de estrutura, onde uma variável passa do espaço usual

para o espaço dos números de onda (~k). A média dos resultados nos ajuda a mensurar a

evolução temporal de uma grandeza, que leva o nome de comprimento característico, e faz

uma média das distâncias e tamanhos dos defeitos topológicos de uma série de sistemas

de cristais líquidos do tipo nemático, com variações de temperaturas diferentes. A partir

dessa dinâmica obteve-se a inclinação de cada reta para cada variação de temperatura.

O modelo apresentado mostra a evolução da ordem orientacional do cristal líquido por

meio de um tensor de segunda ordem simétrico e com traço nulo. Utilizando esse tensor é

realizada a descrição das densidades de energia envolvidas tanto na formação dos defeitos

quanto na perturbação de um diretor. Para uma boa resolução das equações presentes,

foram combinados dois algoritmos. A diferença �nita pra calcular as derivadas espaciais

com a integração temporal de Runge-Kutta para resolver as equações de relaxamento ne-

matodinâmicas, sem a presença de �utuações térmicas e �uxos hidrodinâmicos. Por meio

do programa, foi feito uma análise na dinâmica do comprimento característico de um cris-

tal líquido nemático uniaxial. Alguns métodos foram testados para realizar esse cálculo.

Alguns deram resultados próximos ao esperado, outros nem tanto. O que a literatura nos

apresenta é que essa dinâmica respeita uma lei de potência temporalL / t � , com� = 1=2.

Testando diferentes maneiras para calcular essa dinâmica constatou-se que alguns deles

podem apresentar resultados nada satisfatórios, como nos casos em que se utilizou o pa-
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râmetro de ordem escalar uniaxial. Os melhores resultados foram obtidos por meio da

utilização do parâmetro de ordem tensorial, calculando-se então valor médio do seu vetor

de onda no espaço de Fourier ou o valor médio do vetor de onda no espaço de Fourier ao

quadrado. A partir daqui, os métodos não precisos foram ignorados. Foi veri�cado que

para sistemas 2D as inclinações variaram de 0,48 a 0,5 antes da formação dos defeitos,

a depender do método utilizado e de 0,33 a 0,95 depois da formação. No sistema 3D, a

variação ocorreu de 0,48 a 0,50 antes da formação.

Palavras chave: cristais líquidos nemáticos, defeitos topológicos, comprimento ca-

racterísticos.
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Abstract

This work made use of numerical methods to show the time evolution of a liquid

crystal, solving a system of �ve coupled equations that do not have an analytical solution.

From these results, a measure of the autocorrelation function was made for each time step

of this simulation, taking the Fourier transform of the autocorrelation to obtain the struc-

ture factor, a variable passing from the usual space to the space of wave numbers (V eck),

its average helps us to measure the temporal evolution of a quantity called characteris-

tic length, which averages the distances and sizes of the topological defects of a series of

nematic-type liquid crystal systems with di�erent temperature variations. From this dy-

namics, the slope of each straight line was obtained for each temperature variation. The

model presented shows the evolution of the orientational order of the liquid crystal through

a symmetrical second-order tensor with zero trace. Using this tensor, the description of the

energy densities involved both in the phase transition and in the perturbation of a director

is performed. For a good resolution of the present equations, a �nite di�erence algorithm

was combined to calculate the spatial derivatives with the Runge-Kutta temporal integra-

tion to solve the nematodynamic relaxation equations, without the presence of thermal

�uctuations and hydrodynamic �ows. Through the program, an analysis was made on the

dynamics of the characteristic length of a uniaxial nematic liquid crystal. Some methods

have been tested to perform this calculation. Some gave results close to expectations,

others not so much. What the literature shows us is that this dynamic respects a temporal

power lawL / t � , with � = 1=2. Testing di�erent ways to calculate this dynamics, it was

found that some of them may present unsatisfactory results, as in the cases in which the

uniaxial scalar order parameter was used. The best results were obtained by using the ten-

sor order parameter, then calculating the average value of its wave vector in Fourier space

xiv



or the average value of the wave vector in Fourier space squared. From here, non-accurate

methods were ignored. It was then veri�ed that for 2D systems, the slopes ranged from

0.48 to 0.5 before the phase transition, depending on the method used, and from 0.33 to

0.95 after the transition. In the 3D system, the variation occurred from 0.48 to 0.50 before

the transition.

Keywords: nematic liquid crytals, topologigcal defects, characteristic lenght.
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Introdução

Alguns materiais apresentam formatos assimétricos em suas moléculas constituintes.

Isso faz com que na transição isotrópica-cristalina, esses materiais tenha mesofases inter-

mediárias que possuem características tanto de um líquido isotrópico, como por exemplo,

a �uidez, quanto de um sólido cristalino, como por exemplo, ordem orientacional de longo

alcance. Esses materiais recebem o nome de cristais líquidos e são o objeto de estudo desta

dissertação.

Na transição de fase acima citada, após ocorrer a quebra de simetria da fase isotrópica,

esses sistemas podem apresentar algumas irregularidades que impedem o sistema de ir para

seu estado de menor energia, os chamados defeitos topológicos. Defeitos topológicos não

são uma exclusividade dos cristais líquidos, eles ocorrem em outros vários sistemas. [2,3]

A evolução temporal dos defeitos topológicos pode trazer algumas informações per-

tinentes para se analisar nesse tipo de sistema. Utilizando um algoritmo em linguagem C

e métodos numéricos, um sistema que simula um cristal líquido em duas e três dimensões

foi evoluído desde a fase líquida até a nemática, mostrando o comportamento e o tipo de

cada um dos defeitos presente na amostra.

O presente trabalho foi dividido em 4 capítulos. No primeiro, é apresentado um

panorama geral do que são cristais líquidos, os tipos de moléculas que os constituem e as

diferentes mesofases existentes, além de como a luz se comporta num meio birrefringente.

No segundo capítulo, foram de�nidas algumas grandezas para se quanti�car o com-

portamento do sistema, são elas: o diretor (e co-diretores para sistemas biaxiais) e os

parâmetros de ordem escalar uniaxial e biaxial. A partir disso, de�niu-se o parâmetro de

ordem tensorial, que foi utilizado para de�nir as densidade de energia de transição de fase

(modelo de Landau-de Genes) e a densidade de energia elástica.

1



No terceiro capítulo, foi descrito como as densidades de energia regem a dinâmica dos

parâmetros de ordem e do versor. Primeiramente, minimizando as densidades de energia

por meio da equação de Euler-Lagrange, na sequência a dinâmica é dada pela equação

de Beris-Edwards. Uma descrição dos defeitos topológicos e seus tipos também foram

descritos, minimizando a energia de Frank para caracterizar os defeitos. Por �m, um breve

resumo da função de correlação foi posto e feito sua transformada de Fourier para se utilizar

o métodos para o calculo do comprimento característico.

O capítulo 4 tem os resultados obtidos para sistemas 2D e 3D. Primeiro vendo a

evolução dos defeitos tipológicos formados, foi mostra-se também como se comportam os

diretores próximos a esses defeitos. Em seguida, foi apresentado os resultados para a dinâ-

mica do comprimento característico variando a temperatura. Por �m, tem-se uma análise

de como é o comportamento das inclinações dessa dinâmica em termos da temperatura.

Por último, se tem uma conclusão, discussão e perspectivas.

2



Capítulo 1

CRISTAIS LÍQUIDOS

De modo geral, a matéria pode ser encontrada em três estados físicos: sólido líquido

e gasoso. O estado sólido cristalino ocorre quando suas moléculas constituintes estão numa

organização periódica, bem organizadas. Ao aquecer su�cientemente um sólido cristalino,

ele perde essa característica de periodicidade e as moléculas distribuem de forma aleatória.

Continuando esse processo de aquecimento o líquido se torna um gás, nesse estado as

moléculas se movimentam mais e há uma energia de repulsão maior.

Alguns materiais orgânicos possuem fases intermediárias ao sofrerem essa transição.

Isso se dá devido a esses sistemas mesomór�cos1 possuírem formato com forte anisometria

nas moléculas que constituem essa matéria. Essas mesofases são chamadas de cristais

líquidos. Esse aspecto anisotrópico gera uma direção preferencial fazendo com que essas

moléculas se organizem de maneira paralela a um eixo comum. Esse eixo comum leva o

nome dediretor, e é representado por~n, a Figura 1.1 mostra que o diretor possui uma

simetria de extrema relevância, os estados~n e � ~n são equivalentes [4].

As mesofases da transição líquido cristalina podem ser formadas de duas maneiras:

por um processo puramente térmico, os chamados cristais líquidos termotrópicos e/ou

através da concentração relativa, que recebem o nome de cristais líquidos liotrópicos. Uma

breve análise dessas classes de cristais líquidos será feita a seguir.

1Do gregomesos morphe: forma intermediária.
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(a) Sólido cristalino (b) Cristal Líquido (c) Líquido isotrópico

Figura 1.1: Representação organizacional das moléculas em: (a) um sólido cristalino, (b)
um cristal líquido e (c) um líquido isotrópico.

1.1 Cristais Líquidos Termotrópicos

Os cristais líquidos termotrópicos são formados por moléculas orgânicas anisotrópicas
2 que podem possuir formato de cilindro, disco ou até mesmo formas mais exóticas como

uma banana, alguns exemplos são vistos na Figura 1.2

Esses cristais possuem basicamente quatro fases:nemática, esmética, colunar e blue

fase.

A fase nemática possui ordem orientacional de�nida pelo diretor~n e ordem posicional

de curto alcance. Ao se dizer sobre ordem orientacional, refere-se à direção preferencial de

cada molécula desse cristal. A ordem posicional diz respeito à posição dessa molécula em

respeito às outras moléculas, isto é, seus centros de massa não apresentam fraca correlação

devido a isso a fase apresenta �uidez.

Se a fase é formada por moléculas alongadas, ela recebe o nome denemática calamítica

e o eixo principal da molécula tende a se orientar ao longo do diretor, como visto na �gura

1.3a. Outro caso são as moléculas em formato de disco, que podem ser vistas na �gura

1.3b. Nessa situação a orientação delas é perpendicular ao plano da molécula e a fase leva

o nome denemática discótica[5].

Observada primeiramente em 2004, a fasenemática biaxial possui além do diretor,

~n, um co-diretor ~l 3, que também possui equivalência com� ~l [6]. Como pode ser visto

na �gura 1.3c, essa fase possui moléculas em formato de caixas. A anisometria das três

2A anisotropia é uma característica de moléculas que tem um direção preferencial.
3Uma terceira direção preferencial é formada do produto vetorial~n � ~l
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(a) (b)

(c)

Figura 1.2: Exemplos de moléculas de cristais líquidos termotrópicos. Na �gura (a) tem
o formato de um bastão, na �gura (b) um molécula discótica e na (c) uma molécula do
formato de banana.

direções não garante uma fase biaxial, uma forte agitação térmica pode levar a �utuações

em algum dos eixos da molécula fazendo com que ela passe a apresentar fase nemática

uniaxial. Do mesmo modo, um cristal líquido na fase uniaxial pode se organizar de modo

a apresentar uma fase nemática biaxial [4].

Outra fase conhecida é anemática quiral 4, também conhecida comocolestérica.

Geralmente formado por moléculas que não possuem simetria especular e moléculas com

forma de banana. Essa assimetria gera uma torção no direção em relação a outro plano

molecular, formando assim estruturas helicoidais, como visto na �gura 1.3d [7].

4O termo quiral está ligado a propriedade geométrica relacionada a simetria da molécula, uma molécula
quiral não se sobrepõe a sua imagem no espelho.
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(a) (b) (c) (d)

Figura 1.3: Moléculas organizadas: (a) em formato de cilindro na fase nemática calamítica,

(b) em formato de disco formando a fase nemática discótica, (c) em formato de caixas

gerando um cristal líquido biaxial e (d) um cristal líquido com moléculas quirais.

Na fase esmética as moléculas se distribuem em camadas, possuem ordem translacio-

nal entre essas camadas e uma ordem orientacional em cada camada. Apesar de toda essa

organização, os centros de massa das moléculas de uma mesma camada estão distribuídos

de maneira irregular, se assemelhando então de um líquido isotrópico em duas dimen-

sões [8]. A fase esmética pode ainda ser dividade em três tipos, nenhum deles apresenta

correlação entre suas camadas:

ˆ Esmética A: Nesse tipo de cristal líquido esmético o diretor~n, é normal ao plano das

camadas, como pode ser observado na �gura 1.4a.

ˆ Esmética C: Nesse caso, o diretor possui uma leve inclinação em relação à camada,

�gura 1.4b.

ˆ Esmética C*: Ou esmética C quiral. O asterisco indica que o cristal líquido é formado

por moléculas quirais, o que gera uma torção no diretor de um plano para ou outro.

A fase colunar possui moléculas em formato de disco, devido a isso, ela se caracte-

riza por possuir uma simetria de translação entre as colunas formadas pelo empilhamento

de suas moléculas, �gura 1.5 enquanto isso, as moléculas dentro de uma mesma coluna

não apresentam regularidade no distanciamento de uma para a outra [5]. Devido a essas

características, os cristais líquidos se assemelham a um líquido em uma dimensão.
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(a) (b)

Figura 1.4: Representação das fases (a) esmética A e (b) esmética C

Figura 1.5: Representação da fase colunar.

A Blue Phase, Também conhecida comodouble twist[9] sofre torcão em planos con-

secutivos e em planos perpendiculares, como visto na �gura 1.6. É uma fase tridimensional

composta por moléculas quirais. Pode ser divido ainda em três subcategorias:

ˆ BPI : Nesse caso os cilindros se organizam de modo que um cubo de corpo centrado

(body centred cubic- bcc) é formado devido a dupla torção.

ˆ BPII : Aqui é formada uma rede cúbica simples.

ˆ BPIII : Fase amorfa com os cilindros apresentando uma distribuição aleatória e �e-

xível, podendo, em alguns casos, se entrelaçar [5].
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Figura 1.6: Cilindro formado por moléculas com dupla torção. Note que conforme a cama

é mais externa, maior é seu angulo em relação a um eixo normal ao centro do cilindro, até

chegar a 45º na camada mais externa.

1.2 Cristais Líquidos Liotrópicos

Para entender o que é um cristal líquido liotrópico é preciso entender o que os forma.

As moléculas an�fílicas, moléculas que apresentam uma cabeça polar e uma cauda apolar.

Polaridade, nesse contexto, está relacionada a solubilidade desse composto em água, isto é,

parte da molécula é hidrofílica (solúvel em meio aquoso) e parte é hidrofóbica (insolúvel em

água, porém pode ser solúvel em outros meios). Na �gura 1.7 pode ser visto a parte polar,

circulada, e a cauda apolar formada por cadeias de carbono de uma molécula an�fílicas.

Figura 1.7: Estrutura molecular do sabão, um exemplo de molécula an�fílica.

Ao serem adicionadas de forma gradual num solvente polar, num dado momento

ela atinge uma concentração crítica e a partir desse momento elas formam agregados que

recebem o nome de micelas [10]. Tais agregados blindam a parte hidrofóbica do solvente

polar. As micelas são essenciais para os cristais líquidos liotrópicos, pois são elas que dão

sua fase, que varia de acordo com a forma da micela, podendo ser cilíndrica, discótica, do

formato de uma caixa de fósforo, entre outras.
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Nemática - A diferença da fase nemática de um cristal líquido liotrópico para um

cristal líquido termotrópico está unicamente nos seus constituintes. Quando a fase é for-

mada por moléculas com formato de cilindro recebe o nome de fase nemática calamítica,

se a molécula tem forma de disco, a fase tem o nome de nemática discótica. Visto pela pri-

meira vez em 1980 [11], a fase nemática biaxial para cristais líquidos liotrópicos é formada

devido à organização das micelas em formato de caixas de fósforo.

Lamelar - Nessa fase as micelas são formadas de modo que as moléculas an�fílias se

organizem para que sua "cabeça"proteja a cauda hidrofóbica de entrar em contato com o

solvente polar. Uma representação dessa fase pode ser vista na �gura 1.8. Essa fase pode

ser comparada com a fase esmética A e tem semelhança com membranas celulares [12].

Figura 1.8: Representação da fase lamelar. Aqui vale lembrar que a camada de solvente

polar é muito menor que a bicamada formada pelas micelas.

Hexagonal - Nessa fase as moléculas an�fílicas se organizam de modo que formam

longos cilindros. Os cilindro se agrupam ainda de uma maneira que geram um hexágono,

como visto na �gura 1.9. As cadeias de carbono dentro dos cilindros apresentam um

ordenamento tipo líquido [13]. Essa fase pode ocorrer de duas maneiras: quando o solvente

é polar, como a água, e a parte hidrofílica da molécula �ca por fora, protegendo a cauda

hidrofóbica. Outra maneira é quando o solvente é apolar e a parte hidrofílica �ca para

fora, radialmente ao cilindro [14], recebendo o nome de fase hexagonal reversa. Nesse caso

a água está dentro da micela cilíndrica reversa. Essa fase é bem mais rara de acontecer.
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Figura 1.9: Fase hexagonal vista de cima.

Cúbica - Nessa fase encontra-se um caso mais difícil de ocorrer que nas fases antes

estudadas. Existem várias fases cúbica liotrópica [14]. As micelas se organizam formando

esferas que se organizam como cubos, podendo ser cubo simples, cubo de face centrada,

entre outros [13].

Esponja - As moléculas an�fílicas novamente se organizam em bicamadas que, por

sua vez, formam superfícies fechadas com buracos espalhados aleatoriamente pela estrutura

formada [15]. Um exemplo pode ser visto na Figura 1.10.

Figura 1.10: Organização das moléculas an�fílicas numa fase esponja.

O próximo passo para a realização dos estudos deste trabalho é entender o que acon-

tece quando um feixe de luz passa por um cristal líquido. Será abordado também como

é realizada uma medida de microscopia óptica de luz polarizada. Esta técnica é essencial

para que se possa ver como os diretores se organizam na amostra do cristal líquido.
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1.3 Propagação da Luz em um Cristal Líquido

Todo cristal líquido é um meio anisotrópico, o que signi�ca que ele possui algumas

propriedades que variam conforme a direção que se analisa, por exemplo, o índice de

refração, que tem valores diferentes dependendo da direção que se analisa. Esses meios

são chamados de meios birrefringentes. Isso ocorre porque esse tipo de material possui

duas constantes dielétricas, uma perpendicular� ? e outra paralela,� k ao eixo óptico. No

caso dos cristais líquidos, existem dois índices de refração: um ordinário, perpendicular

ao eixo óptico,no =
p

� ? , e um índice de refração extraordinário,ne = p � k, paralelo ao

eixo óptico. Em cristais líquidos, o eixo óptico coincide com a direção do diretor. Aqui, os

� ? e � k são as constantes dielétricas perpendicular e paralela do material respectivamente.

Como consequência, ao passar por um cristal líquido, um feixe de luz pode ser estudado

como duas ondas linearmente independentes e polarizadas.

É de�nida ainda a diferença� n = ne � no como a medida de birrefringência do

material. Se ne > n o, o material é uniaxial positivo, sene < n o, o material é uniaxial

negativo. Exemplos dessas características são vistas na �gura 1.11.

Para estudar essas ondas linearmente polarizadas, considera-se um feixe de luz pon-

tual que incide na origem de coordenadas dos sistema, que por sua vez, é exatamente o

centro do material, com o eixo óptico do cristal líquido coincidindo com o eixox, o que

signi�ca que nesse eixo o material apresenta uma constante dielétrica� k e nos demais eixos

possui constante dielétrica� ? .

Um tempo após a emissão desse pulso luminoso, como pode-se ver na �gura 1.11, exis-

tirão duas frentes de onda: a circular, chamada de onda ordinária e a elíptica, que se trada

da onda extra-ordinária. O campo elétrico da onda ordinária oscila perpendicularmente ao

plano x � y, logo, perpendicular também ao eixo óptico, fazendo com que sua velocidade

sejavo = c=no em todas as direções. Já a onda extra-ordinária tem seu campo oscilando

sobre o planox � y e sua velocidade depende da direção em que ela se propaga [16]. Sendo

assim, três casos são necessário para se analisar a onda extra-ordinária:

ˆ Se o campo elétrico oscila na direção do eixo óptico, ele está sujeito apenas a constante

dielétrica � k e sua velocidade é dada porve = c=ne.
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(a) Meio birrefringente positivo. (b) Meio birrefringente negativo.

Figura 1.11: Ondas se propagando em meio birrefringente negativo e positivo. Os pontos
A e B de ambas imagens é onde as ondas se tocam, o eixo que conecta esses pontos é
chamado eixo óptico.

ˆ Aqui tem-se o mesmo caso da onda ordinária, ou seja, o campo elétrico dessa onda

oscila sobre o eixoy e sente apenas a in�uência da constante� ? . Sua velocidade é

vo.

ˆ Por �m, o campo pode possuir uma componente no eixox e outra no eixoy, nesse

caso, ambas constantes vão in�uenciar o campo e sua velocidade vai ser uma combi-

nação das velocidadevo e ve.

A partir de agora, sabendo como uma luz se propaga num cristal líquido uniaxial, será

descrita quantitativamente como funciona a técnica experimental de microscopia óptica

de luz polarizada, uma técnica muito importante para realizar análises de fases líquido

cristalinas.

Essa técnica consiste em passar uma luz branca por um polarizador linear. Esse

feixe polarizado atravessa uma amostra de cristal líquido contido num porta amostras.

Após isso, os dois feixes polarizados atravessam um outro polarizador, inclinado90° do

primeiro, esse segundo polarizador recebe o nome de analisador. Por �m esses dois feixes
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atingem um sensor de captação de imagem (Charge-Coupled Device - CDC). Essa CDC vai

funcionar como um medidor de intensidade dos feixes de luz que atravessam o analisador.

Uma representação esquemática da microscopia óptica de luz polarizada pode ser vista na

imagem 1.12.

Figura 1.12: Esquema experimental da microscopia óptica de luz polarizada.

Essa intensidade pode ser calculada, para isso será considerado um caso em que o

diretor do cristal líquido possa estar orientado em qualquer direção e um feixe de luz branca

se propaga no eixoz. Após passar pelo primeiro polarizador, a luz branca tem intensidade

I 0 = A2, onde,A é a amplitude da onda linearmente polarizada. Ao passar pela amostra de

cristal líquido, essa onda pode ser decomposta em duas outras ondas. Dai em diante esses

feixes se tornam o ordinário e extraordinário com polarização mutuamente perpendicular

e amplitude A sin� e A cos� respectivamente, com� sendo o ângulo formado entre a

projeção do diretor~n no plano do polarizador e a direção de polarização do feixe incidente.

Os feixes ordinário e extra-ordinário se propagam sobre diferentes constantes dielé-

tricas, logo suas velocidades são diferentes e, consequentemente, o tempo pra atravessar a

amostra de cristal líquido é diferente. Esses tempos podem ser de�nidos como:

to =
d
vo

=
c
vo

d
c

=
2�
!� 0

nod;

te =
d
ve

=
c
ve

d
c

=
2�
!� 0

N (� )d;
(1.1)

No caso, foram considerados os índice de refração comono = c=vo e N (� ) = c=ve.
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Além disso,d é a espessura da amostra,vo e ve são as velocidades das onda ordinária e

extra-ordinária, sujeitas aos índices de refraçãono e N (� ) respectivamente. Pra deixar

claro, N (� ) tem essa dependência angular, pois a interação da onda com a constante

dielétrica varia conforme o ângulo, conforme demonstrado na �gura 1.11. Outra relação

utilizada nessa equação foi,c = !� 0=2� , em quec é a velocidade da luz no vácuo,! é a

frequência da luz no cristal líquido e� 0 é o comprimento de onda da luz no vácuo5.

Após atravessar a amostra de cristal líquido pode ser feita a descrição da parte

ondulatória do campo elétrico das ondas ordinária e extra-ordinária.

a = A sin (� ) cos [! (t � to)] = A sin (� ) cos
�

!t �
2�
� 0

nod
�

;

b= A cos (� ) cos [! (t � te)] = A cos (� ) cos
�

!t �
2�
� 0

N (� )d
�

;

E suas projeções sobre o analisador devem ser:

a0 = A sin (� ) sin
�

� +
�
2

�

cos
�

!t �
2�
� 0

nod
�

;

b0 = A cos (� ) cos
�

� +
�
2

�

cos
�

!t �
2�
� 0

N (� )d
�

;

utilizando as identidades trigonométricassin (� + �= 2) = cos (� ) ecos (� + �= 2) = � sin (� ),

as equações acima se tornam:

a0 = A sin (� ) cos (� ) cos
�

!t �
2�
� 0

nod
�

;

b0 = � A cos (� ) sin (� ) cos
�

!t �
2�
� 0

N (� )d
�

;

Agora, de�ne-se algumas relações contidas na equação acima comoA1 = A sin (� ) cos (� ),

5Nesse ponto deve-se ser notado que se trata de uma luz branca, que é uma soma de vários comprimento
de onda, logo, para cada� haverá um tempo diferente.
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A2 = � A cos (� ) sin (� ), ' 1 = 2�n 0d=� 0 e ' 2 = 2�N (� )d=� 0 para se obter:

a0 = A1 cos [!t � ' 1]; (1.2)

b0 = A2 cos [!t � ' 2]; (1.3)

As ondas, ao passar pelo analisador, saem com mesma polarização, seus campos

elétricos oscilam na mesma direção, com mesma frequência e por consequências se somam,

gerando uma onda resultante�A, dada por:

�A = A2
1 + A2

2 + 2A1A2 cos' 1 � ' 2: (1.4)

Substituindo a equação (1.2) e (1.3) em (1.4), se obtém a intensidade de luz que

o CDC capta após o feixe branco atravessar os dois polarizadores e a amostra de cristal

líquido entre eles

I =
I 0

2
sin2 (2� ) sin2

"
�d
� 0

(N (� ) � no)

#

: (1.5)

A relação deN (� ) é dada por [17]

N (� ) =
noneq

n2
e cos2 � + no sin2 �

;

que substituído na equação (1.5), �ca:

I =
I 0

2
sin2 (2� ) sin2

2

4 �d
� 0

0

@ nenoq
n2

e cos2 � + no sin2 �
� no

1

A

3

5 : (1.6)

O termo I 0=2 na equação acima representa a intensidade de uma luz não polarizada

após passar por um polarizador linear. Para normalizar essa grandeza será considerado

I 0=2 = 1. Além disso, o último termo da mesma equação possui dependência com o

comprimento de onda, o que quer dizer que, ao ser iluminado com luz branca, apenas

algumas cores terão intensidades diferente de zero, formando imagens como vista na �gura

1.13. Quando o vetor de onda~k da luz faz um angulo� = 0 com o diretor a intensidade
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captada pelo CDC também é zero. O mesmo ocorre quando o ângulo entre o eixo do

polarizador e a projeção do diretor em seu plano é paralelo (� = 0) ou perpendicular

(� = �= 2) [5].

Figura 1.13: Também conhecida como textura deSchlieren, esta imagem mostra uma

gota do cristal líquido 5CB na transição isotrópica-nemática vista pela microscopia de luz

polarizada. Foi obtida no laboratório de �uídos complexos da Universidade Estadual de

Maringá e tem um tamanho de520� 320�m 2

Caso não haja a intenção de se obter as cores, a equação (1.6) pode ser tomada com

sin2[ �d
� 0

(N (� ) � no)] = constante, esse resultado é válido se a luz que ilumina a mostra for

branca. Além disso, se ao invés de se considerar um cristal líquido uniaxial utilizar-se de

um cristal líquido biaxial, o resultado seria o mesmo, pois a medida de birrefringência em

sistemas biaxiais é dada apenas pela diferença entre o maior e o menor valor do índice de

refração [17,18]. Para esses casos, basta o uso de

I / sin2 (2� )
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Capítulo 2

ORDEM E ENERGIA DA FASE

NEMÁTICA

No capítulo 1 foram descritos, de forma qualitativa, algumas característica que de�-

nem o que é um cristal líquido, como o formato das células que os compõe, ordem orienta-

cional e translacional. Agora será apresentado uma maneira quantitativa de de�nir como

as moléculas se organizam na matéria, são eles dois parâmetros de ordem, um uniaxial e

um biaxial, que darão bagagem para usar uma grandeza mais geral, o parâmetro de ordem

tensorial. Serão ainda postas energias envolvidas no processo de transição de fase e de

perturbação de um diretor em relação a outro em função dos parâmetros envolvidos na

transição da fase isotrópica para a nemática e a energia elástica.

2.1 Parâmetro de Ordem Escalar Uniaxial

Observando duas fases distintas de um cristal líquido: a nemática e a esmética, por

exemplo, como na �gura 2.1, onde vemos que apesar de possuírem o vetor diretor iguais,

suas moléculas estão distribuídas de maneira diferente.

Essa organização pode ser quantizada por uma função de distribuição normalizada1,

f (� )d� , que fornece a probabilidade de encontrar o eixo principal de uma molécula for-

mando um ângulo entre� e � + d� com o diretor. Como as moléculas possuem simetria

1
v

f (� )d
 =
R2�

0

R�
0 f (� )sen�d�d� = 1
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(a) (b)

Figura 2.1: Um cristal líquido na fase nemática, em (a) possui um grau de ordenamento,
em (b) outro, porém ambos os casas trata-se da fase nemática.

cilíndrica o ângulo azimutal� pode ser desconsiderado. Para quanti�car esse grau de ali-

nhamento, é preferível que se utilize um parâmetro numérico ao invés de uma função, é ai

que de�nimos o parâmetro de ordem escalar uniaxial, conforme equação (2.1).

S = hP2(~a:~n)i =
1
2

hcos2 � � 1i = 2�
Z 2�

0
P2(cos� )f (� ) sen�d�; (2.1)

P2 é o segundo polinômio de Legendre e� o ângulo entre o eixo principal da molécula e

o diretor [19]. O quarto polinômio de Legendre também poderia ter sido utilizado para

calcular esse parâmetro. Além disso, como era esperado não há a dependência do ângulo

azimutal e a simetria da fase nemática é mantida (~n = � ~n).

Tomando alguns casos, por exemplo sef (� ) = � (� )=4� ou f (� ) = � (� � � )=4� ,

obtemosS = 1, é quando as moléculas estão alinhadas ao diretor. Já quando as direções

de orientações são equiprováveisf (� ) = 1 =4� e S = 0, tem-se a fase isotrópica. Se as

moléculas estão perpendicular ao diretor, o que se tem é um pico def (� ) em � = �= 2 e

S = � 1=2. QuandoS é negativo tem-se a chamada con�guração planar [5].

Experimentalmente, o parâmetro de ordem pode ser obtido por meio da ressonância

18



Magnética nuclear, medida que veri�ca uma mudança abrupta no parâmetro de ordemS

em função da temperatura quando há a transição isotrópica, nemática, o que indica

uma transição de fase de primeira ordem. A espectroscopia de luz polarizada, mencionada

acima, também consegue notar isso. Na próxima seção trataremos dos casos que, além de

uma direção preferencial, as moléculas possuem um co-diretor perpendicular ao diretor.

2.2 Parâmetro de Ordem Escalar Biaxial

Ao se aplicar campos externos, como elétrico e magnético, foi observado que as mo-

léculas uniaxiais da fase nemática poderiam se reorganizar de modo que criassem um

ordenamento a um segundo diretor, perpendicular ao primeiro diretor, que foi chamado de

co-diretor (~l). Esse co-diretor possui a mesma característica de simetria do diretor, isto é,
~l = � ~l. Suponha que o diretor~n tenha direção que coincida com o eixoz e o co-diretor
~l, possua direção no sentido dey, o parâmetro de ordem escalar biaxial pode ser de�nido

como [20]:

P = [ hP2(~a:~l)i � h P2(~a:~m)i ] =
3
2

hsen2 � cos(2� )i ; (2.2)

onde,~a é o eixo principal da molécula e~m = ~n � ~l, �gura 2.2.

Figura 2.2: Relação entre o eixo da molécula e o diretor e o co-diretor.

Esse parâmetro de ordem está de�nido num intervalo[� 3=2; 3=2] e está associado em

termos deS também, pois:

19



� (1 � S) � P � (1 � S):

SeP = 0, caracteriza-se um ordenamento uniaxial, seP = 3=2 tem-se um perfeito

ordenamento biaxial ao longo do co-diretor~l. O perfeito ordenamento biaxial é obtido

quando S = � 1=2. Assim, conclui-se que o parâmentro de ordem biaxial indica uma

dispersão de moléculas em relação a~l. O grau de biaxialidade é máximo quando a dispersão

das moléculas em relação ao diretor e co-diretor é numericamente igual, ou seja,S = P.

Vimos dois parâmetros de ordem escalares e três versores para de�nir a direção de

ordenamento das moléculas. Na próxima sessão, será estudada uma forma de uni�car tudo

isso, gerando um novo parâmetro de ordem, dessa vez tensorial.

2.3 Parâmetro de Ordem Tensorial

Pode-se uni�car todos os parâmetros de ordem escalares e os versores que descrevem

o cristal líquido num único parâmetro de ordem tensorial. Tal parâmetro pode ser descrito

como na equação (2.3).

Qij =
1
2

S(3ni nj � � ij ) +
1
2

P(l i lj � mi mj ); (2.3)

Aqui os subíndices variam discretamente em 0, 1 e 2, em que cada número corresponde

as coordenadas x, y e z, respectivamente [21].

Outra maneira de representar esse tensor é através de uma matriz3 � 3. Para isso,

toma-se osi 's como i-ésimas linhas e osj são as j-ésima colunas. Essa matriz é simétrica,

isto é, Qij = Qji . Além disso, ela possui traço nulo,T rQ ij = Q00 + Q11 + Q22 = 0. Desta

forma, pode-se encontrar um elemento da diagonal principal por meio da combinação linear

dos outros dois elementos.

Dessa maneira, dos 9 elementos da matriz parâmetro de ordem, apenas 5 são inde-

pendentes. Seus 5 graus de liberdade estão associados àS, P, duas componentes de~n e

uma de~l. A terceira componente do diretor é encontrada a partir de~n:~n = 1. As outras

componentes do co-diretor são obtidas por meio da sua ortogonalidade de com o diretor e

pelo fato de também possuir norma unitária (~l:~l = 1).
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Por meio de seus autovalores pode-se diagolizarQij e então encontrar os valores de

S e P:

Qij =

0

B
B
B
B
@

� (S + P)=2 0 0

0 � (S � P)=2 0

0 0 S

1

C
C
C
C
A

(2.4)

A matriz possui autovetores~n = (0 ; 0; 1), ~l = (0 ; 1; 0) e ~m = (1 ; 0; 0). Reescrevendo o

último autovalor como� (S� 3S)=2 nota-se queP < 3S e se conclui que o último autovalor

de (2.4) é o que possui maior valor.

Agora que algumas breves de�nições foram apresentadas, serão dadas as de�nições

das densidades de energia usadas para os estudos que serão realizados.

2.4 Transição da Fase Isotrópica para a Nemática

Descrito por Landau, uma maneira interessante que descreve uma transição de fase é

o modelo de campo médio que consiste em encontrar um parâmetro de ordem, desenvolver

um potencial termodinâmico (ou energia livre) em termos desse parâmetro de ordem, do

sistema próximo a transição de fase e encontrar os valores das grandezas que minimizam a

energia livre [22]. Esse modelo descreve apenas as características qualitativas da transição

de fase, pois em modelos reais, próximo a temperatura de transição de fase, a energia livre

não é uma função analítica dos parâmetros de ordem [23]. Vale lembrar também que esse

modelo independe da natureza de interação e estruturas moleculares [24].

Baseado nesse modelo, de Gennes desenvolveu seu próprio modelo fenomenológico

para descrever uma transição de fase Iso-Nem, que �cou conhecido como modelo de Landau-

de Gennes.

Nesse modelo, nas proximidades da transição de fase, considera-se os parâmetros de

ordem escalares pequenos, implicando que as componente dos tensorQij também sejam

pequenas (como pode ser visto na equação (2.3)). Assim, pode-se tomar a energia livre

por volume das duas fases como potência de termos que são combinações dos elementos de
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Qij :

FLdG = Fnem (S; P; T) � F iso =
A
2

Qij Qji +
B
3

Qij Qjk Qki +
C
4

(Qij Qji ))2 + O(Qij Qjk Qki )3;

(2.5)

em queF iso é a energia por volume da fase isotrópica, nessa fase, não há grau de ordena-

mento nenhum, logo ela é nula.Fnem é a energia por volume da fase nemática. Considera-

se também que os índices repetidos são somados2. Desta forma, o que se percebe é que

Qij Qji = T rQ2 e Qij QjiQ ki = TrQ3 de modo que a equação (2.5) pode ser escrita como:

FLdG =
A
2

TrQ2 +
B
3

TrQ3 +
C
4

(T rQ2)2 + ::: : (2.6)

Os coe�cientesA, B e C são determinados fenomenologicamente.A é função da

temperatura e é escrito como uma série de potências que leva em conta apenas o primeiro

termo. Desta forma, de�ne-seA como:

A(T) = a(T � T � ) = a(� T);

em quea é uma função suave da temperatura.T � representa uma temperatura mínima

de metaestabilidade da fase nemática, ou seja, quando a temperatura for menor que a

temperatura crítica de transição de fase (Tc) e maior queT � (T � T � < T < T c) o sistema

se encontra localmente estável, para que haja a transição de fase iso-nem, uma �utuação

energética é necessária. Essa temperaturaT � também é conhecida como temperatura de

supercooling.

Ao se �xar temperatura e pressão do sistema a equação (2.6) corresponde a ener-

gia livre de Gibbs, se for �xada a temperatura e o volume, se trata da energia livre de

Helmholtz. Experimentalmente manter temperatura e pressão constantes é mais conveni-

ente, no mundo computacional é mais simples manter a temperatura e o volume constantes.

De todo jeito, as mudanças de densidade (volume) são pequenos, bem como os resultados

teóricos baseados na minimização da energia livre de Gibbs ou Helmholtz [5]. Como só

2Qij Qji =
3P

i =1

3P

j =1
= Qij Qji
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se quer minimizar a energia em termos da temperatura, vamos chamar a equação (2.6)

apenas de �energia livre�.

A existência da fase isotrópica só é permitida graças a ausência do termo linear da

equação (2.6) [24], isso porque na presença de um termo linear a energia livre da fase

nemática é menor que a energia livre na fase isotrópica para todas as temperaturas. Um

polinômio com termo linear não possui um mínimo na origem, que para os cristais líquidos

corresponde a não existir uma energia mínima paraS = 0. A presença do termo cúbico

indica que a transformação dos estadosQij ! � Qij , que pode ser abordado comoS ! � S,

não deixa FLdG invariante, o que indica que esses estados possuam diferentes arranjos

moleculares3, não simétricos e não degenerados, além disso, o termo cúbico implica que

essa transição seja de primeira ordem [22], já constatados por vários experimentos [25].

Considerando que se trata de um cristal líquido uniaxial, isso é,P = 0, os termos da

equação (2.6), podem ser escritos como:

Qij Qji = TrQ2 =
3
2

S2; (2.7)

Qij Qjk Qki = TrQ3 =
3
4

S3; (2.8)

que substituídos em (2.6), resulta em:

FLdG =
3
4

AS2 +
1
4

BS3 +
9
16

CS4; (2.9)

Gra�camente essa relação entre a energia livre e o parâmetro de ordem uniaxial se

encontra na �gura 2.3. Nela, pode ser visto que o termo determinante para a transição de

fase éA. Pois casoA < 0 não há um mínimo emS = 0.

Para encontrar os S que minimizam a densidade de energia livre, toma-se a derivada

em relação aS e iguala a zero. Obtendo:

@FLdG

@S
=

�

a(T � T � ) +
1
2

BS +
3
2

CS2
� 3

2
S = 0: (2.10)

3É importante lembrar que S > 0 indica que as moléculas possuem direção média paralela ao diretor.
Já S < 0 indica direção média perpendicular o diretor.
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Figura 2.3: Densidade de energia livre em função do parâmetro de ordem uniaxial S para
diferentes temperaturas. O Grá�co menor mostra que paraT > T c, a função possui apenas
um mínimo e quandoT = Tc, existem 2 mínimos. Para gerar esse grá�co, foram usados os
parâmetros do cristal líquido MBBA [1]: a = 8; 67� 104Jm � 3K � 1, B = � 2; 12� 106Jm � 3

e C = 1; 74� 106Jm � 3.

A equação (2.10) possui 3 raízes.

S1 = 0 (2.11)

S2 = Seq =
� B +

q
B 2 � 24a(T � T � )C

6C
(2.12)

S3 =
� B �

q
B 2 � 24a(T � T � )C

6C
(2.13)

No primeiro caso, obteve-seS1 = 0, o que corresponde a fase isotrópica, nesse ponto,

a energia livre é nula (FLdG = 0). Olhando para a equação (2.10) nota-se que, para um

mínimo da energia livre num valor �nito de S, é necessário queC seja positivo. LogoS2

é maior que zero e, de acordo com a �gura 2.3, corresponde a um mínimo global. Em

outras palavras,Seq é um mínimo do parâmetro de ordem na fase nemática. Por �m,S3 é

negativo e, portanto, um mínimo local, como mostra a mesma �gura 2.3.

Na temperatura de transição de fase,Tc, S1 e S2 fornecem um mesmo valor para a
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energia livre, isto é:

FLdG (S2 = Sc) = FLdG (S1) =
3
4

a(Tc � T � )S2
c +

1
4

BS3
c +

9
16

CS4
c = 0; (2.14)

Que simpli�cando, pode ser escrita como:

a(Tc � T � ) +
1
3

BSc +
3
4

CS2
c = 0; (2.15)

tomando agora a equação (2.10), também na temperatura de transição de fase, obtém-se:

a(Tc � T � ) +
1
2

BSc +
3
2

CS2
c = 0; (2.16)

Utilizando as equações (2.15) e (2.16), é possível obter o parâmetro de ordem na transição

de fase,Sc, em termos dos parâmetrosB e C, ou seja:

Sc = �
2B
9C

; (2.17)

Daqui vemos que paraSc seja positivo, o parâmetroB deve ser negativo.

Com esse resultado encontrado paraSc, pode-se encontrar o valor da temperatura de

transição. Para isso, basta substituir a equação (2.17) na equação (2.15) ou (2.16). Onde

se obtém:

Tc = T � +
B 2

27aC
; (2.18)

Esse estudo se propõe a fazer uma análise numérica, de maneira que é conveniente

escrever a densidade de energia de Landau-de Gennes de uma forma adimensional para

reduzir os parâmetros dependentes. Para isso, é sugerido a mudança que segue:

~Qij ! �
3C
2B

Qij ; (2.19)
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Usando essa nova notaçãoa equação (2.5) é reescrita como:

~FLdG =
�
2

T r ~Q2 � T r ~Q3 +
1
2

(T r ~Q2)2: (2.20)

Aqui utilizamos:

� =
9C
2B 2

a(T � T � )

e

~FLdG =
81C3

8B 4
FLdG

Outras densidades de energias além da energia de Landau-de Gennes são: as energias

associadas a variações espaciais do diretor. Essas densidades de energia serão abordadas

na sessão seguinte.

2.5 Densidade de Energia Elástica de um Cristal Lí-

quido Nemático

Para explicar o que ocorre com os diretores de um cristal líquido, primeiro é preciso

lembrar de um sistema massa mola onde há mudanças no comprimento da mola que a

tiram de seu estado de equilíbrio, gerando um aumento na energia potencial do sistema,

essa variação de energia é proporcional ao quadrado do deslocamento. O mesmo ocorre

com os cristais líquidos (não quiral). Quando o diretor não possui mais variações espaciais

diz-se que o sistema está em equilíbrio e qualquer variação na direção do diretor acresce

um certo valor na densidade de energia livre do sistema. Deste modo, a energia devido a

essa alteração do diretor é escrita como segue:

Fel =
1
2

L 1Qij;k Qij;k +
1
2

L 2Qij;j Qik;k +
1
2

L SQij;k Qik;j ; (2.21)

aqui, L 1, L 2 e L s são os chamados �parâmetros elásticos�, que são da desordem de10� 12N

e a vírgula denota uma derivada espacial, isto é,Qij;k = @Qij =@xk . Os L podem ser
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entendidos como forças de interação intermolecular e independem do grau de ordenamento

nemático [26].

Utilizando agora o fato de que o vetor possui norma unitária,ni ni = 1, e, conse-

quentemente,ni ni;j = 0, além disso, usando o tensor parâmetro de ordem uniaxial como

QU
ij = 1

2Seq(3ni nj � � ij ), outra notação que pode ser usada é a chamada densidade de

energia de Frank [27]:

FF rank =
1
2

K 11

�
~r :~n

� 2
+

1
2

K 22

h
~n:

�
~r � ~n

�i 2
+

1
2

K 33

h
~n �

�
~r � ~n

�i 2
+

�
1
2

(K 22 + K 24) ~r :
h
~n

�
~r :~n

�
+ ~n �

�
~r � ~n

�i
;

(2.22)

K 11 está associado a deformação na direção do diretor do tipo afunilamento (splay), K 22

a torção (twist ) e K 33 a �exão (blend). Seus valores são sempre positivos para assegurar o

equilíbrio termodinâmico do sistema [28]. Pode-se ver cada uma delas na �gura 2.4.

(a) K 11 - splay (b) K 22 - twist (c) K 33 - bend

Figura 2.4: Tipos de deformações de um cristal líquido.

O último termo da energia de Frank recebe o nome desaddle-splaye ao ser integrado

sobre todo o volume pode ser trocado, através do teorema de Gauss, por uma integral de

superfície, o que indica que esse termo tem relação com a superfície e rege as mudanças nas

condições de contorno [29]. Neste caso, como será feita uma análise apenas de volume (bulk)

e serão consideradas condições periódicas de contorno, este termo será desconsiderado.

As relações entre as constantesK ij e L i são:
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K 11 = K 33 =
9
4

S2
eq(2L 1 + L 2 + L S);

K 22 =
9
2

S2
eqL 1;

K 24 =
9
4

S2
eqL S;

Experimentalmente existe uma deformação causada pela aplicação de um campo

externo, esse efeito leva o nome de Transição de Fréedericksz [30], por meio dela se obtém

as constantesK 11, K 22 e K 33. Essas constantes são da ordem de10� 12N. A constanteK 24,

associada a superfície do cristal líquido, por sua vez, é obtida por meio de estudos das

estruturas tridimensionais formadas em um capilar com ancoramento homeotrópico [31] e

possui a mesma ordem de grandeza das constantes de Frank.

Na abordagem acima há a importância de se notar queK 11 = K 33. Para distinguir

as duas a equação (2.21) deve ser acrescida do termo [32]:

1
2

L 3Qij Qkl;i Qkl;j : (2.23)

Tais alterações levam as seguintes relações entre as constantes elásticas e os parâme-

tros elásticos:

K 11 =
9
4

S2
eq(2L 1 + L 2 � SL 3 + L S);

K 22 =
9
4

S2
eq(2L 1 � SL 3);

K 33 =
9
4

S2
eq(2L 1 + L 2 + SL 3 + L S);

K 24 =
9
4

S2
eqL S;

Além da expressão (2.23), outros termos podem ser acrescentados na densidade de
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energia elástica de um cristal líquido, por exemplo, um nemático quiral apresenta uma

torção intrínseca que acresce a seguinte expressão:

L q(2q0� ijk Qij Qlk;j );

em que� ijk é o símbolo de Levi-Civita eq0 = 2�=p , em quep é o passo da hélice formado

pela sucessiva torção do diretor entre dois planos moleculares. Esse termo é muito utilizado

em cristais líquidos que apresentamblue phase[33�36].

Muito utiliza-se, também, uma aproximação para a simpli�cação da densidade de

energia livre elástica que consiste em considerarK 11 = K 22 = K 33 = K e K 24 = 0, o que

resulta em L 1 = L e L 2; L S = 0, obtendo-se a expressão que segue como densidade de

energia elástica:

Fel =
1
2

LQij;k Qijk ;

em que,L = 4
9S2

eq
K . Nessa aproximação a equação (2.22) se torna:

FF rank =
1
2

K
h
( ~r :~n)2 + ( ~r � ~n)2

i
: (2.24)

O uso desta adequação está ligado diretamente ao material. Apesar de apresentar

alguma diferença entre cada material. Essa aproximação de uma constante é capaz de

descrever a orientação do diretor de um cristal líquido qualitativamente.

Neste ponto passemos a utilizar também o parâmetro de ordem tensorial adimensional

de�nido na equação (2.19) para escrever a densidade de energia elástica também na forma

adimensional, como a seguir:

~Fel =
1
2

~L 1
~Qij; ~k

~Qij; ~k +
1
2

~L 2
~Qij; ~j

~Qik; ~k +
1
2

~L S
~Qij; ~k

~Qik; ~j (2.25)

em que
~L i =

9C
2B 2(�) 2

L i (2.26)

e
~Fel =

81C3

8B 4
Fel (2.27)
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O termo ~Qij ~k na equação (2.25) corresponde a derivada da matriz~Qij em relação a

coordenada adimensional~xk . Aqui é necessário lembrar que a ideia é discretizar o espaço

em pontos igualmente espaçados e atribuir valores para o parâmetros de ordem tensorial

em cada ponto. Visto isso, vamos de�nir a coordenada adimensional como:

~xk =
xk

�
;

em que� é a distância entre dois pontos da rede, sendo da ordem de10� 9m. Neste sentido,

uma derivada de primeira ordem pode ser calculada (numericamente) como:

Ql
ij;k =

Ql+1
ij � Ql � 1

ij

2
;

sendol é o índice que representa um ponto na rede.
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Capítulo 3

DINÂMICA DO PARÂMETRO DE

ORDEM TENSORIAL

A energia total de um cristal líquido nemático é obtida integrando todas as densidades

encontradas no capitulo 2. Neste trabalho as interações de superfície foram desconsideradas

(L S = 0). Em seu lugar serão consideradas condições periódicas de contorno. Assim, a

energia total é escrita como segue:

FT =
Z

W
(FLdG + Fel)dV;

em queWé o volume ocupado pela amostra de cristal líquido. Neste capítulo será abordada

a equação que rege a dinâmica de evolução dos diretores e consequentemente do parâmetro

de ordem tensorial: em que a partir de uma condição inicial o cristal líquido vai evoluir

até uma con�guração de menor energia.

3.1 Minimização de Energia de um Cristal Líquido

Nemático

Dado um sistema com energia totalF [Qij ], ao se produzir uma pequena variação

do parâmetro de ordem tensorial,�Q ij , é gerada uma variaçãoF [Qij ] ! F 0[Q0
ij ], onde,

Q0
ij = Qij + �Q ij . Para minimizar essa energia é necessário achar�F = F 0� F e encontrar
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as condições em que�F = 0. Para o sistema desse estudo a variação�F é dada por [27]:

�F =
Z

W

"
@FT

@Qij
�

@
@xk

@FT

@Qij;k

#

;

com FT = FLdG + Fel. Para que �F T seja nulo e isso seja um mínimo para um�Q ij

arbitrário, então:

@FT

@Qij
�

@
@xk

@FT

@Qij;k
= 0; (3.1)

isso para qualquer volumeWe todo �Q ij aleatoriamente escolhido.

Tendo isso em mente, para minimizar a energia de um cristal líquido nemático basta

substituir (2.5) e (2.21) em (3.1) para saber como os cinco graus de liberdade do parâ-

metro de ordem tensorial se comportam. Antes de fazer isso é preciso introduzir algumas

simpli�cações, ou seja, substituir as densidades de energia separadamente e impor algumas

restrições.

3.2 Defeitos Topológicos

Quando ocorre o chamadoquench(como é chamado a transição de fase isotrópica

para a nemática devido a uma rápida variação de temperatura) o cristal líquido não muda

imediatamente, ao invés disso pequenos domínios nemáticos são formados, domínios que

possuem orientações diferentes e tendem a aumentar seu tamanho e coalescer, isto é, se

unem. É justamente dessa união que podem1 surgir os defeitos topológicos. Uma imagem

dos domínios nemáticos pode ser vista na �gura 3.1.

As principais característica dos defeitos são a distorção do diretor em relação aos

diretores mais próximos, a diminuição do parâmetro de ordemS e o aumento deP. Desta

maneira, de forma resumida, uma de�nição de defeito pode ser uma região onde o parâ-

metro de ordem sofre uma abrupta mudança.

No geral, existem três tipos de defeito: ponto, linha (declinação) ou parede:

ˆ Defeitos do tipo ponto podem ser dois: oshedgehogs, que são defeitos no volume e

1Se a orientação dos domínios forem iguais, a formação dos defeitos não se realiza.
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Figura 3.1: Imagem de um cristal líquido termotrópico vista pelo microscópio de luz pola-
rizada. Nas partes mais claras estão os defeitos topológicos.

os boojums, que são defeitos na superfície. Esse efeito tem relação com as condições

de contornos impostas pelas paredes [14].

ˆ Defeitos do tipo linha são um grande problema para as industrias de mostradores

digitais por espalharem a luz [37]. É um defeito unidimensional.

ˆ As paredes são defeitos bidimensionais que separam dois domínios com diferentes

orientações [38].

Quando um sistema evolui buscando o estado de menor energia possível, os defeitos

evoluem também, por exemplo, dois defeitos do tipo ponto se aniquilam mutuamente, os

loops (defeitos do tipo linha fechada) se contraem até desaparecer e as linhas se esticam

para reduzir a energia [39].

Para um melhor compreendimento da desclinação, restringe-se a atenção a um plano

perpendicular da mesma e analisa-se as con�gurações dos diretores ao redor desta desclina-

ção. Para isso, �xa-se o diretor ao plano e assume que, em cada ponto do plano, o diretor

possui uma direção dada por uma ângulo� que é função dex e y (� = � (x; y)). � é o ân-

gulo que o diretor faz com o eixox no sentido anti-horário. Por questão de simpli�cações,

assume-se que a desclinação atravessa a origem do sistema de coordenadas. A situação é

ilustrada na �gura 3.2.
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Figura 3.2: Diretor ao redor da desclinaçãos

As componentes do vetor podem ser de�nidas então como:

nx = cos[� (x; y)];

ny = sen[� (x; y)];

nz = 0:

(3.2)

O objetivo é encontrar a distribuição do diretor ao redor da desclimação, ou seja,

� (x; y). Para isso basta resolver a equação (3.1) com as restrições que seguem:

ˆ Considera-se um caso uniaxial homogêneo, isto é,S constante eP nulo em todos os

pontos do espaço.

ˆ Como S é constante,FLdG é constante (vide equação (2.9)), restando apenas aFel

na equação (3.1).

ˆ Outra consequência deS ser constante eP nulo é que a equação (2.21) pode ser

reduzida a equação de Frank. Para simpli�car ainda mais, usa-se a aproximação de

única constante elástica, que resulta na equação (2.24).

Com estas restrições o que resta para resolver é a densidade de energia do volume

(bulk):

Fb =
1
2

K
h
( ~r :~n)2 + ( ~r � ~n)2

i
; (3.3)
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utilizando as componentes do vetor~n dados pelas equações (3.2) e se obtém:

Fb =
1
2

K

2

4

 
@�
@x

! 2

+

 
@�
@y

! 2
3

5 ; (3.4)

A densidade de energia era uma função do parâmetro de ordemQij , mas passa a ser

dependente de� quando então a equação (3.1) deve ser reescrita como segue abaixo:

@
@�

2

4

 
@�
@x

! 2

+

 
@�
@y

! 2
3

5 �
@

@x
@

@@�
@x

2

4

 
@�
@x

! 2

+

 
@�
@y

! 2
3

5

�
@
@y

@
@@�

@y

2

4

 
@�
@x

! 2

+

 
@�
@y

! 2
3

5 = 0;

O primeiro termo, por deperder da variação espacial de� e a derivada ser em� , é

nulo. Além disso, 1
2K é constante e sai de todas as derivadas. Então� que minimiza Fb

deve satisfazer:

" 
@2�
@x2

!

+

 
@2�
@y2

!#

= 0;

que é a equação de Laplace em duas dimensões. A �gura 3.2 sugere que seja escrita em

coordenadas cilíndricas, onde se obtém:

 
@2�
@�2

!

+
1
�

 
@�
@�

!

+
1
� 2

 
@2�
@�2

!

= 0; (3.5)

Lembrando que

x = � cos(� );

y = � sen(� );

� =
q

x2 + y2;

� = tan � 1(
y
x

):

Uma consideração importante é a de que o diretor não dependa da componente radial,
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isto é, � = � (� ) e uma solução da equação (3.5) seria:

� = m� + B(� ); (3.6)

em quem é constante eB(� ) é uma função harmônica2 e regular na origem. Normalmente

B(� ) é tomada como uma constante� 0 e é ela que de�ne a orientação do diretor com

relação ao sistema de coordenada. Um dos pré requisitos para que ela seja considerada

como tal3 é que cada elemento do seu domínio não pode possuir duas imagens. Desta

forma é preciso quem seja múltiplo de � 1=2, senão quando� = 2� , � (� ) pode ser� ou

2� devido ao fato de que~n = � ~n.

Atribuindo alguns valores param e � 0, a �gura mostra como o diretor se comporta

ao redor da desclinação.

Como já visto anteriormente, uma luz que atravessa dois polarizadores cruzados com

uma amostra de cristal líquido entre eles é dependente do angulo que o diretor faz com os

polarizadores, esse angulo é justamente� . Nos casos em que o diretor é perpendicular ou

paralelo ao eixo de polarização, nenhuma luz é transmitida. Nos outros casos uma inten-

sidade de luz diferente de zero é captada. Com isso, uma desclinação nesses polarizadores

apresenta duas manchas para o tipo semi inteira (� 1=2) e quatro para o tipo inteira (� 1).

Essas manchas são exatamente as desclinações. As imagens por elas formadas, como já foi

visto, são chamadas de textura deSchlieren

As declinaçãoes podem possuir carga topológicas positivas ou negativas, a maneira

para diferenciá-las é girando o polarizador. Se as manchas girarem no mesmo sentido, são

positivas, as manchas que giram no sentido contrário ao polarizador são negativas.

O eixo de rotação do diretor ao redor da desclinação pode ser tanto paralelo a própria

desclinação (como na �gura 3.3) como perpendicular: a chamada desclinação torção (twist

desclination), que é um defeito que também satisfaz a equação de Laplace. A diferença é

que � = tan � 1(z=x), nx = cos[� (x; y)], ny = 0 e nz = sen[� (x; y)]. No caso dos defeitos do

tipo torção, quanto entre polarizadores cruzados, não formam as texturas deSchlieren, o

que torna praticamente inviável a sua visualização de forma experimental.

2Funções harmônicas são funções que satisfazem a equação de Laplace [40]
3Uma função de único valor ao invés de uma função de múltiplos valores, um contra exemplo da função

de múltiplos valores são as funções trigonométricas inversas.
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(a) m = +1 =2, � 0 = 0 (b) m = � 1=2, � 0 = 0 (c) m = +1 , � 0 = 0

(d) m = � 1, � 0 = 0 (e) m = +1 , � 0 = �= 2 (f) m = � 1, � 0 = �= 2

Figura 3.3: Algumas con�gurações possíveis para o diretor na proximidade de uma descli-
mação.

Substituindo a equação (3.6) na equação (3.4), ao redor de uma desclinação, a den-

sidade de energia é dada por:

Fb =
1
2

K
m2

� 2

Essa simpli�cação não é su�ciente para descrever o núcleo do defeito, isso se deve ao

fato da energia divergir no centro do defeito. Para contornar isso será de�nido um raio

limite, r c, ao qual acima dele sua densidade de energia é dada por:

FL =
1
2

Km 2
Z 2�

0

Z R

r c

1
� 2

d��d� + Ec;

aqui cabe dizer queEc é a energia do núcleo (core) da desclinação. Essa é uma integral
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simples de ser resolvida que resulta em

FL =
1
2

Km 2 ln
� R

r c

�

+ Ec; (3.7)

Um defeito isolado em uma camada in�nita (R ! inf ) gera uma densidade de energia

in�nita ( FL ! inf ), isso simplesmente olhando pra equação (3.8). Na prática isso não

ocorre. O que acontece é o surgimento de um par de defeitos de cargas topológicas de

sinais trocados [41].

Analisando a equação (3.7) nota-se que a energia de uma desclinação inteira (m = � 1)

possui o dobro do valor da soma da energia de duas desclinações semi inteiras (m = � 1=2).

Espera-se então que uma desclinação inteira se divida em duas desclinaões semi inteiras,

mas mesmo assim, desclinações inteiras foram observadas tanto experimentalmente [42�46]

quanto numericamente [37,47,48].

Cladis e Kleman [49] mostraram teoricamente que em defeitos comm = � 1 o diretor

quebra a con�guração planar e assume um escape para a terceira dimensão. Experimental-

mente, Meyer [50] mostrou a mesma coisa. A consequência disso é que não se observa mais

uma singularidade e o sistema tem sua energia reduzida. Para demonstrar que a energia

reduz quando o diretor sofre esse escape para a terceira dimensão, considere: Um cristal

líquido nemático em um capilar de raio� 0 com ancoramento homeotrópico. É considerado

novamente que o parâmetro escalar uniaxial seja constante e que o biaxial nulo. Além

disso, sejam as componentes do diretor como:

nx = cos (� ) sen (
 );

ny = sen (� ) sen (
 );

nz = cos (
 );

(3.8)

aqui, � é o ângulo entre o diretor e o eixo x, e
 é o ângulo que o diretor faz com o plano

x � y. Substituindo em (3.3):

Fb =
1
2

K
� h

~r 

i 2

+ sen2 (
 )
h
~r �

i 2
+ 2 sen (
 ) cos (� )

�
�
� ~r � � ~r 


�
�
�

�

(3.9)

38



nesse momento é preciso buscar quais� e 
 minimizam esteFb. Para isso se substitui a

equação acima em (3.1), obtendo:

~r 2
 � sen (
 ) cos (
 )
h
~r �

i 2
= 0 (3.10)

~r 2� + 2 cot ( 
 )
h
~r 
: ~r �

i
= 0 (3.11)

Ao resolver essas duas equações se obtém a direção do diretor dentro do capilar. A

simetria do problema leva a considerar uma solução de modo que� = � (� ) e 
 = 
 (� ), isto

é, dependente das coordenadas polares� e � . Assim, as equações (3.10) e (3.11) podem

ser reescritas como:

1
�

@
@�

 

�
@

@�

!

� sen (
 ) cos (
 )
h
~r �

i 2
= 0 (3.12)

@2�
@�2

= 0 (3.13)

Já se sabe a solução da segunda equação ((3.13)),

� (� ) = m� + � 0; (3.14)

Apenas lembrando quem = � 1. Substituindo (3.14) em (3.12) se obtém a seguinte

equação diferencial:

1
�

@
@�

 

�
@

@�

!

�
m2

� 2
sen (
 ) cos (
 ) = 0 : (3.15)

Considerando aqui que
 (� = � 0) = �= 2 (ancoramento homeotrópico) e no centro do

capilar o diretor possua direção do capilar, isto é,
 (� = 0) = 0 , a equação (3.15) possui a

seguinte solução:


 = 2 tan � 1

 
�
� 0

! jmj

; (3.16)

Substituindo agora as equações (3.14) e (3.16) na equação (3.9) e integrando no plano

39



polar do cilindro obtém-se a energia por unidade de comprimento como:

FL =

8
><

>:

3�K para m = +1

�K para m = � 1
� (3.17)

Nota-se que não há dependência do raio do cilindro,� 0. Além disso, como ainda

será visto, o núcleo de uma desclimação possui um tamanho com dimensão da ordem de

algumas moléculas. Desta forma, a energia de uma desclinação planar, como vista na

equação (3.7), possui energia muito maior que uma desclimação com escape para a terceira

dimensão quando o raio do cilindro é grande a ponto de ser notado opticamente. A exceção

se dá quando o raio do cilindro é muito pequeno da ordem de10r c a desclimação planar

com m = +1 se torna mais favorável.

Outro tipo defeito são os defeitos pontuais. Eles possuem carga topológica inteira.

Para fazer a análise deles, será útil usar novamente a equação (3.8) para descrever o diretor

em torno do defeito. A diferença para o escape pra a terceira dimensão é que agora será

utilizado um 
 = 
 (� ), com � sendo o ângulo polar das coordenadas esféricas. Assim, a

equação (3.13) é a equação que novamente minimiza a densidade de energia (3.9). Já


que minimiza a energia do sistema é dado pela solução da equação (3.11), isto é:

@2

@�2

+ cot ( � )
@

@�

� m2 sen (
 ) cos (
 ) = 0 :

Uma solução é dada por:

tan
� 


2

�

=

"

tan

 
�
2

!# jmj

(3.18)

Substituindo as equações (3.14) e (3.18) em (3.9), integrando no volume numa esfera

de raio R centrada no defeito, se obtém a energia devido a essa con�guração radial do

diretor:

Fradial = 8�K (R � r c) + Ec;

em quer c é o raio do núcleo do defeito eEc é a energia desse núcleo. Essa con�guração

radial leva o nome de defeito porco espinho (hedgehog).
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A partir dessa con�guração, pode-se obter outras con�gurações por meio da variação

de ângulos arbitrários em torno de qualquer eixo. Exemplos dessa variação são os defeitos

circular e hiperbólico, onde o diretor sofre uma rotação de�= 2 e uma de� , respectiva-

mente. Isso signi�ca que as con�gurações radial, circular, hiperbólica e todas as outras

intermediárias são topologicamente equivalentes [51]. Apesar disso, algumas mudanças são

notadas com essa variação, uma delas é a mudança na energia. Substituindo, então, a es-

sas novas con�gurações do diretor na equação (3.9), minimizando, integrando num volume

esférico de raioR centrado no defeito, encontra-se:

Fcirc =
16
3

�K (R � r c) + Ec

e

Fhiper =
8
3

�K (R � r c) + Ec:

A menor energia na con�guração de hipérbole só ocorre porque a aproximação de

constante única foi usada, isto é,K 11 = K 22 = K 33 e as constantes de superfície foram

desconsideradas (K 24 = 0). Para uma análise mais detalhada, conferir a referência [51].

Ao rotacionar as �guras 3.3b, 3.3c e 3.3d em torno ao eixo perpendicular a desclinação,

(paralelo ao plano da página) nota-se a con�guração do diretor em torno do defeito pontual.

A �gura c é do tipo porco espinho, a �gura d é hiperbólico e a �gura b é do tipo circular.

A estrutura interna desses núcleos dos defeitos dependem da propriedade do material,

da geometria do porta amostras e do ancoramento. Três tipos de estruturas do núcleo do

defeito foram relatadas:

i. Núcleo isotrópico (melt core) - quando esse caso ocorre, o núcleo possui um parâmetro

de ordem uniaxialS quase nulo [52].

ii. Defeito anel (ring defect) - dois defeitos semi-inteiros surgem a partir da divisão de

um defeito inteiro e a desclinação toma a forma de um anel [53].

iii. Núcleo dividido (split core) - o defeito possui seu núcleo esticado [54].

Essas estruturas podem ser vistas na �gura 3.4
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(a) núcleo isotrópico (b) defeito anel (c) núcleo dividido

Figura 3.4: Possíveis con�gurações do diretor com ancoramento homeotrópico dentro de

uma gota nemática.

Aqui só foram analisados os sistemas com o parâmetro de ordemS constante e vari-

ando o diretor para ver onde a energia do sistema é mínima. A próxima seção apresentará

as consequências de se �xar o diretor e deixar que o parâmetro de ordem uniaxial dependa

das coordenadas espaciais, isto é,S = S(~r).

3.3 Equação de Beris-Edwards

Agora se torna necessário descrever como o parâmetro de ordem tensorialQij evolui

temporalmente a partir de uma dada condição inicial sem �utuações termodinâmicas. Para

isso é usada uma generalização da equação de Eriksen-Leslie-Parodi4, conhecida como

equação de Beris-Edwards [55,56].

� 1
@
@t

Qij + � K
@

@xk
Qij � Sij (Wij ; Qij ) = � ijkl

�F T

�Q kl
; (3.19)

em que� i é a componente da velocidade do �uido no volume e o operador� ijkl é de�nido

como,� ijkl = ( 1
2 � ik � jl + 1

2 � il � jk � 1
3 � ij� kl ), de moto que é ele que garante que o lado esquerdo

da equação seja sempre simétrico e com o traço nulo. É de�nido também� 1 = 
 1=S2
eq

com 
 1 sendo o coe�ciente de difusão rotacional que mantém a orientação do diretor ou a

restaura. Tal coe�ciente também pode ser dependente do parâmetro de ordem tensorial [57]

4Esta equação é de�nida em termos do diretor e não são permitidas variações na magnitude dos parâ-
metros de ordem escalares. [4]
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� 1 ! � 1(1 � T rQ2)2;

essa dependência aumenta e reorienta para um sistema com a ordenação bem de�nida.

O segundo termo do lado esquerdo da equação (3.19) acopla o gradiente de velocidade,

Wij = uij com o parâmetro de ordem tensorial,Qij . Tal acoplamento com menor ordem

em Qij é dado por:

Sij = ( �A ij + Wij )(Qij + � ij =3) + ( Qij + � ij =3)(�A ij � Wij ) � 2� (Qij + � ij =3)T r(QW );

em que A ij = ( Wij + Wji )=2 e Wij = ( Wij � Wji )=2 são o tensor gradiente de veloci-

dade simétrico e anti-simétrico, respectivamente, e� é um parâmetro relacionado com as

proporções das moléculas.

Quando não existe �uxos hidrodinâmicos, tem-se que:~u = 0, a equação (3.19) pode

ser simpli�cada e resultando em:

� 1
@
@t

Qij (~r; t) = � � ijkl
�F T

�Q kl
: (3.20)

Assim como no capitulo 2, aqui também será feita a mudança deQij ! � (2B=3C) ~Qij

eF ! (8B 2=81C3) ~F na equação (3.20) com a �nalidade de reduzir o número de parâmetros

dependentes, obtendo então:

� 1
@

@T

�

�
2B
3C

Qij

�

= � � ijkl

2

4
�

�
8B 4

81C3
~F

�

�
�
� 2B

3C
~Qkl

�

3

5 )

 
4B 2

9C2

!  
81C3

8B 2

!

� 1
@
@t

~Qij = � � ijkl
� ~FT

� ~Qkl
)

� 9C
2B 2

� � 1

� t
@
@~t

~Qij = � ijkl
� FT

� ~Qkl
)

1
�

@
@~t

~Qij = � � ijkl
� FT

� ~Qkl
; (3.21)

assim de�niu-se� = 2 B 2� t=9C� 1 e~t = t=� t, sendo este último corresponde a discretização

do tempo.
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O que se obtém é um conjunto de equações diferencias parciais parabólicas não linea-

res acopladas. É esse conjunto que descreve como a orientação do diretor e os parâmetros de

ordem escalares evoluem no tempo e recebe o nome de equação de Ginzburg-Landau [48,58].

O que se obtém então, é que a equação (3.21) transforma a equação (3.1) em:

1
�

@
@~t

~Qij = � � ijkl

"
@~FT

@~Qkl
�

@
@~xm

@~FT

@~Qkl; ~m

#

: (3.22)

Para melhor visualização, será feito separadamente as densidades de energia. Pri-

meiro tomando a densidade de energia de Landau-de Genes, tem-se:

� � ijkl

"
@

@~Qkl

� �
2

T r ~Q2 � T r ~Q3 +
1
2

(T r ~Q2)2
� #

;

Utilizando agora a relação [59]:

@
@Xik

Tr(X n ) = n(X n� 1)T

,

Obtém-se:

� � ijkl

h
� ~Qkl � 3 ~Qkm

~Qml + 2tr ~Q2 ~Qkl

i
;

Tomando a de�nição do operador� ijkl ,

� ijkl =
� 1

2
� ik � jl +

1
2

� il � jk �
1
3

� ij� kl

�

;

A equação anterior se torna:

�
� 1

2
� ik � jl +

1
2

� il � jk �
1
3

� ij� kl

� h
� ~Qkl � 3 ~Qkm

~Qml + 2tr ~Q2 ~Qkl

i
;

ao realizar este produto deve-se lembrar que a delta de Kronecker vale três quando os
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índices são iguais5 e zero quando os índices são diferentes, fazendo isso o resultado é:

�
� �

� + 2T r ~Q2
�

~Qij � 3
� 1
2

~Qim
~Qmj +

1
2

~Qjm
~Qmi �

1
3

~Qlm
~Qml � ij

��

: (3.23)

A �m de facilitar ainda mais a notação, é necessário recordar que toda matriz qua-

drada X ij sempre pode ser transformada numa matriz simétrica de traço nulo através

de:

X ij =
1
2

X ij +
1
2

X ji �
1
3

X ll � ij :

Nota-se então que o produto~Qim
~Qmj é uma matriz quadrada simétrica e que~Qml

~Qlm

é o traço dessa matriz, de modo que a equação (3.15) se torna:

�
h
(� + 2T r ~Q

2
) ~Qij � 3 ~Qim

~Qmj

i
:

Agora, será executado o mesmo procedimento para a densidade de energia elástica

de um cristal líquido. Para isso basta substituir a equação (2.25) em (3.1), obtendo:

� � ijkl

(

�
~L 1

2
@

@~xm

"
@

@~Qkl; ~m

�
~Qno; ~p

�
~Qno; ~p + ~Qno; ~p

@
@~Qkl; ~m

~Qno; ~p

#

�
f
~L 2

2
@

@~xm

"
@

@~Qkl; ~m

�
~Qno;~o

�
~Qnp; ~p + ~Qno;~o

@
@~Qkl; ~m

~Qnp; ~p

#)

:

Toma-se agora a relação:

@
@Xkl;m

X no;p = � kn � lo � mp ;

a �m de se obter:
5A convenção de Einstein diz que� 11 + � 22 + � 33 = 3 .
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� � ijkl

(

�
~L 1

2
@

@~xm

h
� kn � lo � mp

~Qno; ~p + ~Qno; ~p� kn � lo � mp

i

�
~L 2

2
@

@~xm

h
� kn � lo � mo

~Qnp; ~p + ~Qno;~o� kn � lp � mp

i
)

!

� � ijkl

( ~L 1

2
@

@~xm

h
~Qkl; ~m + ~Qkl; ~m

i
�

~L 2

2
@

@~xm

h
~Qkp; ~p� lm + ~Qko;~o� lm

i
)

;

note que no segundo termo os índiceso e p são índices mudos, de modo que é permitido

fazer o ! p e a derivada atua da seguinte forma:

@
@~xm

h
~Qkp; ~p� lm + ~Qko;~o� lm

i
= 2 ~Qkp; ~p ~m � lm = 2 ~Qkp; ~p~l ;

para a notação �car parecida com a do primeiro termo, será tomadop ! m, e a equação

que desejamos se torna:

� � ijkl

n
� ~L1

~Qkl; ~m ~m � ~L2
~Qkm; ~m~l

o
;

basta então efetuar o produto das deltas, isto é:

� � ijkl

�� 1
2

� ik � jk +
1
2

� il � jk �
1
3

� ij � kl

� h
� ~L 1

~Qkl; ~m ~m � L 2
~Qkm; ~m~l

i �

!

�
h
� ~L 1

~Qij; ~m ~m � ~L 2
~Qim; ~m~j

i
:

Substituindo os resultados obtidos na equação (3.22) o resultado é:

@
@~t

~Qij = � �
h
(� + 2T r ~Q

2
) ~Qij � 3 ~Qim

~Qmj � ~L 1
~Qij; ~m ~m � ~L 2

~Qim; ~m~j

i

,
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que, de maneira mais completa, pode er escrita como:

�
1
�

@
@~t

~Qij =( � + 2T r ~Q
2
) ~Qij � 3

� 1
2

~Qim
~Qmj +

1
2

~Qjm
~Qmi �

1
3

~Qlm
~Qml � ij

�

� ~L 1
~Qij; ~m ~m � ~L 2

� 1
2

~Qim;mj +
1
2

~Qjm;mi �
1
3

~Qnm;mn � ij

� (3.24)

Para resolver numericamente a equação (3.24) foi utilizado o método de diferença

�nita para calcular as derivadas espaciais [60] e o método de Runge-Kutta de segunda

ordem para a integração temporal [61]. Como a�rmado em [17] foram também realizadas

simulações utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem, mas nenhuma mudança

signi�cativa foi notada. Além disso, o métodos de diferença �nita transforma a equação

acima em equações diferenciais ordinárias na variável temporal.

3.4 Função de Correlação e Fator de Estrutura

A função de correlação (C(~r; t)) é uma ferramenta extremamente útil para realizar

análises da estrutura dos domínios e a evolução da escala do comprimento característico.

Em termos do parâmetro de ordem tensorial a função de correlação pode ser de�nida:

C(~r; t) =
R

d3~xQij (~x; t)Qji (~x � ~r; t)
R

d3~xQij (~x; t)Qji (~x; t)
; (3.25)

o denominador é um fator de normalização.

O fator de estrutura pode ser tomado por:

S(~k; t) =
Z

d3~re� i~k:~r C(~r; t) =
Qij (~k; t)Qji (� ~k; t)

R
d3~kQij (~k; t)Qji (� ~k; t)

; (3.26)

Qji (� ~k; t) é o complexo conjugado deQij (~k; t). É possível obter a escala do comprimento

característico de várias maneira, uma delas é por meio de

C(r; t )jr = L (t ) =
1
2

; (3.27)

Pode ser usado também o inverso do valor médio do número de onda elevado a
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primeira e segunda potência, isto é:

1
L

= hki =
X

~k

kS(~k; t)=
X

~k

S(~k; t): (3.28)

1
L2

=
D
k2

E
=

X

~k

k2S(~k; t)=
X

~k

S(~k; t): (3.29)

As três maneiras, apesar de diferentes, devem apresentar resultados parecidos. Isso

é, tanto pra função de correlação quanto para o fator de estrutura os resultados devem

colapsar para diferentes tempos e tempos avançados.

Existe uma lei de potência que, devido aos defeitos e a variação do parâmetro de

ordem dentro de seus núcleos, descreve a evolução do fator de estrutura,S(~k). Essa lei é

conhecida como Lei de Porod e pode ser escrita como

S(k) / �k � � ;

aqui � é a densidade de defeitos e� é o expoente de porod, dado por� = 2d � D, onded

é a dimensão espacial do sistema eD é a dimensionalidade do defeito (por exemplo, se o

defeito é um pontoD = 0, se é uma linhaD = 1.) Além disso, essa lei é válida no intervalo

L � 1 � k � � � 1 (� é o tamanho do defeito) [39].

Em tempos avançados,L(t) cresce com uma lei de potência do tempo, isto é,L(t) /

t � . Analisando dimensionalmente a equação (3.24) obtém-se um palpite que� = 1=2.

Pode-se ainda entender que, num sistema com defeitos topológicos, a funçãoL(t) representa

a separação média entre os defeitos [47].
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Capítulo 4

RESULTADOS

A seguir serão apresentados os resultados obtidos a partir das simulações utilizando

métodos numéricos para resolver a equação (3.25), partindo de uma con�guração inicial

completamente aleatória e condições periódicas de contorno. Os parâmetros utilizados

para resolver essas simulações seguem na tabela abaixo:

a = 0; 086� 106 J=Km 3

B = � 2; 12� 106 J=Km 3

C = 1; 74� 106 J=Km 3

L 1 5; 0 � 10� 2 N
L 2 5; 0 � 10� 2 N
� 10 � 9 m
� t 10� 9 s
� 1 0; 2 Pas
Seq 0; 62

Tabela 4.1: Parâmetros do cristal líquido utilizado para a simulação.

Para realizar tal procedimentos foi utilizado umsoftware desenvolvido pelo autor

deste trabalho junto com seu orientador. Que, de maneira resumida, é um conjunto de

comandos em linguagem C que executa os cálculos de maneira numérica e o Gnuplot (duas

dimensões) e Matlab (três dimensões) para confeccionar os grá�cos utilizando os dados

gerados pelo código.
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4.1 Evolução de um Sistema Bidimensional

Para uma análise da evolução de uma rede bidimensional, toma-se inicialmente os

diretores distribuídos aleatoriamente, isso é equivalente ao cristal líquido estar na fase

líquida e resfriá-lo rapidamente, fazendo ele sofrer uma transição da fase isotrópica para a

nemática. Vale lembrar que apesar de se obter uma rede 2D, os diretores podem possuir

componentes perpendiculares ao plano, isto é, ele tem liberdade para sair do plano. Os

parâmetros escolhidos são referentes à fase nemática, assim, o que se obtém são os chamados

domínios nemáticos. Entende-se domínio como uma região com os diretores apontando

para a mesma direção. Quando esses domínios se encontram formam-se os defeitos.

Na Figura 4.1 pode ser visto a evolução temporal da intensidade de luz que chega

no analisador após passar por uma camada do cristal líquido entre dois polarizadores

cruzados (texturaSchlieren). Como dito anteriormente, foram utilizados como condições

iniciais um parâmetro de ordem uniaxialS = Seq e um parâmetro de ordem biaxialP = 0,

além dos diretores distribuídos aleatoriamente sobre o plano. As condições de contorno

são periódicas.

A Figura 4.1(a), mostra as condições iniciais utilizadas quando se olha para a amostra

de cristal através do microscópio. As Figuras 4.2(a) e 4.3(a) mostram os parâmetro de

ordemS eP respectivamente, juntamente com os valores de�nidos anteriormente. Olhando

a Figura 4.1(b) é notável que, mesmo tendo se passado pouco tempo, há a formação

de domínios nemáticos após os diretores se alinharem. Nota-se também observando as

Figuras 4.2(b) e 4.3(b) que os valores deS e P começam a variar de ponto a ponto. Como

igualmente já foi dito, na junção dos domínios nemáticos são formados os defeitos, que se

tornam mais visíveis na Figura 4.1(c). Ao olhar as Figuras 4.2(c) e 4.3(c) nota-se que os

defeitos além de mais visíveis se tornam mais pontuais. O tempo vai passando e os defeitos

vão se aproximando e se aniquilando aos pares, o que indica a existência de um defeito

e um anti-defeitos, de modo que, como é visível na Figura 4.1(d), o número de defeitos

vai diminuindo. A carga topológica inicial é nula e deve ser assim ao longo de toda a

simulação. As Figuras 4.2(d) e 4.3(d) evidenciam ainda mais isso.
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(a) t = 0 s (b) t = 408 � 10� 9 s

(c) t = 15025 � 10� 9 s (d) t = 50000 � 10� 9 s

Figura 4.1: Sequência temporal de imagens representando o valor desen2 (2� ) em cada

ponto da rede.� é o ângulo formado pelo diretor e o eixo do polarizador.

Apenas a caráter revisional, é bom lembrar que um defeito do tipo meio se caracteriza

pelo encontro de duas manchas e um defeito do tipo inteiro é o encontro de quatro manchas.

Por exemplo, olhando a Figura 3.3(a), pode-se notar que a esquerda do ponto vermelho o

ângulo que o diretor forma com o eixo do polarizador (que alinhamos com o eixox) é de

90° e consequentemente osen2 (� ) = 0 , o que gera uma mancha negra (intensidade de luz
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nula) nessa linha. Olhando para a linha ao lado direito do ponto, o ângulo do diretor e do

polarizador é de0°, e, novamente osen2 (� ) = 0 . Fazendo a mesma análise para a �gura

3.3(d), que agora é um defeito inteiro, nota-se as linhas horizontais e verticais que também

geram uma mancha negra.

(a) t = 0 s (b) t = 408 � 10� 9 s

(c) t = 15025 � 10� 9 s (d) t = 50000 � 10� 9 s

Figura 4.2: Aqui se observa o valor do parâmetro de ordemS nos mesmo instantes da

�gura 4.1.

Olhando para as �guras 4.2(c) e (d), pode-se notar também que, apesar de diminuir
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de quantidade, o tamanho dos defeitos se mantém constantes, o que faz com que o com-

primento característico não se comporte com a lei de Porod após a transição de fase. Isso

será discutido com mais detalhes adiante.

(a) t = 0 s (b) t = 408 � 10� 9 s

(c) t = 15025 � 10� 9 s (d) t = 50000 � 10� 9 s

Figura 4.3: Parâmetro de ordemP da �gura 4.1

Na �gura 4.4 é exibido como os diretores estão projetados no plano da amostra. É

possível perceber os defeitos do tipo1=2 e � 1=2 se aproximando e em seguida se aniqui-

lando, como era esperado e foi visto na simulação. Os defeitos de baixo, que seguindo a

simulação por mais tempo também se aniquilariam, também são1=2 e � 1=2.
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