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Resumo

Este trabalho possui como foco o estudo de trés aspectos distintos e entrelacados
de mecanica estatistica generalizada. Sao eles, formas entropicas, equagoes de Fokker-
Planck, exponenciais e logaritmos generalizados. Iniciamos o estudo apresentando con-
ceitos fundamentais sobre a mecanica estatistica usual, sendo o primeiro a entropia de
Boltzmann-Gibbs e algumas das suas caracteristicas, seguida pela equacao de Fokker-
Planck usual, fazendo um estudo sobre sua solugao estacionaria e relacionando com um
teorema-H. Seguimos com um estudo sobre a mecanica estatistica de Tsallis. Nesse
contexto, consideramos uma forma entropica que generaliza a de Boltzmann-Gibbs, a en-
tropia de Tsallis. Também apresentamos a g-exponencial e o ¢g-logaritmo que permitem a
generalizacao das operacoes algébricas usuais. Ainda no contexto de Tsallis, mostramos
que esse formalismo estd conectado com uma equacao de Fokker-Planck nao linear. A
partir dessas duas mecanicas estatisticas, exibimos um novo formalismo de equacoes de
Fokker-Planck, tanto lineares quanto nao lineares, analisando principalmente sua solucao
estacionaria que nos permite definir uma generalizacao de exponenciais mais abrangen-
tes. Nessa linha, vemos como podemos definir uma forma entrépica generalizada que
possui a distribuicao de maxima entropia relacionada a solucao estacionéaria da equacao
de Fokker-Planck, permitindo um formalismo que conecta os trés conceitos apresentados
(equagoes de Fokker-Planck, formas entrépicas e exponenciais generalizadas). Ressalta-se
também que esses conceitos encontram uma nitida conexao via um teorema-H. Intro-
duzimos ainda uma algebra generalizada a partir dessas exponenciais, de forma analoga
ao visto na vertente de Tsallis. Essa dlgebra ¢ ilustrada em trés cenarios: estatistica de
Tsallis, estatistica de Kaniadakis e exponencial alongada.

Palavras-chave: Formas entrépicas, equagoes de Fokker-Planck, Teorema-H , exponen-
ciais generalizadas.



Abstract

This work has as main focus three distinct but intertwined aspects that compose featu-
res of generalized statistical mechanics, namely, entropic forms, Fokker-Planck equations,
generalized exponentials, and logarithms. We start the study by presenting some fun-
damental concepts of usual statistical mechanics. Firstly, the Boltzmann-Gibbs entropic
form and some of its characteristics, then we briefly discuss the usual Fokker-Planck equa-
tion, particularly, its stationary solutions, relating them via an H-theorem. We follow by
studying the Tsallis generalization of statistical mechanics. In this context, we present
an entropic form that inspire the definition of g-exponentials and ¢-logarithms. These
functions allow for a generalization of the basic algebraic operations. Still in the context
of Tsallis statistics, we show how this formalism is related to a nonlinear Fokker-Planck
equation. After the exhibition of these distinct statistical mechanics, we investigate a new
formalism of a generalization of Fokker-Planck equations, that include both linear and
nonlinear forms, mainly focusing on its stationary solution, that allows us to define a new
family of generalized exponentials. In this line of reasoning, we propose a new genera-
lized entropic form that is related to the stationary solution of Fokker-Planck equations
when the maximum entropy principle is used. These generalized concepts, will also be
connected via an H-theorem. We introduce a new generalized algebra associated with
the generalized exponentials, analogous to the one in the Tsallis context. This algebra
is exemplified in three different scenarios: Tsallis statistics, Kaniadakis statistics, and
stretched exponential.

Keywords: Entropic forms, Fokker-Planck equations, H-theorem, generalized exponen-
tials.
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Introducao

Sistemas fisicos que envolvem uma grande quantidade de varidveis, como os de muitas
particulas, costumam apresentar algumas dificuldades devido a quantidade de interagoes
que tornam as equacoes dificeis de serem estudadas. Nesse contexto, a termodinamica se
mostrou fundamental para estudar tais sistemas por meio de grandezas macroscopicas.
Entretanto, o surgimento da mecanica estatistica mostrou uma alternativa para estudar
esses sistemas via suas interagoes. O sucesso de sua aplicacao se deve, em grande parte,
pela forma entrépica de Boltzmann-Gibbs. Um dos papeis fundamentais da entropia é sua
interpretacao de ordem associada a probabilidade dos microestados, que faz a conexao com
a termodinamica |1,/2]. Mais ainda, esse estudo probabilistico também estd comumente
presente em equacoes de difusao relacionadas a equacao de Fokker-Planck. Nesse contexto,
a mecanica estatistica possui uma caracteristica de irreversibilidade que é manifestada
no teorema-H, significando que a segunda lei da termodinamica é respeitada. Apesar
de todo esse sucesso, a mecanica estatistica usual se mostra insuficiente para explicar
alguns sistemas, particularmente os que envolvem interacoes de longo alcance e efeitos de
memoria [3].

Dificuldades em aplicar a mecanica estatistica tém sido identificada e abrem por-
tas para possiveis teorias que pudessem explicar essas eventuais falhas. Nesse contexto,
surgiram teorias que tentavam englobar a mecanica estatistica pautada na entropia de
Boltzmann-Gibbs e ao mesmo tempo explicava esses buracos deixadas por ela. Uma de-
las é a de Tsallis. Em 1988, Constantino Tsallis propos uma generalizagao da mecanica
estatistica |4]. Ela é baseada em uma entropia monoparamétrica que é capaz de retornar
ao caso usual. Uma das principais particularidades dessa entropia é sua nao aditividade,
em contraste com a entropia de Boltzmann-Gibbs. Nesse contexto, surgiram duas funcoes
conhecidas como g-exponencial e g-logaritmo, que sao generalizagoes da exponencial e
logaritmo, centrais para construcao dessa mecanica estatistica. Essas fungoes tornam as
notacoes mais simples e, principalmente, permitem interpretacoes mais claras dos resul-
tados obtidos. Fora do campo das generalizacoes, essas fungoes também encontraram
aplica¢oes como boas aproximagoes em modelagem de dados |3,/5]. Outra fungao impor-
tante nesse contexto é a g-gaussiana que é uma generalizacao da gaussiana, e incorpora
desvios desta. Ela também ja foi aplicada em vastos estudos como, por exemplo, em
mercados financeiros |6H10], estudo de moléculas de DNA [11] e redes dticas [12}13].

Outra notavel aplicagao foi em uma generalizacao das operagoes algébricas bésicas
[14,/15]. Essa élgebra é conectada com o fato da entropia de Tsallis ser nao aditiva. Ela



foi definida via propriedades basicas da exponencial e logaritmo. Tal formulagao serviu
como base de diversos outros desenvolvimentos como por exemplo, uma generalizacao
do teorema do limite central [16,/17] ¢ uma generalizagao da férmula de Stirling [18}/19)].
No campo da mecanica quantica, a definicao de uma derivada generalizada relacionada a
essas operacoes permitiu redefinir a equagao de Schroedinger e dos operadores quanticos,
fornecendo resultados mais gerais de alguns problemas ja conhecidos [20-23].

A mecanica estatistica de Tsallis também se apresentou aplicavel no estudo de equacoes
de difusao. Particularmente, muitos sistemas que envolvem meios porosos podem ser
descritos por uma equacao de difusao nao linear. Essa equagao possui uma solucao baseada
na g-exponencial. Esse tipo de equagao foi muito utilizada no estudo da dinamica de varias
particulas interagentes em movimento superamortecido [24-27|. Dessa forma, é possivel
conectar essas equagoes de difusdo com a entropia de Tsallis via um teorema-H [28-35].
Isso significa que na mecanica estatistica de Tsallis também ¢é possivel verificar a forte
propriedade de irreversibilidade que é de extrema importancia para a termodinamica.
Todos esses sucessos nos estudos dessa mecanica estatistica fez com que os trabalhos de
Tsallis se tornassem bastante conhecidos. Entretanto, outras tentativas de generalizar
a mecanica estatistica foram feitas. Uma em particular é a de Kaniadakis [36}[37] que
também é baseada em definigoes de exponenciais e logaritmos generalizados. Entropias
que nao surgem de generalizacoes dessas fun¢oes também foram propostas, como a de Abe
[38] € Rényi [39,40]. Todos esses exemplos sao caracterizados por entropias com um dnico
parametro, mas, apesar de menos comum, existem propostas multiparamétricas [41},42].

Tendo essa apresentacao em mente, percebemos que uma mecanica estatistica generali-
zada robusta depende de diversos fatores e conexoes para que ela facga sentido fisicamente.
Além disso, diversas generalizacoes podem existir. Dessa forma, neste trabalho, vamos
apresentar um formalismo de mecanica estatistica generalizada que engloba a usual e a de
Tsallis como casos particulares. Para isso, ¢ definido uma forma entrépica generalizada
e equacoes do tipo Fokker-Planck que pode ser lineares ou nao lineares. Para tornar o
formalismo mais robusto, iremos apresentar um teorema-H generalizado que conecta esses
dois conceitos.

O capitulo 1 inicia apresentando a mecanica estatistica usual. Comecamos discutindo
propriedades da entropia de Boltzmann-Gibbs, seguindo para a equagao de difusao. Fina-
lizamos esse capitulo demonstrando o teorema-H conectado a equacao de Fokker-Planck.
A seguir, no capitulo 2, realizamos passos semelhantes ao capitulo anterior, apresentando
a forma entrépica de Tsallis e a equacao de difusao em meios porosos, que também sao
conectados por um teorema-H. Definimos também a g-exponencial e ¢g-logaritmo que nos
conduz a g¢-algebra. No capitulo 3, exibimos a vertente generalizada. Primeiramente,
sao definidas as equacoes de Fokker-Planck que quando resolvidas, para solucao esta-
cionaria, nos permite definir exponenciais e logaritmos generalizados. Entao, seguimos
definindo uma forma entrépica generalizada que também é conectada com a equacao de
Fokker-Planck por um teorema-H generalizado. Demonstramos ao longo da apresentacao
que todos esses conceitos possuem o de Tsallis como caso particular. Para finalizar, no
capitulo 4, construimos uma algebra generalizada inspirada nos logaritmos e exponenciais
definidos, que também recuperam o caso de Tsallis. Além disso, ilustramos essa algebra
no contexto de Kaniadakis e de exponenciais alongadas. Ressaltamos que as contribuigoes
mais originais deste trabalho estao apresentadas nos capitulos 3 e 4.



CAPITULO 1

Mecanica estatistica usual

Neste primeiro capitulo, introduziremos alguns conceitos sobre mecanica estatistica
(usual) que serdo pertinentes para as discussoes apresentadas nos capitulos seguintes. O
conteudo aqui apresentado ajudara a fixar a notagao utilizada nos estudos subsequentes
e promover uma contextualizacao dos mesmos. Iniciaremos este capitulo considerando
a entropia de Boltzmann-Gibbs e certos aspectos bésicos relacionados a ela. Particular-
mente, havera um enfoque sobre extensividade, principio de maxima entropia, ensemble
microcanonico e ensemble canonico. A seguir, também de maneira breve, discutiremos
as equagoes de difusao usual e de Fokker-Planck, ressaltando solugoes estacionarias e a
sua conexao com o peso estatistico de Boltzmann-Gibbs. Visando generalizacoes futuras,
ressaltaremos ainda o papel das fungoes exponencial e logaritmo nessa apresentacao in-
trodutoria. Deve estar clara a importancia desta introducao pois servira de base para as
generalizagoes consideradas nos capitulos seguintes de formas entrépicas, de equagoes de
Fokker-Planck e de estruturas algébricas.

1.1 Entropia de Boltzmann-Gibbs

Visando apresentar alguns aspectos bésicos de mecanica estatistica, vamos partir de
uma situagao simplificada baseada em um conjunto de moedas e, a seguir, generaliza-la.
Quando colocamos varias moedas (idénticas e nao viciadas) entre nossas maos e agitamos
bastante, verificamos que é equiprovavel que cada moeda apresente cara ou coroa. Dito de
outra forma, constatamos que a configuracao final das moedas é completamente aleatoria.
Por configuracao do conjunto de moedas, entendemos como a especificacao de cara ou
coroa para cada uma das moedas. Por exemplo, uma configuracao hipotética de N moedas
poderia ser representada pela N-upla

{17 27 2a 17 17 27 Ty 2}a (11)

em que, por simplicidade de notagao, empregamos 1 para cara e 2 para coroa. Com
o objetivo de empregar uma nomenclatura que serd estendida para outros contextos,
passaremos a denominar configuracao do sistema por estado do sistema. No caso em
questdo, a quantidade de estados possiveis W para o conjunto de moedas é igual a 2V, pois



cada moeda apresenta apenas duas possibilidades (1 ou 2). Além disso, a probabilidade
p; final do ¢-ésimo estado é

Uma das muitas possiveis generalizacoes do caso das moedas seria termos, ao invés das
N moedas, um conjunto de N dados idénticos, cada um deles com n faces equiprovaveis.
Nesse caso, um dos W (= n'V) estados do sistema seria representado por {iy, i, - -+ , in},
com i; = 1,2, ---, n representando cada uma das n faces do j-ésimo dado. Assim,
independentemente do estado inicial e apds a agitacao do conjunto de dados por um
tempo suficientemente longo, a probabilidade final de cada estado é novamente expressa
por uma equiprobabilidade, isto é, pela Eq. .

De uma maneira geral, podemos pensar na possibilidade de sistemas com W estados
que se tornam equiprovaveis apos uma longa evolucao temporal. Essa conjectura pode
ser considerada como a hipotese fundamental da mecanica estatistica, a partir da qual po-
demos obter as mais diversas consequéncias, em particular, fornecer uma fundamentacao
microscépica para a termodinamica [43]. Nesse caso e no contexto da mecéanica quantica,
os estados a serem considerados correspondem as autofungoes v); da hamiltoniana H do
sistema, portanto satisfazendo a equacao H v; = Ei;, em que E; é a energia associada
a ;. Por sua vez, sob o enfoque da mecanica classica, o estado do sistema é dado pela
especificacao da posicao e do momento de cada particula que compode o sistema. In-
dependentemente da dinamica considerada ser a quantica ou a classica, o postulado de
equiprobabilidade, Eq. , deve ser aplicado para os estados de um sistema isolado e,
portanto, correspondendo a uma dada energia F.

E comum nos depararmos com principios de maximizagao (ou, de uma maneira mais
geral, extremizagao) quando estudamos os mais variados ramos da fisica. No caso da
mecanica estatistica, essa possibilidade pode ser implementada via a maximizacao de
uma forma entrépica, a entropia de Boltzmann-Gibbs (-Shannon). Essa forma entrépica,
que denotaremos por Sgg ¢ dada por

W
SBG = —k’B Zp,ln(pl) (13)

k=1
em que p; (comi =1, 2, --- W) é a probabilidade associada ao i-ésimo estado do sistema

e kp é a constante de Boltzmann. Nesse momento, é conveniente ressaltar que, devido a
definicao de probabilidade, os p;’s satisfazem a condi¢ao de normalizagao

ij =1. (1.4)

Até o presente momento, as equacoes exibidas sao especialmente tteis para sistemas
com numero de estados W finito. Entretanto, alguns sistemas apresentam um conjunto
infinito de estados acessiveis (W — oo). Mais do que isso, ha sistemas que exibem
um continuo de estados. Essa ultima vertente nos leva a empregar uma densidade de
probabilidade p(z) ao invés de p;. Como vimos, em contraste com o que ocorre no
contexto da mecanica quantica, essa possibilidade faz-se presente quando consideramos
um sistema cuja dinamica é ditada pela mecanica classica. Assim, por exemplo, a condi¢ao
de normalizacao de probabilidade para um conjunto de estados discretos, Eq. , pode
ser substituida por

10



/_OO p(x)dr = 1. (1.5)

o0

Também consistentemente com a possibilidade de um p(z), podemos considerar

o0
Spa = —k;B/ p(x) In(p(x))dx (1.6)
—o

em substituicao a forma entropica . Guardadas algumas ressalvas decorrentes de um
continuo de estados, os resultados que envolvem p; podem ser reobtidos empregando a
vertente continua. Além disso e de uma maneira mais geral, nas Eqs. e , pode-se
considerar um p(z) quando hd um conjunto de parametros continuos, representados por
Z. Esse é justamente o caso da mecanica estatistica classica, pois os estados sao rotulados
pelas posicoes e momentos das particulas que compoem o sistema. Visando nao parecer
repetitivo, a maioria dos resultados que seguem sao direcionados a situagoes que envolvem
W estados.

Antes de apresentarmos o principio de méxima entropia, vamos discutir algumas pro-

priedades de Spg. Primeiramente, notemos que se todos os estados sao equiprovaveis,
pi = 1/W (Eq. (1.2))), obtemos a férmula de Boltzmann

S =kglnW, (1.7)

Como exemplo de um resultado que pode ser obtido dessa férmula, consideramos um
sistema homogéneo que pode ser visto como um conjunto de n partes idénticas, cuja
interagao entra elas pode ser desconsiderada. Nesse caso, temos W = (W;)", em que
Wy é o nimero de estados de cada uma das partes. Assim, InW ¢é proporcional ao
nimero de partes e, portanto, proporcional ao ntimero de particulas, pois cada parte tem
uma quantidade dada de particulas. Posto dessa forma, vemos que S é proporcional ao
numero de particulas. Esse mesmo tipo de proporcionalidade com o niimero de particulas
também estd presente na energia U do sistema. Assim, U e S sao proporcionais ao
numero de particulas do sistema, justificando o uso do logaritmo em S e caracterizando
a extensividade destas grandezas. A constante kp é necessaria para que a entropia (|1.7)
corresponda a entropia termodinamica. Entretanto, também é comum definir a forma
entropica Spg sem a constante kg.

Dentre as varias propriedades de Spg, Eq. , nota-se que ela é nao negativa, pois
0 < p; < 1implica que In(p;) < 0. A seguir, ao invés de nos determos em rotas para obter
outras propriedades Spg, nos limitamos a pontuar algumas delas.

(i) Spe minimo: Se todos estados tém probabilidade nula, salvo um de probabilidade
igual a 1, entao Spg ¢ minima e igual a 0.

(i) Maxima entropia: Quando todos estados sdo equiprovaveis, a entropia Spg é
maxima e igual a kgln W.

(iii) Aditividade: Se duas partes A e B independentes compoem um sistema A U B,
segue que Szl =S4, + SE..

11



(iv) Expansibilidade: Ao adicionar um novo estado de probabilidade nula ao sistema,
Spe nao é alterada, isto é, Spa(p1, ..., pn) = Sea(p1, - PN, 0).

(v) Concavidade: Como a funcdo f(x) = —xIn(z) possui segunda derivada negativa,
segue que Spg deve ser concava.

Antes de concluirmos essa se¢ao, ressaltemos que Spg estd diretamente ligada ao
conceito de desordem. Se o sistema encontra-se em um unico estado, ele estd em seu
méximo grau de ordenamento e, portanto, de minima desordem (desordem nula), for-
necendo Spg = 0, em conformidade com a propriedade (i). Por outro lado, a méxima
desordem deve corresponder ao sistema ocupando todos estados com igual peso. Em
conformidade com a propriedade (ii), isso realiza-se quando p; = 1/W, conduzindo a
Spag = kglnW, . Além dessas aplicacoes de S em mecanica estatistica, hd muitas
outras em diferentes dreas do conhecimento, particularmente, deve ser ressaltada que ela
é largamente empregada no estudo de teoria de informagao [44-46].

1.2 Principio de maxima entropia

Para avancarmos na nossa discussao introdutoria sobre mecanica estatistica, vamos
considerar que a distribuicao de equilibrio é aquela que corresponde a maxima desordem.
Dito de outra forma, devemos obter a distribuicao de probabilidade dos microestados que
maximiza a entropia dada pela Eq. .

1.2.1 Ensemble microcanonico

Visando implementar a maximizacao da entropia , alguns vinculos sao necessarios.
Um primeiro vinculo a ser considerado, e também natural no contexto de probabilidades,
¢ justamente a condigcao de normalizacao das probabilidades, dada pela Eq. . Para
incorporar esse vinculo no processo de maximizacao de S, podemos utilizar o método dos
multiplicadores de Lagrange. No presente caso, esse método é implementado empregando
uma funcao auxiliar, que é igual a entropia adicionada de um termo que é igual a uma
constante multiplicando o vinculo. Denotando essa fun¢ao auxiliar por %, temos

= —kp szln Di) (sz — 1) (1.8)

em que A é um multiplicador de Lagrange correspondente ao vinculo . A seguir,
empregamos a condicao necessaria de extremizagao sobre a fungao %, correspondendo a
impor que a derivada da funcao auxiliar em relacao a cada uma das variaveis incognitas
seja igual a zero. Assim sendo, verificamos que

07
8p '

Curiosamente, se usassemos a condigao 0.% O\ = 0, resgatariamos como consequéncia o

vinculo ([1.4)).

A solucao da equagao algébrica (|1.9) para p; conduz a

= —kp[ln(p;) +1] = A =0 (G=1,2 -, W). (1.9)

pj=p=c ¥, (1.10)



que mostra que todos os p;’s sdo iguais (e igualados a p), consistentemente com o fato de
que a entropia (1.3)) e o vinculo (1.4) dao pesos iguais para cada probabilidade p;. Para
obter o valor concreto de p;, usamos novamente o vinculo (|1.4]):

w
> pi=Wp=1, (1.11)
j=1

e, portanto, p; = 1/W, que ¢é a Eq. . Apesar de nao necessario em desenvolvimentos
futuros, obtemos o valor de A\ ao substituir esse p; na Eq. , o que fornece \ =
kg[l 4+ In(W)].

O desenvolvimento que acabamos de apresentar, comumente chamado de ensemble
microcanonico, indica que para um sistema fechado (energia constante) todos os micro-
estados sao equiprovaveis. Além disso, ao substituirmos esse p; na forma entrépica ,
reobtemos a Eq. , que corresponde ao maximo da forma entrépica e, portanto, a en-
tropia do sistema. Assim, a conexao com a termodinamica é obtida usando essa entropia.
Por exemplo, se as variaveis termodinamicas independentes sao a energia interna U e o
volume V' do sistema, a entropia devera ser escrita em termos dessas duas variaveis,
S=SU,YV).

Perceba que se W7 e W5 sao a quantidade de microestados de dois sistemas distintos
independentes A e B, respectivamente, entao a quantidade de microestados W do sistema
conjunto, A U B, ¢é igual ao produto WiW,;. Como consequéncia da propriedade do
logaritmo do produto, a entropia desse sistema composto, S4YE, é dada por

S4B — g4 4 g8 (1.12)

em que S = kpln(W;) e SB = kgIn(W,) sdo as entropias dos subsistemas A e B,
respectivamente. Ou seja, resgatamos a bem conhecida aditividade da entropia para dois
sistemas nao interagentes.

1.2.2 Ensemble candnico

Se um sistema A estd em contato com outro suficientemente grande, a energia de
A pode sofrer flutuagdes em torno de um valor médio. Assim, o maximo que podemos
dizer sobre a energia do sistema A é que seu valor médio é dado. Nesse contexto, além
da condicao de normalizacao das probabilidades, Eq. , consideraremos um outro
vinculo, ou seja, o valor médio da energia do sistema A, dado por

w
> piE=U, (1.13)
j=1

em que U ¢ o valor médio da energia e E; é a energia do j-ésimo microestado.

Novamente, procedemos utilizando o método de Lagrange, mas dessa vez devemos
incluir dois multiplicadores \; e Ay para escrever uma nova funcao auxiliar .. Esse
procedimento proporciona

W W W
F =—kp sz'hl(pi) -\ <sz — 1) — A2 (szEz — U) . (1.14)
=1 i1 i=1
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Assim como no caso anterior, as equagoes algébricas para os p;’s sao obtidas de 0.% /0p; =
0. Consequentemente, derivando .% com relagao a p;, obtemos

0F .
J

A solugao dessa equagao para probabilidade p; pode ser escrita como

1
= — e Ph 1.16
p] Z = ’ ( )
em que Z = '™/ 8 ¢ B = —)\y/kp. A exemplo do que foi feito no caso do ensemble
microcanonico, podemos eliminar o multiplicador de Lagrange \; via o vinculo (|1.4]). De

fato, esse vinculo leva a

LA

L -sE _ (1.17)
g e , .
il

ou seja,

w
Z =Y e (1.18)
=1

O parametro (3 (ou seja, Ay) deve ser obtido como consequéncia do vinculo . Usual-
mente, 5 deve ser positivo para que Z possa ser finito. Particularmente, quando o niimero
de microestados é arbitrariamente grande (W — o0), o lado direito da Eq. (1.18)) nao
converge ao considerarmos casos que os E;’s tém um limite inferior e nao apresentam um
limite superior.

A funcao Z é conhecida como funcao de particao canonica e a partir dela tem-se a
conexao com a termodinamica por meio da energia livre de Helmholtz via a relacao

A= —%an. (1.19)

Esse cenario configura o ensemble canonico. No que segue, gostariamos de salientar dois
aspectos. Primeiramente, o parametro [ e a temperatura T estao relacionados pela igual-
dade f = 1/(kgT). Em segundo lugar, os ensembles microcanoénico e canonico (assim
como outros ensembles, a exemplo do grande canénico) sdo equivalentes no estudo de
sistemas macroscopicos. Um entendimento desses dois aspectos pode ser obtido via uma
comparagao da Eq. com a energia livre de Helmholtz empregada na termodinamica,

A=U-TS. (1.20)

Nesse sentido, reescrevemos a fungdo de particio como Z = Y, W(E)e™?F em que

W(FE) é a quantidade de estados com energia E. A seguir, considerando que 6U < U,
em que 6U é o desvio padrao da energia (e U é o seu valor médio), podemos considerar
apenas a contribuicdo principal na soma referente a Z. Nessa aproximacao, obtemos
Z = W(U)e PY e, portanto, A = U — S/(kpB), em que S = kpln(W(U)) é a entropia
correspondente a energia U (definida na Eq. ) Por sua vez, a comparacao desse
ultimo resultado com a Eq. nos direciona a equivaléncia dos ensembles canonico e
microcanonico, assim como a = 1/(kgT’). Por fim, frisamos ainda que outros ensembles
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igualmente equivalentes poderiam ser empregados, sendo que a escolha de um particular
ensemble para investigar um dado sistema é comumente ditada pela facilidade de calculo.

Até esse ponto, consideramos apenas a vertente de estados discretos. A possibilidade
de considerar um p(z) ao invés de p; pode ser diretamente obtida ao substituirmos, por
exemplo, szl ..+ por ffooo d"x--- (n é onidmero de graus de liberdade), nas Eqs (1.13)),
(1.14) e (1.18). Particularmente, um exemplo seria empregar

U= /_OO p(x)V(x)dx (1.21)

[e.e]

para culminar em

1 o0
px) = Ee_ﬁv(x) (Z = / e_ﬁv(w)dx) (1.22)

em substituigdo a Eq. (1.16]). Especificamente, se empregarmos o potencial harmonico
V(z) = a(z — 20)*/2, obtemos

plz) = \/; exp (‘“”2;21’0)2) (02 - %) : (1.23)

que é uma distribuicao gaussiana com desvio padrao e média iguais a o e xg, respectiva-
mente.

1.3 Interacoes na mecanica estatistica

Uma das principais propriedades da entropia no contexto da mecanica estatistica
(usual) é sua extensividade. Por exemplo, ao duplicar um sistema, mantendo proprie-
dades das partes imutaveis, os valores da sua energia, do seu volume e da sua entropia
sao multiplicados por dois. Além disso, dado o grande sucesso na aplicagao da mecanica
estatistica, discutida em intimeros textos bésicos [1,2], pode parecer que ela é valida em ge-
ral, particularmente, no que diz respeito a sua extensividade. Na realidade, ela é aplicavel
com sucesso quando as interagoes entre as particulas sao de alcance suficientemente curto.
Dito de outra forma, se as interagoes sao de longo alcance, ha dificuldades em aplicar com
sucesso a mecanica estatistica usual [47]. Nesse tltimo caso, a extensividade, em par-
ticular, nao parece ser respeitada pelo sistema. Essa situagao ilustra a possibilidade de
considerar, pelo menos do ponto de vista formal, algumas outras formas entropicas que
em algum sentido generalizam a de Boltzmann-Gibbs, Eq. . De uma maneira geral,
ha diversos tipos de aplicacoes da entropia de Boltzmann-Gibbs que nao fornecem uma
descrigao exata do sistema investigado [3], mais uma vez indicando a conveniéncia de usar
outros tipos de formas entrépicas.

Para exemplificar quantitativamente o que seria uma interacao de longo alcance, vamos
fazer uso de uma energia potencial repulsiva tipo lei de poténcia. Mais precisamente,
representaremos essa energia potencial por

V(r) = < (1.24)

em que C' é uma constante positiva, r é a distancia entre duas particulas interagindo
(possivelmente em um espaco de dimensao d), o é uma constante positiva que dita o quao
a interagao é de curto ou longo alcance.
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Visando fazer uma investigacao simplificada da possibilidade de comportamentos ex-
tensivos e nao extensivos vinculados a energia total de um sistema, consideramos a energia
potencial ¢ a linha de raciocinio descrita na Ref. [3]. A energia de interagao U; de
uma particula com as demais do sistema pode ser escrita como

Ul = E V(Tli), (125)
i(i#1)

em que a soma em 7 leva em conta a interacao com as demais particulas e r;; é a distancia

entre as particulas 7 e j. Essa soma, supondo uma distribuicao uniforme de particulas em

uma esfera de raio R, pode ser aproximada por

R 1-a/d
N -1
Uy x / r T dr oc —— (1.26)
Rui 1—a/d
Para obter esse resultado, foram utilizados mais outros dois elementos. Primeiramente,
substituimos Zi(i 41y por i d?F - - - e usamos o elemento de integracao d*F = r41drdQy,

sendo d€2; o elemento de angulo sélido no espaco d dimensional. Ademais, visto que o
niamero N das inimeras particulas que compoem o sistema é proporcional ao volume
ocupado por elas, empregamos N o< R? e, portanto, R oc N*/? e Ry, o< 1 (correspon-
dendo a uma particula). Como hd N particulas no sistema, a energia total do sistema U
¢ aproximadamente igual a NU;. Consequentemente, chegamos a

U Nl—a/d_l
N~ 1—a/d

Desse tltimo resultado e visto que N > 1, obtemos U o N para a > d, indicando
a extensividade da energia do sistema. Por outro lado, quando o < d, vemos que U
N2=/d violando a extensividade. O caso a = d faz com que o lado direito da Eq.
(1.27)) seja proporcional a In(NV), pois In(z) = lim,_,o(z* — 1)/a. Nesse caso, hd também
violagao da extensividade. Esses fatos nos proporcionam uma forma de classificar o tipo
de interacao a depender dos parametros « e d:

(1.27)

(i) se § > 1, entao a interacdo ¢ de curto alcance;

(ii) se 0 < § <1, entdo a interagao ¢ de longo alcance.

Com essa definicao, constatamos imediatamente que a interagao gravitacional de Newton,
caracterizada por o = 1, é uma de longo alcance em um espago tridimensional (d =
3). Assim sendo, ndo temos a mecanica estatistica usual envolvendo apenas interagoes
gravitacionais, o mesmo acontecendo para interagoes elétricas envolvendo somente cargas
de mesmo sinal. Esse raciocinio parece indicar que a mesma dificuldade ocorre com
interacoes elétricas em geral. Entretanto, devido ao cardter atrativo dessa interagao para
cargas de sinais opostos, hé efetivamente a formagao de agrupamentos (por exemplo, de
atomos e moléculas) que sdo neutros. Por sua vez, a interagao entre esses agrupamentos
vai a zero muito mais rapidamente do que 1/r para r grande. Essas intera¢oes, em muitos
casos, sao frequentemente aproximadas pelo famoso potencial de Lennard-Jones, que é da
forma

viy=42_5 (1.28)
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Figura 1.1: Representacao dos tipos de interagoes de acordo com a dimensao d e do tipo
de forca 1/r*. Para cima da reta azul a interagao é de curto alcance e para baixo a
interagao é de longo alcance. Imagem adaptada da Ref. [3].

em que A, B > 0. Assim, esse V() possui comportamento predominante da forma —r~°

para r grande e, portanto, & = 6, representando uma interacao de curto alcance na
situagao usual, d = 3. A figura ilustra as regioes que definem o tipo de sistema
considerado. Acima da reta azul, o coeficiente o e a dimensao d definem um sistema
extensivo caracterizado por interacao de curto alcance. Abaixo dessa reta, a interacao é
de longo alcance e o sistema é nao extensivo.

1.4 Difusao e equacao de Fokker-Planck

Nas sec¢oes anteriores, discutimos de uma maneira bastante formal alguns aspectos da
mecanica estatistica de equilibrio. Partimos da nogao de forma entrépica e culminamos no
principio de méxima entropia para obter distribuicoes de probabilidade de equilibrio. A
seguir, discutiremos brevemente como um sistema evolui no tempo em direcao ao estado de
equilibrio. Nesse sentido, comecaremos por uma discussao fenomenoldgica que culminara
na equacao de difusao. Particularmente, um foco especial sera dado para obtencao da
solucao de equilibrio dessa equagao. Prosseguiremos nossos estudos fazendo uma conexao
entre a equacao de difusao e a equacao de Fokker-Planck, mostrando que essas equagoes
tém a mesma forma. Ressaltaremos também a visao microscépica de que a dinamica
das particulas apresenta alto grau de aleatoriedade, usualmente chamado de movimento
browniano.

1.4.1 Difusao

Verifica-se experimentalmente que porcoes concentradas de um sistema tendem, com
passar do tempo, a ficarem menos aglomeradas, que é consistente com a dire¢ao de au-
mento da entropia. Esse ¢ o caso, por exemplo, de uma gota de tinta que entra em contato
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com uma grande porc¢ao de agua. Para descrever essa tendéncia, podemos pensar em um
material que tem uma densidade p e que quanto maior a nao uniformidade de p, maior
a tendéncia de haver uma corrente de matéria no sentido de diminuir essa inomogenei-
dade manifestada em p. Por outro lado, como sabemos, quanto maiores os moédulos das
derivadas de uma funcao, maiores os desvios do comportamento constante. Se p é aproxi-
madamente constante, podemos considerar que a sua primeira derivada ja seria suficiente
para indicar majoritariamente o seu grau de nao uniformidade. No caso unidimensional,
por exemplo, a corrente J de matéria pode ser pensada aproximadamente proporcional
a derivada de p em relacao a posicao. Além disso, esse fator de proporcionalidade deve
ser negativo, pois a corrente J deve ir na direcao oposta da concentracao para que exista
uma tendencia de homogenizacao do sistema. Essas hipoteses podem ser resumidas na
relacao

J= —D@, (1.29)

ox

em que p = p(z,t) e D é um fator de proporcionalidade positivo, conhecido como constante
de difusao. Esse resultado pode ser diretamente estendido para o caso tridimensional,
proporcionando

J = —DVp, (1.30)

em que J é o vetor densidade de corrente de matéria e p = p(7,t). Essa ultima equacao
fenomenoldgica, conhecida como lei de Fick, é véalida quando as propriedades basicas de
difusao iguais nao dependem da dire¢ao (meios isotrépicos).

Uma situacao bastante comum quando hd uma matéria com densidade p é que ela seja
conservada ao longo do tempo. Por outro lado, tem-se a equacao de continuidade,

Liv.J=0 (1.31)

quando uma matéria com densidade p é conservada. Por sua vez, a incorporacao da lei
de Fick ([1.30)) na Eq. (1.31)) conduz a equagao de difusao

dp 2
—=D 1.32

que dita a dinamica difusiva do sistema.

Apesar de focarmos pouco no comportamento temporal relacionado a Eq. ao
longo deste texto, apresentamos alguns aspectos sobre esse tema. Nesse sentido, voltando
para o caso unidimensional, é natural aproximarmos a condi¢ao inicial por p(z,0) =
d(z) para indicar que inicialmente a matéria estd concentrada em um ponto do sistema.
Supondo que a quantidade total de matéria é igual a unidade (p normalizado) e que ela
estd contida em uma regiao muito grande (podendo usar —oo < x < 00), verificamos que

a distribuigdo gaussiana (Eq. (1.23))

1 a2
plx,t) = NZET e i (1.33)
é solugao da equacao de difusao unidimensional
op 0?p

18



Essa distribuicao mostra que, com o passar do tempo, ha uma reducao sistematica da
concentracao na parte central e um deslocamento simétrico para as regioes periféricas.
Isso é, portanto, consistente com a afirmacgao de que a difusao ocorre de forma a homo-
genizar a distribuicao. Mais ainda, podemos calcular o segundo momento da distribuicao
(correspondendo a variancia, pois o valor médio de x é nulo), que é dado por

(z%) = /_Z 2?p(x, t)dx = 2Dt. (1.35)

Este resultado mostra que ha um comportamento linear no tempo ¢ nesse tipo de difusao.
Também podemos reescrever a relagao na Eq. como (x?) o t% em que 0 compor-
tamento linear corresponde a o = 1. Entretanto, existem outros contextos difusivos que
proporcionam a # 1. Nesses casos, dizemos que a difusdo é anomala e, particularmente,
se @ < 1 (a > 1), temos um processo subdifusivo (superdifusivo).

Até esse ponto da nossa discussao a difusao considerada estd livre de agentes externos.
Entretanto, o sistema pode estar sujeito a uma forca externa F' que, portanto, deve ser
incorporada na descrigao do processo difusivo. Isso pode ser feito adicionando um termo
relacionado a forga externa na corrente J, modificando a Eq. para

dp

=D . 1.
J==Do" 4 Fp (1.36)

Uma justificativa para a insercao de Fp estd calcada na relacao J = vp, em que v é
a velocidade. Se em um conjunto de particulas, consideramos que qualquer uma delas
tem sua dinamica ditada por ma = —av + f (—av representa a forca de atrito e f a
forga externa), obtemos v = f/a no regime estaciondrio. Assim, denotando f/a por F,
chegamos ao termo Fp em J. Apesar da presenca da constante « na definicao de F,
chamaremos F' de forga, por simplicidade. Logo, o uso da Eq. na equacao de
continuidade nos proporciona a equacgao de difusao

2
o _ 0% O(Fp)

ot Ox? Ox
Analogamente, poderfamos obter a equagao para p(Zz,t). E conveniente ainda enfatizar
que, diferente dos casos obtidos em outros capitulos, essa equacgao é linear.

A seguir, consideraremos o comportamento de um sistema sobre essas condicoes apos
um longo tempo. Enquanto o sistema tende a uma homogenizag¢ao no caso em que nao
ha forga externa, o comportamento estacionario é influenciado pela presenca de F. Con-
siderando que essa for¢a depende apenas da posigao z, F' = F(z), podemos escrever, no
caso estacionario, p = p(x) na Eq. . Assim sendo, somos conduzidos & equacgao
diferencial

(1.37)

&p  d(Fp)
D—L _ = 1.
dx? dx 0 (1.38)
ou seja,
d dp
_F =0. 1.
dx{ I (x)p} 0 (1.39)

Consequentemente, o termo dentro dos colchetes é igual a uma constante c.
Se F' é uma forca confinante, podemos supor que p(z) e dp(z)/dz sao nulos a uma
distancia muito grande da localizacao do sistema. Portanto, empregaremos as condigoes
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de contorno p(z) = 0 e dp(z)/dr = 0 quando x — £oo. Agregando essas observagoes,
certificamos que ¢ = 0 e a equagao estacionaria ([1.39) é reduzida a
dp

L_F 14
I 2 (1.40)

que, por sua vez, conduz a

P do T

D[ L :/ F(2')d'. (1.41)
po P 0

Como F(z) faz o papel de uma forga externa, supostamente conservativa, podemos as-

socid-la a um potencial V' (z), dado por

V(z) =— /Oz F(2')da', (1.42)

levando a V(0) = 0. Com essa definigao, e resolvendo a integral do lado esquerdo da Eq.
, concluimos que a solucao da equacao estaciondria pode ser escrita como
plx) = poe b .

Para um dado sistema, percebamos que esse ltimo resultado e a Eq. (1.22) devem
representar a mesma distribuicao, pois a solucao estacionaria da Eq. ((1.37) deve cor-
responder a solugao de equilibrio termodinamico (a de méxima entropia). Desse modo,
somos dirigidos a D = kg7, que é a conhecida relagao de Einstein. Como esperado,
quando nao hé forga externa (V(z) = 0), a solugao estaciondria é a constante pg, se o
sistema é confinado a uma regiao finita. Por outro lado, com a presenga do potencial, a
distribuigao da solucdo estacionéria é ditada pelas fungées exponencial e V' (z). Particu-
larmente, se o sistema esté sob a agdao do potencial harmonico V (x) = vx?/2, a Eq.
se torna

(1.43)

2
Tt
p(x) = poe” 27, (1.44)
que é uma solucao gaussiana. A interpretacao desse resultado é andloga aquela da Eq.
(1.33)), ou seja, o comportamento estaciondrio de p é caracterizado por uma concentracao
central e simétrica que decai e vai para zero com x — —00 € T — Q.

1.4.2 Equacao de Fokker-Planck

Ao se estudar sistemas fisicos que sao descritos por uma funcao de probabilidade, é
natural imaginar que tal probabilidade possa evoluir no tempo a medida que o proprio
sistema evolui. Dessa forma, além de ser uma funcao da posicao, ela deve ser funcao do
tempo e, no caso unidimensional, temos p = p(z,t). Uma das principais abordagens nesse
contexto é a equagao de Fokker-Planck que descreve tal evolucao temporal.

Um exemplo de dinamica que pode ser vista como probabilistica é o problema da
caminhada aleatéria de uma particula interagindo com outras particulas em um meio via
sucessivas colisoes. Deve ser notado que essa dinamica esta relacionada com a equacao de
difusao. Para entender essa conexao, consideremos um conjunto de N particulas suficien-
temente diluidas em um meio. Assim, a densidade de matéria p(z,t) dessas particulas é
Nmp(z,t), em que p(x,t) é a densidade de probabilidade de encontrar uma particula na
posicao x e no tempo t. Devido a linearidade da equacao de difusao, Eq. , segue
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que a equagao para p(z,t), que é a equacao de Fokker-Planck, é idéntica a equagao de
difusao

ot Oz T

Para avancar nossos estudos, nao necessitamos considerar muitos dos aspectos meto-
dolégicos vinculados a equacao de Fokker-Planck (linear), sendo assim, ndo nos aprofun-
daremos nessa vertente [48]. Além disso, visando nao carregar a notagao, iremos utilizar
simplesmente p(z,t) para densidade de massa ou de particula, o contexto deixard claro
sobre qual estamos tratando.

Op(x,t) _ 0J (J _ D@ﬁéx,t) _ Fﬁ(x,t)) : (1.45)

1.5 Teorema-H e tendéncia ao equilibrio

Até esse ponto, apresentamos dois aspectos da mecanica estatistica (equagao de Fokker-
Planck e entropia de Boltzmann-Gibbs) como conceitos que podem parecer pouco conec-
tados. Nesta secao, vamos introduzir um resultado que junta esses dois aspectos. Esse
resultado é conhecido como teorema-H. O objetivo é demonstrar que existe uma quan-
tidade, denotada por A, que representa um tipo de energia livre do sistema que sempre
diminui de forma a tender a um equilibrio.

Para prosseguir, vamos considerar um sistema, sofrendo interacao de uma for¢a F'(x),
cujos estados sao descritos pela densidade de probabilidade dependente da posicao e do
tempo, p = p(x,t). Como deve estar claro, a partir da discussao do final se¢do anterior,
esse p(x,t) obedece a equagao de Fokker-Planck, dada pela Eq. . Assim, temos

pla,t)  Pola,t)  O(F(x)o(a,b))

BT =D oz o . (1.46)

Nesta secao, deixaremos explicito as dependéncias de p para enfatizar que essa funcao nao
precisa corresponder ao equilibrio. Além disso, vamos definir uma quantidade A, similar
a energia livre de Helmholtz do sistema, dada por

A—U-TS = /_ TV (@)p(st) — kT, £) In pla, £)]der. (1.47)

Esses A, U, T e S coincidem com os da Eq. quando o sistema esta em equilibrio.
Como a integral é realizada na varidvel z, essa grandeza é um funcional de p(z,t). Isso
significa que ela estd definida mesmo quando o sistema ainda nao esta no equilibrio. Com
isso, derivando A em relacao ao tempo, temos

- /_ ) —a”f;‘;’ 2 [V(z) — kT (1 + Inp(z,t))]dz. (1.50)

Utilizando a suposi¢ao de que a dinamica do sistema é ditada pela Eq. (1.46]), podemos
substituir a derivada temporal de p(z,t) para obter
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% _ /: (% [0% _ p(x)p@,t)] V() — kpT(1+Inp(x,t)]de.  (1.51)

Realizando uma integracao por partes, podemos reescrever dA/dt como

o0

% _ [p% _ F(x)p(x,t)} V(2) — ksT(1+ In p(x, 1))]

—00

" /_Z [Daﬂ(;; J- F(z)p(z, t)} %[V@) — kT (1 +Inp(z,t))]dz. (1.52)

Supondo que F(z) confina o sistema em uma regiao, somos levados a condi¢ao de
contorno na qual p(z,t) e dp(x,t)/dt devem tender a zero quando z — o0 e x — —o0.

Nesse caso, o primeiro termo do lado direito da igualdade (quando aplicado os limites) é
igual a zero e, portanto,

Esse resultado pode ser reescrito como

dA _/00 1 [Dap(m,t)

dt oo P, 1) Ox
00 JQ
_ _/ dz <0, (1.54)
o P, 1)

quando D = kgT, que é a relacao de Einstein ja obtida. Portanto, a variacao de A,
enquanto evolui no tempo, é sempre negativa, o que nos leva a concluir que essa grandeza
tende sempre a uma diminuicao, que é consistente com a possibilidade de chegar a um
estado de equilibrio quando dA/dt = 0.

Esse resultado possui uma forte ligagdo com a termodinamica via a segunda lei, uma
vez que ele descreve uma tendéncia do sistema ao equilibrio. Além disso, como temos
uma quantidade que apenas diminui com a evolugao temporal, é possivel associar isso a
uma irreversibilidade.
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CAPITULO 2

Mecanica estatistica de Tsallis

Como exposto no capitulo anterior, alguns sistemas nao sao bem descritos pelo forma-
lismo da mecanica estatistica usual, deixando em aberto a possibilidade para uma outra
teoria que explique esse problema. Neste capitulo, iremos expor uma das propostas de
generalizacao da mecanica estatistica. Muitos dos trabalhos nesse campo sao devidos a
Constantino Tsallis e por isso é comum chamar essa generalizagao de mecanica estatistica
de Tsallis. Nessa estatistica, um dos grandes motivadores de trabalhos adjacentes é a
generalizagao de fungoes exponencial e logaritmo. Veremos também que na estatistica de

Tsallis ha uma conexao com uma forma generalizada nao linear da equacao de Fokker-
Planck.

2.1 Entropia de Tsallis

Nesta secao, vamos iniciar apresentando a g-entropia denotada por S,. Dado um
sistema que possui W estados, tal entropia é definida como

g — k:l - ZZVL i
q —q 1
em que p; € a probabilidade do i-ésimo estado e k é a uma constante que deve se re-
duzir a de Boltzmann no caso usual. Essa entropia é uma generalizagao da entropia de
Boltzmann-Gibbs pois quando tomamos o limite ¢ — 1, retornamos a entropia usual.
Percebemos rapidamente que essa entropia nao ¢ aditiva uma vez que se tivermos dois
estados independentes cuja probabilidade conjunta ¢ dada por p;p;, a entropia nao separa
na soma de cada entropia. Essa distinta caracteristica torna ela especial e vai inspirar
a introducao de uma algebra generalizada como veremos depois. Assim como a forma
entrépica de Boltzmann-Gibbs possui algumas propriedades, S, também tem algumas
analogas. Abaixo listamos quatro:

: (2.1)

(i) S, é nao negativa
No caso em que 0 < ¢ < 1, como ZZ‘VLPZ‘ = 1, entao ZZVL p} > 1 e, portanto S, > 0.
Por outro lado, se ¢ > 1, entao 1 — Z:L pi <0eq—1<0 conduzem a S, > 0.
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(i) Expansibilidade

Uma das propriedades que esperamos de uma entropia é a expansibilidade, ou seja,
se adicionarmos um estado cuja probabilidade de ser acessado é nula, entao a en-
tropia nao pode ser alterada. Nesse caso, é facil observar que

Sq(plw-pr) :Sq(plw-pr;O) (22)

se q > 0.

(iii) Concavidade

Como a fungao f(z) = (z —x7)/(¢ — 1) possui segunda derivada positiva (negativa)
se ¢ <0 (¢ > 0), ent@o a entropia S, é concava (convexa) se ¢ > 0 (¢ < 0).

(iv) Lesche estavel

Uma importante propriedade que a entropia de Tsallis obedece é a estabilidade
de Lesche. Essa estabilidade afirma que pequenas variagoes na probabilidade do
sistema, nao deve alterar a entropia. Matematicamente isso significa que

. /
p—p] <8 —Sq(pgmafq(p) <e (2.3)
q

para qualquer valor de € e § [49]. Existem outras propostas de entropia generalizadas
como a de Rényi e de Abe que nao respeitam essa propriedade.

Como forma de exemplificar algumas propriedades acima, podemos utilizar um sistema
de dois estados em que a probabilidade de um deles é p e, consequentemente, a do outro
¢ 1 —p. Nesse caso, a entropia S, ¢ dada por

1—p'—(1-p'™
q—1 '
Como ela depende apenas de p podemos fazer um grafico de S, em funcao de p como
representado na figura
Assim como no caso da entropia de Boltzmann-Gibbs, o estado de equilibrio é dado
pela extremizacao da entropia. Mais uma vez, iremos utilizar o método dos multiplicadores
de Lagrange para encontrar esses estados.

S, = (2.4)

Ensemble microcanonico

Vamos considerar que existe o vinculo das probabilidades, ou seja, aquele dado pela
Eq. (1.4). Nesse caso, obtemos a seguinte fungao auxiliar

ﬂ_kl_qz’ 1p2+7(2pl—1> (2.5)

Derivando .% em relagao a p; e igualando a 0, temos
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Figura 2.1: Gréfico ilustrando a entropia S, de um sistema de dois estados, um com
probabilidade p e o outro de probabilidade 1 — p. Para valores de ¢ > 0 observa-se que a
entropia é concava e, para g < 0, ela é convexa.

q _

e, portanto, p; deve ser igual para todos os estados. Utilizando novamente o vinculo ([1.4]),
concluimos que p; = 1/W. Substituindo na entropia S,, chegamos a

wi-a -1
S, =—k ——. 2.7
Esse resultado nos permite ver facilmente que essa entropia nao é aditiva para q # 1
uma vez que, dados dois sistemas A e B distintos, temos

Sy(A+ B) = S,(A) + S,(B) + (1 — 0)S,(A)S,(B). (2.8)
Naturalmente, para ¢ = 1, Eq. ([2.7) retorna para entropia usual S = klnW, que é o
unico valor de ¢ que conduz a aditividade.

Ensemble canoénico

Vamos fazer a mesma analise de maximizacao da entropia mas dessa vez considerando
que, além do vinculo de normalizacao das probabilidades, também existe um vinculo em
relacao a energia interna. Entretanto, aqui, vamos considerar dois vinculos diferentes.

(i) Para o primeiro caso, considere que o vinculo da energia é dado sobre suas médias,
ou seja, o mesmo da Eq. (1.13]). Nessa diregao, a fungao auxiliar que queremos
extremizar é
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(iii)

F = 1_(}3—111“ <ZplE U> — A <Zpl - 1) (2.9)

Derivando esse .# em relagao a p; e igualando a zero, encontramos que p; deve ser
dado por

pj = {(—A — BE;) (%)} e : (2.10)

Essa tltima equacao pode ser reescrita de uma forma mais conveniente como segue

1
A

em que Z = [(1—¢q)/(gN)]VD, 8" =B/[(1-g)\ e G=2—q

O segundo vinculo que consideramos sobre a energia substitui a média da energia
por outra forma generalizada dela. Ela é dada por

pj=2[1—(1- QB E]™ (2.11)

Zp"E U, (2.12)

de forma que a funcao auxiliar é dada por

ﬁzl_Z—Hp’Jrﬁ(quE U>—)\<Zpi—1). (2.13)

Empregando 0.7 /0p; = 0, encontramos que p; deve ser p; = [a(q — 1)/q]"/@=Y[1 —
(1 —q)BE;]"/1=9. Usando o vinculo das probabilidades, obtemos

[1— (1= g)BE,Y0=0)

pj = (2.14)
J Zq
em que
@-1y W
alg+1 _
7, (M) Y- a-gsppe. ey
i=1
Z4 ¢ uma funcao de partigao canonica generalizada.
Uma terceira possibilidade de vinculo relacionado a energia é
w q
Z Wj = U. (2.16)

q
1 [

Perceba que, no caso anterior, um inconveniente da “média” da energia é que a soma
dos pesos nao é igual a um. No presente caso, esse inconveniente é eliminado [3,50].
Com esse novo vinculo, a fungao % se torna
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1- ‘vKlg S 3‘ S
ﬁz%—ﬁ(Z%E}—U)—A(Zpi—l). (2.17)

j=1 =117 i=1

Impondo a condicao 0.% /0p; = 0, obtemos que a probabilidade p; é dada por

b= [1-B0-gE -] 215)

em que B é um parametro depende de 3 e A.

O primeiro caso é o mais intuitivo de se considerar pois esperamos que a média da
energia interna deve ser dada pela média usual uma vez que a prépria soma das probabi-
lidades deve continuar sendo 1. O segundo se torna mais abstrato uma vez que nao temos
mais a média usual no termo da energia. Entretanto perceba que obtivemos resultados
semelhantes, sendo que a principal diferenca estd na mudanga do indice ¢. Isso indica uma
simetria entre os valores g e 2— ¢ nos indices entrépicos. O terceiro caso continua abstrato
por também nao possuir a média usual, mas é uma tentativa de corrigir a soma dos pesos
do caso 2. Ele é interessante por possibilitar a fatoracao de um dos multiplicadores de
Lagrange e, portanto, permitindo elimina-lo.

2.2 g-exponencial e ¢g-logaritmo

A principio, os conceitos introduzidos acima podem nao relembrar imediatamente as
usuais. Nessas trés vertentes, todos resultados recaem aos ja conhecidos no caso limite
qg — 1 e podemos estender um paralelo entre as mecanicas estatisticas de Tsallis e a de
Boltzmann-Gibbs. Para fazer isso, vamos definir uma funcao monoparamétrica inspirada

pela distribuicao da Eq. (2.14):

eg =1+ (1 - q)z]ﬁ, (2.19)

em que [z]; = z para z > 0 e [z]; = 0 para z < 0. Essa fungao é conhecida como
g-exponencial e sua inversa é dada por

plm1—1
l—gq

conhecida como g-logaritmo. Perceba que quando ¢ — 1, a ¢g-exponencial retorna para

exponencial usual assim como o ¢-logaritmo para o logaritmo usual. Com essas fungoes,

podemos reescrever a Eq. (2.14]) como

In,(z) = : (2:20)

(2.21)

Por outro lado, a entropia S, na Eq. (2.1) pode ser reescrita como

u 1
Sy=k> pilng | — (2.22)
=1

Di

Assim, a entropia obtida na Eq. (2.7) do ensemble microcanonico é escrita na forma
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S, =k In, W. (2.23)

Definindo essas funcoes, fica claro a semelhanca entre os resultados da mecanica es-
tatistica usual com a vertente de Tsallis. Outra forma de obter essa generalizacao da
exponencial é através de uma analogia com equacoes diferenciais. Nesse sentido, sabemos
que a equacao diferencial que a exponencial satisfaz é

dy
=y. 2.24
dr ) ( )
Uma generalizagao dela é
dy ‘
A 2.25
dx Y ( )

de modo que quando ¢ = 1 retornamos para equagao (2.24). A solugao da Eq. (2.25)) é

justamente y = ey, enquanto sua inversa pode ser escrita na forma integral

'q

Y du
x:/ —y:lnqy. (2.26)
1Y

1.0 H

0.8

0.6

0.4 H

0.2

0.0

Figura 2.2: Gréfico representando a fungio y = e, para diferentes valores de ¢, especifi-
camente, ¢ = —0.5, —0.2, 0.5 e 1.

Como representado na figura perceba que, curiosamente, a g-exponencial possui
valores nulos quando ¢ < 1, dado a partir de z = 1/(¢ — 1), e se trocarmos o argumento
da fungao por —z, isto ocorre a partir de x = 1/(1 — ¢q). Isso caracteriza a cauda de cada
uma dessas g-exponenciais, em particular, quanto menor (maior) o valor de ¢, menor
(maior) a cauda da fungdo. Quanto mais préximo de 1 é o valor de ¢, mais a fungao
lembra a exponencial, sendo que maiores valores representam desvios maiores. Por isso
também dizemos que a g-exponencial é uma deformacao da exponencial. Isso permite que
sistemas apresentando comportamento proximo da exponencial sejam, possivelmente, bem
descritos por essa generalizacao. Em particular, foram aplicados ajustes via g-exponencial
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para estudos relacionados a mercado de agoes [51,52], terremotos [53-55] e diversos outros
sistemas [D].

Vale ressaltar que uma importante propriedade do logaritmo é sua transformacao de
produto em soma, ou seja, dados dois reais x e y:

In(zy) = In(x) + In(y). (2.27)

Entretanto, para o ¢-logaritmo essa propriedade é generalizada na forma

In,(zy) = In,(z) + In,(y) + (1 — ¢) Iny(z) In, (). (2.28)

Essa propriedade combinada com a Eq. (2.22)), nos permite reobter o resultado da Eq.
(2.8). Veremos que essa serd uma das principais inspira¢oes para obtengao de uma algebra
generalizada.

2.3 Equacao de difusao em meios porosos

No capitulo 1, foi brevemente discutida a equacao de difusao usual e como ela esta
relacionada com a forma entrépica de Boltzmann-Gibbs. De forma similar, iremos apre-
sentar uma generalizacao da equacao de Fokker-Planck que possui forte relacao com a
estatistica de Tsallis [56]. A equagao é dada por

op(x,t)  P[p(x,t)]”
l) Pt (2.29)

em que v é uma constante real e D é o coeficiente de difusao. Essa é uma generalizacao
nao linear da equacao de Fokker-Planck que retorna para o caso usual quando v = 1.
Essa equagao também é conhecida como equagao de meios porosos e encontrou diversas
aplicacoes. Uma das mais populares é quando se trata do fluxo de um gas ou liquido em
um meio poroso [57,[58]. Para prosseguir, vamos fazer uma modificagao nessa equagao. O
termo da direita pode ser reescrito como

Plp(z,t)]” _ 0 v-10p
D=0 ~ar (“DP a_) 7 (2.30)
que nos leva a equagao
dp(z,t) 0 ,_10p
5 n (I/Dp %) (2.31)

Nessa secao, estamos interessados apenas na solucao de sistemas no estado estacionario
e para fazer essa investigacao precisamos incluir um termo de forca externa. No mesmo
sentido da equagao de difusao usual com termo de forga externa, a Eq. (2.29)) se torna

dp(z,t) 0 —19p\ _ O0(Fp)
ot Ox (pr Ox ox

No estado estacionario, a solugao nao depende de t e o lado esquerdo da igualdade deve
ser igual a zero enquanto as derivadas parciais se tornam ordindrias. Assim, temos

(2.32)

d dp
— |vDp" ' == — Fp| =0. 2.33
dx {V P dx p] ( )
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O termo dentro do colchete pode ser igualado a uma constante ¢. Entretanto, vamos
fazer a mesma suposicao que fizemos no caso da difusao usual em que o estado deve ser
localizado, ou seja, p(x) — 0 e dp/dx — 0 quando x — 0o e x — —oo. Isso nos leva a
relacao

dp

VDp”A% = Fp. (2.34)

Tomando p(0) = py e escrevendo o potencial associado a F, via a relacio F(x) =

—dV (z)/dz, a solucao da Eq. (2.34) se torna

p) = po[l — (v — 1BV (2)]77 (2.35)

em que b = 1/(vDpy™") e V(z) = — [ F(2/)da’ . Essa solugao pode ser reescrita em
termos da g-exponencial como

p(x) = poeyy ™. (2.36)

Para simplificar a identificagdo com a g-exponencial, podemos substituir v por ¢ fazendo
qg=2—v que leva a

p(x) = po e ). (2:37)

Portanto, a solucao da equacao de meios porosos corresponde a uma g-exponencial,
andloga a solugao obtida na Eq. (1.43]). Novamente essa solugao depende da forma do
potencial. Por exemplo, quando consideramos um potencial harmonico (V(x) = vyz?%/2),
obtemos

_pre?
p(z) = poeq
Perceba que essa solucao ¢ uma generalizagao da distribuicao gaussiana. Por esse motivo,
chamamos essa solucao de g-gaussiana, retornando ao caso usual quando ¢ — 1. Na figura
ilustramos essa distribuigao para alguns valores de ¢ em comparacao com a gaussiana
usual (¢ =1).
Podemos ver que a g-gaussiana possui simetria similar a gaussiana mas suas caudas podem
ser mais curtas ou mais longas. Quando o valor de ¢ é menor do que um, ela é nula em
r = +1/y/1—¢q. Para ¢ maior do que um sua cauda se torna mais longa do que a
gaussiana, indo assintoticamente para zero.
Como uma ultima observagao, perceba que na Eq. , podemos juntar o termo
vDpr1 1. Nesse caso, o coeficiente de

(2.38)

em um Unico coeficiente de difusao D' = vDp”~'.
difusdo é dependente de p e podemos escrever D' = D’(p). Essa forma de escrever o
coeficiente de difusao serd investigada mais profundamente na sec¢ao (3.1).

2.4 Teorema-H na mecanica estatistica de Tsallis

Apesar dos resultados da secao anterior ja indicarem uma conexao entre a forma
entrépica de Tsallis e equagoes de difusao em meios porosos, podemos ir mais longe nessa
conexao. Assim como existe uma teorema- H na mecanica estatistica usual, existe também
uma generalizacao desse teorema para o contexto de Tsallis. Ou seja, podemos definir
uma grandeza A, do tipo energia livre dependente do tempo ¢, que tende a diminuir com
o aumento de ¢.
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Figura 2.3: Grafico ilustrando a ¢g-gaussiana para trés valores distintos de ¢ em comparacao
com a gaussiana usual (curva de cor preta).

Dessa forma, supomos que um sistema de densidade p(z,t) (a dependéncia explicita
serd mantida novamente para deixar claro que o sistema nao estd no estado estacionério)
¢ descrito por uma equacao de difusao tipo meios porosos, como na Eq. , com v = q.
Como vimos, a dinamica de p(z,t) é ditada pela equagao

8p§, B _ % (qu(x,t)‘H% - F(fﬁ)ﬂ) : (2:39)

Além disso, definimos a quantidade A como

A = U-Ts,
_ / Z (V(I)p(x,t) kT [p(m,t) (%)D dz. (2.40)

Nessa definicao, utilizamos, assim como no caso usual, a energia interna

U= /00 V(x)p(x, t)de, (2.41)

e}

a entropia de Tsallis (2.1)) na forma continua
> 1 — p(z,t)?!
Sy = k/ px,t) <L’1>> dx (2.42)
—00 q—

e T deve ser visto como, pelo menos formalmente, um analogo da temperatura usual.
A seguir, investigaremos a derivada temporal de A. Temos, portanto,
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% = %/_Z <V(:L‘)p( — kTp(x,t) ( q—l ))dx (2.43)
_ /:% <V(a:)p( — kTp(x,1) < 2_1 >) de  (244)
_ /_Z 8"(5;’0 [V( ) — kT(l_qqp(_l )} de. (2.45)

Utilizando a Eq. (2.39), podemos substituir a derivada temporal de p(z,t) por uma
expressao envolvendo apenas derivadas espaciais, nos levando a

% = /Z (% (qu(x,t)‘H% - F(x)p(x,t)) x

x [V(x) — kT (1 —ar(z, t>q_1)] dz. (2.46)

qg—1

Como proximo passo, realizamos uma integracao por partes, conduzindo a

B~ (st 2D ppen) [y - (LI

dt T 1 e

_ /_ h (qpp(x,t)qlw - F(w)p(x,t)) (—F(a:) + qkTaple’ Do, t)ﬂ) dz.

o0

Nesse momento, perceba que se V() representa um potencial confinante, podemos
empregar as condigoes de contorno p(z,t) — 0 e Jdp(x,t)/0r — 0 quando = — +oo.
Consequentemente, o primeiro termo do lado direito da igualdade na Eq. deve
ser igual a zero independentemente do valor de ¢q. A exemplo do que foi feito no caso
da mecanica estatistica usual, faremos a identificagao D = kT e, assim sendo, podemos
reexpressar a derivada temporal de A como

% = — /_OO p(x,t) <qu(x,t)qzw — F(:C)) (—F(:C) + qkTapc(;;’ 2 p(x,t)q2> dx
= — /OO p(x,t) (qu(x,t)q_I% — F(:L“)p(l‘,t)) dx < 0. (2.48)

Portanto, como enunciamos previamente, obtemos que A é uma grandeza do sistema que
sempre tende a diminuir. Observe que a desigualdade obtida na Eq. se torna
igual aquela na Eq. quando q = 1. E importante enfatizar uma outra 1mportan(:1a
desse teorema. Ele indica um carater de irreversibilidade e torna a teoria mais robusta,
aumentando o paralelo com a mecanica estatistica usual.
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2.5 g-algebra

Para finalizar este capitulo, vamos considerar uma vertente mais formal relacionada a
uma &lgebra vinculada as fungoes g-exponencial e g-logaritmo [14}/15].

2.5.1 g¢-produto

Associado as fungoes g-exponencial e g-logaritmo, foi proposta uma generalizacao das
operagoes algébricas |14]|15]. Essa generalizagao foi inspirada pela nao aditividade da
entropia S;. Duas das propriedades que exponenciais e logaritmos tém mas nao sao
vélidas para essas generalizagoes sao eV = e%e? e In(zy) = In(x) + In(y). Dessa forma,
queremos definir um produto generalizado ®, entre dois nimeros reais x e y de tal forma
que

egtV = ef @q el (2.49)

Essa operacao deve ser dada por

1

T,y = [z +y -1 (2.50)

A primeira observacao que devemos fazer é que essa operacao limita os possiveis valores
de z e y (a depender do valor de ¢q) pois se ¢ > 1, ndo podemos ter

'yt <L (2.51)

Como esperado, esse produto retorna ao caso usual no limite ¢ — 1. E facil verificar
que essa operacao também carrega algumas propriedades ja conhecidas da usual, a seguir
vamos listar algumas delas

(i) Comutatividade: z ®,y =y ®,
(ii) Associatividade: (z ®,y) ®, 2z =1 ®, (y ®, 2)
(iii) Elemento neutro: r ®,1 ==z

(iv) Aditividade em relagao ao ¢-logaritmo: In,(z ® y) = In,(x) + In,(y).

Esta ultima propriedade é a que se traduz na aditividade da entropia S,. Perceba que
o produto com 0 depende do valor de x, uma vez que se ¢ < l ex > 1, entao x ® 0 =
(179 — 1)V/0=9 Podemos definir também o produto de um nimero x repetido n vezes
que serd denotado por %4 e é dado por

2% = [na'™1 — (n— 1)]7 (2.52)

Essa generalizacao do produto ¢é especialmente til para generalizagao de outros resul-
tados formais. Por exemplo, é possivel utiliza-lo para definir uma transformada de Fourier
generalizada, chamada de g-transformada de Fourier, que para uma fungao f(x) é dada
por
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EIN© = [ et e, flad. (2.53)

oo

Essa transformada possui a propriedade de transformar uma g-gaussiana em outra g-
gaussiana. Essa definicao foi utilizada para estabelecer o ¢-teorema do limite central que
generaliza o teorema do limite central redefinindo o conceito de independéncia de varidveis
aleatérias [17,59,60].

2.5.2 ¢@-soma

Seguindo a mesma linha de raciocinio feito para o g-produto, podemos definir uma
soma generalizada. Nesse caso, o que esperamos é que dados dois reais essa soma, denotada
por @, satisfaga a igualdade

e @, el = et (2.54)

q q q

Dessa forma essa operacao ¢ definida como

Ty =1z +y+(1-qry. (2.55)

A verificagao de que esta soma recaia na usual é direta, mais ainda, ela é a soma usual
junto a um termo misto. Assim, como o produto, essa soma também preserva algumas
propriedades que estao listadas a seguir

(i) Comutatividade: =z ®,y =y @,z
(ii) Associatividade: (z ®,y) B2 =2 By (y By 2)
(iii) Elemento nulo: z®,0 ==z

(iv) Aditividade em relagao ao ¢-logaritmo: In,(z) @, In,(y) = In,(xy) .

A generalizacao desses conceitos basicos permite diversas outras generalizagoes como vere-
mos frequentemente neste trabalho. Por exemplo, a g-soma de x com ele mesmo repetido
n vezes, que denotamos por n ®, z, resulta em

n—2
NEOr=rPrd - -Hr=nx [Z(l—q)ixi
=0

N (2.56)

De certa forma, essa soma representa um produto entre x e n e por isso também é chamada
de produto por escalar, entretanto ele é claramente diferente do ¢g-produto.

2.5.3 ¢-divisao e ¢-diferenca

Para completar o conjunto de operagoes generalizadas que compoem a g-algebra, vamos
introduzir a ¢-divisao e a ¢-diferenca. Diferente da soma e produto que foram definidas
por meio das propriedades da exponencial e logaritmo, essas surgem como inversa das
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operacoes ja apresentadas anteriormente. A comecar pela ¢-divisao, como esperado, ela
deve ser operagao inversa do g-produto. Denotada por ©,, ela é dada por

TQuy= [z -y + 1]1?1'1 (2.57)

Assim como o g-produto limita o conjunto dos valores de = e y, a operagao ©, também
limita eles pelo mesmo motivo de divergéncia, mas nesse caso estamos restritos a relacao

e T R (2.58)

Desejamos que o inverso de x em relacao a ®, seja 1 @4 . De fato, como 1 ©, v =
(—2'~0)/(1=9) verificamos que

1@, (10,2) = 2@ ((2-2"")™) (2.59)

= @I @2—2) - 1) (2.60)

1. (2.61)

Sabemos que para exponenciais e logaritmos usuais valem as relagoes e ¥ = ¢e”/e¥ e

In(z/y) = In(z) — In(y). A ¢-divisdo também respeita essas propriedades em relacao a
g-exponencial e g-logaritmo, ou seja,

¢ "= ¢ Dt (2.62)
In,(z @, y) = Iny(z) — Iny(y),

e claramente todos resultados anteriores retornam para o caso usual quando ¢ — 1.
Curiosamente a g-divisdo permite divisao por 0 pois 2@,0 = (x'~7+ 1)1/(=9) ' significando
que para ¢ < 1, se 21794+ 1 > 0, essa divisao existe.

A quarta e ultima operagao generalizada que esta englobada na g-algebra é a g¢-
diferenca. Assim como o produto possui uma operacao inversa, a soma possui sua inversa
denotada por ©, e definida como

r—Y
TOGY = (2.63)
o1+ (1-q)y
Para essa operagao existir, restringimos os valores de y quando y = 1/(¢—1) para eliminar
divergéncias. De forma andloga a g-divisao, temos que 0 6,z = —z /(1 + (1 — q))z, que é
o inverso de x em relacao a g-soma. De fato,
@, (00, z) ® T (2.64)
x r) = w _ .
¢ e 11+ (1 —q)x
x
= r————[1+(1—9qg)x 2.65
= 0. (2.66)

Isso mostra uma grande simetria entre as quatro operagoes generalizadas acima e as usuais.

Uma interessante aplicagao da g-diferenca é a construcao de uma derivada generali-
zada. Mas nesse contexto de exponenciais e logaritmos poderiamos nos perguntar qual a
maneira mais conveniente de generalizar uma derivada para obter outros resultados. A
resposta estd no fato da exponencial ser autofuncao do operador derivada, ou seja, derivar
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uma exponencial resulta na propria exponencial. Nesse caso, queremos que a derivada
generalizada, denotada por &,, possua como autofuncao a g-exponencial. Para obter isso,
empregamos a seguinte definigdo para uma dada funcao f(z) diferencidvel

Tuflen) = i DT (2.67)
= xll)rgo[l +(1— q)xg]m;:—;;(xo) (2.68)
= 1+ (- g T2 (2.69)

Obtemos de forma direta que %, = d/dz. Além disso observe que o fator 1+ (1 — ¢)x
pode ser substituido por uma dependéncia em y na forma y' 9, o que faz a conexao direta

com a Eq. (2.25). O limite

du = lim 26,z (2.70)
Tr—xT0
dz
e 2.71
1+(1—-q)x (2.71)

pode ser visto como um diferencial generalizado, por isso podemos ver a derivada ¥,
como uma que leva em conta variagoes nao lineares. A derivada generalizada &, foi
particularmente usada para uma generalizacao dos operadores da mecanica quantica e
da equagao de Schroedinger [20-23]. Por exemplo, podemos considerar o operador mo-
mento p = —ihd/dz, em que h é constante de Planck, e passar para forma generalizada
dependente de ¢

p = —ihD, (2.72)

R q)x]% (2.73)

Esse operador pode ser substituida na equacao de Schroedinger para obter

—ithDpp(z) + V(2)(x) = EY(x). (2.74)

em que V(x) é o potencial que o sistema quantico estd submetido e F é sua energia. No
caso do oscilar harmonico quantico, verifica-se que os niveis de energia sao dependentes
de ¢, de forma que para g # 1, a energia é menor do que quando n = 1 (para qualquer
valor de ¢q) [21].
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CAPITULO 3

Mecanica estatistica generalizada

A primeira vista, o leitor pode ficar confuso sobre o titulo deste capitulo. Apresenta-
mos no primeiro capitulo a mecanica estatistica usual, ja conhecida e bem concretizada,
e seguimos no capitulo seguinte com uma mecanica estatistica nao extensiva de Tsal-
lis. Mas esta ultima ja é uma generalizacao da usual pois quando tomamos o parametro
q = 1, voltamos ao caso anterior, entao o capitulo 2 também ¢é uma mecanica estatistica
generalizada. Mas a partir desse ponto, neste capitulo, estamos interessados em uma ge-
neralizacao ainda mais abrangente da mecanica estatistica, uma que engloba inclusive a
de Tsallis. Veremos que isso nos permite construir uma formalizacao unificada de varias
entropias e associd-las com a solucao estacionaria de equacgoes de Fokker-Planck nao li-
near. Nesse contexto mais amplo, introduziremos exponenciais e logaritmos generalizados
(novamente incluindo outras generalizagdes), que permitem ser associados a operagoes
algébricas analogas a g-algebra.

3.1 Equacoes de Fokker-Planck generalizadas

Generalizagoes de logaritmos e exponenciais estao diretamente relacionadas a possiveis
formas entropicas e equacoes do tipo Fokker-Planck. Por exemplo, como visto no capitulo
anterior, a g-exponencial e g-logaritmo estao explicitamente ligadas a forma entrépica .S,
e, consequentemente, a equacgoes de difusao anomala. A k-exponencial e o k-logaritmo
propostos por Kanidakis estao associados a k-entropia, que também é uma generalizagao
monoparamétrica da entropia usual. Outro exemplo também inclui uma generalizacao
de dois parametros que ¢ inspirada por propriedades de operagoes algébricas e também
fornece um formalismo de forma entrépica com dois parametros [42]. Vamos entao tratar
de uma equacao de difusao generalizada.

Uma das equacgoes mais utilizadas para descrever aspectos dinamicos de um sistema
é a equacao de difusao. Para englobar casos em que a difusao nao é a usual, precisamos
generalizar a equacao. Queremos fazer isso de forma bastante geral. Dessa maneira,
podemos considerar a seguinte equagao de difusao

a0 (D@) _9(F9)

ot~ ox \ ox or (3-1)
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em que p é uma densidade dependente de z e ¢, D é um coeficiente de difusao que pode
depender de p e x, F' faz o papel de uma forca externa e ¢ é uma funcao que depende
de p. No caso linear, o que temos é que D = D(x) e ¢(p) = p. Mais particular ainda,
no caso usual, D = Dy é constante, retornando para Eq. . Na verdade, em geral,
consideramos

F¢ — Fp, (3.2)

o que deixa toda a origem do comportamento anomalo no coeficiente D. Quando p é uma
densidade de probabilidade, a Eq. pode ser pensada como uma espécie de equacao
de Fokker-Planck. Mais ainda, se D depende de p explicitamente, ela é nao linear.

Essa equagao de difusao deve possuir uma solugao no equilibrio quando F' independe
de t e é confinante. Para investigar isso, vamos tomar p independente de t. Nesse caso, a

equacao de difusao se torna
d dp
— — —F¢ ) =0 3.3

dx ( dzx ¢) ’ (3:3)

que, por sua vez, pode ser reescrita como

dp
D— —F¢p= 4

em que ¢ é uma constante. Como o aspecto confinante de F' conduz a a densidade p
localizado, podemos empregar as condigdes de contorno p — 0 e dp/dr — 0 quando
x — £00, de forma que ¢ = 0, e a equagao anterior se torna

dp

L~ Fo. (3.5)

Perceba que dado uma solugao estacionaria da Eq. existe uma familia de equacgos de
Fokker-Planck associadas, tais como a Eq. , quando D/¢ e F sao mantidos fixados.
Um caso particular que podemos considerar é quando D = D(p) e ¢ = ¢(p). Tomando
p(0) = po, a integracdo dessa equacdo estaciondria nos leva a

En(p) = ) — 2,

em que foi empregado a definicao

(3.6)

V(z) =— /Oﬂﬁ F(x')da' (3.7)

Ln(z) = /133 Ay (3.8)

9(y)’
em que g(y) = Dop(y)/D(y) e Dy é constante. A fungao Ln(z) é chamada logaritmo
generalizado e sua inversa, denotada por F(x), exponencial generalizada [61]. Note que,
como dito no inicio deste capitulo, a origem da exponencial e logaritmo generalizados estao
diretamente ligadas a equacoes de Fokker-Planck. Em geral, existem duas propriedades
que caracterizam essas fungdes como exponencial e logaritmo:

(i) E(0)=1e Ln(1) =0,
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(ii) E(z) e Ln(x) sdo monotonicamente crescentes.

Utilizando a inversa de Ln(z), podemos escrever a solugao estacionaria dada na Eq.
(13.6)) como

pto) = & (Lnipn) - ), (39)

Em particular, se a razao D(p)/¢(p) for igual a uma constante Dy, reduzimos para o caso
usual

V(z)

p(x) =pye Po (3.10)
que foi o resultado obtido para solucao estacionaria na difusao usual ([1.43)).

3.2 Formas entropicas generalizadas

Vamos passar para outro importante aspecto da mecanica estatistica que é a entropia.
Iniciamos propondo uma forma entropica que dd o mesmo peso para diferentes estados.
Isso é obtido considerando a fungao r = r(p) que pode ser empregada para definir uma
entropia da seguinte forma

S = [oor(p)dx. (3.11)

o0
Apesar de termos usado o intervalo de integracao como toda reta, na verdade ele é dado
pelo dominio de z, a notagdao acima é apenas por simplicidade. Vamos maximizar essa
entropia considerando o vinculo da probabilidade

[Oop(a:) de =1 (3.12)

o)

e uma generalizagdo das médias da energia, caracterizada por uma fungao 1 (p), que é
descrita pela integral

U= [ TV @)elp) de. (3.13)

Mais uma vez, iremos utilizar o método dos multiplicadores de Lagrange para fazer essa
extremizacao. Prosseguimos definindo a seguinte funcao auxiliar

F—S+8 <U - [: 7 (2)0(p) dx) A (1 - [oo o(z) dx) | (3.14)

[e.9]

em que 5 e A sao multiplicadores de Lagrange. A solucao de equilibrio ocorre quando
tomamos a derivada do funcional .% igual a zero, resultando em
dr ~ d
@ 5V_¢ _
dp dp
Portanto, ao resolver essa equacao para p, obtemos a solucao para os estados de equilibrio
do sistema investigado. Um caso particular dessa equacao é quando temos

A=0. (3.15)

r(p) = —pn(p) (3.16)
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que ao ser substituida na Eq. (3.11)) fornece a forma entrépica de Boltzmann-Gibbs e
verificamos (com (p) =peV =V) que

poce V. (3.17)

Assim como feito no capitulo 1 para equacao de Fokker-Planck linear e a entropia de
Boltzmann-Gibbs, podemos fazer uma conexao entre a forma entrépica generalizada e a
equacao de Fokker-Planck generalizada. Uma possivel maneira de proceder nessa direcao
¢ supor que a solugcao de p é a mesma para as Egs. e . Por conseguinte,
também consideramos que o coeficiente de difusao é separavel na forma D = D1(p)Ds(z).
Logo, a Eq. pode ser escrita como

Di(p)d 1 d
p)dp 1 dV (3.18)
o(p) dx Dy(x) dx
Por outro lado, derivando a Eq. (3.15)) em relagao a x, obtemos
1d (N—dr/dp\ d dv
1d (A—dr/dp)dp _dV (3.19)
Bdp dy/dp dx dx
Comparando as Egs. (3.18]) e (3.19)), temos as igualdades
1d (AN—dr/d D
1a ( r/ p> —¢ 1(p) (3.20)
Bdp \ dy/dp o(p)
dv & dv
—_— = — 3.21
dr  Do(z) dx’ (3:21)

em que ¢ é uma constante arbitraria. Essas equagoes mostram que a principal carac-
teristica da forma entropica esta na parte dependente de p no coeficiente de difusao e em
1, enquanto o potencial é modificado pela dependéncia em = do coeficiente de difusao.
Em geral, o parametro A nao ¢ eliminado. Contudo, se for considerado o caso particular
em que ¥ (p) = p (média usual), a dependéncia em A desaparece e a Eq. se reduz a

_1d _ _Di(p)
5cb(m '

= 3.22
Além disso, podemos tomar & = 1 e considerar o caso em que o coeficiente de difusao
depende apenas de p, ou seja, D = D;(p). Dessa forma, a relagao entre o coeficiente de
difusao e a forma entrépica é

D 1 d*r
Essa equagao mostra que existe uma familia de equacoes de Fokker-Planck, caracterizadas
por ¢ e pelo coeficiente de difusao D, que corresponde a uma mesma forma entrépica
caracterizada por r(p). Por outro lado, como dito no inicio desta segao, supor ¢(p) = p
deixa toda caracterizacao da equagao de Fokker-Planck no coeficiente de difusao D e
torna a correspondéncia entre o coeficiente de difusdo e a fungao r(p) um a um quando
aplicamos dois vinculos na entropia. A Eq. sera utilizada como um importante
passo para encontrar a forma entrdpica associada ao sistema via a sua distribuicao ou,
reciprocamente, encontrar a distribuicao associada a um determinado sistema por meio de
sua entropia. Essa é a ponte entre as equagoes de Fokker-Planck e as formas entrépicas.
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Como uma primeira ilustracao desse resultado, vamos tomar a forma entrépica de
Boltzmann-Gibbs, caracterizada por r(p) = —pln(p). Como a segunda derivada dessa
funcao em relacao a p é dada por

2
1
dr_ 1 (3.24)
dp? P
podemos substituir na Eq. (3.23) para obter
D=1 (3.25)
5 :

Como esperado, encontramos a relacao de Einstein que afirma que em um processo di-
fusivo de varias particulas, tipo movimento browniano, o coeficiente de difusao deve ser
proporcional a temperatura do sistema no equilibrio térmico. Agora que a conexao entre
formas entropicas e equagoes de Fokker-Planck foi feita, exponenciais e logaritmos também
estao conectadas a entropia. Isso significa que esses trés aspectos estao ligados. Do ponto
de vista fenomenoldgico, as exponenciais podem estar relacionadas a distribuicoes, o que
reforca o fato de que a distribuicao associada nos permite obter uma equacao de Fokker-
Planck correspondente e a entropia.

E importante fazer observacoes sobre aspectos que caracterizam a entropia. O primeiro
que ressaltamos é a nao unicidade da forma entrépica S. Isso é identificado via a Eq.
, pois ao adicionarmos um termo proporcional a p em r(p), ele se torna constante
e, portanto, irrelevante ao ser incorporado no multiplicador de Lagrange A. Também em
muitos casos o sistema possui um numero finito de estados (e consequentemente discreto),
que leva a entropia a ser escrita na forma

W
S = rp), (3.26)
i=1
em que W é o numero de estados e p; é a probabilidade do i-ésimo estado. Esperamos
também que a r(p;) respeite as seguinte relagbes matematicas:

(i) (Expansibilidade) r(0) = 0,
(ii) (Estado tnico) r(1) =0,

(iii) (Convexidade d2§

A propriedade (i) afirma que se adicionarmos um estado de probabilidade nula a um
sistema, a entropia nao é alterada. A propriedade (ii) afirma que se um sistema possui
um 1nico estado acessivel, ou seja, a probabilidade do sistema estar nesse estado é 1, entao
a entropia do sistema é nula. E, por ultimo, a propriedade (iii) afirma que a entropia deve
ser convexa. Todas essas propriedades estao presentes na entropia de Boltzmann-Gibbs
e de Tsallis . Essa ultima propriedade também mostra, como consequéncia com a Eq.
(13.23), que o coeficiente de difusao deve ser positivo considerando que 3 > 0.

3.3 Derivadas generalizadas

Outro ponto que podemos ressaltar é em relacao a derivadas. Vimos no capitulo
anterior que podemos associar a g-exponencial a uma derivada generalizada. Da mesma
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forma, podemos vincular uma derivada generalizada a exponencial F(z). Iremos denotar
essa derivada por Z e definida de tal forma que E(z) é uma auto fungao dessa derivada,
ou seja, empregamos

PE(z) = E(), (3.27)

assim como foi feito para ¢-exponencial. Nesse contexto, o operador pode possuir uma
forma abrangente, entretanto, um candidato compreensivel para defini-lo é um operador
que é produto da derivada usual com uma funcdo f(z,y) (a ser determinada a depender
da exponencial associada), em que y é uma func¢ao de = (a mesma forma que a g-derivada
respeita). Com isso, consideramos derivadas generalizadas de y definidas como

Py = Jla) . (3.28)

Perceba que essa derivada possui uma analogia direta com a equacao estacionéria de
Fokker-Planck dada em (3.5) quando ¢ = p, pois pela construcao devemos ter que a
exponencial associada deve ser solucao da equagao diferencial

flr) S =y y(0) =1 (3.29)

e podemos identificar a funcdo f(x,y) com D/F. Se a funcdo f(x,y) depende apenas
de x, a derivada se torna linear, ao contrario do caso em que ela depende de y. No caso
em que ela nado depende nem z e nem de y, podemos escrever f(z,y) = ¢, em que ¢ é
uma constante. Nesse caso, a derivada é a usual com auto func¢ao (exponencial associada)

E(z) = e“. A seguir, vamos supor que f(z,y) nao é constante. Um primeiro caso a se
considerar é quando f pode ser escrito como f(z,y) = 1/h(x). Substituindo essa fungao

na Eq. (3.29), obtemos

1dy

que ao resolver nos conduz a solugao

y = exp ( /0 ) h(:p’)dm’) (3.31)

em que y uma é exponencial generalizada se h(x ) > 0 e sua inversa é um logaritmo
generalizado. E interessante observar que a Eq. 1) pode ser vista como outra de-
finicao abrangente de exponencial generalizada. Uma segunda possibilidade para f(x,y)
é empregar uma funcao separavel das variaveis = e y, ou seja, escreve-la como

[, y) =

que nesse caso nos leva a equagao integral

/ly % - /09«“ h(x")dz'. (3.33)

Retornando na Eq. (3.29)), vamos supor que ela possui uma solucao inversivel, ou seja, ¢
possivel escrever tanto y = y(z) quanto x = x(y). Dessa forma, a funcao f(x,y) pode ser
reescrita, por exemplo, como

h(x)g(y)’ (3.52)

42



f(z,y) = f(z,y(2)) (3.34)

ou

flz,y) = f(x(y),y). (3.35)

Na Eq. , foi colocado a dependéncia explicita de x, e na Eq. , foi usado a
dependeéncia explicita de y. No primeiro caso é interessante observar que foi feito uma
passagem de um operador que é possivelmente nao linear e no segundo foi considerado o
inverso.
Adicionalmente, para o caso linear em que f(z,y) = 1/h(z) (dependéncia em x),
)

podemos identificar quem é a func¢ao h(x) caso E(x) seja conhecido. Para isso, a Eq.
(13.29) conduz a

1
——F(z)=F 3.36
T o) = Bl@) (3.36)
e, portanto, é obtido que h(z) é dado pela razao E'(x)/E(x), o que nos permite escrever
E(x) dy
Dy = — 3.37
Y E'(z) dx (3:37)

que é uma derivada generalizada escrita de forma explicita. E facil observar que no caso
mais simples da exponencial usual retornamos a derivada usual, uma vez que e*/(e”) = 1.

3.4 Teorema-H generalizado

Tendo exposto generalizagoes de equagoes de Fokker-Planck e de formas entrépicas,
verificamos que essas sao consistentes com a mecanica estatistica usual e de Tsallis. En-
tretanto, um forte aspecto demonstrado para essas mecanicas estatisticas é a existéncia
de um teorema-H. Na secao 1.5, esse teorema foi verificado para a forma entrépica de
Boltzmann-Gibbs e, na secao 2.4, foi visto o mesmo em uma generalizacao para forma
entropica de Tsallis. Para que essa vertente abrangente que estamos apresentando neste
capitulo seja mais robusta, é conveniente investigar a existéncia de um teorema-H para
a forma entrépica introduzida na Eq. . E isso que iremos apresentar nesta secao.
Mostraremos que mesmo em um contexto tao abrangente quanto este, é possivel definir
uma gradeza em um sistema fora do equilibrio que sempre tende a diminuir. Para fazer
isso, vamos considerar que um sistema representado pela densidade p(z,t) tenha dinamica
ditada pela Eq. , que iremos reescrever como

dp 0 dp

Assim como nos casos apresentados anteriormente, queremos definir uma quantidade A
do tipo energia livre que diminui ao longo do tempo. Dessa forma, esse A serd, novamente,

definido como A = U — S/3, mas S deve ser a forma entrépica da Eq. (3.11)), ou seja,

A= /_ Z <V($)p - %r(p)) dz. (3.39)

Realizando uma derivada temporal em A, obtemos
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G = il (V@50

(V(x)p _ %T(p)) de (3.40)

9
o Ot
> dp L dr(p)
= — (V(x) — = dx.
/ooat( =57 )™
Utilizando a Eq. (3.38]) para substituir a derivada de p em relagao a ¢, temos que
dA > 0 op 1dr(p)
— = — — —F Viz)— = dx. 3.41
i [mw(&z O<@)ﬁdp ’ (341
Via uma integracao por partes, obtemos

2 - (g-na) (320

_ /:p (%% - F(a:)) (—F(az) - %_;%%) . (3.42)

Fazendo a suposicdo que p(z,t) representa um estado localizado, temos que p = 0 e
dp/dz = 0 em x — o0, conduzindo o primeiro termo do lado direito da igualdade a ser
igual a zero. Por outro lado, podemos fazer a identificacio D/p = —(1/8)d?r/d?p, por

meio da Eq. (3.23)) para concluir que

dA < (Daop 2
= _ —_— — <0. .
g /_Oop(pax F(m)) dr <0 (3.43)

Portanto, A sempre diminui ao longo do tempo. Esse teorema mostra que qualquer
estatistica englobada nessa generalizagao possui um teorema-H associado e, consequen-
temente, uma propriedade de irreversibilidade. Particularmente, podemos reobter o caso
de Tsallis, substituindo a forma entrépica de Tsallis.

3.5 Exemplos de distribuicoes

Até esse ponto, nosso estudo foi fortemente baseado na possibilidade do sistema sendo
investigado poder ser descrito por uma distribuigao p(z), particularmente, aquela dada
pela solucao estaciondria da equacao de Fokker-Planck . Supondo que seja dada essa
distribuigao, podemos fazer a identificacao com a forma da Eq. (3.9)) para obter o tipo de
exponencial que descreve o sistema, assim como a constante Ln(pg) e o potencial externo
V(z). Tendo essa informacao, a derivada generalizada correspondente a exponencial pode
ser obtida por meio da Eq. , enquanto a Eq. de Fokker-Planck estacionaria (Eq.
(3-5))) nos fornece o coeficiente de difusao do sistema. Feito esses passos, podemos escrever
qual a equacao de Fokker-Planck generalizada associada a dinamica da distribuicao de
probabilidade via a Eq. . E para finalizar, a forma entrépica do sistema pode ser

obtida pela Eq. (3.23)).

De forma resumida, com nosso desenvolvimento, podemos obter duas importantes
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informagoes da dinamica estatistica de um sistema apenas através da sua distribuicao
de probabilidade estaciondria: a sua equacao de Fokker-Planck e a forma entrépica. O
caminho inverso também pode ser feito, ou seja, se temos a forma entrépica, a Eq.
nos fornece o coeficiente de difusao, que por sua vez fornece a equacao de Fokker-Planck
estacionaria, e, por fim, resulta na distribuicao estacionaria do sistema. Com isso em
mente, nesta se¢ao, apresentaremos alguns exemplos de distribui¢coes com exponenciais
generalizadas que permitem tragar o caminho descrito acima.

3.5.1 Estatistica de Tsallis

O primeiro exemplo que levaremos em conta serd dada pela g-exponencial, que é
uma das principais inspiracoes para todo desenvolvimento feito neste capitulo. Vimos
no capitulo 2 diversos resultado acerca da estatistica de Tsallis, da g-exponencial e ¢-
logaritmo que devem ser reobtidos com nosso desenvolvimento. Normalmente, somos
introduzidos primeiro a entropia de Tsallis para entao obter os resultados conseguintes.
Aqui, vamos iniciar pela distribuigdo e culminar na entropia. Nesse contexto, partimos
de

o(z) = exp, <C—Vlg§)) (3.44)

_ {1+(1—q) <C—Vg§))}1;,

em que V(z) é o potencial relativo ao sistema e ¢ = In,(pg), de acordo com a Eq. (3.9).
Com essa distribuicao queremos obter a equacao de Fokker-Planck. Aplicando a Eq. (3.5))
com esse p, tomando ¢ = p e F' = —dV (x)/dx, temos que o coeficiente de difusao é dado
por

D = Dyp' 1. (3.45)

No caso particular em que ¢ = 1, o coeficiente de difusao se torna constante igual a Dy,
que é o resultado esperado quando retornamos no caso usual. Esse coeficiente de difusao
nos permite escrever uma primeira forma da Equagao de Fokker-Planck utilizando a Eq.

(3.1]) como

dp 0 _,0p J(Fp)
— =Dy— | p'TI== ) - 4
ot~ ox (p 8:5) ox (3:46)

que é uma forma nao linear da EFP. Dessa forma, reobtemos a equagao aplicada para
difusdo anoémala em meios porosos apresentada na se¢ao (2.4).

Podemos obter também uma forma linear dessa equagao fazendo a substituicao de p
para sua dependéncia em x no coeficiente de difusao, que fica

D =Dy[1+(1—q)(c—V(z)/Dy). (3.47)

Isso nos conduz a equacao de Fokker-Planck linear

%:DO%({lJr(l—q) (—Vg))]%) Skl (3.48)
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Por 1ltimo, podemos obter uma forma nao linear mais geral escrevendo p = p'~!p!, e
fazendo uma substituicao parcial de p pela sua dependéncia parcial na varidvel x em um
dos termos do produto, por exemplo, em p'~%. Esse procedimento nos fornece

% _p, 2 (p“-qﬂ {1 F(1-g (c _ V(“’))]” @> _ D) (3.49)

ot oz Dy ox ox

que retorna a Eq. (3.46) quando [ = 1 e a Eq. (3.48) quando | = 0. Como o potencial

V(x) é genérico, podemos fazer escolhas particulares para ele. Uma bastante simples
seria considerar o potencial de for¢a constante, V' (z) = bx, que corresponde a distribuigao

plx) = egfbx/ Do Nesse caso, a equacao de Fokker-Planck linear correspondente é dada

por
P _p 0 (e b Y] 22 00
5 = Dog ({1+(1 q) <c Do)] ag;) +hoo. (3.50)

Uma outra possibilidade é considerar um potencial harmoénico V (z) = yz?/2 (corres-
2 ,
pondendo a F(z) = —vz), que leva a distribuicdo ¢-gaussiana p(z) = 5 " * cuja

equacao de Fokker-Planck é

% - % (DO {1 +(1-q) (c— ;—g))} %) + 8(;;@. (3.51)

Perceba, entretanto, que a dependéncia em p do coeficiente de difusao nos dois casos
anteriores sao iguais a Dyp'~?. A g-gaussiana também foi identificado como uma solucao
estaciondria para redes 6ticas |12/62,63]. Dessa forma, deve ser possivel conectar a Eq.
(3.51) com o resultado obtido para redes 6pticas. Para fazer isso, segue que a equacdo

estacionaria que corresponde a Eq. (3.51)), via a Eq. (3.5)), é

_.d
Dyp* qﬁ = —yzp. (3.52)

Essa equacio pode ser dividida em ambos lados por [1—(1—¢q)yx?/2Dy] e, entdo, reescrita
como

Do Dol =) Ing(po) | dp _ —yx )
T 14 (q—D)ya?/2Dy | dz 1+ (q— 1)ya2/2Dy"
Perceba que essa tltima equa¢ao mantém a mesma estrutura da Eq. (3.5)), mas podemos

identificar novos coeficientes de difusao e for¢ca modificados. Denotando eles por D e F,
respectivamente, podemos escrever

(3.53)

~dp -
T _F 3.54
dx P ( )

com

D— p, 4 Lol = a)Ing(po) o P —z

i 3.55

Isso significa que dois sistemas com coeficientes de difusao e forca diferentes podem
ter solugbes estaciondrias iguais desde que a razao D/F seja igual. Entretanto, suas
equagoes de Fokker-Plank (dependentes do tempo) serdo diferentes. A equagao (3.55)) faz
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a identificacdo com o resultado obtido na Ref. [12], que querfamos reproduzir apds ajustar
as constantes e mudar a variavel x para uma varidvel de momento p.

Para finalizar esse exemplo, vamos investigar a forma entrépica associada a distribuigao
p. Como descrito no inicio do capitulo, isso pode ser feito utilizando o coeficiente de

difusdao (Eq. (3.45) aplicada a Eq. (3.23])) com ¢ = p
d?r
dp?

Essa equagao pode ser resolvida usando as condigoes 7(0) = 0 e (1) = 0, que nos leva a

Bp (p7—-1
= ) 3.57
o) =5 (2 (3.57)

A substitui¢ao desse r(p) na Eq. (3.11)), excluindo a constante multiplicativa [3/(2 — q)],
nos conduz a forma entropica

= —BDyp 9. (3.56)

oo 2—q
p—p
S, /Oo =1 (3.58)

que corresponde a entropia de Tsallis.

Esse desenvolvimento mostra que os resultados obtidos nas segoes anteriores e o desen-
volvimento descrito é consistente com os resultados esperados para entropia de Tsallis e
com resultados acerca da distribui¢ao do tipo g-exponencial (por exemplo a g-gaussiana)
e suas equagoes de Fokker-Planck.

3.5.2 Estatistica de Kaniadakis

Como explicado brevemente antes, outras propostas de estatisticas generalizadas fo-
ram realizadas além da de Tsallis. Um dos exemplos é a de Kaniadakis que também
construiu sua teoria direcionada a sistemas que nao sao lineares. Por isso, moveremos
nossa discussao para o contexto de Kaniadakis [36,(64]. Nessa linha de raciocinio, preci-
samos introduzir uma nova exponencial generalizada conhecida como k-exponencial. Ela
é definida como

1
€l = (\/1 + k222 + /m) ) (3.59)
e sua inversa é uma generalizacao do logaritmo chamado x-logaritmo, que é dada por

K —K

x
2K
Ambas as fungoes acima retornam para o caso usual quando x = 0. Por exemplo, usando

a regra de I’Hopital, verificamos que

Iny (z) = (3.60)

e — )

. _ . d,{
= In(z).

No desenvolvimento que segue, visando ilustrar de diferentes maneiras nossos desen-
volvimentos, vamos tomar o caminho inverso do caso de Tsallis. Ao invés de iniciar
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introduzindo uma distribuicao generalizada, aqui vamos comecar pela entropia genera-
lizada para culminar nas distribui¢oes que devem corresponder a k-exponencial e suas
equagoes de Fokker-Planck. Nesse sentido, a forma entrépica descrita por

1 [e’e) p1+n pl—n
Se=—— — d 3.62
25 J_oo (1 +rk 11—k v ( )

é conhecida como k-entropia e retoma a entropia de Boltzmann-Gibbs quando x = 0 [36].
Portanto, a funcao r(p) que esté associado a k-entropia é

1 p1+n plfn

Tendo essa fungao, podemos calcular sua derivada segunda em relacao a p para aplicar
diretamente na Eq. (3.23) e encontrar o coeficiente de difusao. Esse célculo nos leva a

D 1 ~1 —k—1
—=—(p"+p"). (3.64)
5 =25 )
Esse ultimo resultado unido com a Eq. (3.5 fornece a equacao diferencial
1 -1 w1y dp
— (p" ) — = 3.65
o T ) = (3.65)
que, por sua vez, nos conduz a solugao
c—BV (x
pla) =", (3.66)
em que novamente foi empregado o potencial V(z) = — [7 F(2/)dz’ e ¢ ¢ uma constante.

Essa solucao é exatamente aquela dada na Eq. (3.9) de forma que ¢ = Ingy(po) € Dy =
B~1. Substituindo ¢ por p na Eq. (3.64]), podemos encontrar a equagao de Fokker-Planck
nao linear associada a k-entropia

dp 10 k. —m Op d(F9)
a—%% [(p +p )%:| — o (367)

Por procedimento analogo ao da subsecao anterior, a forma linear segue diretamente,
obtendo

op 10 [[VIFRCAV@F +rlc- V@] +19,\ a(ry)

ot 280z V1+r2(c—BV(2)2+k(c—pV(x)) Oz Ox

(3.68)

E por tltimo, a interpolacao entre p e z através da fatoracao p = p'~?p?, com substi-
tuicao parcial de p por sua dependéncia em p, nos leva a forma nao linear da equagao de
Fokker-Planck cujo coeficiente de difusao é escrito como

D = 55 (7o [VIFRle= BV + (e - V()]
+ prled) [%1 T r2(c— BV (2))2 + w(c — 5V(a:))]a> : (3.69)
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em que mais uma vez recuperamos a Eq. (3.67) (Eq. (3.68)) quando a =0 (a = 1).
Assim como no desenvolvimento de Tsallis nao foi necessério explicitar a forma de V()

para obter os resultados desejados, no contexto de Kaniadakis também nao foi necessario.
Portanto, podemos escolher um potencial especifico para aplicar a forma entrépica e as
equacoes de Fokker-Planck que foram obtidas.

3.5.3 Exponencial alongada

Em 1998 foi proposto uma forma entrépica que tem como distribui¢ao de méxima en-
tropia uma exponencial alongada [65]. Vamos considerar essa fun¢ao como ltimo exemplo
para nosso desenvolvimento. Portanto, a exponencial generalizada, aqui, é definida como

E* =", (3.70)

cuja inversa €

Lng(z) = (In(x))Y* (3.71)

em que a é o parametro que caracteriza essa exponencial e retorna a exponencial e ao
logaritmo usuais quando a = 1. Seguindo passos andlogos aos feitos para o caso de
Tsallis, iremos iniciar supondo que a distribuicao de probabilidade do sistema analisado
¢ conhecida, e é dada por uma exponencial alongada. Nesse contexto, a normalizacao
sugere que ela deve ser descrita por

act/e .
= ey 3.72
ple) = e (372)
em que z é positivo e I'(z) é a funcdo gama, definida como
[(z) = / t*te~tdt. (3.73)
0
O préximo passo ¢ identificar essa distribui¢ao com a estrutura dada na Eq. (3.9). Isso
sugere que V(x)/Dy = c¢/%x, que corresponde a uma forca constante F(z) = —Dyc'/e.

Como p é estacionario no tempo, ela pode ser aplicada na Eq. (3.5) em conjunto com a
forca F' obtido para encontrar o coeficiente de difusao D. Através disso, verificamos que

1—a
a

p=pleie) (3.74)

a

Esse coeficiente de difusao dependente de p nos conduz a equacao de Fokker-Planck nao
linear

1—

ék_D8<tE@Li@>_N%> (3.75)

o oz

a ox ox

e, portanto, proporciona uma solucao estacionaria do tipo exponencial alongada. Assim
como feito nas duas secoes anteriores, a vertente linear pode ser obtida pela substituicao
de p por x no coeficiente de difusdo. Nesse caso, ficamos com D = Dyz'~%/a, e a equagio
de Fokker-Planck linear correspondente é

% _p, 2 (2 20) 2t

ot or a Or or (3.76)
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Por ultimo, a forma nao linear dependente de = e p é descrito com o coeficiente de
difusdo D = 209 n(p)¥0-9/2/q em que v # 1 é uma constante. Portanto, a
equagao de Fokker-Planck que interpola as Eqs. (3.75)) e (3.76) é dada por

o0 _ 0 (@) 9\ _0(Fp)
ot Ox a ox or '’

emquey = (1—v)(l—a)e =v(l—a)/a. Essas trés equagdes correspondem as seguintes
equacgoes estacionarias

(3.77)

w7 dy [~ In(y)] "~/ dy 27 In(y)¢ dy
a dv 7 a dz 7 e dz 7 (3.78)
que, por sua vez, implicam nas seguintes derivadas generalizadas
T d d 27 1n(p)° d
= —— =[-1 (1=a)fa__ = —— .
D=t B= [, g, =T (379)

O dltimo passo é obter uma forma entréopica generalizada. Prosseguimos recorrendo
ao coeficiente de difusdo dependente de p e utilizando a Eq. (3.23) com as condigoes de
contorno r(0) = 0 e r(1) = 0. Esse cédlculo nos fornece r(p) e pode ser substituido na
Eq. para obter a forma entrépica desejada que denotaremos por S,. Eliminando
as constantes multiplicativas, temos

S“:/Z [r GH,—mp)—pr(éH)}d% (3.80)

em que ['(z,v) é a funcdo de gama incompleta, definida por

[(z,0) :/ u* e du. (3.81)

A entropia de Boltzmann-Gibbs é recuperada quando aplicamos a = 1. Essa forma
entrépica é consistente com o que foi obtido na Ref. [65], que demonstrou que maximizar a
entropia fornece uma distribuicao de probabilidades do tipo exponencial alongada.
Aqui fizemos o passo inverso, mostrando que a distribuicao implica em S,. A forma
entropica S, preserva algumas propriedades esperadas de uma entropia descritas no inicio
da segao, e que foram verificadas para entropia de Boltzmann-Gibbs e Tsallis. Para isso,
podemos escrever S, na sua vertente discreta

Se=3 r(p), r(ps) = {r (é b1, lnpl-) T G + 1)} L (382)

i=1

em que p; é a probabilidade de cada estado, com ¢ = 1,--- N. Com isso estamos prontos
para listar algumas delas:

(i) S, € nao negativa: Para verificar essa afirmagao, observe que, como 0 < p; < 1, a
segunda derivada de r(p;) é dada por

&r (p; —In(p;)]e "
;}S§> _ | niz)] <0 (3.83)
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ou seja, r(p;) possui concavidade negativa em todo intervalo [0,1]. Como 7(0) =
r(1) = 0, temos que r(p;) estd sempre acima do eixo z, implicando que r(p;) e,
portanto, S, é positiva.

(ii) Expansibilidade: Queremos concluir que S,(p1,....,pn) = Sa(p1, ..., pn,0). Isso
pode ser feito observando que —In(0) — oo, permitindo concluir que a integral
(3.81]) é igual a 0. Portanto, em um estado de probabilidade nula, temos que r(0) = 0

através da Eq. (3.82).

(iii) Concavidade: Essa propriedade j4 foi provada no item (i) ao verificar que d*r(p;)/dp? <
0.

Como consequéncia do teorema-H, essa entropia também respeita a propriedade de
irreversibilidade.
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CAPITULO 4

Operacoes algébricas generalizadas

No capitulo 2, introduzimos a mecanica estatistica de Tsallis e o importante papel da
g-exponencial e do g-logaritmo nesse contexto, que traduzia diversos resultados acerca da
entropia e equacoes de difusao. Com essas duas fungoes foi estudado como podemos definir
uma algebra, conhecida como g-algebra, que generaliza as operacoes algébricas usuais,
aumentando mais ainda a semelhanca entre mecanica estatistica de Tsallis e mecanica
estatistica usual e, ainda mais, trazendo a possiblidade de novas generalizagoes. Ja no
capitulo trés, expomos uma maneira de generalizar mais ainda esses aspectos estatisticos
via as equagcoes de Fokker-Planck e formas entropicas generalizadas, mostrando o forte
papel de exponenciais e logaritmos mais gerais (que incluem de Tsallis). Nesse sentido, de
forma analoga a g¢-algebra, somos induzidos a pensar se poderiamos introduzir algebras
generalizadas, mas dessa vez associadas a essas exponencias e logaritmos generalizados
introduzidos no capitulo anterior. Esse capitulo possui como objetivo definir essa algebra e
mostrar alguns aspectos delas, e como elas reproduzem resultados particulares esperados.

4.1 Produto generalizado

Para iniciar o desenvolvimento seguinte, dependemos fortemente das exponenciais e
logaritmos generalizados como definidos na secao (3.1). Para simplificar, vamos defini-los
da forma mais abrangente possivel. Nesse sentido, exigimos algumas caracteristicas para
que essas funcoes facam parte dessa familia de generalizacao. Denotaremos a exponencial
generalizada por E(z) e sua inversa, o logaritmo generalizado, por Ln(z), de forma a
satisfazer as seguintes propriedades:

(i) E(0)=1e Ln(1) =0,
(ii) E(z) e Ln(x) sdo monotonamente crescentes.

Nao iremos especificar o dominio dessas fungoes para que a definicao seja o mais abran-
gente possivel. Dessa forma, o dominio depende da funcgao a ser escolhida de maneira que
ela tenha uma inversa.

A partir daqui, qualquer fungao respeitando essas propriedades, serd chamadas de
exponencial generalizado, com a inversa sendo o logaritmo generalizado.
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No contexto de Tsallis, o produto ®, foi definido de forma que duas propriedade do
produto e logaritmo que estao relacionadas a aditividade da entropia fossem conserva-
das. Nosso objetivo é fazer o mesmo mas para esse contexto mais abrangente. Seguindo
raciocinio semelhantes ao do g-produto, precisamos, portanto, que F(z) e Ln(x) respeitem

E* @ EY = E™Y (4.1)

Ln(z ® y) = Ln(z) + Ln(y), (4.2)

em que ® é o produto generalizado. Essa operacao pode ser obtido diretamente pela
Eq. (4.2) tomando a exponencial F(z) em ambos lados da igualdade. Fazendo isso
encontramos que a generalizacao do produto ® é

r®y = E(Ln(x)+ Ln(y)). (4.3)

Perceba que no caso particular em que F(z) = e* e Ln(z) = In(x), obtemos imediatamente
o produto usual. Outro exemplo importante de se averiguar é para a g-exponencial, em
que esperamos obter o g-produto. Para verificar isso, basta aplicar as Eqgs. e
na Eq. . Neste caso, o produto generalizado toma a forma

TRy = exp,[Ing(x)+Ing(y)
g —1—(y'r—1)
l—¢q

1

— [xl—q + yl—q _ 1]i—q

= exp,

que é exatamente o ¢g-produto esperado obter.

Dessa forma, dois casos particulares, da qual essa definicao de produto foi inspirada,
sao satisfeitos. Portanto, para avancar, vamos ver algumas propriedades desse produto
generalizado

(i) Comutatividade: 1 ®@y=y®z

(ii) Associatividade: 2 ® (y®2) = (2 Q@ y) ® z

(iii) Elemento neutro: 1@z ==

Todas essas propriedades possuem facil verificacao. Por exemplo, a associatividade
pode ser provada da seguinte forma:

r®(y®2) =2 [E(Ln(y) + Ln(z))] = E(Ln(x) + Ln(y) + Ln(z)). (4.5)

Quando se generaliza um conceito, como uma operagao algébrica, diversas outras ge-
neralizacoes surgem de forma adjacente. O préprio g-produto encontrou outros conceitos
que permitiram resultados mais abrangentes, como por exemplo a g-férmula de Stirling
que é uma generalizacao da férmula de Stirling usual utilizando um fatorial generalizado
via g-produto.
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Portanto, podemos adaptar algumas definicoes basicas para esse desenvolvimento
algébrico, uma delas é a poténcia generalizada, que naturalmente definimos como

" =1 ®- - @z = E(nLn(z)) (4.6)

para um dado inteiro n. A partir da definicao de poténcia generalizada emerge a seguinte
propriedade para o logaritmo generalizado:

In(z®") = Ln[E(n Ln(x))]
= nlLn(x) (4.7)

que é andloga a propriedade do logaritmo da poténcia, In(z") = nlnx.

4.2 Soma generalizada

Para continuar a construcao das operacoes algébricas, a proxima operacao que estamos
interessados em generalizar é a soma, denotada por @. Novamente queremos conservar
as propriedades e . Aplicando o logaritmo generalizado em ambos lados da Eq.
, obtemos que essa operacao deve ser definida como

@y = Ln(E(x)E(y)) (4.8)

O primeiro caso limite que devemos verificar é quando E(z) = €® e Ln(x) = In(z) que,
como desejamos, recai na soma usual. Enquanto a ¢g-soma é verificada quando aplicamos
a g-exponencial e o ¢g-logaritmo, ou seja,

r@y = Ingegey)
= Ing((1+ (1 —q)z) ™= (1 + (1 — q)y) ™)
1+(Q-ga)(1+0-qy —1
l—q
= z4+y+(1—q)zy (4.9)

que corresponde a Eq. (2.55)). Listamos abaixo algumas propriedades da soma :

(i) Comutatividade: z®y =y & z,
(ii) Associatividade: : @ (y® z) = (x Dy) D z,

(iii) Elemento nulo: 0 & z = x.

Perceba que todas essas propriedades sao as mesmas que valem para a soma usual, entre-
tanto algumas propriedades como a distributiva nao vale. Por exemplo, podemos verificar
facilmente que a distributiva em relacao ao produto usual nao vale pois nao se verifica a
igualdade a(z @ y) = axr @ ay.
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Novamente outras defini¢oes surgem da soma generalizada. De forma analoga a soma
usual, podemos definir a soma repetida n vezes de um nimero z (que seria a poténcia na
multiplicagao)

"r=xd - dzr=Ln([E)]"). (4.10)

Essa soma pode ser chamada de multiplicagao escalar apesar de nao ser igual ao produto
generalizado (como ocorre no caso usual).

4.3 Divisao generalizada

Quando discutimos a g-divisao na se¢ao 2, vimos que ela foi definida a partir da inversa
do ¢g-produto. Para definir a divisao generalizada, vamos tomar uma rota diferente. Ao
invés de supor que essa operacao ¢ inversa do produto generalizado, vamos impor que a
divisao generalizada @ deve satisfazer

E(x) @ B(y) = B(z — y) (4.11)

e
Ln(x @y) = Ln(x) — Ln(y), (4.12)
que correspondem a In(z/y) = Inx —Ilny e €Y = e*/e¥. Para encontrar a divisdo

generalizada, aplicamos a exponencial generalizada na Eq. (4.12]), que nos fornece

r@y = E(Ln(x) — Ln(y)). (4.13)

Novamente para o caso usual, o uso da exponencial e logaritmo usual na equacao acima
retorna para divisao usual. Enquanto para g-exponencial e g-logaritmo induzem

_1
TQyY= (xl_q —yt 4 1) 1-a (4.14)

que é a g-divisao correspondente a Eq. . Ja sabemos que essa divisao possui algumas
restrigoes nos possiveis valores de x e y dependendo de ¢q. Para o caso mais geral da
divisao generalizada, essas restricoes dependem fortemente da exponencial considerada,
por isso nao é possivel especificd-las aqui. Por exemplo, se tivermos uma operacao que
advém de uma generalizacao com dois parametros, as restricoes vao depender desses dois
parametros.

Para ser consistente com o inicio da discussao dessa secao, precisamos verificar que de
fato essa operacao ¢ inversa do produto generalizado. Entao, considerando a relagao

ry=1 (4.15)

Perceba que substituindo y = 1 @ x, encontramos a solucao dessa equacao, demonstrando
0 que esperavamos encontrar.

4.4 Diferenca generalizada

Para finalizar a construcao da algebra generalizada que estamos propondo, nos falta
apenas definir uma diferenca generalizada. De forma semelhante a operagao anterior,
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esperamos que ela seja inversa de outra operagao, que nesse caso corresponde a soma
generalizada. Mas novamente, iremos partir das propriedades dadas nas Eqs. (4.11)) e
(4.12). Dessa vez, entretanto, denotando a diferenga generalizada por ©, esperamos que

Bw)
By E(xovy) (4.16)
Ln(x) © Ln(y) = Ln (g) : (4.17)

Observando as duas relagoes acima, a Eq. (4.16) é a que nos proporciona a operagao que
desejamos encontrar. De fato tomando a fungao Ln(x) em ambos lados, encontramos que

E(x)
roy=1Ln ( ) (4.18

E(y) )
Como de costume, verificamos que E(x) = e* e Ln(x) = In x nos conduzem a diferenca
usual. E para E(r) = €] e Ln(r) = In, x, temos

€
roy = In, %

_ rt—Y
- Trazay (4.19)

que é exatamente a g¢-diferenga exposta na Eq. (2.63). Devemos verificar também que
essa operacgao ¢ inversa da soma @®. De fato, basta ver que 0©x = Ln([E(z)]™!), que por
sua vez, nos permite verificar que x @ (0 © z) = 0.

4.5 Exemplos de algebras

Com o fechamento da secao anterior, obtemos as operagoes generalizadas que fazem
parte da algebra associada a exponenciais generalizadas. Ao longo desse desenvolvimento
foram considerados dois exemplos, a exponencial usual e a g-exponencial, como base dessa
construcao que foram verificadas como casos limites das operacoes algébricas generaliza-
das. Em particular, ao especificar a exponencial (como por exemplo a g-exponencial), a
algebra encontrada pode fornecer diversos novos resultados, mostrando a riqueza desse
formalismo. Nessa secao, vamos exibir dois outros exemplos como forma de ilustracao.

4.5.1 Algebra da k-exponencial

O primeiro exemplo que vamos considerar é aplicando a k-exponencial introduzida no
contexto de Kaniadakis na Eq. (3.59). Como é importante ter essa exponencial e sua
inversa, a k-logaritmo em mente, vamos reescrevé-las abaixo

€y = (\/ 1+ k222 + nx) . Ingy(z) = R (4.20)

2K
A primeira operagao a ser obtida é o produto. Para isso, aplicamos E(x) = eg{ﬁn} e
Ln(z) = Ing.y (z) acima na Eq. (4.3)), denotando a operagao por ®,, chegamos a
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1/k
1 1
TRy = (\/1 + ;l[:v” Fys (e +y )] + 3 (2" +y" + (7" + y‘“)]) . (4.21)

Em seguida, vamos denotar a inversa desse produto por ©@,.. Para obteé-la basta fazer o
mesmo procedimento na Eq. (4.13)), que nos conduz a

- 1 (V1+r2224+ Kk 1+ K22+ Ky
TDpYy = — — :
y 26 \ W1+ k22 + Ky  V1+ K222+ ko

A préxima operagao é a soma, denotada por @,. Ela pode ser obtida via Eq. (4.8]) e
¢ dada por

(4.22)

T @y =1zv1+ K2y +yVv1+ k22 (4.23)

que, por sua vez, possui como operagao inversa diferenca ©,;, que usando a Eq. (4.18)), é
descrita por

1/k
TR W Lo gl g — oy gl 4y = w)]) (424

Nessa tltima operagao, os valores restritivos de = e y sao dados por x ™" +y =" — (2" +y") <
4.

Assim como a k-exponencial e o k-logaritmo retornam para o caso usual quando k = 0,
essas quatro operagoes também possuem como caso limite as operagoes usuais quando
Kk — 0.

4.5.2 Algebra da exponencial alongada

Como ultima aplicacao das operacoes algébricas introduzidas neste capitulo, vamos
considerar o caso da exponencial alongada que também ja foi discutido no contexto da
mecanica estatistica generalizada. Apesar dessa exponencial e sua inversa ja terem sido

definidas nas Eqs. (3.70) e (3.71]), vamos reescrevé-las abaixo

E,(z) = " Lng(z) = (In(z))e. (4.25)

O procedimento serd o mesmo realizado para os exemplos ja expotos. Nesse sentido, o uso
de E(z) = E,(z) e Ln(x) = Ln,(x) na Eq. (4.3) nos conduz ao produto monoparamétrico

T ®y Y = exp ([ln(m)l/“ + ln(y)l/“]a> (4.26)

que denotamos por ®,. Com este produto, podemos verificar como fica a poténcia gene-
ralizada para essa exponencial. Pela equacao (4.7), obtemos
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x@Z - E, (Lna(x)) _ e(nln(w)%)a
en“ln(w) _ (eln(a:))na

a

= a". (4.27)

O proximo passo para construcao da algebra associada a exponencial alongada é encontrar
a inversa @, do produto ®,. Nesse sentido, a aplicacao da Eq. (4.13) nos leva a

T Qq Y = €xp ([ln(m)l/“ — ln(y)l/“}a> : (4.28)

Das definigoes e , concluimos que 1 @ z = 17D é a inversa de z em relacio
ao produto ®,. Entretanto, notamos imediatamente que essa inversa é extremamente
restritiva, uma vez que ela existe apenas quando a é um inteiro impar. Por essa restricao,
a aplicacao de ©, pode ser dificil de ser realizada em um contexto amplo.

A proxima operacao é a soma generalizada, @,. Aplicando a exponencial alongada e
sua inversa na Eq. , encontramos

T Bay = (2% +y)a. (4.29)

E interessante observar que, apesar da propriedade distributiva nao valer em geral, para
o caso da soma @P,, ela continua sendo valida como segue

(cx) ® (cy) = [(ca)" + (cy)e (4.30)
= (2" +y")e (4.31)
= c(zDy). (4.32)

Além dessa propriedade, outras também podem ser verificadas para essa operacao em
especial. A seguir, vamos apresentar outras tres:

(i) (Propriedade de inversao)

r@ay = (27" +y ™)

_ 1
(&= + ()’
- (4.33)
(ii) (Soma de poténcias)
et = @)+ ()T = [y
= (Z®nay)" (4.34)

(iii) (Soma iterada)
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®, = naw (Brr =2 @y - By 1) (4.35)

Para finalizar, nos sobra apenas encontrar a diferenca generalizada, que é inversa da
operacao @,. Escrita como ©,, a Eq. (4.18), essa operagao deve ser dada por

Q=

TSy = (2 —y") (4.36)

Como discutido anteriormente para inversa de x em relacao a ®,, podemos fazer célculo
semelhante para encontrar a inversa de x em relacao a @,. Nesse caso, verificamos que
06,2 = (—1)%1’ ¢ a inversa procurada. Novamente encontramos uma relagao altamente
restritiva, uma vez que para evitar nimeros complexos, a deve ser da forma 1/n, com n
inteiro. Isso significa que os valores possiveis de a, para que exista inversa em relagao ao
produto ®,, estdo em um conjunto disjunto (exceto quando n = 1) aos possiveis valores
para que exista inversa em relagao a soma @®,.
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Consideracoes finais

Neste trabalho, estudamos alguns aspectos de mecanicas estatisticas que incluem for-
mas entrépicas, equacgoes de Fokker-Planck, exponenciais e logaritmos generalizados. Ini-
ciamos introduzindo os conceitos da mecanica estatistica usual. Primeiramente, foram
discutidas a entropia de Boltzmann-Gibbs e algumas das suas propriedades. Particular-
mente, obtivemos a maximizagao nos ensembles canonico e microcanonico. Seguimos com
uma discussao sobre as interagoes que envolvem um sistema, de curto e longo alcances,
e como isso influencia na formulacao da mecanica estatistica. A seguir, investigamos um
pouco sobre equacoes de difusao e de Fokker-Planck. Vimos como ambas estao relacio-
nadas no sentido que a equacgao de Fokker-Planck descreve uma difusao para um sistema
descrito por meio de probabilidades. Nessa direcao, expomos como seria sua solugao tem-
poral e, ao adicionarmos um termo de forca, estudamos como o sistema se comportaria
no estado de equilibrio. Para finalizar essa primeira parte introdutoéria, fizemos a conexao
entre os conceitos de forma entropica e equacgao de Fokker-Planck via teorema-H, demons-
trando que um sistema possui uma quantidade do tipo energia livre que sempre diminui
ao tender para o equilibrio, o que faz uma conexao com a segunda lei da termodinamica,
entretanto, via termos puramente estatisticos.

Com essa breve apresentacao da mecanica estatistica usual, prosseguimos para uma
generalizacao conhecida como mecanica estatistica de Tsallis. Nesse caso, iniciamos in-
troduzindo a entropia de Tsallis que depende de um parametro ¢ e possui como caso par-
ticular a de Boltzmann-Gibbs quando ¢ = 1. Estudamos algumas das propriedades dessa
forma entrépica como sua concavidade e nao aditividade. Assim como feito no caso da
entropia usual, realizamos a maximizacao da entropia de Tsallis, obtendo as distribuigoes
nos ensembles microcanonico e canonico. Todo esse desenvolvimento inspirou a definicao
da g-exponencial e do g-logaritmo que sao generalizagoes da exponencial e do logaritmo.
Estudamos algumas caracteristicas dessas funcgoes e como elas permitem uma semelhanca
formal entre os resultados de Tsallis com a mecanica estatistica usual. Além disso, elas
também fornecem uma familia de operacoes algébricas monoparamétricas generalizadas,
conhecida como g-algebra. Vimos que no contexto de Tsallis existe uma equacao de di-
fusao, conhecida como equacao de difusao em meios porosos, que generaliza a equacao
de difusao usual via um parametro v. Ao adicionar um termo de forca, investigamos sua
solucao estacionaria e encontramos como solucao uma que envolve g-exponencial, que ao
considerar um potencial harmonico, conduz a uma distribuicao ¢-gaussiana. Para finalizar
essa revisao, expomos um teorema-H que fornece uma conexao entre a forma entrépica
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de Tsallis com a equacao de difusao em meios porosos. Nesse contexto, em particular,
existe uma quantidade A que sempre tende a diminuir com o tempo.

Apds os aspectos de revisao relacionados a mecanica estatistica usual e a de Tsallis,
partimos para a vertente mais original deste trabalho. Estudamos uma mecanica es-
tatistica generalizada mais abrangente quando comparada com a de Tsallis (contendo a
de Tsallis como caso particular). Nesse caso, diferentemente dos dois capitulos anteriores,
iniciamos introduzindo uma equacao de Fokker-Planck generalizada cujo coeficiente de
difusao podia depender de maneira bem geral da densidade e do espaco. Dessa forma,
essa equacao podia ser tanto linear quanto nao linear. Novamente realizamos um es-
tudo da solucao estacionaria quando o sistema investigado é afetado por um potencial.
Nesse caso, a solugao obtida inspirou a definicao de uma exponencial generalizada, cuja
inversa chamamos de logaritmo generalizado. O préximo passo foi definir uma forma
entropica generalizada. Fazendo isso, vimos que sua maximizacao nos conduzia a uma co-
nexao com a solucao estacionaria da equacao de Fokker-Planck via coeficiente de difusao.
Todo esse procedimento foi aplicado para casos particulares. Primeiramente, verificamos a
concordancia dessa teoria com os resultados de Tsallis, de forma que a equagao de Fokker-
Planck andloga a equagao em meios porosos nos levava a entropia de Tsallis. Feito isso,
consideramos outros dois exemplos, de Kaniadakis e exponencial alongada, obtendo para
cada um deles a forma entrépica e equagoes de Fokker-Planck correspondentes. Para todos
esses trés exemplos também foram obtidos formas lineares e nao lineares da equacao de
Fokker-Planck. Mais uma vez, um teorema-H generalizado conectou esses conceitos. Isso
mostra que qualquer estatistica contida nessa generalizacao possui a propriedade de ir-
reversibilidade. Para finalizar, propomos um conjunto de operagoes algébricas, motivada
pela g-dlgebra, que associa a cada exponencial (e logaritmo) generalizada uma algebra
correspondente.

Como uma das principais contribuigoes deste trabalho foi tracar um caminho entre
formas entropicas e equagoes de Fokker-Planck generalizadas por meio de um coeficiente
de difusao separavel em p e x, ainda existem investigacoes a serem feitas nessa linha.
Particularmente, até o nosso conhecimento, nao se sabe fazer essa relagao quando o coe-
ficiente de difusao depende de p e x de uma maneira mais geral do que investigada neste
trabalho.

61



Bibliografia

[1]
2]

[3]

[10]

[11]

S. R. Salinas, Introducao a fisica estatistica. Edusp, 1997.

C. Garrod, Statistical mechanics and thermodynamics. Oxford University Press New
York, 1995.

C. Tsallis, Introduction to nonextensive statistical mechanics: approaching a complex
world. Springer Science & Business Media, 2009.

C. Tsallis, “Possible generalization of Boltzmann-Gibbs statistics,” Journal of sta-
tistical physics, vol. 52, no. 1, pp. 479-487, 1988.

S. Picoli Jr, R. Mendes, L. Malacarne, and R. Santos, “q-distributions in complex
systems: A brief review,” Brazilian Journal of Physics, vol. 39, pp. 468-474, 2009.

N. Gradojevic and R. Gencay, “Overnight interest rates and aggregate market ex-
pectations,” Economics Letters, vol. 100, no. 1, pp. 27-30, 2008.

M. Kozaki and A.-H. Sato, “Application of the Beck model to stock markets: Value-
at-risk and portfolio risk assessment,” Physica A: Statistical Mechanics and its Ap-
plications, vol. 387, no. 5-6, pp. 12251246, 2008.

T. Bir6 and R. Rosenfeld, “Microscopic origin of non-gaussian distributions of finan-
cial returns,” Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, vol. 387, no. 7,
pp. 1603-1612, 2008.

R. Rak, S. Drozdz, and J. Kwapien, “Nonextensive statistical features of the Polish
stock market fluctuations,” Physica A: statistical mechanics and its applications,
vol. 374, no. 1, pp. 315-324, 2007.

M. Watorek, J. Kwapien, and S. Drozdz, “Financial return distributions: Past, pre-
sent, and covid-19,” Entropy, vol. 23, no. 7, p. 884, 2021.

D. Moreira, E. Albuquerque, L. da Silva, and D. Galvao, “Low-temperature speci-
fic heat spectra considering nonextensive long-range correlated quasiperiodic DNA
molecules,” Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, vol. 387, no. 22,
pp. b477-5482, 2008.

62



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[20]

E. Lutz, “Anomalous diffusion and Tsallis statistics in an optical lattice,” Physical
Review A, vol. 67, no. 5, p. 051402, 2003.

A. Dechant and E. Lutz, “Anomalous spatial diffusion and multifractality in optical
lattices,” Physical Review Letters, vol. 108, no. 23, p. 230601, 2012.

E. P. Borges, “A possible deformed algebra and calculus inspired in nonextensive
thermostatistics,” Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, vol. 340,
no. 1-3, pp. 95-101, 2004.

L. Nivanen, A. Le Mehaute, and Q. A. Wang, “Generalized algebra within a no-
nextensive statistics,” Reports on Mathematical Physics, vol. 52, no. 3, pp. 437444,
2003.

L. G. Moyano, C. Tsallis, and M. Gell-Mann, “Numerical indications of a q-
generalised central limit theorem,” EPL (Europhysics Letters), vol. 73, no. 6, p. 813,
2006.

S. Umarov, C. Tsallis, and S. Steinberg, “On a g-central limit theorem consistent
with nonextensive statistical mechanics,” Milan Journal of Mathematics, vol. 76,
no. 1, pp. 307-328, 2008.

H. Suyari, “g-Stirling’s formula in Tsallis statistics,” arXiv preprint cond-
mat/0401541, 2004.

H. Suyari, “Mathematical structures derived from the g-multinomial coefficient in
Tsallis statistics,” Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, vol. 368,
no. 1, pp. 63-82, 2006.

B. G. da Costa and E. P. Borges, “Generalized space and linear momentum operators
in quantum mechanics,” Journal of Mathematical Physics, vol. 55, no. 6, p. 062105,
2014.

W. S. Chung and H. Hassanabadi, “q-deformed quantum mechanics based on the
g-addition,” Fortschritte der Physik, vol. 67, no. 4, p. 1800111, 2019.

B. G. da Costa and E. P. Borges, “A position-dependent mass harmonic oscillator
and deformed space,” Journal of Mathematical Physics, vol. 59, no. 4, p. 042101,
2018.

W. S. Chung and H. Hassanabadi, “The g-boson algebra and SUq (2) algebra ba-
sed on g-deformed binary operations,” International Journal of Theoretical Physics,
pp- 1-13, 2021.

M. S. Ribeiro, F. D. Nobre, and E. M. Curado, “Time evolution of interacting vortices
under overdamped motion,” Physical Review E, vol. 85, no. 2, p. 021146, 2012.

J. Andrade Jr, G. da Silva, A. Moreira, F. Nobre, and E. Curado, “Thermostatistics
of overdamped motion of interacting particles,” Physical Review Letters, vol. 105,
no. 26, p. 260601, 2010.

M. Ribeiro, F. Nobre, and E. Curado, “Overdamped motion of interacting particles
in general confining potentials: time-dependent and stationary-state analyses,” The
FEuropean Physical Journal B, vol. 85, no. 12, pp. 1-12, 2012.

63



[27]

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[35]

[36]

[37]

A. R. Plastino and R. S. Wedemann, “Nonlinear Fokker-Planck equation approach
to systems of interacting particles: thermostatistical features related to the range of
the interactions,” Entropy, vol. 22, no. 2, p. 163, 2020.

V. Schwammle, F. D. Nobre, and E. M. Curado, “Consequences of the H-theorem
from nonlinear Fokker-Planck equations,” Physical Review E, vol. 76, no. 4,
p. 041123, 2007.

V. Schwammle, E. Curado, and F. Nobre, “Dynamics of normal and anomalous
diffusion in nonlinear Fokker-Planck equations,” The Furopean Physical Journal B,
vol. 70, no. 1, pp. 107-116, 2009.

A. M. Mariz, “On the irreversible nature of the tsallis and renyi entropies,” Physics
Letters A, vol. 165, no. 5-6, pp. 409-411, 1992.

J. D. Ramshaw, “H-theorems for the tsallis and renyi entropies,” Physics Letters A,
vol. 175, no. 3-4, pp. 169-170, 1993.

J. Lima, R. Silva, and A. Plastino, “Nonextensive thermostatistics and the h theo-
rem,” Physical Review Lletters, vol. 86, no. 14, p. 2938, 2001.

M. Shiino, “Free energies based on generalized entropies and h-theorems for nonlinear
Fokker-Planck equations,” Journal of Mathematical Physics, vol. 42, no. 6, pp. 2540—
2553, 2001.

G. Sicuro, P. Rapcan, and C. Tsallis, “Nonlinear inhomogeneous Fokker-Planck equa-
tions: Entropy and free-energy time evolution,” Physical Review E, vol. 94, no. 6,
p. 062117, 2016.

M. Jauregui, A. L. Lucchi, J. H. Passos, and R. S. Mendes, “Stationary solution and
H theorem for a generalized Fokker-Planck equation,” Physical Review E, vol. 104,
no. 3, p. 034130, 2021.

G. Kaniadakis, “Non-linear kinetics underlying generalized statistics,” Physica A:
Statistical mechanics and its applications, vol. 296, no. 3-4, pp. 405425, 2001.

A. Macedo-Filho, D. Moreira, R. Silva, and L. R. da Silva, “Maximum entropy
principle for kaniadakis statistics and networks,” Physics Letters A, vol. 377, no. 12,
pp- 842-846, 2013.

S. Abe, “A note on the g-deformation-theoretic aspect of the generalized entropies
in nonextensive physics,” Physics Letters A, vol. 224, no. 6, pp. 326-330, 1997.

A. RJ, “Renyi, probability theory,” 1970.

E. Lenzi, R. Mendes, and L. da Silva, “Statistical mechanics based on Renyi entropy,”
Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, vol. 280, no. 3-4, pp. 337-345,
2000.

G. Kaniadakis, M. Lissia, and A. Scarfone, “Two-parameter deformations of loga-
rithm, exponential, and entropy: A consistent framework for generalized statistical
mechanics,” Physical Review E, vol. 71, no. 4, p. 046128, 2005.

64



[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

V. Schwéammle and C. Tsallis, “Two-parameter generalization of the logarithm and
exponential functions and Boltzmann-Gibbs-Shannon entropy,” Journal of Mathe-
matical Physics, vol. 48, no. 11, p. 113301, 2007.

F. Reif, Fundamentals of statistical and thermal physics. Waveland Press, 2009.

D. J. MacKay and D. J. Mac Kay, Elements of Information Theory. Cambridge
University Press, 2003.

G. J. Klir, “Uncertainty and information: foundations of generalized information
theory,” Kybernetes, 2006.

J. A. T. Thomas M. Cover, Information theory, inference and learning algorithms.
Wiley-Interscience, 2012.

P. T. Landsberg, Thermodynamics and statistical mechanics. Courier Corporation,
2014.

H. Risken, “Fokker-planck equation,” in The Fokker-Planck FEquation, pp. 63-95,
Springer, 1996.

S. Abe, “Stability of Tsallis entropy and instabilities of Rényi and normalized Tsallis
entropies: A basis for g-exponential distributions,” Physical Review FE, vol. 66, no. 4,
p. 046134, 2002.

C. Tsallis, R. Mendes, and A. R. Plastino, “The role of constraints within generali-
zed nonextensive statistics,” Physica A: Statistical Mechanics and its Applications,
vol. 261, no. 3-4, pp. 534-554, 1998.

7.-Q. Jiang, W. Chen, and W.-X. Zhou, “Scaling in the distribution of intertrade
durations of Chinese stocks,” Physica A: Statistical Mechanics and its Applications,
vol. 387, no. 23, pp. 5818-5825, 2008.

M. Politi and E. Scalas, “Fitting the empirical distribution of intertrade durations,”
Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, vol. 387, no. 89, pp. 2025—
2034, 2008.

T. Hasumi, “Hypocenter interval statistics between successive earthquakes in the
two-dimensional Burridge-Knopoff model,” Physica A: Statistical Mechanics and its
Applications, vol. 388, no. 4, pp. 477-482, 2009.

A. H. Darooneh and C. Dadashinia, “Analysis of the spatial and temporal distributi-
ons between successive earthquakes: Nonextensive statistical mechanics viewpoint,”
Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, vol. 387, no. 14, pp. 3647-3654,
2008.

A. Celikoglu and U. Tirnakli, “Earthquakes, model systems and connections to q-
statistics,” Acta Geophysica, vol. 60, no. 3, pp. 535-546, 2012.

C. Tsallis, “Non-extensive thermostatistics: brief review and comments,” Physica A:
Statistical Mechanics and its Applications, vol. 221, no. 1-3, pp. 277-290, 1995.

M. Muskat, “The flow of homogeneous fluids through porous media,” Soil Science,
vol. 46, no. 2, p. 169, 1938.

65



[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

A. Verruijt, Theory of groundwater flow. Macmillan International Higher Education,
2016.

M. Jauregui and C. Tsallis, “g-generalization of the inverse fourier transform,” Phy-
sics Letters A, vol. 375, no. 21, pp. 2085-2088, 2011.

E. Lenzi, E. P. Borges, and R. Mendes, “A g-generalization of Laplace transforms,”
Journal of Physics A: Mathematical and General, vol. 32, no. 48, p. 8551, 1999.

J. Naudts, “Generalized thermostatistics based on deformed exponential and loga-
rithmic functions,” Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, vol. 340,
no. 1-3, pp. 32-40, 2004.

E. Lutz and F. Renzoni, “Beyond Boltzmann—Gibbs statistical mechanics in optical
lattices,” Nature Physics, vol. 9, no. 10, pp. 615-619, 2013.

C. Beck, “Generalised information and entropy measures in physics,” Contemporary
Physics, vol. 50, no. 4, pp. 495-510, 2009.

G. Kaniadakis, “Statistical mechanics in the context of special relativity,” Physical
Review E, vol. 66, no. 5, p. 056125, 2002.

C. Anteneodo and A. R. Plastino, “Maximum entropy approach to stretched expo-
nential probability distributions,” Journal of Physics A: Mathematical and General,
vol. 32, no. 7, p. 1089, 1999.

66



	ddc199a5d0f1497e4d48183fd21692fc471e3008175f7059ddf04bd5cfd8c519.pdf
	7273a20779cea2ad3fba29ba694535faa2cf122d236867659044c66e48f6bbf0.pdf
	7273a20779cea2ad3fba29ba694535faa2cf122d236867659044c66e48f6bbf0.pdf

	ddc199a5d0f1497e4d48183fd21692fc471e3008175f7059ddf04bd5cfd8c519.pdf
	ddc199a5d0f1497e4d48183fd21692fc471e3008175f7059ddf04bd5cfd8c519.pdf
	7273a20779cea2ad3fba29ba694535faa2cf122d236867659044c66e48f6bbf0.pdf


