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Resumo

Neste trabalho apresentamos dois modelos de crescimento populacional a serem im-
plementados por meio de simulagoes estocasticas em um espacgo bidimensional sem rede.
Os dois modelos diferem-se pela forma que definimos a capacidade de carga do sistema.
Primeiramente, estudaremos a dinamica populacional de um sistema com restricao na
abundancia total da populagdo. Com a implementacao de poucas regras de interacao
entre os individuos, observamos a evolucao de uma populagdo inicialmente distribuida
aleatoriamente para uma configuracdo espacial estavel dos individuos na forma de um
unico cluster. No segundo modelo, substituimos a restricao global na abundancia da po-
pulacdo por uma restricao local. Observamos, nesse caso, um estado final caracterizado
por um padrao de distribuicao espacial na forma de multiplos clusters. Estudamos tam-
bém quais os parametros sao decisivos na subsisténcia e estabilidade das populacées. Por
exemplo, no primeiro modelo, evidenciamos que a abundancia inicial da populagao desem-
penha um papel fundamental na manutencao da subsisténcia dos individuos. No segundo
modelo, o movimento excessivo dos individuos pode prejudicar a subsisténcia da popu-
lacao. Parametros relacionados a distribuicao espacial e a abundancia das populacoes

também serdo discutidos.

Palavras chave: Fisica computacional, ecologia, processos estocasticos.
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Abstract

In this work we present two models of population growth to be implemented using
stochastic simulations in an off-lattice two-dimensional space. Both models differ itselves
by a change in the way we define the carrying capacity. First we study the population
dynamics of a system with restriction in the total abundance of the population. By the
assumption of some interaction rules, we may observe the evolution from a random spatial
system to a stable pattern of a single cluster which concentrates all the population. By
replacing the global restriction to a local one, we observe a final state characterized by a
spatial pattern in the form of multiples clusters. We also studied which parameters are
decisives in the subsistence and stability of the populations. For example, in the first
model, we show that the initial abundance of the population plays a fundamental role on
the evolutionary outcome. In the second model, the individuals excessive movement may
jeopardize the subsistence of the population. Parameters related to spatial distribution

and abundance of populations will be discutessed as well.

Keywords: Computational physics, ecology, stochastic processes.
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Introducao

A palavra “ecologia”! foi definida pela primeira vez em 1886 pelo alemao Ernst Haeckel
em seu livro intitulado Generelle Morphologie der Organismen. Para Haeckel, a ecologia
era “a ciéncia capaz de compreender a relagdo do organismo com o seu ambiente” [1].
Partindo dessa defini¢do, podemos entender hoje que a ecologia é o ramo da biologia que
estuda as distribuigoes e abundancias de organismos e as interagoes que as regem. Mas
para que estudar ecologia? Seria apenas uma necessidade intrinseca ao ser humano de
compreender o que nos rodeia? Ou fazemos isso com o intuito de usar a nosso favor essas
complexas interagoes?

De fato, a aplicagdo dos conceitos desenvolvidos no ambiente da ecologia por meio
de observacoes sistematicas da natureza permitem uma melhoria inimaginavel na vida
cotidiana das pessoas. O controle biolégico de pragas em plantacoes?, por exemplo, ape-
sar de ja ter sido empregado por civilizagoes muito anteriores a nossa, voltou a ser de
extremo interesse no século passado ao passo que a utilizacao de pesticidas quimicos fora
se tornando insuficiente para manutencao das plantacoes. Nas décadas de 1980 e 1990 a
ecologia de poluicdo ganhou visibilidade a partir da discussao de problemas locais para
temas globais. Nesse milénio podemos notar um crescimento no interesse ptublico em te-
mas como conservacao de espécies ameacgadas, manutencao de areas verdes, controle de
doencas e outros.

Mas antes que possamos ser capazes de explicar questoes a cerca do que nos rodeia,
é necessario que facamos uma descricao direta do que é observado, para que entao, a
partir da visualizacdo dos fendmenos, sejamos habeis em criar modelos que expliquem as
distribui¢oes, abundancias e interagoes dos organismos ali presentes. Evidentemente, esse
processo se torna extremamente arduo e complexo, visto a enorme quantidade de espécies,
em diferentes ambientes, com diferentes interferéncias externas e todas as possiveis intera-
¢oOes presentes nesses sistemas. Por isso podemos, muitas vezes, analisar um determinado
sistema e suas relacoes internas, deixando de lado aspectos externos aquele ambiente,
assim, seremos capazes de identificar mecanismos que regem aquela interacao especifica.

A Arabis fecunda®, por exemplo, é uma espécie herbacea perene rara cujas populacoes

1Originalmente em alemao Okologie.
20 controle de pragas através do uso de seus inimigos naturais.
3Conhecida popularmente como saphire rockress.



estao divididas em dois grupos, de baixa e alta altitude, separados por aproximadamente
100 km. Na regiao de baixa atitude, tanto o ar como o solo sao mais secos se comparados
a regiao mais alta. Quando analisado o grupo da regiao mais seca, foi observado que a
espécie tem uma taxa de aproveitamento de agua maior que as populagdes que estao na
regiao de maior atitude: a escassez de agua fez com que as populagoes submetidas a essa
condigao respondessem melhorando a eficiéncia do uso de dgua [1]. A espécie é a mesma
nas duas regides; porém, devido a uma condi¢ao diferente, em uma regiao os individuos
foram capazes de se adaptar para sobreviver naquele ambiente.

Uma das ramificagoes da ecologia é o estudo da dinamica de populagoes. Nesse estudo
nos concentramos em entender a variagao da ocorréncia de uma determinada espécie,
definindo as possiveis causas dessa variacdo. Sao muitos os fatores que podem influen-
ciar na abundancia da populag¢ao de uma espécie, mas de forma geral, podemos pensar
que a quantidade de individuos ¢ caracterizada pelas taxas de natalidade, mortalidade,
emigracao e imigracao. Essas taxas dependem de intimeros fatores, por exemplo a mu-
danca climatica que influencia na migragdo das aves, a variagdo na temperatura de rios
e oceanos que pode modificar toda a dindmica de um sistema com espécies aquaticas e,
de uma forma ostensiva e muitas vezes prejudicial, a agdo externa do ser humano nesses
ambientes.

Apesar de hoje ser considerado parte da ecologia, o estudo da dindmica de populagoes
teve seu grande inicio com o trabalho do demégrafo e economista Thomas Robert Malthus
intitulado Ensaio sobre o principio da populacdo®. Nele, Malthus diz que o crescimento da
populagdo humana segue uma curva exponencial, enquanto que o crescimento dos meios
de subsisténcia da espécie é linear. Assim, ap6s um certo tempo, os recursos disponiveis
para subsisténcia humana nao seriam capazes de suprir a demanda necessaria para toda a
populagao. A populagdo humana estaria condenada a viver no limite da pobreza e escassez
de recursos, caso a taxa de reprodugao nao abaixasse [2]. Podemos assim identificar uma
das primeiras leis de crescimento populacional: o modelo de crescimento Malthusiano.

No entanto, ao considerarmos sistemas de mais de uma espécie, o modelo Malthusiano
se torna insuficiente para descrever o sistema, uma vez que é necessario considerar as
interagoes entre as populacoes. Podemos entao considerar o modelo de Lotka-Volterra de
interacao entre espécies. O modelo de Lotka-Volterra, proposto independentemente por
Alfred J. Lotka (1910) [3] e Vito Volterra (1920) [4], é um conjunto de duas equagdes
diferenciais nao lineares de primeira ordem usadas para descrever a dinamica de siste-
mas biolégicos com duas ou mais espécies interagindo na forma de presa-predador. A
populacao de predadores aumenta com o aumento da espécie predada, pois isso significa
mais recursos alimenticios. A populacdo da espécie predada, no entanto, decresce com o

aumento da espécie predadora, ja que isso significa uma maior taxa de mortalidade das

4QOriginalmente em inglés com o nome An essay on the principle of population.



presas. Evidentemente, as taxas de natalidade das espécies estdo intimamente ligadas
a dindmica do sistema: se uma espécie nao se reproduz o suficiente nao ha como haver
interacoes entre as populacoes, se considerarmos apenas as interacoes interespecificas®.
No limite em que a espécie predadora desaparece do sistema, nossa dinamica retorna a
dindmica Malthusiana, com um crescimento populacional exponencial. No caso em que
ocorre a extincao das presas, a populagao de predadores também se extinguira, ja que
eles ndao possuem mais as presas para se alimentarem. Apesar da simplicidade, o modelo
de Lotka-Volterra descreve e explica inimeras interacoes na natureza e nesse sentido, a
introducao de mais espécies no sistema se torna de extremo valor, ja que podemos estu-
dar conceitos como competicao ciclica nao hierarquica dentro do sistema. Tais interacoes
podem ser encontradas em recifes de corais [5] e em comunidades de subpopulagdes de
lagartos na regiao costeira da Califérnia [6], por exemplo.

A proposigdo de modelos que explicitem determinadas interagdes entre espécies é,
portanto, uma ferramenta de analise fundamental no entendimento da dinamica de popu-
lacoes, indo de encontro com as observacoes de sistemas reais encontrados na natureza,
possibilitando identificar caracteristicas que sao recorrentes em uma grande variedade de
contextos. No entanto, modelos tedricos como o de Lotka-Volterra nos limitam a solugoes
deterministicas e sabemos que o mundo real por muitas vezes nao se comporta assim. Al-
guns podem dizer que o mundo real ¢ sim deterministico e que o verdadeiro problema esté
em identificar e entender todas as possiveis varidaveis que afetam nosso sistema. De fato, se
soubéssemos, por exemplo, todas as variaveis cinéticas de todas as particulas presentes na
atmosfera e todas as interagoes presentes, teriamos um modelo meteoroldgico excelente,
capaz de prever com uma precisao impar onde, quando e quanto ira chover. Mas estamos
longe disso. Nem mesmo sabemos se isso seria possivel. Nesse sentido, a utilizacao de
variaveis aleatorias no estudo da dinamica das populagoes é de extremo interesse. Troca-
mos equacgoes diferenciais por intera¢oes que ocorrem a uma certa probabilidade e, com
isso, damos ao nosso sistema um carater mais aleatério e mais préximo da realidade.

No entanto, o uso de nimeros aleatérios no estudo de dinamica de populagoes é invia-
vel se nao tivermos um grande nimero de amostragens. Nesse caso, o carater aleatério
que inserimos no nosso sistema se torna mais importante que as interagoes que nosso
modelo propoe. Para contornar esse problema, podemos entdo fazer uso de simulacoes
computacionais que aplicam o modelo proposto repetidas vezes, de forma que nossa ana-
lise estatistica se torna confiavel. Utilizando o modelo de May-Leonard — uma rede com
condicao periddica de contorno com individuos de trés espécies que interagem entre si
através de predagoes ciclicas e ndo hierdrquicas [7] — por exemplo, é possivel encontrar
padroes espiralados na distribuicao espacial dos individuos, gerando assim uma coexis-

téncia estavel das populagoes. Ainda nesse tipo de interacao, a mobilidade dos individuos

SInteracdes entre espécies diferentes.



desempenha um papel fundamental no equilibrio das espécies: o movimento excessivo dos
individuos pode por em risco a biodiversidade do sistema [8].

Neste trabalho, estudaremos dinamica de populagoes por meio de simulagoes estocas-
ticas em um ambiente sem rede em duas dimensoes. Apresentaremos dois modelos de
crescimento populacional que baseiam-se em algumas regras de interagao entre os indivi-
duos do nosso sistema. Veremos que apos a evolucao temporal do sistema, as populacoes
se organizam formando clusters — essenciais para a sobrevivéncia dos individuos. Nesse
contexto, o estudo da formacgao desses padroes espaciais é de extremo interesse, uma vez
que podemos identificar tal comportamento em uma grande variedade de situagoes na
natureza, desde comunidades bacteriais até sistemas mais complexos, como organizacoes
de insetos, peixes, passaros e mamiferos [9-12]. Veremos que, nos nossos modelos, a im-
posicao de uma condicao de proximidade para reproducao dos individuos faz com que a
populacdo se concentre em algumas regioes do espaco. Evidentemente, esse comporta-
mento pode ser obtido por meio de varios outros mecanismos. Por exemplo, a formacao
de clusters pode ajudar a minimizar o risco de predagao, mas a procura por alimentos
também pode ser mais vantajosa quando feita em bandos [13-15]. Ainda, poderemos
observar a diferencga entre estratégias de cooperagao e desercao entre os individuos: en-
quanto desertores raramente se reproduzirdo, os individuos que cooperam e permanecem
em grupo tem maiores chances de se reproduzirem, continuando a espécie. Essa diferenca
¢ o mecanismo chave em varias estratégias de reciprocidade [16-19]. Exploraremos tam-
bém quais sdo os limites de subsisténcia da espécie, determinando quais os fatores que
geram a extingao da populacao. Caracteristicas espaciais, como tamanho e movimento

dos clusters, também serao discutidas.



Capitulo 1

Modelos estocasticos de crescimento

populacional

Comecaremos esse capitulo com uma breve argumentacdo do que é estocasticidade.
O adjetivo “estocastico” provém do grego “stokhastikos” e significa, essencialmente, o
uso de distribuigoes aleatérias para uma andalise estatistica, em contraponto a sistemas
deterministicos. Um processo estocastico é, portanto, representado por um conjunto de
variaveis aleatérias que caracterizam o estado de um determinado sistema e que variam no
tempo. Talvez um dos mais conhecidos processos estocasticos seja o movimento aleatério
de particulas suspensas em um meio liquido ou gasoso, também conhecido como movi-
mento browniano [20]. Mas a estocasticidade esté presente em muitas outras situagoes. O
crescimento de uma populagao de bactérias, uma corrente elétrica induzida por flutuacoes
térmicas de determinado material e até mesmo andlises meteorologicas sdo bons exemplos
do uso de variaveis aleatorias como ferramentas estatisticas de analise. No contexto do es-
tudo de dinamica de populagoes, a utilizacao de processos estocasticos para elaboracao de
modelos de crescimento populacional é de extremo interesse, pois dé-se assim um carater
aleatorio para a dindmica do sistema — desejavel para estudar sistemas com dependéncia
em muitas variaveis, como é o caso da dinamica de crescimento de espécies.

Partamos entao para descricao dos modelos. Nossos modelos constituem-se de um con-
junto de regras para realizacao de agdes que mudarao o estado atual daquele determinado
sistema, onde cada agao é de acordo com um peso probabilistico.

Inicialmente, distribuimos aleatoriamente /N individuos numa regiao quadrangular de
lado L = 1, com metade da populacdo de machos e a outra metade de fémeas. Res-
saltamos, também, a continuidade das posigoes dos individuos [21], em contrapartida &
modelos que consideram posigoes discretas [22-25]|. Para evitar efeitos de borda, consi-

deramos condigoes periddicas de contorno. Dessa forma, a posicao do enésimo individuo

'Embora outras palavras também contribuiram para a formulacdo que conhecemos hoje.



pode ser escrita como
T = (Tn, Yn) = (X0 + L yn) = (Tp, yn + L) = (v + L,y + L). (1.1)

Cada geracao do sistema é composta de N acoes, sendo cada agdo constituida por
uma sequéncia de passos para definir qual sera a interacdo que o individuo ird realizar.
Inicia-se, portanto, pela escolha aleatoria do individuo que realizard a acao, chamado de
individuo ativo. Apds, é realizada a acao de movimento desse individuo, que sera feita de

forma diferente para nossos dois modelos.

1.1 Mobilidade da populacao

No primeiro modelo a ser abordado, a mobilidade dos individuos é isotrépica. Assim,
o individuo ativo serd movido a uma distancia ¢,, em uma direcao aleatéria, representada
pelo angulo 6 com o eixo x. Matematicamente, escrevemos a nova posicao do individuo

Cco1mo

r(t+ 1) =7(t) + ({y, cos b, £, send). (1.2)

O movimento descrito acima é uma caminhada aleatéria e para ilustrar melhor o que
isso significa, consideremos uma particula que se move ao longo de uma reta e que parte
da origem [26]. A cada passo temporal 7, a particula realiza um movimento de distancia
h para esquerda ou para direita com probabilidade de p e ¢ = 1 — p, respectivamente.

A fim de descrever o movimento da particula, vamos introduzir as varidveis aleatorias
independentes o1, 09,03, ...,0,, que podem assumir valores +1, considerando um deslo-
camento para direita, e —1, considerando um deslocamento para esquerda. Os subindices
1,2,3,...,n sao referentes ao instante em que a particula se encontra. Portanto, podemos
escrever o; para um tempo arbitrario j. Assim, apés um tempo ¢ = n7 a nossa particula
estd na posicdo x = hm, sendo m = o1 + g9 + - - - + 0,,.

A média e a variancia do conjunto de varidveis o; sao escritas como

(0j)=p—4q (1.3)

(07) = (0,)* =1 = (p— a)* = 4pg, (1.4)

respectivamente. A funcgdo caracteristica g(k) da variavel o; é dada por

g(k) = (™) = pe™ + ge™*. (1.5)

Com a finalidade de encontrar a probabilidade P,(m) de a particula estar a m pas-



sos da origem apds n passos temporais, precisamos determinar a correspondente funcao

caracteristica

Gu(k) = [g(k)]" = (pe™ + ge™™)". (1.6)
A expansao binomial da expressao acima pode ser escrita como

n o /n 4
Gn(k) — Z <l>plqnl€zk(2ln) (17)

=0

comparando com a defini¢ao de G, (k), dada por

n

Gn(k) = Z P,(m)e™*™, (1.8)
onde m = —n,—n+2,...,n — 2,n, vemos que
Po(m) = —— T )2 nmm)2, (1.9)

()

A média e a varidncia de m, sdo dadas por, respectivamente

(m) = n(o;) = n(p - q), (1.10)

(m) — (m)* = n((07) — {0;)*) = dnpq. (1.11)

Também podemos encontrar a distribuicdo de probabilidade para P,(m) > 1 utili-

zando o teorema central do limite. Assim

P,(m) = \/ﬁexp [ - (mQ—nZ@}’ (1.12)

sendo a = (0;) e b = (07) — (0;)*. Podemos definir também a densidade de probabilidade
p(x,t) = P,(m)/h como

1 (x — ct)?
£ — = 1.13
sendo
oo _hlp—aq) (1.14)
T T
a velocidade média da particula e
2 2
p— b _Ahp (1.15)
T T

o coeficiente de difusao.



Por fim, calculamos o valor esperado e a variancia de x

(x) = ct, (1.16)

(z%) — (z)? = Dt. (1.17)

Observe que para sistemas isotrépicos, ou seja p = ¢ = 1/2, a velocidade média da
particula ¢ nula e a varidncia de x tem seu valor maximo com o coeficiente de difusao
D = h?/7, ou seja, sistemas sem diregao preferencial — como é o caso da populagio de
individuos nesse primeiro modelo — apresentam a maior difusividade possivel.

A fim de estudar os efeitos de um movimento coletivo de grupo no nosso sistema,
induziremos uma mobilidade anisotrépica nas popula¢ées do segundo modelo. Dessa

forma, na segunda etapa do trabalho consideraremos uma mobilidade tal que

7t 4+ 1) = 7(t) + (b cos @, Ly, sen o), (1.18)

com o angulo ¢ compreendido no intervalo [—nm, nn], dessa forma, introduzimos o pa-
rametro 0 < 1 < 1 que dita a anisotropia do movimento dos individuos. Com n = 1,
por exemplo, retomamos os movimentos isotrépicos dados pela equagao (1.2), enquanto
1 = 0 representa um movimento populacional totalmente direcionado no eixo horizontal,

gerando assim um fluxo de individuos da esquerda para a direita.

1.2 Acoes de reproducao e morte dos individuos

Apés a acdo de movimento, o individuo ativo é sorteado para morrer ou se reproduzir,
considerando as probabilidades py e p, = 1 — pg, respectivamente. A menos que seja dito
o contrério, assumimos que py = 0,3 e p, =0, 7.

Caso a agao de morte seja escolhida, o individuo ativo é simplesmente removido da
simulagao. Alternativamente, o processo de reproducao envolve outros fatores dinamicos
do sistema. Para o individuo ativo se reproduzir, é necessario que haja um outro individuo
do sexo oposto nas proximidades. De forma mais especifica, encontramos o individuo do
sexo oposto mais proximo ao individuo ativo e, caso a distancia entre eles seja menor
que /., a acao de reproducgao ocorre, gerando um novo individuo de sexo aleatério a uma
distancia ¢, da fémea que o gerou. Para a reproducao ocorrer, é necessario também que
a capacidade de carga do sistema nao esteja sendo utilizada em sua totalidade.

No que diz respeito a condicao de proximidade dos individuos, imposta pela distancia
¢,., consideramos situagoes distintas para os dois modelos. No primeiro modelo impomos
que ¢, = {,,, chamando assim esse parametro apenas de raio de interacao ¢ que, em geral,

assume o valor de ¢ = 0,01. No segundo modelo, ¢, e ¢,, podem ser diferentes, pois



desejamos discutir os impactos que a mobilidade dos individuos geram na populagao.

1.3 Capacidade de carga do sistema

Falaremos agora da principal diferenca entre os modelos. A capacidade de carga do
sistema pode ser definida como o tamanho populacional maximo que um certo ambiente
pode sustentar, em termos de recursos como alimento, dgua e oxigénio [1]. Um lago com
uma certa quantidade de peixes, por exemplo, demonstra perfeitamente o que significa
essa capacidade. Podemos alimenta-los indefinidamente, de forma que a quantidade de
alimento nao sera um impedimento para o aumento da populacdo. No entanto, a quan-
tidade de oxigénio presente na agua é finita, dessa forma, uma populagdo muito grande
pode fazer com que a respiragdo branquial da espécie seja prejudicada pela escassez de
O, levando a diminuicao da abundancia da populacao ou até mesmo a extingdo da vida
ali presente.

Evidentemente, a quantidade de recursos disponiveis em um determinado ambiente
pode mudar com o passar do tempo e, portanto, a capacidade de carga também o pode.
Essa disponibilidade também esta atrelada a fatores espaciais, como relevo e quantidade
de luz solar que atinge a regidao. Dessa forma, a localidade e transponibilidade de recursos
desempenha um papel fundamental na dindmica de popula¢ées. Com o objetivo de estudar
esses aspectos, nossos modelos diferem-se majoritariamente pela forma que restringimos
a abundancia da populagao.

No primeiro modelo, restringimos globalmente a abundancia da populacao. Equivale
a dizer que agbdes de reproducao apenas ocorrerao se a quantidade de individuos nao
for a quantidade maxima que o sistema comporta. A saber, essa quantidade é igual a
quantidade inicial de individuos, portanto, N é o niimero maximo de individuos presentes.
Podemos pensar nessa restricao como o caso limite de uma quantidade finita de recursos
que podem ser transpostos para qualquer regiao do ambiente, de forma que a localizacao da
populacao pouco importa para as agoes de reproducao, bastando apenas que a quantidade
maxima de individuos N nao tenha sido atingida.

No segundo modelo, evidenciaremos a importancia da localizacao dos recursos por
meio da imposi¢ao de uma restri¢cao local na abundéancia da populagdao. Especificamente,
fazemos com que as agodes de reproducao nao dependam mais da quantidade total de
individuos, e sim da abundancia local da populacao. Um individuo se reproduzird apenas
se houverem menos de M = 160 individuos? localizados & uma distdncia maxima de
R = 0,1 do individuo ativo. Dessa forma, restringimos a populacao a uma densidade
local maxima, mas nao o nimero final de individuos presentes, embora esse valor também

seja finito e definido, visto que a quantidade de recursos permanece finita e constante

2Nessa soma inclui-se também o individuo ativo.



durante toda a simulacdo. Ainda, por simplicidade, assumiremos que a capacidade de

carga ¢ constante durante toda nossa analise.
Afim de sumarizar as principais informacgoes sobre os modelos, dispomos a tabela 1.3,

que mostra uma lista dos parametros do modelo bem como seus valores usuais, utilizados

na maior parte das analises.
Tabela 1.1: Parametros utilizados na maior parte das simulagoes:

Parametro Descricao
pa=20,3 Probabilidade de morte
p,=0,7 Probabilidade de reproducao

Tamanho do passo dos individuos

l, =0,01
Condicao de proximidade para reproducgao

(.= 0,01
N = 1000 Numero inicial de individuos
M =159 Capacidade de carga para restricao local
R=0,1 Capacidade de carga para restricao local
NG = 1000 Numero de geracoes
L=1,0 Tamanho do sistema
pe=0,5 Probabilidade de nascimento de machos
n=10 Anisotropia do movimento dos individuos
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Capitulo 2

Analises para o modelo de restricao

global

Discutiremos agora os resultados obtidos através da imposicao do modelo tedrico apre-
sentado no capitulo anterior que trata sobre sistemas com restricao global. Para uma
melhor visualizacao do que estamos estudando, dispomos a Figura 2.1, que ilustra o com-
portamento de N = 1000 individuos em posigoes iniciais aleatorias.

Podemos notar que os individuos rapidamente evoluem de uma distribuicao espacial
aleatoria para um unico cluster. Isso pode ser explicado por meio das regras impostas para
o sistema, que resulta em um aumento na probabilidade de reproducao conforme o au-
mento na quantidade de individuos na regiao préxima. Isso faz com que clusters menores
sejam pontos de equilibrio instavel do nosso sistema e assim, para tempos suficientemente

grandes, esses clusters desaparecem, permanecendo apenas o mais populoso.

Figura 2.1: Distribuicdo espacial dos individuos para diferentes passos temporais. Da
esquerda para direita: t = 0, t = 25, t = 100 e t = 200 geragoes. A dicotomia das cores
representa os sexos dos individuos.

Na Figura 2.2 podemos analisar a densidade de individuos machos e fémeas em fungao
do tempo, representados pelas cores vermelho e azul, respectivamente. Notamos que, apds
um certo perfodo inicial, nosso sistema mantém em equilibrio com (pf) = (py) = 0,5, o
que mostra também que nao ha diferenca significativa entre os sexos. Também simulamos
0 mesmo sistema para um nimero de gera¢oes muito maior que NG = 1000 e notamos

que o sistema é completamente estavel.
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Nessa primeira se¢ao, destinaremos esforcos para analisar o comportamento do sistema
em sua fase inicial, onde vemos o surgimento de um tnico cluster concentrando todos os

individuos.
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t

Figura 2.2: Densidade de machos e fémeas em funcao do tempo para N = 1000 individuos.

2.1 Instabilidade inicial e formacao de clusters

Na Figura 2.2, notamos que para tempos pequenos a densidade dos individuos sofre
uma grande oscila¢do, indicando assim uma instabilidade no sistema. Podemos explicar
essa variacao abrupta da seguinte forma: no estado inicial do sistema os individuos tém
posicoes aleatérias, de forma que as distancia média entre eles é muito superior ao raio de
reproducao £. Conforme o sistema evolui, individuos que estao isolados nao se reproduzem
e acabam morrendo. Quando essa distancia entre os individuos é baixa as a¢oes de repro-
dugao ocorrem, fazendo assim com que surjam clusters nessas regioes. Podemos observar
esse comportamento na Figura 2.3. Notamos que no inicio das simulagoes a distancia
minima média entre os individuos é muito superior ao raio de interacao. Essa distancia
aumenta inicialmente, ja que nessa etapa a populacdo morre mais do que se reproduz.
Conforme passam-se as geragoes, essa distancia diminui e portanto, as reprodugoes nao
sdo mais impedidas pela distancia dos individuos. Como clusters maiores representam
mais reproducgoes naquela regiao e aqui a densidade local ndo tem impacto negativo para
a reproducao dos individuos, esses pontos terao maior chance de sobreviver, enquanto que
os menores inevitavelmente irdo desaparecer até que todos os individuos se concentrem
apenas em um cluster.

Esse comportamento inicial é destacado também na Figura 2.4, que representa a taxa
de reproducao em relacao ao tempo para diferentes valores de probabilidade de reprodu-
cao p,. Calculamos N,., fazendo a média do nimero de reprodugdes em um determinado
intervalo de tempo. Podemos notar que as reprodugoes inicialmente diminuem para va-

lores menores de p,, pois p, baixo significa menos reprodugoes o que resulta em sistemas
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Figura 2.3: Distancia minima média dos individuos em relagdo ao tempo.

menos densos e por sua vez, a condi¢ao de proximidade com o individuo do sexo oposto
para reproducao nao ¢ atingida.

No entanto, com uma probabilidade de reprodugao p, = 0,8 observamos um com-
portamento diferente. Vemos que inicialmente a taxa de reproducdo aumenta até atingir
seu pico e logo apds vem a estabilidade com N,., = 0,2. Observamos que o nimero de
reproducoes nao é gravemente prejudicado pela densidade total do sistema. Nesse caso,
as reprodugoes ocorrem com uma probabilidade maior, fazendo assim com que o sistema
nao tenha uma densidade acentuadamente baixa de a ponto de prejudicar as acoes de
reproducao.

Para um sistema com p, = 0,9 notamos uma reta com N,., = 0,1 ao longo de todo o
tempo de evolucao do sistema. Isso acontece porque a probabilidade de reproducao ¢é tao
alta que a densidade do sistema é mantida constante em sua capacidade maxima, assim

as reprodugoes e mortes do sistema ocorrem sempre na mesma taxa.
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Figura 2.4: Taxas de reproducao em funcao do tempo para as probabilidades de reprodu-
¢ao p, =0,7,0,8¢0,9.

A terceira varidvel que influencia a quantidade de reprodugoes é a densidade p(t)

de individuos. Quando o sistema estd em sua capacidade maxima de individuos N, a
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reproducdo é impossibilitada de ocorrer. E por esse motivo também que apds a evolugao
do sistema para apenas um cluster, temos que as taxas de reproducao e morte sao iguais:
para cada individuo que morre nossa densidade diminui, permitindo assim a reproducao
de um novo individuo. Esse comportamento é ilustrado na Figura 2.5, em que podemos
observar a densidade p(t) e o nimero de reprodugdes do sistema durante a evolucao inicial.
Consideramos aqui o caso especifico em que pg = 0,3 e p, =0,7.

Observamos que inicialmente as reprodugdes nao suprem os espagos vazios do sistema,
fazendo assim com que a densidade diminua em até mais de 60% da sua capacidade total.
Conforme os individuos restantes se reproduzem, regioes de maior densidade aparecem
no nosso sistema que, cada vez mais, abrigarao individuos, fazendo assim com que as
reprodugdes voltem a ocorrer e assim aumentando a densidade do sistema. Apos atingir a
capacidade méxima, as reprodugoes agora sao restringidas por p(t) < 1, assim, é intuitivo

pensar que Nyep = Nyorte-

0,8

0,2:/ ]
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t

Figura 2.5: Taxa de reproducao e densidade em relacao ao tempo.

E importante destacar que aqui nos concentramos em determinar a estabilidade da
quantidade de individuos baseada na probabilidade de reproducao p,, levando em consi-
deracao aspectos como a distancia minima média dos individuos bem como a densidade
do sistema. Porém, nao nos é possivel afirmar que o sistema, de modo geral, estd em seu
estado final, visto que para isso é necessario todos os individuos estarem concentrados em
uma Unica regiao o que, nessa se¢ao, nao foi demonstrado. O que nos é possivel afirmar

¢ que sistemas com (dpin) < £ € com Nyep = Npporre 530 estéveis.

2.2 Limites de sobrevivéncia dos individuos

Até agora nos concentramos em analisar a fase inicial do sistema, que é caracterizada
por uma rapida juncao dos individuos, resultando assim em apenas um cluster que se

mantém estavel para tempos suficientemente grandes de forma que podemos afirmar que

14



o sistema nao ird se extinguir naturalmente. Em outras palavras: se os individuos sobre-
viveram o suficiente pra formar um cluster, essa configuragdo é mantida a menos que algo
externo aconteca — prejudicando as reprodugoes de tal forma que o sistema colapse para
extingao.

Também vimos como a taxa de reprodugao N, se comporta ao longo das geracoes,
evidenciando que existe um momento inicial critico em que a densidade dos individuos
cai drasticamente ao mesmo tempo que a distancia entre os individuos também diminui,
fazendo com que as reprodugodes aumentem e por consequéncia a densidade também o faca,
preservando assim o nosso sistema. No entanto, esse equilibrio inicial acontecera apenas se
essas proporgoes de reproducao, densidade e distancia minima forem respeitados. Por isso,
nessa se¢ao estaremos interessados em descobrir quais os parametros limites que ditam
esse equilibrio inicial e, consequentemente, a extingdo (ou nao extingdo) do sistema.

Nos ¢ intuitivo pensar que os mecanismos que geram a extingdo do sistema estao
atrelados a uma baixa quantidade de individuos disponiveis. Para confirmarmos isso,
dispomos do calculo da probabilidade de extincao em funcao da quantidade inicial de
individuos N. Nas curvas da Figura 2.6, cada ponto do gréafico é calculado a partir da
simulagao de 10000 sistemas com condic¢oes iniciais aleatérias e diferentes. Ao fim de
NG = 1000 geragoes, calculamos a proporc¢ao de simula¢oes que resultaram em extingao,
assim, P.,; = 1 equivale a dizer que o sistema se extinguiu 100% das vezes, enquanto que
P..: = 0 representa sistemas estaveis e ndo extintos. A curva em roxo representa sistemas
com um raio de interacao ¢ = 0,008, em verde temos ¢ = 0,01 e por ultimo em azul
¢=0,012.
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Figura 2.6: Probabilidade de extin¢ao em fungao da quantidade de individuos para vérios
raios de interagao /.

Podemos notar que quanto maior for a quantidade inicial de individuos, maior sera
a chance de sobrevivéncia do sistema. Isso acontece porque mais individuos no instante
inicial representam uma densidade inicial maior, fazendo com que a distdncia minima

dos individuos seja menor, favorecendo assim as agoes de reproducao. Nesse caso, oS
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individuos que estdo mais proximos um dos outros tém maior chance de se reproduzir,
fazendo assim com que essas regioes fiquem cada vez mais densas até que o sistema chegue
a estabilidade final, com apenas um cluster concentrando todos os individuos.

Para baixas densidades iniciais, os individuos se encontram esparsos de forma que as
acoes de reproducao nao ocorrem a uma taxa que consiga suprir as agoes de morte do
sistema. Esse desequilibrio aumenta a cada geragao, ja que as reproducoes dependem de
uma proximidade dos individuos e nesse ponto, como temos ainda menos individuos, a
distancia entre os mesmos é ainda menor que no estado inicial. Nessa etapa, a extin¢ao
do sistema é eminente.

Quantidades intermediarias de individuos, por outro lado, evidenciam muito bem a
importancia das condigOes iniciais. Sistemas iniciados com uma distribui¢do espacial
esparsa nao terao a distancia minima necesséaria para que a taxa de reproducao se equilibre
com as agoes de morte, fazendo assim que o sistema se colapse para a extingao. Condigoes
iniciais que geram regidoes menos esparsas sao mais propensas a atingir a estabilidade final,
uma vez que nesses pontos a distdncia entre os individuos é menor, favorecendo portanto
uma maior taxa de reproducao.

Até agora analisamos a influéncia da quantidade inicial de individuos N na manuten-
¢ao do sistema. Fundamentalmente, é necessario uma proximidade dos individuos para
que a estabilidade seja atingida. Essa proximidade pode ser gerada através de uma alta
densidade inicial de individuos ou por uma condi¢do inicial que gere regides especificas
de maior densidade, para os casos em que nao existem tantos individuos disponiveis. Po-
demos ir na mao contraria e aumentar o raio de interagao dos individuos. De forma mais
especifica, um raio de interagdo maior representa uma maior mobilidade dos individuos
bem como uma maior facilidade nas agoes de reproducao, ja que agora os individuos con-
seguem se reproduzir a uma distancia maior que antes. Assim, equivale dizer que, dentro
dos limites estudados, um maior raio de interagdo dos individuos aumenta significativa-
mente as chances de estabilidade e sobrevivéncia da nossa espécie. Esse comportamento
pode ser observado na Figura 2.6, que nos mostra diferentes taxas de extingao para dife-
rentes raios de interagdo. Um sistema com raio de £ = 0,012, em geral, é mais estavel que
um sistema onde os individuos interagem a uma distancia de até ¢ = 0,008. Nos casos
extremos onde N é muito grande ou pequeno o raio de interacgao influencia pouco, visto
que a densidade necesséaria para estabilidade ¢ ou muito grande ou muito pequena.

Nos concentremos agora em analisar a dinamica envolvida no processo de extingao
ou estabilidade do sistema. Para isso, calculemos a probabilidade de sobrevivéncia P(t)
da populacao em funcao do tempo para diferentes valores de N. Essa analise é feita da
seguinte maneira: simulamos um sistema 1000 vezes com condigoes iniciais aleatérias até
um tempo especifico t, contando em quantos sistemas a espécie sobreviveu. Fazemos esse
processo para diferentes valores de ¢ e chegamos na Figura 2.7.

Podemos notar que nos tempos iniciais o sistema tende a perdurar. Esse é o tempo
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Figura 2.7: Probabilidade de sobrevivéncia da populacao em fun¢ao do tempo. As curvas
em vermelho, azul e verde representam, respectivamente, sistemas com N = 70, N = 120
e N = 200 individuos.

necessario para que todos os individuos sejam extintos. Vemos também que o tempo
necessario para o sistema os sistemas comecarem a se extinguir aumenta de acordo com o
aumento na quantidade inicial de individuos, reforcando assim a justificativa de que mais
individuos no sistema representa uma maior “dificuldade” de extin¢ao. Apds esse periodo
de transicdo podemos observar uma estabilidade no nimero de sistemas nao-extintos.
Essa estabilidade também ¢é explicitada na Figura 2.6, em que uma parcela pequena dos
sistemas com N = 70, 120 e 200 individuos ¢é estavel.

Analisaremos agora o comportamento de populagoes cuja taxa de nascimento de ma-
chos e fémeas sao diferentes. Esse comportamento pode ser amplamente observado na
natureza e sao inumeros os fatores que podem influenciar nessa diferenga. Por exem-
plo, algumas espécies de répteis apresentam uma proporcao entre machos e fémeas que
varia com a temperatura do ambiente (TSD)! [27-29], embora fatores genéticos (GSD)?
também influenciem na determinacao do sexo individuo [30].

Portanto, para essa andlise introduzimos o parametro p; € [0,0, 5], que indica a pro-
babilidade de se gerar um individuo do sexo macho durante a reproducao. p; = 0, por
exemplo, representa sistemas com 0% de chance de se nascer um individuo macho, en-
quanto que p; = 0,5 representa sistemas com iguais chances de se nascer individuos do
sexo masculino ou feminino. Evidente que, devido ao fato de que nao existem outras
diferencgas entre os sexos, os resultados seriam simetricamente iguais se considerassemos
casos em (ue nascessem mais machos do que fémeas. A fim de quantificar esses resultados,
dispomos do calculo da probabilidade de extingdo P.,; em funcao de p;, visto na Figura
2.8. Cada ponto do gréfico foi obtido a partir de 1000 simulag¢oes com condi¢oes iniciais
aleatérias e diferentes.

Com os resultados obtidos, podemos portanto observar que uma disparidade na re-

1Sigla do inglés temperature-dependent sex determination.
2Sigla do inglés genotypic sex determination.
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Figura 2.8: Probabilidade de extingdo em fungao da probabilidade de se gerar um indivi-
duo macho. A curva em vermelho representa populagoes iniciais de 1000 individuos, em
verde temos populagoes iniciais de 2000 individuos.

producao de machos e fémeas pode acarretar na extingdo da populacao. Para valores
proximos de p, = 0,5 vemos que a populacao ¢é estavel, haja visto que a discrepancia en-
tre machos e fémeas ¢ pequena. Quanto menor a chance de se gerar individuos machos, no
entanto, maior a chance de exting¢ao da espécie, dado que a escassez de machos prejudica
as acgoes de reproducao, induzindo assim uma diminui¢ado na abundancia da espécie que

leva por fim a eliminacao da populacgao.

2.3 Analise dos clusters

Em uma das sec¢oes anteriores, estudamos o comportamento do sistema na sua fase
instavel. Vimos que para tempos iniciais, a reproducao condicionada por uma proximidade
com um individuo do sexo oposto resulta em uma diminui¢do na densidade p(t) da espécie,
ja que os individuos encontram-se longe um dos outros. Conforme o sistema evolui,
pequenos clusters se formam, de forma que temos um pico na taxa de reproducao, ja
que agora temos individuos préximos e em quantidades pequenas. Evoluimos mais ainda
nosso sistema e observamos que a quantidade maxima de individuos é atingida em um
Unico cluster e assim se mantém, fazendo com que as mortes e reprodugdes ocorram na
mesma taxa.

Apos, analisamos quais sao os limites de subsisténcia do sistema. Vimos que para uma
quantidade N de individuos baixa, nosso sistema se extingue. Vimos também que, nos
limites apresentados, um raio de interacao ¢ maior aumentam as chances de sobrevivéncia
estavel do sistema. Também vimos que as extingoes ocorrem na fase instavel do sistema.

Nos concentremos agora nos sistemas estaveis e nao extintos, fazendo uma anélise
especificamente sobre o cluster gerado, tratando de suas propriedades geométricas e do

movimento dos individuos quando estao nessa configuracao.
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Iniciaremos nossa analise definindo o centro de massa do sistema. Considerando as
condigoes periddicas de contorno apresentadas no capitulo 1, podemos escrever nossas

coordenadas (xear, Yyour) como [31]:

xom(t) = ;ﬂ{ atan2 { — ]1[ g:lsen(wai), —]1[ Ziv:lcos@mvi)] + 7T}, (2.1)
you(t) = ;ﬂ{ atan2 { - ]1[ f:lsen(%ryi), —]i[ icos(?wyi)} + 7T}. (2.2)

Como a posigao dos individuos é dependente do tempo, assim serda o ponto 7oy (t) =
(xem(t),youn(t)). A Figura 2.9 mostra a evolugao temporal do centro de massa do nosso

conjunto de individuos.
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Figura 2.9: Posicdo do centro de massa de um conjunto de N = 1000 individuos em
fungao do tempo.

Como podemos observar, o centro de massa varia abruptamente nas primeiras gera-
¢oes, o que ja era de se esperar: na fase inicial do sistema vimos que os individuos se
agrupam em pequenos clusters, que irao pouco a pouco desaparecer do sistema até restar
apenas um cluster que concentra toda a populagao de individuos.

Nossa primeira andalise se da na formagao do cluster na fase inicial do sistema. Para
isso, analisamos a quantidade de individuos N dentro de um circulo de raio r centrado
em (xen(t),yom(t)). Para essa andlise, foi feita uma média de 1000 simulagoes com
condicoes aleatérias utilizando N = 1000 individuos.

Notamos que na fase inicial hd um crescimento abrupto na quantidade de individuos
proximos ao centro de massa. Essa é a fase em que temos mais de um cluster. Apds
esse crescimento, o nimero de individuos A/ aumenta suavemente até atingir a totalidade

de individuos na regiao analisada, essa é a etapa em que os individuos irdo lentamente
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Figura 2.10: Quantidade média de individuos posicionados a uma distancia maxima r do
centro de massa.

se concentrando em apenas um cluster, fazendo com que os outros desaparecam. Na
configuracao de um unico cluster, nosso centro de massa agora se move suavemente,
conforme indica a Figura 2.9. Esse movimento aparenta ser caracteristico de caminhada
aleatéria e para identificar propriamente esse comportamento, dispomos do calculo do

deslocamento quadratico médio (MSD)?

MSD = (|(t) — F(0)]2), (2.3)

—

sendo r(t) o vetor que representa a posi¢ao da particula (z(t),y(t)) em um tempo t. A
importancia dessa medida se d& na caracterizagao de sistemas com movimentos aleatorios,
pois é caracteristico desse tipo de movimento que o MSD tenha uma dependéncia linear
com o tempo. Ainda, ao invés de considerarmos condicoes periddicas de contorno, nessa
analise as posigoes dos individuos estao contidas em todo o plano zy. Matematicamente,
7= (z,y) € R

A Figura 2.11 mostra esse calculo realizado para um sistema com N = 1000 individuos.
As 1000 primeiras geracoes sao descartadas, para que levemos em conta apenas o cluster
estavel. O erro mostrado é devido ao ajuste dos dados.

Podemos observar que calculando a inclinagao da reta na Figura 2.11 obtemos o ex-
poente da curva MSD X t que é aproximadamente 1, demonstrando assim a linearidade
requerida para caracterizacgao do movimento aleatério do centro de massa e, por con-
sequéncia, o movimento aleatério do cluster.

Apesar do nossos individuos se moverem para diregoes aleatérias, as restricdes impos-
tas no sistema fazem com que, de certa forma, surja uma dire¢do preferencial temporaria:
individuos que se movem e permanecem no cluster tendem a ter mais chance de sobrevi-
véncia. Esse comportamento poderia, erroneamente, nos dar a impressao de que o cluster

é estatico. O que ocorre, na realidade, é que os individuos do nosso cluster, localmente,

3Sigla do inglés para mean square displacement.
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Figura 2.11: Deslocamento quadratico médio do centro de massa em fun¢ao do tempo em
escala logaritmica. Calculo feito de uma média de 1000 simulagoes.

possuem uma velocidade que embora seja aleatéria, ¢ diferente de zero. Como as acoes
sao realizadas instantaneamente, algumas regioes terao densidade local maior, fazendo
assim com que, naquele ponto, aquela velocidade local, tenha um peso maior. Quando
analisamos o cluster como um todo, esse comportamento local dos individuos induz um
movimento total dos individuos que é descrito por uma caminhada aleatoéria.

E de interesse também analisarmos a distribuicdo espacial dos individuos apés a fase
inicial do sistema. Sabemos pelo que foi anteriormente exposto que nosso sistema sai
de uma configuragao espacial aleatoria para um cluster abrangendo todos os individuos.
Como todas as agoes do sistema estao atrelados a uma aleatoriedade, é presumivel que nao
haja uma direcao preferencial absoluta, sendo possivel afirmar que, para uma quantidade
suficientemente grande de simulagoes, nossos clusters possuem um formato aproximada-
mente circular.

Com essa geometria definida, facilitemos nossa analise utilizando coordenadas polares
centradas em 7¢yy, definindo assim a posigao do i-ésimo individuo como 7; = (6;,1;), dessa
forma, podemos nos concentrar apenas na coordenada radial do sistema.

Aqui, nossa primeira andalise concerne em identificar as posi¢oes dos individuos em
relacdo ao centro de massa do sistema em seu estado final para diferentes quantidades
iniciais de individuos. Na Figura 2.12 temos a quantidade média de individuos a uma
distancia r do centro de massa. Nessa andlise, foram realizadas 1000 simulagoes para
cada valor de N.

Podemos observar que o tamanho do cluster formado depende da quantidade de indi-
viduos N e que quanto maior esse valor, maior a regiao ocupada. No entanto, essa analise
é prejudicada pela prépria ferramenta aqui utilizada. No calculo acima, definimos “anéis”
de mesma espessura com origem no centro de massa e contamos quantos individuos estao
nessa regiao. Porém, conforme analisamos distancias maiores, levamos em conta uma area

maior na hora dessa contagem. Do cédlculo da area de um circulo, temos que a area do
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Figura 2.12: Histograma da quantidade de individuos posicionados a uma distancia r do
centro de massa para varios N diferentes.

enésimo anel é escrita como
A, = 7'((7‘2 — 7“2_1)’ (24)

sendo [r,_1,7,] o intervalo da distdncia até o centro de massa.

Note que a diferenga (r, —1,_1) ¢ fixa, porém a diferenga dos termos ao quadrado nao é
igual para todos os valores de n. Portanto, facamos a analise da densidade dos individuos
em funcdo da distancia r até o centro de massa. Matematicamente, a densidade no

ptr) = 0. (2.5)

enésimo anel é escrita como

Essa mudanca permitird uma melhor andlise para que consigamos quantificar a dis-
tribuicao espacial dos individuos de forma clara. Na Figura 2.13 podemos analisar a

densidade em funcao da distancia até o centro de massa.
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Figura 2.13: Histograma da densidade de individuos posicionados a uma distancia r do
centro de massa para diversas quantidades iniciais de individuos.

Podemos observar na Figura 2.13 que o pico de densidade se da sempre na posicao do

centro de massa. Embora esse resultado seja significativo, ndo é contraintuitivo, uma vez
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que o sistema nao possui dire¢ao preferencial, o ponto com maior chance de sobrevivéncia
¢ aquele mais distante das regioes livres de individuos.

E interessante notar que a densidade maxima p,,q, estd atrelada ao ntimero inicial de
individuos e, por isso, observamos o comportamento dessa quantidade em funcao de N
na Figura 2.14. Os pontos do gréafico sao os dados obtidos fazendo uma média de 1000

simulacoes e a curva representa o ajuste dos dados.
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Figura 2.14: Densidade maxima dos individuos em funcao de N.

Em se tratando de uma escala logaritmica, a inclinacao da reta da Figura 2.14 define

o expoente de N que faz a proporcionalidade com p,,,,, assim, escrevemos
0,343
Prmaz X N775

Esse resultado sugere que o valor da densidade méaxima do sistema cresce de forma
sublinear com o acréscimo do nimero N de individuos, assim, para valores de N sufi-
cientemente grandes, temos uma densidade maxima que nao varia com o acréscimo de
individuos.

Por meio dos resultados mostrados na Figura 2.13, podemos quantificar o tamanho do
cluster em fungdo da capacidade de carga N do sistema. Para isso, dispomos do cédlculo
da largura & meia altura 7, que consiste em encontrar o valor de r em que p(r) tem
metade do seu valor maximo. Com isso obtemos a Figura 2.15 que nos mostra uma lei de
poténcias relacionando a quantidade de individuos N com o tamanho do cluster.

Novamente calculamos a inclinagao da reta e obtemos o expoente que relaciona 7 e N,
tendo como resultado

7 oc NO34 (2.6)

Portanto, observa-se que o cluster formado também aumenta de tamanho com o au-
mento da quantidade maxima de individuos. Poderiamos pensar que nao ha razdo para
que o tamanho do cluster dependa da abundancia da populacao, uma vez que regides

muito densas nao possuem nenhum aspecto negativo para acoes de reproducao e que in-
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Figura 2.15: Célculo da largura a meia altura 7 dos histogramas apresentados na Figura
2.13. Notamos a lei de poténcias 7 oc N%34L,

dividuos podem ocupar o mesmo ponto do espaco. Mas é necessario observarmos que
o espago percorrido pelos individuos faz com que regioes menos densas sejam explora-
das e, como existem muitos individuos no sistema, nessas regioes também ocorrem as
reproducoes, o que nao acontecia com uma menor quantidade de individuos.

E importante observar que 7 nao é, de fato, o tamanho do cluster. Mas a proporcio-
nalidade encontrada é uma caracterizagao importante para o sistema, uma vez que 7 esta
associado a largura das curvas da Figura 2.13 e, consequentemente, ao tamanho real do

cluster.

2.4 Outros resultados

Discutiremos agora o resultado da dinamica de duas espécies habitando o mesmo
ambiente. Consideramos entdo, duas espécies idénticas — em termos dos parametros e
regras que ditam as interagoes das populagbes — com a Unica diferenga de que agora
introduzimos uma nova restri¢ado nas reproducgoes: um individuo ira se reproduzir apenas
se nao houver individuos da outra espécie numa proximidade de ¢ = 0,01. Essa restrigao
induz uma repulsao entre as populagoes das duas espécies, favorecendo o surgimento de
dois clusters espacialmente separados. Ainda, é possivel definir a capacidade de carga
desse novo sistema de duas formas: ao considerarmos sistemas com a quantidade maxima
de individuos definida, contando as duas espécies sem distin¢ao, observamos um estado
final com uma das espécies extinta, enquanto a espécie restante é distribuida na forma de
um unico cluster. Quando consideramos que a capacidade de carga do sistema é tal que
a quantidade méxima de individuos de cada espécie é definida, as populacoes das duas
espécies nao mais competem entre si, dessa forma, o estado final do sistema é dado por
um cluster de cada espécie. Esse tltimo caso pode ser observado na Figura 2.16.

Essa diferenca na forma que definimos a capacidade de carga do sistema ilustra bem
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Figura 2.16: Distribuig¢do espacial dos individuos para diferentes passos temporais. Da
esquerda para direita: t =0, ¢ = 25, ¢t = 150 e t = 1000. Uma das espécies ¢é representada
pelas cores vermelha e azul. Em verde e amarelo, temos a segunda espécie representada.

competicoes interespecificas e intraespecificas. Ao considerarmos que apenas a quanti-
dade total de individuos — independente da espécie — é limitada, ha o que chamamos de
competicao interespecifica, ou inter-espécies, quando espécies diferentes competem pelos
mesmos recursos. Ao fazer com que cada espécie tenha um valor méximo de individuos,
eliminamos a competitividade entre espécies. Equivale a dizer que as espécies necessitam
de diferentes recursos para manutencao da subsisténcia. Dessa forma, os individuos com-
petem apenas entre seus semelhantes, levando assim a formagao de um cluster de cada

espécie.
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Capitulo 3

Analises para o modelo de restricao

local

No capitulo 2 nos concentramos em entender a dindmica de sistemas que possuem
limitagoes na capacidade total de individuos. Vimos que em um sistema com tal restricao
e dentro dos parametros que preservam a sobrevivéncia da populacao, os individuos se
organizam espacialmente na forma de um tnico cluster e que essa configuragao, uma vez
que atingida, se mantém para longos intervalos de tempo. Neste capitulo, apresentaremos
e discutiremos os resultados obtidos por meio do emprego do modelo apresentado no pri-
meiro capitulo, agora considerando quais sao os efeitos gerados por uma restri¢ao local na
densidade do sistema. Nas duas primeiras se¢oes estaremos interessados em caracterizar
o comportamento de populagdes que possuem um movimento isotropico enquanto que nas

secoes seguintes estudaremos os efeitos de uma ordenacdo no movimento dos individuos.

3.1 Fase inicial e processo de criacao de maultiplos

clusters

Iniciemos nossa andlise estudando o impacto que a quantidade inicial de individuos
causa na distribuicao e abundéancia final do sistema. A Figura 3.1 mostra a evolucao da
configuracao espacial da populacao iniciando com N = 1000 individuos.

Diferentemente do modelo com restri¢gao global, notamos que aqui nosso sistema evolui
de uma configuracao inicial aleatéria para uma distribuicao espacial dos individuos na
forma de varios clusters que se organizam gerando um padrao com simetria de rotacao
hexagonal. Atribuimos essa diferenca ao fato de que agora a reproducao esta condicionada
por uma capacidade na carga local do sistema: individuos s6 reproduzem em regides com
uma densidade abaixo de um limite que o sistema comporta.

Apesar do modelo com restricao global resultar em individuos distribuidos em um

unico cluster, na fase inicial é possivel identificar multiplas regides com alta densidade

26



Figura 3.1: Configuragdo espacial para t = 0, t = 10, t = 50 e t = 500 geragoes, da
esquerda para direita. Aqui, ps = 0,3, ¢,, = ¢, = 0,01 e M = 160.

populacional. Essa configuracao nao é mantida devido a forma com que a capacidade de
carga é imposta. Ao definirmos uma quantidade total maxima de individuos, fazemos com
que os clusters compitam entre si, ocorre o que chamamos de competicao intraespecifica.

Ao definirmos uma densidade local maxima, fazemos com que nao haja a competicao
entre os clusters, de forma que a populagao povoe todo o ambiente na forma de pequenos
clusters, que se estabilizam no limite da capacidade maxima local do sistema. Relem-
bramos que a capacidade de carga do nosso sistema ¢ constante em todo trabalho: um
individuo se reproduz apenas se houver menos que M = 160 individuos — incluindo ele
proprio — a uma distancia maxima de R = 0, 1. Os parametros R e M estao relacionados
com a quantidade de recursos necessarios para subsisténcia da populagdo e sao eles que
ditam o tamanho dos clusters bem como a quantidade de individuos ali presentes. Man-
tendo fixo a distdncia maxima R e aumentando o valor de M, por exemplo, resultaria
em uma distribuicdo com mais individuos em cada cluster. O aumento da distancia R
resulta em menos clusters no sistema. No limite em que R assume valores proximos de
L/v/2 — a distancia maxima possivel entre dois individuos — o nosso sistema retorna
para o caso em que impomos uma restricao global, com M sendo o niimero maximo total
de individuos presentes no sistema.

Nos concentremos agora no processo de estabilizagdo do sistema quando comegamos
com uma maior densidade inicial. A Figura 3.2 mostra a distribuicdo espacial de um

sistema que inicia com N = 10000 individuos.

e

Figura 3.2: Configuracao espacial para t = 0, t = 5, t = 25 e t = 500 geracoes, da
esquerda para a direita. Aqui, pg =0,3 e ¢, =¥, = 0,01.

A configuragao final se mostra, numa primeira impressao, muito semelhante ao resul-
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tado apresentado na Figura 3.1, mas isso nao devia nos surpreender, ja que os parametros
que ditam a dinamica de reproducgao dos individuos permanecem os mesmos. Entretanto,
o processo de formacao dos clusters aqui se da de forma diferente. Ao distribuirmos
N = 10000 individuos, uma populagao 10 vezes maior do que no sistema anterior, faze-
mos com que a densidade inicial seja muito acima do que o ambiente suporta, portanto,
no inicio a populagao passa por uma reducao no numero total de individuos, onde os
restantes se organizam em clusters que se estendem por todo ambiente. Ao distribuirmos
N = 1000 individuos, conforme disposto na Figura 3.1, estamos fazendo com que nosso
sistema comece com uma quantidade de individuos menor do que o que comporta o am-
biente, assim nossa populagao se reproduz até atingir o equilibrio em uma configuracao
espacial bem proxima ao que é observado na figura 3.2.

Apesar da distribuicdo espacial da populacao se mostrar semelhante para ambas as
condigoes iniciais, veremos que a abundancia da populagao varia de acordo com o niimero
de individuos que se inicia o sistema. Mas antes que possamos avanc¢ar em nossas analises,
é necessario redefinir o que é uma geracao em nossa simulagao. No capitulo 1, dissemos
que uma geracao é definida por N agoes, onde N é o numero inicial de individuos. A
motivacao para tal escolha é bem simples: desejamos que ao longo de uma geragao, todos
os individuos, na média, realizem uma acdo. Como no modelo discutido no capitulo 2
a quantidade do individuos se estabiliza em n(t) = N, nossa escolha de N agdes parece
razoavel. No entanto ao se deparar com um sistema que nao possui uma restricao global
na abundancia da populagao, essa definicao parece perder um pouco de sentido, portanto,
devemos utilizar um valor que satisfaca a condicao desejada. De forma bem intuitiva e
analoga ao caso anterior, e com o mesmo argumento de que desejamos que durante uma
geracgao, cada individuo realize, na média, uma acao, podemos considerar que uma geracao
se passa a cada n(t) agdes, sendo n(t) o numero de individuos presentes no sistema. Essa
mudanca serd importante no estudo da evolucao da populacao em funcao do tempo.

Munidos dessa redefinicao, dispomos a Figura 3.3, que mostra o nimero médio de
individuos em funcao do tempo para diferentes quantidades iniciais de individuos.

Observando a Figura 3.3, nota-se que a populagao de individuos se estabiliza em
abundancias diferentes para diferentes densidades iniciais, o que é, de certa forma, con-
traintuitivo, ja que espera-se que a dinamica que rege o sistema dependa apenas dos
parametros que ditam as interagoes. Como o sistema se estabiliza na forma de varios
clusters — e isso é garantido, dentro dos parametros utilizados aqui — podemos conside-
rar duas hipdteses: o sistema mais abundante possui o mesmo niimero de clusters, porém
com mais individuos em cada um, ou o sistema consegue um melhor arranjamento de
individuos de forma que é possivel alocar mais clusters no sistema. No entanto, ao consi-
derar um aumento no nimero de individuos presentes em cada cluster, devemos lembrar
que essa quantidade esta atrelada a capacidade de carga do sistema, isto é, para que as

regides de alta densidade consigam ter uma densidade ainda maior, é necessario que os
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Figura 3.3: Quantidade total média de individuos em fun¢do do tempo para diferen-
tes quantidades iniciais de individuos. Cada curva foi obtida a partir da média de 10
simulagoes com condigbes iniciais aleatorias. Os parametros previamente mencionados
permanecem inalterados.

parametros que ditam a reproducao permitam um aumento na quantidade de individuos
naquela regiao. Como a capacidade de carga do sistema permanece inalterada, partamos
para a andlise da quantidade de clusters formados em funcao da densidade que se inicia

o sistema. A Figura 3.4 ilustra esse resultado.
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Figura 3.4: Quantidade média de clusters presentes no sistema apds t = 500 geracdes em
fungao da quantidade inicial de individuos. Cada coluna do grafico representa a média de
10 simulagoes com distribuigoes espaciais iniciais aleatorias. Os parametros mencionados
anteriormente permanecem inalterados aqui.

De fato, a quantidade de subpopulagoes presentes no nosso sistema depende da den-
sidade inicial de individuos. Enquanto populacoes iniciais de N = 1000 individuos conse-
guem evoluir preenchendo o sistema com, geralmente, 48 clusters, populagoes iniciais de
N = 10000 individuos conseguem arranjar, em média, 56 clusters. Apesar dos pardmetros
que ditam as interagoes do sistema permanecerem inalteradas, a densidade inicial dos in-
dividuos desempenha um papel fundamental na abundéncia final da populagdo. Quando

a populacao inicial é consideravelmente menor que a populacao maxima possivel, os in-
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dividuos se organizam inicialmente em poucos clusters e a partir desses, novos comegam
a surgir, preenchendo todo o ambiente. Mas isso nao ocorre da forma mais eficiente e o
sistema se equilibra num chamado “6timo local” — onde a populacao se estende por todo
o ambiente e as interagdes que regem o sistema sao realizadas, porém, a capacidade de
carga nao é utilizada em sua totalidade. Ao considerarmos uma populacao inicial que seja
préxima — ou maior — do que o sistema pode comportar, os clusters que irao povoar o
ambiente se formam simultaneamente, assim fazendo com que todas as regides possiveis
de abrigar individuos sejam preenchidas. Dizemos, entao, que essa distribuicao atinge o
chamado “6timo global” — fazendo com que todas as distribuigoes e abundancias finais
sejam no limite da capacidade do sistema, utilizando assim o espago da melhor forma.
Ainda, nota-se que o tempo gasto para a estabilizagdo do sistema é consideravelmente
menor quando iniciamos com uma populagao mais abundante, o que faz sentido, se pen-
sarmos que nao ha necessidade dos individuos se reproduzirem em grande quantidade
para preencherem todo o ambiente, ja que o ambiente ja estd completamente, e inclusive
demasiadamente, preenchido. Nesse caso, é necessario apenas que a populagao diminua
para que os espagos possiveis sejam preenchidos de forma que as intera¢oes de reproducao

e morte ocorram a taxas iguais e que os padroes espaciais de clusters sejam observados.

3.2 Impacto da mobilidade na subsisténcia da popu-
lacao

Agora que estudamos a dindmica envolvida no processo de estabilizacdo do sistema
para diferentes condic¢Oes iniciais, comecemos nossa andalise sobre o impacto que a mo-
bilidade dos individuos gera na populacao. Nosso estudo aqui serd dirigido apenas para
sistemas apds a estabilidade e, portanto, nossa definicio do que é uma geracao pouco
importa, pois necessitamos apenas que o sistema ja esteja estavel. Por simplicidade, vol-
taremos a definicao de geragao como sendo N agoes. Ainda, de agora em diante todos os
sistemas considerados serao iniciados com N = 10000 individuos, assim, a estabilidade da
populacao ¢é rapidamente alcancada. Essa condicao inicial implica, também, em sistemas
com menor chance de exting¢ao, pois como vimos, um estado inicial com mais individuos
gera um estado final com mais individuos.

No capitulo 2 destacamos que a proximidade dos individuos no sistema desempenha
um papel fundamental na subsisténcia da populacao. Seja aumentando o raio de interagao
¢, seja com uma alta densidade inicial, é necessario que os individuos estejam préximos
o suficiente para que as reprodugoes ocorram de forma que o sistema se estabilize com
n(t) = N individuos e Nyep = Nporte. No entanto ao aumentarmos ¢, ndo estamos, de
fato, analisando o papel da mobilidade dos individuos na subsisténcia da populagao, ja

que essa constante além de ser a distancia que cada individuo se move, é também o raio
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minimo necessario para que ocorra a reproducao. Aumenta-la significa aumentar o alcance
dos nossos individuos e nao € isso que iremos analisar aqui. Devemos entao, considerar
que os individuos se reproduzem a uma distdncia maxima de ¢, e se movem com uma
distancia ¢,,. Portanto, nosso trabalho agora consiste em estudar quais sao os efeitos
gerados por populagoes que se movem mais do que £, = 0,01, mantendo ¢, fixo em 0,01.
A Figura 3.5 ilustra as distribuigdes espaciais finais de sistemas com individuos que se

movem distancias diferentes.

Figura 3.5: Configuracao espacial apés um tempo de t = 500 geracgdes para diferentes
passos. Da esquerda para direita, ¢,, = 0,01, ¢,, = 0,02, ¢,, = 0,03 e ¢,, = 0,1. Aqui,
Pd = 0, 3.

Podemos notar que para valores de ¢,, préximos a ¢, o padrao espacial de multiplos
clusters ainda é mantido. No entanto, ao aumentar o passo dos individuos vemos que esse
padrao é substituido por um estado final com posi¢oes arbitrarias. Isso se da pelo fato
de que agora os individuos reproduzidos nao necessariamente estarao proximos aos seus
respectivos pais, pois apenas com uma ac¢ao de movimento os individuos percorrem uma
distancia muito maior do que anteriormente, fazendo assim com que as reproducoes nao
acontecam mais em regides bem localizadas e sim no espago inteiro.

Falamos anteriormente que a formacgao de clusters é essencial para garantir a estabili-
dade da espécie e, portanto, devemos esperar que a auséncia desse padrao espacial pode
prejudicar a subsisténcia da populagao. De fato, é possivel observar que para ¢, = 0,03
na Figura 3.5 a quantidade de individuos é bem menor do que quando temos o compor-
tamento espacial de clusters. Para quantificarmos esse efeito, dispomos a Figura 3.6, que
mostra a abundancia média da populagdo em funcao do passo dos individuos. Cada ponto
do gréfico é a média da quantidade de individuos n(t) entre os tempos [401, 500] para 10
simulagoes com diferentes condigoes iniciais. A curva em vermelho representa simulagoes
feitas com a probabilidade de morte py = 0,29 e em verde temos pg = 0, 31.

Antes de discutir o resultado da Figura 3.6, vamos entender o porqué usar esses valores
diferentes de py, ao invés de considerar sistemas com py; = 0,3, como na Figura 3.5. A
razao para isso é simples: nao devemos considerar a média de sistemas que nao sao bem
definidos, em termos de subsisténcia e extin¢ao. Para p; = 0, 3, por exemplo, quando os
individuos se movem uma distancia de £, = 0, 03, é possivel obter tanto a extin¢gdo quanto

a subsisténcia da populacao, dependendo da condicao inicial. Com isso, ao fazer a média
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Figura 3.6: Abundéancia média da populacao em funcao do passo dos individuos para
diferentes probabilidades de morte.

(n) a nossa andlise é prejudicada, ji que o comportamento final do sistema varia de acordo
com o estado inicial. Ao considerarmos sistemas com p; = 0,29, podemos notar que a
populacao nao se extingue, seja qual for as distancias que os individuos percorrem, embora
a abundancia da espécie seja menor para um deslocamento mais intensivo. Quando a
populacao morre a uma taxa maior, nesse caso de pg = 0, 31, vemos que ha uma transicao
de fase do sistema, com valores superiores a /¢, = 0,026 levando a extingdo inevitavel
da populagao. Evidentemente, o sistema se comporta de forma estavel para valores de
{,, préximos ao raio de reproducao £,. Ainda, entendemos que a melhor configuracao,
em termos da abundancia da populacao, se da em ¢,, = /., pois assim os individuos
conseguem se concentrar na forma de multiplos clusters se organizando da melhor forma
possivel. Ao aumentarmos o passo dos individuos, fazemos com que hajam regides com
uma densidade superior a capacidade de carga do sistema e portanto, nao seja possivel a
reproducao naquele espaco.

Vimos que com p; = 0, 31 o sistema apresenta uma transi¢cao nao continua e uma vez
que o valor limite de ¢, é atingido, ndo ha chance de subsisténcia da populagao, enquanto
que para uma probabilidade de morte menor essa transicao nao é evidenciada. Portanto,
analisemos agora o comportamento do sistema justamente em py; = 0, 3.

Para essa analise, dispomos a probabilidade de sobrevivéncia P em func¢ao de £,,.
A Figura 3.7 ilustra esse resultado. Para esse calculo, realizamos 1000 simulacoes para
cada valor de ¢, e analisamos quantos sistemas chegaram até ¢ = 500 geracoes sem que
houvesse extingao. P = 1, portanto, representa sistemas totalmente estaveis enquanto
que P = 0 indica que todos as populacoes com aquele determinado ¢, se extinguiram.

Podemos observar entdo que o sistema apresenta duas transicoes de fase. Nessas
condicoes, o sistema é completamente estavel com 0,01 < ¢, < 0,03, reforcando o com-
portamento observado na Figura 3.6. No intervalo de 0,03 < ¢, < 0,06 nao ha chance

de sobrevivéncia da populagao e portanto, P = 0. No entanto, é interessante observar
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Figura 3.7: Probabilidade de sobrevivéncia da populacao em funcao do passo dos indivi-
duos. Aqui, py = 0,3. Os demais parametros do sistema permanecem inalterados.

que quando os individuos se movem a distancias maiores que ¢,, > 0,06 a populacao
volta a subsistir com uma probabilidade que aumenta continuamente, com o aumento de
l,,. Significativamente, vemos também que a probabilidade de morte dos individuos é
fundamental para que a populacdo sobreviva com valores altos de ¢,,. Uma populacao
sobrevivera, mesmo se movendo intensamente, caso a probabilidade de morte nao atinja
um valor maximo, que nesse caso, é p; = 0,3. Ainda, lembremos que a probabilidade de
reproducao é dada por p, = 1 —p, e, portanto, esse valor é maior para valores menores de
pq. Vale lembrar também que a capacidade de carga do sistema, atrelada as constantes M
e R, sao fundamentais na curva de probabilidade de subsisténcia P x ¢,,. Equivale a dizer
que caso as agoes de reproducao sejam facilitadas, seja por um aumento na constante de
limitagao de individuos M, seja por um maior valor de p,, populagoes de individuos que
se movem intensamente conseguem sobreviver.

Falamos sobre as transi¢oes do sistema mas ainda nao apresentamos uma justificativa
pela qual elas acontecem. A estabilidade do sistema para valores 0,01 < /,, < 0,03 pode
ser facilmente entendida pelo fato de que, nesse intervalo, a populagdo se organiza na
forma de clusters e como ja mencionado, essa configuracdo gera uma boa estabilidade
no sistema. Ao considerar populacoes que se movem a distancias maiores, os individuos
nao conseguem se organizar em clusters, assim, surgem regioes vazias, restando poucos
individuos no sistema. Como os individuos se movem muito, essa pequena populacao se
torna cada vez mais esparsa, fazendo assim com que nao haja mais reprodugao. Nesse
ponto, a extingdo da populagao é iminente. No entanto, ao considerar sistemas com uma
mobilidade ainda maior, ¢,, = 0,1 por exemplo, todas as regioes do nosso sistema sao
igualmente preenchidas e portanto nao hé regides vazias, como as mencionadas anterior-
mente, assim, a populagdo subsiste em todas as regides a uma abundancia menor do que

o sistema comporta.
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3.3 Dinamica populacional para movimento coletivo
de grupo

Até agora, consideramos apenas populagoes de individuos que se movem isotropica-
mente, ou seja, ndo ha uma diregdo preferencial no sistema. Vimos, por exemplo, que
quando os individuos se concentram em uma tnica regiao — assunto tratado no capitulo
2 — o movimento do centro de massa do cluster assume um carater aleatorio. Ja quando
consideramos sistemas com capacidade de carga local, a localidade dos individuos passa a
desempenhar papel fundamental nas reprodugoes de forma que a distancia entre as sub-
populacoes de individuos deve se manter constante. Nesse caso, os varios clusters gerados
se mostram estaticos. Em tais sistemas, a distancia que os individuos percorrem desem-
penha um papel fundamental na subsisténcia da populacdao. Populagoes que se movem
bastante podem ser extintas, embora para movimentos ainda mais intensos a populacao
pode sobreviver, agora com os individuos em posicoes aleatérias e nao mais em clusters.

Nesta secao estudaremos a dindmica populacional de sistemas com capacidade de
carga local e com um ordenamento na dire¢do do movimento dos individuos. Para isso,
consideraremos que a direcao do movimento dos individuos assume intervalos angulares
entre [—¢, +¢|, sendo ¢ = nm. Assim, nosso controle de ordenamento dos movimentos
é dado pelo pardmetro n que estd no intervalo [0,1]. n = 0, por exemplo, faz com que
a populacdo se mova apenas para direita, enquanto que = 1 representa sistemas com
movimento isotrépico, retornando aos casos ja estudados até aqui. A Figura 3.8 ilustra
a distribuicao espacial final de populagoes que se movem com diferentes intensidades de

anisotropia.

Figura 3.8: Configuracao espacial apos t = 500 geragoes paran =1,1n=0,4,n=0,2 ¢
n = 0, da esquerda para direita. Ainda, ¢, = ¢, = 0,01 e p; = 0, 3.

No que tange a distribuicao espacial dos individuos, podemos notar que as subpo-
pulagoes continuam a se organizar na forma de multiplos clusters, porém, é notavel que
com 7 = 0 h& um certo achatamento dos grupos de individuos, gerando assim uma sime-
tria horizontal, que é consequéncia direta da anisotropia no movimento dos individuos.
Ainda, podemos observar a quebra da simetria de rotacao hexagonal que mencionamos

anteriormente, também consequéncia direta do ordenamento do movimento da populacao.
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Investiguemos agora as transi¢oes de fase entre extingao e subsisténcia da populagdo em
funcao do passo dos individuos, considerando um movimento coletivo de grupo, conforme
ja mencionado. A Figura 3.9 mostra o resultado obtido para valores de n = 1,0, n = 0,3

en=20,0.
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Figura 3.9: Probabilidade de subsisténcia da populagdao em funcao do passo dos indivi-
duos para diferentes anisotropias. Em vermelho, temos n = 1,0 representado sistemas
isotropicos, em azul temos n = 0,3 e por fim, n = 0,0 em verde claro. Reiteramos que
pqa = 0,3 e que os parametros nao mencionados permanecem inalterados.

Para n = 1,0 obtemos o mesmo resultado da Figura 3.7 — o que néao é surpresa —
pois nesse caso estamos considerando sistemas isotropicos igual fora nas se¢oes anteriores.
No entanto ao induzirmos um certo ordenamento horizontal, com n = 0,3 nesse caso,
podemos notar que ha uma maior chance de sobrevivéncia da populagao. Com o ordena-
mento absoluto horizontal na mobilidade da populagao, a espécie subsiste para qualquer
intensidade de movimento dos individuos.

Seja com movimentos completamente randéomicos ou com movimentos coletivos de
grupo, é necessario que a populacao esteja distribuida de forma a atingir uma densidade
minima para que as reproducoes ocorram. Também argumentamos isso no capitulo 2,
quando dissemos que uma pequena quantidade inicial de individuos N pode prejudicar
a sobrevivéncia da espécie. Reduzir o valor de 7 significa aumentar o ordenamento do
sistema, em termos da direcao do movimento dos individuos. Para sistemas isotropicos,
vimos que populagoes com alta mobilidade resultam no surgimento de regioes vazias,
que por sua vez aumentam cada vez mais ao passar do tempo, levando assim a extinc¢ao
da espécie devido a auséncia de reprodugoes. Com o decréscimo de 7, os individuos se
movem numa direcao preferencial, assim, é maior a chance de um determinado individuo se
mover em dire¢ao a regioes com alta quantidade de individuos e, portanto, as reproducoes
continuam a acontecer, aumentando a chance de sobrevivéncia da espécie.

Ainda, é importante notar que uma orientagao preferencial vertical — ou mesmo outra

direcao arbitraria no plano xy que os individuos estao localizados — geraria resultados
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semelhantes ao que discutimos aqui, em relagdo as chances de sobrevivéncia da espécie.
Evidentemente que o achatamento dos clusters que gera uma simetria horizontal, fend-
meno observado na Figura 3.8, esta relacionado com a dire¢cao do movimento de grupo e,
portanto, podemos afirmar que mudar essa direcao altera também a direcao de simetria
espacial da distribui¢ao dos individuos.

Estudemos agora quais os impactos na distribuicao da populacao quando variamos
a mobilidade dos individuos, ainda considerando movimentos ordenados. A Figura 3.10
mostra a distribuicao espacial final de individuos que se movem com um ordenamento de

n = 0,1, ou seja, o movimento da populagao esta restringida entre os dngulos [—18°,18°].

Figura 3.10: Configuracao espacial apds t = 500 geragoes para ¢, = 0,04, ¢,, = 0,07,
ly =0,09 ¢ {,, =0,1, da esquerda para a direita. A anisotropia do sistema é dada por
n = 0,1. Os parametros restantes permanecem inalterados.

Podemos notar, primeiramente, que o tamanho do passo dos individuos desempenha
um papel fundamental na distribuicdo espacial da populagao. Para ¢, = 0,04 por exem-
plo, os individuos se organizam na forma de listras paralelas a dire¢ao preferencial do
movimento de grupo, consequéncia do fluxo de individuos gerado pela anisotropia do
sistema. Surpreendentemente, a direcao das listras também depende da intensidade da
mobilidade dos individuos. Até um valor limite de /,,, as listras sd@o paralelas a direcao
preferencial de movimento do sistema. Acima desse valor, os individuos se organizam
em listras perpendiculares a dire¢ao original de ordenamento. Como aqui a dire¢ao pre-
ferencial do movimento é horizontal, a transicao da orientacao das listras é da diregao
horizontal para a vertical.

Para quantificarmos essas transicao, analisemos primeiramente o grafico da quantidade
de individuos @, (x) num intervalo [z, z,+1] do eixo x. A Figura 3.11 esse resultado.

Vemos, portanto, que quando as listras sao orientadas horizontalmente, temos como
resultado que a quantidade de individuos Q(z) é, na média, constante. No entanto ao
observar o mesmo calculo para valores de £, que geram listras verticais, temos que Q(x)
apresenta picos e vales bem definidos.

Munidos desse resultado, calcularemos agora a quantidade média de individuos em

relacao ao eixo x. Matematicamente
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Figura 3.11: Configuragao espacial apés ¢t = 500 geragoes para £, = 0,04 (esquerda) e
ln, = 0,1 (direita), com seus respectivos histogramas do eixo x. Reiteramos que n = 0, 1,
M =160, R=0,1, ¢, =0,01 e pg =0, 3.

1 N
Q) = N;:%Qn(:cn). (3.1)
Calculemos também o desvio padrao associado a (Q)
1 Y 2
0o = | 5 2 |@nlen) — (@) (3.2)
n=0

Com isso, temos em mao um parametro de ordem para a identificagdo da transicao
de fase entre listras horizontais e verticais. Para distribui¢oes Q)(x) aproximadamente
constantes o valor de o, serd pequeno, ja que o desvio padrao mede, em esséncia, a
uniformidade de distribuicdo de um conjunto de dados. Ja nos casos em que tem-se uma
distribuigdo com picos e vales — como é o caso da distribuicao Q(z) para padroes de
listras verticais — o valor de o, aumenta. Observemos entao o desvio padrao médio em
funcao do passo dos individuos. A Figura 3.12 ilustra esse resultado.
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Figura 3.12: Desvio padrao médio em funcao do passo dos individuos. Cada ponto do
grafico é o desvio padrao médio calculado a partir de 100 simulagoes.

Primeiramente, observamos que o desvio padrao médio nao assume valores nulos
mesmo para valores de /£, que resultam em listras horizontais. Isto acontece pelos ruidos

observados na distribui¢do de Q(x), consequéncia do carater aleatério do nosso sistema.
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Para valores de £,, > 0,08 observamos que (0,,) apresenta um aumento, caracterizando
assim a transicao de fase de listras horizontais para padroes espaciais com simetria ver-
tical. E possivel notar ainda que no intervalo 0,05 < £,,, < 0,068 o desvio apresenta um
pequeno pico. Isto ocorre porque nessa regiao, os padroes de distribuicao espacial, em-
bora horizontalmente simétricos, apresentam pequenas regioes vazias em relagao ao eixo

x, gerando assim uma periodicidade que faz com que vejamos o pico mencionado.

3.4 Outros resultados

De forma analoga ao capitulo 2, estudaremos os efeitos provocados pela adicao de uma
segunda espécie no sistema. Para isso, consideramos duas espécies de iguais parametros e
regras de interacao. Diferentemente do segundo capitulo, aqui nao introduzimos nenhuma
outra restrigdo nas agoes de reproducao e a capacidade de carga do sistema é a mesma:
individuos em regides muito densas nao irao se reproduzir. Aqui, leva-se em conta a
densidade das duas espécies.

Por fim, consideraremos diferentes condig¢Oes iniciais e seus respectivos efeitos na dis-
tribuigao espacial final do sistema. A Figura 3.13 ilustra os resultados para sistemas com
diferentes abundancias iniciais das espécies. A saber, N1y = Ny = 500, N; = Ny = 5000 e,
por fim, N; = 2000 e N, = 1000.

Figura 3.13: Distribuicao espacial final dos individuos para diferentes condig¢oes iniciais.
Da esquerda para direita, Ny = Ny = 500, N; = Ny = 5000 e, por fim, N; = 2000 e
N; = 1000. Uma das espécies é representada pelas cores vermelha e azul. Em verde e
amarelo, temos a segunda espécie representada.

Percebemos, portanto, que sistemas de duas espécies comecando com poucos indivi-
duos resultam em multiplos clusters, com cada espécie preenchendo uma grande regiao
do espaco, visto que nessa situacao os individuos se reproduzem e se agregam, formando
inicialmente alguns clusters que se estendem por todo o sistema. Ao considerar condi¢oes
iniciais com grande quantidade de individuos, a forma com que sao formados os clusters
é diferente: nesse caso, como ha uma abundéncia excedente de individuos, os clusters sao
formados simultaneamente, e, por isso, nao ha nenhuma ordem na alocacao dos clusters.

Por fim, no caso em que as abundancias iniciais sao diferentes, podemos observar uma
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grande diferenga na quantidade final das espécies, consequéncia direta da abundancia

inicial dos individuos.
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Conclusoes e perspectivas

Nesse trabalho, estudamos a dinamica de crescimento populacional por meio de mo-
delos de interagoes estocasticas. Com uma condi¢ao de proximidade para reproducao dos
individuos, vimos que a populagao, inicialmente distribuida aleatoriamente, evolui para
configuragoes espaciais bem definidas. Consideramos primeiramente que a capacidade
de carga do nosso sistema depende apenas da abundancia total de individuos presen-
tes no ambiente. Nesse caso, observamos o aparecimento de clusters, que ao passar das
interagoes do sistema, esvaecem-se até permanecer apenas um unico conglomerado de
individuos. Evidencia-se, portanto, uma propensao dos individuos a concentrarem-se em
regioes de alta densidade populacional, onde as a¢oes de reproducao sao possiveis, fazendo
com que a espécie prospere naquela regiao. Ainda, destaca-se a competicao entre clusters,
pois a reproducao, além de depender da proximidade de individuos, também depende da
abundancia da espécie. Um individuo apenas se reproduzira se houver recursos para au-
mento da populagdo, e como a anélise é feita de forma global, a presenca de individuos
em determinado cluster pode prejudicar a reprodugao em outra regiao do sistema.

Vimos ainda o a evolucao temporal da espécie. Inicialmente a populacao diminui, ge-
rando poucas regioes de altas densidades. Ao passar das geragoes, essas regioes se tornam
mais densas devido as reprodugoes — que agora podem ocorrer, ja que a distancia minima
para tal acao é alcancada — aumentando novamente a densidade do sistema. Por fim,
chega-se na garantia de sobrevivéncia da espécie quando a densidade maxima do sistema é
atingida e a distancia minima entre os individuos é menor que o raio de reproducao. Nesse
ponto, o nimero de reproducoes ¢ igual ao nimero de mortes. No entanto, esse processo
ocorre dessa forma apenas com parametros que preservam a subsisténcia da espécie e, por
isso, discutimos quais os limites da biodiversidade que nosso modelo apresenta. De forma
geral, argumentamos que para a subsisténcia da espécie, é necessario que a distancia mi-
nima entre individuos seja pequena o suficiente para permitir as agoes de reprodugao,
seja com uma densidade inicial suficientemente grande, seja com um aumento no raio
de interacao. Ainda no que tange a imposicao de restrigdes globais na abundancia da
populacao, evidenciamos aspectos geométricos da populagao, como velocidade, tamanho
e densidade do cluster.

J& ao substituirmos a restricao global por uma restri¢ao local, a populacao de indivi-

duos passa a se organizar na forma de pequenos clusters que preenchem todo o ambiente.
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Apresentamos assim a importéncia que a localidade dos recursos gera na distribuicao es-
pacial da populagdo. Uma restri¢cao global pode significar, por exemplo, que os recursos
que ditam a capacidade de carga do sistema podem ser facilmente transportados para
qualquer parte da rede, porém, a quantidade total de insumos é limitada. Ja a imposi-
¢ao de uma restri¢ao local pode representar uma intransponibilidade de recursos, ou seja,
cada parte do ambiente tem sua capacidade de carga bem definida. Nessas condigoes,
a melhor forma da populacdo prosperar é por meio da formagao de pequenas subpopu-
lagoes por todo o sistema. Em tempo, analisamos a necessidade dessas formagoes para
a subsisténcia da espécie impondo um aumento na mobilidade dos individuos, de forma
que os padroes anteriormente observados nao surgissem mais. Conclui-se entao que, de
fato, a mobilidade da populacdo desempenha um papel fundamental na manutencao da
sobrevivéncia da espécie. Entretanto, foi possivel observar que mesmo na auséncia dos
padrdes de cluster a espécie pode subsistir, desde que a mobilidade dos individuos seja
alta o suficiente para que toda a populagao permaneca distribuida de forma aleatoria,
ocupando todo o ambiente.

Estudamos também o impacto de um movimento coletivo de grupo no nosso modelo
com restricao local. Notamos primeiramente que o padrao de distribuicdo espacial da
populacao é diferente. Por causa do fluxo de individuos que se movem para uma direcao
especifica, o padrao de multiplos clusters com simetria de rotacao hexagonal é substituido
por listras. Essas listras sao simétricas a dire¢cao do movimento preferencial dos individuos,
para populagdes que se movem até um valor limite /,,. Quando esse valor é excedido,
vemos entao uma transicao de fase na direcao das listras, que passam a ser perpendiculares
ao movimento dos individuos. Argumentamos e discutimos também que populagoes com
individuos que se movem preferencialmente em uma direcdo possuem maior chance de
subsisténcia, mesmo quando a intensidade do movimento é grande. Isso acontece pelo
fato de que quando existe um movimento coletivo de grupo, os individuos tem maior
chance de se locomover em direcao a regioes com grande concentragao populacional, de
forma que as agoes de reproducao podem ocorrer. Ainda, gostariamos de mencionar que
o movimento coletivo de grupo nao precisa necessariamente ser dado por uma condicao
natural do sistema. Poderia ser, por exemplo, por meio de uma intervencao humana, assim
sendo possivel projetar e controlar os padroes emergentes decorrentes de tal movimento.
Tais esforcos ja foram implementados, por exemplo, no estudo de micro habitats por meio
de estruturas projetadas [32], bem como o estudo de padroes emergentes em comunidades
de interagdo microbianas por meio do transporte de calor em fluidos [33].

De forma geral, concluimos que o estudo de crescimento populacional por meio do
emprego de varidveis aleatérias se mostrou de grande interesse cientifico, visto a grande
gama de possibilidades que podemos explorar, em questoes de modelos, parametros e
variaveis de sistemas. Por fim, destacamos a publicacao de parte dos resultados expostos

aqui [34,35]. Esperamos futuramente poder contribuir ainda mais com temas relacionados,
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propondo e discutindo novos modelos que visam elucidar interagoes e comportamentos

caracteristicos observados na natureza.
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Apéndice A

Cdédigos computacionais para
implementacao dos modelos

estudados

Segue abaixo os dois c6digos base que simulam os modelos apresentados. Todos os
codigos utilizados foram implementados na linguagem C [36]. Observe que para executar

as simulagoes aqui expostas é necessario a existéncia da pasta
dat/p/

para armazenamento dos dados gerados. Comecemos pelo cdédigo que implementa o mo-

delo com restricao global.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <time.h>
#include <math.h>

#include <gsl/gsl rng.h>

#define N 1000
#define L 1.0
#define v 0.01
#define NS 2
#define NG 1000
#define pd 0.30
#define pr 0.70

struct DATA {

int S;
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18

19

20

21
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24
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26
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29
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31

32

33

34
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36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

50

51

52

53

54

55

double x;
double vy;
}s;

void ic(const gsl_rng *w, struct DATA *p);
void op(int t, struct DATA *p);

void m(const gsl_rng *w, int n, struct DATA *p);

int main(int argc, char **argv){
int i, j, n, o, t;
int n_m= O;
int n_f= 0;
double d, dx, dy, vx, vy, th;
double act;
struct DATA *p;
FILE x*file;

p= (struct DATA *) calloc(N, sizeof (struct DATA));

gsl rng default_seed= (argc == 2) 7 atoi(argv[1]) : time(NULL);
gsl rng *w= gsl rng alloc(gsl_rng taus);

ic(w, p);
for(i= 0; i< N; i++){
if(plil.s == 1){
n_mt+;
}elsed{

n_f++;

}
op(0, p);
for(t= 1; t<= NG; t++){
for(i= 0; i< N; i++){
n= gsl rng uniform(w)*N;
if(p[n].s !'= 0){
m(w, n, p);
act= gsl rng uniform(w);
if(act < pr){

o= 0;
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56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

7

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

d= L;
for(j= 0; j< N;

j++){

if(p[jl.s !'= plnl.s && pl[jl.s !'= 0){
dx= fabs(p[j].x-pln].x);
if(dx > 0.5#L){ dx-=L; }
dy= fabs(p[jl.y-plnl.y);
if(dy > 0.5%L){ dy-=L; }
if (sqrt (dx*dx+dy*dy) < d){
d= sqrt(dx*dx+dy*dy) ;

o= j;

by

by
if(d < v){

for(j= 0; j< N; j++){
if(pl[jl.s == 0){

pljl.s= (2.0*gsl_rng uniform(w)+1.0);

if(pljl.s
n_m++;

Yelse{
n_f++;

¥

th= 2.0%M_

if(plo] .s
pljl.x=
if (plj]
if (plj]
pljl.y=
if (plj]
if (plj]

}else{
pljl.x=
if (plj]
if (plj]
plil.y=
if(pljl
if (plj]

j= N

== 1){

== 2){

plo] .x + v*cos(th);
.x > L ){pljl.x—=L;?}
.x < 0.0){p[j].x+= L;%}
plol.y + v*sin(th);
.y > L ){pljl.y—=L;}
.y < 0.0){pljl.y+= L;2}

pln].x + v*cos(th);
.x > L ){pljl.x-=L;}
.x < 0.0){pl[j].x+= L;%}
pln].y + v*sin(th);
.y > L ){pljl.y—=L;2
.y < 0.04{pljl.y+= L;}
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95 }

96 }

97 }

08 }elsed{

99 if(p[n].s == 1){

100 n_m--;

101 }elseq{

102 n_f--;

103 }

104 pln].s= 0;

105 }

106 }

107 }

108 op(t, p);

109 file= fopen('"dat/dst.dat", "a");
110 fprintf(file, "%d %d\n", n_m, n_f);
111 fclose(file);

112 }

113 gsl_rng free(w);

114 free (p) N
115 return O;
116 }

117

us  void ic(const gsl_rng *w, struct DATA x*p){

119 int 1i;

120

121 for(i= 0; i< N; i++){

122 pli].s= gsl_rng uniform(w)*NS+1.0;
123 pli] .x= gsl_rng uniform(w)*L;

124 pli]l.y= gsl_rng uniform(w)*L;

125 }

126}

127
128 void op(int t, struct DATA x*p){
29 int i, j;

130 char name[100];

131 FILE xfile;

132

133 sprintf (name, "dat/p/p-%d-%d.dat", 1, t);
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135

136

137

138

139
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141
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143

144

145

146

147

148

149

150

151

152

153

154

157

158

159

160

161

162

163

164

165

166

167

file= fopen(name, "uw");

for(i= 0; i< N; i++){

if(pli].s == 1){

fprintf(file, "%e %e\n", plil.x, plil.y);

}
fclose(file);

sprintf (name, "dat/p/p-%d-%d.dat", 2, t);
file= fopen(name, "uw");

for(i= 0; i< N; i++){

if (plil.s == 2){

fprintf(file, "%e %e\n", plil.x, plil.y);

}
fclose(file);

double th;

void m(const gsl_rng *w, int n, struct DATA *p){

th= 2.0%M_PI*(gsl _rng uniform(w)-0.5);

pln] .x+= v*cos(th);

if(plnl.x > L){
pln].x-= L;

}

if(p[n].x < 0.0){
pln] .x+= L;

}

pln] .y+= v*sin(th);

if(pln]l.y > L){
plnl.y-= L;

}

if(pln].y < 0.0){
pln].y+= L;

O codigo abaixo implementa o modelo com restri¢ao local na quantidade de individuos.

#include <stdio.h>
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11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

#include <stdlib.h>
#include <time.h>
#include <math.h>

#include <gsl/gsl _rng.h>

#define L 1.0
#define v 0.01
#define 1 m 0.01
#define N 10000
#define NS 2
#define NG 500
#define pd 0.30
#define pr 0.70

struct DATA {
int S;
double x;

double y;
¥

void ic(const gsl rng *w, struct DATA *p);
void m(const gsl_rng *w, int n, struct DATA *p);

void op(int t, struct DATA *p);

int main(int argc, char **argv){
int i, j, n, o, t, qgnt;
int n_m= O;
int n_f= 0;
int n_e= 0;
double d, dx, dy, vx, vy, th;
double act;
struct DATA *p;
char name[100];
FILE *file;

p= (struct DATA *) calloc(N, sizeof (struct DATA));

gsl rng default_seed= (argc == 2) 7 atoi(argv[1]) : time(NULL);
gsl rng *w= gsl rng alloc(gsl_rng taus);
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41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

7

78

79

ic(w, p);
for(i= 0; i< N; i++){

if (plil.s == 1){
n_m++;
i
if (plil.s == 2){
n_f++;
i
by
op(0, p);

sprintf (name, "dat/dst.dat");

file= fopen(name, "a");

fprintf (file, "Jd %d\n", n_m, n_f);
fclose(file);

for(t= 1; t<= NG; t++){
for(i= 0; i< N; i++){
if(n e !'= N{
do{
n= gsl rng uniform(w)*N;
}while(p[n].s == 0);
n(w, n, p);
act= gsl _rng uniform(w);
if(act < pr){
o= 0;
d= L;
gnt= 0;
for(j= 0; j< N; j+H){
if(n !'= j && pl[jl.s !'= 0){
dx= fabs(p[jl.x-pln].x);
if(dx > 0.5%L){ dx-=L; }
dy= fabs(p[jl.y-plnl.y);
if(dy > 0.5%L){ dy-=L; }
if (sqrt (dx*dx+dy*dy) < 0.1){
qnt++;
}
if (sqrt (dx*dx+dy*dy) < d){
if(pljl.s '= plnl.s){
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80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

110

111

112

113

114

115

116

117

118

d= sqrt(dx*dx+dy*dy) ;
o= j;

3

}
if(d < v && qnt < 160){
for(j= 0; j< N; j++){
if(pljl.s == 0){
n_e--;
pljl.s= (2.0%gsl_rng uniform(w)+1.0);
if(pljl.s == 1){
n_m++;
}else{
n_f++;
}
th= 2.0%M_PI*(gsl _rng uniform(w)-0.5);
if(plo].s == 2){
pljl.x= plo]l .x + v*cos(th);
if(pljl.x > L ){p[jl.x-=L;}
if(pljl.x < 0.0){p[j].x+= L;}
pljl.y= plol.y + v*sin(th);
if(pljl.y > L ){pljl.y—= L;}
if (p[jl.y < 0.0){p[jl.y+= L;}
}elsed{
pljl.x= pln].x + v*cos(th);
if(pljl.x > L ){p[jl.x-=L;}
if(p[j).x < 0.0){p[jl.x+= L;}
pljl.y= plnl.y + v*sin(th);
if(pljl.y > L ){pl[jl.y—=L;%
if(pljl.y < 0.0){p[j].y+= L;%

j= N

+
Yelseq

if(p[n].s == 1){

n_m-—;
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119 Yelse{

120 n f--;

121 }

122 n_e++;

123 pln].s= 0;

124 }

125 }

126 }

127 sprintf (name, "dat/dst.dat");
128 file= fopen(name, "a");

129 fprintf (file, "%d %d\n", n_m, n_f);
130 fclose(file);

131 op(t, p);

132 }

133 gsl_rng free(w);

134 free (p) N
135 return O;
136 }

137

138 void ic(const gsl_rng *w, struct DATA x*p){

139 int 1i;

140

141 for(i= 0; i< N; i++){

142 pli]l.s= gsl_rng uniform(w)*NS+1.0;
143 pli] .x= gsl_rng uniform(w)*L;

144 plil.y= gsl_rng uniform(w)*L;

145 }

46}

147
us  void m(const gsl rng *w, int n, struct DATA *p){
149 double th;

150

151 th= 2.0%M_PI*(gsl_rng uniform(w)-0.5);

152 pln].x+= 1 m*cos(th);

153 if(pn].x > L D{pln].x-=L;}

154 if(p[n].x < 0.0){p[n].x+=L;}

155 pln].y+= 1 _m*xsin(th);

156 if(pn]l.y > L D{plnl.y-=1L;}

157 if(p[n].y < 0.0){p[n].y+= L;}
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178

void op(int t, struct DATA *p){

int 1i;
char name[100];
FILE xfile;

sprintf (name, "dat/p/p-%d-%d.dat", 1, t);

file= fopen(name, "w");
for(i= 0; i< N; i++){
if(plil.s == 1){

fprintf(file, "%e %e\n", pl[il.x, plil

}
fclose(file);

sprintf (name, "dat/p/p-%d-%d.dat", 2, t);

file= fopen(name, "uw");
for(i= 0; i< N; i++){
if(plil.s == 2){

fprintf(file, "Je Je\n", plil.x, plil

}
fclose(file);
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