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Resumo

Embora existam estudos sobre sistemas envolvendo o fendmeno da difusao que ocorre
em meios lamelares ou modulados, o estudo destes sistemas, quando também os con-
sideramos confinados e com a coexisténcia do fendmeno da adsor¢ao nestas superficies
limitantes, ainda nao foram amplamente investigados. Esse caso é aplicavel experimen-
talmente de diversas maneiras, como é o caso da difusao de particulas que ocorre em
displays. Quando levamos em conta que o material em que estas particulas estao se di-
fundindo é um cristal liquido esmético ou nematico quiral, entdo temos um meio que
possui um tipo de modulacao que pode influenciar o processo difusivo. Por estes sistemas
serem frequentemente estudados na interface cristal liquido-solido, a presenca do feno-
meno da adsorcao também deve ser levada em conta. Impurezas idnicas ou particulas
neutras podem se difundir e estarem sujeitas a adsor¢ao-dessorcao, gerando alguns efeitos
de superficie, como a alteracao da energia de ancoramento e da direcao do eixo-facil das
moléculas de cristal liquido nas superficies; dai a importancia de se estudar a difusao em
conjunto com adsor¢ao-dessorcao. Nesse contexto, estudamos o fenomeno da difusao de
particulas neutras através de um meio contendo um liquido isotrépico e modulado espa-
cialmente. Simultaneamente, o liquido é confinado e limitado por duas superficies, nas
quais o processo de adsorcao-dessor¢ao pode ocorrer e, além disso, um efeito memoria,
associado a este processo, também foi considerado. Entao, o coeficiente de difusao varia
periodicamente no espago, sendo possivel mostrar como este meio modulado afeta as dis-
tribui¢oes para as densidades volumétrica e superficial de particulas ao modificarmos os
parametros que controlam a modulacao. Os regimes difusivos também foram estudados,
a fim de investigar como a variagao da modulagao, neste sistema confinado, afeta o des-
vio quadratico médio em fun¢do do tempo, tornando o regime superdifusivo, normal ou
subdifusivo.

Palavras chave: Difusao, Meio modulado, Adsor¢ao-dessor¢ao, Cristais liquidos.
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Abstract

Although there are studies on systems involving the phenomenon of diffusion that
occurs in lamellar or modulated media, the study of these systems, when we also consi-
der them confined and with the coexistence the adsorption phenomenon on these limiting
substrates, has not yet been widely investigated. This case is applicable experimentally in
several ways, such as the diffusion of particles that occurs in displays. When we take into
account that the material in which these particles are diffusing is an smectic or cholesteric
liquid crystal, then we have a medium that has a type of modulation that can influence the
diffusive process. Because these systems are frequently studied at the liquid crystal-solid
interface, the presence of the adsorption phenomenon must also be taken into account.
Ionic impurities or neutral particles can diffuse and be subject to adsorption-desorption,
generating some surface effects such as the alteration of the anchoring energy and easy
axis direction of the liquid crystal molecules on the substrates; hence the importance
of studying the diffusion in conjunction with adsorption-desorption. In this context, we
study diffusing neutral particles in a confined isotropic liquid whose diffusion coefficient
periodically varies across the sample. Simultaneously, the liquid is confined and limited
by two surfaces, on which the adsorption-desorption process can occur and, moreover,
a memory effect, associated with this process, was also considered. Then, it was pos-
sible to show how this modulation affects bulk and surface distributions by modifying
the parameters that control the modulation. The diffusing regimes were also studied in
order to investigate how the modulation, in this confined system, affects the mean square
displacement over time, making the regime superdiffusive, normal or subdifusive.

Keywords: Diffusion, Adsorption-desorption, Modulated medium, Liquid crystals.
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Introducao

Processos difusivos estdao presentes em diversos sistemas fisicos de interesse, como
difusdo de fons e moléculas em membranas celulares [3], difusdo de fons em meios porosos
[4], transporte i6nico anisotrépico [5] e difusdo em interface [6]. O processo de difuséo
fornece informacoes sobre o material se difundindo e, também, sobre o meio onde ocorre
a difusdo. Por esse motivo, este processo tem sido usado para caracterizar morfologia [7],
aglomeracao molecular [8], propriedades dielétricas [9], entre outros.

O estudo tedrico deste fendmeno envolve a resolugao da equagao da difusao especifica
para o problema em questao. No caso de uma difusdo de particulas neutras diluidas em
um liquido isotréopico, uma abordagem continua provinda da lei de Fick em conjunto com
a equacao da continuidade pode ser utilizada. A combinagao destas duas equagoes geram
a equagao da difusdo normal, com um coeficiente difusivo constante [10,11]. Por outro
lado, algumas modificagoes podem ser implementadas na equagao da difusdo a fim de
englobar outros sistemas que nao necessariamente apresentam uma difusao normal, como
no caso dos sistemas que apresentam difusdo anémala [12,13]. Uma abordagem para este
segundo tipo pode ser realizada através de generalizagoes da equacao da difusao ordinaria,
como implementando uma dependéncia temporal ou espacial nos coeficientes da equacao,
pela introdugdo de nao-linearidades ou a combinagao destes fatores [14].

Quando temos um processo difusivo que ocorre em materiais que se organizam em
camadas, por exemplo, o coeficiente de difusdo pode ser modificado de modo a tornar-se
uma funcao que depende do espaco, isto é, um coeficiente que ira variar periodicamente
no espaco e nas dire¢oes de interesse. Esta situacdo pode ser uma boa abordagem tedrica
para sistemas compostos por cristais liquidos, como na autodifusdo em fases liquido-
cristalinas nemadticas e esméticas [15], difusdo em filmes esméticos [16,17] e difusdo de
virus e particulas ativas através das camadas esméticas [18,19]. Ha também a difuséo
em sistemas liquido-cristalinos denominados nemaéticos quirais [20], que apresentam uma
organizacao na forma helicoidal, cujo arranjo molecular se repete a cada comprimento
medido paralelo a hélice, chamado passo. Neste tltimo caso, a difusao regulada pela luz
pode ser usada, por exemplo, para controlar o passo da hélice [21], controlar a difusdo
molecular [22], entre outras aplicagoes épticas e fotonicas [23,24]. Além disso, a difusao de
dopantes quirais tem sido estudada em conjunto com transporte e aplicacoes tecnoldgicas
[25], para diferenciar quiralidade [26] e para detecgao éptica de vapor organico [27].

Frequentemente estudados como sistemas confinados, o fendmeno da difusao, entéo,
pode ser investigado em conexao com fenémenos de superficie. Quando o sistema é con-
finado, isto é, composto por superficies que o limitam, alguns fendmenos podem estar
presentes, como é o caso da adsorcao, em que ocorre uma adesao das particulas na su-
perficie sélida [1]. Quando a matéria se difunde e alcanca as paredes, alguns efeitos de
superficie podem ocorrer, como quando temos a presenca de impurezas idnicas em amos-
tras de cristal liquido, sendo adsorvidas pelas paredes e gerando mudangas na orientagao
molecular superficial [28,29]. H4 também a adsor¢do de corantes, inseridos na amostra



com o objetivo de melhorar as propriedades éticas do cristal liquido [1,30] e, consequen-
temente, do display.

Numa abordagem tedrica, a investigacao do comportamento das particulas na superfi-
cie pode ocorrer pela consideragao de uma equacao de balango, como é o caso da equacao
provinda da isoterma de Langmuir, uma equacao de velocidades que indicara a forma
como a superficie efetivamente adsorverd as particulas [1,2,31]. Esta equacdo leva em
conta o tipo de adsor¢do presente nas superficies, ou seja, se ha adsorcao quimica, ad-
sor¢ao fisica ou se ambas estdo presentes. Uma aproximacao que estd mais de acordo
com os dados experimentais considera uma equacao cinética que leva em conta ambos os
processos de adsorcao [32,33]. Desta forma, é definido que na interface liquido-sélido as
particulas podem aderir quimicamente - realizando uma ligagdo quimica com a superficie
- ou fisicamente - ligando-se a superficie por forcas do tipo Van der Waals, nao perdendo
sua natureza quimica e podendo retornar ao volume - e, neste segundo caso, ¢ necessario
considerar um tipo de efeito memoria no movimento das particulas proximas a superfi-
cie. Este efeito memoria caracteriza os repetitivos processos de adsorgao-dessor¢ao que a
particula pode sofrer, até que o estado de equilibrio seja alcangado [34].

Além das curvas para a densidade de particulas volumétrica e superficial para inter-
pretar o comportamento gerado por este sistema, decorrentes da resolucao da equacao da
difusdo e da equacao cinética nas superficies, uma medida dinamica que traz informacoes
sobre como o espalhamento das particulas ocorre é o deslocamento quadratico médio, ou
variancia. Na descricdo do comportamento anémalo, o crescimento da variancia pode
ser do tipo lei de poténcia, onde podemos tirar informacoes sobre como as particulas se
espalham no volume. A classificagdo do tipo de difusao irda depender do comportamento
da curva do deslocamento quadratico médio em relacao ao tempo. Para uma dependéncia
linear com o tempo, a difusao é considerada normal. Por outro lado, se o comportamento
da curva nao é linear, o regime ou ¢é considerado subdifusivo e mais lento que o normal,
como regimes que ocorrem em sistemas confinados [35], ou considerado superdifusivo,
com a difusdo sendo mais rapida que a normal, caracteristica de sistemas onde ocorrem
processos de transporte celular ativo [36].

Logo, uma difusao que ocorre através de um meio modulado, como no caso dos cristais
liquidos esméticos, colestéricos, nematicos twist-bend e sistemas lamelares em geral, pode
ser estudada teoricamente através da imposicao de um coeficiente difusivo peridédico no
espaco, como tem sido realizada em estudos envolvendo a dindmica de uma particula que
se difunde em uma via bidimensional [37]. Esta periodicidade é representada por uma
funcao que descreve uma oscilagao repetitiva, em conjunto com uma amplitude e um
numero de onda que podem variar no espaco. Desta maneira, a influéncia da modulacao,
pela alteragdo destes parametros, pode ser melhor investigada. Em conjunto com esta
equacao modificada no volume, temos superficies limitantes que alteram a dinamica do
sistema, como quando ocorre adsorcao. Entao, é necessario considerar outra equacao a
ser resolvida nas superficies. Estes dois conjuntos de equagoes podem ser resolvidos por
meio de métodos numéricos e nos retornam o comportamento da densidade de particulas
ao longo do volume, em um certo tempo, e da densidade superficial de particulas ao longo
do tempo.

Para que o espalhamento inicial destas particulas seja estudado, é possivel considerar
uma adicao pontual de particulas em uma posicao especifica do volume, como no centro da
amostra. Isto nos permite entender como as particulas irao se difundir, nestes momentos
iniciais, através do meio modulado e como serd o comportamento do espalhamento quando
temos difusao em conjunto com adsor¢ao. Isto é estudado pela analise do deslocamento



quadratico médio em fun¢ao do tempo, neste intervalo de tempo inicial de espalhamento,
nos retornando o tipo de regime difusivo. Estes regimes difusivos podem ser diferentes de
acordo com o conjunto de pardmetros escolhido e, assim, é possivel inferir sobre como a
imposicao de um meio modulado afeta o espalhamento inicial das particulas.

Apesar de todos os estudos envolvendo estruturas em camadas ou moduladas, a di-
fusdo em conjunto com o processo de adsorcao-dessorcao ainda nao foi extensivamente
pesquisada. A maioria dos estudos envolvendo a alteracao do coeficiente de difusao pe-
riodicamente parecem ser realizados em sistemas que ndo sdo limitados [38-40]. E im-
portante enfatizar que, na maioria dos dispositivos possiveis, os cristais liquidos podem
ser usados e em conjunto com substratos que os limitam, o que muitas vezes resulta na
adsorcao das substancias que sofrem difusdo [31] e, com isso, uma mudanca relevante em
seu comportamento difusivo [41].

Com base nessas consideragoes, este trabalho tem como objetivos modelar fené6menos
de difusdo, adsorcao e dessor¢do em sistemas confinados e preenchidos por um liquido
modulado de modo a simular as periodicidades naturais que ocorrem em alguns tipos de
cristais liquidos, como os esméticos e colestéricos e, também, possibilitar a extensao do
modelo para meios lamelares em geral. Além disso, pretende-se investigar como o espa-
lhamento inicial das particulas ocorre em um meio confinado que varia periodicamente,
limitado por superficies adsorventes. A andlise de como a modulagao afeta a difusao
em conjunto com adsorcao-dessorcao ¢ realizada por meio do estudo das curvas de dis-
tribuicao e adsorcao e a analise de como a modulacao afeta o espalhamento inicial das
particulas é feita investigando os regimes difusivos resultantes ao alterarmos os parametros
que controlam a modulacao.

Com isto, este trabalho estd organizado da seguinte forma: o Capitulo 1 ¢ destinado
ao aporte tedrico, base de todo o restante do trabalho. Para isto, é apresentado o feno-
meno da adsor¢ao-dessorcao, abrangendo a adsor¢ao quimica e adsorc¢ao fisica. Também,
sao apresentados os conceitos da dinamica que serao utilizados nos capitulos posteriores,
abrangendo a conservacao e continuidade de um sistema fisico, o fendmeno da difusao
e a ligacdo com os regimes difusivos, a equacao cinética que ird reger a dindmica nas
superficies e a descri¢do do efeito memoria, levado em conta na equacao cinética superfi-
cial. Em seguida, um modelo para o caso de uma difusao de particulas neutras, através
de um liquido isotrépico e em um meio limitado por duas superficies é apresentado no
Capitulo 2, considerando, primeiramente, um meio nao modulado. As soluc¢oes analiti-
cas deste modelo, levando em conta dois tipos de expressao para caracterizar adsor¢ao
quimica e fisica, respectivamente, sao exibidas. No Capitulo 3, é apresentado o modelo
proposto, agora para uma difusao de particulas neutras em um liquido isotrépico, mas
modulado espacialmente através de um coeficiente de difusao periédico no espago. Para a
analise dos resultados, é apresentada a formulacao numérica em que se baseou a resolucao
das equagoes provenientes deste novo modelo. A descricao numérica também abrangeu o
calculo necessario para analisar a dependéncia do deslocamento quadratico médio com o
tempo e, consequentemente, os regimes difusivos resultantes. No ultimo capitulo, Capi-
tulo 4, é apresentada a analise dos resultados oriundos do modelo proposto no Capitulo
3 e a interpretacao destes resultados de acordo com a variagao dos parametros fisicos do
sistema. Também, o deslocamento quadratico médio é estudado, a fim de determinar os
regimes difusivos presentes no sistema. Por fim, na iltima parte apresentamos a conclusao
e consideragoes finais.



Capitulo 1

Formulacao Teérica

A primeira parte deste capitulo ird descrever o fenémeno de superficie estudado ao
longo de todo este trabalho: a adsor¢do. Uma andalise dos tipos de adsorc¢ao, forcas
envolvidas nos processos e a defini¢do do sistema que sera estudado é realizada. A segunda
parte apresenta a descricdo do fendmeno de transporte que ocorrera simultaneamente ao
processo anterior: a difusao. Para isto, a equacao que rege a difusao ¢é exibida, bem como
os possiveis regimes difusivos presentes neste fenomeno. Ademais, levando em conta um
processo difusivo em que a adsor¢ao esta presente, o estudo da cinética das superficies é
realizado por meio da isoterma de adsorcao e da equagao cinética que as superficies irdo
obedecer. Por fim, uma generalizacao da equacao cinética das superficies é feita, levando
em conta um possivel efeito memoria no processo de adsorcao.

1.1 Fen6émeno da Adsorcao-dessorcao

A observacao e descricao de sistemas compostos por fluidos em contato com interfaces
que sao capazes de adsorver a(s) substancia(s) presente(s) no fluido sado de grande impor-
tancia, devido ao grau de aplicagoes que estes permitem, como a remoc¢ao de poluentes
encontrados em residuos liquidos e gasosos e processos de separagao e purificacao [42-46].

Em cristais liquidos, mais precisamente quando estiverem em meios limitantes, o en-
tendimento das propriedades e fendmenos de superficies, como ancoramento, energias de
superficie ou processos de adsor¢ao-dessor¢ao permite uma otimizacao do sistema e suas
aplicagoes, uma vez que a orientagao molecular, desde as superficies até o bulk, pode
alterar-se devido a adsor¢ao de certas substancias presentes no sistema. Destaca-se a in-
vestigacao do fendomeno da adsorcao de particulas neutras, como no caso de corantes em
meios liquido-cristalinos. Neste sistema, as particulas de corante podem ser responsaveis
por uma mudanca do eixo-facil na superficie da amostra por efeito de uma mudanca do
torque 6tico quando todo o sistema recebe luz. Como consequéncia, a energia de anco-
ramento é modificada e ocorre uma alteracao na orientagao do cristal liquido, desde as
superficies até o bulk [33]. Como exemplos, temos o caso de sistemas formados por coran-
tes azobenzeno. Nesta situagao, a amostra, que inicialmente é formada por moléculas com
isomerizacao do tipo trans, sofre uma alteragdo apods a incidéncia de luz, favorecendo a
mudanca para isomerizacao do tipo cis e, consequentemente, a mudancga no alinhamento
superficial, de homeotrépico para planar [1]. Outro sistema importante é a adsorgao sele-
tiva de ions, que ocorre quando a amostra contém impurezas ionicas. Este tipo de adsor¢ao
¢é responsavel pela criacao de um campo elétrico, com gradiente intenso nas vizinhancas
da superficie e que é responsavel pela mudanga da orientacao molecular [29].



A adsorcao, de modo geral, é definida pela adesdao! de particulas presentes em um
fluido nos sitios de adsor¢ao de uma superficie sélida, denominados adsorvato e adsorvente,
respectivamente. Este fendmeno esta relacionado com a interacao das forcas interatomicas
entre as particulas do fluido e as particulas da superficie [1]. Na figura abaixo, uma
ilustracao deste fendomeno é mostrada:
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Figura 1.1: Representagao ilustrativa da adsorcao, fenémeno onde as particulas aderem
apenas na superficie do sélido, em contraposicdo com a absor¢ao, onde as particulas
podem se encaminhar para o interior do sélido, penetrando em seu volume [1].

O processo pode ser discutido por meio da analise da energia envolvida na colisao da
particula com a superficie, uma vez que é necessario que a particula perca energia para
que seja adsorvida, sendo esta energia dissipada em outro tipo. Quatro espécies de colisao,
que as particulas que irdo atingir a superficie podem sofrer, sao listadas aqui [33]:

o A particula colide com a superficie e ndo perde energia translacional, isto é, ocorre
uma colisdo elastica e a energia cinética nao é transformada em outro tipo, mas a
particula ainda pode voltar a colidir com a superficie diversas vezes;

o A particula atinge a superficie e permanece em um estado fracamente ligado a ela.
Porém, a agitacao térmica dos atomos presentes na superficie causam a dessor¢ao
dessa particula, ou seja, ela volta para o volume, podendo também retornar a su-
perficie;

o A particula colide com a superficie e tem suficiente perda de energia para permanecer
nela durante um certo intervalo de tempo, sendo dessorvida apés este intervalo e
também podendo ser adsorvida novamente.

o A particula atinge a superficie e permanece quimicamente ligada a ela, sem voltar
ao volume.

Neste trabalho, o interesse é voltado para o fendomeno de adsorcao presente na interface
contendo um liquido isotropico e superficies limitantes na fase solida. As propriedades
desta interface serao afetadas por fatores quimicos ou fisicos, pela ocorréncia deste feno-
meno em consequéncia das restrigoes impostas pelas superficies. O trabalho agora ird
centrar-se em entender a natureza das forgas envolvidas e responsaveis pela adsorc¢ao, isto
é, as forgas interatomicas presentes no processo, além da definicdo das energias envolvidas
e as disparidades que caracterizam qual o tipo de adsorcao: adsorcao fisica ou adsorcao
quimica.

1 Aqui o termo adesdo é usado no sentido do ato ou efeito de aderir. Neste caso, tendo como causa as
forgas quimicas ou fisicas entre superficies de corpos distintos.



1.1.1 Adsorcgao Fisica

No processo de adsorgao fisica (fisissor¢ao), as forcas envolvidas entre as moléculas
presentes no meio e a superficie sao do tipo Van der Waals, como a forca entre dois
dipolos instantaneamente induzidos. A substancia que sofre difusao ira se aproximar da
superficie e encontrar um poco de potencial. Como exemplo, se encontrar uma molécula
na superficie, devido aos deslocamentos das nuvens eletronicas dos atomos, uma forca
intermolecular de atracao ira surgir. A forca é caracterizada como fraca e ocorre apenas
quando as moléculas estao muito préximas umas das outras, podendo ocorrer em toda
a superficie do adsorvente, sendo nao localizada. Com isso, a natureza quimica dos
compostos presentes no processo é mantida [2,47].

Desta forma, a energia de adsorcao pode ser relacionada com a energia envolvida no
processo de fisissor¢ao, pois adsor¢ao exige que a molécula perca uma certa quantidade de
energia durante a colisdo com a superficie para que consiga manter-se ligada a ela. Neste
tipo de adsor¢ao, se a molécula ainda tiver energia suficiente para romper a ligacao com
a superficie, podera retornar ao meio, ou seja, ser dessorvida e o processo pode ser entao
reversivel.

Os processos descritos, assim como as trés primeiras colisoes exemplificadas acima
poderao carregar um efeito memoria, em que o estado atual da molécula é influenciado
pelo seu estado passado, caracterizando um processo nao-markoviano. Isto porqué o
movimento de ser adsorvida e dessorvida envolve perda de energia que, por sua vez, tem
influéncia no estado futuro da molécula, ja que o tanto de energia que ela tem no estado
atual definira se sera adsorvida novamente ou nao, num estado futuro. Nestes casos, este
efeito tem que ser levado em conta nas equagoes que irdo reger o sistema fisico [1,34].

1.1.2 Adsorcao Quimica

Uma substéncia é considerada quimicamente adsorvida (quimissorgao) quando a ener-
gia de adsor¢ao é maior do que a requerida para o processo de adsorgao fisica® [32]. Para
que a molécula seja quimicamente adsorvida, é necessario que, ao aderir-se com a superfi-
cie, ocorra uma ligagao quimica entre o adsorvente e o adsorvato, na qual envolve a troca
ou partilha de elétrons entre as moléculas do adsorvato e a superficie do adsorvente, re-
sultando em uma reagao quimica que sé ocorre nos sitios ativos da superficie, sendo assim
localizada. As moléculas adsorvidas quimicamente serdo dispostas de forma que o maior
ntmero de dtomos da superficie esteja em contato com a molécula. Sob estas defini¢oes,
o processo se restringe a formacao de uma monocamada. O resultado desta interagao
quimica com a superficie forma um outro tipo de composto ou complexo de adsor¢ao. Na
maioria dos casos, a molécula nao conseguira sofrer dessorgao [2].

Os processos de adsor¢ao quimica ou fisica sao dificeis de ser distinguidos, pois ambos
nao sao completamente independentes e muitas vezes podem ser descritos em termos dos
principios de adsor¢ao fisica [31]. Além disso, é possivel interpretar que uma molécula é
primeiro adsorvida fisicamente e, apos um periodo de tempo, este estado é convertido para
uma adsor¢ao quimica. Isto porqué mesmo que a molécula seja quimicamente adsorvida,
ela precisa ser atraida para a superficie. Entao, uma vez que a molécula chega a superficie
e cai num pogo de potencial (adsorcao fisica), é possivel que essa atragao exista devido
a uma irregularidade na superficie ou porqué existe uma outra molécula que queira fazer

2Tipicamente, a energia para a fisissor¢do ¢ menos de 10 kcal/mol. J4 para a quimissor¢io, a energia
¢é acima de 20 kcal/mol [2].



uma ligacdo quimica. Portanto, a molécula, mesmo que seja adsorvida quimicamente,
antes é adsorvida fisicamente, uma vez que o processo de ir ao encontro da superficie é
de natureza fisica. Em seguida, pode ocorrer uma adsorc¢ao fisica pura, onde a molécula
fica presa a um poco de potencial ou pode ocorrer uma ligacao quimica, ocorrendo entao
uma quimissorgao.

Com isso, a escala de tempo em que ambos os processos ocorrem ¢é o que principalmente
ird distinguir o que esta ocorrendo nas superficies [32].

1.2 Conceitos da Dinamica

1.2.1 Conservacao e Continuidade

Um sistema onde nao ha perda e nem ganho em relacdo ao nimero de particulas,
por exemplo, deverda obedecer a uma equagao da continuidade. Meios continuos irao
seguir uma regra fixa, sendo que o estado do sistema dinamico irda evoluir ao longo do
espaco continuamente [48]. Sob estas consideragoes, definindo p(7,t) como a densidade
de particulas em torno do ponto r, num tempo t, contido em um volume 7 e delimitado
por uma superficie fechada de area S, temos que

N = / o7, )dr,

definido como o total do niimero de particulas contido neste volume e neste instante de
tempo. A variacdo no tempo desta quantidade é dada por

dN [ Op(7,t)

Como o sistema é conservativo em relagao ao total do nimero de particulas, a variagao
temporal das particulas no meio se dara pela variacao de seu fluxo, definido mediante uma
corrente de fluxo. Em outras palavras, dado um eixo cartesiano xyz, o fluxo de particulas
na dire¢do de z, por exemplo, que atravessa a area delimitada por zy, num intervalo
de tempo, pode ser expresso como j = pu, em que U é a velocidade das particulas e é
denominado densidade de corrente [49]. Com isso, pode-se definir a corrente de fluxo
como

J= fg(pﬁ'- 7)dS,
em que 71 é normal & superficie S. Usando o teorema do divergente [50], tem-se
J= j{s(j- 7)dS = /(v - J)dr. (1.2)

Igualando o lado direito da Eq. (1.2) com a Eq. (1.1) e considerando que o volume é
nao-nulo e arbitrario, a variagdo do niimero total de particulas no tempo sera

dN:/Tap(F’t)dT = /T(v.j)dT

dt ot
ap(F,t) - _
/[ o —(v.j)]df_o
ap(Fat) o
5 -V.y = 0. (1.3)

A Eq. (1.3) é chamada equagao da continuidade e reflete a conservagao, no caso deste
trabalho, do nimero de particulas do sistema, sendo usada na préoxima secao para definir
a equacao da difusao.



1.2.2 FenOmeno da Difusao

Fenomenos de transporte sdo caracterizados pela andlise da transferéncia de matéria,
energia ou momento em diferentes regioes de um sistema termodinamico. Assim como a
conducao térmica estd associada ao transporte de energia e a viscosidade esta associada
ao transporte de momento, a difusao associa-se ao transporte de matéria, ou seja, de
particulas, por exemplo. A difusdo ocorre quando a densidade de particulas é desigual em
diferentes regides de um sistema macroscopico, de modo que acontece uma mudanga na
concentracao da substancia ao longo de uma distancia, o que denominamos de gradiente
de concentragao. Como consequéncia, sucedera um fluxo do material, com o objetivo
de homogeneizar esta distribuicdo. Um exemplo qualitativo deste movimento difusivo é
exibido na figura abaixo:
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Figura 1.2: Esquema ilustrativo do processo de difusao em um meio apresentando duas
concentragoes: p; e pa. As particulas (ponto de vista microscépico) em um meio liquido,
nas quais, devido a diferenga de concentragao, também representada pelo gradiente de cor
ao fundo (ponto de vista macroscépico), se difundem das regides de maior concentragao
para as de menor concentragao.

Do ponto de vista termodinamico, a difusao pode ser interpretada como um transporte
de massa mediante um gradiente de potencial quimico [51], isto é, considerando uma
solucao ideal [52], onde a concentragdo de uma substancia pode variar ao longo do eixo
z, por exemplo, mantendo-se constante em relacao ao plano zy, temos que o potencial
quimico - descrito em termos de uma variacao na concentragao C' e considerando AC =
C — Cy << C - pode ser descrito por uma relagao linear, como segue

o= pio +-AC, (1.4)

em que [y € o potencial quimico padrao do soluto e v é o coeficiente de concentragao,
considerado diretamente proporcional a temperatura absoluta 1" e inversamente propor-
cional a concentracao C' da substancia em questdo, quando impomos uma condicao de
solugao altamente diluida, isto ¢, com C' << C°(= 1kmol -m™3). Entao, a expressao para
o coeficiente de concentracao torna-se

com R =8314G - K~ e C,Cy << C°. Relacionado-a com a expressio (1.4), temos

RT



De acordo com a expressao (1.5), o potencial quimico relaciona-se com a concentragao,
variando em relacao a ela ao longo de z. Se esta concentragao for diferente, em diferentes
pontos ao longo do eixo z, ocorrerda uma transferéncia na quantidade da substancia de
uma concentracgao inicial Cy em um ponto 2, para uma concentracgao final C' em um ponto
zf. Dessa forma, ocorre uma mudanga da energia livre do sistema e que é descrita em
termos de um gradiente de potencial quimico, como segue

Au=u—uo=RTln(C>,

Co

em que Ay é a variagdo do potencial quimico. Este gradiente resulta em um fluxo -
também denominado de fluxo difusivo - da substancia, ao longo do meio de uma regiao
com alto potencial quimico para uma regiao de menor valor.

A fim de entender como se d4 a expressao para o fluxo difusivo, a Figura 3.2 representa
um processo de difusdo e, como a concentracao de particulas é maior no meio p;, o fluxo
de particulas corre no sentido de p; — po, associado a um vetor fluxo, denominado j’,
e proporcional a diferenca entre as duas densidades, isto ¢, a taxa de variacao desta
concentracao ao longo do eixo cartesiano. Adicionando a constante de proporcionalidade
e considerando o fluxo apenas na dire¢ao z, a equagao torna-se

- dp

= D, 1.6

j 7 (1.6)
Generalizando para as trés dimensoes, temos

j =—DVp. (1.7)

Sendo D um fator que permite a igualdade entre o fluxo e o gradiente de concentracao e que
depende das propriedades do meio, chamado coeficiente de difusao. O sinal negativo
da equacao indica que o sentido do fluxo é sempre oposto a variacao da concentracao,
isto é, se a variagao aumenta no sentido de p; — po, o fluxo de particulas sera no sentido
contrario. Esta equacdo é chamada de lei de Fick [10].

Em contraponto com o movimento randémico microscépico, melhor abordado na proé-
xima secao, o fenomeno do ponto de vista macroscépico segue leis bem definidas para
sua dindmica. E possivel combinar a lei de Fick com a equacio da continuidade, descrita
anteriormente, pois o sistema deve ser continuo em relagdo ao seu nimero de particulas.
Desta forma, substituindo o vetor fluxo, como definido pela lei de Fick, na equacao da
continuidade, temos

dp 2 (2 4\
o~ DVt =0, (1.8)

com V - (Vp) = V?p. Nesta equacio, p(r,t) é a densidade de particulas que se difunde,
t é o tempo, 7 é a coordenada espacial e D o coeficiente de difusdo. Esta é a equacgao
da difusao normal e ira descrever as variacoes da densidade de particulas ao longo do
processo difusivo [53,54]. No que diz respeito a Eq. (1.8), algumas mudangas podem ser
impostas, de acordo com o sistema fisico a ser descrito. Por exemplo, quando consideramos
particulas que se difundem apenas ao longo do eixo cartesiano z, numa amostra limitada
por superficies localizadas em +d/2, de espessura d. Além disso, considerando também
uma dependéncia espacial no coeficiente de difusao, a Eq. (1.8) é reescrita como

9 9 U@
ot oz "ozl
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Ademais, também é possivel levar em conta uma nao-linearidade na equacao, uma depen-
déncia temporal no coeficiente de difusao ou uma combinacao de todas essas especificida-
des. Meios porosos ou processos descritos por distribui¢oes nao-gaussianas podem levar a
estes tipos de equagao de difusao [14].

1.2.3 Regimes Difusivos

Do ponto de vista estatistico, a difusao normal esta associada ao movimento estocas-
tico denominado movimento browniano. Neste caso, o movimento individual de uma
particula é caracterizado como browniano quando ¢é aleatério, ou seja, como consequéncia
dos choques entre todas as particulas presentes no fluido, fazendo com que elas percorram
um certo caminho em uma certa dire¢ao e mudem este caminho a cada choque com outra
particula. Além disso, é importante ressaltar que este movimento é devido ao choque
entre particulas presentes em um fluido que é composto por outro tipo de material. Um
movimento browniano tem a propriedade de Markov, isto é, o estado futuro da particula
nao ¢ influenciado pelo seu estado precedente, mas apenas pelo estado atual [14].

Também é de extrema importancia entender a dependéncia da difusdo com o tempo,
uma vez que, por exemplo, particulas que iniciam o processo de difusao em um liquido irdo
atingir um estado de equilibrio apds algum tempo de relaxacao. Logo, esta dependéncia
temporal ird caracterizar o tipo de difusdo sucedida, denominado regime difusivo [55].
Entao, investigar o tipo de regime difusivo do sistema é descrever o seu comportamento
difusivo. A andlise da dinamica para o processo de difusao é feita de acordo com a
dependéncia temporal do deslocamento quadratico médio, ou, de forma equivalente, da
variancia. O deslocamento quadratico médio é uma medida da capacidade de dispersao
das particulas do sistema, e representa a média dos quadrados dos deslocamentos em
relagdo a uma posicao anterior de referéncia de cada particula [56].

Em 1905, Albert Einstein modelou o deslocamento quadratico médio como uma fungao
linear no tempo [57], de modo que

(7= 1%)*) = 2dDA,

em que d é a dimensao do sistema. Considerando um sistema em que as particulas se
difundem apenas ao longo do eixo z, podemos expressar o deslocamento quadratico médio
como

<(z — z0)2> = 2DAL.

Sistemas com este comportamento, onde ((Az)?) o ¢, sao sistemas cujo processo de dis-
persao sofre uma difusao normal, caracteristica do movimento browniano e da natureza
markoviana do processo estocastico.

Por outro lado, a difusao anémala nao segue o padrao definido anteriormente. Neste
caso, o deslocamento quadratico médio pode ser dado como uma lei de poténcia do tipo
((A2)?) o tb. Para valores em que 0 < b < 1, o processo é denominado subdifusivo e a
difusao estd ocorrendo mais lentamente em relacao a uma difusdo normal e tem comporta-
mento nao-linear com o tempo. Por outro lado, para b > 1, o processo é superdifusivo® e
a difusao esta ocorrendo de modo mais rapido e também de modo nao-linear com o tempo.
Desta forma, o deslocamento quadratico médio cresce como uma fungao do tempo mais ra-

pidamente do que numa situagdo com uma difusdo normal [14,58]. Com isso, a analise da

3Também é possivel caracterizar processos difusivos confinados (dindmica em estado sélido) e balisticos
(difusdo com impulso unidirecional) [56].
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variancia no sistema em questao é uma maneira natural de classificar o processo difusivo.
A Figura 1.8 ilustra a diferenga dos trés processos difusivos descritos anteriormente.

ﬁ/\A
£) Superdifusao
\V b>1
Difusdo Usual
b=1

Figura 1.3: Grafico ilustrativo do deslocamento quadratico médio em relagdo ao tempo
para os trés regimes difusivos: superdifusao, difusao normal e subdifusao.

1.2.4 Cinética das Superficies

Uma vez que o fendomeno da adsorcao se faz presente nas interfaces géas-solido ou
liquido-sélido, a correta descricdo do comportamento deste processo deve ser realizada
por meio das isotermas de adsorcao, curvas que indicam a forma como o adsorvente
efetivamente adsorvera a substancia, fornecendo, por exemplo, uma estimativa de quan-
tidade maxima que sera adsorvida.

Levando em conta moléculas ou ions presentes em um fluido e capazes de sofrer ad-
sorc¢ao, temos que esta substancia ird se difundir para as superficies solidas, através deste
meio liquido, até que a concentracao do adsorvato no fluido permaneca constante. Neste
caso, o sistema atinge o equilibrio e a quantidade de substancia adsorvida pelas superficies
¢ determinada. Experimentalmente, a construcao de uma isoterma leva em consideracao
a massa do adsorvente adicionada em um certo volume onde varias concentragoes iniciais
sao consideradas. Desta maneira, quando o equilibrio é atingido, é possivel construir um
grafico que indica a capacidade de adsor¢ao por concentracao do adsorvato, sendo todo
o processo feito a uma temperatura fixa. Este grafico relaciona a capacidade de adsor-
¢ao do adsorvente versus a concentragao do soluto em equilibrio e este representara uma
isoterma de adsorgao [2]. A Figura 1.4 exibe alguns exemplos de isotermas e de suas
caracteristicas.
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Capacidade de adsorcdo do adsorvente

Concentracdo do adsorvato em equilibrio

Figura 1.4: Graficos da concentracao de equilibrio no sélido adsorvente com a pressao
parcial ou concentracao da fase liquida. A isoterma linear revela uma dependéncia linear
entre estas duas quantidades. J4 a isoterma desfavoravel indica que a massa de adsorvente
no so6lido ¢ baixa mesmo que a concentragao de adsorvente seja alta. Por fim, as isotermas
favoravel e extremamente favoravel indicam que a massa de adsorvente nas superficies é
alta, mesmo que a concentragao da substancia no liquido seja baixa [2].

Existem varios tipos equagoes de isotermas que caracterizam sistemas como descritos
anteriormente, como as equacoes de Langmuir, Freundlich, Redlich-Peterson, Temkin e
Dubinin—Radushkevich. A isoterma que serda abordada de forma mais detalhada neste
trabalho seréa a isoterma de Langmuir, provinda dos estudos de Irving Langmuir e
que foi originalmente aplicada a adsorcao de gases em uma superficie sélida. Esta iso-
terma prevé a capacidade maxima de adsorcao do material e a capacidade de descrever
o comportamento dos dados experimentais [2]. Em estudos sobre adsorgao, a equagao de
Langmuir [59] tem sido a isoterma mais utilizada para descrever processos de adsorgao
em condigoes de equilibrio [60]. Esta isoterma caracteriza a adsorgao sobre uma super-
ficie homogénea, ou seja, perfeitamente plana em uma escala microscépica. O uso desta
isoterma ird obedecer algumas aproximagoes impostas pelo modelo, listadas a seguir [1]:

e A medida que as moléculas sdo adsorvidas nos sitios disponiveis, hd uma distribuicao
uniforme, formando uma monocamada que recobre toda a superficie;

o Os sitios disponiveis para a adsorcao sao equivalentes e podem conter apenas uma
molécula adsorvida;

o A superficie é energeticamente homogénea, ou seja, cada complexo de adsorcao
formado apresenta a mesma energia, nao contendo interacao entre as moléculas
adsorvidas;

 Utiliza o conceito do equilibrio de adsorcao, que estabelece a igualdade das variacoes
das taxas de adsorcao e dessor¢ao com o tempo.
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Particula de Superficie com Complexo
Adsorvato sitio vazio adsorvido

Figura 1.5: O processo de derivagao da isoterma de Langmuir pode ser interpretado como
uma reac¢ao quimica, onde a densidade das particulas no bulk e os sitios de adsor¢ao na
superficie podem formar complexos de adsor¢ao, também na superficie.

Vale ressaltar que, neste trabalho, estamos considerando o processo de adsorcao de
uma substancia que esta diluida em um liquido isotrépico, o que se difere dos estudos
que levaram a construcao da isoterma de Langmuir, realizados pela adsor¢cao de gases.
Apesar desta disparidade, a isoterma também é considerada uma boa aproximacgao para
a adsorgao em solugoes diluidas [61].

A descricao das isotermas, como a de Langmuir, realizada anteriormente, nos fornece
informagoes do sistema no equilibrio, isto ¢, dados termodindmicos sobre o estado final
de um sistema. No entanto, também é de grande importancia estudar o mecanismo de
adsor¢ao/dessorgao e as etapas que controlam o processo e, para isso, modelos cinéticos sao
desenvolvidos para testar os dados experimentais. Tais modelos permitem, por exemplo, a
investigagdo da interacao adsorvente/adsorvato, calcular a velocidade de adsor¢ao, avaliar
a capacidade do adsorvente e o tempo necessario para as etapas relevantes neste processo.

Com isso, levando em conta as aproximagoes descritas anteriormente, pode-se definir
a taxa de ocupacao dos sitios capazes de realizar a adsor¢ao por meio da razao

o
OR = —,
0o
em que o é o numero de sitios ocupados e g é o niumero total de sitios disponiveis. Além
disso, pode-se definir a variacdo temporal do nimero de locais de adsor¢ao ocupados, isto
é, a taxa de adsorcao, como proporcional a densidade do soluto que ira sofrer adsorcao
e que estd préximo a superficie e também proporcional a quantidade de sitios ainda
disponiveis para receber a particula, como sendo
do
dt
Para que a igualdade seja satisfeita, x, é a constante de proporcionalidade e relaciona-se ao
processo de adsorcao. Além disso, a taxa de dessorcao é definida como sendo proporcional
ao numero de locais de adsor¢ao ocupados, ou seja
do
dt
em que kg € a constante de proporcionalidade relacionada ao processo de dessor¢ao e o
sinal negativo indica que o processo é contrario a adsorcao, isto é, ligado a desocupacao
dos sitios.

No equilibrio, as velocidades em que ocorrem a adsor¢ao e dessorcao, (1.9) e (1.10),

devem ser iguais, de modo que

= Kap(og — 0). (1.9)

= —Kq0, (1.10)

Kap(0g — 0) = —Kq40.
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Definindo pgr = p/po €, novamente, og = 0/0y, a equagao acima pode ser reescrita como

1\ po

(Kaoo) () 20 (1 = o) = on.
Rq/ O

Renomeando o primeiro e segundo termo entre parénteses como x e T, respectivamente,

temos
RTPo

00
em que 7 tem dimensao de tempo e esta relacionado ao processo de dessorcao e K7 tem

dimensao de comprimento, distancia na qual o fendmeno de adsor¢ao ocorre préximo ao
substrato [32]. Por fim, definindo

(pR—pRO'R> = OR, (111)

KTpo

K="

0o

e isolando a Eq. (1.11) para og, resultamos em

Kpp

= | 1.12
1+ Kpg ( )

OR
Esta ¢ a isoterma de Langmuir e ird descrever, em uma dada temperatura, a variacao da
densidade superficial relativa das posig¢oes ocupadas pelo adsorvato nos sitios de adsor¢ao
em relagao a densidade volumétrica do adsorvato proximo a superficie.
Reescrevendo as Eqgs. (1.9) e (1.10) em termos de 7 = 1/k4 € kK = K400, as taxas de
adsorcao e dessorcao tornam-se, respectivamente

dt (o)
do 1
dt T
Com base nessas expressoes, a equagao cinética pode ser escrita como
do o 1
— =krp|ll——)——0. 1.13
dt P ( 0'0) T ( )

Considerando oy >> o, isto é, o total de sitios disponiveis é muito grande e também
muito maior que o total de sitios ocupados, a Eq. (1.13) torna-se

do 1
— S HRp— 0. (1.14)

Esta tltima equagdo pode ser vista como uma linearizagdo da dindmica de Langmuir [1].

1.2.5 Efeito Memoria

E possivel reescrever a Eq. (1.14) de uma forma generalizada, levando em conta uma
taxa de dessorcao mais complexa. Nesta situacao, a taxa de adsorcao ¢ dependente da
densidade volumétrica de particulas em frente a superficie e da densidade de particulas ja
adsorvidas, mas que leva em conta o efeito memoria, devido aos estados anteriores, por
meio da escolha de um kernel de memoria. A expressao é utilizada como segue

U — wp(eafan) [ 86— o)t (115)
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O segundo termo do lado direito desta igualdade é chamado integral de memoria. A in-
troducao de S(t), denominado kernel, é importante pois, pela sua especificagao, é possivel
levar em conta a perda de energia da particula em consequéncia das colisoes com a super-
ficie durante o processo de adsorcao e como isso ird influenciar seus estados posteriores.
As diversas possiveis colisdes que as particulas irdo sofrer podem causar um tipo de efeito
memoria, no qual o estado atual da particula tem dependéncia com seu estado passado,
caracterizando um processo ndo-markoviano, como definido anteriormente [33]. Entao,
pode-se concluir que este tipo esta relacionado a adsorcao fisica, uma vez que é neste
processo que a particula pode retornar ao volume, isto é, sofrer dessorcao.

O kernel escolhido dependera do sistema considerado. Neste trabalho, iremos discutir
duas expressoes para S(t), a primeira retorna a equagao cinética dada pela expressao
(1.14) e a segunda possibilita interpretar melhor o efeito memoéria no sistema. Desta
maneira, considerando primeiramente um kernel que retorna a equacgao cinética usual,
Eq. (1.14), podemos levar em conta uma expressao localizada no tempo, do tipo

S(t) = :Qa(t/T), (1.16)

em que o parametro ligado a dessorcao é 7. Este tipo de kernel é considerado para
processos relacionados a adsor¢ao quimica, uma vez que a memoria dos estados passados
da particula é perdida.

Um segundo tipo de kernel, neste caso que leva em conta o efeito memoria considerando
uma fung¢ao nao localizada no tempo, pode ser usado tendo em vista a seguinte expressao

S(t) = et (1.17)

TTq

em que 7, € um tempo caracteristico conectado com a memoria do sistema e interpretado
como o tempo em que a molécula estd sofrendo adsorcao-dessorgao e retendo informagao
de seus estados precedentes, até que o estado de equilibrio é encontrado, apds este tempo
To. Neste caso, este tipo de kernel com efeito memoria estd relacionado aos processos
com adsorcao fisica. E importante ressaltar também que um kernel misto, considerando
os dois tipos de adsor¢ao, também pode ser usado. Nesta situagao, uma combinagao que
considera as duas expressoes exibidas anteriormente é utilizada [32].
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Capitulo 2

Difusao em Meios Limitados: Meio
Nao Modulado

Antes de investigarmos a equagao da difusao com coeficiente de difusao peridédico no
espaco, ¢ importante estudar as solugoes analiticas desta equacao diferencial quando o
coeficiente é constante. Para isto, este capitulo ird analisar a adsorcao-dessorcao de par-
ticulas neutras em um liquido isotréopico que se difunde obedecendo a equacao da difusao
linear. Desta forma, a equacao é resolvida analiticamente por meio de um procedimento
baseado na transformada de Laplace. Além disso, o problema nas superficies é estudado
de duas formas: a equacao cinética, como encontrada no capitulo anterior, é utilizada
para estudar a adsor¢do quimica e uma equacao cinética modificada, com o objetivo de
estudar o efeito memoria presente na adsorcgao fisica, também é considerada.

2.1 O Modelo

O sistema considerado neste capitulo serd uma amostra em forma de slab, na qual
a coordenada z é a Unica relevante para a dependéncia das grandezas fisicas analisadas.
A amostra contém superficies limitantes em z = +d/2, com espessura total d. Além
disso, é preenchida por um liquido isotrépico, dopado com particulas neutras, que podem
se difundir ao longo do eixo z e serem adsorvidas pelas duas superficies. Um esquema
ilustrativo deste sistema pode ser visto na figura abaixo:

—d/2 +d/2
Q @ o
@ O 9 z
>
o
* ] ° o

Figura 2.1: Esquema ilustrativo do modelo proposto. O sistema é limitado por duas
superficies, tendo espessura total d. Além disso, as particulas se difundindo através do
meio até as superficies sao representadas pelas esferas em verde.
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Com isso, a equagdo que ird reger a difusdo serd unidimensional, com coeficiente de
difusdo constante e densidade de particulas neutras dadas por p(z,t), como segue

Op(z,t)  Pp(z,1)

o D=5 =0 (2.1)

O procedimento que sera usado para resolver esta equacao diferencial, na parte temporal,
serd a transformada de Laplace [62], que ird modificar a equagdo diferencial parcial
de modo a torna-la uma equacao diferencial ordinaria.

A transformada de Laplace de uma fungao f(t), com f(t) = 0 para todo t < 0, é
definida por

L{WY = [T e ft)dt = F(s),

em que s é uma varidvel do plano complexo e "L{ }"é um operador linear. O termo
exponencial é chamado de kernel ou nicleo da transformagao [63].

Com isso, o operador que ira resultar na transformada é aplicado na variavel temporal
da Eq. (2.1), de modo que

L {6p§;’; t)} _ pTEiel= D} ﬁ{@”;f’t)} — 0. (2.2)

Desta forma, é necessario aplicar a transformada na derivada temporal de primeira ordem
e na propria funcao p(z,t), definidas respectivamente por

c {8”(”)} — sp(z) — plzt = 0),

ot

Lip(z,1)} = plz,5).

No sistema considerado, temos que p(z,t = 0) = py como sendo a densidade inicial de
particulas, aqui tida como constante. Entao, a Eq. (2.2) pode ser reescrita como

dp(z, 5)

D
dz?

= Sp(Z, S) - Po,

e a Eq. (2.1) torna-se uma equagao diferencial ordinaria, uma vez que a transformada
modificou a derivada temporal em um produto de fungoes. A equacao anterior é reescrita,
tornando-se

d=2 Ep

cuja solucao na variavel s sera

d2p(Z, S) S (2,8) — Po

p(z,8) = % + A(s)sinh(az) + B(s) cosh(az),

em que o = 4/s/D.

Para dar continuidade a andlise, devemos agora especificar as condi¢oes de contorno,
que devem obedecer as equagoes cinéticas do tipo Langmuir, como visto na Sec¢ao 1.2.4. A
primeira condi¢ao que deve ser satisfeita pela solucao do problema é devido a simetria do
sistema, isto é, como o sistema ¢é confinado e levando em conta o eixo z = 0, a dinamica
para 0 < z < +d/2 e —d/2 < z < 0 deve ser equivalente. Como consequéncia na solugao
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para o volume, temos que p(z,s) = p(—z,s) e, entdo, a solucdo deve conter apenas a
funcao par, com
p(z,8) = LU B(s) cosh(az). (2.3)
s

Este resultado é solucao para a densidade volumétrica de particulas no espago de Laplace.

Em seguida, a dinamica nas superficies deve ser analisada levando em conta outros
aspectos, isto é, como as superficies irdo adsorver as particulas. Devemos considerar a
equacao cinética das superficies, como discutida na Secao 1.2.4, e também encontrar a
transformada para esta equagao. Sem campos externos, o inico responsavel por este fluxo
serd a corrente de difusdo, como antes caracterizada pela expressao (1.6). Considerando
o fen6meno da adsor¢do nas superficies, esta corrente serd diferente de zero em +d/2 e

eXpressa Ccomo
ap do
(+d/2)=-D (%) =%
j(£d/2) (&)ﬂﬂ i3

com o(t) sendo a densidade de particulas adsorvidas. Novamente, temos que a equagao
cinética que rege o processo de adsor¢ao-dessorcao nas superficies sera
do(t)
dt

ZKMﬁﬂzﬂ—KS@—ﬁdﬂﬁﬁ (2.4)

Com isso, esta condicdo de contorno define que a corrente de particulas que chega as
superficies é igual & variagdo temporal da densidade de particulas adsorvidas [34].

A transformada de Laplace é, mais uma vez, aplicada na variavel temporal da Eq.
(2.4). Diante disso, teremos

ﬁ{@?}zsa@—amx

L{KS@—deﬁ}:S@W@L
em que L{o(t)} = G(s). Portanto, a Eq. (2.4) torna-se
sG(s) —o(t =0) = rkp(£d/2,s) — S(s)G(s). (2.5)

Considerando que, em ¢t = 0, todas as particulas estdo no volume, a densidade superficial
de particulas é zero, entdo ¢(0) = 0. Isolando a Eq. (2.5) em relacdo a G(s), temos

kp(£d/2,s
o) FOE2S)
s+ S(s)
Além disso, escolhendo a superficie z = —d/2 e substituindo p(—d/2, s) pela sua respectiva,

solugdo em z = —d/2, dada pela Eq. (2.3), obtemos

Ko kB(s) cosh(ad/2) ‘

96) = erse T T 180

(2.6)

Apos encontrarmos as solugbes em s para as equacoes no volume e nas superficies,
(2.3) e (2.6), é necessario encontrar o coeficiente B(s). Para isto, usaremos a segunda
condicao que o sistema deve satisfazer, na qual, por se tratar de um sistema isolado,
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o numero de particulas a cada tempo deve se conservar. Com isso, uma equacao que
descreve esta conservagao e que pode ser escrita como

+d/2
20(t) +/ p(z,t)dz = pod
—d/2

¢ utilizada. Nesta equacao, o total de particulas em toda a espessura da amostra ¢
a soma das particulas adsorvidas nas duas superficies com as particulas ao longo do
volume. Primeiramente, aplicando a transformada de Laplace na variavel temporal desta

expressao, temos
+d/2 pod

2G(s) + / p(z,s)dz

—d/2 S

(2.7)

A integral presente no segundo termo desta soma é resolvida separadamente, como segue

+d/2 +d/2
/ p(z,8)dz =

2B(s)
—d/2 —d/2 «

sinh(ad/2).  (2.8)

d
% + B(s) cosh(az)} dz = % +

Substituindo este resultado na Eq. (2.7) e isolando para G(s), temos

B(s)

G(s) =— sinh(ad/2). (2.9)

E possivel entdo substituir a expressao dada pela Eq. (2.6) em (2.9), ficando com

Ko KkB(s)cosh(ad/2) — B(s) sinh (o
GHSE) T Sy o onhledf2)

Isolando-a para B(s), resultamos em
Kpo

ks cosh (\/%g) + €5(8<S) +S) sinh (\/%%)

Por fim, substituindo o coeficiente B(s), como encontrando anteriormente, na Eq. (2.6),
temos a funcao que rege a dindmica nas superficies da amostra, na variavel s, como dada
a seguir

B(s) = — (2.10)

Gls) = —— 10—~ ocosh (/52) . (2.11)
s(s +8(s))  s(s+8(s)) [/{ cosh (\/%@ + @(8(3) + s) sinh (@g)]

Daqui em diante, o procedimento tem como objetivo encontrar as solugdes no espago
dos tempos. Para isso, as inversas das transformadas de Laplace devem ser encontradas.
Desta forma, é necessario, primeiramente, escolher qual expressao sera considerada para
S(s) na qual o sistema e, consequentemente, as Eqs. (2.3) e (2.11) irdo obedecer. Apenas
apés considerar o tipo de dindmica nas superficies que as inversas sao tomadas e, entao,
as solugodes no espago dos tempos sao analisadas, como sera realizado no restante deste
capitulo.
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2.2 Caso Delta

O primeiro kernel considerado na (2.11) tem a expressao como na Eq. (1.16) e reescrita

abaixo ]
S(t) = ﬁ(;(t/T). (2.12)

Como discutido na Secao 1.2.5, este tipo de kernel é uma expressao localizada no tempo
e descreve processos ligados a adsorcao quimica, em que a particula adsorvida se liga
quimicamente a superficie, de forma que o estado precedente nao é importante, ou seja,
nao ha efeito memoria durante o processo de adsorcao.

E necessario aplicar a transformada de Laplace em (2.12) para que seja substituida
nas Egs. (2.3) e (2.11). Com isso, a transformada de S(t), dada por S(s), serd

S(s) = i (2.13)

Comecando por encontrar a solucdo no espago dos tempos para as superficies, vamos
substituir a expressdo como em (2.13) na Eq. (2.11). Desta forma, G(s) torna-se

2.2
Ko K72 o

G(s) = - . (2.14)

S (5 + %) s(1+ s7) [HT + \/?(1 + s7) tanh (\/%g)}

Em razao de encontrar a funcao que rege a densidade de particulas nas superficies,
o(t), é necessario encontrar a inversa da transformada de Laplace de G(s), isto é, uma
vez que temos a solugao no espago de Laplace, agora precisamos da solugao no espago dos
tempos. Com isso, utilizando a propriedade da linearidade [63], a transformada inversa
¢ tomada em ambos os termos do lado direito da Eq. (2.14) e analisada para cada um
separadamente. Inicialmente, o primeiro termo da soma é resolvido pelo método das
fragoes parciais [63], isto é, o denominador é separado em dois termos e a transformada
inversa pode ser obtida como segue

resultando na inversa da primeira parte da funcao G(s). Em seguida, é possivel analisar
o segundo termo de (2.14) como a soluc¢ao no espago de Laplace que contém a convolugao
de duas fungoes. Isto é, considerando

Fi(s) g:fol) (2.16)
Fa(s) = ! (2.17)

KT + \/g(l + s7) tanh (\/%@ 7

o produto das transformadas de Laplace nao é igual a transformada do produto de funcoes.
Porém, se tomarmos Fi(s) = L{F1(t)} e Fa(s) = L{F:(t)}, podemos escrever

LTHF()FR(s)} = Ft)  F(t)
= /Flt—u ) Fo(u)du. (2.18)
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Sendo assim, o segundo termo da soma na Eq. (2.14) é resultado da transformada de
Laplace da convolucao de duas fungoes, Fi(t) e Fy(t) [63]. Entao, é necessario analisar a
inversa de Laplace de (2.16) e (2.17) separadamente e, apés, aplicarmos a integral como
em (2.18).

A Eq. (2.16) é resolvida pelo mesmo método discutido anteriormente, as fragoes
parciais. Com isso, a inversa sera

Fi(t) = L7HFi(s)} = k2 72pp(1 — e V/7). (2.19)

Em seguida, a inversa da Eq. (2.17) é encontrada utilizando a definigao da integral de
Bromwich, como segue

Rt =5 [ T s Fy(s)d (2.20)
= — e s)ds. .

2 271 Jy—ioo 2

Esta integral possibilita o calculo da transformada inversa a partir de integrais de linha
no plano complexo. Nesta expressao, v ¢ escolhido de maneira que todos os pontos
singulares (ou polos) de Fy(s) fiquem & esquerda da linha Re(s) = v, no plano complexo
s, possibilitando a resolucao da integral e, consequentemente, que seja avaliada pelos
métodos regulares de integracao de contorno [62]. Entdo, utilizando o teorema dos
residuos, temos que

Fy(t) =) (residuos incluidos para Re(s) < 7). (2.21)

Desta forma, o procedimento daqui em diante serd encontrar o residuo da fungao Fa(s).
Primeiramente, é preciso encontrar o polo de F(s) em que, neste caso, é a expressao
que faz o denominador de F;(s) anular-se, de modo que

D s5d
—(1 h —— | = 2.22
I{T—F\/S( + s7) tan ( D2> 0, (2.22)

em que os polos da fun¢do Fy(s) ocorrem quando a expressao acima for védlida. Logo,
encontrar as raizes da equagao acima é encontrar os polos de Fa(s). Para resolver (2.22)
em termos da fungdo periddica tangente, que nos retorna a equagao de autovalores para o
problema, foi usada, primeiramente, a transformacio s = —/%, em que 3 sdo as raizes da
equagdo de autovalores. Em seguida, foram usadas as transformagoes xz = (,d/ 2v/ D",
argumento da funcdo tangente, e tanh[ixs] = i tan[yg]. Desta forma, temos que

tan|xg| = <47-7i> ()(%—de/éh')’ (2.23)

em que 74 = d*/D e 7, = d/2k. E possivel notar que trés escalas de tempo governam
todo o sistema, 74, 7,, € T, com a expressao dependente das razoes 7,/7, € 74/7. O tempo
de difusao, 74, é um tempo caracteristico para que ocorra a difusdo no sistema e é escrito
em funcao do coeficiente de difusdo D [34]. Os outros dois tempos caracteristicos sempre
estardo presentes quando o fenémeno da adsor¢ao ocorrer [64]. O tempo de adsorcdo,
Tx, relaciona-se com o parametro k, conectado a taxa de adsorcao, como exibe a equacao

10 indice em y indica uma dependéncia com os valores de 3 que, por sua vez, carrega um indice n,
indicando que as raizes § poderdo ocorrer n vezes, isto é, de ¢ = 1,...,n. A expressdo "xg"serd usada
apenas nas equagoes de autovalores, com o objetivo de relembrar sua dependéncia com . No restante
das equagoes, denominaremos x diretamente com o indice 1.
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cinética das superficies, em (1.14). O tltimo tempo, 7, é um tempo intrinseco do problema
e é conectado a taxa de dessor¢do, também na Eq. (1.14). A partir destes tempos, é
possivel interpretar a dindmica das particulas nas superficies, realizada no final desta
secao.

20 : : :
—F1 —F2

10+ :
[ [ [ [ [
Z 0 =1 = i
—
'( I( | | I |
10
~20 ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20
X

Figura 2.2: Gréfico ilustrativo da solu¢do da Eq. (2.23), para 74 = 47 = 407,. O eixo
f(X) representa o lado esquerdo e direito de Eq. (2.23), sendo F'1 o lado esquerdo e F2
o lado direito, conforme exibe a legenda inserida no gréfico.

A Figura 2.2 explicita o comportamento dos dois gréaficos dados pela Eq. (2.23), em
que Fi representa o lado esquerdo e F5 o lado direito desta equacao, exibidos na legenda
inserida no gréafico. Com isso, os polos de Fa(s) ocorrem quando F; = F, e, entdo, a
expressao (2.22) tem a igualdade vélida nos pontos de encontro destes dois graficos.

Seguindo o procedimento, o calculo do residuo é realizado como segue

Res(s = so) = lim (s — s9) F(s),
S—S0
onde sy é o polo da fungao e F(s) é a prépria fungdo. Substituindo as expressdes do

problema e resolvendo para s = —/2, ficamos com

Res(s = —f32) = lim (s + 32)Fa(s)e’,
s——pB2
usando F(s) como em (2.17) e com a exponencial provinda da integral de Bromwich. O
resultado do calculo deste limite sera

—4Dtx2

Fy(t) = — Zn: 32Dx;} cos(xi)’e” @
2T d[—2d2x; + 8D7x3 + (d? + 4D71x?) sin(2x;)]’

=1

em que a expressao final para Fy(t) foi escrita em termos de x;. Vale ressaltar que, como
trata-se de polos periédicos, devido a periodicidade da fungao tangente na Eq. (2.23),
a igualdade dada por esta expressao ¢ satisfeita infinitas vezes, resultando em infinitos
polos que sao definidos em termos de uma série, no resultado do limite acima e na solugao
final. Com isso, agora que Fi(t) e Fy(t) foram encontradas separadamente, o resultado
final desta transformada inversa se dd pelo calculo da convolucao destas duas funcoes,
utilizando a expressao dada pela Eq. (2.18).
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Retomando os procedimentos realizados até aqui, a busca por o(t) foi realizada encon-
trando a transformada inversa de Laplace da Eq. (2.14). A equacao se dividiu em uma
soma de dois termos. A inversa do primeiro termo foi encontrada aplicando o método das
fragoes parciais, resultando na expressao dada por (2.15). O segundo termo desta soma
¢ analisado como a convolucao de duas fungoes, cuja inversa pode ser tomada separada-
mente. Para a inversa de (2.16), o procedimento é o mesmo realizado para a primeira
parte da soma, as fragoes parciais. O resultado foi dado pela expressao (2.19). Por outro
lado, para encontrar inversa da Eq. (2.17), foi usada a integral de Bromwich, cujo pro-
cesso de integragao permite encontrar a solucao no espago dos tempos. Para resolver esta
integral, foi usado o teorema dos residuos, em que a solugao de (2.20) é a soma de todos
os residuos de (2.17). Desta forma, a inversa da segunda parte da soma tem a solugao
final dada pelo calculo da convolugao das duas fungoes encontradas. Por fim, a solucao
final foi dada pela soma das duas inversas e exibidas aqui em uma forma adimensional
para o(t), como segue

20(1) _ et an (72/m2)xal =1 + e 4 47/ 7a)xE (e + 1)) cos® (i)
od 7l I [FL A /7a) ) =2x + 83 (7/7a) + [L+ 4G (7/7a)] Sin(fxi)})’
2.24

em que x; sao as raizes da Eq. (2.23). O grafico da expressao acima é exibido na Figura
2.3 para trés conjuntos de 74, 7 e 7, e interpretado em conjunto com o grafico da solugao
no espago dos tempos para o volume, realizada a seguir.

Para encontrar a solucdo em p(z,t), é necessario substituir B(s), como em (2.10), na
Eq. (2.3). Como estamos usando o kernel dado pela equagao (2.13), a substituicdo deste
termo em B(s) resulta na seguinte expressdo para p(z, s)

p(z,s) 1 kT cosh(y/s/Dz)

po s s {m’ cosh (\/%%) + \/?(1 + s7) sinh (\/%%l)} |

Com isso, temos uma soma de dois termos em que a transformada inversa de Laplace
pode ser encontrada separadamente. Para o primeiro termo, ficamos com

£ {1} =1 (2.25)

S

A transformada para o segundo termo da soma, reescrito abaixo

KT cosh(mZ)
Fls) = - _ . — (2.26)
s [m-cosh <\/%§) + \/;(1 + s7) sinh (\Ei)]

é encontrada por meio da integral de Bromwich, como descrita anteriormente. Para isto,
a integral como em (2.20) deve ser resolvida pelo teorema dos residuos. Primeiramente,
os polos de (2.26) ocorrem quando

oo ({2) P (Z2)] 0

De acordo com essa expressao, temos dois polos a serem considerados no célculo do residuo,
um polo quando s = 0 e um polo periédico idéntico ao que tinhamos para a solu¢ao no
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espaco de Laplace para as superficies. Com isso, temos a mesma equagao de autovalores
também para este polo periddico, dada por (2.23).
Seguindo o procedimento, o cdlculo dos residuos sao realizados como segue

— —1; _ ts
Res(s =0) = il_I}%(S 0)F(s)e

Res(s = —f32) = 113%2(5 + B2)F(s)e’.

O resultado do cédlculo do primeiro residuo, para s = 0, sera
T

Fi(t) = . 2.28
()= —— (225)
Para o célculo do segundo residuo, com s = — 2, temos polos periédicos e, com isso,
um resultado dado em termos de uma série, expressa em termos de y;, dada por
_4t)(12
n 2e 7 TTyX cos(Z ;)

Fy(t) = — . (2.29
) = = e e T 2 eost) + e & 7 — 2rlsinGa) 2

A solugdo final ¢ dada pela soma das trés inversas encontradas, dadas por (2.25), (2.28)
e (2.29). O resultado é mostrado abaixo, em sua forma adimensional, como segue

4tX12

p(z,t) T " 2e Ta 11X cos(Z ;)
00 T + 7'+ “ [TaTuXs — 27(Ta + 27.X3)] cos(xi) + [TaTe + T(Ta — 1270)xZ] sin(x;)’
(2.30)
em que y; sao as raizes da Eq. (2.23). Sendo assim, a Eq. (2.30) é a solu¢ao no espago
dos tempos para a densidade volumétrica de particulas quando consideramos um kernel
do tipo delta.
Para a andlise de 20/pod (Eq. (2.24)) e p/po (Eq. (2.30)), os graficos das Figuras 2.3
e 2.4 exibem, respectivamente, a densidade superficial de particulas ao longo do tempo
para trés valores distintos de 74/7 e 7,,/7 e a densidade volumétrica de particulas ao longo
do eixo Z para seis tempos t* distintos.

i=

7;=41=40T7;
----- T,=41=4T1,
-------- 7,=20T1=4T,

*

t

Figura 2.3: Densidade superficial de particulas vs. t*, ambos em sua forma adimensional,
com t* = 4t/14. Trés curvas sdo apresentadas, com a curva sélida para os valores 74 =
41 = 407,, a curva tracejada para 7; = 47 = 47, e a curva pontilhada para 75 = 207 = 47,.
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Figura 2.4: Densidade volumétrica de particulas vs. Z para seis tempos t* = 4t/7,
diferentes. Os tempos caracteristicos sao 74/7 =4 e 7,,/7 = 0.1

As trés curvas para 20/pod vs. t* apresentam, de modo geral, um comportamento
para a densidade superficial de particulas que é crescente com o tempo, nos primeiros
instantes, alcancando um valor de equilibrio que se mantém dentro de um intervalo de
20/ pod para t* — oo, ou seja, hd uma saturacao nas superficies. Sendo assim, a diferenga
nestas curvas ocorre devido a mudanga nos valores dos tempos caracteristicos.

Para as trés curvas, os valores para o tempo de difusao nao se alteram, de modo
que a diferenca no comportamento é decorrente dos valores para o tempo de adsorcao
e dessorgao. A curva sélida tem 74/7 = 4 e 7,/ = 0.1, com 7 = 1.0 e 7, = 0.1.
Com isso, um valor pequeno para 7, faz com que muitas particulas sejam adsorvidas nos
momentos iniciais, sendo esta curva a que alcanga o maior valor para o(t). Por outro lado,
a curva tracejada tem 74/7 = 4 e 7,/7 = 1.0, com 7 = 1.0 e 7, = 1.0 e, nesta situagao,
ambos os tempos T e 7, s20 importantes para o comportamento de o(t). As duas curvas
apresentadas até o momento alcancam a saturacao em um tempo maior que na curva
pontilhada, o que é consequéncia de termos um valor alto para 7 nas duas primeiras
situagdes. No terceiro caso, a curva pontilhada tem 7,/7 = 4 e 7,/7 = 5, com 7 = 0.2
e 7. = 1.0. Esta curva é a que apresenta o menor valor para a densidade superficial de
particulas e alcanca a saturacdo em um tempo menor que as demais, isto porqué o valor
de 7 é pequeno e o menor entre os trés conjuntos analisados.

Por fim, para todas as curvas de p/py vs. Z, temos uma distribuigdo volumétrica
de particulas simétrica em relacao ao eixo Z = 0.0, como esperado. Conforme o tempo
avanga, o niumero de particulas proximas as superficies tende a aumentar, até que todo o
eixo Z alcanga o mesmo valor para a p/pg, em t* = 3.0.

2.3 Caso Exponencial

O segundo kernel considerado nas Eqgs. (2.3) e (2.11) tem a expressdao como na Eq.
(1.17) e reescrita abaixo, como segue

S(t) = —e 7™, (2.31)

TTq
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Como discutido na Secao 1.2.5, este tipo de kernel é uma expressao que leva em conta
a situacao em que a particula carrega uma memoria do seu estado precedente, causando
uma influéncia em seu estado posterior. Com isso, este kernel considera uma exponencial
cujo valor é relevante para um intervalo de tempo inicial e, além disso, considera um
tempo de memoria, representado por 7,. Este tempo de memoéria caracteriza o intervalo
de tempo que a particula leva devido as sucessivas colisbes com a superficie e processos
de adsorcao-dessor¢ao, até que o sistema atinja o equilibrio. Isto é, ao colidir com a
superficie, a particula pode cair num poco de potencial e perder parte de sua energia, mas
ainda ter energia para sair deste poco, ou seja, ser dessorvida e perdendo mais uma parte
de sua energia e, entdo, novamente ser adsorvida. Ou seja. O intervalo de tempo em que
ocorre este processo sucessivo, até que o equilibrio seja alcangado, é chamado tempo de
memoria [33]. Devido a isto, este kernel descreve processos ligados a adsorcao fisica.

Da mesma forma como feito na secao anterior, é necessario aplicar a transformada em

(2.31), resultando em
1

BT

Comecando a andlise por encontrar a solu¢ao nas superficies no espaco dos tempos, a
expressao (2.32) é substituida na Eq. (2.11). Desta forma, ficamos com

(2.32)

G(s) = ro + (2.33)

s (s + i)
K2 po cosh Q/%g)

o ) b (50) 2 e+ k) o (V)]

Em seguida, devemos tomar a transformada inversa de Laplace de G(s), que também se
divide em uma soma de dois termos. Primeiramente, o primeiro termo desta soma tem
transformada inversa encontrada pelo método das fragoes parciais, de modo que

2 2
r-1 KPo 1 — hpol! {T} Frpol T Taz + T — T
3(3+7> S TTes* + 75+ 1

(s41/7a)TTa
A T
= TKpo {1 — /% lcosh (T i T)] } +
27—0,\/F

—27, + 7) sinh (& ATetT
ThKPo {1 - eft/ZTa [( ) ( 270/ T )

+

N

é a solugao no espaco dos tempos para o primeiro termo de G(s). Em seguida, o segundo
termo da soma em G(s) tem transformada inversa de Laplace dada pela convolugao de
duas funcgoes, nas quais

Kpo
Fi(s) = Y —— (2.34)
(s+1/7a)T7a
1
Fals) = . (2.35)

okt \/g(s+ m> tanh (\/%@

A inversa de Fi(s) também é encontrada utilizando as fragoes parciais e apresenta
a mesma solucao calculada para o primeiro termo. Logo apds, para encontrar a inversa
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de Fi(s), usamos novamente a integral de Bromwich em conjunto com o teorema dos
residuos para resolvé-la [62]. Os polos da func¢ao Fz(s) ocorrem quando

D 1 s d
K+ \/Z (s + (S—f—l/Ta)TTa> tanh < D2> =0. (2.36)

Resolvendo-a para tan[y ], onde foram usadas as transformagoes s = —2, x5 = 3,d/ 2D
e tanh[ixs] = i tan[xs], temos

X545 (Ta/7a) — 1)(7/75)
1— 4x3(7/7a)[1 — dx}(ra/7a)]’

Novamente, temos polos periddicos e representados por uma soma de termos em uma
série, em que esta expressdo recai em (2.23) quando 7, — 0. A Figura 2.5 explicita o
comportamento dos dois graficos dados pela equagao acima, em que Fj representa o lado
esquerdo e Fy o lado direito da Eq. (2.37). Com isso, as raizes de F»(s) ocorrem quando
F) = F, e, entdo, a expressao (2.36) é valida nos pontos de encontro destes dois graficos.

6 ‘ ‘ ‘ -
—Fl —F2
4l 1
i /
2 0 { S 717

tan|xg| = (2.37)

-2
-4}
-6 w w w
0 5 10 15 20
X

Figura 2.5: Gréfico ilustrativo da solucao da Eq. (2.37), para 7, = 47,7, = 0.17 e
7, = 1.57. O eixo f(X) representa o lado esquerdo e direito de Eq. (2.37), sendo F'1 o
lado esquerdo e F2 o lado direito, conforme exibe a legenda inserida no grafico.

Seguindo a resolucao para a encontrar a transformada inversa de (2.35), com o mesmos
passos realizados em 2.2, a resolucao da integral de Bromwich e, consequentemente, a
solugdo no espago dos tempos é encontrada calculando o residuo da Eq. (2.35), com
s = —[32, como escrito abaixo

Res(s = —f3%) = lim |(s+ 3?) <

A w2 (54 o) tonh (154

Primeiramente, aplicando a regra de L’Hopital [65], as derivadas do numerador e deno-
minador sao calculadas para (s + (3%)e** e para

d [2; + \/g (S + (s +1{77'a)7'> tanh <\/T>] ’
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respectivamente, com o denominador reescalado utilizando 7,, = d/2k e 74 = d*/D. Com
isso, o limite é tomado para a expressao derivada e o residuo pode ser encontrado e
representado como uma soma de termos em uma série para todos os polos peridédicos. Por
fim, é calculada a convolugdo das duas inversas de (2.34) e (2.35) e o resultado, somado
com a inversa calculada para o primeiro termo de (2.34) nos retorna a solucao geral no
espaco dos tempos para a densidade de particulas na superficie, no caso em que o efeito
memoria é considerado. Este resultado é exibido, na forma adimensional e em termos de
Xi, COMO segue

= l—e ?a
Pod Tk ‘ 2\/?% T \/m \/; Sin 9 ﬁTa
n @1 COS(X?)[@Q + @3 COS(@) — @4 Sin(@)]

20(1) _ T{ : [COS (WW> r—2n, (tm)>”+

20/TTa 24/TTq
+ . . 2.38
= (—7 + 47,)77[O5 + Og sin(2x;)] ( )
Com
—t —80x7
01 = e il + dr
@2 - _eﬁ(t -7+ Ta)(_T + 47—61);
O3 = (1 — 47,) (T — Ta),
01 = ViVTT T Tr(r — 312),
O5 = —2xi(Ta — 47aX7) (74 — 477ax} + 16770X;)
e

O¢ = T3 + 4(T — 37,)TIX2 — 32T TaTaX; + 64772XY),

em que x; sdo as raizes da Eq. (2.37). O gréfico da expressao (2.38) é exibido na Figura
2.6 para trés conjuntos de 74, 7, T, € T, € interpretado em conjunto com o grafico da solugao
no espacgo dos tempos para o volume, realizada a seguir.

Também para este kernel, para encontrar a solugdo em p(z,t), é necessario substituir
B(s), como em (2.10), na Eq. (2.3). Como estamos usando o kernel dado por (2.32), a
substituigao deste termo em B(s) resulta na seguinte expressao para p(z, s)

p(z,s) 1 KT(1+ s7,) cosh(\/s/iDz)

oo s g [/W(l + s7,) cosh (\/%@ + \/?(1 + s7(1 + s7,)) sinh (\/%g)}

Com isso, temos uma soma de dois termos em que a transformada inversa de Laplace
pode ser encontrada separadamente. Para o primeiro termo, ficamos com

£ {1} =1 (2.39)

S

A transformada para o segundo termo da soma, reescrita abaixo

RT(1 4+ s7,) cosh(@z)
s {/W(l + 57,) cosh (\/%g) + \/g(l + s7(1 4 s7,)) sinh (\/%gﬂ
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F(s) = (2.40)




é encontrada por meio da integral de Bromwich em conjunto com o teorema dos residuos,
como descritos anteriormente. Primeiramente, os polos de (2.40) ocorrem quando

5d D , 5d
kT(1 + s7,) cosh < D2> + \/:(1 + s7(1 4 s7,)) sinh ( D2>] =0 (2.41)

De acordo com essa expressao, temos dois polos a serem considerados no célculo do residuo,
um polo quando s = 0 e um polo periddico idéntico ao que tinhamos para a solugao no
espaco de Laplace para as superficies. Com isso, temos a mesma equac¢ao de autovalores
também para este polo periddico, dada por (2.37).

Seguindo o procedimento, o cdlculo dos residuos sao realizados em seguida, de modo
que

S

Fi(t) = Res(s = 0) = lim(s — 0)F(s)e’ = — (2.42)

s—0 T + 7-7

Fy(t) = Res(s = —32) = m%@+ﬁv@ws

B z": 2 Ta Tax(Tg — ATaX3) cos(Zx;)
— ©1 cos(x;) + Oy sin(x;)

Com
01 = xi[13(277) — 477a(—4T, + T)XE + 16T TaTe X},
Oy = [177 + T74(Ta — 127,)X7 — 4774(7a — 207)X5].
Ressaltando que o cdlculo do residuo para Fy(t) é realizado para s = —2, mas a série é

dada em termos de uma soma em xg, com f3, = 2\/5X5/d.
A solugao final é dada pela soma das trés inversas encontradas, dadas por (2.39), (2.42)
e (2.43). O resultado é mostrado abaixo, em sua forma adimensional, como segue

2

Atx s
p(z,t) T N Z": 2¢ a TTyXi(Tq — 47-(1)(‘22) cos(ZXi)7 (2.43)
00 T +T O cos(x;) + Oasin(y;)

em que x; sao as raizes da Eq. (2.37) Sendo assim, a Eq. (2.43) é a solugao no espago
dos tempos para a densidade volumétrica de particulas quando consideramos um kernel
do tipo exponencial.

Para a andlise de 20 /pod (Eq. (2.38)) e p/po (Eq. (2.43)), os graficos das Figuras 2.6 e
2.7 exibem, respectivamente, a densidade superficial de particulas ao longo do tempo para
trés valores distintos de 7,/7, com 74/7 = 10 e 7,/7 = 1.0 e a densidade volumétrica de
particulas ao longo do eixo Z para sete tempos t* distintos, com 7,/7 = 1.5, com 74/7 = 4
eT./T=0.1.
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----- 7,/t=10; 1;/1=1.0 ; 7,/7T=2.0
----- 7,/1=10; 1;/t=1.0 ; 7,/T=1.0
1,/t=10 ; 1;/1=1.0 ; 7,/7=0.1

_——

it rr—

Figura 2.6: Densidade superficial de particulas vs. t*, ambos em sua forma adimensional,
com t* = 4t/1;. Trés curvas sdo apresentadas, com a curva sélida para os valores 74 =
41 = 407, a curva tracejada para 7; = 47 = 47, e a curva pontilhada para 75 = 207 = 47,.

1.2
*=0.001
1.0 1*=0.01 ||
1*=0.10
----- 1*=0.30
_ o8 [/ N | eeee 1*=0.50 ]
< - S N - *=1.00
*:0.6 -------- 1*=3.00 |4
Q -~‘-
0.4 e o~ 1
0.2 ]
> A
0.0? ‘
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Z

Figura 2.7: Densidade volumétrica de particulas vs. Z para sete tempos t* = 4t/74
diferentes. Os tempos caracteristicos sdo 7y = 47 =4, 7./7 = 0.1 e 7,/7 = 1.5.

Para as trés curvas de 20/pod vs. t*, as particulas que se difundem pelo volume e che-
gam até as superficies sao rapidamente adsorvidas, como mostra o acelerado crescimento
inicial no grafico, até um valor maximo. Quando o tempo de meméria é relevante, como
é o caso das duas curvas tracejadas, é possivel notar, apds este maximo inicial, processos
de dessorcao-adsorcao antes que o equilibrio ocorra. Estes processos ainda sao mais evi-
dentes conforme o tempo de meméria é maior, como indica a curva vermelha tracejada.
Vale lembrar que, parte das particulas adsorvidas ainda podem ter energia suficiente para
retornar ao volume, isto é, serem dessorvidas, perdendo parte de sua energia apds este
processo. Esta situagdo pode ser observada nestes dois graficos tracejados pelo decréscimo
na densidade de particulas adsorvidas, seguido por um leve crescimento. De modo su-
cessivo, estas mesmas particulas podem sofrer varias colisoes e, consequentemente, varios

30



processos de adsorcao-dessorc¢ao, que sao exibidos pelos graficos ao conterem mais de um
acréscimo seguido por um decréscimo na densidade de particulas adsorvidas. Com isso,
este movimento ocorre até que as particulas percam energia suficiente e o equilibrio seja
alcangado, como ocorre por volta de t* = 12, para 7,/7 = 1.0 e por volta de de t* = 20,
para 7,/7 = 10.0.

Por outro lado, a curva sélida considera um tempo de memoéria pequeno, com 7, — 0,
de modo que o torna irrelevante no processo de adsorcao. Logo, temos uma curva com
comportamento semelhante ao caso delta (Figura 2.3), onde ndo tinhamos um efeito
memoria associado, como esperado. Em seguida, mesmo que o tempo de memoria afete
o intervalo de tempo em que o equilibrio ocorra, todas as curvas tendem a um estado
estacionario quando t — oo.

Por fim, para todas as curvas de p/py vs. Z, temos um comportamento semelhante ao
descrito para o caso delta (Figura 2.4), em que a distribuigdo volumétrica de particulas é
simétrica em relagao ao eixo Z = 0.0, como esperado. Conforme o tempo avanga, o nimero
de particulas préximas as superficies tende a aumentar, até que todo o eixo Z alcanca
o mesmo valor para p/pg, em t* = 3.0. Este comportamento semelhante para o volume
também é esperado, isto porqué o efeito memoria esta relacionado ao processo dinamico
que esta ocorrendo nas superficies, nao tendo um efeito relevante para o comportamento
da densidade de particulas no volume.
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Capitulo 3

Difusao em Meios Limitados: Meio
Modulado

Este capitulo ird descrever os métodos numéricos utilizados para resolver as equacgoes
que regem um sistema contendo o fenomeno da difusao, em que o coeficiente de difu-
sao varia de modo periédico no volume. Além disso, o fendémeno da adsor¢ao-dessor¢ao
esta presente nas superficies. Para isto, novamente é considerada a equacgao cinética nas
superficies, como estudada nos capitulos anteriores. No entanto, a equacao de difusado
é modificada de modo a considerar este coeficiente periédico. E apresentado o método
usado para a solugao da parte espacial - as diferencas finitas - e um método do tipo Runge-
Kutta, usado para resolver a parte temporal. Apds esta descrigao, o modelo estudado no
proximo capitulo é especificado, em conjunto com as condigoes numeéricas que o sistema
requer, além da analise de como os regimes difusivos serdo investigados no restante deste
trabalho.

3.1 Meétodo das Linhas

O método das linhas [66-68] é utilizado para resolver problemas envolvendo equagoes
diferenciais parciais (EDP’s) no qual, em linhas gerais, consiste em discretizar as variaveis
espaciais e manter uma das variaveis continua, como o tempo, no caso deste trabalho.
Sendo assim, a EDP torna-se um sistema de equagoes diferenciais ordinarias (EDO’s),
analisadas agora como um problema de valor inicial (PVI) e que pode ser resolvido por
métodos voltados a este tipo.

Como o modelo a ser caracterizado é regido pela equacao da difusao ao longo do
volume, cujas condi¢oes de contorno sao definidas pelas equagoes cinéticas nas superficies,
a abordagem utilizada para a discretizacao das variaveis espaciais sera o método das
diferengas finitas. Logo, substituindo esta forma discreta na EDP, cada ponto no eixo
espacial ird conter uma EDO, obtendo um sistema de EDQO’s para serem avaliadas em
um certo tempo. Em seguida, é possivel avancar um passo no eixo temporal e repetir o
processo de resolugao, levando em conta a condicao inicial em todos os pontos. Entao, a
variavel temporal é mantida continua e a equagao é resolvida pelo método de Dormand-
Prince de 8* ordem, um método do tipo Runge-Kutta.
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3.1.1 Meétodo das Diferencas Finitas

A resolugdo numérica de um sistema fisico requer algumas mudancas em seu conjunto
de equagoes, valores iniciais e/ou de contorno que descrevem o sistema. Além disso,
o dominio onde o problema ¢é descrito também exige algumas mudangas, para que os
métodos computacionais escolhidos possam ser usados.

O método utilizado neste trabalho para resolver a parte espacial do sistema descrito
na Secao 3.2 denomina-se diferengas finitas [66,69]. O método exige uma discretizagao
da fungao continua, f(z), definida por um dominio no qual, para todos os pontos em
um certo intervalo I seja valida a igualdade 313131}1 f(z) = f(a), em que a sdo pontos que

pertencem a este intervalo [65]. Esta discretizagao leva a fungao continua a uma fungao
discreta, caracterizada por um conjunto de pontos (vetores) em x;, que estao relacionados
a um conjunto de pontos em f(z;) (ou y;) nos quais, entre estes pontos, ndo hd um valor
pré-estabelecido como existia na defini¢ao para a funcao continua, definida anteriormente.
A Figura 3.1 exemplifica uma discretizagdo do dominio de uma fun¢ao f(z) — f(z;), com
1t =0,..., N sendo o nimero de pontos deste dominio.

Yo U1 Yi—1 Yi Yi+1 YN YN
——o . . . ° °
Zo X1 Ti—1 Z; Ti+1 TN TN

Figura 3.1: Exemplo de um dominio discreto. Cada ponto do vetor x;, com ¢ =0, ..., N,
recebera um valor e, consequentemente, um y; correspondente. Totalizando um dominio
discreto com N + 1 pontos e N espacamentos Ax.

Com base nisto, se faz sempre necessario escolher quantos pontos e, consequentemente,
espacamentos, o dominio do problema tera. Cada ponto terda um espacamento Ax em
relacao ao outro, dado por

Ar — u,
N
em que zp e Ty sao os pontos inicial e final da regiao, respectivamente. Se o primeiro
comegar em zero, entdo o ultimo tera valor N, de forma que teremos N + 1 pontos no

total. Também ¢é possivel acessar um ponto x; deste vetor, da seguinte maneira
x; = To + iAx,

sendo o ponto seguinte representado por
Tivr1 = X4 + Azx.

Na segunda etapa desse procedimento de resolucao, a aproximacgao das equacgoes dife-
renciais em equagoes algébricas envolve a discretizacao das derivadas espaciais presentes
na equagao diferencial. Para isso, faz-se o uso da expansao em série de Taylor [65], de
modo a tornar possivel estas aproximagoes.

Considerando a expansdo em Taylor para uma fun¢ao f(x), com Ax = x — z( temos
que

df d*f Ax?  df Ax?
= — A 3.1
f(x) f(x0)+d:c|x:$0 T3 . + 23 3 + (3.1)
I
N —dxn| o onl
T=x0
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ou seja, a funcao é avaliada em um ponto x a partir do valor da funcdo em um outro
ponto xy e de suas derivadas. A expansao acima pode ser reescrita de maneira que seja
discretizada, de acordo com o dominio definido na Figura 3.1, de modo que
2 2 3 3
dy| (rip1 —2:)* | Pyl (T — 1)

O
Yir1 =Y+ | (@i —x) + A2 91 dr3 3!

(32

A aproximacao para a primeira derivada ird truncar a série acima no termo de segunda
ordem, restando apenas o termo de ordem zero e ordem um, tornando-se

d
Yir1 = Yi + dfi (Tig1 — @),

Ty

ou, isolando-a para a primeira derivada, temos

@ Y1 Y Y1 — Yi
dr| — Ty — Az

denominada derivada progressiva.
De modo equivalente, é possivel avaliar um ponto anterior do espacgo discreto, com
base em um posterior. Com isso, a série de Taylor torna-se

dy d2y (%’—1 - 931')2 dg?/ (%’—1 - 93@')3
yz—l_yz'}_@ (xz—l_xz)—i_ﬁ T""ﬁ T

o (33)

e a aproximacao para a primeira derivada sera

@ o Yi T Y1 Yirl — Y
de|, — i —xi AV

k3

denominada de derivada regressiva. Como ultima opcao, também é possivel encontrar
uma aproximacao para a primeira derivada, fazendo a diferenca entre as séries dadas pelas
expressoes (3.2) e (3.3). Esta é denominada derivada central e ¢ definida como

@ ~ it~ Y1 Y1 — Yio1
dz - 2(l’i+1 — .’171',1) 20z .

(3.4)

E interessante ressaltar que, ao fazer essa diferenca entre as duas séries, os termos com
poténcia par anulam-se, de forma que a série é truncada no termo de ordem trés, diferente
do que ocorreu nas derivadas regressiva e progressiva, em que as séries foram truncadas
nos termos de ordem dois.

Para a aproximacao da segunda derivada, a andlise é a mesma feita para encontrar a
derivada central, com a diferenca de que as séries dadas pelas expressoes (3.2) e (3.3) sdo
somadas. Note que os termos de ordem impar se anulam e a série também ¢é truncada
no termo de ordem trés. Desta forma, isolando a expressao encontrada para a derivada
segunda, ficamos com

@ LYl = 2Ui t Y Yin — 2¥i + Y
dz?| (Tip1 — wi—1)? (Az)?

Como se fez necessario truncar a série, que teria infinitos termos, para que seja pos-
sivel a resolucao da equacao diferencial via calculo numérico, toda solugao ird carregar
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um erro de truncamento, isto é, um erro relacionado a diferenca entre a solugdo obtida
numericamente e a solugao analitica. Este erro relaciona-se diretamente a ordem do termo
em que a série foi truncada, ou seja, de modo geral

E(Az) = O(AaP),

em que p é a ordem do método. O erro total é uma funcao do Az utilizado e esta relagao
indica o quanto o erro diminui conforme o Az diminuir. Esta relagdo nos informa que o
erro do método serd da ordem do termo de ordem mais alta, apds a série ser truncada.
Podemos notar entao, que o erro de truncamento para a derivada progressiva e regressiva
é de primeira ordem, ja o erro para a derivada central e para a aproximacao da segunda
derivada é de segunda ordem. Supondo entdo que, usando um Az/2, por exemplo, a
derivada progressiva (ou regressiva), com p = 1, nos dard um erro que diminui em um
fator 1/2. Porém, usando a derivada central, com p = 2, o erro ird diminuir em 1/4, sendo
duas vezes menor em comparacgao com as derivadas anteriores. Com isso, consideramos
que esta ordem de aproximacao mede a taxa de convergéncia do método.

Temos, portanto, que o método transforma um elemento continuo, como uma fungao
ou um dominio, em um elemento discreto. No caso do dominio discreto, também o
denominamos malha. Desta forma, o processo de resolucao da parte espacial de uma
equacao diferencial que utiliza o método das diferencas finitas devera seguir as seguintes
etapas:

1. Discretizar o espaco em um namero N + 1 de pontos, isto é, discretizar o dominio
de solugao, ou existéncia da equacao. Logo, o espago tera N + 1 pontos, com N
espacamentos entre eles;

2. Aproximar as equagoes diferenciais por equagoes algébricas em cada ponto do do-
minio discreto. Além disso, também discretizar os valores iniciais, no caso de um
problema de valor inicial (PVI), ou os valores de contorno, no caso de um problema
de valor de contorno (PVC);

3. Resolver o sistema de equagoes algébricas para obter a solugao discretizada. Che-
gamos entao em um sistema linear, que pode ser resolvido por técnicas voltadas a
este tipo de problema.

3.1.2 Meétodo de Dormand-Prince

A parte temporal resolvida numericamente neste trabalho ird utilizar um método da
familia de métodos Runge-Kutta para a solugdo de equacgoes diferenciais ordindrias como
um problema de valor inicial, 0 método de Dormand-Prince [70], implementado pela
biblioteca GSL para a resolugdo de EDO’s [71]. De modo geral, o método é de oitava
ordem e requer um sistema n-dimensional de primeira ordem, do tipo

dy;(t)
dt

= [ilt, 2 (D), -, ya(1), (3:5)

com i = 1,...,n. Desta forma, algumas informacgoes sobre o sistema a ser resolvido é
requerida pelo método. De acordo com a expressao (3.5), o lado esquerdo desta equagao
ird conter a derivada temporal e o lado direito, a funcao que sera discretizada no espaco,
sendo continua no tempo. Se a malha contém n pontos, entdo teremos n expressoes do
tipo (3.5), isto é, um sistema de EDO’s que deve ser resolvido simultaneamente. Em vista
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disso, a implementagdo requer o uso de dois vetores, o primeiro devera ser preenchido
com o sistema de equagoes diferenciais ordindrias que o método ira resolver no tempo,
e o segundo ird armazenar a solucao para cada ponto ¢ da malha. Como os pontos
extremos da malha representam os limites para o dominio de existéncia do problema, os
espacos nos extremos de ambos os vetores devem armazenar as condi¢oes de contorno.
Além disso, o vetor que armazena a solucao deve ser iniciado com a condicao inicial, uma
vez que é a partir desta situacdo que o problema ird avangar no tempo e o vetor sera
novamente preenchido com a solucio para o tempo em questao. A partir disso, uma vez
que o método recebe o niimero de pontos em que o dominio é discretizado (n), o calculo
para o espagamento entre os pontos (AZ), a EDO correspondente a cada ponto deste
dominio - armazenadas em um vetor denominado aqui de Rhs[i] - e o vetor que contém
as solucoes para cada ¢ - denominado aqui de rho[i] - preenchido com as condicoes
iniciais do sistema, ele pode avancar um passo temporal e preencher rho[i] para este
novo tempo e isto sucessivamente até um tempo final.

Trata-se de um método adaptativo em relacao ao tempo, ou seja, o método adaptativo
ird testar se o passo temporal At utilizado é coerente para ser implementado, ou se
deve ser diminuido ou aumentado. Isto evita que seja usado um passo muito grande e,
consequentemente, tenhamos um erro muito grande, ou que seja usado um passo muito
pequeno e muitos pontos sejam calculados sem que haja necessidade. Logo, o método
adaptativo permite determinar o quao grande este passo deve ser dinamicamente. O
espagamento entre os passos temporais nao sao iguais, diferentemente do que temos em
diferencas finitas. Entao, é imposto que, comeg¢ando com um passo temporal inicial dt,
a solugao em um ponto respeite os limites de um erro absoluto, erry,s, em que o erro
produzido ao utilizar este dt nao deve ser maior que erry,. Apds, o passo é adaptado
para estar dentro destes limites.

Assim sendo, o vetor contendo a solugao deve armazenar os elementos vetoriais f; (¢, y;(t),
pardmetros), para os argumentos (¢, y;(t)) e os parametros definidos para o sistema. Por-
tanto, uma vez que temos a EDP que descreve o problema, suas condi¢oes de contorno e
inicial, o procedimento para a resolucao segue as seguintes etapas:

1. Toda a parte espacial da EDP é discretizada: derivadas, fungoes e condi¢des de
contorno, dependentes da variavel espacial;

2. Cada ponto do dominio espacial discreto contera uma EDO com um problema de
valor inicial. Os pontos nos extremos deste dominio conterao as equagoes referentes
as condigoes de contorno;

3. Levando em conta todos os pontos do dominio espacial, em um certo tempo, temos
um sistema de EDO’s que é resolvido via integracao numérica, em que, para cada
ponto, temos uma condi¢ao inicial associada. Entao, comecando em um tempo
inicial ¢;, o método adaptativo ird avancar até um tempo final ¢¢, com o vetor que
contém a solucao sendo novamente preenchido a cada passo temporal.

Em vista disso, é possivel, daqui em diante, detalhar o modelo proposto e usado no
restante deste trabalho. A segunda parte deste capitulo ird especificar como os métodos
descritos anteriormente poderdo ser usados para a resolu¢cao numérica do sistema.
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3.2 0O Modelo

3.2.1 Equacoes de Volume e Superficie

De forma diferente do que consideramos no capitulo anterior, onde tinhamos um co-
eficiente de difusao constante e uma equagao de difusao normal, queremos investigar as
consequéncias de uma difusao que ocorre em um meio modulado e, para isto, o coeficiente
de difusdo ¢ modificado a fim de caracterizar esta modulagdo espacial. Dessa maneira, D
torna-se um D(z) e, como consequéncia, o coeficiente torna-se uma fun¢do que depende
do eixo z e deve ser considerado na derivada espacial da equacao da difusdo. Apesar deste
trabalho levar em conta particulas se difundindo em um meio que contém um liquido iso-
trépico, mas modulado espacialmente, é possivel relaciona-lo com as modulagoes naturais
que ocorrem em alguns tipos de cristais liquidos, por exemplo.

Nos cristais liquidos colestéricos, uma modulagdo natural ocorre na forma helicoidal,
que se repete a cada comprimento medido paralelamente ao eixo da hélice. Nesta estru-
tura, ¢ possivel considerar que héd uma superposicao continua de planos, em que cada
plano contém moléculas em um ordenamento do tipo nematico. Este ordenamento se
modifica a cada plano e o comprimento caracteristico associado a este conjunto de planos
nematicos que irao se repetir é denominado passo da hélice. Por conta da disposi¢ao das
moléculas nestes planos que se repetem a cada passo, também é considerado que este tipo
de cristal liquido é constituido de pseudo camadas. Outro cristal liquido cuja organiza-
¢ao apresenta modulagao sao os cristais liquidos esméticos. Neste caso, as moléculas se
organizam em camadas, possuindo uma ordem posicional de longo alcance ao longo da
dire¢ao perpendicular a estas camadas [20,72].

Como discutido na Sec¢ao 1.1, é possivel que uma determinada amostra de cristal li-
quido, como os citados anteriormente, por exemplo, possua impurezas [29]. Tais impurezas
podem se difundir através da amostra até as paredes, causando alguns efeitos de superficie
e, consequentemente, no desempenho do dispositivo de cristal liquido. Por outro lado, héa
também particulas que sao propositalmente colocadas na amostra, como os corantes, que
auxiliam na melhora do desempenho dos dispositivos . Além disso, estudos recentes tém
mostrado que a difusdo torna-se mais lenta quando imposta a um material estruturado
em camadas [73], enquanto que técnicas tem apresentado que particulas grandes podem
se difundir mais rapidamente do que as menor dimensao, em sistemas que apresentam a
fase esmética [74]. Uma vez que estas particulas estao presentes e podem sofrer processos
de difusao e adsor¢ao-dessor¢ao, tendo um processo difusivo que pode ser modificado - de
acordo com o tipo de organizacao do meio enfrentado pelas particulas - e, ao atingir as su-
perficies, causar efeitos de superficie, o entendimento de como estas dinamicas ocorrem é
de extrema importancia. Desse modo, é atribuido ao restante desta secao o detalhamento
das equagoes para o modelo numérico, estudado no restante deste trabalho.

Definiremos, novamente, uma amostra em forma de slab, de espessura d, e superficies
limitantes em z = +d/2, onde particulas neutras podem se difundir através de um liquido
isotropico e serem adsorvidas pelas duas superficies, sendo que ambas as superficies sdo
idénticas. Porém, neste capitulo, iremos considerar um liquido modulado espacialmente
e, como consequéncia, o coeficiente de difusao ird variar periodicamente ao longo do
volume. Além disso, a dimensao das particulas é considerada como sendo muito menor
do que a modulagao espacial, de forma que um conjunto de particulas enfrente a mesma
intensidade imposta pelo coeficiente de difusao e a difusdo possa ser descrita por meio de
um modelo continuo, como abordado pela Se¢ao 1.2.2. Com isso, levando em conta um
sistema cartesiano em que apenas a coordenada z ¢é relevante para a interpretacao das
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grandezas fisicas, as particulas se difundem obedecendo a seguinte equacao da difusao

dp(z,t) O [D(Z)ap(z,t)],

ot oz 0=

(3.6)

em que p(z,t) é a densidade de particulas neutras ao longo do volume e D(z) é a média es-
pacial do coeficiente de difusao, escrito agora como uma func¢ao dependente da coordenada
z. Com base nisto, definimos um coeficiente do tipo

D(z) = D[1 + acos(kz)], (3.7)

em que D ¢é o coeficiente médio de difusao, o ¢ a amplitude da modulacao, que varia no
intervalo 0 < a < 1, e k o numero de onda que controla o nimero de voltas, de periodo
7, que o coeficiente de difusao ira realizar ao longo do slab. Um esquema ilustrativo deste
sistema pode ser visto na figura abaixo:

Figura 3.2: Esquema ilustrativo do modelo proposto. O sistema é limitado por duas su-
perficies, tendo espessura total d. Entre as duas superficies, as intensidades do coeficiente
de difusao periddico sao representadas em vermelho e ao longo da diregao z, sendo possivel
notar uma volta de periodo 7, entre ambas as linhas tracejadas. Além disso, as particulas
se difundindo através do meio até as superficies sao representadas pelos circulos em verde.

Para a dinamica nas superficies, novamente usaremos os conceitos abordados na Secao
1.2.4 deste trabalho. Com isso, para este modelo, usaremos a mesma expressao analisada
na Secao 2.1, reescrita aqui como

do(t)
dt

= wp(zd/2.0)— [ 'St — o (t)dt, (3.8)

com o(t) sendo a densidade de particulas adsorvidas, o pardmetro s conectado com a
taxa de adsor¢ao e S(t) a fungao que rege o processo de dessor¢ao.

Apos estas definigoes, é possivel especificar as condi¢oes de contorno e iniciais do
problema. Como o objetivo deste trabalho é estudar como o espalhamento das parti-
culas ocorre quando impomos um meio com modulagao e com superficies adsorventes,
temos que considerar uma condic¢ao inicial que nos permita estudar a difusao neste estado
transiente, para que também seja possivel estudar os respectivos regimes difusivos deste
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processo. Com isso, uma condi¢ao do tipo Delta de Dirac é considerada, uma vez que
esta é frequentemente usada para descrever o comportamento difusivo transiente [53,62].
Experimentalmente, esta condi¢ao esta de acordo com sistemas cuja distribuicao de par-
ticulas é controlada por algum mecanismo que regule sua liberagdo ou por meio de uma
adigdo pontual de particulas em uma posigao especifica [75,76]. No contexto dos cristais
liquidos, um filme fino esmético ou colestérico pode ser desenvolvido, com modulacao
perpendicular as superficies, cuja orientacdo do cristal liquido pode ser controlada por
um campo magnético externo [77]. As particulas que irdo se difundir podem, entao, ser
adicionadas com uma micropipeta, por exemplo.

Desse modo, consideramos p(z,t = 0) = pod(2), com py sendo a densidade inicial de
particulas e §(z) a fun¢do Delta de Dirac [78]. Nesta condi¢do inicial para o volume,
temos que todas as particulas estdo no centro da amostra (z = 0.0) e ao longo do plano
xy. Consideramos também que esta condigao é simétrica em relagao ao centro da amostra.
Além disso, a condigdo inicial associada a equacao nas superficies serd o(t = 0) = 0, ou
seja, inicialmente nao ha processos de adsor¢ao-dessorcao ocorrendo nas duas superficies.
Para t > 0, o processo de difusdao ird ocorrer e as particulas irdo se mover através do
volume, em direcao as paredes.

Outra condigao que deve ser satisfeita, também para este modelo, é a conservacgao do
numero de particulas a todo instante de tempo. Reescrevendo-a, temos

+d/2
20 (t) + / o P02 = pod, (3.9)
—d/2

em que, aplicando a derivada em relagao ao tempo em ambos os lados da equacao, também
implica que

do(t)

o (3.10)

=F
z=%d/2

A equagao acima nos informa que a variabilidade espacial do fluxo de particulas em
ambas as superficies deve ser igual a variagao temporal da densidade de particulas nestas
superficies, isto é, o nimero de particulas deve ser conservado. A Egs. (3.6-3.10) irao
descrever todo o sistema especificado neste capitulo, sendo possivel, daqui em diante,
analisar seu processo de implementagao numeérica.
Da mesma forma como foi descrito na Secao 3.1.1, consideramos uma malha contendo
n, pontos, cujo espagamento entre eles é constante e calculado da seguinte maneira
d
AZ = =1’ (3.11)
agora descritos ao longo da direcao z, onde o problema é caracterizado. Visto que o
dominio de existéncia foi discretizado, é necessario reescrever a equacao da difusdo de
modo a torna-la adimensional. Para isto, uma vez que o intervalo de existéncia é —d/2 <
z < d/2, também é vélido que —1 < 2z/d < 1. Definindo Z = 2z/d, o intervalo agora
escrito na forma adimensional torna-se —1 < Z < 1. Usando z = Zd/2 em (3.6), a
equacao pode ser reescrita como
gﬁ - aﬁz {[1 + acos(k:Z)]gg} , (3.12)

onde foi possivel realizar as substituicoes p = p/po, k = kd/2, t* = 4t/14, 74 = d*>/D
(tempo de difusao do sistema), e D(z) como na expressao (3.7). Explicitando a derivada
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espacial, a equagao torna-se

dp N - —_.0p

8tp* =1+ ozcos(k:Z)]a—Zp2 — ka sen(kZ)a—g. (3.13)
Para aplicar a primeira parte do método das linhas, devemos discretizar a parte espa-

cial desta EDP, via diferencas finitas. A discretizacao é aplicada nas fungoes dependentes

da variavel Z e nas derivadas espaciais de primeira e segunda ordem, utilizando a derivada

central como visto em 3.1.1. A Eq. (3.13) torna-se
dp
dt*

Pi+1 — 2pi + pi—a
(AZ)?

— ka sen(l%Zi)%, (3.14)

= [1 4 acos(kZ;)]
com AZ calculado como na expressao (3.11). E importante ressaltar que, para k = 0,
isto é, quando nao tem nenhuma oscilacdo no meio, devemos fazer a = 0.0 para toda
simulagao. Isto pois o coeficiente de difusao efetivo deve ser o mesmo para todos os
valores de k quando consideramos todo o intervalo espacial, assegurando que ele tenha
valor D, na média. Desta forma, a Eq. (3.14) é a equagao diferencial ordinaria para
cada ponto Z; do volume no dominio de solu¢do. Como se trata de EDQO’s, todas devem
ter uma condicao inicial associada. Como explicado anteriormente, a condi¢ao inicial no
volume serd p(z,t = 0) = pod(z), descrita numericamente no final desta se¢do em conjunto
com a condi¢ao inicial nas superficies.

Para a analise da equacao que vai reger a dindmica nas superficies, novamente ¢é
necessario analisé-la em dois casos, dependendo da expressao usada para S(t), em (3.8).
Quando S(t) = §(t/7)/7? - expressdo ligada & adsorgao quimica, em que o pardmetro
de dessorgao é 7 - a integral na Eq. (3.8) é resolvida e a expressdo reescrita, de modo
adimensional, como segue

At do
[T 7 —Tﬁ+5:O] , (3.15)
Td dt* Tk =41

com ¢ = 20/dpy e T, = d/2k (tempo de adsor¢ao do sistema). J4 no caso em que

consideramos S(t) = 1/(77,)e("/7) - expressio ligada & adsorcao fisica e que representa
um efeito memoria, em que 7, é o parametro relacionado ao tempo de memoria do sistema
- a integral na Eq. (3.8) é resolvida e a expressao reescrita, de modo adimensional, como
segue

27 —_ —_ — -
[16% A dp 4 dep o0 ] —0. (3.16)
Z==+1

72 dt+* Commedtt | Tm.dtt T | TTa
Neste caso, a derivada segunda aparece devido a aplicacao da derivada temporal em ambos
os lados da Eq. (3.8).

Introduzindo uma varidvel auxiliar o, = 05 /0t, de modo que tenhamos apenas deri-
vadas de primeira ordem em (3.16), a condi¢ao de contorno pode ser reescrita como

16 do 4 dp 4 0 0
l O P _ P + o 1 —0
Z=+1

T2 At Ty At TyT, TeTa TTa

Além disso, a derivada temporal de p, dada como na Eq. (3.12), é substituida na expressao
acima, a fim de retirar sua dependéncia temporal na equagao. Com isso, as condigoes de
contorno sao divididas em
0o
ot*

=5 (3.17)
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_ 2 4 _ i1 — 2p; — - 7. i+l Fie
do-t _ de { [(1 —|—Q{COS(]{,’ZZ)) <p1+1 pz+p1 1) . kasen(kzi) <M)]}+

dt* 16 TdTk (AZ)2 2AZ
2 —_ —_
77 ( 40y Di o }
- = — ) 3.18
16 {TdTa TkTa * TT, ( )

Vale ressaltar que o uso da derivada central nas extremidades do contorno é possivel pois
pontos de extrapolacao nos dois extremos sao implementados. Considerando a expressao
(3.18), se estivermos lidando com a superficie em Z = —1, é necessario um ponto de
extrapolacao para o valor de p;_; e, na superficie Z = +1, é necessario um ponto de
extrapolacao para o valor de p;;1.

Para definir este ponto, é levado em conta a Eq. (3.10), de modo a reescrevé-la
substituindo a primeira derivada espacial em p(Z,t*) pela derivada central, como na
expressao (3.4). Desta forma, ficamos com

Pi+1 — Pi—-1 7.7
(2 — ) 1+ acos(EZ)]

Z=+1
Chamando este ponto de pe,; e usando a condigao dada pela Eq. (3.17), temos que

ONZ5,(Z; = £1)
(1+ acos(kZ; = £1))’

pext(Z = :l:]-) = Pi¥l —

que deve ser substituido na Eq. (3.18), dependendo da superficie considerada. Note que
o ponto de extrapolacao é substituido na primeira e segunda derivada de p, de modo que,
para Z; = —1, ficamos com

dp
dz

Pit1 — Peat  A*p piy1 — 2p; + Peat
oAZ  © dz? (AZ)E (3:19)

Zi=-1

e as condicoes de contorno para este ponto tornam-se

do
e = O (3.20)
e
do, 2 4 - d*p - - _dp
= 20— (1 kZ))— — k kZ;)—
at* |, __ 16 {Tdi [( o cos( Z))dzz sen( z)dZ +
11 [40(Z)  p(Z) n o(Z:) (3.21)
16 TiTa TrTa 71, | ’

Para Z; = +1, ficamos com

dp ~ Pext = Picr PP Pewt — 20 + pia
— = e — o= INAE , (3.22)
dz Zimt1 IAVA dz (AZ)
e as condicoes de contorno para este ponto tornam-se
doy 2 4 - d?p - —_dp
= =¢— (1 kZ;))— — k kZ;)—
i, 16 {Tdi [( + a cos( ))dZ2 asen( )dZ +
2 (45.(Z; Z; o(Z;
16 TdTa TrTa TT,
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0o

ot*

Como tltimo passo na mudanca das equagoes utilizadas, a expressao para a conser-
vacao do nimero de particulas também é reescrita de forma adimensional, tornando-se

=0, (3.24)

1
2% + / pdZ = 2. (3.25)
~1

Como visto na Se¢ao 3.1.2, o vetor rho[i] ird armazenar as duas solu¢oes de superficie
(6(Z; = £1)) e as do volume (p(Z;)) para todo ponto Z; correspondente. Além disso,
como temos uma variavel auxiliar que dividiu a condi¢ao de contorno em duas equacoes,
esta variavel também precisa ser armazenada. Em razao disso, o vetor sera organizado
da seguinte maneira

rho[0] = o(Z;=-1)
rho[1] = o(Z;=-1)

rho[2]...rho[nz+1] = p(Z))
rho[nz+2] = o&4(Z; = +1)
rho[nz+3] = o(Z; =+1) (3.26)

Reescrevendo a Eq. (3.25) em termos de uma soma vetorial, considerando um vetor
como organizado em (3.26), temos

nz+1
Gico + Oinays + Y DiAZ =2, (3.27)
=2

ou seja, a soma do valor nas posicoes extremas do vetor (solu¢do nas duas superficies)
com as posigoes referentes aos pontos de volume da malha (solu¢do em cada ponto do
volume) deverd ser igual a dois.

Levando em conta o vetor como em (3.26), a equacao discretizada para a conservagao
do niimero de particulas como em (3.27) e que o problema se inicia em ¢t = 0.0, preencher o
vetor para este tempo é escolher qual o tipo de condigao inicial o sistema tera, sendo pos-
sivel, daqui em diante, detalhar como as condigoes iniciais, como descritas anteriormente,
sao implementadas. A fim de entender como o vetor serd inicializado para representar a
condicao inicial do tipo delta, como descrita anteriormente, vamos considerar uma malha
com n, = 501 pontos e, com isso, AZ = 2/(nz — 1) = 4x1073 e rho[nz + 4] = rho[505].
Supondo uma condi¢ao homogénea, isto é, em que todo eixo de solu¢ao contenha o mesmo
numero de particulas, em ¢t = 0.0, este vetor deve ser preenchido com o mesmo valor em
todos os lugares relacionados ao volume do espacgo de solugao e com zero nas extremida-
des. Isto porqué os pontos extremos deste vetor guarda a solugdo para as superficies e,
em t = 0.0, ainda nao ha um processo dinamico ocorrendo nas paredes. Com isso, o vetor
solugao é inicializado como

rho[505] = [0,0,1,1,1,...,1,1,1,1,1,...,1,1,1,0,0]. (3.28)

De outra forma, se quisermos impor, em ¢t = 0.0, uma condi¢ao do tipo delta, que-
remos simular que todas as particulas estejam em um Unico ponto e, consequentemente,
ocupando um unico espago deste vetor, mesma situacao na qual a funcao Delta de Dirac
tem valor em apenas um ponto do dominio, sendo nula no restante do eixo z. Deste modo,

42



apenas o espacgo central desse vetor é preenchido com o niimero maximo - respeitando a
conservacao do nimero de particulas - e os espagos restantes tem valor zero. Esta condi-
cao € escolhida e, com isso, o problema é inicializado com uma condi¢ao inicial do tipo
delta, dada a seguir

rho[505] = [0,0,0,0,0,...,0,0, 500, 0,0, ...,0,0,0,0,0]. (3.29)

Note que as expressoes (3.28) e (3.29) satisfazem (3.27), como esperado .

Como as duas equacoes que descrevem as condigoes de contorno foram divididas em
quatro equagoes que devem ser satisfeitas simultaneamente, o vetor que armazena estas
equagoes deve ter dois espagos reservados para (3.20) e (3.21), referentes a superficie
Z = —1 - primeiro e segundo lugar do vetor - e dois espacos referentes a superficie
Z = +1 - penultimo e ultimo lugar do vetor - reservados para (3.23) e (3.24). Desta
forma, agora temos as condigoes iniciais o(0) = 0 e 6;(0) = 0 associadas a cada superficie.
Os espacos restantes sao ocupados pelas EDO’s referentes a cada ponto do volume, dadas
pela Eq. (3.14) para cada Z;. A condicao inicial associada a cada ponto se mantém, sendo
p(Z;,0) = pod(Z).

Uma vez que as condigoes iniciais de volume e superficies foram dadas, o vetor que
armazena o sistema de EDO’s a ser resolvido, Rhs[i], pode ser preenchido da seguinte
maneira

Rhs[0] = Equacao (3.20)
Rhs[1] = Equagao (3.21)
Rhs[2] = Equacao (3.14) para Z = —1, usando as derivadas como em (3.19)
Rhs[3]...Rhs[nz] = Equagao (3.14)
Rhs[nz+1] = Equacao (3.14) para Z = +1, usando as derivadas como em (3.22)
Rhs[nz+2] = Equacao (3.23)
Rhs[nz+3] = Equacao (3.24) (3.30)

Desta forma, é possivel ir para a segunda parte da resolugao pelo método das linhas, em
que este sistema é resolvido via método de Dormand-Prince, implementado pela biblioteca
GSL, como um problema de valor inicial que devera receber o vetor rho[i] inicializado
respeitando as condigoes descritas anteriormente para uma condi¢ao do tipo delta, além
do vetor Rhs[i] que contém o sistema de EDO’s a ser resolvido, com nz + 4 equacoes e 0s
parametros especificos para o sistema. Em nosso problema, estes parametros envolvem os
tempos caracteristicos (tempo de difusdo, tempo de adsor¢ao, tempo de dessorgao e tempo
de memoria), a frequéncia espacial e a amplitude de modula¢ao. Em todas as simulagoes
analisadas no proximo capitulo, o nimero de pontos do dominio discreto é n, = 500, o
passo temporal inicial é dt* = 1 x 107% e o limite do erro absoluto é errqg,s = 107, em
que a conservacao do nimero de particulas é calculada a cada passo temporal, a fim de
assegurar a consisténcia do método [79)].

3.2.2 Dinamica de Espalhamento

A difusividade do sistema, isto é, a capacidade que as particulas tem de se difundir,
esta relacionada com a maneira como estas particulas se espalham, sendo frequentemente

'E possivel que o célculo numérico para a conservacio do ntimero de particulas ndo seja exatamente
dois, mas ficar em torno de dois, isto devido aos nimeros empregados no calculo computacional sofrerem
aproximagoes de ponto flutuante.
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estudada por meio da andalise do deslocamento quadratico médio (ou variancia). Desta
forma, esta medida indica como a distribuicao de particulas esta se modificando, como
discutido na Secao 1.2.3. Em uma analise inicial e considerando os modelos propostos
por este trabalho (Secoes 2.1 e 3.2), podemos separar a difusdo destas particulas em trés
regimes.

O primeiro regime é aquele que acontece no momento em que as particulas iniciam o
processo de espalhamento em direcao as superficies, mas ainda nao ha particulas adsor-
vidas. Nesta situacao, considerando o modelo para um meio sem modulagao (Capitulo
2), temos uma difusdo "pura’, isto é, sem outros processos envolvidos, e o deslocamento
quadrético médio é uma fungao linear com o tempo, como esperado [55]. Este regime é
o primeiro que ocorre, por um periodo de tempo muito breve e, apds, o movimento das
particulas se encaminha para o segundo regime. Esta segunda situagdo ocorre enquanto
ainda ha difusdo de particulas no volume, mas existem particulas que também estao sendo
adsorvidas pelas superficies, ou seja, existe difusdo em conjunto com adsor¢ao. Isto acon-
tece por um periodo de tempo muito maior que o primeiro regime. Neste caso, a difusao é
desacelerada pela dinamica nas superficies e mais lenta que no caso onde tinhamos apenas
o fendémeno da difusao [35].

O terceiro regime acontece na situagao em que a dindmica de espalhamento sofre
maior influéncia pelo processo de adsorcao-dessor¢do - pois as particulas retornam ao
volume devido a dessorcao - do que pelo processo difusivo devido ao espalhamento inicial
das particulas. Apos esta terceira situacao, considerando os modelos discutidos neste
trabalho, é esperado que o sistema se encaminhe para o estado de equilibrio.

Em vista disso, um espalhamento que ocorre em um sistema confinado por superficies
adsorventes ja é responséavel por tornar a difusado mais lenta que a normal e fazer com que o
deslocamento quadratico médio nao seja mais uma funcao linear com o tempo. Se somado
a esta situacao, tivermos um meio modulado espacialmente, o processo de espalhamento
e, consequentemente, o regime difusivo, serdo influenciados pela difusao através do meio
modulado em conjunto com a dindmica de adsorcao-dessor¢cao nas superficies. Logo,
queremos investigar qual é o efeito deste tltimo conjunto de fatores quando mudamos os
parametros que controla a modulacgao, isto é, quando alteramos a frequéncia espacial e
amplitude de modulacao.

Considerando o modelo proposto por 3.2.1 e com o objetivo de estudar a influencia da
modulacao espacial em conjunto com a adsor¢ao no espalhamento inicial das particulas,
dados pelo primeiro e segundo regime, como explicados anteriormente, o comportamento
do deslocamento quadratico médio em relacao ao tempo, para este intervalo de tempo
inicial de interesse, deve ser estudado. Uma vez que o calculo do deslocamento quadratico
médio ¢é feito numericamente, teremos uma curva de (AZ)? vs. t* para todo o intervalo de
tempo, de ¢; = 0.0 até um tempo final ¢;. O comportamento deste grafico nos retorna uma
medida dinamica para o sistema. Um crescimento desta curva indica que a distribuicao
estd abrindo, isto é, particulas estao se espalhando através do volume, em direcao as
superficies. Por outro lado, se um decréscimo ocorre, a regiao da curva comeca a diminuir e
representa o fechamento da distribuicao. Neste segundo caso, as particulas estao voltando
para o meio, por exemplo, por estarem sendo dessorvidas pelas superficies.

Diante disso, para que o espalhamento inicial seja analisado, isto é, o intervalo de
tempo inicial em que as particulas estao se espalhando pelo volume e atingindo as super-
ficies, podemos coletar os dados da curva (AZ)? vs. t* até o ponto onde a curva comecar
a indicar que esta se encaminhando para o terceiro regime e descartar os pontos restantes.
Deste modo, estamos analisando apenas o intervalo de tempo correspondente a abertura
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da curva de distribuicdo de particulas, assim sendo, enquanto houver particulas se difun-
dindo em diregao as superficies. Por essa razao, é necessario analisar a fungao discretizada
que ira calcular o deslocamento quadratico médio especifica para o modelo descrito neste
capitulo, além de detalhar como sera construido o critério para coletar apenas os dados do
intervalo de tempo que contém o espalhamento inicial. Ambos serdo descritos no restante
desta secao.

Da definigao do célculo do deslocamento quadratico médio [58], temos que

_ /_11 Z25(7,1)dZ — (2 _ /_11 7, t*)dZ) (/_11 Z5(Z, t*)dZ>2(3.31)

Considerando uma distribui¢ao normalizada para todos os os tempos, temos que

(z—(2))%) = /11 (Z—/_l1 Z5(Z, t*)dZ)Zp(Z,t*)dZ

1
/ A2, 4)dZ = 1,

-1

e a expressao dada pela Eq. (3.31) torna-se
(Zz—2)") = (2)-(2)

1 1 2
— / ZQ;S(Z,t*)dZ—</ Zp(z,t*)dz),
-1 -1
em que

(2%) = /11 Z225(2,1°)dZ

1 2
(2)2 = (/ Z5(Z, t*)dZ) .
-1
De modo geral, é possivel reescrever o lado direito da Eq (3.31) da seguinte maneira
(2)" = (2= 5(t")(2)", (3.32)

com S(t*) = [1, p(Z,t*)dZ. Quando a distribuicio nio ¢ normalizada para todos os tem-
pos, esta integral nao é unitaria e devemos considerar outro tipo de expressao para validar
o calculo do deslocamento quadratico médio. No modelo considerado neste capitulo, as
particulas podem sofrer adsor¢ao nas superficies, de modo que a distribui¢ao volumétrica
de particulas nao é normalizada para todos os tempos. Nesta situagao, o valor do deslo-
camento quadratico médio deve também levar em conta a contribuicao superficial, dada
pela densidade superficial de particulas. A Eq. (3.25) nos dé a conservacao do nimero de
particulas em todo o sistema. Reescrevendo-a e isolando a integral no espaco, temos

[ pz1)az = 20 - o()),

de modo que a expressao (3.32), levando em conta esta nova contribuigdo para S(t*),
torna-se

(2)* = (26(t))(2)",

e o deslocamento quadratico médio, para o modelo considerado neste trabalho [79], é
calculado pela seguinte expressao

(AZ)? = /_11 225(Z, )47 — 25 (1) (/_11 752, t*)dZ)Q,

45



ou, de modo discreto,

nz+1 nz+1 nz+1 nz+1

(AZ)? = > ZiZipAZ — (2 - @-AZ> <Z ZiﬁlAZ> (Z ZiﬁlAZ) .

1=2 i=2 i=2 i=2

Com o calculo do deslocamento quadratico médio como realizado pela expressao acima,

é possivel investigar o grafico de (AZ)? vs. t* e os regimes difusivos de acordo com cada,

conjunto de parametros escolhido. Em seguida, é possivel criar um algoritmo que tenha

um critério de parada para coletar apenas os dados referentes ao espalhamento inicial de
interesse, como discutido anteriormente. Este algoritmo segue as seguintes etapas:

1. Realiza uma interpolacao nos dados que irdo gerar o grafico de (AZ)? vs. t*. Dois
exemplos podem ser vistos na Figura 3.3, onde renomeamos (AZ)% de f(t) e t* de
t;

2. Aplica a segunda derivada na expressao resultante da interpolagdo, com o objetivo
de achar o primeiro ponto na curva de f(¢) vs. ¢t em que ha uma mudanga de
concavidade.

3. Encontra este ponto de maximo e filtra apenas os dados de f(t) vs. t até este ponto.
As retas em preto e vermelho, na Figura 3.3, ilustram onde se encontra este ponto
de parada para cada conjunto de dados e respectiva curva;

4. Ajusta a curva resultante deste conjunto inicial de dados como uma lei de poténcia
do tipo a x t*, para que o regime difusivo possa ser investigado a partir do valor de
b, de acordo com o que foi descrito na Secao 1.2.3;

5. Este mesmo critério é utilizado para todos os conjuntos de parametros analisados
no Capitulo 4.
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Figura 3.3: Deslocamento quadratico médio f(t) vs. t para k = 47 ¢ a = 0.2 (curva
em vermelho) e para k = O e o = 0.0 (curva em preto). Os tempos caracteristicos siao
1a/T = 1.0, 7,/T = 0.1 e 7,/7 = 10.0. As retas verticais em vermelho e preto indicam o
ponto de parada para o critério utilizado no calculo do regime difusivo para as respectivas
curvas.
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E importante reiterar que, como temos, em t* = 0.0, todas as particulas concentradas
no ponto central Z = 0.0, o regime difusivo que caracteriza o movimento das particulas no
meio sem modulacao, do centro até atingirem as superficies, mas sem sofrerem processos
de adsorcao-dessor¢ao, é um regime de difusao normal. Por outro lado, para tempos
iniciais em que ja ocorra este fenomeno de superficie, o regime difusivo torna-se mais
lento que o normal devido a presenca de superficies adsorventes e, consequentemente, da
dindmica acontecendo nestas superficies. Desta forma, o mesmo critério para coletar os
dados da curva (AZ)? vs. t* deste intervalo de tempo inicial de interesse é usado para
as situacoes sem modulacdo - k = 0 e a@ = 0.0 - e com modulacdo - k # 0 e o # 0.0
- de modo que a diferenca no comportamento difusivo, quando consideramos um meio
modulado, serd consequéncia direta da modulagao em conjunto com a adsor¢ao, e nao
apenas das superficies adsorventes.

Realizados estes procedimentos para todos os conjuntos de parametros apresentados
no Capitulo 4, sera possivel a investigacao dos regimes difusivos resultantes do modelo
proposto por este capitulo, feita no restante deste trabalho.

47



Capitulo 4

Analise dos Resultados

Este capitulo ird abranger a analise dos resultados provenientes do modelo proposto
no capitulo anterior. Primeiramente, é realizada uma andlise da influéncia da modu-
lacao espacial nas densidades volumétrica e superficial quando modificamos os tempos
caracteristicos do sistema - tempos relacionados a difusao, adsor¢ao, dessor¢ao e ao efeito
memoria. Além disso, é exibido o comportamento das densidades quando dois pardme-
tros sao modificados no coeficiente de difusao, a frequéncia espacial e a amplitude de
modulacdo. A segunda parte deste capitulo é voltada a investigacao do tipo de regime
difusivo associado ao espalhamento que ocorre nos tempos iniciais deste processo. Para
isto, o deslocamento quadratico médio é analisado a fim de relacionar qual tipo de regime
difusivo estd regendo o sistema, dependendo do conjunto de parametros implementados.

4.1 Densidade Volumétrica e Superficial

4.1.1 Comportamento em Relacao aos Tempos Caracteristicos

Iniciaremos a interpretacao dos resultados pela analise das densidades volumétrica
(p(Z,t*)) e superficial (a(t*)) resultantes do sistema descrito em 3.2. As particulas come-
gam o processo difusivo em t* = 0.0, em que, nas proximidades deste tempo (t* ~ 0), a
concentragao de particulas é muito alta em Z = 0.0, onde temos p(Z,t* = 0) = pyd(Z).
Desta forma, como estudado em 1.2.2, a alta concentragao de particulas, em comparacao
com o restante do meio, ird fazer com que estas particulas se difundam rapidamente em
direcao as superficies, regioes nas extremidades onde o processo de adsorcao-dessorcao
ird ocorrer. Como estamos lidando com um meio modulado, imposto pelo coeficiente
de difusao, todo o sistema ird enfrentar um valor para este coeficiente que ird variar de
acordo com a regiao ao longo de Z, gerando assim algumas desigualdades na dinamica do
sistema, analisadas a seguir.

Levando em conta as caracteristicas citadas, a partir de t* = 0.0, é possivel investigar
a densidade volumétrica de particulas ao longo do eixo Z para varios t* posteriores e,
também, a densidade superficial de particulas em fungdo de t*. Em ambos os casos,
nesta primeira andlise, consideramos valores diferentes para os tempos caracteristicos do
problema. O tempo de difusao (74), de adsorcao (i) e de memoéria (7,) sdo reescalados
em relagao ao tempo de dessor¢ao (7) e interpretados como discutido nos Capitulos 1 e 2.

O primeiro grafico da Figura 4.1 mostra o comportamento de p(Z,t*) vs. Z, para
a/7 = 10.0, 7,/7 = 1.0 e 7,/7 = 1.0. Para t* = 0.10, a maioria das particulas se
encontram nas proximidades de Z = 0.0 e ha poucas particulas préximas as superficies.
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Porém, para t* = 0.3,0.5 e 1.00 ja ocorre um rapido aumento das particulas em Z = 4+1.0
e, para t* = 2.00, todo o volume passa a ter uma homogeneidade no nimero de particulas.
Além disso, é possivel observar pequenas oscilagoes nas curvas de distribuicao, resultantes
da modulacao imposta pelo coeficiente de difusao ao longo de Z, como exibe a curva para
t* = 0.3, diferindo consideravelmente de quando nao tinhamos um meio modulado (Figura
2.6), para este mesmo tempo.
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Figura 4.1: Densidade volumétrica vs. Z para multiplos valores de t* e densidade su-
perficial vs. t*, respectivamente. Os tempos caracteristicos sao 7;/7 = 10.0, 7,/7 = 1.0
e 7,/ = 1.0. A frequéncia espacial e amplitude de modulagao sao k=4r e a =02,
respectivamente.

Logo, o processo de difusao ocorre através do meio modulado e as particulas chegam
as superficies, onde passam pelo processo de adsorcao-dessorcao, até que o equilibrio é
alcangado, em torno de t* ~ 3, como pode ser observado pelo segundo grafico de 4.1,
onde & (t*) vs. t* é apresentado. Uma rapida redugao no valor da densidade volumétrica
é acompanhada por um rapido aumento na densidade superficial. Neste caso, as particu-
las que se difundem chegam as superficies e sdo adsorvidas rapidamente, como indica a
acelerada ascendéncia inicial no segundo grafico, até que um maximo é atingido e, apods,
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um declinio, indicando a dessor¢do de algumas particulas. Em seguida, o equilibrio é
alcancado e a curva tende a um valor constante.

O segundo conjunto de graficos apresentados, Figura 4.2, considera 7;/7 = 4.0, 7. /7 =
0.1 e 7,/T = 1.5, com os mesmos valores para a frequéncia espacial e amplitude de
modulacio de 4.1, k = 47 e o = 0.2, respectivamente.

2.0

L5}

057

a(t’)

0.0

Figura 4.2: Densidade volumétrica para multiplos valores de t* e densidade superficial vs.
t*, respectivamente. Os tempos caracteristicos sao 74/7 = 4.0, 7,,/7 = 0.1 e 7,/7 = 1.5.
A frequéncia espacial e amplitude de modulagao sdo k = 4w, a = 0.2, respectivamente.

Para o gréfico de p(Z,t*) vs. Z, como temos um tempo de adsor¢do menor que faz
com que mais particulas sejam adsorvidas, fica ainda mais notavel a modulacao que ocorre
em ao longo de Z, como exibem as curvas para t* = 0.3 e t* = 0.5, por exemplo. Com
isso, conforme as particulas enfrentam diferentes intensidades de modulagao, de acordo
com o local onde se espalham ao longo de Z, um aumento ou diminui¢ao na densidade
superficial de particulas ocorre, até que o equilibrio também ¢é alcancado, por volta de
t* ~ 2. Simultaneamente, um crescente acimulo de particulas ocorre nas superficies. No
segundo grafico, nota-se que praticamente todas as particulas sao adsorvidas, consequéncia
de considerar um tempo de adsorc¢ao ainda menor. Também, proximo a t* = 2, um declinio
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na curva de o(t*) vs. t* ocorre, indicando a dessor¢ao de algumas particulas, até que um
valor constante é atingido, também por volta de t* = 3. Vale ressaltar que esta dessorcao,
antes de atingir o equilibrio, é consequéncia direta do efeito memoria, caracterizado por 7.
Experimentalmente, uma curva de adsor¢ao como a representada no segundo grafico de
4.1 é caracteristica em processos mistos envolvendo adsorgao fisica e quimica [32-35, 80].

Nos casos exibidos acima para a densidade volumétrica de particulas, é possivel notar a
diferenca que as curvas apresentam quando impostas a um meio modulado espacialmente,
quando comparadas ao caso sem modulagao, como na Figura 2.7. Todas as curvas de
p(Z, t*) vs. Z apresentaram pequenas oscilagoes, que dependem dos valores escolhidos
para a amplitude e a frequéncia espacial no coeficiente de difusao. Por outro lado, para
a densidade superficial, o meio modulado nao causou diferencas significativas em seu
comportamento, quando consideramos k = 47 e a = 0.2. Quando comparado ao caso sem
modulacao, Figuras 2.3 e 2.6, ambos exibem o mesmo comportamento geral, compativel
com sistemas que levam em conta um processo misto com adsor¢ao quimica e adsorcao
fisica nas superficies. Com isso, um melhor entendimento do quao afetado o sistema sera,
de acordo com o coeficiente difusivo escolhido, ¢ realizado alterando alguns parametros
presentes no coeficiente, isto é, o nimero de oscilagoes, relacionadas a frequéncia espacial
k, e o valor da amplitude «, analisados a seguir.

4.1.2 Comportamento em Relacao a Frequéncia e Amplitude

Retomando a funcao relacionada ao coeficiente de difusao, como discutida na Secao
3.2, temos que D(Z) = D[l + acos(kZ)], ou seja, alterar o valor de k e/ou « ird alterar
o valor do coeficiente difusivo no qual as particulas estarao sujeitas ao longo de Z. Como
consequéncia, a dindmica relacionada a densidade volumétrica e superficial de particu-
las pode ser alterada. Dando inicio pela analise do efeito nas densidades volumétrica e
superficial, quando mudamos o valor da frequéncia espacial, é importante ressaltar que
aumentar o valor de k representa aumentar o nimero de oscilacdes impostas pelo coefici-
ente de difusdo, isto é, conforme a frequéncia aumenta, as particulas terdo que enfrentar
variagoes na intensidade do coeficiente difusivo em regioes cada vez menores, ao longo do
eixo Z. A Figura 4.3 mostra p(Z,t*) vs. Z para t* = 0.1 e o(t*) vs. t*, considerando
7a/T = 10.0, 7x/7 = 1.0, 7,/7 = 1.0 e amplitude @ = 0.4. Trés curvas sdo exibidas,

levando em conta valores pares para k, em que k = 4w, k = 87 e o caso sem modulacao,
k = On.

Na regido central da distribuicdo, o grafico para k = Om exibe um valor mais baixo
que os demais, o que se inverte nas extremidades, onde tem o valor mais alto. Isto indica
que, para o meio sem modulagao, o espalhamento das particulas ocorre mais rapidamente,
quando comparado a k = 47 e k = 87 e, consequentemente, mais particulas chegam as
superficies quando temos k = Om, em t* = 0.1. Este comportamento se difere para o meio
com modulacdo, como mostrado nos casos de k = 47 e k = 8, onde o centro da curva
de distribuicao tem maior valor, sendo menor nas extremidades. Com isso, nota-se que
o meio modulado impoe uma maior dificuldade na difusao destas particulas ao longo de

Z [79].
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Figura 4.3: Densidade volumétrica vs. Z em t* = 0.1 para valores pares de k, com
k = 4m,8m e o caso sem modulagdo, k = Or. Os tempos caracteristicos sdo 74/7 = 10.0,
7./T = 1.0 e 7,/7 = 1.0, com amplitude o = 0.4.

Analisando apenas os casos em que k = 47w e k = 8, é possivel notar que, para
valores proximos ao centro da distribuigao, aproximadamente quando —0.25 < Z < 0.25,
a curva para k = 471 apresenta uma densidade volumétrica de particulas maior do que
para k = 8. Isto se deve ao fato da variacdo da intensidade imposta pelo coeficiente
de difusdo ser diferente em cada caso, neste intervalo. Conforme mostra os graficos de
D(Z)/D wvs. Z, Figura 4.4, em todo este intervalo nas proximidades do centro, D(Z)/D
comega com um valor maximo e que decresce conforme avanca em +Z. No grafico a
direita da Figura 4.4 é possivel observar melhor a diferenga nas intensidades de D(Z)/D,
para —0.25 < Z < 0.25. Para k = 8, o coeficiente de difusdo sofre um crescimento
neste intervalo, apés o decréscimo inicial, o que néo acontece quando k = 47, que apenas
decresce. Como consequéncia, considerando apenas este intervalo inicial, o coeficiente
difusivo é, na média, maior para k = 8, fazendo com que as particulas que enfrentam
uma frequéncia espacial k = 47 tem maior dificuldade no espalhamento inicial do que
aquelas que enfrentam k = 87. Logo, p(Z,t*) é mais alto para k = 47 nas proximidades
deste intervalo, isto é, existem mais particulas que ainda nao se difundiram para outros
pontos do eixo Z, em t* = 0.1.

A densidade de particulas nas extremidades, para ambas as frequéncias analisadas,
tendem a um mesmo valor, em t* = 0.1. Pelo grafico a esquerda da Figura 4.4, é possivel
notar que a intensidade de D(Z)/D é cada vez maior proximo as superficies, para os
dois casos. Com isso, por mais que no centro da distribuicdo o valor de p(Z,t*) seja
mais baixo para k = 87, as particulas enfrentam o dobro de oscilacdes no coeficiente de
difusdo, até alcancarem as extremidades. Diante disso, ocorre uma difusdo mais rapida
para k = 87, em Z = 0.0, mas que encontra mais oscilacoes ao longo do volume. J4
proximo as superficies, ambas as frequéncias impoem um coeficiente difusivo que acelera
a difusao. Este conjunto de fatores que tornam a difusdo mais rapida ou mais lenta, para
ambas as frequéncias, aparentam fazer com que o nimero de particulas que alcancam as
extremidades, neste tempo, tende a ser praticamente idéntico para as duas situagoes.
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Figura 4.4: Coeficiente de difusio D(Z)/D vs. Z para as frequéncias k = 47w e k = 87 e
amplitude o = 0.4. A esquerda, temos todo o intervalo considerado em Z e, a direita, o
intervalo nas proximidades do ponto central.

Em seguida, observando o processo de adsorcao, para estes mesmos parametros, como
mostra o grafico da Figura 4.5, nota-se que as trés curvas tém comportamentos pratica-
mente idénticos, de modo que a existéncia ou mudanca na frequéncia espacial no coefici-
ente de difusao, para a = 0.4, ndo tem influéncia significativa no processo de adsorcao.
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Figura 4.5: Densidade superficial vs.
Os tempos caracteristicos sao 74/7

a=04.

t* para k = 4, 87 e o caso sem modulacdo, k = Or.
= 10.0, 7,/7 = 1.0 e 7,/7 = 1.0, com amplitude

Analisando agora para valores pares e impares da frequéncia espacial, a Figura 4.6
mostra p(Z,t*) vs. Z para 74/7 = 10.0, 7,/7 = 1.0 e 7,/7 = 1.0, mas agora considerando
a = 0.6. O primeiro grafico exibe as curvas para k = 47,57, 87 e também para o caso
sem modulacdo, k = 0r. O segundo gréfico exibe valores menores para a frequéncia, com
k = 1m,2m, 31 e também para k = Or. Ambos os gréficos sdo exibidos para t* = 0.1.
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Figura 4.6: Densidade volumétrica vs. Z em t* = 0.1 para valores pares e impares de k.
No primeiro gréafico, k = 47, 57, 87 e o caso sem modulacéo, k = Or. No segundo grafico,
k = 1m, 27,37 e o caso sem modulacdo, k = Or. Os tempos caracteristicos para ambos os
graficos sao 74/7 = 10.0, 7,/7 = 1.0 e 7, /7 = 1.0, com amplitude o = 0.6.

De modo geral, é possivel notar que as curvas de distribuicao tornam-se mais mo-
duladas conforme o ntimero de oscilagdes impostas pelo coeficiente difusivo aumenta, ou
seja, as particulas enfrentam a variacdo da intensidade de D(Z)/D em pontos cada vez
mais proximos ao longo de Z e, com isso, se difundem mais rdpido ou mais lentamente
em intervalos de Z cada vez menores. Esta diferenca de comportamento pode ser vista
quando olhamos as curvas para k = 37 e k = 8, por exemplo.

Considerando apenas k = 47 e k = 57, os graficos da Figura 4.7 mostram o compor-
tamento de D(Z)/D vs. Z para estes dois valores de frequéncia espacial, sendo o grafico
a direita exibido para um intervalo menor, a partir do ponto central.
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Figura 4.7: Coeficiente de difusio D(Z)/D vs. Z para as frequéncias k = 47 e k = 5m e
amplitude o = 0.4. A esquerda, temos todo o intervalo considerado em Z e, a direita, o
intervalo nas proximidades do ponto central.

O comportamento do coeficiente de difusao para k=4rek=5n apresenta semelhan-
¢as, isto ¢, tem valor maximo no ponto central e que decresce conforme o eixo avanca para
Z = +1. Neste intervalo inicial, ambos passam pelo seu valor minimo e, apds, ocorre um
acréscimo em D(Z)/D. Porém, é possivel observar que o segundo crescimento comega
antes e é cada vez maior para k = 5m, isto é, o coeficiente difusivo é, na média, maior para
k = 57 neste intervalo e as particulas conseguem se difundir mais rapidamente para este
valor de frequéncia. Isto é refletido no primeiro grafico da Figura 4.6 onde, nas proximi-
dades de Z = 0.0, a densidade volumétrica de particulas é maior quando k = 47 do que
quando k = 57 e, consequentemente, o espalhamento inicial é mais atrasado para k = 4,
em t* =0.1.

A densidade de particulas em Z = 41 aparenta alcancar o mesmo valor para as trés
maiores e trés menores frequéncias analisadas, como exibem os graficos da Figura 4.8, onde
sdo exibidos os comportamentos de p(Z,t*) vs. Z para os mesmos parametros da Figura

4.6, mas considerando um intervalo menor, nas proximidades da extremidade positiva
Z =1.0.

0.5

1.00

Figura 4.8: Densidade volumétrica vs. Z, em t* = 0.1, considerando um intervalo préximo
a extremidade Z = +1.0. No grafico & esquerda, temos k = 47,57, 87 e 0 caso sem
modulacéo, k = Or. No gréafico & direita, temos k = 17,27, 37 e 0 caso sem modulacao,
k = Om. Os tempos caracteristicos para ambos os graficos séo Tq4/T =10.0, 7. /T =10 ¢
7,/7 = 1.0, com amplitude o = 0.6.

Comparando k = 47 e k = 57 a partir do gréfico a esquerda da Figura 4.7, temos duas
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diferencas ocorrendo ao longo de Z para o coeficiente difusivo. Primeiramente, mesmo
que o espalhamento a partir do centro seja mais rapido para k = 5, as particulas irdo
enfrentar uma oscila¢do a mais até chegarem as superficies. Além disso, o valor de D(Z)/Z
préximo a Z = +1 para k = 57 tende a ser cada vez menor - a difusdo é desacelerada perto
das paredes - j4 para k = 47 o valor de D(Z)/Z é cada vez maior - a difusdo é acelerada
perto das paredes. Desta forma, este conjunto de fatores somados aparentam fazer com
que o numero de particulas que alcancam as superficies, neste tempo, seja praticamente
idéntico para ambas as frequéncias, como exibe o gréafico a esquerda da Figura 4.8.

Em segunda andlise, considerando o caso em que as particulas enfrentam uma tunica
modulacéo, exibido no segundo gréafico da Figura 4.6, k = 17 tem um comportamento para
o coeficiente de difusao diferente dos demais. A Figura 4.9 ilustra este comportamento de
D(Z)/D vs. Z para trés valores de amplitude, a = 0.2,0.4 ¢ 0.6. O caso sem modulacao,
k = Om, também é exibido. Para esta situacdo, D(Z)/D terd um tnico maximo em
Z = 0.0 e que decresce conforme as particulas caminham para as extremidades. E possivel
observar também que D(Z)/D para k = 17 torna-se cada vez menor em relagao a k = 0,
a partir dos pontos Z = +£0.5. Como consequéncia, quando comparado ao caso sem
modulagdo, k = 17 tem o centro da distribuicdo com um valor mais baixo para p(Z,t"),
decorrente do valor do coeficiente difusivo ser mais alto neste intervalo inicial, ocasionando
uma difusao mais rapida no centro da distribuicao. Por outro lado, a partir de Z = +0.4,
a densidade de particulas ¢ maior para k = 1, sendo menor préximo as extremidades.
Este segundo comportamento é consequéncia do valor de D(Z)/D para k = 17 ser cada
vez menor, fazendo com que a difusdo das particulas se torne cada vez mais lenta e
mais particulas permanecam ao longo do volume e, consequentemente, existam menos
particulas que conseguiram chegar em Z = +1.0, quando t* = 0.1, como exibe o gréfico a
direta da Figura 4.8 [79].

200 e k=1m, a=02 —— k=11, a=04
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Figura 4.9: Coeficiente de difusdo D(Z)/D vs. Z para k = 1r e a = 0.2,0.4 e 0.6. O
caso sem modulagao, k = Om, também ¢é exibido.

Para analisar a densidade superficial de particulas para todos esses valores de frequén-
cia, os graficos da Figura 4.10 mostram o (t*) vs. t* para os maiores valores de frequéncia
espacial, a esquerda, e para os menores valores, a direita. Novamente, os tempos caracte-
risticos para ambos os graficos sao 7;/7 = 10.0, 7,,/7 = 1.0 e 7,/7 = 1.0, com amplitude
a = 0.6. Para tempos iniciais, todas as curvas que levam em conta modulacao alcanca-
ram o maximo em um valor menor do que no caso sem modulagao, ou seja, a modulacao
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imposta pelo meio faz com que menos particulas cheguem as superficies e, consequente-
mente, sejam adsorvidas antes que o equilibrio seja atingido. Uma maior diferenca em
a(t*), antes do equilibrio, ocorre entre k=0 ek = 1r. Nesta situacio, o caso para uma
unica modulacao apresenta uma curva de adsorcao consideravelmente menor do que o
caso sem modulacao, ou seja, quando as particulas enfrentam um coeficiente difusivo que
torna a difusao cada vez mais lenta conforme as particulas avancam no espaco, sem que
haja regidoes em que a difusao é mais rapida novamente, é quando temos menos particulas
adsorvidas nos tempos iniciais [79]. Em seguida, todas as curvas alcangam o mesmo valor

de equilibrio.
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Figura 4.10: Densidade superficial vs. ¢* para valores pares e impares de k. No grafico
a esquerda, temos k = 4, 57,87 e o caso sem modulagao, k = Om. No grafico a direita,
temos k = 1m, 27,37 e o caso sem modulagdo, £ = Om. Os tempos caracteristicos para

ambos os graficos sao 74/7 = 10.0, 7./7 = 1.0 e 7, /7 = 1.0, com amplitude o = 0.6.

Na segunda parte desta se¢ao, a amplitude de modulacao é analisada em diferentes
valores para as curvas de densidade de particulas volumétrica e superficial. E importante
ressaltar que alterar o valor de « é alterar a variabilidade na diferenca entre o valor
méximo (ou minimo) do coeficiente de difusdo, em comparac¢do ao seu valor médio no
qual as particulas estardo sujeitas ao longo do processo. Neste caso, como D(Z) = D[l +
acos(l;:Z )], as particulas terdo que enfrentar, em média, um valor D para o coeficiente,
quando consideramos todo o intervalo —1.0 < Z < 1.0.

O primeiro grafico da Figura 4.11 exibe p(Z,t*) vs. Z para t* = 0.1 e o segundo,
o(t*) vs. t*, ambos para trés valores distintos de amplitude, sendo o = 0.2,0.4 e 0.6. Os
tempos caracteristicos sao 74/7 = 10.0, 7,/7 = 1.0 e 7,/7 = 1.0, com frequéncia espacial
k = 4m. No centro da distribuicdo, o = 0.6 apresenta o maior valor para a densidade
volumétrica de particulas em relagao aos demais e, conforme a curva avanca para as

extremidades, o caso para a = 0.6 tem menor valor, seguido por @« = 0.4 e & = 0.2. Dessa
maneira, quanto mais alto é o valor da amplitude, mais aparente é a modulacao na curva
de p(Z,t*) vs. Z e, como consequéncia, a forma como as particulas se difundem é alterada.
Isto pode ser visto no centro da distribuicao, em que a difusdo é mais lenta conforme a
amplitude aumenta e, com isso, existem mais particulas em Z = 0.0 para a = 0.6. Logo,
a amplitude de modulagdo tem notavel influéncia na distribuicdo volumétrica conforme
seu valor aumenta.
Para a densidade superficial, apresentado no segundo grafico da Figura 4.11, temos
uma menor influéncia no processo de adsorcao, em relacao a amplitude, com as curvas
exibindo comportamentos praticamente idénticos quando k = 47. Porém, ainda é possivel
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notar, para tempos iniciais, que a curva de adsorcao é cada vez menor conforme a ampli-
tude aumenta, ou seja, como as particulas levam mais tempo para chegar as superficies
conforme a variacao que elas tem que enfrentar no coeficiente difusivo ao longo do eixo é
maior, temos menos particulas adsorvidas para a = 0.6 e a curva leva mais tempo para
ter seu valor mais proximo dos casos @ = 0.2 e « = 0.4. Em seguida, as trés situacoes se
encaminham para um mesmo valor de equilibrio.
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Figura 4.11: Densidade volumétrica vs. Z em t* = 0.1 e densidade superficial vs. t*,
respectivamente, considerando valores pares para a amplitude, em que o = 0.2,0.4 e 0.6.
Os tempos caracteristicos sao 74/7 = 10.0, 7,/7 = 1.0 e 7,/7 = 1.0, com frequéncia
espacial k = 4.

Como segundo exemplo da influéncia da amplitude de modulagdo na dinamica do
sistema, a Figura 4.12 exibe p(Z,t*) vs. Z para t* = 0.1 e, novamente, para o = 0.2,0.4
e 0.6, mas no caso em que k = 1x. A fim de realizar uma comparacao, O caso sem
modulacdo, com k = 07 e a = 0.0, e 0 caso para k = 17 e & = —0.6 também sdo exibidos.

Comegando pela andlise dos valores de p(Z,t*) vs. Z no centro da distribuigao, temos
que a = 0.6 tem menor valor, seguido por a = 0.4 e 0.2. Isto difere do caso analisado
anteriormente, para k = 41, que apresentou um comportamento oposto para a regiao
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central. Pela Figura 4.9, note que quanto maior o valor da amplitude, mais alto sera o
coeficiente de difusao no centro e, consequentemente, mais rapida sera a difusao. De outra
forma, se a amplitude é negativa o efeito da modulagao é revertido, isto é, valores mais
altos negativamente irao impor um coeficiente de difusao cada vez menor no centro e, con-
sequentemente, uma difusdo mais lenta. A curva mostrando este segundo comportamento
sera dada nas proximas segoes.

Em vista disso, a consequéncia de enfrentar amplitudes positivas para o coeficiente é
refletida no grafico da Figura 4.12; onde a curva referente ao maior valor do coeficiente
difusivo no centro é a que apresentou menos particulas nesta regiao (o = 0.6), isto é, as
particulas se difundiram mais rapido nesta situagdo. Em contrapartida, enfrentar uma
amplitude negativa resultou em mais particulas na regiao central, como exibe a curva para
a = —0.6, consequéncia do comportamento para o coeficiente difusivo descrito anterior-
mente. Na regiao central, a densidade de particulas é maior para este valor de amplitude,
em comparacao a todas as outras situacoes exibidas. Além disso, conforme mostra a Fi-
gura 4.9, quando a amplitude ficou menor positivamente, as particulas comegaram a se
difundir a partir de um menor valor para o coeficiente de difusao. Com isso, o espalha-
mento tornou-se mais lento, em comparacao a a = 0.6, e mais particulas estdao presentes
nas proximidades do intervalo —0.3 < Z < 0.3, para a = 0.2, que também apresentou um
comportamento mais proximo do caso sem modulagao, com a = 0.0.
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----- a=0.2
20"
—_— =04
P N — a=0.6
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Figura 4.12: Densidade volumétrica vs. Z em t* = 0.1, considerando valores pares para
a amplitude, em que o = 0.2,0.4 e 0.6. Os tempos caracteristicos sdo 74/7 = 10.0,
7./7T = 1.0 e 7,/ = 1.0, com frequéncia espacial k = 17. O caso sem modulacdo também
é exibido, em que k = 07 ¢ a = 0.0.

Apoés este intervalo inicial, a andalise do restante do eixo Z, para as amplitudes positivas,
é realizada considerando os dois graficos da Figura 4.13. Para visualizar melhor, o grafico a
esquerda da Figura 4.13 exibe os mesmos parametros da Figura 4.12, mas para o intervalo
positivo 0.3 < Z < 0.8. O grafico a direita engloba o restante do intervalo positivo, até a
extremidade Z = 1.0 e, também, para os mesmos parametros da Figura 4.12.

29



¥ 025
I

0.20

0.15

02b—— : : : : : 0.10 : - :
03 0.4 0.5 0.6 0.7 038 0.85 0.90 0.95 1.00

Figura 4.13: Densidade volumétrica vs. Z em t* = 0.1, para diferentes intervalos no eixo
Z e considerando valores positivos para a amplitude, em que a = 0.2,0.4 ¢ 0.6. Os tempos
caracterfsticos sdo 74/7 = 10.0, 7./ = 1.0 e 7,/7 = 1.0, com frequéncia espacial k = 17.
O caso sem modulacdo também é exibido, em que k = 07 e a = 0.0.

Comecando pelo grafico a esquerda, é possivel observar que, apesar de haver menos
particulas no centro, para a = 0.6, existem mais particulas que permanecem ao longo do
volume, seguido por a = 0.4 e 0.2. Consequentemente, pelo grafico a direita, nota-se que
menos particulas alcancam as extremidades quando o = 0.6. Em vista disso, pelo grafico
da Figura 4.9, temos que o valor de D(Z)/Z é maior para o = 0.6 até um intervalo
—0.5 < Z < 0.5, porém, apos este intervalo, o coeficiente difusivo é cada vez menor
conforme o eixo avanca, tanto para seus valores negativos quanto para positivos. Por
esse motivo, existem mais particulas ao longo do volume, para a = 0.6, pois o coeficiente
difusivo é menor e a difusdo é cada vez mais lenta nesta situacgao, seguido por a = 0.4
e a = 0.2, como esperado. Logo, o nimero de particulas que alcancam as extremidades,
neste tempo, também é consequéncia do comportamento do coeficiente difusivo, descrito
anteriormente. Como o minimo valor de D(Z)/Z, em Z = £1.0, ocorre para a = 0.6,
a difusao é mais lenta préximo as superficies e menos particulas chegam nas paredes,
seguido por a = 0.4 e a = 0.2.

Para a andlise das densidades superficiais, a Figura 4.14 exibe o (t*) vs. t* para o =
0.2,0.4 € 0.6. O caso sem modulacdo, com k = 07 e o = 0.0 também ¢é exibido. E possivel
notar uma maior diferenca entre a = 0.2 e @ = 0.6 do que para o conjunto analisado
na Figura 4.11, quando tinhamos k& = 47. De acordo com 4.14, apesar de atingirem o
mesmo valor de equilibrio, menos particulas sdo adsorvidas nos tempos iniciais quando
a=0.6ek=1r. A densidade superficial de particulas é mais afetada pela variacio da
amplitude quando uma tUnica modulacao é imposta, em que o coeficiente difusivo segue o
comportamento como exibido em 4.9. Em seguida, todas as curvas tendem a um mesmo
valor de equilibrio.
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Figura 4.14: Densidade superficial vs. t* para valores positivos de amplitude, em que
a = 0.2,0.4 e 0.6. Os tempos caracteristicos sao 74/7 = 10.0, 7,/7 = 1.0 e 7,/7 = 1.0,
com frequéncia espacial k = 17. O caso sem modula¢ao também é exibido, em que k = Or

e a=0.0.

Como pequenos valores da frequéncia espacial geraram maiores diferencas nas densi-
dades volumétrica e superficial, como ilustrou os gréaficos das Figuras 4.6, 4.10, 4.12 e 4.14,
vamos analisa-los agora modificando o valor do tempo de memoéria do sistema, quando
comparado ao tempo de dessor¢ao. Como discutido na Se¢ao 1.2.5, este é um parametro
relacionado ao tempo em que as particulas passam por sucessivos processos de adsor¢ao-
dessorcao, até atingirem o equilibrio. Com isso, este tempo modifica consideravelmente
a densidade superficial de particulas. Os dois graficos da Figura 4.15 mostram o (t*) wvs.
t* para dois tempos de memoria distintos em cada grafico. Para o grafico a esquerda,
14/T = 4.0 e 7,/T = 0.1 ¢, para o grafico a direita, 7,/7 = 10.0 e 7,,/7 = 1.0. A amplitude
considerada é o = 0.6 para ambos os graficos.
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Figura 4.15: Densidade superficial vs. t* para k = Om e k = 1, considerando 7./T = 1.0
e 7,/T = 4.0 para o grafico a esquerda e 7,/7 = 1.0 e 7,/7 = 10.0 para o grafico a direita.
Os tempos caracteristicos restantes sao 7,/7 = 4.0 e 7, /7 = 0.1, para o grafico a esquerda,
e 74/T = 10.0 e 7,/7 = 1.0, para o grifico a direita. A amplitude é o« = 0.6 para ambos

os graficos.

Primeiramente, é possivel notar como o tempo de memoria governa a densidade super-
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ficial de particulas, em que, para o meio com ou sem modulacao espacial, conforme 7, /7
aumenta, maior é o efeito memoria e mais tempo se leva até que o equilibrio seja alcan-
cado, como esperado [32,33]. Também é possivel observar diferentes comportamentos em
o(t*) entre k = 07 e k = 1m, principalmente quando 7,/7 = 10.0 e 7,./7 = 1.0, onde o pro-
cesso difusivo ¢ dificultado pela imposi¢ao de uma tinica modulacao espacial, fazendo com
que menos particulas sejam adsorvidas nos momentos iniciais, mesmo que a densidade de
particulas encontre o mesmo valor de equilibrio em todos os casos considerados.

Até o momento, diversas situacoes exibidas nesta secdo mostraram diferencas signi-
ficativas na dindmica do sistema quando sujeitos a modulagao espacial, quando levamos
em conta as densidades tanto volumétrica quanto superficial, principalmente para tempos
iniciais do processo. Com isso, para tempos pequenos, temos um processo difusivo que é
afetado pela diferenca na concentragao de particulas e também por um meio onde o coe-
ficiente de difusdo enfrentado nao é constante. Além disso, a difusdo também é afetada
pelo fato do sistema ser confinado e conter superficies que podem adsorver e dessorver
estas particulas. Assim, no restante deste capitulo, com o objetivo de entender melhor
as diferencas que ocorrem no regime difusivo dependendo do conjunto de parametros es-
colhido, o deslocamento quadratico médio em funcao do tempo é analisado em conjunto
com o tipo de regime difusivo associado.

4.2 Deslocamento Quadratico Médio

4.2.1 Comportamento para Tempos Iniciais

Na primeira parte deste capitulo foi possivel estudar como a imposicao de um meio
modulado, por meio do coeficiente de difusdo, gera consequéncias nas densidades de par-
ticulas ao longo do meio e nas superficies. A densidade volumétrica apresentou curvas de
distribuicao moduladas, principalmente para valores mais altos de amplitude. Quanto a
densidade superficial, os efeitos foram mais aparentes para valores pequenos de frequén-
cia espacial, onde o processo de adsor¢ao-dessorcao foi dificultado, quando comparado ao
caso sem modulagao. Estas consequéncias sao notaveis para tempos iniciais da dinamica,
uma vez que, para tempos finais, todas as curvam tendem ao mesmo valor de equilibrio,
independente do sistema estar ou nao sob uma modulagao espacial. Temos entao que a
capacidade dispersiva das particulas do sistema ¢é afetada pela modulagao, e a medida di-
namica que ird permitir um melhor entendimento destas consequéncias é o deslocamento
quadrético médio (MSD) no qual, por meio da sua anélise, serd possivel inferir qual re-
gime difusivo esta caracterizando o sistema de acordo com cada conjunto de parametros
escolhido.

Retomando o que foi detalhado nas Secoes 1.2.3 e 3.2.2, o deslocamento quadratico
médio, calculado por (AZ)? = (Z)> — (2— S(t*)) (Z)?, representa a média dos quadrados
dos deslocamentos em relagdo a uma posicao anterior de referéncia de cada particula, e
ird medir a capacidade de dispersao das particulas no sistema. Para estudar esta medida,
(AZ)? pode ser modelado como uma funcio do tempo, em que (AZ)? ~ t*, com a poténcia
b caracterizando o tipo de regime difusivo. Desta forma, para b = 1, MSD é uma funcao
linear do tempo e a difusdo é considerada normal, isto é, temos um regime normalmente
difusivo. Para 0 < b < 1, o regime é subdifusivo e, para b > 1, superdifusivo. Nestes dois
ultimos casos, a difusdo é andémala [14,58]. Levando em consideracao estas caracteristicas
e o modelo proposto por 3.2.2, é possivel estudar como a modulagao em conjunto com a
adsorcao-dessor¢ao afeta a dindmica de distribuicao das particulas. Isto é possivel pela
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andlise de (AZ)? vs. t* e pelo valor do coeficiente b, realizados no restante desde capitulo.

Os primeiros graficos de (AZ)? vs. t* sao mostrados na Figura 4.16, para 74/7 = 4.0,
/7 = 0.1, 7,/7 = 1.0 e @ = 0.6. Sao exibidos trés valores distintos para a frequéncia
espacial - caso sem modulacéo, com k = 0, uma tnica modulacdo, com k = 1, e 0 maximo
valor considerado, k = 8. Além disso, o grafico & direita exibe (AZ)? vs. t* para um
intervalo inicial, levando em conta os mesmos parametros citados anteriormente.

Como em t* ~ (0 ha uma alta concentracao de particulas em Z = 0.0, o espalhamento
inicial é caracterizado por particulas que se difundem rapidamente em direcdo a Z = +1.0,
independente do meio apresentar ou nao modulacao. Esta primeira dindmica é refletida
no grafico, como indica o rapido crescimento para tempos iniciais de (AZ)?, até que um
maximo ¢é alcancado. Como também pode ser observado pelo grafico a direita da Figura
4.16, a diferenca entre impor um meio modulado e ndo modulado neste espalhamento
inicial acontece quando este primeiro crescimento é mais rapido para k = Om, situacio em
que nao ha modulacao para a atrasar a difusao.

Apos este maximo, ocorre um decréscimo, o que significa que a distribuicao estd di-
minuindo, seguido por um pequeno aumento. Este segundo crescimento de (AZ)? ocorre
devido ao processo de dessorcao que algumas particulas sofrem, retornando para o volume.
Portanto, ainda ha um processo dispersivo ocorrendo proximo as superficies, mesmo que
mais lento que o inicial, refletindo num segundo aumento de (AZ)?, com algumas par-
ticulas retornando para o volume [79]. Em seguida, o equilibrio é alcangado, com a
distribuicao volumétrica tornando-se homogénea e as taxas de adsorcao e dessorcao em
equilibrio.
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Figura 4.16: Deslocamento quadratico médio vs. t* para 74/7 = 4.0, 7/7 = 0.1, 7, /7 =
1.5 e a = 0.6. Trés valores de k sao considerados, k = Om, 17 e 8. O grafico a direita
representa estes mesmos parametros, mas para tempos iniciais t* ~ 0.

No segundo conjunto de graficos analisados para a dindmica do sistema, Figura 4.17,
os tempos caracteristicos sao 74/7 = 10.0, 7/ = 1.0, 7,/7 = 1.0 e amplitude o = 0.6.
Novamente, temos os mesmos trés valores da frequéncia espacial da Figura 4.16 e o grafico
a direita exibido para um intervalo inicial de t*. Para este conjunto de parametros, as cur-
vas apresentam o mesmo comportamento geral descrito no primeiro caso (4.16), incluindo
para os tempos t* ~ 0, como mostra os graficos a direita de 4.16 e 4.17. Além disso, nos
graficos & esquerda das duas figuras, é possivel observar que para k = Or e k = 8, o de-
créscimo da curva apdés atingir o maximo, em conjunto com o pequeno acréscimo posterior
é mais aparente do que no caso para k = 17, que decresce e se encaminha diretamente
para o equilibrio. Relacionando com o processo difusivo, o caso sem modulag¢ao tem um
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decréscimo mais rapido que os demais - processo de dessorcao ocorre mais rapidamente
para um meio nao modulado - e, ja para os casos com modulacao, a distribuicao se es-
palha mais para k = 17 do que para k = 87. Estes diferentes comportamentos estao
relacionados a intensidade que o coeficiente de difusao impoe ao longo de Z e préximo as
superficies.
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Figura 4.17: Deslocamento quadrético médio vs. t* para 74/7 = 10.0, 7/7 = 1.0, 7,/7 =
1.0 e @ = 0.6. Trés valores de k sao considerados, k = Om, 17w e 8. O grafico a direita
representa estes mesmos parametros, mas para tempos iniciais t* ~ 0.

Para entender melhor este dltimo comportamento em relacio a k = 1m e k = 87, o
grafico da Figura 4.18 exibe D(Z)/D vs. Z para os conjuntos k = Imr e a = 0.6 e k = 8x
e a = 0.6. Vale ressaltar que, apesar do espalhamento, em t* ~ 0, ser influenciado por
uma alta concentragdo de particulas em conjunto com a imposi¢cao de um meio com ou
sem modulagao, apés um certo tempo, o espalhamento das particulas passa a ter maior
influéncia pelo fato do meio ter ou nao modulacao e também pelo valor do coeficiente
difusivo préximo as superficies, isto porqué conforme as particulas avancam para as ex-
tremidades, a diferenca na concentragao torna-se cada vez menor e a mudanca nos valores
de (AZ)? estd ocorrendo majoritariamente pelo comportamento difusivo das particulas
proximo as superficies.
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Figura 4.18: Coeficiente de difusdo D(Z)/D vs. Z para k = 17 e k = 87, com a = 0.6.

Desta forma, temos que o primeiro crescimento é menor para k = 8, isto porqué a
distribuicao é mais lenta devido ao meio enfrentar mais oscilagoes entre maximos e mini-

64



mos nesta situacdo, como exibe a Figura 4.18. Além disso, quando k = 8, o coeficiente
de difusao nas paredes é maximo, o que torna a difusao mais rapida proximo as superficies
e, como consequéncia, as particulas tem mais facilidade em retornar para o volume, ou
seja, sofrer processos de dessor¢ao. Com isso, o decréscimo seguido pelo segundo aumento
da curva de (AZ)? vs. t* é mais evidente para este valor de frequéncia. Por outro lado,
quando k = 17, o coeficiente difusivo é minimo em Z = +1.0, conforme mostra a Figura
4.18, e a difusdao é mais lenta proximo as superficies. Em consequéncia disto, o retorno
das particulas para o volume ¢é dificultado e a curva de (AZ)? vs. t* apresenta o fecha-
mento mais demorado - sem que o segundo aumento seja perceptivel - se encaminhando
diretamente para o equilibrio [79].

Com isso, a imposicdo de um meio modulado gera dinamicas diferentes e, conse-
quentemente, regimes difusivos distintos para tempos iniciais, como indica as curvas do
deslocamento quadratico médio em fungao do tempo, mesmo que o conjunto de tempos
caracteristicos seja alterado. Além disso, ha também diferentes dindmicas de acordo com
o numero de oscilagoes impostas ao longo do volume. Para compreender melhor a dife-
renga entre esses comportamentos, iremos estudar a variagdo do coeficiente b, descrito no
inicio deste capitulo, em funcao da amplitude e frequéncia, realizado a seguir.

4.2.2 Comportamento em Relacao a Amplitude e Frequéncia

Como visto anteriormente, o deslocamento quadratico médio apresentou diferentes
comportamentos para tempos iniciais, de acordo com o conjunto de parametros usados.
Com isso, a influéncia da modulacao espacial ao longo de Z, para t* ~ 0, sera analisada
pelo estudo do comportamento de (AZ)? durante o espalhamento inicial. Logo, (AZ)?
serd aproximado como um (AZ)? ~ t° com b calculado para o primeiro crescimento,
como exibido nos graficos de 4.16 e 4.17. Como visto em 4.2.1, b é o expoente que
caracterizard o regime difusivo e, primeiramente, iremos investigar como este coeficiente
muda de acordo com a amplitude de modulagao e para os maiores valores de frequéncia
espacial implementados. Deste modo, o restante desta secao se baseia na andlise dos
resultados provindos do modelo proposto para o estudo deste espalhamento inicial, como
visto em 3.2.2.

O grafico da Figura 4.19 apresenta os valores de b vs. «, para a’s positivos e para
14/7 = 10.0, 7,/ = 1.0 e 7,/7 = 1.0. Temos quatro valores de frequéncia espacial, o caso
sem modulacéo - k£ = 07 - e os maiores valores considerados - k = 47, 57 e 7.

Primeiramente, para o caso sem modulac¢ao, o valor do coeficiente estd em torno de
b ~ 0.94, indicando um regime subdifusivo, como esperado para difusao em sistemas
confinados [35]. Isto é consequéncia da presenca de superficies limitantes no sistema,
retardando o processo de difusdo, tornando-o mais lento que no caso de uma difusao
normal, quando b =1 [79].

Para a situacdo em que k = 47 e 57, os valores do coeficiente b ainda estdo apresentam
um regime subdifusivo, com uma tendéncia a um pequeno aumento no valor de b, quando
vamos de a = 0.1 até a = 0.6, mas que nao se distancia consideravelmente do valor de b
para o caso sem modulacdo. A difusio é mais rapida para k = 47 do que para k = 57 no
intervalo 0.1 < o < 0.3 mas, ap6s, k = 57 tem difusdo mais rdpida conforme a aumenta.
Por outro lado, o valor k = 87 tende & oscilar conforme « cresce e, para as trés maiores
frequéncias analisadas neste grafico, k = 87 tem um valor para b que chega mais préximo
do caso sem modulacao, em o = 0.6.
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Figura 4.19: Expoente b vs. a, em que 74/7 = 10.0, 7/7 = 1.0 e 7,/7 = 1.0. Quatro
valores de k sao considerados, k = 4m, 57,87 e o caso sem modulagao, k = Or.

Apesar destas disparidades, para todos os casos em que ha modulagao, a difusao
ocorre mais rapidamente do que quando comparada ao caso sem modulacdo, quando
temos amplitudes positivas e valores maiores para a frequéncia espacial, mesmo que todos
os regimes difusivos se mantenham subdifusivos para todo o intervalo positivo de «.

Analisando agora para os menores valores da frequéncia espacial, com k = 1, 27, 37w
e, novamente, para k = 0, o grafico da Figura 4.20 exibe b vs. « para os mesmos tempos
caracteristicos da Figura 4.19, em que 74/7 = 10.0, 7, /7 = 1.0 e 7, /7 = 1.0. Considerando
o mesmo intervalo para a amplitude, é possivel observar um comportamento considera-
velmente diferente quando comparado com os maiores valores de frequéncia. Para k = 27
e k = 3m, o regime difusivo se aproxima do caso sem modulacio quando o = 0.2 e tende a
tornar-se mais subdifusivo conforme a amplitude aumenta. Ha uma consideravel diferenca
no valor de b quando comparamos a = 0.1 e &« = 0.6. Em contrapartida, quando k = 1,
uma unica modulac¢do imposta no meio faz com que a difusao, quando comparada ao caso
nao modulado, seja mais lenta no intervalo 0.1 < a < 0.3, tornando-se mais rapida a
partir de a = 0.4, mas tendendo ao valor para k = 07 conforme a amplitude aumenta,
até a = 0.6.
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Figura 4.20: Expoente b vs. «, em que 74/7 = 10.0, 7/7 = 1.0 e 7,/7 = 1.0. k=
17, 2m, 3w e o caso sem modulagao, k = Om.

Em razdo de entender melhor os comportamentos de cada conjunto de frequéncia
espacial e amplitude de modulacao exibidos acima, iremos analisar a variacao de b vs. «
para os mesmos valores de k, mas agora considerando amplitudes positivas e negativas.
O graficos das Figuras 4.21 e 4.22 mostram a variacao do deslocamento quadratico médio
em fungao do tempo para dois conjuntos de frequéncia e amplitude e para 7;/7 = 10.0,
/T = 1.0 e 7,/7 = 1.0. Primeiramente, para 4.21, temos k = 1r e k = 21 ¢ a = —0.6
e a = 0.6. Nesta situagao, é possivel notar que, tanto para a amplitude negativa, quanto
para a positiva, a dinamica do sistema se apresenta de maneira diferente, quando levamos
em conta pequenos valores da frequéncia espacial.

----- k=1, a=0.6
—— k=211, a=0.6
—— k=177, a=-0.6
----- k=211, a=-0.6

Figura 4.21: Deslocamento quadratico médio vs. t*, em que 74/7 = 10.0, 7,/7 = 1.0 e
7,/7 = 1.0. S&o considerados dois valores de frequéncia, k = 17 e k = 27, em conjunto
com dois valores de amplitude, « = —0.6 e a = 0.6. O grafico a direita representa estes

mesmos parametros, mas para tempos iniciais t* ~ 0.

Retomando que, em t* = 0.0, a difusao ja é favorecida por uma diferenca de concen-
tracao muito alta no meio, isto porqué todas as particulas estao concentradas no centro.
Entao, independente do valor da amplitude, todas as curvas terdao um rapido crescimento
para tempos iniciais, indicando um réapido espalhamento das particulas ao longo do meio.
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Apo6s um certo tempo, por volta de t* = 0.10, como é possivel observar pelo grafico a
direita de 4.21, as curvas para k = 1m, a = 0.6 e k = 21, a = —0.6 e as curvas para
k=1m o= —0 6 ek =2, a = 0.6 tendem a ter comportamento parecidos. E impor-
tante ressaltar que, conforme o tempo avanca, a diferenca de concentracao inicial tende
a diminuir e, com isso, o espalhamento das particulas passa a ser mais influenciado pelo
valor do coeficiente difusivo que as particulas estdo enfrentando nas superficies. E o que
ocorre com estes quatro conjuntos de curvas nas quais, apos t* = 0.10, as curvas cujo valor
do coeficiente difusivo é maximo nas superficies (/_f =1lm,a=—-06ek=2m a= 0.6) ou
minimo (/;; =1r,a=06ek=2ma= —0.6) tendem a ter comportamentos semelhantes.

Em seguida, para o segundo par de graficos considerado e exibido na Figura 4.22,
temos k = Ir e k = 87 e @« = —0.6 ¢ @ = 0.6. Nesta situacdo, é possivel notar que,
para o maior valor da frequéncia espacial, ndo ha variacao aparente no comportamento
do deslocamento quadratico médio em todo o intervalo de tempo analisado, mesmo que o
sinal da amplitude seja alterado. Portanto, (AZ)? é consideravelmente diferente, quando
« é positivo ou negativo, para pequenos valores de frequéncia, mas nao apresenta variagoes
significativas para valores mais altos [79].

----- k=1, a=0.6
—— k=877, a=0.6
—— k=177, a=-0.6
----- k_=8rr, a=-0.6

Figura 4.22: Deslocamento quadritico médio vs. t*, em que 74/7 = 10.0, 7,/7 = 1.0 e
7,/7 = 1.0. S&o considerados dois valores de frequéncia, k = 17 e k = 87, em conjunto
com dois valores de amplitude, « = —0.6 e @ = 0.6. O grafico a direita representa estes

mesmos parametros, mas para tempos iniciais t* ~ 0.

Dando inicio a andlise de b vs. «, a Figura 4.23 exibe a variacao do coeficiente b em
funcao da variacao da amplitude, mas levando em conta a’s negativos e positivos. Os
tempos caracteristicos sao 74/7 = 10.0, 7/7 = 1.0 e 7,/7 = 1.0. Quatro frequéncias sao
exibidas, sendo k = 4, 57,87 e o caso sem modulacio, k = Or.

Para o's negativos, k = 47 e k = 57 tem valores semelhantes para o coeficiente b,
que ¢é caracterizado por um regime superdifusivo no intervalo —0.6 < a < —0.3. Porém,

para o = —0.2, ambas as frequéncias apresentam um regime subdifusivo e menor que o
caso sem modulacdo. Além disso, para estes dois valores de frequéncia, a situagao em
que a = —0.1 tem regime difusivo mais proximo ao de £ = 0. Para a > 0, estas duas

frequéncias seguem com um regime subdifusivo, como discutido anteriormente. De modo
diferente, k = 87 tem um comportamento mais simétrico em relacio a k = Om, tendo um
regime difusivo mais lento para a < 0 e mais rapido para a > 0, mas que é subdifusivo
em todo o intervalo de amplitude considerado.
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Figura 4.23: Expoente b vs. «, considerando valores negativos e positivos para a ampli-
tude. Os tempos caracteristicos sao 74/7 = 10.0, 7/7 = 1.0, 7,/7 = 1.0. Quatro valores
para k sao considerados, em que k = 4w, 57, 87 e o caso sem modulacao, k = 0.

Em seguida, analisando o comportamento de b vs. « para os menores valores da
frequéncia espacial, o grafico da Figura 4.24 leva em conta os mesmos tempos caracteris-
ticos da Figura 4.23, em que 74/7 = 10.0, 7,/ = 1.0 e 7,/7 = 1.0, mas agora para 0s
menores valores de frequéncia, com k = 17, 27 e 37. A situacdo em que ndo ha modulacio
¢ novamente exibida.

Figura 4.24: Expoente b vs. «, considerando valores negativos e positivos para a ampli-
tude. Os tempos caracteristicos sao 74/7 = 10.0, 7/7 = 1.0, 7,/7 = 1.0. Quatro valores
para k sao considerados, em que k = 17, 27, 37 e o caso sem modulacao, k = Or.

Para a < 0, todos os casos apresenta uma difusdo mais rapida do que para a situagao
em que ndo ha modulacio. Quanto k = 1m e k = 27, o regime é superdifusivo no
intervalo —0.6 < a < —0.2, tornando-se subdifusivo e com o valor mais proximo do caso
sem modulacdo apenas em o = —0.1. J4 no caso em que k = 37, o regime é superdifusivo
no intervalo —0.6 < o < —0.5, sendo subdifusivo, com valor muito proximo a situacao sem
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modulacao, quando —0.4 < a < —0.1. Levando em conta todos os valores de frequéncia
para este grafico, temos que, mesmo com essas diferengas no valor do coeficiente b, todos
os valores de k tendem a se aproximar do regime difusivo para o caso sem modulacio
conforme « se aproxima de zero negativamente.

Para compreender o comportamento de todos os conjuntos de frequéncias e amplitudes
analisados aqui, vamos retomar que o espalhamento inicial sera influenciado por duas
condigoes. A primeira se deve ao fato da alta concentracao de particulas no centro da
amostra, em t* = 0, situacdo em que o espalhamento ird comecar. A segunda condigao
ird depender da intensidade do coeficiente difusivo neste ponto, isto é, dependendo do
valor do sinal da amplitude, as particulas irao enfrentar um maximo ou um minimo para
o coeficiente de difusdo, em Z = 0.0, ponto em que ocorre o espalhamento inicial. Ou
seja, esta situacgao inicial podera atrasar ou acelerar a difusao e, consequentemente, o tipo
de regime difusivo. Quando a amplitude é alterada, o maximo (e minimo) do valor de
D(Z) é modificado, isto é, se a amplitude aumenta, maior serd a variacao de D(Z) que as
particulas terao que enfrentar ao longo de Z. O outro parametro é a frequéncia espacial,
que ird alterar o nimero de oscilagdes de D(Z) ao longo de Z. Os graficos da Figura 4.25
mostram o comportamento de D(Z)/D vs. Z e exemplificam as duas situagoes citadas. No
grafico & esquerda, temos o coeficiente difusivo para o menor valor de frequéncia, k = 1.
J& no grafico a direita, temos o coeficiente difusivo para o maior valor de frequéncia,
k = 8r. Ambos os graficos contém os extremos do intervalo de amplitudes, ou seja, para

amplitudes positivas, « = 0.1 e 0.6, e para amplitudes negativas, « = —0.1 e —0.6.
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Figura 4.25: Coeficiente de difusao D(Z)/D wvs. Z para dois conjuntos de frequéncia e
amplitude. A esquerda, temos k = 17 para a = —0.6,—0.1,0.1 e 0.6. A direita, temos
k = 8m para a = —0.6,—0.1,0.1 e 0.6.

Tendo em vista que as maiores diferencas no regime difusivo ao longo de —0.6 <
a < 0.6 foram apresentadas nos casos em que k=1rek = 8, estes serao analisados
separadamente. Primeiramente, como exibem os graficos das Figuras 4.23 e 4.24, para as
situacoes em que k = 27, 3w, 47 e 5m, a difusdo das particulas ocorre mais rapidamente
quando o valor minimo de D(Z) ocorre em Z = 0.0 e, também, quanto mais negativo é
o valor de . Este comportamento pode ser visto nos graficos a direita das Figuras 4.26
e 4.27, onde temos D(Z)/D ws. Z para k = 2m,3m, 47,57 e o = —0.6. Nesta situacdo,
a alta concentragao de particulas em conjunto com um coeficiente difusivo que aumenta,
nas proximidades de Z = 0.0, aparenta favorecer a difusdao de modo a torna-la mais
répida que no caso para k = Or. Para o = —0.1, as particulas ainda enfrentam o valor
minimo de D(Z) mas, para esta amplitude, a diferenga entre o ponto de méaximo e de
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minimo para o coeficiente de difusao é o menor possivel, fazendo com que o espalhamento
das particulas seja pouco afetado por esta pequena amplitude, mesmo que elas iniciem
o processo difusivo enfrentando um valor cada vez maior de D(Z). Com isso, o regime
difusivo se aproxima do caso sem modulacao.
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Figura 4.26: Coeficiente de difusio D(Z)/D vs. Z para quatro conjuntos de frequéncia
e amplitude. A esquerda, temos k = 27, a = 0.6 e k = 37, a = 0.6. A direita, temos
k=2m, a=—-06ek=3m, a=—0.6.
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Figura 4.27: Coeficiente de difusao D(Z) vs. Z para quatro conjuntos de frequéncia e
amplitude. A esquerda, temos k = 47, a = 0.6 e k = 57, a = 0.6. A direita, temos
k=4m, a = —-0.6 e k = 5w, a = —0.6.

De outro modo, os gréficos a esquerda das Figuras 4.26 e 4.27 exibem o comportamento
de D(Z)/D vs. Z para k = 2m,3m,4m,5m e a = 0.6, ou seja, quando as particulas
enfrentam o maximo valor para o coeficiente de difusao, mas que tende a diminuir nas
proximidades de Z = 0.0. Nesta situagao, conforme exibem os graficos de 4.23 e 4.24, o
fato das particulas enfrentarem um coeficiente difusivo cada vez menor, nas proximidades
de Z = 0.0, faz com que o espalhamento seja mais lento que o caso sem modulacao
apenas quando k = 27 e k = 3, tornando-se cada vez mais lento conforme a amplitude
aumenta. Para os maiores valores de frequéncia, k = 47 e 57, tanto para amplitude
pequena, a = 0.1, quanto para o maximo valor, & = 0.6, as particulas parecem encontrar
um equilibrio no processo difusivo, conforme enfrentam mais oscilagbes por conta de D(7).
Como consequéncia, o regime difusivo tende a ser semelhante ao caso sem modulacao.

Em seguida, no caso com uma tnica modulacao, de acordo com o grafico a direita
da Figura 4.25, k = 17 é a tnica situacdo em que as particulas irdo enfrentar apenas
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um maximo e um minimo para o coeficiente de difusao, ao longo de Z, como discutido
anteriormente. Se a < 0, elas iniciardao o processo difusivo enfrentando o menor valor
para D(Z), em Z = 0.0. Conforme avangam em dire¢ao as superficies, o valor de D(Z)
é cada vez mais alto, até que atinge seu maximo em Z = +1.0. Para esta situacao, a
difusao inicial é extremamente favorecida pela alta concentragao de particulas em con-
junto com um coeficiente difusivo que aumenta e torna a difusao cada vez mais rapida.
Esta consequéncia é mais aparente principalmente para o caso em que o = —0.6. Por
outro lado, quando « > 0, as particulas sempre enfrentardo o valor maximo de D(Z)
em Z = 0.0, mas que diminui a medida que se aproxima das extremidades, até que seu
valor minimo ocorre em Z = +1.0. Conforme a amplitude aumenta positivamente, no
intervalo 0.1 < a < 0.3, a intensidade do coeficiente difusivo é cada vez menor, tornando
a difusao mais lenta conforme as particulas avancam em Z. Esta situagao atrasa o espa-
lhamento inicial das particulas, tornando o regime subdifusivo e mais lento que no caso
sem modulacdo. Porém, para a > 0.4, a difusao se assemelha cada vez mais ao caso sem
modulacao e, a partir de o = 0.4, as particulas aparentam encontrar um equilibrio entre
um espalhamento inicial favorecido por uma alta concentracao de particulas, mas que tem
um atraso causado por um valor de D(Z), que diminui conforme as particulas caminham
para as extremidades. Como consequéncia, o regime difusivo é semelhante ao caso sem
modulagao [79].

O valor mais alto da frequéncia espacial, k = 8, apresenta a melhor simetria em
relacdo ao caso sem modulacao. Como exibe o grafico da Figura 4.25, é possivel observar
que a distancia entre dois maximos (ou minimos) de D(Z) é a menor possivel, entre todas
as frequéncias analisadas. Também para este caso, a difusdo das particulas aparenta
encontrar um equilibrio durante o espalhamento e ter regime difusivo semelhante ao caso
sem modulagao. Isto parece ocorrer devido a proximidade entre enfrentar méximos e
minimos em D(Z), mesmo que a amplitude mude em sinal e intensidade. Para o < 0, as
particulas que vao chegando as superficies enfrentam a tltima oscilagao em D(Z), que as
desacelera. Isto aparenta fazer com que, para todos os valores negativos de «, o regime
difusivo seja, em pequena variacao, mais lento que o normal. Para o > 0, as particulas
que vao se aproximando das superficies enfrentam um D(Z) que as acelera, fazendo com
que, para todos os valores positivos de «, o regime difusivo seja ligeiramente mais rapido
que o normal [79].

Por ultimo, vamos analisar a variacao do coeficiente b em funcao de l%/ m. Como os
casos extremos de amplitude, tanto negativa quanto positiva, tiveram notavel diferenca no
comportamento, como discutido anteriormente, o grafico da Figura 4.28 exibe b vs. k /7
para a = —0.6 e —0.1, extremos do intervalo para amplitudes negativas, e também para
a = 0.6 e 0.1, extremos de o quando consideramos amplitudes positivas. Primeiramente,
para os menores valores de amplitude, tanto negativo quanto positivo, é possivel notar
uma simetria em relagdo ao caso ndo modulado. O valor de b se afasta mais do caso em
que o = 0.0 para frequéncias pequenas, k/7 = 1 e k/m = 2, mas tende ao mesmo regime
difusivo de & = 0.0 a partir de k /7 > 2. Uma diferenca maior no comportamento de b vs.
k/m ocorre quando consideramos os maiores valores de amplitude. Para o = —0.6, todos
os regimes difusivos sdo superdifusivos, até k/m = 6. A difusdo torna-se semelhante ao
caso sem modulagdo apenas para k /m =8, isto é, apenas neste valor de frequéncia, o fato
das particulas enfrentarem um valor para D(Z) que cada vez mais acelera o espalhamento
inicial nao tem como consequéncia uma difusao mais rapida que a normal.

72



097

0.87

Figura 4.28: Expoente b vs. k/m. Os tempos caracteristicos sio 74/7 = 10.0, 7,/7 = 1.0,
7,/7 = 1.0. Cinco valores de «a sdo considerados, sendo v = —0.6,—0.1,0.1,0.6 e o caso
sem modulagao, o = 0.0.

Por fim, para a = 0.6, o espalhamento inicial é atrasado de modo a fazer com que
a difusao se torne mais lenta que o caso sem modulacao apenas quando /_€/7T =2ed.
Isto devido as particulas enfrentarem um valor para D(Z) que cada vez mais atrasa este
espalhamento inicial. Para as frequéncias restantes, o valor de b é semelhante a situagao
sem modulacéo, com o = 0.0. Apesar destas diferencas, para todo o intervalo de k /T, 0
regime ¢é subdifusivo.

Tendo em vista todas as andlises apresentadas neste capitulo, é significativa a mudancga
no tipo de difusao em decorréncia da imposi¢cao de um coeficiente de difusao nao constante
e que torna o meio difusivo modelado periodicamente no espaco. As situa¢oes em que o
regime difusivo se afastou mais do caso sem modulagao, tornando a difusao mais réapida,
ocorreram quando foram consideradas poucas oscilacdes (1 < k/m < 5) e para o maior
valor negativo de amplitude (o = —0.6). Além disso, o regime difusivo se afastou mais
do caso sem modulacio, mas tornando a difusdo mais lenta, apenas quando 2 < k /T <3
e para o maior valor positivo de amplitude (« = 0.6).
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Conclusoes

Neste trabalho apresentamos um modelo para descrever a difusao de particulas neu-
tras em um liquido isotropico, mas modulado espacialmente através da imposicao de um
coeficiente de difusao peridédico no espago. O sistema também foi considerado confinado,
onde as particulas podem se difundir e sofrer diferentes processos de adsor¢ao nas super-
ficies, nas quais um efeito memoria foi considerado. Foi proposto um modelo isotrépico, a
fim de torna-lo o mais simples possivel e também para possibilitar a conexao com outros
sistemas que nao sejam liquido-cristalinos em sua natureza. Dessa maneira, este mo-
delo pode elucidar como o processo de difusao ocorre em sistemas confinados e como eles
podem ser ajustados ou espacialmente controlados com o objetivo de simular situacoes
experimentais, como no caso de amostras de cristais liquidos esméticos, colestéricos ou
nematicos twist-bend.

Na analise da densidade de particulas volumétrica, foi possivel observar uma forte in-
fluéncia da amplitude de modulacao e frequéncia espacial. A alteracao destes parametros,
através do coeficiente difusivo, afetou de modo consideravel a distribuicdo volumétrica,
onde foi possivel observar modulacoes nas curvas de distribuicao. Tais modulacoes fo-
ram notaveis mesmo que a amplitude e frequéncia fossem pequenas. Por outro lado, a
distribuicao superficial de particulas foi ligeiramente afetada. Uma diferenca nas curvas
de adsorc¢ao foi mais relevante quando consideramos o valor mais baixo para a frequéncia
espacial, onde tinhamos um coeficiente que oscilava de um valor méaximo para um minimo
uma Unica vez. Este foi o caso onde a curva de adsor¢ao apresentou seu maximo em um
menor valor, apesar de todas alcancarem a mesma situacao de equilibrio.

Também estudamos os regimes difusivos que aconteciam nesses sistemas, onde foi pos-
sivel notar que, controlando a frequéncia espacial e a amplitude de modulacao, ocorreram
regimes superdifusivos, normais ou subdifusivos. Neste espalhamento inicial analisado,
para grandes valores de frequéncia, as particulas que avancam ao longo do meio com co-
eficiente de difusdao médio, em direcao as superficies, tem difusdo mais rapida ou mais
lenta dentro de regides curtas e, com isso, o regime difusivo se aproximou do caso sem
modulagao. Para pequenos valores de frequéncia, dependendo do valor para a amplitude,
a variacao no coeficiente de difusao é enfrentada pelas particulas em uma regiao muito
maior, resultando em um regime de difusao diferente quando comparado ao caso nao
modulado.

Entre as perspectivas de trabalhos futuros, o modelo isotrépico proposto aqui pode se
conectar a outros sistemas que nao sejam liquido-cristalinos em sua natureza, como em
estruturas lamelares que ocorrem em meios biol6gicos. Além disso, uma melhor investi-
gacao do comportamento da difusdao em conjunto com adsorcao em liquidos estruturados
pode ser realizada ao estender este modelo para um meio anisotrépico, através da modi-
ficacdo adequada do coeficiente de difusdo, o que também possibilita ampliar o modelo
via equacao de Poisson, para medir impedancia de meios modulados. Também, o modelo
pode ser estendido para outros tipos de coordenadas, como as esféricas, o que possibi-
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lita incluir estudos sobre cristais liquidos colestéricos ou esméticos confinados em gotas,
ou seja, um meio modulado cujas paredes impoem confinamento esférico. Nesta tltima
situacao, tanto as equacoes de volume quanto as de superficie necessitam da formulacao
para as coordenadas esféricas, bem como a equagdo de conservagao para o numero de
particulas, garantindo a consisténcia do método.
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