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RESUMO

No presente trabalho, investigaram-se teoricamente fases líquido-cristalinas moduladas do

ponto de vista elástico. Com o objetivo de descrever as recentemente descobertas fases

nemáticas, twist-bend e splay, utilizaram-se conceitos aplicados à fase nemática usual e à

quiral para adaptar modelos teóricos e tornar as novas mesofases aplicáveis a dispositivos

tecnológicos. Com essa abordagem foi possível analisar alguns parâmetros que conduzem à

estabilidade das fases observadas experimentalmente ou previstas teoricamente. Primeira-

mente, investigou-se a teoria elástica do contínuo clássica a qual, por meio de uma extensão

do modelo teórico usual, adicionaram-se parâmetros de modo a abranger um novo elemento

de simetria, o eixo adicional t. O novo modelo teórico compreende diversas estruturas

moduladas, contudo, aqui, reduz-se para descrever uma única fase nemática; assim, ao con-

siderar o per�l do diretor da mesofase nemática twist-bend, observou-se que uma estrutura

nanométrica pode ser estabilizada, como encontrado experimentalmente. Deparamo-nos,

entretanto, com di�culdades experimentais provenientes de estudos em escala nanométrica;

consequentemente, medições foram realizadas em escalas maiores, que, no caso da fase

nemática twist-bend, correspondem a escala das pseudo-camadas. A solução teórica para

interpretar os novos resultados experimentais consiste na formulação mesoscópica da teo-

ria elástica do contínuo estendida � o modelo coarse-grained. Com efeito, compararam-se

as medidas de compressibilidade da fase com as previsões do modelo coarse-grained, e

constatou-se um bom acordo entre os resultados experimentais e as predições teóricas.

Adicionalmente, utilizaram-se ferramentas do cálculo variacional para traduzir propriedades

físicas observadas na mesofase nemática twist-bend, e observou-se a obtenção de proprieda-

des previstas. Finalmente, estudaram-se as possíveis estruturas estabilizadas na presença da

distorção de splay espontâneo; para isso, fez-se necessário considerar a densidade de energia

livre clássica acoplada à polarização do meio. Como resultado, duas organizações molecu-

lares foram investigadas para determinar a de menor energia livre; contudo, observou-se

numericamente que, apesar da estrutura double splay ser de mais provável estabilização, a

organização single splay ainda é possível; entretanto, o intervalo de equilíbrio é restrito.

PALAVRAS-CHAVE: Cristais líquidos, fase nemática twist-bend, fase nemática splay,

fase nemática splay-bend, cálculo variacional, método coarse-grained.



ABSTRACT

In the present work, we investigate theoretically modulated liquid-crystalline phases from

an elastic point of view. In order to describe the recently discovered nematic phases,

twist-bend and splay, we use concepts applied to the usual and chiral nematic phases to

adapt theoretical models to make the new mesophases applicable to technological devices.

With this approach, it was possible to analyze several aspects theoretically predicted and,

in some cases, observed experimentally. First, the classical elastic continuum theory was

investigated, which, through an extension of the usual theoretical model, added parameters

in order to cover a new element of symmetry, the additional axis t. The new theoretical

model comprises several modulated structures; however, here it is reduced to describe a

single nematic phase; thus, when considering the pro�le of the director of the twist-bend

nematic mesophase, it was observed that a nanometric structure can be stabilized, as found

experimentally. However, we were still faced with experimental di�culties arising from

studies on the nanoscale; consequently, measurements were performed on larger scales,

which in the case of the twist-bend nematic phase corresponds to the pseudo-layers scale.

The theoretical solution to interpret the new experimental results consists in the mesoscopic

formulation of the extended elastic continuum theory, the coarse-grained model. Indeed,

the compressibility measurements of the phase were compared with the predictions of the

coarse-grained model, and a good agreement was found between the experimental results

and the theoretical predictions. Additionally, variational calculus tools were used to translate

physical properties observed in the twist-bend nematic phase, and it was observed that the

predicted properties were reobtained. Finally, we studied the possible stabilized structures

in the presence of spontaneous splay distortion; for this, it was necessary to consider the

classical free energy density coupled with the medium polarization. As a result, two molecular

organizations were investigated to determine the one with the lowest free energy; however, it

was observed numerically that, although the double splay structure is more likely to stabilize,

the single splay organization is still possible; however, the equilibrium interval is restricted.

KEYWORDS: Liquid crystals, twist-bend nematic phase, splay nematic phase, splay-bend

nematic phase, variational calculus, coarse-grained method.
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Capítulo 1

Introdução

Cristal líquido é um fascinante estado da matéria, muito estudado por pesquisadores desde

1888, quando Reinitzer observou por meio de um microscópico de luz polarizada uma amos-

tra composta de moléculas quirais com dois pontos de fusão. E, assim, ocorreu a primeira

observação experimental de um material líquido-cristalino.

Por serem materiais anisotrópicos, que sofrem alterações em suas propriedades óticas

quando submetidos a estímulos externos tais como: (i) campos elétricos ou magnéticos,

(ii) temperatura, (iii) luz, (iv) ancoramento na superfície, entre outros, os cristais líquidos

desempenharam um papel muito importante no desenvolvimento de mostradores óticos.

A mais simples fase líquida-cristalina, denominada nemática, é composta de moléculas

que apresentam ordem orientacional de longo alcance, como os sólidos cristalinos, e sem

ordem posicional, como os �uidos isotrópicos [1]. Primeiramente associada apenas a um

tipo de organização molecular, a mesofase nemática é hoje reconhecida como uma ordem

composta por cinco fases líquido-cristalinas distintas, abordadas no capítulo 2.

O crescente número de novas estruturas deve-se aos materiais sintetizados recentemente.

Em particular, foram sintetizados novos materiais com formatos moleculares diferentes dos

usuais "bastões"ou "discos". Tais formatos moleculares, como de centro dobrado ou em

formato de pera, são capazes de produzir fases nemáticas (ou seja, ordem orientacional de

longo alcance e sem ordem posicional), mas que se caracterizam por possuírem distorções

espontâneas como estado de mínima energia, uma consequência direta do formato das

moléculas que compõem o material. Uma dessas estruturas é fase nemática twist-bend,

predita em 1969 e identi�cada em dímeros em 2011 [2, 3]; na sequência, foi caracterizada

em trímeros [4] e moléculas de centro dobrado [5]. A despeito das diversas abordagens, o

estudo da mesofase nemática twist-bend ainda encontra-se em desenvolvimento. Com sua

13



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

estrutura helicoidal de passo nanométrico, a estrutura nemática twist-bend é uma mesofase

intermediária entre a nemática usual e a quiral [6]. Em particular, as teorias idealizadas

para a mesofase ainda são consideravelmente complexas; por isso, pesquisas experimentais

aguardam novas perspectivas de abordagem. Até o momento, utilizam-se extrapolações

nas regiões em que o comportamento do meio é bem conhecido, ou seja, na fase nemática

usual.

As características incomuns da fase nemática twist-bend a tornaram alvo de tentativas

de modelagem matemática microscópica. A primeira delas ocorreu em 2001, quando Dozov

baseou-se na adição de termos de ordem superior à densidade de energia livre para descrever

a formação espontânea de estruturas moduladas em moléculas com formato de banana [7].

As próximas tentativas ocorreram após a caracterização experimental; a seguinte foi em

2013, quando Shamid et al. consideraram a �exoeletricidade como percursora da estru-

tura nemática modulada [8]. Em 2014, Virga acrescentou um eixo de simetria adicional na

densidade de energia para descrever a estrutura helicoidal [9]. Em 2015, um grupo de pes-

quisa da Universidade Estadual de Maringá propôs uma abordagem alternativa, adicionou-se

um novo elemento de simetria à teoria elástica estendida; desse modo, tornou possível a

descrição de mesofases moduladas, o que inclui a fase nemática twist-bend [10].

Descoberta experimentalmente em 2018, a mesofase nemática splay é outro exemplo

de estrutura estabilizada em novos materiais [11]. Com formato molecular de "pera", a

mesofase surpreendeu com uma constante elástica splay pequena. Contudo, como será de-

monstrado neste trabalho, são necessárias mais abordagens experimentais para caracterizar

a organização molecular ideal.

Este trabalho foi dividido como segue:

No capítulo 2, abordaram-se os conceitos fundamentais para a compreensão geral desta

tese. Inicia-se com a apresentação das características elementares dos materiais estudados,

assim como das informações básicas das estruturas moleculares investigadas nos capítulos

posteriores.

O capítulo 3 consiste na investigação teórica de estruturas moduladas, um projeto que

foi desenvolvido durante o mestrado. Inicialmente, abordou-se a teoria elástica do contínuo

responsável pela descrição da fase nemática usual. Utilizada desde 1958, a teoria clássica é

ainda a mais comum abordagem para a caracterização de materiais líquido-cristalinos e suas

respectivas estruturas. Empregada na descrição de meios distorcidos, a densidade de energia

livre é construída com base nos elementos de simetria, portanto, e�caz por de�nição. No

entanto, para explorar estruturas moduladas fez-se necessário incluir um novo parâmetro de

simetria; desta forma, a densidade de energia livre resultante é mais abrangente. Contudo,

14



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

para incluir uma ampla variedade de estruturas, muitos termos novos foram adicionados e

ainda precisam de maior entendimento tanto do ponto de vista teórico quanto experimental.

No capítulo 4, discute-se uma abordagem comum em materiais que apresentam es-

trutura mesoscópica conhecida e teoria microscópica construída, o método coarse-grained.

Pensado a princípio para estruturas esméticas, os modelos coarse-grained foram adaptados

para descrever as mesofases nemáticas quirais. Por isso, uma abordagem alternativa à teoria

elástica do contínuo para estruturas moduladas foi desenvolvida com o objetivo de facilitar

as investigações experimentais. Em particular, analisou-se a fase nemática twist-bend, me-

sofase conhecida por sua estrutura nanométrica de difícil interpretação experimental e com

prévias medidas de compressibilidade por sua estrutura macroscópica de pseudo-camadas.

O capítulo 5 é dedicado à abordagem variacional proporcionada pelo cálculo para estudar

soluções exatas na con�guração do diretor. Por meio de formulações conhecidas, foi possível

reconhecer o comportamento do meio quando a energia livre estendida é utilizada e, assim,

determinar o per�l do diretor no estado de equilíbrio de sistemas líquido-cristalinos, ou seja,

investigar a existência da fase nemática twist-bend e sua respectiva estabilidade.

O capítulo 6 é destinado à apresentação dos resultados obtidos durante o doutorado

sanduíche na Kent State University, período no qual a mesofase nemática splay foi investi-

gada teoricamente. Com a densidade de energia livre construída a partir de uma abordagem

�exoelétrica, o modelo teórico para a fase nemática splay demonstrou que a estrutura es-

tabilizada apresenta distorção de splay em uma ou em duas direções, a depender da razão

das constantes elásticas de splay e bend. Assim, apresentaram-se possíveis soluções para

sistemas compostos de splay espontâneo, que ainda devem ser experimentalmente aborda-

das.

Os resultados provenientes deste trabalho de doutoramento são expostos sinteticamente

nas seguintes publicações:

1. J.A. Reyes, M.P. Rosseto, L.R. Evangelista, R.R. Ribeiro de Almeida, e R.S. Zola.

Modulated phases as variational solutions in liquid-crystalline systems, Mol. Cryst.

and Liq. Cryst. 657, 72 � 80 (2017).

2. M.P. Rosseto, R.R. Ribeiro de Almeida, R.S. Zola, G. Barbero, I. Lelidis, e L.R.

Evangelista. Nanometric pitch in modulated structures of twist-bend nematic liquid

crystals, J. Mol. Liq. 267, 266 � 270 (2018).

3. M.P. Rosseto, L.R. Evangelista, P.S. Simonário, e R.S. Zola. Coarse-grained model of

the nematic twist-bend phase from a stable state elastic energy, Phys. Rev. E 101,
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012702 (2020).

4. M.P. Rosseto e J.V. Selinger. Theory of the splay nematic phase: Single versus double

splay, Phys. Rev. E 101, 052707 (2020).
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Capítulo 2

Conceitos Fundamentais

Materiais líquido-cristalinos apresentam propriedades intermediárias situadas entre as de

um sólido cristalino e de um líquido isotrópico; por isso, são conhecidos como estados

intermediários da matéria, ou mesofases. Tais materiais são classi�cados conforme sua

transição de fase e as simetrias que cada mesofase apresenta [1].

Uma primeira classi�cação, mais abrangente, os de�ne entre Liotrópicos e Termotrópi-

cos. Os cristais líquidos liotrópicos são aqueles obtidos através de uma solução de moléculas

an�fílicas em um solvente (polar ou apolar), que, após uma concentração crítica, se auto-

arranjam em agregados supramoleculares com simetria líquido-cristalina. Os cristais líquidos

termotrópicos, por sua vez, são compostos orgânicos formados por pequenas moléculas que

devem ser aquecidos para que ocorra a transição de fase [1, 12]. Nos termotrópicos, exis-

tem alguns formatos moleculares que dão origem às mesofases, sendo os mais comuns os

calamíticos (molécula em forma de bastão), os discóticos (formato de disco) e as moléculas

de centro-dobrado (formato de banana), também conhecidas como bent-core.

Utilizado em dispositivos tecnológicos, os cristais líquidos termotrópicos são subclassi-

�cados de acordo com suas simetrias moleculares. Assim, as mais conhecidas mesofases

termotrópicas são: (i) nemática, (ii) esmética, e a (iii) colestérica [13]. Além destas, exis-

tem muitas outras subdivisões, mas que estão fora do escopo deste trabalho e por isso não

serão apresentadas aqui.

A mesofase líquido-cristalina mais comum é a nemática, que, devido ao grande número

de aplicações, terá o papel principal neste trabalho. Aqui, dedicaremos algumas subseções

para abordar as organizações moleculares nemáticas, algumas recentemente descobertas,

fato que fascina a comunidade cientí�ca por sua raridade.
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2.1 Ordens nemáticas

Inicialmente classi�cadas por Fridel em 1922, as mesofases nemáticas têm sido estudadas

durante muitos anos; por isso, a caracterização de novas estruturas é surpreendente. Com

sua organização e �uidez, a distribuição molecular de estruturas nemáticas permite a con-

cepção de diversas aplicações tecnológicas, a mais comum é a construção de mostradores

óticos [14]. Assim, as mesofases nemáticas são constantemente aprimoradas, principal-

mente no que se relaciona ao desenvolvimento de novos materiais, que algumas vezes são

responsáveis pela identi�cação de novas estruturas.

Originaria da palavra �o, em grego νεµα, a fase nemática foi nomeada segundo o padrão

visualizado no microscópio polarizado, no qual observaram-se muitas linhas escuras que hoje

sabemos ser defeitos na ordem orientacional [15].

As estruturas com ordem orientacional de longo alcance e com centros de massa não

correlacionados são, principalmente, identi�cadas utilizando a técnica de difração de raio-X

(mais frequentemente o SAXS - small angle X-ray scattering 1). A �gura 2.1 expõe medidas

experimentais utilizadas na identi�cação de duas mesofases nemáticas. Diferentemente da

fase isotrópica, na qual o padrão apresenta o anel externo contínuo, e da fase esmética,

com o padrão externo do anel menos intenso no topo e no fundo, as fases nemáticas

apresentam padrões razoavelmente intensos no anel externo, ou seja, existe uma diminuição

gradual na intensidade do anel observada a partir da fase isotrópica até a fase esmética.

Na �gura 2.1-(a) observou-se o padrão característico da fase nemática usual para uma

amostra de CB11CB, enquanto a �gura 2.1-(b) mostra os resultados para a fase nemática

twist-bend, que será discutido mais adiante [16]. Observe a suave inclinação no padrão de

intensidade da luz na fase nemática twist-bend ; isso ocorre devido à sensibilidade da medida

a inclinações moleculares.

A fase nemática, no início considerada como uma única estrutura, é atualmente reco-

nhecida como uma ordem composta por cinco subclassi�cações. Assim, as ordens nemáticas

conhecidas até o momento são: (i) Nemática usual, (ii) nemática quiral ou colestérica, (iii)

nemática twist-bend, (iv) nemática splay-bend, (v) e nemática splay. Mais detalhes de cada

mesofase serão apresentados nas próximas subseções.

1Em português, espalhamento de raio-X para ângulos pequenos.
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Figura 2.1: Resultado experimental dos padrões de SAXS de uma amostra contendo
CB11CB na fase nemática [16]. (a) Fase nemática usual a temperatura de 110 ◦C, (b)
fase nemática twist-bend a 99 ◦C. Reprodução autorizada pela The Royal Society of Che-
mistry.

2.1.1 Fase nemática usual

A �gura 2.2 representa a distribuição observada na mesofase nemática clássica, com ordem

posicional de longo alcance, isto é, as moléculas em média apontam em uma mesma direção

preferencial, e sem correlação entre os centros de massa, ausente de uma organização

em camadas como a de fases esméticas. A estrutura do cristal líquido na fase esmética,

encontrada entre a fase nemática e o sólido cristalino, é caracterizada por sua organização

molecular em planos, retratada na �gura 2.3; a mesofase se organiza em camadas.

Figura 2.2: Representação da fase nemática usual, a mesofase líquido-cristalina mais comum.
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Figura 2.3: Representação esquemática da fase esmética.

Com birrefringência e �uidez, a fase nemática mais simples é uniaxial, isto é, possui

apenas um eixo ótico. A fase nemática usual pode ser descrita por um vetor unitário deno-

minado diretor nemático, n̂, que representa o eixo principal das ordens nemáticas. Assim,

não é possível distinguir propriedades físicas da fase nemática com relação a inversões de

sinal do diretor n̂. Em outras palavras, se as moléculas tiverem dipolos elétricos permanen-

tes, esses se arranjaram de forma que a fase será apolar, o que possibilita a utilização de

uma importante propriedade de simetria: a de que ambos n̂ e −n̂ representam um estado

físico equivalente [17].

Observações microscópicas são responsáveis pela identi�cação das fases nemáticas. Com

seus padrões característicos, as texturas da fase nemática têm sido amplamente estudadas

e a dependência de vários fatores, tais como: (i) condições de ancoramento na superfície,

(ii) tamanho e forma da amostra, (iii) e a presença de forças externas, foi encontrada.

2.1.2 Fase nemática quiral

Outra organização molecular muito conhecida é a mesofase colestérica, ou nemática quiral,

apresentada na �gura 2.4. Com sua estrutura quiral, a fase nemática de moléculas quirais foi

a primeira a ser encontrada experimentalmente no benzoato de colesterila, a partir da qual

a fase foi nomeada [1, 12, 18]. Na fase colestérica, a orientação molecular média rotaciona

em torno de uma direção espacial que denomina-se eixo helicoidal. Assim, a fase colestérica
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Figura 2.4: Representação da fase nemática quiral (colestérica). O passo P é o comprimento
no qual o diretor nemático rotaciona 360◦.

é uma estrutura helicoidal com moléculas organizadas em planos de ordem nemática que

podem rotacionar tanto no sentido horário quanto anti-horário.

Perpendicular ao eixo helicoidal, a mesofase colestérica utiliza a alteração suave entre

a posição das moléculas como polarizadores de luz. Portanto, a luz aplicada ao longo da

amostra é desviada e pode ser controlada com alterações na periodicidade. Por esse motivo

ela é largamente utilizada na construção de mostradores óticos [14].

Matematicamente, a �gura 2.4 pode ser caracterizada por um diretor do tipo:

n̂ = (cos qz, senqz, 0), (2.1)

em que o eixo helicoidal é considerado paralelo ao eixo cartesiano z, e q = 2π/P , pois a

fase colestérica é periódica e sua periodicidade é de�nida por P , também conhecido como

o passo [17]. Com isso, a fase colestérica possui estrutura local semelhante à fase nemática

usual. Contudo, varia em função da posição na direção do eixo z, o que origina uma

con�guração helicoidal.

Geralmente dependente da temperatura, o passo helicoidal é da ordem de mícrons.

Portanto, existe uma consequente alteração na luz aplicada em função da temperatura [18].

O capítulo 3 apresentará um método teórico para descrever estas estruturas helicoidais,

no qual existe um termo extra que abrange a tendência natural de torção do sistema.
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2.1.3 Fase nemática twist-bend

Em destaque encontra-se a mesofase nemática twist-bend (NTB), prevista teoricamente [2,

7] e recentemente encontrada experimentalmente em dímeros [6, 19, 20], em moléculas

bent-core [5] e em trímeros [4]. Com a previsão teórica decorrente de moléculas com

centro-dobrado, uma vez que fases nemáticas formadas por estes tipos de materiais podem

apresentar espontaneamente distorções do tipo bend, e como geometricamente é impossível

que o diretor estabilize deformações puramente bend, surge o estado fundamental da fase

NTB [7], retratado na �gura 2.5.

Caracterizada por uma estrutura helicoidal, na qual o diretor nemático usual forma um

ângulo inferior a 90◦ com o eixo de rotação, a fase NTB é composta por distorções tipo

twist e bend. Em seu estado de equilíbrio, a fase NTB é considerada uma conexão entre

a fase nemática quiral e a nemática usual [16], uma vez que o ângulo medido em diversos

materiais �utua em torno de 17◦, com um período nanométrico [6].

Semelhante à fase esmética, a fase NTB apresenta texturas com listras; por isso, houve

caracterizações errôneas de alguns materiais. A existência de uma estrutura em cama-

das, como é o caso dos esméticos, foi refutada por resultados de FFTEM (freeze-fracture

transmission electron microscopy); os quais apontaram que as distribuições moleculares

correspondem a uma ordem nemática e con�rmam a estrutura helicoidal com período na-

nométrico [6]. A �gura 2.6 exibe imagens de FFTEM.

Figura 2.5: Representação esquemática da fase nemática twist-bend.
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Figura 2.6: Texturas observadas em medidas de FFTEM para dois materiais [6]. a) O
primeiro material com período de 8.05nm e b) o segundo com período de 9.3nm. E imagens
de um plano fraturado c) perpendicularmente e d) paralelamente ao eixo helicoidal da fase
NTB. Reproduzido com a permissão do Nature Publishing Group.

A próxima etapa é descrever teoricamente essa inédita classe de materiais. Contudo,

as teorias conhecidas não descrevem a simetria NTB. De fato, entre outros problemas na

interpretação teórica da fase, a constante elástica de bend (K33) parece divergir na transição

nemático-NTB
2. Em outras palavras, é necessário aprimorar os métodos de analise para que

a resposta nessa fase seja condizente com o comportamento observado experimentalmente.

Diversas sugestões foram feitas nos últimos anos, como a de Dozov, que predisse a

existência da fase em 2001 [7]. Contudo, a existência de uma constante elástica negativa,

como sugeriu Dozov, não é bem aceita. Após a descoberta experimental, surgiram outras

propostas, como o modelo de Shamid et al., que apresentou uma teoria incluindo a po-

larização da fase [8]. Posteriormente, Virga considerou a teoria elástica do contínuo com

2Os valores relatados experimentalmente são obtidos por meio de extrapolações feitas na fase nemática
usual.
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a adição de um eixo helicoidal [9]. Cronologicamente, pode-se citar o grupo de Maringá,

que, em 2015, desenvolveu uma teoria baseada em argumentos de simetria para diversas

fases; convenientemente esse modelo abrange a fase NTB [10]. Em suma, essa é uma teoria

elástica do contínuo que possivelmente descreve a fase em questão e inclui outras fases

permitidas por simetria [10, 21, 22, 23].

Estes são alguns dos exemplos de teorias para a fase NTB. Entretanto, a busca por

um método que descreva a estrutura ainda não está encerrada. Podemos, contudo, ci-

tar com mais detalhes nossa contribuíção ao estudo da mesofase NTB. O modelo que

desenvolvemos [10] possui: (i) uma estrutura de ordem nanométrica, como demonstrado

em [24]; (ii) características das constantes elásticas3 (como o fato de K22 > K33 e K33 ser

pequeno ou negativo [10]) observadas experimentalmente; (iii) a descrição da dupla dege-

nerescência [10]; (iv) o deslocamento da temperatura de transição por meio de um campo

magnético aplicado [21] (como visto experimentalmente [25]); (v) e o comportamento qua-

drático em relação ao campo magnético [21] (constatado na Ref. [25]). Mais detalhes serão

apresentados no capítulo 3, no qual a teoria do contínuo será exposta.

2.1.4 Fase nemática splay-bend

A mesofase nemática splay-bend, NSB, é uma perspectiva de estudo, um problema em

aberto; que é continuamente pesquisada experimentalmente [26]. Predita por Dozov [7] jun-

tamente com a fase NTB, a fase NSB retratada na �gura 2.7 ainda não possui comprovação

experimental concreta, e nenhum modelo que preveja completamente seu comportamento,

o que amplia as possibilidades de se encontrar e empregar essa nova e promissora fase.

Interpretada por alguns autores como uma parede de defeitos entre domínios da fase

NTB [27], a fase NSB tem sido descrita pela con�guração do diretor:

n̂ = ( senθ, 0, cos θ), (2.2)

em que θ = θ0 senkz, com θ0 � 1. A estrutura da fase NSB, teoricamente comparada

com a da fase nemática splay [28], é uma oscilação no plano. Aqui, utiliza-se o sistema

cartesiano de coordenadas.

O avanço mais recente retrata que a estrutura pode ser experimentalmente induzida por

um campo externo aplicado a um material e em um intervalo de temperatura no qual a

3Convencionalmente as constantes elásticas dos nemáticos são tais que K33 > K11 > K22.
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Figura 2.7: Representação esquemática da fase nemática splay-bend.

fase NTB é estabilizada [29]. Portanto, a mesofase NSB pode ser uma opção promissora no

aprimoramento de dispositivos que utilizam campo externo como parâmetro de controle.

Diferentemente da faseNTB, este trabalho não abordará em detalhes os modelos teóricos

e os resultados experimentais obtidos até o momento para a fase NSB. Deve-se, contudo,

citar as principais contribuições conhecidas: (i) Em 2001, Dozov predisse a existência desta

estrutura e as condições de estabilidade utilizando a teoria elástica do contínuo com o

acréscimo de derivadas de alta ordem do parâmetro de ordem tensorial Q [7]. (ii) Em

2013, Shamid et al. descreveram o efeito �exoelétrico em mesofases nemáticas construindo

a densidade de energia livre em termos do diretor nemático n̂ e da polarização P, suas

simulações apresentaram a fase NSB, e, por meio da teoria de Landau, o estado fundamental

da estrutura NSB [8]. (iii) Em 2015, Meyer et al. consideraram as regiões em que as hélices

da fase NTB se encontram como paredes, as quais deveriam ser identi�cadas com a estrutura

da fase NSB [27]. (iv) Em 2017, Emsley et al. propuseram que em altas temperaturas a

fase inclinada que observaram experimentalmente poderia ser a NSB, contudo, estudos são

necessários para comprovar esta teoria [30]. (v) Em 2019, Chaturvedi et al. compararam dois

modelos teóricos, o �exolétrico e o de ordem orientacional, para descrever a fase NSB [28].

(vi) E ainda em 2019, Merkel et al. apresentaram uma estrutura induzida por campo externo
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como a fase NSB [29].

Assim, a estrutura modulada NSB vem percorrendo um caminho promissor, com pers-

pectivas de avanços signi�cativos nos próximos anos. Como resultado, espera-se que novas

tecnologias sejam desenvolvidas.

2.1.5 Fase nemática splay

Materiais líquido-cristalinos desenvolvidos recentemente apresentaram estruturas conside-

radas improváveis, em moléculas de centro-dobrado, como as examinadas nas subseções

anteriores, e em moléculas em formato de pera. Um exemplo de estrutura estabilizada em

moléculas pera é a mesofase nemática splay, NS, encontrada experimentalmente [11, 31, 32]

e investigada teoricamente [11, 28, 33] nos últimos anos.

Diferentemente da mesofase polar de moléculas pera, identi�cada em baixas temperatu-

ras (como ilustrado na �gura 2.8), a mesofase NS apresenta splay espontâneo, que, por sua

vez, induz a formação de regiões em que o diretor aponta para cima e outras para baixo. O

resultado é uma estrutura intercalada de distorções splay separadas por pequenas regiões

nas quais o diretor é invertido, as quais denominaremos paredes.

Figura 2.8: Representação esquemática da fase polar.

A identi�cação experimental da fase NS ocorreu em 2018. Anteriormente, uma meso-

fase com a constante elástica splay 4 tão reduzida era considerado improvável e qualquer
4Constante associada a distorção splay do diretor na teoria elástica do contínuo, apresentada em detalhes
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resultado relacionado era apenas brevemente citado [34]. De fato, a estrutura modulada

NS ainda não foi completamente aceita. A �gura 2.9 representa uma das possíveis distri-

buições moleculares correspondentes ao splay espontâneo do diretor, que como veremos no

capítulo 6, ainda é questionada qual estrutura é a de mais baixa energia livre. Por isso,

pode-se considerar esta a mais recente mesofase nemática identi�cada, e portanto, ainda

em desenvolvimento.

As ordens nemáticas aqui expostas representam mais de um século de desenvolvimento

dos materiais líquido-cristalinos, que como esta subseção indicou, ainda é um campo de

pesquisa em crescimento. Com o avanço das técnicas experimentais espera-se uma constante

ampliação na interpretação e desenvolvimento deste tipo de materiais.

Figura 2.9: Ilustração da fase nemática splay identi�cada em moléculas de formato pera.
As moléculas azuis tem sua polarização P apontando para cima, enquanto nas moléculas
amarelas P aponta para baixo

no capítulo 3.
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Capítulo 3

Teoria elástica do contínuo para

ordens nemáticas

Na física, a elasticidade é uma propriedade por meio da qual quanti�ca-se a habilidade que

um material deformado possui para retornar à sua forma e tamanho originais [1]. Como

a resposta elástica da distorção do diretor é equivalente à elasticidade nos sólidos, é con-

veniente investigar a resposta dos materiais líquido-cristalinos à aplicação de uma força

externa [14].

Baseados no comportamento de materiais líquido-cristalinos, Oseen e Frank desenvol-

veram uma teoria fenomenológica que admite perturbações externas no sistema, isto é,

construíram um modelo para descrever as distorções induzidas no diretor nemático [35, 36].

Assim surgiu a teoria elástica do contínuo para os nemáticos usuais, que posteriormente

possibilitou a descrição dos efeitos de campo externo no diretor, e ainda é utilizada para

quanti�car as distorções dos meios líquido-cristalinos 1.

Por isso, este capítulo é destinado à apresentação de modelos teóricos utilizados na

descrição da mesofase líquido-cristalina mais comum, a nemática. Na sequência, desenvolve-

se a teória elástica do contínuo para abranger mesofases moduladas, ou seja, considera-se

um novo parâmetro de simetria responsável por estender o alcance da teoria usual, o eixo

adicional t [10]. Adicionalmente, aplica-se o modelo estendido para descrever algumas

características conhecidas da mesofase nemática twist-bend [24].

1Uma abordagem alternativa é utilizar a teoria de campo médio, detalhes podem ser encontrados na
referência [1].
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3.1 Teoria elástica do contínuo para a fase nemática

usual

Caracterizar o comportamento de materiais líquido-cristalinos é um problema antigo que

foi primeiramente investigado por Oseen em 1933 [36], e mais tarde revisto por Frank,

que adicionou importantes contribuições à teoria elástica do contínuo, como por exemplo,

o termo que descreve a torção fundamental dos cristais líquidos colestéricos [35]. Como

resultado, originou-se a mais utilizada teoria elástica do contínuo, na qual observam-se as

possíveis distorções do diretor nemático. A bem sucedida descrição do comportamento

dos cristais líquidos, quando in�uenciados por um campo externo, garantiu a utilização

do modelo no desenvolvimento de materiais para aplicações tecnológicas. Por essa razão,

existem muitos estudos que empregaram e aprimoraram a teoria elástica do contínuo de

Frank-Oseen.

Responsável por descrever as deformações presentes nos meios nemáticos, a teoria do

contínuo admite que as distorções descritas são muito maiores que a escala molecular e

muito menores do que a escala em que as propriedades físicas variam. Assume-se uma

região com um número su�ciente de moléculas que caracteriza o diretor local, ou seja, um

vetor unitário que indica a direção média das moléculas. Semelhante à lei de Hooke, a

densidade de energia livre é quadrática em suas distorções; assim, no sistema cartesiano de

coordenadas, de�ne-se

f = f0 + fd, (3.1)

em que f0 representa o estado de equilíbrio da fase uniforme, e fd o estado composto

de distorções elásticas. Deste modo, investiga-se como as distorções do meio podem ser

descritas, supondo-se que as distorções são basicamente as variações espaciais do diretor n̂

ni,j =
∂ni
∂xj

, (3.2)

em que i, j = 1, 2, 3, que no sistema cartesiano de coordenadas traduz-se nas direções x,

y, e z.

Admitimos então que as deformações são pequenas e se propagam lentamente pelo meio

contínuo, de forma que ni,j é pequeno, i.e., |ni,j| � 1, e a densidade de energia livre pode

ser desenvolvida em série de potências em ni,j [1]. Para compactar a notação, aqui se invoca
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a convenção da somatória de Einstein para índices repetidos 2. Assim, de acordo com as

regras gerais, a densidade de energia elástica pode ser escrita como:

f(n̂) = f0 + Lijni,j +
1

2
Kijklni,jnk,l + . . . , (3.3)

em que Lij e Kijkl são os tensores de segunda e quarta ordem, respectivamente, e podem

ser rescritos tendo por base o estado não distorcido,

Lij =

(
∂f

∂ni,j

)
0

e Kijkl =

(
∂2f

∂ni,j∂nk,l

)
0

. (3.4)

Como a combinação de todas as possíveis variações do diretor origina dezenas de pa-

râmetros, impraticáveis teórica e experimentalmente, a simetria singular de cada material

permite reduzir o número de parâmetros. No caso clássico, considera-se a fase nemática

que é composta de moléculas calamíticas, ou simplesmente bastões, vantajosa pela simetria

proporcionada, de que n̂ e −n̂ são equivalentes, o que reduz a complexidade do modelo

desenvolvido.

Como os tensores são desconhecidos é necessário decompô-los em termos dos elementos

de simetria da fase, ou seja, o diretor nemático n̂, a delta de Kronecker δij 3, e o tensor de

Levi-Civita εijk 4. Assim, a única componente restante do tensor de segunda ordem é:

nkni,jεkji = −n̂ · ∇ × n̂, (3.5)

ou seja,

Lijni,j = κ2n̂ · ∇ × n̂, (3.6)

termo linear associado a torções do tipo twist (descrita abaixo) do sistema, em que κ2 é

uma constante desconhecida.

Com relação ao tensor de quarta ordem, perceba que a energia elástica está associada a

variações na posição do diretor nemático, ou seja, ao tensor ni,j. Pode-se então estimar os

graus de liberdade do sistema, que, descrito em três dimensões, possui nove componentes,

das quais três são negligenciáveis, trata-se de um vetor unitário, portanto

2Utilizada para simpli�car um somatório, a convenção de soma de Einstein omite o símbolo característico∑
quando existem índices repetidos.
3A delta de Kronecker é um tensor unitário de�nido como: δij = 1 se i = j, senão δij = 0.
4O tensor de Levi-Civita é antissimétrico de propriedades: εijk = 0 se existirem índices repetidos;

εijk = 1 se i, j e k forem diferentes e a permutação for cíclica; e εijk = −1 se i, j e k forem diferentes e a
permutação não for cíclica.
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ni,jni =
1

2

∂(nini)

∂xj
= 0, (3.7)

pois nini = 1. Note ainda que Kijkl = Kklij e, desse modo, os únicos termos relevantes

serão:

Kijklni,jnk,l = k1njnlni,jni,l + k2ni,ink,k + k3ni,jni,j + k4ni,jnj,i, (3.8)

em que ni,i = nk,k, os índices são mudos, logo

ni,ink,k = (∇ · n̂)2. (3.9)

Sabe-se que −njni,j = n̂×∇× n̂ [12], então

nlnjni,jni,l = (n̂×∇× n̂)2. (3.10)

Note que a Eq. (3.5) pode ser reescrita como:

(n̂ · ∇ × n̂)2 = nk,jnk,j − ni,jnj,i, (3.11)

ao utilizar as propriedades do tensor de Levi-Civita 5. Unida à Eq. (3.10), pode-se escrever:

ni,jni,j = (n̂ · ∇ × n̂)2 + (n̂×∇× n̂)2 + ni,jnj,i. (3.12)

Como n̂∇ · n̂ = njni,i, têm-se:

∇ · (n̂∇ · n̂ + n̂×∇× n̂) = ni,inj,j − ni,jnj,i (3.13)

Em suma, o tensor de quarta ordem assume a forma:

Kijklni,jnk,l = (k2 + k3 + k4)(∇ · n̂)2 + k3(n̂ · ∇ × n̂)2 (3.14)

+(k1 + k3)(n̂×∇× n̂)2 − (k3 + k4)∇ · (n̂∇ · n̂ + n̂×∇× n̂).

Dessa forma, a densidade de energia elástica apresentada na Eq. (3.3) pode ser reescrita

como:
5εmlkεkji = δmjδil − δmiδjl.
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f(n̂) = f0 + κ2n̂ · ∇ × n̂ +
1

2
K11(∇ · n̂)2 +

1

2
K22(n̂ · ∇ × n̂)2

+
1

2
K33(n̂×∇× n̂)2 − (K22 +K24)∇ · (n̂∇ · n̂ + n̂×∇× n̂), (3.15)

em que κ2 será interpretado como o número de onda da fase colestérica. De�ne-se

k2 + k3 + k4 = K11, k3 = K22, k1 + k3 = K33 e k3 + k4 = K22 +K24,

que se tornam as constantes elásticas de Frank, K11, K22, e K33 associadas às distorções

elásticas de splay, twist, e bend, respectivamente. Investigadas desde 1933, as primeiras

ideias das constantes elásticas foram expostas no modelo de Oseen [36], na que hoje é

conhecida como a teoria de Frank-Oseen para os cristais líquidos nemáticos.

Diversos estudos têm acrescentado mais informações sobre a Eq. (3.15), por exemplo, o

termo associado às constantes (K22 +K24) é conhecido como saddle-splay, e é um termo de

superfície6. Ainda estudando a Eq. (3.15), perceba que as constantes K11, K22, e K33 são

associadas aos tipos de distorções splay, twist, e bend, respectivamente. E, �nalmente, κ2

o termo linear, associado à quiralidade do sistema, fundamental na descrição da mesofase

nemática quiral.

Cristais líquidos, frequentemente fases moduladas, são induzidas por diferentes tipos

de assimetria molecular. O tipo mais comum de assimetria é a quiralidade, representada

por κ2 na Eq. (3.15). Quando moléculas são quirais, elas tendem a se agrupar com uma

distorção do tipo twist espontânea; esse twist conduz à formação de fases colestéricas, o

que teoricamente a teoria de Frank-Oseen descreve como:

f(n̂) = f0 +
1

2
K22(n̂ · ∇ × n̂ + q0)2, (3.16)

em que q0 = κ2/K22 quanti�ca a tendência de twist do sistema e assegura o estado de

equilíbrio com a formação helicoidal da fase colestérica.

6O teorema de Gauss demostra que a integração do divergente, que comparece na Eq. (3.15), sobre o
volume pode ser reescrita como uma integral de superfície.

32



CAPÍTULO 3. TEORIA ELÁSTICA DO CONTÍNUO PARA ORDENS NEMÁTICAS

3.2 Teoria elástica do contínuo para fases nemáticas

moduladas

O decréscimo da temperatura e da constante elástica de bend induz o meio líquido-cristalino

a uma transição da fase nemática uniforme para uma fase modulada com distorção bend

espontânea. Como é impossível preencher o espaço com distorções puramente bend, a

mesofase deve ter uma estrutura mais complexa que inclui um outro modo de deforma-

ção. Normalmente, o sistema forma a fase nemática twist-bend (NTB), que tem uma

estrutura helicoidal com distorções twist assim como bend. Uma modulação alternativa

para estabilizar a distorção espontânea de bend é a formação da fase nemática splay-bend

(NSB), que possui estrutura planar com distorções splay e bend, estrutura introduzida no

capítulo 2 [2, 7, 8].

Aqui, investiga-se um método para descrever tais estruturas, em especial a fase NTB,

modelada em muitos estudos teóricos [2, 7, 8, 9, 10, 37, 38, 39, 40] e caracterizada por

medidas experimentais [6, 19, 20, 5, 41, 42] com sua estrutura helicoidal. A fase NTB

pode ser con�gurada estendendo-se a densidade de energia livre, ou seja, ao empregar-se

um novo elemento de simetria� o eixo adicional t� em torno do qual o diretor nemático

rotaciona, eixo por vezes denominado eixo helicoidal. Devido ao ângulo formado entre o

eixo t e o diretor n̂, denominado ângulo do cone (retratado na �gura 3.2), a fase NTB tem

sido considerada uma mesofase intermediária, entre a nemática usual e a quiral [6].

n

z

x

y

θ

ϕ

Figura 3.1: Representação esquemática de uma molécula calamítica, com diretor nemático
n, no sistema de coordenadas esféricas.
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Semelhante ao processo realizado na seção 3.1, para pequenas distorções, a densidade

de energia livre é expandida até segunda ordem, assim

f(n̂) = f1 + Lijni,j +
1

2
Kijklni,jnk,l. (3.17)

Ao incorporar-se o novo elemento de simetria, o eixo t, o termo da parte uniforme é modi-

�cado e torna-se

f1 = f0 −
1

2
η(n̂ · t)2, (3.18)

em que f0 ainda corresponde à parte uniforme da densidade de energia livre, mas um novo

termo surge. Desse modo, o termo associado a η caracteriza o acoplamento entre n̂ e t,

análogo a um campo interno. Note que t não varia espacialmente.

Como as propriedades de simetria da fase nemática ainda são válidas e |n̂| = 1, o termo

linear agora é composto por:

Lijni,j = −κ1tinjni,j + κ2nkεkijni,j + κ3δijnktkni,j, (3.19)

em que introduzimos três novas constantes desconhecidas, κi, i = 1, 2, 3. Visto que nktk =

n̂ · t e ni,i = ∇ · n̂, então

(n̂ · t)(∇ · n̂) = nktkni,i. (3.20)

Como observado na seção anterior, njni,j = −n̂×∇× n̂; portanto,

− t · (n̂×∇× n̂) = njtini,j. (3.21)

Assim, os termos lineares correspondentes à contribuição do tensor de segunda ordem

assumem a forma:

Lijni,j = κ1t · (n̂×∇× n̂) + κ2n̂ · ∇ × n̂ + κ3(n̂ · t)(∇ · n̂), (3.22)

no qual κ2 é proveniente da teoria clássica e foi de�nido na seção 3.1.

O tensor de quarta ordem pode ser decomposto como:
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Kijkl = k1njnlδik + k2δijδkl + k3δikδjl + k4δilδjk + µ1nlnjtitk

+ ν1titjtktl +
1

2
ν2(tjtiδkl + tktlδij) + ν3titkδjl + ν4tjtlδik

+
1

2
ν5(titlδjk + tjtkδil) + ν6tiεjkl. (3.23)

Os primeiros quatro termos já foram estudados na seção 3.1 e deram origem a distorções

conhecidas. Cabe agora investigar os demais termos. Note que o termo seguinte, associado

a µ1, pode ser reescrito como:

[−t · (n̂×∇× n̂)]2 = nlnjtitkni,jnk,l, (3.24)

de forma semelhante perceba que tini,j = ∇(n̂ · t); portanto,

[∇(n̂ · t)]2 = titkni,jnk,j, (3.25)

que pode ainda dar origem a:

[t · ∇(n̂ · t)]2 = titjtktlni,jnk,l. (3.26)

Ao relembrar que nk,k = ∇ · n̂, pode-se encontrar

[t · ∇(n̂ · t)(∇ · n̂)] = titjni,jnk,k. (3.27)

E, como

(t · ∇)n̂ = tjnk,j, (3.28)

então,

[(t · ∇)n̂]2 = tjtlni,jni,l. (3.29)

Unidas tais informações permitem ainda escrever:

[∇(n̂ · t) · (t · ∇)n̂] = titlni,jnj,l. (3.30)

Por �m, ∇× n̂ = nk,lεjkl origina o último termo
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∇(n̂ · t) · (∇× n̂) = tiεjklni,jnk,l. (3.31)

Com isso, os tensores de segunda e quarta ordem podem ser reunidos de forma a reescrever

a densidade de energia elástica como segue:

f = f0 −
1

2
η(n̂ · t)2 + κ1 t · [n̂× (∇× n̂)] + κ2 n̂ · (∇× n̂) + κ3(n̂ · t)(∇ · n̂)

+
1

2
K11(∇ · n̂)2 +

1

2
K22 [n̂ · (∇× n̂)]2 +

1

2
K33(n̂×∇× n̂)2

− (K22 +K24)∇ · (n̂∇ · n̂ + n̂×∇× n̂) + µ1[t · (n̂×∇× n̂)]2

+ ν1[t · ∇(t · n̂)]2 + ν2[t · ∇(n̂ · t)(∇ · n̂)] + ν3[∇(t · n̂)]2

+ ν4[(t · ∇)n̂]2 + ν5[∇(n̂ · t) · (t · ∇)n̂] + ν6∇(n̂ · t) · (∇× n̂). (3.32)

Que pode ser reduzida à expressão clássica da densidade de energia livre de Frank-Oseen (3.15)

se t = 0, ou seja, caso o novo elemento de simetria seja negligenciado. Note ainda que esta

densidade de energia livre descreve mais do que a fase NTB, pois sua construção abrange

todas as possíveis estruturas que necessitam do novo elemento de simetria, o eixo adicional

t.

Um exemplo de outra possível estrutura descrita pela Eq. (3.32) é a mesofase splay-bend,

ainda a ser investigada.

Antes de avançar para a energia que descreva apenas a estrutura da fase NTB, note que

o termo associado a ν6 pode ser analisado de forma semelhante ao termo de saddle-splay,

ou seja, é também um termo de superfície. Como ainda existem diversos termos novos

e estes necessitam de mais estudos, abordaremos a con�guração que descreve a estrutura

helicoidal da mesofase NTB, que assim como descrito por Dozov [7], cujo per�l do diretor

é do tipo:

n̂ = ( senθ cosφ, senθ senφ, cos θ), (3.33)

que no plano cartesiano de coordenadas considera o eixo helicoidal paralelo ao eixo z. Além

disso, para estudarmos a estabilidade da fase, admitimos que θ é constante e φ = φ(z).

Assim, a densidade de energia livre para a fase NTB é da forma:
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f(n̂) = f1 −
1

2
η(n̂ · t)2 +

1

2
K22[n̂ · (∇× n̂) + q0]2

+
1

2
K33[n̂×∇× n̂]2 + ν4[t×∇× n̂]2, (3.34)

com

f1 = f0 −
1

2
K22q

2
0, (3.35)

e, como,

(t · ∇)n̂ = ∇(n̂ · t)− (t×∇× n̂), (3.36)

em que θ é constante, n̂ · t = cos θ, então a identidade

[(t · ∇)n̂]2 = [(t×∇× n̂)]2, (3.37)

pode ser utilizada. Note ainda que a densidade de energia livre com o diretor apresentado

na Eq. (3.33) se φ = φ(z), será

f(φ′, x) = f1 −
1

2
η(1− x) +

1

2
K22(φ′x− q0)2 − 1

2
K33φ

′2(x2 − xb0), (3.38)

em que φ′ = dφ/dz. Quando consideramos φ = qz, têm-se:

f(q, x) = f1 −
1

2
η(1− x) +

1

2
K22(qx− q0)2 − 1

2
K33q

2(x2 − xb0), (3.39)

em que x = sen2θ e

b0 = 1 + 2
ν4

K33

.

A con�guração estável da fase pode ser investigada minimizando-se a Eq. (3.39) em termos

dos parâmetros q e x com(
∂f

∂q

)
q=q∗

= 0 e
(
∂f

∂x

)
x=x∗

= 0,
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que gera7:

q∗ = ±
√
η

√
b0K33

, (3.40)

para o vetor de onda, e

x∗ = −
b0K33 ∓K22q0

√
b0K33/η

K22 −K33

(3.41)

para o ângulo do cone entre n̂ e t. A degenerescência da resposta é condizente com a

estrutura analisada; portanto, correspondente à quiralidade observada em resultados teóricos

e experimentais.

Para a completa análise de estabilidade, escolhe-se o sinal positivo na quiralidade; fato

que não diminui a generalidade do resultado, pois ambos os sinais ocorrem com a mesma

probabilidade [10]. A primeira etapa da minimização da densidade de energia livre forneceu

x∗ e q∗ relacionados a um extremo; portanto, é necessário con�rmar se essa con�guração

corresponde a um mínimo na energia livre. Assim, exige-se que(
∂2f

∂x2

)
q∗,x∗
� 0, (3.42)

ou seja, (
∂2f

∂x2

)
q∗,x∗

= η
K22 −K33

K33b0

� 0, (3.43)

e o determinante Hessiano deve ser positivo,

H(x∗, q∗) =

[
∂2f

∂x2

∂2f

∂q2
− ∂2f

∂x∂q

∂2f

∂x∂q

]
> 0. (3.44)

Com efeito, obtém-se:

H(x∗, q∗) = κ2

√
ηK33b0 − ηK33b0 > 0. (3.45)

O estado fundamental da fase NTB exige que as condições determinadas nas Eqs. (3.43) e

(3.45) sejam cumpridas. Portanto, já que q∗ é real, existem dois casos possíveis; o primeiro

corresponde a η < 0, resultando em K33b0 < 0, e, consequentemente K22 > K33, como

exposto na Eq. (3.43). O segundo caso ocorre se η > 0, então K33b0 > 0, que novamente

recai em K22 > K33. A condição K33b0 = K33 + 2ν4 < 0 pode ainda ser satisfeita

7Relação obtida na referência [10].
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para K33 > 0 quando o parâmetro ν4 é su�cientemente negativo. Assim, ν4 é o parâmetro

responsável pela renormalização da constante elástica K33. Além disso, a Eq. (3.45) fornece

a relação κ2 >
√
ηK33b0 = κc, um valor crítico que limita o surgimento da estrutura NTB,

ou seja, para κ2 menor ou igual a κc a fase NTB não é estabilizada [10].

3.2.1 Estrutura nanométrica

Inicialmente predita em 1969 por Meyer [43], a fase nemática twist-bend (NTB) destacou-

se em 2011 quando evidências experimentais con�rmaram a sua existência [3, 44]. De

imediato, as observações experimentais [6, 19, 20, 25] apontaram que se trata de uma fase

com estrutura helicoidal oblíqua e passo nanométrico. Isso signi�ca que um modelo teórico

desenvolvido para a fase NTB necessariamente precisa descrever tal estrutura.

Um modelo fundamentado na teoria elástica do contínuo foi recentemente construído [10].

De�nido o diretor nemático, é possível garantir que o sistema apresente a estrutura helicoi-

dal oblíqua da fase nemática. O objetivo desta seção é demonstrar o projeto que inicia este

doutorado, no qual o modelo elástico estendido é capaz de descrever a estrutura em escala

nanométrica.

Para essa análise, a fase NTB é considerada em um sistema ilimitado, isto é, os efeitos

de superfície não afetam o comportamento do volume. Deve-se esperar, ainda, que as

deformações periódicas, necessárias à estabilidade da fase, as quais minimizam a energia

da modulação periódica, conduzam à obtenção do φ(z) semelhante ao considerado na

seção 3.2; por isso, o funcional

F (λ)

S
=

∫ λ

0

dz

[
γ

2
−K22q0xφ

′(z) +
1

2
αφ′2(z)

]
, (3.46)

representa a energia por superfície do sistema, na qual S é a área do sistema no plano (x, y),

λ é o comprimento de onda da estrutura periódica,

γ = 2f1 − η(1− x) +K22q
2
0 e α = (K22 −K33)x2 +K33xb0

são constantes elásticas efetivas.

A Equação de Euler-Lagrange correspondente a esse sistema é

d

dz
[−K22q0x+ αφ′(z)] = 0,

o que permite obter uma primeira integral na forma

39



CAPÍTULO 3. TEORIA ELÁSTICA DO CONTÍNUO PARA ORDENS NEMÁTICAS

−K22q0x+ αφ′(z) = k, (3.47)

em que k é uma constante de integração. Por simplicidade, g é introduzida como a densidade

de energia média por período, que, depois de alguma álgebra, faz a Eq. (3.46) adquirir a

seguinte forma

g(k) =
F (λ)

Sλ
=
γ

2
− 1

2α
(K22q0x)2 +

1

2

k2

α
.

A minimização de g em relação a k, resulta em k = 0, o que indica que

∂f

∂φ′
= 0,

ou seja, há anulação do torque mecânico presente na amostra.

A solução, como obtida na seção 3.2, é da forma φ(z) = qz; portanto,

φ′(z) =
K22q0x

α
= qB. (3.48)

Ao combinar a Eq. (3.40) com a Eq. (3.41), obtém-se o valor de equilíbrio q∗ = qB

como determinado pela Eq. (3.48). Assim, a periodicidade estável coincide com a obtenção

de um mínimo na energia livre, e o comprimento de onda da estrutura periódica, isto é, o

passo da fase NTB, é simplesmente dado por

λB =
π

qB

= λC
α

K22x
, (3.49)

em que λC é o passo da fase colestérica. Ao utilizar a de�nição de α, dada acima, obtém-se

λB

λC

= x

(
1− K33

K22

)
+
K33 + 2ν4

K22

.

Uma estimativa inicial sobre a ordem de magnitude do passo pode ser obtida pois

0 <
λB

λC

≤ 1, (3.50)

e x << 1 na fase NTB. Assim, o valor de ν4 é de�nido no intervalo

− K33

2
< ν4 <

K22 −K33

2
,

isto é, ele pode ainda ser negativo paraK33 > 0. A extrapolação da constante elástica indica
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o valor do coe�ciente bend na fase NTB, K33 ≈ 0.5 pN e K22 ≈ 6.5 pN, como apresentado

por Adlem et al. [19]. Se θ ≈ 15◦ [45], obtém-se x = sen2θ ≈ 0.06 e K33/K22 ≈ 0.07.

Ao assumir ν4 ≈ −K33/4, obtêm-se λB/λC ≈ 0.09. Isso con�rma um intervalo em que

ν4 é negativo, inclusive se o valor absoluto for pequeno, o passo da fase NTB pode ser

nanométrico, como recentemente evidenciado experimentalmente para materiais na fase

NTB.

Explorou-se aqui, por meio de uma conexão entre o passo da fase NTB e o passo da fase

colestérica, a organização molecular da fase NTB [24]. Contudo, a estimativa da ordem de

magnitude do passo da estrutura helicoidal utilizou os valores dos parâmetros elásticos ex-

trapolados. De fato, mesmo empregando valores aproximados, a descrição elástica utilizada

aqui prediz um estado fundamental estável para a estrutura helicoidal oblíqua, caracterizada

por um passo da ordem de nanômetros, como encontrado experimentalmente.

3.2.2 Sistema Finito

Um sistema �nito corresponde a uma amostra limitada por superfícies. Nesta seção,

utilizam-se duas superfícies planas, paralelas ao plano (x, y), localizadas no sistema car-

tesiano de coordenadas. O valor do ângulo de inclinação (θ) na superfície é �xado e igual

ao imposto pelas forças intermoleculares; com ancoramento forte na superfície inferior (

z = 0 ), isto é, φ(0) = 0, e impondo o eixo fácil Φ na superfície superior (z = d), com uma

energia de ancoramento azimutal �nita, W , assim, a energia total na amostra é dada por

F =

∫ d

0

f(φ′, x) dz +
1

2
W [φ(d)− Φ]2 , (3.51)

em que admitimos que a energia de superfície pode ser aproximada por um potencial para-

bólico. A equação de Euler-Lagrange para esse sistema gera

αφ′′(z) = 0,

cuja a solução é novamente φ(z) = qz, visto que

φ′(z) =
K22q0x

α
= qB.

A superfície superior estará sujeita à seguinte condição de contorno [46]:
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∂f

∂φ′(z)

∣∣∣∣
z=d

= K22x[φ′(d)x− q0]−K33φ
′(d)(x2 − xb0)

= W [φ(d)− Φ].

Quando não há interação entre a superfície e a distorção twist, W = 0, tem-se:

∂f

∂φ′(z)

∣∣∣∣
z=d

= 0,

isto é, o torque mecânico transmitido para a superfície no estado de equilíbrio anula-se.

Assim, o vetor de onda da modulação periódica coincide com o encontrado no sistema não

delimitado por superfícies: q = qB.

Agora, podemos considerar o caso mais realista, uma amostra limitada caracterizada por

dois eixos fáceis na presença de uma energia de ancoramento �nito: ϕ(z) = φ(z)− Φ, tal

que ϕ(0) = −Φ e ϕ(d) = φ(d) − Φ. A densidade de energia livre, dada pela Eq. (3.51),

torna-se

F = f0d+
1

2
α

∫ d

0

[
ϕ′(z)2 − 2qBϕ

′(z)
]
dz +

1

2
Wϕ(d)2. (3.52)

A equação de Euler-Lagrange tem a primeira integral na forma

ϕ′(z) = qB + δq = q. (3.53)

Portanto, a solução torna-se ϕ(z) = −Φ + qz, tal que ϕ(d) = qd − Φ. Ao substituir a

Eq. (3.53) na Eq. (3.52), a seguinte expressão é produzida

F = f0d+
1

2
α(q2 − 2qBq)d+

1

2
W (qd− Φ)2,

que, minimizada em relação a q, fornece:

q =
qB + (W/α) Φ

1 + (W/α) d
. (3.54)

Este é um vetor de onda com periodicidade constante para uma amostra de comprimento

�nito quando a superfície superior é caracterizada por uma energia de ancoramento fraca,

W , e um eixo fácil Φ. Assim,
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F (λ)

S
=

∫ λ

0

dz

[
γ

2
−K22q0xφ

′ +
1

2
αφ′2

]
,

em que α é uma constante elástica efetiva. Portanto, ` = α/W é o comprimento de

extrapolação usual. No limite em que d << `, a Eq. (3.54) retorna ao vetor de onda da

fase NTB para um sistema ilimitado, ou seja, mantém-se igual a qB; a espessura da amostra

e o eixo fácil tornam-se, respectivamente:

d = mλB + rλB e Φ = mπ + sπ, m = 0, 1, 2, · · · ,

com 0 ≤ r ≤ 1 e 0 ≤ s ≤ 1.

Considera-se então, na Eq. (3.54), a variação relativa do passo q em relação ao passo

da amostra in�nita qB, assim

q − qB
qB

=
(s− r)π

qB `+ (m+ r)π
. (3.55)

O limite de uma amostra in�nita é obtido quando d → ∞, isto é, m → ∞. Nesse caso,

por meio da Eq. (3.55), deduz-se que q → qB, como esperado. O mesmo limite é reobtido

quando W → 0, isto é, ` → ∞. Para uma amostra de comprimento �nito e no limite do

ancoramento forte (W →∞, portanto com `→ 0), obtêm-se

q − qB
qB

=
s− r
m+ r

. (3.56)

Em suma, a in�uência do tratamento de superfície no passo de uma amostra macroscópica

na fase NTB é pequeno.

Para uma amostra com ancoramento forte e in�nito nas superfícies, eixo fácil paralelo a

elas, e a espessura da célula não sendo um múltiplo semi-inteiro do passo, espera-se que o

sistema adapte-se, alterando o vetor de onda natural para q = qB + δq; ou seja, a variação

do passo δλ = λB/2N , em que N = inteiro [d/λB]. Ao considerar um �lme ultra�no,

com algumas dezenas de passos, a variação esperada no passo é pequena, uma modesta

porcentagem de λB. Quando o ancoramento é su�cientemente fraco próximo à superfície,

e a espessura da célula não é um múltiplo semi-inteiro de λB, o sistema pode acomodar um

volta incompleta, assim, o vetor de onda poderia permanecer igual a qB [24].

A análise anterior é semelhante à do problema de um cristal líquido colestérico em um

célula de espessura �nita com uma direção preferencial fácil na superfície. Na presente

análise, o caso de uma espessura �nita na fase NTB é elementar e tem o objetivo de
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encontrar um limite superior para a variação do vetor de onda livre qB.

A análise aqui realizada é mais uma indicação de que o modelo elástico estendido pode

auxiliar na compreensão de modulações espontâneas. Ao pesquisar a dependência do vetor

de onda em relação à espessura da amostra e à energia de ancoramento na superfície, nos

aproximamos mais ainda das condições encontradas experimentalmente.
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Capítulo 4

Coarse-Grained

É comum os modelos teóricos estudarem o sistema em uma escala molecular. Contudo,

experimentalmente, as observações são geralmente realizadas na escala micrométrica. Uma

solução teórica alternativa é estimar o comportamento de uma estrutura em uma escala

maior do que a inicialmente considerada. Em outras palavras, uma opção é investigar os

resultados a partir de um modelo coarse-grained, uma aproximação macroscópica, que foca

em grandes distorções ao invés do comportamento molecular da fase. De certa maneira,

uma teoria do tipo coarse-grained enfatiza o comportamento da fase como uma estrutura

macroscópica, cujas deformações são descritas por métrica e curvaturas adequadas; assim,

podem ser mais apropriadas na interpretação dos parâmetros medidos experimentalmente.

Introduzido por Lubensky [47] e de Gennes [1], comumente, o método consiste em

uma aproximação mesoscópica da teoria elástica do contínuo, que, fundamentada em uma

alteração na escala do parâmetro de ordem da fase, é realizada por meio de uma média sobre

os parâmetros de ordem das estruturas locais; diminui-se as informações em nível molecular,

mas os valores espaciais médios informam sobre distorções mesoscópicas.

Em princípio, o modelo coarse-grained era utilizado em esméticos e, mais tarde, em fases

colestéricas [48]. Na referência [1], a estrutura em camadas da fase colestérica é investigada

como uma versão coarse-grained da teoria do contínuo. Por isso, surgiram conjecturas sobre

as vantagens de se aplicar tal teoria à fase NTB. Em síntese, os principais motivos para a

utilização do método são: (i) o período da fase não é muito maior do que o comprimento

molecular; (ii) a fase é espacialmente heterogênea, ou seja, existe uma coexistência de

domínios. Portanto, o modelo coarse-grained pode ser apto a explicar o padrão de listras e

estimar os valores das constantes elásticas, tal que se torne um teste macroscópico para o

modelo elástico microscópico [25].
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A aproximação consiste em descrever macroscopicamente a teoria do contínuo; identi�car

as pseudo-camadas e suas respectivas distorções é o primeiro passo para compreender o

comportamento dessa classe de material. Divide-se o sistema em regiões muito maiores

que o período da fase NTB, nas quais os parâmetros de ordem são de�nidos. Em seguida,

minimiza-se a densidade de energia média e o resultado é uma expressão que descreve as

distorções em escala macroscópica [49]. As distorções na nova escala são conhecidas a

partir dos nemáticos usuais, isto é: splay, twist, bend e saddle-splay. Em outras palavras,

é realizada uma média sobre o período da estrutura helicoidal, para que o diretor resultante

descreva a estrutura de pseudo-camadas. Na prática, tratar a fase como sistema de pseudo-

camadas proporciona estimativas sobre as distorções splay e a saddle-splay 1 do diretor

helicoidal.

Os primeiros a empregar a teoria coarse-grained na fase NTB foram: (i) Challa et al. [25],

nomeando o padrão de listras de pseudo-camadas; (ii) Meyer et al. [40], ao elaborar um

paralelo entre a fase NTB e a esmética A quiral � SmA∗; (iii) Parsouzi et al. que relacionam

a teoria elástica com a adição de polarização [50]; (iv) Shiyanovskii et al. que incluíram

um eixo adicional à fase NTB [49]. Entretanto, a validade desses modelos ainda está em

discussão na literatura.

Neste capítulo, propõe-se um modelo elástico que explora a estrutura quase lamelar da

fase NTB [51]. Com o intuito de estudar semelhanças entre as mesofases líquido-cristalinas

a próxima seção abordará a fase esmética. Adicionalmente, este capítulo apresenta algumas

conjecturas com o objetivo de garantir a integridade dos resultados. Dentre elas encontra-

se a análise dos limites clássicos, a comparação entre valores experimentais e teóricos da

compressibilidade em dois materiais conhecidos e, por �m, um estudo da in�uência do campo

magnético no meio.

4.1 Fundamentação Teórica

A mesofase de referência em tal mudança de escala em meios líquido-cristalinos é a fase

esmética. Com uma estrutura em camadas, a qual mantém igual espaço entre planos,

utiliza-se o parâmetro u, que descreve o deslocamento das camadas. Com as camadas

perpendiculares ao eixo z, de�ne-se uma camada de referência, z0, que se deslocada a uma

nova posição, esta seria z = z0 +u. Desse modo, as distorções no estado de equilíbrio serão

descritas por uma única variável, u [1].

1As únicas distorções permitidas mantendo camadas equidistantes.
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Existem dois principais tipos de deformações elásticas nos sistemas descritos em cama-

das: (i) as derivadas de primeira ordem em u, que representam compressão ou dilatação das

camadas (ou rotações no sistema); e (ii) as derivadas de segunda ordem, que correspondem

à curvatura dos planos das camadas [18]. A �gura 4.1 exibe tais distorções.

Ao considerar as pequenas variações de u em torno de um ponto de referência na fase

esmética, observa-se que a energia livre pode ser escrita na forma:

Fesmético = F0 +
1

2
B

(
∂u

∂z

)2

+
1

2
K1

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)2

+
1

2
K ′
(
∂2u

∂z2

)2

(4.1)

+
1

2
K ′′
(
∂2u

∂z2

)(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+

1

2
K

[(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)2

+ 4

((
∂2u

∂x∂y

)
− ∂2u

∂x2

∂2u

∂y2

)]
,

em que B representa a compressão ou dilatação das camadas, K1 é o termo de splay, K ′ é

o termo de twist, ou seja, a taxa com que a fase é comprimida (dilatada), K ′′ corresponde à

distorção de bend, e o último termo (K) é a distorção saddle-splay. Não foram incluídos os

termos (∂u/∂x)2 e (∂u/∂y)2, pois estes correspondem a rotações uniformes nas camadas

e portanto não contribuem para a energia livre [18].

Os termos associados à distorção de saddle-splay podem ser divididos em parte distorção

splay e parte distorção na superfície, que, justamente por ser um termo de superfície, não

aparece em análises no volume. Além dele, o termo de bend e o de twist são geralmente

omitidos pois a compressibilidade do sistema, associada a B, é dominante, uma vez que

bend e twist das camadas requerem mudança no espaçamento das camadas. Portanto, é

comum e justi�cável encontrar a energia como:

  

BEND COMPRESSÃO

a) b)

Figura 4.1: Deformações elásticas em sistemas de camadas: a) curvatura (∂2u/∂x2 6= 0)
com o espaço entre as camadas constante; b) compressão ou dilatação (∂u/∂z 6= 0) das
camadas.
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FSCG = F0 +
1

2
B

(
∂u

∂z

)2

+
1

2
K1

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)2

, (4.2)

pois envolve apenas as deformações predominantes. Por meio destes parâmetros é comum

de�nir

λ =

√
K1

B
, (4.3)

o denominado comprimento de penetração, medida que quanti�ca a distância em que dis-

torções twist ou bend repercutem nas camadas do interior da amostra.

Uma versão coarse-grained da teoria elástica do contínuo para os colestéricos, deno-

minado modelo coarse-grained de Lubensky-de Gennes, pode ser empregada para discutir

semelhanças entre a fase colestérica e a esmética. Nessa aproximação, as distorções são

expressas em termos dos deslocamentos das camadas, que na fase colestérica são paralelas

ao eixo de rotação. O sistema é considerado não perturbado e a fase é descrita em função

de pequenos gradientes de u, em que u é uma função com lenta variação radial.

Esta aproximação foi realizada por de Gennes que considerou a fase colésterica como

um sistema de camadas, para que as distorções do meio fossem, por sua vez, consideradas

superfícies distorcidas [1]. Assim, ao de�nir a estrutura da fase por meio de planos paralelos,

torna-se possível considerar que as variações no espaçamento das superfícies podem ser

descritas como variações no período (P ) da fase colestérica; além disso, se existe um vetor

normal à superfície denominado d, podemos reescrever a densidade de energia livre como

FCCG =
1

2
B

(
P

P0

− 1

)2

+
1

2
K1 (∇ · d)2 . (4.4)

Por meio da comparação entre a energia obtida na Eq. (4.4) e a energia da teoria elástica

do contínuo

Fd =
1

2
K11(∇ · n̂)2 +

1

2
K22(n̂ · ∇ × n̂ + q0)2 +

1

2
K33(n̂×∇× n̂)2, (4.5)

em uma con�guração de uma distorção puramente twist,

n̂ = (cos θ, senθ, 0),

48



CAPÍTULO 4. COARSE-GRAINED

em que θ = θ(z), têm-se

FCC =
1

2
K22

(
∂θ

∂z
− q0

)2

, (4.6)

como ∂θ/∂z = q0 no equilíbrio, obtêm-se B = K22q
2
0. O mesmo pode ser feito se para

determinar K1, primeiramente de�ne-se uma geometria a ser seguida; por simplicidade,

utilizaremos a cilíndrica, na qual não existe variação no passo da hélice e ∇ · d = 1/r [1].

Supõe-se que o diretor seja

n̂ = (0, cos θ, senθ), (4.7)

portanto, a energia livre será dada por

Fd =
1

2
K22

(
dθ

dr
− q0 −

senθ cos θ

r

)2

+
1

2
K33

cos4 θ

r2
. (4.8)

O valor de θ otimizado é compatível com θ(r) = θ(r + P0), ou seja, as camadas não são

comprimidas ou dilatadas [1]. Assim,

dθ

dr
= q0 +

1

r
senθ cos θ. (4.9)

A partir da energia média da con�guração de equilíbrio de�ne-se:

K1 =
3

8
K33. (4.10)

Em suma, a versão coarse-grained da teoria elástica do contínuo para a fase colestérica

pode ser resumida como:

FCG =
1

2
K22q

2
0

(
∂u

∂z

)
+

3

16
K33

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)2

, (4.11)

e o comprimento de penetração torna-se

λ =
P0

2π

√
3K33

8K22

,

em que q0 = 2π/P0. Tal comprimento pode ser medido em um sistema físico con�nado

de um colestérico [18]. Assim, por meio de uma aproximação macroscópica, deixa-se de

visualizar a estrutura microscópica helicoidal e passa-se a analisar a estrutura macroscópica

de camadas. A próxima seção discutirá tal método em uma nova mesofase nemática.
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4.2 Coarse-Grained na Fase Nemática Twist-Bend

Diversos avanços estão ocorrendo na descrição apropriada da fase nemática twist-bend

(NTB), contudo, a carência de um modelo teórico que caracterize a fase tem impedido

o desenvolvimento de aplicações tecnológicas. Os estudos mais recentes ainda utilizam a

teoria dos nemáticos usuais para analisar os resultados. De fato, a despeito dos diversos

modelos propostos até o momento [7, 8, 9, 10, 21, 23, 52, 53] não existe uma completa

aceitação dos mesmos.

Por sua estrutura helicoidal nanométrica, a fase NTB por vezes é analisada como um

sistema lamelar, semelhante ao observado em fases esméticas [25, 54]. A descrição teórica

que mais se aproxima da observada por métodos como espalhamento de luz é feita em

uma escala macroscópica. Assim, a solução mais adequada para descrever tal estrutura é a

aproximação coarse-grained, o procedimento padrão adotado em estruturas esméticas [47]

e colestéricas [1].

Como esperado, tal aproximação foi realizada nas teorias para a fase NTB. Challa e

coautores sugerem a energia coarse-grained do esmético para interpretação de dados [25].

Meyer e Dozov utilizam a fase esmética A* como ponte para a nova mesofase [40, 55]. A

mesma conexão foi observada por Shiyanovskii et al. com o acréscimo da dependência com

o ângulo do cone [49]. Parsouzi et al. apresentaram um modelo que pode ser indiretamente

conectado com a esmética A [50].

Inicialmente, a teoria elástica do contínuo para a fase nemática usual foi estendida para

descrever a fase NTB. Como apresentado no capítulo 3, um novo elemento de simetria, o

eixo da hélice, foi incluído [10]. Para descrever a con�guração da fase, o diretor nemático

é escrito como:

n̂ = senθ (cosφux + senφuy) + cos θ uz,

com o ângulo do cone θ e o ângulo azimutal φ, desde que ∇φ = q, em que q é o vetor de

onda. Aqui, (ux,uy,uz) representa um plano cartesiano �xo no espaço. Então, a densidade

de energia elástica estendida, Eq. (3.32), pode ser reduzida adquirindo a forma:

f = f1 −
1

2
η(n̂ · t)2 +

1

2
K22(n̂ · ∇ × n̂ + q0)2

+
1

2
K33(n̂×∇× n̂)2 + ν4(t×∇× n̂)2, (4.12)
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em que f1 = f0−K22q
2/2, q0 = κ2/K22, K22 e K33 sendo as constantes elásticas de Frank,

twist e bend, respectivamente. Além disso, q0 é o número de onda natural do sistema;

enquanto ν4 é uma nova constante elástica associada à renormalização da constante de

bend, e o coe�ciente η representa o acoplamento entre n̂ e t.

A aproximação mesoscópica, coarse-graining, otimiza a teoria elástica do contínuo. De

fato, o comprimento de onda ótico é muito maior do que a estrutura helicoidal, e os ex-

perimentos de espalhamento são provenientes de uma escala mesoscópica. Ou seja, esta

teoria procura expor as distorções da fase NTB em termos das deformações das pseudo-

camadas [51].

A �gura 4.2 ilustra o sistema móvel de coordenadas e a estrutura distorcida das pseudo-

camadas; a região ampliada demonstra por meio de setas a direção média do eixo helicoidal.

A energia média apresenta o diretor coarse-grained, t, por meio de vários períodos helicoidais

em uma região espacial. Sendo assim, baseada na estrutura de superfícies equipotenciais e na

lenta variação espacial média do ângulo azimutal [47], o diretor da fase agora é representado

por t (�gura 4.2).

Inicialmente deve-se notar que o ângulo φ muda rapidamente pois a periodicidade da

fase se encontra em escala nanométrica [49]. Contudo, se as médias são calculadas sobre a

Figura 4.2: Representação da fase nemática twist-bend com sua estrutura de pseudo-
camadas.
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distância do passo da fase, a variação média do ângulo azimutal é uma mudança suave do

campo diretor. Além disso, considera-se θ e t variáveis espaciais. O resultado, devido ao

plano cartesiano móvel (u1,u2,u3) no espaço (representado na �gura 4.2), é a mais geral

expressão para a variação espacial do diretor n̂; assim, as grandezas são descritas em termos

dele. De�ne-se u3 ≡ t, que descreve a orientação do diretor local [48]; assim, o diretor

pode ser reescrito como

n̂ = senθ (cosφu1 + senφu2) + cos θ t, (4.13)

e como o método consiste em extrair o valor médio das distorções em determinadas regiões,

a variação espacial do diretor é:

∇n̂ = − cos θ(u1 ⊗ c1 + u2 ⊗ c2) + senθ [t⊗ (cosφc1 + senφc2)]− senθ(t⊗∇θ)

+ cos θ(cosφu1 + senφu2)⊗∇θ + senθ(− senφu1 + cosφu2)⊗∇φ, (4.14)

em que os conectores utilizados na expressão anterior, c1 e c2, podem ser de�nidos como [47,

48]:

∇ui = t⊗ ci; ∇t = −u1 ⊗ c1 − u2 ⊗ c2, (4.15)

em que i = 1, 2. Com isso, a Eq. (4.14) pode ser reescrita em termos das variações espaciais

e dos eixos cartesianos móveis, ou seja

∇n̂ = cos θ cosφ(u1 ×∇θ)− senθ senφ(u1 ×∇φ) + senθ cosφ∇u1

+ cos θ senφ(u2 ×∇θ) + senθ cosφ(u2 ×∇φ) + senθ senφ∇u2

− senθ(t×∇θ) + cos θ∇t. (4.16)

Em outras palavras, a energia coarse-grained é encontrada inserindo (4.13) e (4.14) na

Eq. (4.12); a densidade de energia média em relação a φ permite de�nir 〈f〉, portanto, um
estudo termo a termo da energia livre estendida, Eq. (4.12), poderá ser realizado; dessa

forma, o primeiro termo da energia é:

− 1

2
η〈(n̂ · t)2〉 = −1

2
η cos2 θ, (4.17)
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pois a média é realizada em φ e o termo associado a η independe de φ. Os demais termos

contém ∇× n̂, por isso um estudo dessa parcela é necessário. Assim,

∇× n̂ = cos θ cosφ(∇θ × u1)− senθ senφ(∇φ× u1) + senθ cosφ(c1 × t)

+ cos θ senφ(∇θ × u2) + senθ cosφ(∇φ× u2) + senθ senφ(c2 × t)

− senθ(∇θ × t)− cos θ(c1 × u1 + c2 × u2). (4.18)

Com o auxílio da Eq. (4.18), o termo de twist pode ser reescrito como:

n̂ · ∇ × n̂ = cos θ cosφ∇θ · (u1 × n̂)− senθ senφ∇φ · (u1 × n̂) + senθ cosφ c1 · (t× n̂)

+ cos θ senφ∇θ · (u2 × n̂) + senθ cosφ∇φ · (u2 × n̂) + senθ senφ c2 · (t× n̂)

− senθ∇θ · (t× n̂)− cos θ [c1 · (u1 × n̂) + c2 · (u2 × n̂)], (4.19)

que pode ser simpli�cado por meio das propriedades de rotação do produto misto e já que

u1 × n̂ = senθ cosφ (u1 × u1) + senθ senφ (u1 × u2) + cos θ (u1 × t)

= senθ senφ t− cos θ u2,

u2 × n̂ = senθ cosφ (u2 × u1) + senθ senφ (u2 × u2) + cos θ (u2 × t)

= − senθ cosφ t + cos θ u1,

t× n̂ = senθ cosφ (t× u1) + senθ senφ (t× u2) + cos θ (t× t)

= senθ cosφu2 − senθ senφu1,

assim

n̂ · ∇ × n̂ = − cos θ [c1 · ( senθ senφ t− cos θ u2) + c2 · (− senθ cosφ t + cos θ u1)]

+ cos θ cosφ∇θ · ( senθ senφ t− cos θ u2)− senθ senφ∇φ · ( senθ senφ t− cos θ u2)

+ senθ cosφ c1 · ( senθ cosφu2 − senθ senφu1) + cos θ senφ∇θ · (− senθ cosφ t

+ cos θ u1) + senθ cosφ∇φ · (− senθ cosφ t + cos θ u1) + senθ senφ c2 · ( senθ cosφu2

− senθ senφu1)− senθ∇θ · ( senθ cosφu2 − senθ senφu1), (4.20)
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se

ui · cj = bij, t · cj = tj, uj · ∇θ = τi e ui · ∇φ = fi, (4.21)

com i, j = 1, 2, 3. Portanto,

(n̂ · ∇ × n̂)2 = {cos θ cosφ(τ3 senθ senφ− τ2 cos θ)− senθ senφ(f3 senθ senφ− f2 cos θ)

+ sen2θ cosφ(b21 cosφ− b11 senφ) + cos θ senφ(τ1 cos θ − τ3 senθ cosφ)

+ senθ cosφ(f1 cos θ − f3 senθ cosφ) + sen2θ senφ(b22 cosφ− b12 senφ)

− sen2θ(τ2 cosφ− τ1 senφ)− cos θ[ senθ(t1 senφ− t2 cosφ)

+ (b12 − b21) cos θ)]}2. (4.22)

O mesmo procedimento pode ser realizado para o termo de bend, assim

n̂×∇× n̂ = cos θ cosφ(n̂×∇θ × u1)− senθ senφ(n̂×∇φ× u1) + senθ cosφ(n̂× c1 × t)

+ cos θ senφ(n̂×∇θ × u2) + senθ cosφ(n̂×∇φ× u2) + senθ senφ(n̂× c2× t)

− senθ(n̂×∇θ × t)− cos θ(n̂× c1 × u1 + n̂× c2 × u2). (4.23)

Ao utilizar a identidade A×B×C = B(A ·C)−C(A ·B) e como:

n̂ · c1 = b11 senθ cosφ+ b21 senθ senφ+ t1 cos θ

n̂ · c2 = b12 senθ cosφ+ b22 senθ senφ+ t2 cos θ

n̂ · ∇θ = τ1 senθ cosφ+ τ2 senθ senφ+ τ3 cos θ

n̂ · ∇φ = f1 senθ cosφ+ f2 senθ senφ+ f3 cos θ. (4.24)

Portanto, podemos reescrever:
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(n̂×∇× n̂)2 = sen2θ{cos θ[τ3 − t1 cosφ− t2 senφ] + senθ cosφ[τ1 − (b12 + b21) senφ

− b11 cosφ] + senθ senφ(τ2 − b22 senφ)}2 + {cos θ[t1 cos θ + senθ(b11 cosφ+ b21 senφ)]

+ senθ senφ[f3 cos θ + senθ(f1 cosφ+ f2 senφ)]− cos θ cosφ[τ3 cos θ + senθ(τ1 cosφ

+ τ2 senφ)]}2 + {− cosφ sen2θ[f1 cosφ+ f2 senφ] + t2 cos2 θ − τ3 senφ cos2 θ

+ cos θ senθ[ senφ(b22 − τ2 senφ)− cosφ(f3 − b12 + τ1 senφ)]}2,

e o último termo da densidade de energia livre:

(t×∇× n̂)2 = (τ 2
1 + τ 2

2 + 2τ 2
3 ) sen2θ + {cos θ(t1 − τ3 cosφ) + senθ[b11 cosφ

+ (b12 + f3) senφ]}2 + { senθ[(b21 − f3) cosφ+ b22 senφ] + cos θ(t2 + τ3 senφ)}2.

A Eq. (4.12) pode ser reescrita e minimizada em relação à variação do ângulo azimutal.

Com isso,

〈∇φ〉⊥ =
2K22 sen2θ

4K33 sen4θ +K22 sen22θ
(∇θ × t) +

(K22 −K33) sen22θ

4K33 sen4θ +K22 sen22θ
(∇× t)⊥ ;

(4.25)

〈∇φ〉 · t = qt0 −
2K22 −K33 + 2ν4 − (K22 −K33) sen2θ

2((K22 −K33) sen2θ +K33 + 2ν4)
(t · ∇ × t),

que são as componentes paralelas e perpendiculares de ∇φ que minimizam 〈f〉.
De�niremos que 〈∇φ〉 · t = qt; 〈∇φ〉 · u1 = q1, e 〈∇φ〉 · u2 = q2. Assim, o estado de

equilíbrio conduz q10, q20 e qt0 à distorção ideal de twist2 para todas as possíveis deformações,

caso conhecido na teoria clássica do colestérico para o vetor de onda. Com todas estas

informações é possível de�nir a energia coarse-grained como

FCG = α +
1

2
B

(
pz
pz0
− 1

)2

+
1

2
Cq2
⊥ +

1

2
α1(∇ · t)2 +

1

2
α2(t · ∇ × t)2 (4.26)

+
1

2
α3(t×∇× t)2 + α4∇ · (t∇ · t + t×∇× t) + β1(∇θ × t)2 + β2(∇θ · t)2

+ β3(∇ · t)(∇θ · t) + β4∇θ · (t×∇× t),

2Os parâmetros que minimizam a energia livre do sistema.
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em que B representa a compressão das camadas paralelas ao eixo t; C representa a compres-

são das camadas perpendiculares a t, as constantes elásticas αi e βi (i = 1...4) representam

as deformações em t e em θ, respectivamente. Em resumo, o signi�cado físico das cons-

tantes αi é condizente com distorções em t do tipo splay, twist, e bend ; enquanto os

termos relacionados a βi são novos parâmetros elásticos [51]. Para simpli�car a energia

coarse-grained, alguns parâmetros podem ser escritos como:

α = f0 −
1

2

[
η cos2 θ +Bq2

t0 + C(q2
10 + q2

20)
]
,

B = q2
t [(K22 −K33) sen2θ +K33 + 2ν4] sen2θ,

C =
1

4
[K22 +K33 + (K22 −K33) cos 2θ] sen2θ,

(4.27)

para o estado fundamental e para a compressão do sistema, além de

α1 =
1

8
[4(K33 + 2ν4) + (K22 −K33) sen2θ] sen2θ,

α2 =
sen2θ

2

[
2ν4 +K33 +

3

4
(K22 −K33) sen2θ

]
+K22 cos2 θ,

α3 =
1

2
(K33 + 4ν4 +K22) sen2θ cos2 θ + (K33 + 2ν4) cos4 θ,

α4 =
sen2θ

8
(−K22 − 3K33 − 8ν4) +

sen2θ

8
(K22 −K33) cos 2θ, (4.28)

para os parâmetros relacionados a t e ∇t e, por último,

β1 =
1

4

[
K22 + (K33 + 12ν4) sen2θ

]
,

β2 =
1

2
K33 cos2 θ + ν4(2− cos 2θ),

β3 = −1

4
(K33 + 2ν4) sen2θ,

β4 = −1

4
(K22 +K33 + 2ν4) sen2θ, (4.29)

para as constantes relacionadas a ∇θ.
De�nimos (qt − qt0)2 = q2

t (pz/pz0 − 1)2, em que qt0 é o vetor de onda natural e qt
relaciona-se ao vetor de onda na direção t da fase NTB. Além disso, pz e pz0 são os
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períodos da fase NTB no estado distorcido e no estado de equilíbrio, respectivamente. Da

mesma forma, q2
⊥ = (q1 − q10)2 + (q2 − q20)2 representa o vetor de onda perpendicular ao

diretor t. Apesar da Eq. (4.26) ser a forma mais geral da densidade de energia estendida

para a fase NTB
3, por simplicidade, supomos θ uniforme ao longo da amostra. Embora

ainda sejam necessárias mais pesquisas experimentais para se determinar o impacto das

variações espaciais, percebeu-se, nos últimos resultados experimentais, que θ varia com a

temperatura [27]; por isso, manteremos a análise unicamente conectada a variações em t,

esperando futuramente abranger as variações no ângulo do cone.

Ainda buscando simpli�car a energia coarse-grained, nota-se que q⊥ não contribui para a

energia livre porque corresponde a rotações uniformes em torno das pseudo-camadas [1, 13].

Com isso, a energia torna-se:

FCG = α +
1

2
B

(
pz
pz0
− 1

)2

+
1

2
α1(∇ · t)2 +

1

2
α2(t · ∇ × t)2

+
1

2
α3(t×∇× t)2 + α4∇ · (t∇ · t + t×∇× t). (4.30)

O termo associado a α4 é uma contribuição de superfície4 e portanto pode ser negligenci-

ado [18]. Em um sistema com camadas equidistantes, é possível admitir que t ‖ q; logo,
∇× t = 0, o que reduz a energia coarse-grained a

FCG = α +
1

2
B

(
pz
pz0
− 1

)2

+
1

2
α1(∇ · t)2. (4.31)

Trata-se de uma expressão similar à apresentada na Eq. (4.4) (a energia coarse-grained dos

colestéricos), o que sugere α1 = Ke�, e B = Be�. Consequentemente, admite-se α1 como

a constante elástica efetiva, e B como a compressibilidade das camadas. Perceba que a

compressibilidade assume a mesma forma da fase colestérica; de fato, se ν4 = 0 e θ = π/2,

obtém-se B = K22q
2
0 (qt = q0), como esperado, pois o mesmo procedimento é utilizado

para as duas estruturas. Aliás, ao admitir que a distorção de twist não contribui, observa-se

α1 = Ke� = 3K33/8, como se observa no procedimento adotado para se obter um limite

da expressão para o caso da fase colestérica [1]. Como a distorção de splay representa

a deformação bend das pseudo-camadas [18], a associação entre α1 e Ke� é perceptível.

Portanto, a energia coarse-grained pode ser reescrita como:

3A Eq. (4.26) inclui não somente as distorções em t, mas também as variações no ângulo do cone θ.
4O termo de superfície, representado por α4, não será considerado em 2D, desde que o raio não é

in�nito [18].
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FCG = α +
1

2
Be�

(
pz
pz0
− 1

)2

+
1

2
Ke�(∇ · t)2 +

1

2
α2(t · ∇ × t)2

+
1

2
α3(t×∇× t)2 + α4∇ · (t∇ · t + t×∇× t). (4.32)

Com propósitos ilustrativos, a �gura 4.3 apresenta as distorções do vetor t relacionadas

aos termos de volume da Eq. (4.32). Assim, a distorção splay caracterizada por Keff é

retratada na �gura 4.3-(a), enquanto a �gura 4.3-(b) ilustra a distorção twist relacionada

a α2, e a �gura 4.3-(c), a distorção bend associada a α3 [51].

t

(a)

t t

(b)

t

(c)

Figura 4.3: Representação esquemática das distorções nas pseudo-camadas: a) splay, b)
twist, e c) bend.

4.2.1 Compressibilidade

Como observado na seção anterior, nosso modelo permite calcular a compressibilidade das

pseudo-camadas por meio de elementos de simetria. Recentemente, os modelos publicados

para a fase NTB têm analisado o parâmetro B; contudo, a principal comparação retrata

as discrepâncias entre os dados obtidos experimentalmente e os teóricos. Portanto, para

validar este modelo, considere os dados experimentais de dois materiais, o Ka (0.2) [56] e

o CB7CB [27, 41, 50]. O Ka (0.2) tem compressibilidade estimada por meio de medições

de �uxo em que B ≈ 2 kPa. O CB7CB teve suas medidas obtidas com o auxílio de cerâ-

micas piezoelétricas e medições de função de transferência mecânica; o resultado próximo

à transição nemática foi B ≈ 200 kPa.

A Eq. (4.26) apresenta a compressibilidade de nosso modelo, a qual pode ser calculada

utilizando parâmetros conhecidos; q = 2π/p, em que p é o passo helicoidal da fase NTB,

o ângulo do cone θ, as constantes elásticas K22, K33 e ν4. Extrapolados a partir da fase

nemática [6, 19, 57], as constantes elásticas da teoria clássica foram medidas em diversas
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publicações, assim como a periodicidade da fase e o ângulo do cone. Entretanto, antes de

iniciarmos as comparações diretas é necessário estimar ν4, pois ele só foi introduzido recen-

temente [10], e não possui nenhuma estimativa experimental; mas como demonstrado no

capítulo 3, existe um intervalo a partir do qual podemos supor valores para esse parâmetro:

se −K33/2 < ν4 < (K22−K33)/2, supõe-se um valor nesse pequeno intervalo que ajusta-se

a valores da compressibilidades encontrados para cada material. Considere:

(i) primeiro, KA (0.2) com passo de 10.5 nm [45] e θ = 15◦ [45]. Enquanto as constantes

elásticas obtidas na referência [19] são aproximadamente K22 = 5 pN e K33 = 1 pN; além

disso, suponha ν4 = −0.49K33. Com estas considerações e utilizando B apresentado na

Eq. (4.27), tem-se B ≈ 103 Pa, uma razoável concordância com os estudos reológicos [56];

(ii) segundo, CB7CB comK22 = 5pN,K33 = 0.3pN, e pz = 8.05nm [6, 57]. Contudo, neste

material, o ângulo do cone depende fortemente da temperatura. A referência [27] mostrou

uma grande variação de θ, que varia de 9◦ (próximo à transição para o nemático usual) a

valores superiores a 35◦(em baixas temperaturas). Para ν4 = 0.34(K22 −K33), e θ ≈ 35◦,

obtemos B ≈ 106 Pa, semelhantes aos dados experimentais encontrados por Gorecka et

al. [41]. Por outro lado, próximo à transição nemática, θ ≈ 10◦ resulta em B ≈ 104 Pa,

aproximadamente 100 vezes menor do que os valores medidos para fases esméticas e em

concordância com predições do modelo �exoelétrico [50]. Note que este cálculo não assume

que o passo irá sofrer grandes alterações com a temperatura [58], e as constantes elásticas

são aquelas extrapoladas da fase nemática usual próxima à transição. Assim, os valores

estimados de ν4 podem, de alguma forma, ter compensado a falta de precisão das cons-

tantes elásticas clássicas, pois este foi o único dado que não foi obtido experimentalmente.

Com isso, nossos resultados para B apresentaram uma boa concordância com os valores

recentemente medidos e os preditos pelo modelo �exoelétrico, dependendo do ângulo do

cone. A �gura 4.4 expõe essa volatilidade como uma medida de B em função do ângulo do

cone, con�rmando que a compressibilidade muda expressivamente em um estreito intervalo

de temperatura [51].

Com a energia livre coarse-grained, Eq. (4.32), calcula-se o comprimento de penetração

λ =
√
Ke�/Be�, que descreve o comprimento de relaxação das distorções [18]. De acordo

com a Eq. (4.30):

λ =
1

2qt

√
4(K33 + 2ν4) + (K22 −K33) sen2θ

2[K33 + 2ν4 + (K22 −K33) sen2θ]
, (4.33)

em que λ ≈ 0.62/qt utilizando os parâmetros do CB7CB, e λ ≈ 0.38/qt quando considera-se
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Figura 4.4: Ângulo do cone em função da compressibilidade. A linha preta exibe a variação
do material CB7CB, enquanto a linha vermelha tracejada são as medidas do material KA
(0.2).

os parâmetros do KA (0.2). O resultado é um período muito menor do que o da fase NTB, o

que indica uma lenta variação de t, como predito nas teorias coarse-grained [18, 40, 47, 50].

É útil observar como as constantes elásticas na Eq. (4.32) variam com o ângulo do cone no

intervalo de 0 a π/2, como descrito pela Eq. (4.28); considere a �gura 4.5 para o CB7CB. Os

parâmetros Ke�, α2, e α3 são as constantes de volume que representam splay, twist, e bend,

respectivamente, e α4 é um termo de superfície. Note que Ke� é uma ordem de magnitude

menor do que α2 e α3 para valores de θ tipicamente medidos na fase NTB (10◦ ≤ θ ≤ 35◦);

consequentemente, é mais fácil promover splay em t (bending das pseudo-camadas) do que

outra distorções. De fato, outras distorções em t podem requerer mudanças no espaçamento

das pseudo-camadas, o que custa energia elástica e poderia indicar mudanças na distribuição

do ângulo do cone ao longo da amostra; portanto, o modelo como um todo seria necessário

para representar tais distorções [51].

A �gura 4.5 apresenta como a magnitude de Ke� aproxima-se das outras constantes

elásticas somente para grandes valores do ângulo do cone, similar ao comportamento da

compressibilidade (�gura 4.4). Finalmente, perceba que o termo de superfície é negativo

mesmo para os menores valores do ângulo do cone que como estudado na referência [46], é

o fator responsável pelo surgimento de estruturas periódicas (listras óticas), frequentemente
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observadas na fase NTB.

Figura 4.5: Constantes elásticas apresentadas na Eq. (4.32) vs. θ quando os parâmetros
físicos do CB7CB são utilizados.

4.2.2 Campo Externo Aplicado à Fase Nemática Twist-Bend

Materiais líquidos-cristalinos são submetidos a campos externos para controlar sua orga-

nização molecular. Para demonstrar uma aplicação prática do modelo, considera-se um

exemplo especí�co, estuda-se o efeito de um campo magnético aplicado a estrutura NTB.

Primeiramente, é necessário descrever o acoplamento entre o campo aplicado e t; a energia

do campo magnético aplicado pode ser escrita em termos do diretor n̂ como

fmag = −1

2

χa
µ0

(H · n̂)2,

em que H é o campo magnético aplicado, χa é a suscetibilidade diamagnética, e µ0 é a

permeabilidade no espaço livre. Utiliza-se o procedimento coarse-graining, semelhante ao
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feito na referência [49], tem-se

Fmag = −1

2

χa
µ0

〈[ senθ cosφ (H · u1) + senθ senφ (H · u2) + cos θ(H · t) ]2〉.

Como (H ·u1)2 +(H ·u2)2 = H2− (H · t)2, no limite de distorções mesoscópicas, de�ne-se

a energia magnética como

fmag = −1

2

χa
µ0

[
1

2
(3 cos2 θ − 1)

]
(H · t)2 +

1

4

χa
µ0

H2 sen2θ. (4.34)

Como o segundo termo do lado direto não depende da geometria (não depende de t) ele será

desconsiderado. Perceba ainda que na Eq. (4.34), quando H ‖ t, obtém-se a contribuição

magnética para a fase esmética, como apresentado na referência [25].

Quando t ‖ q, a densidade de energia coarse-grained do volume, Eq. (4.32), é simpli�-

cada como a Eq. (4.31), e, na presença de campo magnético, torna-se

F = FCG + Fmag

= α +
1

2
B

(
pz
pz0
− 1

)2

+
1

2
Ke�(∇ · t)2 − 1

2
χtb(H · t)2,

em que χTB = χa(3 cos2 θ − 1)/2µ0 é a suscetibilidade diamagnética efetiva na fase NTB.

Note, entretanto, que a anisotropia magnética depende do ângulo do cone, ou seja, se o

ângulo do cone é menor que 54.7◦, valor conhecido como ângulo mágico então, a energia é

um mínimo se H ‖ t; contudo, uma vez que o ângulo do cone torna-se maior do que 54.7◦,

H deve ser perpendicular a t.

Escolhe-se a geometria, como apresentado na �gura 4.6, em que a amostra é limitada

por dois substratos separados por uma distância d, o campo é perpendicular a t, H = Hu3,

e t = (0, cos γ, senγ), com γ = γ(z) que é a variação do ângulo do diretor. Isso implica

F = α +
1

2
B

(
pz
pz0
− 1

)2

+
1

2
Ke� cos2 γγ′2 +

1

2
α3 sen2γγ′2 − 1

2
H2χtb sen2γ, (4.35)

com γ′ = dγ/dz, e após utilizar a equação de Euler-Lagrange, obtém-se
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H
Z

Figura 4.6: Ilustração da fase NTB com um campo magnético perpendicular ao diretor t.

(Keff − α3)γ2 senγ cos γ −H2χtb senγ cos γ − (Keff cos2 γ + α3 sen2γ)γ′′ = 0, (4.36)

em que γ′′ = d2γ/dz2.

Ao considerar pequenas distorções em t [59], de tal forma que o ângulo de inclinação γ

é pequeno, a Eq. (4.36) adquire a forma

Ke�γ
′′ +H2χtbγ = 0, (4.37)

logo

γ(z) = A0 cos

(
z

ξM

)
+B0 sen

(
z

ξM

)
,

com 1/ξ2
M = χtbH

2/Ke�.

Impõem-se condições de contorno, γ(0) = γ(d) = 0, que mantêm t �xo nas superfícies;

como o ancoramento do diretor t ainda precisa ser bem compreendido, e como não existem

informações claras sobre a transição a partir do diretor nemático n̂ para o diretor coarse-

grained t [49], uma possível solução é utilizar a energia de ancoramento intrínseca, como tem

sido utilizado nos esméticos A e nos colestéricos [60, 61]. Assim, supõe-se que as condições
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de contorno propostas aqui sejam análogas às dos esméticos, os quais possuem camadas

frequentemente orientadas paralelas ou perpendiculares à superfície dos substratos5 [61].

No regime de ângulos pequenos as distorções devem ocorrer somente próximas ao centro

da amostra, assim as condições de contorno ainda são válidas. Portanto,

γ(d) = B0 sen

(
d

ξM

)
= 0

resulta em um campo crítico

Hc =
π

d

√
2µ0Ke�

χa(3 cos2 θ − 1)
.

Esse campo é semelhante ao apresentado na referência [25], utilizado para explicar a

textura de transição na fase NTB em campos magnéticos altos. Se os mesmo parâmetros

empregados no cálculo da compressibilidade para o CB7CB forem utilizados aqui, para d = 2

µm e com χa ≈ 10−6, encontrar-se-á Hc ≈ 1 T. Note que esse Hc possui a mesma ordem

de magnitude do encontrado na referência [25]. Entretanto, os cálculos aqui apresentados

reportam alterações nas pseudo-camadas em uma con�guração bastante distinta, em que as

camadas são bem orientadas e o diretor t é orientado paralelamente à superfície da amostra.

Além disso, a referência [25] utiliza o campo para inibir a presença das listras óticas na fase

NTB. Portanto, descrições mais precisas são necessárias, tanto do ancoramento no substrato

quanto na orientação das pseudo-camadas quando as listras óticas são observadas.

4.2.3 Estimando ν4:

Ao confrontar energias conhecidas pela possibilidade de descreverem um dado estado estável,

é possível observar a consistência dos modelos e de�nir limites para os quais determinadas

constantes elásticas representam o mesmo comportamento físico. Para tanto, iremos com-

parar o nosso modelo com o modelo �exoelétrico [8]. Primeiramente, temos

B�exo = q2
0(K2 sen4β +K3 sen2β cos2 β + κp2

0),

que é a compressibilidade apresentada no modelo coarse-grained na Eq. (26) da referên-

cia [50]. Aqui K2 e K3 são as constantes de Frank de twist e bend, respectivamente; β é

o ângulo do cone; κ é uma constante que penaliza distorções espaciais na polarização; q0 é

5Os campos externos são frequentemente utilizados para auxiliar no alinhamento do meio.
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o número de onda do passo da fase NTB. Por outro lado,

Be� = q2
t (K22 sen4θ +K33 sen2θ cos2 θ + 2ν4 sen2θ),

é a compressibilidade apresentada na seção anterior.

Supomos que B�exo = Be�, β = θ, K2 = K22, K3 = K33 e q0 = qt, então

ν4 =
1

2

κp2
0

sen2θ
, (4.38)

em que p0 é a amplitude da polarização.

Em síntese, a nova constante elástica originada da simetria do sistema é relacionada à

polarização como um termo penalizante; ou seja, ν4 representa um termo de controle, o

que previne a divergência da densidade de energia livre.
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Capítulo 5

Cálculo das Variações

Os problemas físicos geralmente são transcritos por meio de métodos matemáticos. Assim,

a mecânica clássica desenvolveu-se em duas frentes: (i) a mecânica vetorial, que consiste

nas leis de movimento; (ii) e a mecânica analítica, que estuda situações de equilíbrio. Apesar

de distintas, conduzem a resultados equivalentes [62].

Como a mecânica analítica retrata um sistema mecânico e não uma partícula isolada,

ela apresenta uma única equação, enquanto a mecânica vetorial ou mecânica Newtoniana

necessita de três; conforme o sistema aumenta, as equações também o fazem, ampliando a

discrepância entre as formulações [63].

Os fundadores do que hoje é conhecido como cálculo das variações ou cálculo variacional,

uma frente especí�ca do cálculo, foram Euler e Lagrange, invocando a ideia de que a natureza

procura a situação de equilíbrio. Vinculado a este fato está o de que a energia deve ser

mínima; em outras palavras, o cálculo das variações é fundamentado na busca dos extremos

de funções [12].

Ao considerar um sistema estático, foi possível estipular o princípio da mínima ação, ou

seja, o sistema clássico prefere o processo que torna a ação mínima [62]. Como resultado,

essa ferramenta matemática resolve muitos problemas que a mecânica vetorial não é capaz de

resolver [12]. Com isso, ocorreu um aumento muito grande na generalização dos problemas

estudados; o cálculo das variações utiliza coordenadas generalizadas, que essencialmente

aumentam a liberdade do sistema [63].

Este capítulo apresentará a descrição de sistemas líquido-cristalinos por meio de ana-

lises variacionais. A seção 5.1 investiga princípios gerais do cálculo das variações. Em

seguida, na seção 5.2, observam-se as ferramentas do cálculo variacional aplicadas a ma-

teriais líquido-cristalinos, mais especi�camente, a mesofases moduladas. Finalmente, na
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seção 5.3, estudaremos dois casos particulares que podem ser examinados ao empregarmos

a densidade de energia elástica estendida.

5.1 O Problema Variacional

Como o cálculo das variações é construído utilizando os chamados funcionais1, é fundamental

de�nir operações para o processo de minimizar a ação destes sistemas, em outras palavras,

a variação de funcionais [63]. Por simplicidade, considere o caso em que o sistema possui a

espessura d, portanto, utiliza-se o plano cartesiano de referências para construir um funcional

do tipo:

F [θ(z)] =

∫ d/2

−d/2
f [θ(z), θ′(z); z]dz. (5.1)

O problema é determinado em função da deformação caracterizada por θ(z); aqui, θ′ =

∂θ/∂z é equivalente ao tensor deformação, e f é a densidade de energia do volume [12].

Ao considerar o problema padrão, ancoramento forte, é possível analisar o comporta-

mento do sistema extremizando o funcional apresentado na Eq. (5.1). Admite-se as seguintes

condições de contorno:

θ

(
z = −d

2

)
= Θ1 e θ

(
z =

d

2

)
= Θ2. (5.2)

No caso de ancoramento forte, o ângulo na superfície é �xo; portanto, minimiza-se a

Eq. (5.1) respeitando as condições de contorno (5.2); assim, considere inicialmente que

δθ(z) = θ(z)− α(z) (5.3)

é uma quantidade pequena; logo, α(z) é uma função que minimiza o funcional estudado,

isto é, F [θ(z)] > F [α(z)]; portanto, ao investigar θ(z) próximo a α(z), é possível de�nir

F [θ(z)] =

∫ d
2

− d
2

f [α(z) + cβ(z), α′(z) + cβ′(z); z]dz, (5.4)

em que β(z) é uma função arbitrária, com β′(z) = ∂β/∂z; c é um parâmetro de controle.

1Um funcional é a função de uma função. Diferentemente de uma função, na qual ao informar um
número este retorna um número, um funcional retornará uma função.
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Figura 5.1: Representação esquemática de uma função arbitrária que extremiza F e uma
função teste.

Note que F [θ(z)] é mínimo quando c = 0, como representado na �gura 5.1.

O extremo então pode ser obtido quando

d

dc

∫ d
2

− d
2

f [α(z) + cβ(z), α′(z) + cβ′(z); z]dz

∣∣∣∣∣
c=0

= 0, (5.5)

consequentemente,

∫ d
2

− d
2

[
∂f

∂θ

∂θ

∂c
+
∂f

∂θ′
∂θ′

∂c

]
c=0

dz = 0, (5.6)

e, como, θ(z) = α(z) + cβ(z), tem-se que

∂θ

∂c
= β(z) e

∂θ′

∂c
= β′(z). (5.7)

Com isso, a Eq. (5.6) pode ser reescrita na forma

∫ d
2

− d
2

[
∂f

∂α
β(z) +

∂f

∂α′
β′(z)

]
dz = 0. (5.8)

Como
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∂f

∂α′
β′(z) =

d

dz

[
∂f

∂α′
β(z)

]
−
[
d

dz

∂f

∂α′

]
β(z), (5.9)

então a Eq. (5.8) torna-se:

∫ d
2

− d
2

[
∂f

∂α
− d

dz

∂f

∂α′

]
β(z)dz +

[
∂f

∂α′
β(z)

] d
2

− d
2

= 0. (5.10)

Como ainda é necessário satisfazer as condições de contorno, temos

β

(
z = ±d

2

)
= 0,

e a Eq. (5.10) assume a forma:

∫ d
2

− d
2

[
∂f

∂α
− d

dz

∂f

∂α′

]
β(z)dz = 0, (5.11)

da qual obtém-se a equação de Euler-Lagrange,

∂f

∂α
− d

dz

∂f

∂α′
= 0. (5.12)

Observe que a função que minimiza a energia do sistema é a solução da equação de Euler-

Lagrange; no caso particular em que f = f(θ′; z), ou seja, independente de θ, produz-se a

conhecida identidade de Beltrami:

p = θ′
∂f

∂θ′
− f. (5.13)

Isso pode ser facilmente conferido, porque

dp

dz
= θ′

[
−∂f
∂θ

+
d

dz

∂f

∂θ′

]
=
∂f

∂z
,

na qual θ(z) é solução da equação de Euler-Lagrange. Consequentemente, se f não depende

explicitamente de z,

dp

dz
= 0,

em outras palavras, p é constante ao longo da amostra.

Semelhante ao cálculo diferencial e integral, a análise de máximos e mínimos só é de�-

nitiva ao se investigar o sinal da segunda variação, pois, a primeira, unicamente garante que
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se trata de um extremo. Assim, do cálculo, o estudo de uma pequena perturbação nesse

funcional pode informar suas primeiras variações. A princípio, considere a serie de Taylor

da Eq. (5.1):

∆F =

∫ d/2

−d/2
dz

[
f(θ, θ′)|θ=θ∗ +

δf(θ, θ′)

δθ

∣∣∣∣
θ=θ∗

δθ +
δ2f(θ, θ′)

δθ2

∣∣∣∣
θ=θ∗

(δθ)2 + · · ·
]

(5.14)

em que

g =
δf(θ, θ′)

δθ
=
∂f

∂θ
− d

dz

∂f

∂θ′
, (5.15)

representa as pequenas variações locais a partir do ponto de equilíbrio. Nesse caso, a

primeira variação, que como foi estudado anteriormente, corresponde a equação de Euler-

Lagrange [12]. O método mais simples para se estudar a segunda variação de um funcional

é considerar essa função g, tal que

δ2f(θ, θ′)

δθ2
=
δg(θ, θ′, θ′′)

δθ
, (5.16)

na qual θ′′ = ∂2θ/∂z2. Ao considerar a Eq. (5.15), obtém-se:

δ2f(θ, θ′)

δθ2
=
∂g

∂θ
− d

dz

∂g

∂θ′
+

d2

dz2

∂g

∂θ′′
, (5.17)

a segunda variação da densidade de energia livre [63]; de�ne-se, portanto, a primeira e

segunda variação de um funcional. Tais expressões são utilizadas no estudo do equilíbrio de

diversos sistemas.

Para um caso mais geral, tratado nesse capítulo, a densidade de energia livre necessita

de uma formulação mais abrangente; em termos do per�l de equilíbrio do diretor, ainda com

uma amostra de espessura d e superfícies posicionadas em z = ±d/2, no plano cartesiano de
referências em que o eixo z é normal as superfícies limitantes [12]. O problema variacional

é então investigado em função de θ(z) e φ(z). Portanto,

F [θ(z), φ(z)] =

∫ d/2

−d/2
f [θ(z), θ′(z), φ(z), φ′(z); z]dz, (5.18)

na qual φ′ = ∂φ/∂z, e o intervalo [d/2,−d/2], no caso das células de cristais líquidos, refere-
se ao tamanho do mostrador ótico. Ao retornar ao caso do ancoramento forte, sistema cuja
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energia da superfície pode afetar signi�cativamente a energia total do sistema, têm-se as

seguintes condições de contorno:

θ(−d/2) = Θ1, θ(d/2) = Θ2, φ(−d/2) = Φ1, φ(d/2) = Φ2, (5.19)

em que Φ1, e Φ2 são duas novas condições a serem examinadas. Subsequentemente, no

caso de ancoramento fraco na superfície da amostra, a energia total do sistema pode ser

escrita como:

F [θ(z), φ(z)] =

∫ d/2

−d/2
f [θ(z), θ′(z), φ(z), φ′(z); z]dz + γ1(θ1, φ1) + γ2(θ2, φ2),

no qual γ1 e γ2 representam a energia na superfície superior e inferior, respectivamente [12];

além disso, θ1 = θ(d/2), θ2 = θ(−d/2), φ1 = φ(d/2), e φ2 = φ(−d/2). Ao se admitir que

a energia na superfície depende unicamente dos ângulos θ e φ, as condições de contorno

tornam-se:

− ∂f

∂θ′
+
∂γ1

∂θ1

= 0, − ∂f
∂φ′

+
∂γ1

∂φ1

= 0, (5.20)

para z = d/2, e
∂f

∂θ′
+
∂γ2

∂θ2

= 0,
∂f

∂φ′
+
∂γ2

∂φ2

= 0, (5.21)

para z = −d/2.
As técnicas apropriadas do cálculo variacional para a situação com a amostra com com-

primento �nito, como o considerado aqui [12], são utilizadas para mostrar que as funções

extremizantes (5.18) são soluções das equações de Euler-Lagrange,

∂f

∂θ
− d

dz

∂f

∂θ′
= 0 e

∂f

∂φ
− d

dz

∂f

∂φ′
= 0, (5.22)

para −d/2 ≤ z ≤ d/2. No caso de ancoramento forte, as soluções (5.22) devem satisfazer

as condições de contorno (5.19).

Antes de procedermos, notamos que, na Eq. (5.22), se f é independente de θ ou φ, a

quantidade ∂f/∂θ′ ou ∂f/∂φ′ é independente de z; como já visto, a identidade de Beltrami.

Logo, se f não depende explicitamente de z, existe outra primeira integral que corresponde
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à quantidade

p = θ′
∂f

∂θ′
+ φ′

∂f

∂φ′
− f, (5.23)

o que pode ser novamente conferido, pois

dp

dz
= θ′

[
−∂f
∂θ

+
d

dz

∂f

∂θ′

]
+ φ′

[
−∂f
∂φ

+
d

dz

∂f

∂φ′

]
+
∂f

∂z
=
∂f

∂z
,

em que θ(z) e φ(z) são soluções da Eq. (5.22); portanto, f não depende explicitamente

de z. Com essas ferramentas é viável estudar diversos problemas físicos; a próxima seção

abordará um deles. Note a seguir como o comportamento de mesofases líquido-cristalinas

apresentadas no capítulo 2 pode ser descrito.

5.2 Cristais Líquidos: Mesofases Moduladas

O objetivo desta seção é apresentar meios para determinar o per�l do diretor no estado

de equilíbrio de sistemas líquido-cristalinos. Visto que para determinar a energia mínima

do sistema entre duas superfície é preciso considerar a distância entre elas, essa distância

pode in�uenciar a energia total do sistema. Considera-se uma amostra de tamanho d,

que, no sistema cartesiano de coordenadas, é posicionada perpendicularmente ao eixo z.

A superfície superior está localizada em z = d/2 e a superfície inferior em z = −d/2.
Quanto mais próximas as superfícies, maior é a energia na parede; por isso, em uma célula

líquido-cristalina também é essencial considerar o ancoramento das moléculas na superfície

da amostra.

O funcional que caracteriza o sistema é escrito em função de θ(z) e φ(z), que são os

ângulos dos diretores 2 assim, a forma funcional apresentado na Eq. (5.18) é su�ciente para

descrever a amostra.

Aqui, a aproximação variacional é empregada na busca por soluções exatas que descrevem

o per�l do diretor utilizando a densidade de energia elástica estendida. Tal generalização

na energia dos nemáticos usuais foi apresentada no capítulo 3, no qual a energia livre para

os nemáticos é construída empregando um novo elemento de simetria, o eixo adicional t.

2A energia total de um sistema é composta da energia do volume e da energia da superfície.
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Após a decomposição dos tensores elásticos e utilizando as regras usuais [17], a seguinte

expressão foi obtida:

f = f0 −
1

2
η(n̂ · t)2 + κ1 t · [n̂× (∇× n̂)] + κ2 n̂ · (∇× n̂) + κ3(n̂ · t)(∇ · n̂)

+
1

2
K11(∇ · n̂)2 +

1

2
K22 [n̂ · (∇× n̂)]2 +

1

2
K33(n̂×∇× n̂)2

− (K22 +K24)∇ · (n̂∇ · n̂ + n̂×∇× n̂) + µ1[t · (n̂×∇× n̂)]2

+ ν1[t · ∇(t · n̂)]2 + ν2[t · ∇(n̂ · t)(∇ · n̂)] + ν3[∇(t · n̂)]2

+ ν4[(t · ∇)n̂]2 + ν5[∇(n̂ · t) · (t · ∇)n̂] + ν6∇(n̂ · t) · (∇× n̂). (5.24)

No limite em que t → 0, Eq. (5.24) reduz-se à energia livre clássica apresentada no capí-

tulo 3.

Como a densidade de energia estendida é muito geral, aumenta-se o número de meso-

fases que podem ser descritas por ela, o que inclui mesofases moduladas [10]. Ao adotar

algumas premissas, a existência e a estabilidade de novas estruturas periodicamente modula-

das podem ser investigadas; particularmente, a próxima seção abordará a recém descoberta

fase nemática twist-bend (NTB).

De forma geral, pode-se observar os resultados preliminares da energia livre estendida

por meio de um diretor genérico, isto é, considera-se θ e φ dependentes de z, e t na direção

do eixo cartesiano z; logo,

n = [ senθ(z) cosφ(z), senθ(z) senφ(z), cos θ(z)]. (5.25)

Nesse caso, a densidade de energia (5.24) reduz-se a

f =
1

8
θ′(z)2 [a1 − 2a2 cos 2θ(z)− µ1 cos 4θ(z)] +

1

4
sen2θ(z)φ′(z)2[a3 + (K33 (5.26)

− K22) cos 2θ(z)] + [κ1 − κ3] θ′(z) senθ(z) cos θ(z)− κ2 sen2θ(z)φ′(z)− 1

2
η cos2 θ(z),

em que, por simplicidade, introduzem-se as quantidades:

a1 = 2K11 + 2K33 + µ1 + 4ν1 + 4ν2 + 4ν3 + 8ν4 + 4ν5, (5.27)

a2 = K11 −K33 + 2(ν1 + ν2 + ν3 + ν5), (5.28)
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a3 = K22 +K33 + 4ν4. (5.29)

Note que a Eq. (5.26) teve os termos de superfície3 suprimidos, ou seja, os termos multi-

plicados por (K22 + K24) e ν6; como eles não possuem componentes normais à superfície,

não contribuiriam para o resultado �nal e por isso foram negligenciados.

Um método para simpli�car a análise da densidade de energia estendida é reescrever a

Eq. (5.26) na forma:

f = −h0(θ) + h1(θ)θ′(z) + h2(θ)θ′(z)2 + g1(θ)φ′(z) + g2(θ)φ′(z)2, (5.30)

em que

h0(θ) =
1

2
η cos2 θ(z),

h1(θ) = (κ1 − κ3) senθ(z) cos θ(z),

h2(θ) =
1

8
[a1 − 2a2 cos 2θ(z)− µ1 cos 4θ(z)] ,

g1(θ) = −κ2 sen2θ(z),

g2(θ) =
1

4
sen2θ [a3 + (K33 −K22) cos 2θ(z)] . (5.31)

As equações do volume, Eqs. (5.22), geram, respectivamente,

− ∂h0

∂θ
+
∂g1

∂θ
φ′(z) +

∂g2

∂θ
φ′(z)2 − ∂h2

∂θ
θ′(z)2 − 2h2θ

′′(z) = 0, (5.32)

e
∂g1

∂θ
θ′(z) + 2

∂g2

∂θ
θ′(z)φ′(z) + 2g2φ

′′(z) = 0. (5.33)

Nesse problema, existem duas quantidades conservadas; a primeira é dada por

∂f

∂φ′
= g1(θ) + 2g2(θ)φ′(z) = A = constante, (5.34)

pois ∂f/∂φ′ é independente de z. Assim,

φ′(z) =
A− g1(θ)

2g2(θ)
. (5.35)

A outra quantidade conservada é de�nida pela Eq. (5.23), isto é,

3Os termos de superfície são aqueles que podem ser transformados em integrais de superfície, por meio
do teorema de Gauss.
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p = h2(θ)θ′2 + g2(θ)φ′2 + h0(θ) = constante, (5.36)

que, segundo a Eq. (5.35), pode ser reescrita como

θ′(z) =

√√√√ 1

h2(θ)

{
p−

[
[A− g1(θ)]2

4g2(θ)
+ h0(θ)

]}
. (5.37)

A partir desse ponto, as forças de ancoramento são negligenciadas em comparação com

as forças elásticas do volume, ou seja, γ1 ' 0 e γ2 ' 0; logo, as condições de contorno (5.20)

e (5.21) reduzem-se, respectivamente, a

∂f

∂θ′

∣∣∣∣
z=± d

2

= 0 e
∂f

∂φ′

∣∣∣∣
z=± d

2

= 0. (5.38)

Ao combinar (5.35) com (5.38), deduz-se que

φ′
(
z = ±d

2

)
= − g1(θ1)

2g2(θ1)
= − g1(θ2)

2g2(θ2)
, (5.39)

ou seja, A = 0; isso implica que a Eq. (5.35) torna-se

dφ

dz
= − g1(θ)

2g2(θ)
, (5.40)

enquanto que a Eq. (5.37) simpli�ca-se, adquirindo a forma:

dθ

dz
=

√
1

h2(θ)

{
p−

[
g2

1(θ)

4g2(θ)
+ h0(θ)

]}
. (5.41)

Ao utilizar as de�nições das Eqs. (5.31) e (5.39), deduzimos que

θ2 = θ1 + nπ, com n = 0, 1, 2, . . . (5.42)

As outras condições de contorno (5.38) tornam-se

∂f

∂θ′

∣∣∣∣
z=± d

2

= h1(θ) + 2h2(θ)θ′|z=± d
2

= 0, (5.43)

que implica
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p = h0(θ1)− h1(θ1)

2
θ′(θ1) +

g2
1(θ1)

4g2(θ1)
= h0(θ2)− h1(θ2)

2
θ′(θ2) +

g2
1(θ2)

4g2(θ2)
, (5.44)

resultando, novamente, na Eq. (5.42).

Em suma, o problema variacional para determinar o per�l de equilíbrio descrito pela

densidade de energia livre apresentada na Eq. (5.26) em termos de θ(z) e φ(z), na amostra

ilimitada, é reduzido a quadraturas representadas pelas Eqs. (5.40) e (5.41).

5.3 Novas soluções

Com possibilidade da densidade de energia estendida apresentar duas soluções diferentes

compostas por uma estrutura helicoidal, utiliza-se o formalismo proposto nas seções an-

teriores para descrevê-las. A primeira descrição relevante pode ser a da, recentemente

descoberta, mesofase NTB; a segunda, uma solução hipotética, é a de uma estrutura modu-

lada que poderia ser caracterizada por φ(z) = φ0 = constante; que, em princípio, pode ser

relevantes na compreensão de outras estruturas moduladas, como a predita fase nemática

splay-bend. As seguintes subseções abordarão tais conjecturas.

5.3.1 Fase Nemática Twist-Bend

Para utilizar o formalismo do cálculo variacional, apresentado nesse capítulo, considera-se o

caso particular em que θ = θ0 é constante (uniforme ao longo da amostra). Na Eq. (5.40),

supõe-se que θ2 = θ1 = θ0, isso signi�ca que φ′(z) = constante, isto é,

φ(z) = q z, (5.45)

em outras palavras, o arranjo representa o que se observa experimentalmente na fase NTB.

Com o per�l do diretor, como caso particular da Eq. (5.25), na forma [6]

n = [ senθ0 cosφ(z), senθ0 senφ(z), cos θ0], (5.46)

em que, como visto anteriormente, θ0 é o ângulo do cone e q é o vetor de onda da modulação

periódica, g1(θ0) e g2(θ0) são dados por (5.31), ou seja,

q =
−κ2

(K33 + 2ν4)− (K33 −K22)x
, (5.47)
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com x = sen2θ0. Da mesma forma, a Eq. (5.32) se reduz a

− ∂h0

∂θ
+
∂g1

∂θ
φ′(z) +

∂g2

∂θ
φ′(z)2 = 0,

a partir da qual é possível deduzir que

x = −
K33 + 2ν4 ∓ κ2

√
(K33 + 2ν4)/η

K22 −K33

, (5.48)

que coincide exatamente com as expressões do ângulo do cone para a fase NTB, apresentada

no capítulo 3, em que

φ′ = ±
√

η

(K33 + 2ν4)
(5.49)

que coincide com (5.47) quando (5.48) é invocada. Dessa forma, as propriedades da fase

NTB, como predito pela teoria elástica do continuo proposta na seção 3.2, são obtidas

novamente, entretanto, sob uma perspectiva diferente.

5.3.2 Uma Fase Modulada com φ(z) = constante e θ = θ(z)

Vamos considerar as soluções das equações de Euler-Lagrange no caso em que φ(z) = φ0 =

constante e θ(z) 6= constante. Isso implica que φ′(z) = 0, que é automaticamente veri�cado

somente se g1(θ) = 0, isto é, somente se κ2 = 0. Perceba que esse resultado concorda com

os apresentados em capítulos anteriores que requerem κ2 6= 0 para um arranjo quiral, ou

formação de um estrutura helicoidal. Nessa situação particular, Eq. (5.32) reduz-se a

− ∂h0

∂θ
− ∂h2

∂θ
θ′(z)2 − 2h2θ

′′(z) = 0. (5.50)

Para obter o per�l de θ(z), a Eq. (5.41) pode ser reescrita como

∫ θ(z)

θ1

√
h2(θ)

p− h0(θ)
dθ =

∫ z

−d/2
dz. (5.51)

Se estendermos essa integral sobre toda a amostra obtemos

d =

∫ θ2

θ1

dθ
dζ

dθ
, (5.52)

no qual foi introduzido
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dζ

dθ
=

√
h2(θ)

[p− h0(θ)]
. (5.53)

Por outro lado, é conveniente utilizar as Eqs. (5.42) e (5.25) para escrever

d =

∫ θ1+nπ

θ1

dζ

dθ
dθ = n

∫ θ1+π

θ1

dζ

dθ
dθ = nζ(θ1), (5.54)

desde que dζ/dθ seja uma função periódica. Consequentemente, nζ(θ1) = d é uma condição

que gera múltiplas soluções para o problema, ou seja, para cada valor de θ1 existe um número

inteiro de oscilações ao longo da amostra. Para discernir quais dessas soluções podem ser

adotadas pelo sistema, é necessário calcular a energia livre de cada uma dessas con�gurações.

Para fazer isso, integra-se a Eq. (5.26) na amostra inteira, assim

en =

∫ d/2

−d/2
dζf

(
θ,
dθ

dζ
,
dφ

dζ

)
=

∫ θ1+nπ

θ1

dθ
dζ

dθ
f(θ) = n

∫ θ1+π

θ1

dθ
dζ

dθ
f(θ), (5.55)

na qual a integral é expressa em termos da variável θ, para tirar proveito da periodicidade

de dθ/dζ e extrair o número de oscilações n. Aqui, deve-se expressar dθ/dζ em termos de

θ por meio da Eq. (5.53). O problema analítico exposto nesse capítulo é chamado sistema

integrável completo.

Ao admitir que ν4 = −K33/4 = −0.125 pN, q0 = 7.5 × 107m−1, e que os seguintes

parâmetros são: K11 = 15 pN, K22 = 6.5 pN, K33 = 0.5 pN, µ1 = 1 pN, ν3 = ν4 =

0.125 pN, ν5 = 0.25 pN, ν1 = −0.1 pN, ν2 = ν1/0.05 = 2 pN, η = 5.02 × 107 N/m2,

κ1 = 15 × 106 pN/m, e κ3 = 6.5 × 103 pN/m, é possível explorar os resultados gerados

pela Eq. (5.53), que minimiza a Eq. (5.55), em uma célula típica com espessura d = 8µm.

A �gura 5.2 mostra o per�l do diretor θ(ζ) como uma função da coordenada adimensional

ζ que minimiza a energia elástica (5.55). Com as escolhas dos parâmetros mencionados

anteriormente, surgem deformações em duas dimensões que oscilam em torno de θ = π/2

com amplitude �xada e realizando n = 29 oscilações. Para uma amostra com 8µm de

espessura, o passo resultante tem um comprimento aproximado de 270 nm. Tal mesofase

modulada com distorções no plano é compatível com a fase nemática splay-bend predita por

Dozov na referência [7]. Claramente, a amplitude da oscilação e portanto o passo dependem

dos parâmetros escolhidos.

Com isso, explora-se a estabilidade de duas fases líquido-cristalinas moduladas utilizando

um formalismo variacional aproximado. Essa aproximação geral é resolvida por meio de
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propriedades de simetria e da existência de quantidades conservadas, o que permite que

o problema seja reduzido a quadraturas, as quais podem ser exploradas em detalhes para

situações diferentes. No primeiro caso, considera-se o ângulo polar θ �xado ao longo da

amostra e o ângulo azimutal φ variável. O estado de mínima energia encontrado é reportado

como um estado helicoidal tipicamente conhecido da estrutura da fase nemática NTB. No

segundo estudo, φ(z) = φ0 = constante e θ varia dentro da amostra. Os resultados indicam

uma fase modulada com oscilações no plano (por escolha dos parâmetros apresentados aqui)

compatível com a fase splay-bend.

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0.2 0.4 0.6 0.8 1

θ(ζ)

ζ

Figura 5.2: θ(z) versus ζ
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Capítulo 6

Teoria da Mesofase Nemática

Splay : Single vs. Double Splay

A mesofase nemática splay, NS, é composta de domínios alternados de deformação splay.

Estudos prévios pressupõem que o sistema é composto de domínios positivos e negativos

apenas em uma dimensão [11]. Para demonstrar a estabilidade, a fase é considerada uma

modulação splay acompanhada por uma organização estrutural de ordem polar. Quando o

acoplamento entre splay e a ordem polar torna-se su�cientemente forte, o estado nemático

uniforme torna-se instável e assim se forma uma estrutura modulada.

O propósito deste capítulo é examinar a estrutura da fase NS, anteriormente apresentada

por Mertelj et al. [11], sob a perspectiva de uma nova aproximação para a teoria elástica dos

nemáticos, recentemente proposta por Selinger [64], na qual a deformação puramente splay

do diretor nemático é double splay 1(�gura 6.1-(b)), que é condizente com a descrição escalar

apresentada na teoria clássica de Frank. Além disso, é possível estudar uma deformação

splay no plano, que pode ser denominada single splay (�gura 6.1-(a)), o diretor varia

somente em uma direção. Com essa lógica, propõem-se duas estruturas que apresentam

modulações splay em uma ou em duas dimensões; adicionalmente, observa-se a presença

de ordem polar [65].

Dividido em diversas seções, este capítulo inicia-se com a justi�cativa e introdução do

modelo na seção 6.1. Na seção 6.2, a energia livre é analisada próxima da região crítica da

transição. Estende-se, na seção 6.3, por meio de cálculos numéricos, a analise para a região

de baixas temperaturas. Tais cálculos conduziram ao diagrama de fase que apresentou a fase

1Uma deformação do tipo double splay é caracterizada pela variação do diretor em duas direções per-
pendiculares ao diretor local [64].
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(a)

(b)

Figura 6.1: Representação esquemática das estruturas propostas da fase nemática splay
(NS): (a) Single splay. (b) Double splay. Em ambos os casos, o amarelo representa as
regiões de ordem polar e splay positivas, enquanto o azul as regiões com ordem polar e
splay negativos.

nemática uniforme, double splay, single splay, e polar uniforme. Finalmente, a subseção 6.3.4

discute as implicações de tais resultados em experimentos na fase NS.

6.1 Introdução

Inspirado pelo trabalho realizado por Frank em 1958 [35], Meyer estudou a fase nemá-

tica formada por materiais com assimetria molecular [43]. Percebeu que, se as moléculas

estivessem orientadas em uma direção preferencial, o elemento de simetria macroscópico

apresentaria uma polarização; de fato, compreendeu a conexão entre a polarização paralela

ao diretor nemático e a distorção splay, e a polarização perpendicular a distorção de bend.

Assim, uma molécula com formato cônico possuirá um momento de dipolo elétrico orientado
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paralelo ou antiparalelo ao eixo do cone, e uma molécula com centro dobrado um momento

dipolar orientado perpendicularmente ao centro de curvatura da molécula. Mediante estes

estudos, as constantes elásticas associadas à deformação apresentaram-se compatíveis ao

formato molecular. Ao considerar que moléculas do tipo centro dobrado, onde o formato

molecular leva a distorções espontâneas, como do tipo twist-bend, podemos nos perguntar

se outros formatos moleculares conduzem a outros conjuntos de distorções espontâneas; por

exemplo, há muito tempo é esperado que moléculas com formato tipo "pera"possam levar

a uma estrutura com deformações espontâneas do tipo splay [14].

Anteriormente, Dhakal et al. [34] observaram em suas simulações a existência de uma

predisposição à formação de estruturas moduladas quando inclui-se o efeito �exoelétrico

relacionado à distorção splay na densidade de energia livre. Constatou-se a presença de

uma estrutura composta de splay espontâneo; contudo, a impossibilidade em preencher o

espaço unicamente com splay deu origem à concepção de uma estrutura modulada composta

por regiões de distorção splay apontando em direções contrárias, de modo que o intervalo

em que as direções opostas se encontram caracteriza a existência de uma "parede" 2. No

momento em que tal análise foi apresentada não existia o conceito deste sistema físico.

Assim, devido à magnitude da constante elástica de splay exigida para a formação dessa

estrutura desconsiderou-se uma análise detalhada [34].

Curiosamente, recentes dados experimentais reportaram a formação de uma fase mo-

dulada induzida por splay espontâneo [11, 31, 32, 66]. Com a constante elástica de splay

reduzida e a deformação de splay compatível com a forma molecular, o sistema transita de

uma fase nemática uniforme para uma fase modulada, nomeada fase nemática splay (NS).

Aqui empregou-se, na fase NS [11, 33, 66], o mesmo método teórico previamente uti-

lizado para a fase NTB e para a fase nemática splay-bend (NSB). Esses estudos teóricos

partem do entendimento de que é impossível preencher o espaço puramente com distorções

do tipo splay, e consequentemente, a fase NS deve ter uma estrutura complexa composta

por um outro modo deformado. Em particular, assumiu-se que a fase NS tem uma estru-

tura modulada em uma dimensão com regiões alternadas de splay e bend, mostrado na

�gura 6.1(a) e aqui referida como single splay. Estrutura em que tem a mesma simetria da

fase NSB, estudo recentemente apresentado por Chaturvedi et al. [28].

Com o propósito de reexaminar a estrutura da fase NS sob a perspectiva proposta por

Selinger [64], considerou-se que a deformação puramente splay é na verdade double splay

(�gura 6.1(b)), com o diretor variando em duas dimensões. Em contraste, o estado single

2As paredes são regiões de polarização nula e grande variação do diretor.

82



CAPÍTULO 6. TEORIA DA MESOFASE NEMÁTICA SPLAY : SINGLE VS. DOUBLE SPLAY

splay é uma combinação puramente splay com um outro modo de deformação, chamado

splay biaxial ou ∆. A distinção entre single e double splay está relacionada à deformação

saddle splay. Assim, ao supor que a fase NS é induzida por um splay espontâneo, espera-se

o surgimento de um double splay mais do que um single splay.

As próximas seções apresentaram análises relacionadas à estabilidade das estruturas

single e double splay. Por meio de uma teoria do tipo Landau, como previamente estudado

na fase NS [11, 33, 66], o per�l do diretor (n̂(x) para a single splay ou n̂(x, y) para double

splay) é inserido na energia livre para abordar estas duas estruturas moduladas.

6.2 Modelo Teórico

O cristal líquido, com per�l do diretor do tipo n̂(r) e ordem polar P(r) ao longo do diretor,

tem a densidade de energia livre escrita como

F =
1

2
K11(∇ · n̂)2 +

1

2
K22[n̂ · (∇× n̂)]2 +

1

2
K33|n̂× (∇× n̂)|2 − λ(∇ · n̂)(n̂ ·P)

+
1

2
µ|P|2 +

1

4
ν|P|4 +

1

2
κ|∇P|2, (6.1)

previamente apresentada na referência [8]. Os primeiros três termos são as constantes

elásticas da clássica energia livre de Frank para as deformações do diretor, ou seja, expresso

em termos dos modos splay, twist, e bend (K11, K22, e K33 respectivamente). O quarto

termo é o acoplamento �exoelétrico entre a distorção de splay e a ordem polar paralela

ao diretor. O quinto e o sexto termo são provenientes da expansão de Landau da energia

livre em termos do parâmetro de ordem polar. Nessa expansão, µ(T ) = µ′(T − T0) é o

coe�ciente de Landau dependente da temperatura para a polarização, em que µ′ é uma

constante [67]. O termo �nal da energia livre penaliza o gradiente da ordem polar. Note

que, como esperado, a energia livre é zero na fase nemática uniforme, em que n̂ é constante

e P = 0.

A densidade de energia livre apresentada na Eq (6.1) pode ser generalizada para descrever

as fases NTB e a NSB. Por simplicidade, os termos de ordem superior serão omitidos; com

isso, a versão clássica da energia livre de Frank pode ser correlacionada com:
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F =
1

2
K11S

2 +
1

2
K22T

2 +
1

2
K33|B|2 − λs(Sn̂) · (P‖n̂)− λTψ − λBP⊥ ·B +

1

2
µSP

2
‖

+
1

2
µTψ

2 +
1

2
µB|P⊥|2, (6.2)

em que os subscritos (S,B, e T ) representam a associação entre os termos e as distorções

splay, twist, e bend, respectivamente. ψ é relacionado à tendência do sistema para a

torção, isto é, um termo que limita a distorção associada a K22 quando tal geometria é

favorecida; de modo semelhante, P‖ e P⊥ são as componentes paralela e perpendicular de P,

respectivamente, e são responsáveis pelas restrições às distorções associadas a K11 e a K33.

Por simplicidade, considerou-se que S = (∇ · n̂), T = [n̂ · (∇× n̂)], e B = [n̂× (∇× n̂)],

logo, o retorno ao caso clássico é con�rmado se P‖, ψ, P⊥ forem minimizados e eliminados

da teoria. Nesse caso,

∂F

∂P‖
= 0,

∂F

∂ψ
= 0 e

∂F

∂P⊥
= 0, (6.3)

portanto,

P‖ =
λS
µS
S, ψ =

λT
µT
T e P⊥ =

λB
µB

B. (6.4)

A energia livre pode então ser reescrita como:

F =
1

2

(
K11 −

λ2
S

µS

)
S2 +

1

2

(
K22 −

λ2
T

µT

)
T 2 +

1

2

(
K33 −

λ2
B

µB

)
|B|2. (6.5)

Em suma, os termos adicionais à teoria clássica penalizam o crescimento ou decrescimento

descontrolado da energia, ou seja, é um método utilizado para prevenir a divergência da

energia livre. Assim, as opções mais viáveis quando considera-se a possibilidade de uma

constante elástica negativa (como observado na fase NTB) são: (i) acrescentar termos de

alta ordem (S4, T 4, B4, S2B2 . . . ) como feito por Barbero et al. [68]. (ii) Estender a energia

livre para outros parâmetros de simetria (o eixo adicional t apresentado no capítulo 3). (iii)

Utilizar derivadas de alta ordem (|∇2n̂|2 . . . ). Portanto, a Eq. (6.5) apresenta um mé-

todo para controlar a energia que torna possível a existência teórica de constantes elásticas

negativas.

A energia livre da Eq. (6.1) é a mesma utilizada por Mertelj et al. [11, 33, 66] exceto por

três pequenas modi�cações. Aqui, expressa-se a energia livre em termos do diretor n̂(r),

enquanto artigos anteriores utilizaram o tensor de ordem nemático Qij = S(ninj − 1
3
δij).
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Como o parâmetro de ordem escalar S é constante, é uma questão de notação, ou seja, sem

modi�cações signi�cativas. Em segundo lugar, utilizam-se diferentes símbolos para alguns

coe�cientes (λ em vez de γ, µ em vez de t, κ em vez de b), que foi escolhido por consistência

com trabalhos que anteriormente abordaram este modelo teórico [8, 69]. Novamente, é

apenas uma questão de notação. Terceiro, inclui-se um termo de quarta ordem 1
4
ν|P|4,

omitido pelo artigo anterior [11]. Então podemos estudar aqui a importância física desse

termo.

Por meio de trabalhos desenvolvidos anteriormente na fase NS [11, 33, 66], assim como

trabalhos análogos nas fases NTB e NSB [2, 8, 69], conhecem-se diversos fatos sobre esse

modelo. Em altas temperaturas, o estado de menor energia livre é o da fase nemática

uniforme. Fase estável até um ponto crítico, e instável com o acoplamento de �utuações

do tipo splay diferente de zero. Esse ponto crítico ocorre quando o coe�ciente quadrático

é µc = λ2/K11, que corresponde a uma temperatura crítica

Tc = T0 +
λ2

K11µ
, (6.6)

como observado anteriormente [11]. Abaixo do ponto crítico, o sistema possui mesofases

moduladas, com uma modulação periódica em n̂ e em P diferentes de zero. No regime

crítico, no qual δµ = µc−µ é pequeno, a amplitude e o vetor de onda do diretor modulado

são da escala de δµ1/2, enquanto a amplitude modulada da polarização escala-se como

δµ. Aqui, procura-se considerar a estrutura da fase modulada abaixo do ponto crítico. Em

particular, consideram-se as duas possíveis estruturas apresentadas a seguir.

6.2.1 Single splay

Ilustrado na �gura 6.1(a), o estado single splay é utilizado para modelar a energia livre.

Nessa estrutura, existe uma alteração em uma dimensão de dois tipos de domínios. Em

amarelo, o domínio correspondente ao parâmetro de ordem polar P(r) e ao diretor, ambos

apontando para cima; enquanto em azul, encontra-se o domínio com os vetores apontando

para baixo. Como pode ser visto pela igual distribuição de azuis e amarelos, a ordem polar

vai a zero ao longo das interfaces em que domínios opostos se encontram. Além disso, o

splay desaparece ao longo das interfaces e o diretor da deformação local torna-se puramente

bend.

Variações sinusoidais suaves do diretor e da ordem polar são esperadas próximas ao

ponto crítico em que as modulações começam. Consequentemente, assume-se o diretor
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n̂(x) = ( senθ(x), 0, cos θ(x)), (6.7)

em que θ(x) = θ0 sen(kx). Como a ordem polar é acoplada à distorção de splay, admite-se

que ela é alinhada com o diretor local, entãoP(x) = P (x)n̂(x); com magnitude proporcional

ao splay local,

P (x) =
p0

kθ0

∇ · n̂ ≈ p0 cos(kx). (6.8)

Com o diretor e o parâmetro de ordem polar inseridos na densidade de energia livre,

Eq. (6.1), decide-se a ordem da expansão em série de potências. Baseado em trabalhos

anteriores [11, 33], consideram-se os três parâmetros, θ0, k, e p0 (que devem ser expan-

didos com a mesma ordem de grandeza), admite-se θ0 e k são ambos da ordem δµ1/2, e

p0 é da ordem δµ; que como será con�rmado a seguir, é consistente com os resultados

deste modelo. Consequentemente, desenvolvem-se todos os termos até ordem δµ4, ou seja,

k2θ6
0 ∼ kθ5

0p0 ∼ k2θ2
0p

2
0 ∼ p4

0; assim, após o cálculo da média sobre o período 2π/k,

obtém-se a energia livre média

Fs =
1

16
K33k

2θ4
0

[
1− 1

6
θ2

0

]
+

1

4

[
K11k

2θ2
0 − 2λkθ0p0 + µp2

0

] [
1− 1

4
θ2

0 +
1

24
θ4

0

]
+

3

32
νp4

0 +
1

4
κk2p2

0

[
1 +

1

2
θ2

0

]
,

com o subscrito s para single splay. A minimização em relação aos parâmetros θ0, p0, e k,

resulta no comportamento crítico

θ0 =
2K11δµ

1/2

(3K33)1/2λ
− K2

11(29K11κλ
2 − 24K33κλ

2 + 9K3
11ν)δµ3/2

9(3K33)3/2κλ5
,

p0 =
2K2

11δµ

3(K33κ)1/2λ2
− K3

11(43K11κλ
2 − 48K33κλ

2 + 18K3
11ν)δµ2

81(K33κ)3/2λ6
,

k =
δµ1/2

(3κ)1/2
− K11(14K11κλ

2 + 12K33κλ
2 + 9K3

11ν)δµ3/2

18K33(3κ)3/2λ4
. (6.9)

Ao retornar essas expressões na energia livre, observa-se o seguinte comportamento crítico

Fs = − K4
11δµ

3

27K33κλ4
+
K5

11(26K11κλ
2 − 24K33κλ

2 + 9K3
11ν)δµ4

486K2
33κ

2λ8
. (6.10)
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Resultado consistente com trabalhos anteriores na fase NS [11, 33, 66], exceto que esse

desenvolvimento atinge termos de alta ordem em δµ. Note que a estrutura single splay pode

ser observada e a partir desses resultados, tem energia livre negativa, isto é, mais baixa do

que a da fase nemática uniforme sempre que o coe�ciente quadrático for tal que µ < µc,

e, consequentemente, a temperatura T < Tc [65]. Em suma, essa energia livre pode ser

comparada com a energia livre de uma estrutura alternativa.

6.2.2 Double splay

Considera-se o estado double splay, apresentado na �gura 6.1(b), em que existe uma estru-

tura em duas dimensões que alterna entre dois domínios. Novamente, os domínios amarelos

são regiões em que o parâmetro de ordem polar P(r) e o vetor de splay n̂(∇ · n̂) apontam

para cima, e os domínios azuis são regiões em que estes vetores apontam para baixo. Ao

longo das interfaces nos quais os domínios opostos encontram-se, a ordem polar e o splay

vão a zero. Assim, a estrutura double splay pode ser descrita matematicamente pelo diretor

n̂(x, y) =
(θ0 sen(kx) cos(ky), θ0 cos(kx) sen(ky), 1)√

1 + θ2
0 sen2(kx) cos2(ky) + θ2

0 cos2(kx) sen2(ky)
. (6.11)

Como no caso anterior, admite-se que a ordem polar alinha-se com o diretor, P(x, y) =

P (x, y)n̂(x, y), e sua magnitude é proporcional à distorção splay,

P (x, y) =
p0

kθ0

∇ · n̂ ≈ 2p0 cos(kx) cos(ky).

Com essas considerações na densidade de energia livre (6.1), calcula-se a média em relação

à periodicidade em x e y. Novamente, θ0 e k são da ordem de δµ1/2, enquanto p0 é da

ordem de δµ1, que são desenvolvidos até ordem δµ4. Esse desenvolvimento gera a energia

livre média:

Fd =
1

2

[
K11k

2θ2
0 − 2λkθ0p0 + µp2

0

] [
1− 5

8
θ2

0 +
15

32
θ4

0

]
+

1

16
K33k

2θ4
0

[
1− 5

4
θ2

0

]
+

9

16
νp4

0 + κk2p2
0, (6.12)
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com o subscrito d para double splay. A minimização sobre os parâmetros θ0, p0, e k resulta

no comportamento crítico:

θ0 =
23/2K11δµ

1/2

(3K33)1/2λ
+

21/2K2
11(5K11κλ

2 + 8K33κλ
2 − 9K3

11ν)δµ3/2

3(3K33)3/2κλ5
,

p0 =
2K2

11δµ

3(K33κ)1/2λ2
− K3

11(5K11κλ
2 − 16K33κλ

2 + 18K3
11ν)δµ2

27(K33κ)3/2λ6
,

k =
δµ1/2

(6κ)1/2
− K11(10K11κλ

2 + 4K33κλ
2 + 9K3

11ν)δµ3/2

3K33(6κ)3/2λ4
, (6.13)

com a energia livre

Fd = − 2K4
11δµ

3

27K33κλ4
+
K5

11(10K11κλ
2 − 8K33κλ

2 + 9K3
11ν)δµ4

81K2
33κ

2λ8
, (6.14)

i.e., resultados semelhantes aos encontrados para o estado single splay, mas com diferentes

fatores numéricos.

6.2.3 Desenvolvimento: Single vs Double Splay

A comparação das Eqs. (6.10) e (6.14), ou seja, da energia livre das estruturas single e double

splay, pode ser inicialmente realizada ao examinar os termos que lideram o desenvolvimento.

Estes termos mostram que a energia livre da estrutura double splay é duas vezes mais

negativa que a energia livre da estrutura single splay (com F = 0 representando a energia

livre da fase nemática uniforme). Consequentemente, a estrutura double splay é mais

estável do que a single splay no regime crítico em que δµ é pequeno; em outras palavras,

o regime em que o coe�ciente quadrático µ é próximo a µc = λ2/K11 (T é próximo de

Tc = T0 + λ2/(K11µ
′)), as amplitudes θ0 e p0 são pequenas, e o vetor de onda k também.

Esse resultado teórico concorda com a expectativa geral de que o puro splay deve ser double

splay, não single splay, como demonstrado recentemente em aproximações na teoria elástica

clássica dos nemáticos usuais [64]. No regime crítico, a energia livre favorece o splay puro,

e não é muito in�uenciada por detalhes na estrutura, como a deformação do diretor nas

interfaces entre as distorções splay positivas e negativas. Por esta razão, a energia livre

prefere a estrutura double splay comparada com a estrutura single splay [65].

Longe do regime crítico, com δµmaior, a comparação torna-se mais complicada. Aqui, os

termos de ordem δµ4 começam a se tornar importantes. Nas estruturas single e double splay,

esses termos dependem das constantes elásticas de Frank K11 e K33 em diferentes formas.
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Eles ainda dependem, em diferentes formas, do coe�ciente quártico do desenvolvimento de

Landau para a energia livre com ordem polar, ν; motivo pelo qual, diferentemente de Mertelj

et al. [11], o incluímos na teoria. Baseados nos termos de ordem δµ4 das Eqs. (6.10) e

(6.14), a estrutura single splay é favorecida dependendo da proporção das constantes de

Frank K11/K33 e do coe�ciente ν. Consequentemente, é possível que a estrutura single

splay possa se tornar mais estável do que a estrutura double splay abaixo do ponto crítico,

ou seja, profundamente na fase NS.

Determinar se a estrutura single splay torna-se sempre mais estável do que a estrutura

double splay no regime distante do ponto crítico não é simples. Comparar os desenvolvi-

mentos em séries de potência não é a melhor forma de avaliá-las, visto que esses desenvol-

vimentos foram derivadas em suposições de que a deformação do diretor tem uma forma

sinusoidal simples, o que, longe do ponto crítico, pode não ser correta; em vez disso, a

forma da deformação pode ser mais complexa. Por essa razão, devem-se executar cálculos

numéricos para minimizar a energia livre das modulações em uma dimensão ou duas dimen-

sões, e dessa forma comparar os resultados numéricos que serão apresentados na seção a

seguir.

6.3 Solução Numérica

Para propósitos numéricos, reduz-se o número dos parâmetros analisados nesta teoria. Con-

sequentemente, sem perder a generalidade, escolhem-se unidades de energia, comprimento,

e polarização, e estabelece-se λ = 1, K11 = 1, e κ = 1. Com esse redimensionamento dos

parâmetros, a energia livre da Eq. (6.1) torna-se

F̃ =
1

2
(∇ · n̂)2 +

1

2
K̃22[n̂ · (∇× n̂)]2 +

1

2
K̃33|n̂× (∇× n̂)|2

− (∇ · n̂)(n̂ ·P) +
1

2
µ̃|P|2 +

1

4
ν̃|P|4 +

1

2
|∇P|2, (6.15)

em que as constantes adimensionais são

K̃22 =
K22

K11

, K̃33 =
K33

K11

, µ̃ = µ
K11

λ2
, e ν̃ = ν

K2
11

κλ2
. (6.16)

Consequentemente, o ponto crítico ocorre em µ̃c = 1.
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6.3.1 Single splay

Para modelar a estrutura single splay, considera-se o diretor na forma

n̂(x) = ( senθ(x), 0, cos θ(x)), (6.17)

e o parâmetro de ordem polar do tipo P(x) = P (x)n̂(x). Ao inserir essas expressões na

energia livre reescalada gera-se

F̃ =
1

2
(cos2 θ)θ′2 +

1

2
K̃33( sen2θ)θ′2 − (cos θ)θ′P +

1

2
µ̃P 2 +

1

4
ν̃P 4 +

1

2
(P ′2 + P 2θ′2).

Ao minimizar a energia livre em função de θ(x) e P (x), obtemos as equações de Euler-

Lagrange:

0 =(cos2 θ + K̃33 sen2θ)θ′′ − (1− K̃33)(cos θ senθ)θ′2 − (cos θ)P ′ + 2PP ′θ′ + P 2θ′′,

0 =(cos θ)θ′ − µ̃P − ν̃P 3 + P ′′ − Pθ′2, (6.18)

respectivamente.

Para qualquer conjunto dos parâmetros energéticos µ̃, ν̃, e K̃33, as equações de Euler-

Lagrange podem ser numericamente resolvidas. Espera-se encontrar soluções periódicas

em θ(x) e P (x), como adotado nas seções anteriores, contudo, desconhece-se antecipada-

mente sua periodicidade. Consequentemente, resolvem-se as equações de Euler-Lagrange

utilizando condições de contorno periódicas no intervalo de 0 ≤ x ≤ L, com L arbitrário.

As soluções podem ser reinseridas na densidade de energia livre (6.15), que, integrada

sobre um intervalo e dividida por esse, permite a de�nição da densidade de energia média

para cada L. Então, repetem-se os cálculos para diferentes valores de L, e minimiza-se a

densidade de energia livre média de forma a gerar um L otimizado, assim como funções

otimizadas para θ(x) e P (x), e consequentemente o valor da densidade de energia livre

média para este conjunto de parâmetros energéticos.

Quando µ̃ é levemente menor que 1 (a temperatura T abaixo da temperatura crítica Tc),

os grá�cos de θ(x) e P (x) são ondas senoidais, consistente com a hipótese assumida na sub-

seção 6.2.1. Quando µ̃ continua a diminuir (T signi�cantemente abaixo de Tc), a amplitude

dessas ondas cresce, e sua forma também sofre alterações, como mostrado na �gura 6.2.

Nesse regime, o sistema forma um série de largos domínios separados por paredes relativa-

mente estreitas. Nos domínios positivos, P (x) é aproximadamente uma constante positiva,
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e θ(x) cresce aproximadamente linearmente. Nos domínios negativos, P (x) é aproximada-

mente uma constante negativa, e θ(x) diminui aproximadamente linearmente. Portanto,

P (x) muda de sinal em uma região estreita, na qual θ(x) é aproximadamente constante. A

dependência da temperatura nas listras sinusoidais é semelhante ao comportamento predito

em �lmes esméticos[70].

Devido a ausência de dados experimentais, uma série de cálculos numéricos foi realizada

com diversos valores de µ̃ (correspondente a variações na temperatura), a proporção K̃−1
33 =

K11/K33 = 8, e o parâmetro ν̃ = 5 �xados. Os valores escolhidos são grandes porque

estabilizam a fase single splay, com base na análise do desenvolvimento em série de potências

(subseção 6.2.3). Na �gura 6.3, a linha vermelha sólida mostra o comprimento de onda

em uma escala ideal (L) como função da temperatura (µ̃). No ponto crítico, µ̃c = 1,

o comprimento de onda é in�nito; como µ̃ decresce na fase NS, o comprimento de onda

diminui rapidamente, como esperado na Eq. (6.9). O comprimento de onda atinge um

mínimo, e então a variação é invertida. Quando µ̃ é maior e negativo, os domínios aumentam

e as paredes se afastam.

Na �gura 6.4, a linha vermelha sólida apresenta o resultado correspondente a densidade

de energia livre média da estrutura single splay, com o comprimento de onda ideal L em

função de µ̃. No ponto crítico, a energia livre é zero, a energia livre da fase nemática

uniforme. Como µ̃ diminui, a energia livre torna-se mais negativa, e esse resultado pode ser

comparado com estruturas alterativas.
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Figura 6.2: Resultados numéricos para (a) o parâmetro de ordem polar P (x) e (b) a
orientação do diretor θ(x), como função da coordenada escalada x, para diversos valores da
temperatura escalada µ̃, com os parâmetros �xados ν̃ = 5 e K11/K33 = 8.
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6.3.2 Double splay

Para modelar a estrutura double splay, considera-se o diretor

n̂(x, y) =
(
nx(x, y), ny(x, y), [1− nx(x, y)2 − ny(x, y)2]1/2

)
, (6.19)

com o parâmetro de ordem polar P(x, y) = P (x, y)n̂(x, y). Insere-se essas expressões na

Eq. (6.15), para obter a densidade de energia livre escalada em termos das três funções

nx(x, y), ny(x, y), e P (x, y). Então, minimiza-se a energia livre em relação a essas três

funções, e o resultado são as três equações acopladas de Euler-Lagrange em duas dimen-

sões 3.

Para o conjunto de parâmetros energéticos µ̃, ν̃, e K̃33, resolvem-se numericamente

as equações de Euler-Lagrange em duas dimensões para o domínio quadrado 0 ≤ x ≤ L,

0 ≤ y ≤ L, com condições de contorno periódicas. As soluções das equações de Euler-

Lagrange retornam a densidade de energia livre, são integradas sobre o domínio quadrático,

3Devido a grande extensão de tais equações, elas serão omitidas neste trabalho.
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Figura 6.3: Comprimento de onda escalado em função da temperatura escalada µ̃, para
parâmetros ν̃ = 5 e K11/K33 = 8 �xados. A linha vermelha sólida indica a modulação
single splay, enquanto a linha azul pontilhada representa a modulação doule splay.
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e divididas por L2 de modo a se obter a densidade de energia livre média para determinado

L. O cálculo é repetido para minimizar a densidade de energia livre média em relação a L.

Dessa forma, obtém-se o L ideal, as funções nx(x, y), ny(x, y), e P (x, y) ideais, e logo a

energia livre ideal para esse conjunto de parâmetros.

Os resultados numéricos demostraram que a forma de nx(x, y), ny(x, y), e P (x, y)

alteram-se em função de µ̃, igual ao caso da modulação single splay. Dois exemplos são

apresentados na �gura 6.5: (i) quando µ̃ é levemente abaixo de 1 (T abaixo de Tc), esses

grá�cos são ondas senoidais, como adotado na subseção 6.2.2. (ii) Quando µ̃ continua

diminuindo (T distante de Tc), o sistema forma uma rede bem de�nida com domínios

quadrados separados por paredes. Em cada domínio quadrado, P (x, y) é aproximadamente

uma constante positiva ou negativa, e o diretor deforma-se com splay apontando para cima

ou para baixo. Dentro da parede, P (x, y) muda de sinal e o diretor é aproximadamente
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Figura 6.4: Energia livre escalada em função da temperatura escalada µ̃, para parâmetros
ν̃ = 5 e K11/K33 = 8 �xados. A linha vermelha tracejada representa a modulação single
splay, a linha azul pontilhada a modulação double splay, e a linha preta sólida a fase polar.
As áreas ampliadas mostram os pontos de cruzamento, com transições de primeira ordem
entre double splay e single splay.
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constante. A �gura 6.6 resume a organização orientacional do diretor, resultado similar ao

esperado para esta temperatura escalada, como ilustrado na �gura 6.1-(b).

O comprimento de onda ainda muda em função de µ̃, aproximadamente da mesma

forma observada no caso da modulação single splay. Na �gura 6.3, a linha azul pontilhada

mostra o comprimento de onda escalado da estrutura double splay, para os parâmetros

ν̃ = 5 e K11/K33 = 8 �xados. Esse comprimento de onda é in�nito no ponto crítico

µ̃c = 1, e diminui rapidamente quando µ̃ decresce na fase NS; eventualmente atinge um

mínimo, e então o efeito é revertido. O resultado numérico não é suave como no caso da

modulação single splay, o que presumimos acontecer porque o algorítimo numérico apresenta

di�culdades ao resolver as equações de Euler-Lagrange em duas dimensões.

A densidade de energia livre média da estrutura double splay em função de µ̃ foi calcu-

lada. Os resultados são apresentados na �gura 6.4 pela linha azul pontilhada, comparável

com outras modulações.

6.3.3 Fase Polar Uniforme

Adicionalmente aos estados single e double splay, considera-se a possibilidade de uma fase

polar uniforme, representada na �gura 6.7. Nessa fase, o diretor n̂ é uniforme, e o parâmetro

de ordem polar P = P n̂ é uniforme e não nulo. Como todos os gradientes desaparecem, a

energia livre escalada (6.15) torna-se

F̃ =
1

2
µ̃P 2 +

1

4
ν̃P 4.

A minimização em relação a P dado

(a) (b)

Figura 6.5: Resultados numéricos para o parâmetro de ordem polar P (x, y) para os dois
valores de temperatura escalada, (a) µ̃ = 0.9 e (b) µ̃ = −0.1. Em ambos os casos, ν̃ = 5
e K11/K33 = 8.
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Figura 6.6: Resultados numéricos da distribuição do diretor, nx(x, y) e ny(x, y), quando
µ̃ = 0.9, ν̃ = 5 e K11/K33 = 8.

P =

0, para µ̃ > 0,

(−µ̃/ν̃)1/2, para µ̃ < 0,
(6.20)

retorna na energia livre, assim

F̃ =

0, para µ̃ > 0,

−µ̃2/(4ν̃), para µ̃ < 0.
(6.21)

Essa energia livre é representada na �gura 6.4 pela linha preta sólida. Não é necessário

considerar essa fase na seção 6.2, quando observa-se o comportamento próximo ao ponto

crítico, µ̃ levemente abaixo de 1. Entretanto, agora, considera-se pois um grande intervalo

de µ̃ está sendo estudado; que, em baixas temperaturas corresponde a estados localizados

profundamente na fase NS.

6.3.4 Numericamente: Single vs Double Splay

Pode-se comparar as energias dos estados single splay, double splay, e polar uniforme. Na

�gura 6.4 todas as três energias livres são apresentadas em função de µ̃, para ν̃ = 5 e

K11/K33 = 8 �xados. Mesmo com as curvas nas energias livres tão próximas, é possível

observar algumas transições quando µ̃ é reduzido. Abaixo do ponto crítico, µ̃ levemente
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Figura 6.7: Representação esquemática da fase polar uniforme.

abaixo de 1, a estrutura double splay tem a energia livre mais baixa; resultado consistente

com a expansão em série de potência, na seção 6.2. Em µ̃ ≈ 0.898, a energia livre

da estrutura single splay torna-se a mais baixa e, consequentemente, o sistema tem uma

transição de primeira ordem a partir de uma modulação double splay para uma single

splay. Entretanto, em µ̃ ≈ 0.38, a energia livre da estrutura double splay torna-se a menor

novamente, e o sistema tem uma transição de primeira ordem a partir da estrutura single

splay de volta para a double splay. Assim, o estado double splay permanece estável sobre

um largo intervalo de µ̃. Finalmente, em µ̃ ≈ −6.2, o sistema tem uma transição a partir

do estado double splay para a fase polar uniforme.

Os cálculos foram repetidos para diferentes valores de K11/K33, e os resultados foram

resumidos no diagrama de fase da �gura 6.8. Para a razão K11/K33 grande, o diagrama de

fase mostra a mesma série de fases descrita anteriormente: A fase nemática uniforme para

valores altos de µ̃, uma transição para a modulação double splay no ponto crítico µ̃c = 1,

um modesto intervalo de µ̃ com a modulação single splay, e �nalmente uma transição a

baixa temperatura para a fase polar uniforme. Quando K11/K33 diminui, o intervalo da

estrutura single splay torna-se mais estreito e pode desaparecer. Portanto, as fases que

podem ser observadas são: (i) a fase nemática uniforme; (ii) a estrutura double splay ;

(iii) a estrutura single splay ; (iv) a fase polar uniforme. Esse resultado concorda com as

especulações apresentadas na subseção 6.2.3, baseadas no desenvolvimento em série, que

em alta ordem K11/K33 auxilia na estabilização da estrutura single splay quando comparada

com a estrutura double splay. Não foi determinado ainda como o diagrama de fase depende
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do parâmetro ν̃.

É possível perguntar por que o estado single splay ocorre em um estreito intervalo de

µ̃? Para responder a essa questão, calculam-se separadamente todos os diferentes termos

da energia livre, e utilizam-se as soluções numéricas para os estados single e double splay.

Numericamente, percebeu-se que o termo 1
2
κ|∇P|2 favorece a estrutura single splay quando

comparado com a estrutura double splay. Como esse termo envolve a primeira derivada da

ordem polar, e a ordem polar é acoplada com a distorção splay do diretor, esse termo é

essencialmente uma segunda derivada do diretor. Por ser uma segunda derivada, é maior

sempre que o comprimento de onda da modulação do diretor é pequena. Note que o

intervalo de estabilidade para o estado single splay é aproximadamente o mesmo que a faixa

de µ̃, na qual o comprimento de onda é o menor. Consequentemente, especula-se que o

comprimento de onda pequeno é responsável pelo estado single splay.

Uma perspectiva para a continuação deste trabalho seria relacionar a predição teórica

apresentada neste capítulo com estudos experimentais na faseNS, pois até o momento, estes

reportam unicamente uma modulação na dimensão do diretor. Contudo, os experimentos

realizados podem, na verdade, ter apresentado uma modulação em duas dimensões do
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Figura 6.8: Diagrama de fase para o modelo estudado, em função da temperatura escalada
µ̃ e a razão K11/K33, com o parâmetro ν̃ = 5 �xado.
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diretor, isso pode ter ocorrido, por exemplo, se o comprimento de onda modulado é maior

do que (ou comparável) a espessura da amostra [65]. Portanto, as interfaces podem ter

suprimido as modulações em uma direção, com isso, apenas a modulação perpendicular

pode ter sido observada. Uma outra possibilidade é de que o experimento tenha sempre

sido realizado em uma região que possui a estrutura em uma dimensão, o que não parece

tão provável pelo estreito intervalo no qual o estado é observado (�gura 6.8). Por último,

podemos ainda considerar a possibilidade de que a densidade de energia livre apresentada

na Eq. 6.1 não seja abrangente o su�ciente. Talvez isso esteja relacionado ao conjunto

de moléculas analisado, como no caso em que as moléculas apresentam ordem biaxial que

favorece a distorção splay em uma direção.
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Capítulo 7

Conclusões

Nesta tese, investigaram-se teoricamente diferentes ordens nemáticas. Primeiramente, descreveu-

se a organização molecular da mesofase twist-bend, que pode ser realizada do ponto de vista

elástico por meio da teoria elástica do contínuo construída para a mesofase nemática usual.

Consideraram-se os elementos de simetria necessários na caracterização da estrutura heli-

coidal, onde usa-se o diretor nemático n̂, a delta de Kronecker, e o tensor de Levi-Civita,

como no caso usual, e adiciona-se o eixo helicoidal t. De fato, os elementos essenciais à

descrição da organização molecular do nemático permanecem. Assim, se t= 0, retorna-se

à energia livre desenvolvida para os nemáticos usuais.

Ainda analisando a densidade de energia livre estendida, percebeu-se que ao conectarmos

dados conhecidos sobre o passo de�nido para um cristal líquido colestérico e o passo da fase

nemática twist-bend, é possível comprovar que o modelo aqui apresentado prediz a estrutura

nanométrica caracterizada no estado fundamental da mesofase twist-bend. Demonstrou-se,

portanto, a habilidade do modelo em reproduzir características elementares a esta estrutura

modulada. Em seguida, veri�cou-se situações que retratam algumas condições necessárias

a obtenção de medidas experimentos, como o ancoramento na superfície da amostra. Por

meio da energia de ancoramento, explorou-se a dependência do vetor de onda da mesofase

nemática twist-bend com a espessura da amostra.

Na sequência, utilizou-se o método coarse-grained para aprimorar a densidade de ener-

gia livre estendida para estruturas moduladas. Semelhante ao caso dos colestéricos, nos

concentramos na descrição mesoscópica do estado fundamental, ou seja, observou-se as

distorções das pseudo-camadas. Assim, o diretor adicional t foi relacionado às distorções

macroscópicas mantendo informações provenientes do modelo microscópico. Desta forma,

as constantes elásticas de Frank podem ainda ser estudadas por medidas acessíveis ao sis-
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tema, por exemplo, os dados da compressibilidade do meio. Como realizado para fases coles-

téricas, o modelo prediz a compressão do sistema na presença das constantes elásticas além

de permanecer válido no limite do colestérico. Portanto, calculou-se a compressibilidade por

meio das informações experimentais encontradas na literatura e os valores observados são

próximos das medições experimentais.

O estudo do campo magnético aplicado ao modelo coarse-grained �naliza esta etapa

da investigação. O campo crítico encontrado é semelhante ao previamente utilizado na

literatura e mantém a ordem de magnitude do experimentalmente medido.

O cálculo variacional foi outra ferramenta utilizada para explorar a densidade de energia

livre estendida. Uma aproximação comum é realizada para observar o estado de mínima

energia e as respectivas consequências. Assim, o problema é reduzido e é possível investigar

a existência de mesofases moduladas. Em particular, observou-se a mesofase nemática

twist-bend e uma estrutura modulada no plano, por vezes descrita como a fase nemática

splay-bend.

Com isso, o modelo foi analisado em diferentes perspectivas e forneceu diversas informa-

ções novas, que, possivelmente, auxiliaram na compreensão de sistemas líquidos-cristalinos

modulados espontaneamente. Esperamos que modelos teóricos, como o desenvolvido nesta

tese, possibilitem novas descobertas e futuras aplicações nas novas e peculiares mesofases

moduladas.

Uma nova vertente foi desenvolvida no último capítulo, trabalho desenvolvido durante

o doutorado sanduíche. A recentemente encontrada fase nemática splay, foi investigada

teoricamente por meio de um acoplamento simples entre a distorção splay e a ordem polar,

a densidade de energia livre foi enriquecida e, desta forma, capaz de descrever o estado

fundamental de uma modulação com splay espontâneo. Com uma energia livre seme-

lhante a utilizada em outros trabalhos teóricos, encontrou-se que a modulação observada

experimentalmente é mais provável que descreva uma estrutura double splay do que uma

estrutura single splay. De fato, uma expansão em série de potências demonstrou que a

energia livre é mais baixa na estrutura double splay, o que foi con�rmado por cálculos nu-

méricos. Observou-se, por meio de um diagrama de fase, que a estrutura single splay é

uma modulação estável, contudo, somente ocorre em um estreito intervalo de temperatura.

Assim, concluímos que serão necessárias mais investigações experimentais para a caracteri-

zação completa desta nova modulação e a consequente de�nição da organização molecular

observada experimentalmente.
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