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H&a um ditado chinés que diz que, se
dois homens vém andando por uma
estrada, cada um com um pao, ao se
encontrarem, eles trocam os paes; cada
um vai embora com um. Porém, se dois
homens vém andando por uma estrada,
cada um carregando uma ideia, ao se
encontrarem, trocam as ideias; cada um
vai embora com duas. Quem sabe, é
esse mesmo o sentido do nosso fazer:
repartir ideias, para todos terem pao.

Mario Sergio Cortella
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Resumo

Este trabalho é direcionado ao estudo de uma equacado de Fokker-Planck nao linear.
Nessa direcao, comecamos fazendo uma breve revisdo de alguns processos difusivos: o
usual, o de Richardson, o de meios porosos e um que interpola os dois ultimos. Nesse
estudo, o foco é dado em solugoes temporais concentradas na origem do sistema de coorde-
nadas no instante inicial e em solugoes estacionarias. Investigamos também uma situacao
inversa, isto é, partimos de uma distribuicao dependente do tempo e chegamos a uma
equacao de Fokker-Planck que tem esta fungdo como solucao. Essa distribuicdo possui
um comportamento de lei de poténcia préoximo a origem das coordenadas e contém varias
distribui¢oes conhecidas como casos especiais. Apods o calculo de norma e de momen-
tos dessa distribuicdo generalizada, identificamos um rico cenario difusivo. Além disso,
exibimos uma equacao de Fokker-Planck nao linear mais geral que inclui as até entao
consideradas por nés como casos particulares. Supondo uma forca externa confinante,
obtemos a solu¢ao estacionaria dessa equacao em termos de um potencial efetivo. Para
essa equacgao geral, estudamos ainda uma evolugao das solugdes temporais com o auxilio
de um teorema H e verificamos que ele é consistente com mais de uma possibilidade para
forma entrépica e energia interna. Em particular, as formas entrépicas estao relacionadas
com a de Tsallis. Uma delas, cuja otimizagao é consistente com a solucdo estacionaria,
pode ser associada com uma generalizacao da divergéncia de Kullback-Leibler.

Palavras-chave: equacao de Fokker-Planck nao linear, teorema H, difusao andémala,
forma entrépica de Tsallis.



Abstract

This work is directed to a study of a nonlinear Fokker-Planck equation. In this direc-
tion, we begin with a brief review of the usual diffusive process, Richardson one, porous
media one and an additional one that interpolates the last two. In this study, the focus
is given on temporal solutions concentrated in the origin of the coordinate system at the
initial instant and on stationary solutions. We also investigate an inverse situation, that
is, we start from a time-dependent distribution and arrive at a Fokker-Planck equation
that has this function as a solution. This distribution has a power law behavior close to
the origin of the coordinates and contains several well-known distributions as special ca-
ses. After calculating the norm and moments of this generalized distribution, we identify
a rich diffusive scenario. Moreover, we exhibit a more general nonlinear Fokker-Planck
equation that contains those considered by us as particular cases. Assuming a confining
external force, we obtain the stationary solution of this equation in terms of an effective
potential. For this general equation, we also study an evolution of temporal solutions with
the help of an H theorem and verify that it is consistent with more than one possibility
for entropic form and internal energy. In particular, the entropic forms are related to the
Tsallis one. One of them, whose optimization is consistent with the stationary solution,
can be associated with a generalization of the Kullback-Leibler divergence.

Keywords: nonlinear Fokker-Planck equation, H theorem, anomalous diffusion, Tsal-
lis entropic form.
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Introducao

As distribuicoes gaussiana e exponencial aparecem frequentemente no estudo de mui-
tos sistemas fisicos. De fato, a distribuicdo exponencial possui importancia central na
mecanica estatistica, pois estd no peso de Boltzmann-Gibbs [1]. Por outro lado, a distri-
buicao gaussiana também estd em posicao privilegiada, pois é a distribuicao limite para
a soma de variaveis aleatérias independentes com variancia finita, de acordo com o teo-
rema do limite central [2]. Além das distribui¢bes gaussiana e exponencial, outras podem
ser empregadas com sucesso na andlise de uma grande quantidade de sistemas naturais,
sociais e artificiais. A seguir, apresentamos uma pequena lista, porém representativa e
variada, de exemplos do uso de distribui¢oes dentre os muitos possiveis.

Um primeiro exemplo refere-se a distribuicao de Laplace na andlise das taxas de cambio
de moedas virtuais e tradicionais [3]. Uma generalizacao dessa distribuigdo, as vezes
chamada de gaussiana alongada ou distribuicao de Subbotin (densidade proporcional a
exp(—pz|")), ocorre, em particular, como uma lei de erros generalizada [4].

Na medicina, um estudo sobre a incidéncia de tipos de cancer mais prevalentes em
relagdo a idade dos pacientes emprega a distribuigdo gama [5], que contém a exponen-
cial como um caso especial. Outra generalizacao da distribuicdo exponencial, chamada
distribuigao de Weibull, tem varias aplicagoes em fisica e economia [6].

Todas as distribui¢cbes mencionadas nos ultimos paragrafos envolvem a func¢do expo-
nencial em suas defini¢coes. Além delas, as distribui¢oes de leis de poténcia comumente
aparecem no estudo de sistemas complexos. Nesse sentido, alguns exemplos significativos
sao listados a seguir.

A distribuicao g-exponencial (densidade proporcional a [1 — (1 — ¢)Bz]/1=9) é uma
generalizacdo da distribuicao exponencial. Relacionada com a mecanica estatistica nao
extensiva de Tsallis [7], tem sido utilizada, por exemplo, na investigacao de citagoes
cientificas [8].

Um outro tipo de distribuicao é a ¢-gaussiana; ela estd para a g-exponencial assim
como a gaussiana estd para a exponencial. Os retornos de precos do mercado de agoes
Standard & Poor’s 500 [9], em especial, vém sendo ajustados por uma distribuigdo ¢-
gaussiana (densidade proporcional a [1 — (1 — ¢)B2?]"/(1-9),

A distribuicio ¢g-gama (densidade proporcional a % '[1 — (1 — ¢)Bz]"/(~9) é uma
generalizacao da distribuicdo gama. Particularmente, a ¢-gama vem sendo destinada
para caracterizar a distribuicao do volume em diversos mercados de agoes na escala de alta
frequéncia [10-13]. Uma generalizacdo da distribuicdo ¢-gama (densidade proporcional a



21 — (1 — ¢)B2"]Y/(1=9) [14] foi usada em um estudo de casos ativos nos primeiros meses
da pandemia COVID-19 de vérios paises.

Em cada distribuicao de probabilidade mencionada, uma variavel de tempo pode ser
introduzida visando descrever situagoes que evoluem no tempo. Nessa dire¢ao, uma distri-
buigao gaussiana dependente do tempo esta relacionada a solugao fundamental da equagao
de difusdo linear. De forma analoga, outros tipos de equacoes de difusao podem ter so-
lugoes temporais relacionadas a distribui¢coes nao gaussianas. Nesse sentido, equagoes de
difusdo generalizadas, que envolvem um coeficiente de difusao variavel [15, 16] e outras
baseadas na adigao de termos nao lineares [16-19] ou derivadas fraciondrias [20-22], po-
dem ser encontradas na literatura. Muitas dessas equacoes generalizadas tém solucoes
relacionadas a distribuicdo de Subbotin ou a uma lei de poténcia.

Equagoes generalizadas de difusao, por sua vez, sao empregadas na descrigao de pro-
cessos difusivos anémalos. A difusdo anémala aparece em muitos sistemas; por exemplo,
no estudo do crescimento superficial e transporte de fluido em meios porosos [23], difusao
em plasmas [24], difusdo em fractais [25] e relaxamento de carga em grafeno monoca-
mada [26]. Usualmente, esses processos sdo caracterizados por um deslocamento médio
quadratico que cresce como uma poténcia do tempo, t¢ com a # 1.

No contexto de distribui¢oes de probabilidade, a equacao de difusao linear usual, em
muitos casos pode ser interpretada como uma equacgao de Fokker-Planck com um termo
de forga externa nulo [17,27]. Além disso, se o termo de forga externa é confinante
e proporcional a x, a equacao de Fokker-Planck tem uma solucao estacionaria que ¢é
uma distribuigdo gaussiana [27]. Por outro lado, se considerarmos equagoes de difusiao
mais gerais e, consequentemente, equagoes de Fokker-Planck generalizadas, poderiamos
esperar obter muitas das distribuigoes de probabilidade bem conhecidas (ver, por exemplo,
[16,17]).

A relaxacao para solugoes estacionarias para equacoes de Fokker-Planck generalizadas,
por sua vez, tem sido investigada em conexao com teoremas H. Nesses estudos envolvendo
teoremas H, funcionais semelhantes a energia livre de Helmholtz usualmente estao pre-
sentes [16,28-33]. Esses funcionais sdo constituidos por uma parte semelhante a energia
interna e outra similar a entropia. Um resultado importante desse tipo de estudo é a
possivel identificacdo de novos tipos de energias internas e de formas entrépicas. Visto
que essas equagoes de Fokker-Planck generalizadas podem potencialmente descrever al-
gum tipo de sistema, ¢ de se esperar que essas novas formas entrépicas, e distribui¢oes
relacionadas, sejam candidatas a possiveis aplicacoes. Essa perspectiva indica que essas
novas formas entropicas deveriam ser objeto de estudo.

Nesta dissertacao, comegaremos considerando a equacao de difusao usual. A seguir,
passaremos a uma discussao de processos difusivos anémalos via as equagoes de Richard-
son, de meios porosos e uma outra que interpola essas duas. Essa exposic¢ao sobre difusao,
usual e andmala, estd basicamente calcada na investigacao de dois tipos de solugdes. A
primeira delas é dependente do tempo para o caso de forca externa nula e corresponde
a uma alta concentracao inicial. A segunda solugao é estacionaria, supondo que ha uma
forca externa confinante. Como nas equacoes de difusdo analisadas supomos solucoes
normalizadas a unidade, elas sao formalmente consideradas como equagoes generalizadas
de Fokker-Planck. Além disso, mostramos que suas solu¢oes conduzem a grande maioria
das distribui¢oes de probabilidades previamente mencionadas. Nesse estudo introdutorio,
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que esta apresentado no Capitulo 1 e contém uma breve revisao sobre difusao andémala,
fazemos uma preparacao direcionada aos desenvolvimentos a serem considerados posteri-
ormente.

Partindo de uma solucao temporal que incorpora as anteriores como casos particula-
res, obtemos uma equacao de Fokker-Planck generalizada que consistentemente recai nas
precedentes. Em adicao as prévias, essa solugao geral tem a possibilidade de se comportar
como uma lei de poténcia perto da origem. Para essa solucao temporal geral, norma e
momentos sao calculados, assim como suas condi¢oes de existéncia. Além disso, vérios
casos particulares sao explicitamente verificados. Esse estudo ndo comumente tratado na
literatura esta explicitado no Capitulo 2.

Uma equacao de Fokker-Planck generalizada, que incorpora todas as anteriores com
solugao estacionaria, ¢ proposta e examinada. Inicialmente, resolvemos essa equacao
para solugoes estacionarias em termos de um potencial efetivo. Uma andlise de como as
solugoes temporais dessa equacao de Fokker-Planck evoluem é feita via um teorema H.
Nesse estudo, identificamos duas possibilidades de formas entrépicas e duas de funcional de
energia interna. Uma forma entrépica é nao-usual, devido a uma dependéncia na posigao.
Ela generaliza a de Tsallis e, como verificaremos, pode ser discutida em conexao com uma
entropia relativa de Kullback-Leibler. O correspondente funcional de energia interna é
uma média do potencial efetivo ja citado. Na outra possibilidade, a forma entropica é a de
Tsallis, porém o funcional de energia interna é nao linear na solugao. Veremos que somente
a otimizacao da primeira forma entropica é consistente com a solugao estacionaria. Essa
pesquisa esta desenvolvida no Capitulo 3.

Apods o Capitulo 3, exibimos as nossas consideragoes finais. Ha também trés apéndices
com informagoes complementares aquelas desenvolvidas nos capitulos.
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Capitulo 1

Uma introducao a processos difusivos

Originado do latim, difusdo tem como significado espalhar, derramar. Na fisica, é
comum o termo difusao referir-se ao processo em que, através de movimentos moleculares
aleatorios, a matéria é transportada de locais em que sua concentragao é maior para
locais de menor concentragao [34]. Neste capitulo, apresentamos uma breve introdugao a
processos difusivos, indo de difusao usual até difusao anomala. Nesse estudo, abordamos
solugdes temporais correspondentes a uma condi¢ao inicial concentrada na origem do
sistema de coordenadas e solugoes estacionarias devido a forgas confinantes. As equagoes
de difusao consideradas sao a usual, a de Richardson, a de meios porosos e uma que
interpola as duas anteriores.

1.1 Difusao usual

O primeiro a estudar a difusdo quantitativamente foi Adolf Eugen Fick (1855), consi-
derando a equacgao de condugao de calor obtida por Fourier (1822). Fick baseou a forma
matematica da difusdo na hipétese de que em meios isotrépicos® a taxa de transferén-
cia de matéria via difusdo através de uma area unitaria é proporcional ao gradiente da
concentragao [35], isto é,

J=—DVp, (1.1)

em que J é a densidade de corrente do material difundindo, D é uma constante positiva
que depende das propriedades do meio e p é a concentragao da substancia. Basicamente, a
matéria tende a se distribuir homogeneamente, havendo fluxo de matéria para compensar a
inomogeneidade. A grandeza matematica mais simples que indica que algo nao é constante
é a derivada. Sendo assim, a equacao (1.1) incorpora essa opera¢ao matemaética na diregao
de fornecer uma expressao para o fluxo de matéria. O sinal negativo se deve ao fato de
que a difusdo e o aumento da concentracao possuem sentidos contrarios. A generalizagao
de (1.1) para o caso de meios anisotrépicos consiste em empregar J; = — Z?:1 D,;;0p/0x;.

Se o sistema é conservativo, ou seja, a substancia nao é criada e nem exterminada
durante a difusao, a equacao de continuidade é satisfeita,

L iv.J=0. (1.2)

Meios isotrépicos sio aqueles cuja estrutura e propriedades de difusdo ao redor de qualquer ponto
sdo iguais em todas as diregoes.
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Combinar as duas equacoes anteriores resulta na equacgao de difusao usual

dp

£ = DV? 1.3
cuja vertente unidimensional é dada por

dp 0?p

— =D—. 1.4

ot 0x? (1.4)

No desenvolvimento desse trabalho, nosso foco esta em equacoes unidimensionais.

Como é bem conhecido, o uso de analise dimensional pode simplificar bastante a
obtenc¢ao de determinados resultados. Esse tipo de analise aplica-se também no estudo
de difusdo. Por exemplo, em uma anélise dimensional da equagdo (1.4), é conveniente

incorporar D a t, conduzindo a
0 0?
LA (1.5)
ot 0x?
em que t' = Dt. Assim, uma andlise dimensional indica que 2% ~ t' e, portanto, 22 ~ t.
Além disso, essa andlise permite estimar a dependéncia temporal do valor médio de |z|",

(al™)y = [ lal"p(, t)da, (1.6)

em que, por simplicidade, esta sendo suposto que a quantidade total de matéria é unitaria,
isto é,

o0
/ plx, t)de = 1. (1.7)

—0o0

Visto que x* ~ t, para a variancia de z, ((x — (z))?), quando (z) = 0, é esperado obter
(x?) o 17, (1.8)

com a = 1. Antes de concluir esse paragrafo, deve ser notado que o fato da equacao (1.7)
valer para qualquer ¢ é consequéncia direta de partir-se da equagao de continuidade (1.2)
que, por construgdo, garante a conservacao da matéria. De fato, essa conclusdo segue

diretamente de
d [ B < Jp(x,t)
%LOO plz, t)de = / e dx

< QJ(z,t)
- _ [ &Yy,
[oo 333 v
= J(x, )=,
= 0, (1.9)
em que foi empregado dp/0t = —0J/0x e que J esta localizado numa regido finita do

espago, isto é, J(x,t) — 0 quando = — +oo0.

A solucao de uma equacao de difusdo deve indicar que algo inicialmente concentrado
se espalha com o passar do tempo. Para o caso particular de uma concentragao inicial
localizada na posicao £ = 0 e no tempo t = 0, tem-se

p(x,0) = o(z). (1.10)
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A solucdo correspondente a essa condicao inicial altamente concentrada é usualmente
chamada de solucao fundamental da equacgao de difusdo. Motivado pela relacao de escala
x? ~ t, espera-se que a dependéncia em x apareca em uma combinacdo com t da forma
x/tY2. Assim, podemos empregar o ansatz

1
pla,t) =5 f (lf/z) , (1.11)

em que f é uma funcio a ser determinada®. O pré-fator t'/2 é necessario para contraba-
lancear dimensionalmente o elemento de integragao dz na equagao (1.7). Para esse ansatz
e usando a varidvel z = z/t'/2, tem-se

dp 1 x
o~ Tl Tep )
1 /
= 5 [ = 557 F)
1 d
- i (319) 12
e
02 1
T)xg = 5/ (1.13)

em que ' =df/dz e f" = d*f/dz?. A substituicao dessas derivadas na equacio de difusao
(1.4) conduz a equacgao diferencial ordinaria

d AN
- <Df +2> —0 (1.14)

e, portanto, D f'+zf/2 = const. Como p deve representar uma matéria localizada, usa-se
f'=0e f =0 quando z — +o0. Consequentemente, a equacao para f(z) é reduzida a

Df’+22f=O, (1.15)

cuja solucao é

4D

em que N deve ser fixado pela condicao inicial p(z,0) = d(x) ou, alternativamente, pela
equagao (1.7). Por exemplo, usando as equagoes (1.7) e (1.16) com a integral gaussiana,

| exp(-ar?)de = \/j (Re(a) > 0) , (1.17)

—00

£(2) = Nexp <_22> , (1.16)

verifica-se que N = 1/v4nD. Logo, o ansatz (1.11) leva a uma solugdo gaussiana da
equagao de difusao (1.4) dada por

plx,t) = \/471rw exp (—th> : (1.18)

2Solugbes que empregam varidveis como x/t'/? sio largamente usadas na obtencdo de solugdes de
equagdes de difusdo [36,37]. Essas solugdes sdo frequentemente chamadas de solugoes de similaridade.
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Alternativamente, relembrando da representacao da funcao delta em termos da gaussiana
[38],

d(z) = lim ge:><p(—ax2) : (1.19)

a—o0 T

vemos que a solucao (1.18) tem como caso limite p(z,0) = §(z) ao empregar a = 1/(4Dt)
et — 0. Qualitativamente, essa solugdo lembra a forma de um sino. Ao longo desse
trabalho, os tipos de solugoes com dependéncia temporal de interesse serao aquelas que
lembram (1.18). Além disso, a solugdo gaussiana recém obtida pode ser empregada para
calcular diretamente o valor médio (1.6) e, em particular, a variancia (1.8), incluindo o
fator de proporcionalidade.

Diferentemente do apresentado na equagao (1.4), em um processo difusivo é possivel
haver a presenca de uma forga externa. Conhecidamente, quando uma particula move-se
em um meio, ¢ comum chegar-se a uma velocidade limite v como consequéncia desse meio
e da forca externa F' aplicada, com v o< F'. Assim, o efeito da forga externa manifestada
na densidade de corrente J = Up pode ser escrito como

J=uFp, (1.20)

em que o fator de proporcionalidade p é chamado de mobilidade. Desse modo, para a
densidade de corrente que incorpora os termos difusivo (1.1) e de forca externa (1.20),
obtemos

J=—DVp+ uFp. (1.21)

A substituicao desse J na equagao de continuidade (1.2) proporciona a equagao de difusao
que incorpora a presenga de uma forga externa (de arraste):
8 — —
ait’ = DV2p— ¥ - (Fp). (1.22)
No caso unidimensional, que é o empregado nesse trabalho, a equacao anterior, incor-
porando p na definigdo de F' (procedimento frequentemente empregado na literatura),
assume a forma 5 o2 5
P P
—=D———(Fp). 1.23
o =~ Lo~ a1 (1.23)
Além da solucao dependente do tempo, como a dada na equacao (1.18), outra de
interesse nesse trabalho é a estaciondria. No caso da equagao (1.23), a equacao para a
solugdo estacionaria é obtida supondo dp/dt = 0, que implica p = p(z). Assim, a equagao
(1.23) é reduzida a

d dp
— | D——Fp| =0 1.24
ou seja,
d
DcTZ — Fp = const. (1.25)
Se F' é confinante como a for¢a harmoénica F' = —kx, a densidade p e sua primeira

derivada devem ser nulas quando x — 4o0o. Nesse sentido, suporemos que a constante
(const) na equacao (1.25) é nula e, portanto, essa equagio resume-se a

dp
DL —Fp=0. 1.26
il (1.26)
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Ao comparar essa equagdo com a equagao (1.21), constatamos que o regime estacionario
aqui investigado corresponde a supor uma densidade de corrente nula. Introduzindo a
energia potencial

Vie) = - /O Py de, (1.27)

constatamos que a solucao da equagao (1.26), que é a solugao estacionaria almejada, pode
ser apresentada como

D

em que N é uma constante de normalizacao. Em particular, se F' = —kx, essa solucao
estacionaria é uma gaussiana,

o(z) = @ exp (—’;D) , (1.29)

assim como é a solugao dependente do tempo (1.18). Como se sabe, a distribui¢ao de
probabilidade de equilibrio correspondente a uma energia potencial V(x) é proporcional
ao peso estatistico de Boltzmann-Gibbs, exp[—V (z)/(kgT)]. A comparagdo desse peso
com a solugao estacionaria (1.28) mostra que o coeficiente de difusao D é igual & constante
de Boltzmann kg vezes a temperatura T, D = kg7, que é a relagdo de Einstein (com

p=1).

p(x) = Nexp (— V(:z:)) ) (1.28)

1.2 Equacao de Fokker-Planck

Do ponto de vista microscdpico, em processos como o descrito na se¢ao anterior, pode-
se pensar que as particulas da matéria que estd sendo difundida estao bastante diluidas no
meio. Assim, cada particula em difusao esta distante das demais e, portanto, interagindo
somente com o meio. No caso unidimensional, a sua equagao de movimento, conhecida
como equacao de Langevin, pode ser escrita como?

2
mcclltf = —KCZ + F+ n(t), (1.30)
em que m é a massa da particula, x sua coordenada, k é o coeficiente de atrito com o
meio, F' uma forga externa e 7 é a forga aleatéria devido as interagoes com as particulas do
meio. A presenca de uma variavel aleatéria dependente do tempo faz com que o processo
descrito seja dito estocastico.

Se houvesse somente a for¢a de atrito —kdx/dt e a forga externa F, a trajetéria da
particula seria deterministica. Entretanto, a forga aleatéria n(t) faz com que a trajetéria
da particula tenha um componente erratico. Por exemplo, se nao houvesse forca externa, a
particula seria tirada de sua posicao inicial de modo aleatério devido a forga 7(t). De uma
maneira geral, mesmo partindo de iguais condi¢oes iniciais, a trajetoria de uma particula
sera diferente cada vez que considerarmos um novo experimento. Esse fato indica que a
posicao de uma particula em um dado instante de tempo possa também ser pensada em
termos probabilisticos, isto é, via uma densidade de probabilidade.

3Um detalhamento quantitativo da exposicio desta se¢io pode ser encontrado na referéncia [27].
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Em uma primeira aproximacao, o termo de aceleracao pode ser desconsiderado e,
consequentemente, a equacao de Langevin é reescrita como

Wy e, (1.31)

dt
em que f = F/k e { =n/k. Una descrigao equivalente do movimento da particula seria
dado em termos da densidade de probabilidade de encontré-la na posicao z e no tempo
t. A equagao para essa densidade de probabilidade, denotada por p(z,t), é chamada de
equacao de Fokker-Planck e dada por

op Pp 0

ot F@xz 8:E(fp) ' (182)
O primeiro termo do lado direito da igualdade dessa equacao advém da forga aleatoria
&(t) e o coeficiente I' é caracteristico da intensidade dessa for¢a. Enquanto que o outro
termo do lado direito da igualdade deve-se a forca externa f. Deve estar claro, apesar da
diferenca de abordagens, que resolver a equagao de Fokker-Planck ¢é equivalente a resolver
a equacao de Langevin.

Ao compararmos a equagao de Fokker-Planck (1.32) com a de difusao (1.23), vemos
que elas tém a mesma forma e seriam idénticas se fizéssemos a identificacdo I' = D e
f = F. Em particular, terfamos que x e 1/u seriam iguais. Essas identificagdes podem
ser qualitativamente entendidas via o raciocinio que segue. Em processos difusivos usuais,
como o descrito previamente, a densidade p, quando integrada em todo espaco, fornece
a quantidade total de matéria. Se esse p for dividido pela quantidade total de matéria,
alcanca-se uma outra densidade, que integrada em todo espago, € igual a 1. Essa nova
densidade pode ser interpretada como uma densidade de probabilidade de encontrar uma
particula na posi¢ao x no tempo ¢.

1.3 Equacao de Richardson

Processos difusivos que nao sao convenientemente descritos por uma equacgao de difu-
sao usual sdo genericamente referidos como andémalos. Uma classificacao menos detalhada
de difusdo anémala, porém amplamente empregada, é dada em termos da equacao (1.8),
(2?) o t* Se a # 1, a difusao ¢ dita andmala e, se & = 1 ocorre uma difusao usual.
Ademais, temos uma difusdo andémala superdifusiva (subdifusiva) quando a > 1 (a < 1).

A ocorréncia de difusdo em rios, tubulagoes, oceanos e ciclones sao alguns exemplos
de difusao anomala, que é caracterizada por variagOes instantaneas na velocidade, tem-
peratura e outros aspectos [39]. Fenomenos turbulentos foram extensivamente estudados
por Lewis Fry Richardson [15] que, apds mostrar que a equagao proposta por Fick (1.4)
nao descrevia corretamente tais fenémenos, propos uma equacao mais adequada

Op 0 [ 5,0p
2= (%), (1.33)

em que r = 2/3. Como percebemos, em sua equacao de difusdo anémala, Richardson
modificou a equacgao de difusao usual introduzindo um coeficiente de difusao dependente
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da posicdo, D|z|?>"", entre as derivadas na varidvel . O pardmetro r indica o grau de
desvio da equagao de difusao usual, que é recuperada quando r = 2.

Uma anédlise dimensional da equagao (1.33), como feito para a equagao (1.5), propor-
ciona z" ~ t. A solucdo correspondente a (1.18) para a equagao de Richardson pode ser
obtida empregando um ansatz similar ao (1.11), porém incorporando a relacao de escala
x" ~ t ao invés de 22 ~ t, isto é,

plz,t) = tll/r f (j) . (1.34)

Utilizar esse ansatz e proceder de maneira similar ao que foi feito para obter a solugao
(1.18) resultam na obtengao da solugao fundamental desejada. De fato, via o ansatz
(1.34) e empregando a varidvel z = x/t1/", tem-se

dp 1 ’
o g/ fz) = Pt 1)/r f'(2)
1 d [z

Para uma funcdo genérica g(z) com z = x/t'/", verifica-se que

0 x 1 d
=)= = . 1.36
oz 7 (tl/r> ti/r dzg(z) (1.36)
Assim, podemos empregar a identidade operacional
0 1 d

o ansatz (1.34) e |z|>™" = |z|>7"t@=")/" para escrever

4 27 0P U d | erenm L d < 1 )
il g — el ¢ el
Ox <|x| 833) tHr dz [|Z| tir dz \tH/r /()

1 d 9y d
= D/ gy <|Z| dzf(z)>' (1.38)

Portanto, empregando as equagoes (1.36) e (1.38), a equagao de Richardson (1.33) pode
ser reescrita como

d d z
Ry 5 P e z ~0. 1.
i (PR )+ 21 ) =0 (1.39)
Considerando f =0 e f' = 0 para |z| — 0o, a equacdo (1.39) se reduz a
DI () + 2 4(2) =0 (1.40)
dz r ’

cuja solucao é

f(z) = Nexp (—lfg) , (1.41)
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em que N é uma constante de normalizacao. Valendo-se da condi¢do de normalizagao
(1.7), o fator N é alcangado e a solugao fundamental correspondente a equacao de Ri-
chardson (1.33) pode ser escrita como

1 1oAY |z|"
plz,t) = 2T(1/r) (rQ—’"Dt> P <_7’2Dt> ’ (1.42)

em que r > 0 para que p(x,t) — 0 quando z — 400 e ['(y) refere-se a funcao gama
(Apéndice A). O fator de normalizacao N, ditado por (1.7), foi obtido com auxilio da
equagao (A.5) e a=1/(r? Dt).

A solugao (1.42), como esperado, se reduz ao caso gaussiano quando r = 2. Assumindo
r>0,ser > 2(r<2),asolucdo (1.42) apresenta um decaimento de cauda mais (menos)
acentuado que o caso gaussiano. Além disso, aplicando a relacao de escala x” ~ t, é de se
esperar que

(2?) o t¥7, (1.43)

implicando em uma difusdo andémala superdifusiva (subdifusiva) quando r < 2 (r > 2).
Esse resultado, inclusive com o fator de proporcionalidade, pode ser obtido diretamente
do calculo de (z?) considerando o p(z,t) exposto na equagdo (1.42).

Assim como no caso da difusdo usual, podemos pensar em incorporar um termo de
forga externa na equagdo de Richardson (1.33). E comum supor que o efeito andmalo
deve-se apenas ao termo difusivo e, portanto, o termo de forca externa é mantido idéntico
ao da equagao de difusdo usual (1.23). Sendo assim, a equagao de Richardson com termo
de forca externa é

dp 0 5 . 0p 0

T _p= T2 — = (Fp). 1.44

ot ox <|x| ox 8:13( ) ( )
Comparando essa equagao com Jp/0t = —0J/Jx, vemos que a densidade de corrente

pode ser identificada como
dp
J=-D|z|* "=+ F 1.45
2" o + o, (1.45)

em que D|z[*™ é um coeficiente de difusdo dependente da posigdo, isto é, ele cresce

(decresce) com |z| se 7 < 2 (r > 2). Esse fato é consistente com a solugdo (1.42), pois
essa solucdo, quando comparada com uma gaussiana, apresenta cauda longa (curta) para
r<0(r>0).

Seguindo o procedimento e as hipdteses empregados da equagao (1.24) até a equagao
(1.26), a solugdo estacionéria de (1.44) é conseguida resolvendo-se a equagao

dp
D|z|* "= —Fp=0. 1.46
oL (1.46)
Por sua vez, a solucao dessa equacao é
v
p(x) = Nexp <_(x)> , (1.47)
D
em que N é um fator de normalizagao e
v F(x')
V(x) = _/0 o (1.48)
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é uma energia potencial efetiva que se diferencia da usual devido ao fator |x|?>~" presente

no coeficiente de difusdo dependente da posigao. Como esperado, a solugao (1.47), assim
como V(z), recai no caso usual quando r = 2. Um outro caso particular ocorre para a

forga harménica F' = —kx e, portanto, V(z) = k|z|"/r. Nesse exemplo, o uso das equagoes
(1.47) e (1.48) proporciona
1 koY k|z|"
ple) = 2T(1/r) (rl—TD> P <_ rD |’ (1.49)

O fator de normalizagdo para esse p(z) foi alcangado por meio da equagao (A.5) com
a = k/(rD). Assim como correu no estudo da difusdo usual, equagoes (1.18) e (1.29), a
dependéncia referente a variavel x é idéntica na solugao fundamental (1.42) e na solugao
estacionaria (1.49).

Uma possibilidade extra de generalizar a equacao de Richardson (1.44) seria substituir
o coeficiente de difusio D|z|[* " por uma expressdo mais geral de D(z,t), levando a

dp 0 ap 0
% or <D<I’t)8x> PGIOR

Nesse caso, obter uma solu¢ao do tipo (1.42) pode ser uma tarefa muito dificil, talvez
impraticavel, a depender da forma de D(x,t). Entretanto, para a equagao (1.50) propiciar
uma solugao estaciondria, bastaria supor D = D(z) e a forca externa F' suficientemente
confinante tal que seja possivel usar algo como p(x) e dp(z)/dz nulos quando x — +oo.
Nesse contexto, a equagdo para a solugao estacionéria p(z) é

(1.50)

dp
Dx)— —Fp=20 1.51
(0%~ Fp=0, (151)
cuja solucao ¢ .
p(x) = Nexp (—V(x)) , (1.52)
em que N é um fator de normalizacao e
- @ F(2)
= — dz’ 1.
Va)=- [ ) (1.53)

é uma energia potencial efetiva ponderada pelo coeficiente de difusdo D(z).

Assim como discutido para o caso da difusdo usual, a equacao de difusdo (1.44), ou a
mais geral (1.50) podem pelo menos formalmente ser pensadas como equagoes de Fokker-
Planck generalizadas.

1.4 Equacao de meios porosos

Existem outros tipos de processos difusivos anémalos que nao sao bem descritos pela
proposta de Richardson, um exemplo é o caso que envolve difusdo em meios porosos. De
uma maneira geral, meios porosos possuem muitos espacos vazios, provocando efetiva-
mente processos difusivos anémalos.
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A equagao de meios porosos [23,40] aparece, por exemplo, na discussao da percolagiao
de gases através de um meio poroso [41], regides saturadas finas em um meio poroso
[42] e filmes liquidos finos espalhados por gravidade [43]. Diferentemente das equagoes
anteriores, essa é uma equacao nao linear que pode ser expressa por [17]

ap B 82102711
5% 57 (1.54)
ou, alternativamente,
dp o ( ,.,0p
— =2—-q)D— 1— . 1.
5 = 2 aD5 (p ax> (1.55)

Em contraste com o caso da equacao de Richardson, vemos que nessa tltima equacao foi
empregado um coeficiente de difusdo dependente de p, (2 — ¢)Dp'~9, entre as derivadas
em .

Assim como nos casos difusivos anteriores, uma andalise dimensional da equagao (1.54)
pode ser feita para se chegar a uma relagao de escala entre x e t. Para esse caso, deve
ser inicialmente notado que uma condi¢ao do tipo normalizagdo, equagao (1.7), fornece
p ~ x~! via uma andlise dimensional. Por sua vez, o uso de p ~ 2! na andlise dimensional
da equagao de meios porosos (1.54) leva a 2377 ~ t. Assim, vamos investigar a solugio
fundamental da equacao de meios porosos (1.54) via o ansatz

1 x
Consequentemente, ao empregar z = z/t/G~9  verifica-se que
dp 1 |
ot (3—q)ti/G-a+1 [f(2) + 2f'(2)]

(1.57)

(3 —q)tV/B-a+1 %[Zf(z)] .

Supondo uma funcio genérica g(z) com z = x/t'/3=9 a seguinte igualdade é obtida

0 z 1 dy(2)
oz Y (tl/(M)) EREVICE RO (1.58)
Logo, podemos escrever a identidade operacional
0 1 d
o 16— da (1.59)

para expressar a parcela da equacao (1.54) que possui derivadas espaciais, isto é,
8 2p27q 1 d2 1 2—q
o2 260 42 (tl/(3—‘1) [f<z)])

1 d? 9
11/6—q) +1 @[f(z)] ..

(1.60)

Ao substituir as equagoes (1.57) e (1.60) na equagao de meios porosos (1.54) e promover
uma simplificagao, verificamos que

dlDd

- @[f(z)]%q +

- zf] —0. (1.61)
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Considerando que f =0 e f/ =0 quando z — 00, obtemos

d

—q 1 _
%[f(z)]Q +(3_q) zf=0, (1.62)
ou seja, p
P = g (163)
Note ainda que ; ;
-1 2—q _ (9 _ —q__
PP = 2 - 9 f ()] (1.64)
e, portanto, a equagao (1.63) pode ser reescrita como
L, a L z
A solugao dessa equagao é dada por
Na-1 52 1/(1-q)
f = N [1 —(1— ]
) G -ge-a),
= N[1-a-gs2 " (1.66)
em que [yl =ysey>0elyl. =0sey <0,
5— N (1.67)

2D(3 - q)(2—q)

e N é uma constante de normalizacdo que corresponde a f(0). Operando com a condigao
de normalizacio (1.7), o fator N é conseguido”

% se (1—q)B>0, c>—-1 e c#0

N = Lﬂ(‘f//;, se ¢ —1 (1.68)

—g)B|1/2
% se (1—q)<0 e c<—1/2,

em que ¢ = 1/(1 — ¢q). Portanto, a solugdo fundamental correspondente da equagao de
meios porosos (1.54) assume a forma

N |2 1/(1-q)
+

Partindo da analise dimensional que levou & 2377 ~ t, apura-se que

(2?) oc t¥/3-9), (1.70)

4Na secio (2.2), mostramos como obter N para uma distribui¢io semelhante a essa.
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Esse resultado é, em particular, consistente com uma superdifusdo (subdifusdao) para
3>¢q>1(q<1). A classificacdo em questao da difusao pode também ser investigada
diretamente calculando (x?), via equacao (1.6), com p apresentado em (1.69). Para ¢ > 1,
esse p tem o comportamento assintético proporcional a 2 (q_l), portanto a integral na
equagao (1.7) torna-se divergente para ¢ > 3. Da mesma forma, para ¢ > 1, a integral
correspondente a (z?) é divergente se ¢ > 5/3. Logo, uma pura analise dimensional pode
apresentar limitagoes no que diz respeito aos valores consistentes do parametro ¢ com a
existéncia de normalizacao e valores médios.

Assim como discutido para as vertentes difusivas ja apresentadas, faz sentido incorpo-
rar um termo de forga externa. Semelhantemente ao que foi feito no caso da difusao de
Richardson (1.44), tem-se a equagao de meios porosos com um termo de forga externa

2 2—q
9 _ 9

= ——(Fp). 1.71
ot o o) (L.71)
Essa equagado, quando comparada com dp/0t = —30J/0z, indica que a correspondente
densidade de corrente é
0
J= —Doplfqa—p + Fp (com Dy = D(2 — q)). (1.72)
x

Devemos pensar em Dy como uma constante positiva e em Dyp'~? como um coeficiente
de difusao dependente da densidade p. Esse coeficiente de difusdo aumenta (diminui) com
pseq<1(q>1). Essa propriedade do coeficiente de difusao estd em concordancia com
a solucao (1.69), pois essa solugao, quando confrontada com uma gaussiana, exibe cauda
longa (curta) para g > 1 (¢ < 1).

Se a forca F' é confinante, pode-se chegar a uma solugdo estacionaria da equacao
(1.71). Seguindo os mesmos procedimentos dos casos usual e de Richardson, a equagao
que a solugdo estaciondria p(z) satisfaz é

d
D0p1*q£ —Fp=0. (1.73)

A solucao dessa equacgao pode ser escrita como

1/(1-g)
wx)} , (1.74)

o(z) = N [1 ~ (- gye V)

em que N é um fator de normalizacdo. Essa solucdo, para o caso especial em que V(x) =
—k?2%/2, é reduzida a

(1.75)

1/(1—q)
o) = N [1 . q)Nq-l"“Q”Q]

2Dy |,

Consequentemente, no que se refere a dependéncia funcional da variavel x, percebe-se que
as estruturas da solugdo temporal (1.69) e da solucdo estacionaria (1.75) sao idénticas.
Antes de concluir esta segao serd feito um comentario sobre a estrutura [y],. Em
varios contextos nos quais esse simbolo esta presente, é comum introduzir a g-exponencial
como
exp,(w) = [1 + (1 — g)z) /"~ (1.76)
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e a g-gaussiana como exp,(—z?). Portanto, a solu¢do (1.69) é essencialmente uma ¢-
gaussiana. Assim como 7, o pardmetro ¢ indica um grau de desvio da vertente usual; o
limite ¢ — 1 corresponde ao caso usual. Nesse limite, por exemplo, a g-exponencial se
reduz & exp(x) e a ¢g-gaussiana resulta na gaussiana. Para |z| > 1 e ¢ > 1, a ¢-gaussiana,
tem um decaimento assintético tipo lei de poténcia com expoente igual a —2/(g—1), isto é,
|z|~2/(¢=Y). Em contraste, quando ¢ < 1, a g-gaussiana é nula para |z|?> > 1/(1 —q). Deve
ser notado ainda que, diferentemente das equagoes (1.16) e (1.41), o fator N nao aparece
apenas de maneira multiplicativa. Isso deve-se ao fato da equacao de meios porosos ser
nao linear®.

A exemplo da equagao de Richardson (1.44), a equacao de meios porosos (1.71) pode
também ser pensada como uma equacao de Fokker-Planck generalizada quando supomos
a condi¢do de normalizacao (1.7). Além disso, ha a possibilidade de se imaginar uma
equacao de difusao nao linear mais geral do que a de meios porosos, bastando substituir
Dp*~4 por um D(p). Desse modo, a equacio equagao (1.71) seria generalizada para

dp _D(p) 0

_ _ = 1.77
ot ox? 8:10( 2 ( )
e uma possivel solugao estacionaria p(z) satisfaria a equagao
dD(p)
—Fp=0. 1.78
. p (1.78)

1.5 QOutras equacgoes de difusao anémala

Varias outras possibilidades de equagoes para descrever difusdo anémala podem ser
propostas. Por exemplo, uma nova equacao poderia vir da interpolacao das equacoes de
Richardson (1.33) e de meios porosos (1.54). Nesse caso, uma candidata direta é [18]

2—q
9% _po <|x|2—'"ap ) : (1.79)

ot Ox ox

pois recai na equacao de Richardson se ¢ = 1 e na equacao de meios porosos se r = 2.

Assim como nas discussoes anteriores, pode-se pensar em uma primeira abordagem no
estudo da equagao de difusao (1.79) via andlise dimensional. Procedendo nessa diregao,
verifica-se a relacdo de escala 2"~ 97! ~ ¢t. Com esse fato em mente, pode ser proposto o
ansatz

1 x
p(l'yt) = 1/ (r—g+1) f (tl/(rq+1)) ) (180)

obter a equagao para f a partir da equacao (1.79) e resolvé-la. Entretanto, uma proposta
mais direta é imaginar uma solugao da equagao (1.79) que interpola as solugoes (1.42) e
(1.69). Essa solugao interpolante pode ser suposta como

N ro11/0-0)
lel (1.81)

p<x7t) — m ll - (1 - Q)Btr/(T—q+1) .

5Situacdo parecida ocorre na mecénica newtoniana quando um oscilador é ndo-harménico, implicando
no seu periodo de oscilagado depender da amplitude.
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visto que a equagao (1.42) é recuperada no limite ¢ — 1 e a equagao (1.69) é reobtida
para r = 2. Para N dado, obtemos que

Ne-1
Dr(r—q+1)(2—q)

8= (1.82)
apds impor que a equacao (1.81) é solucao de (1.79). Por sua vez, N pode ser obtido
usando a condi¢io de normalizagao (1.7). Por outro lado, o uso de "9t ~ ¢ permite

concluir que
(2?) oc ¥/ (r=ath) (1.83)

resultado que poderia também ser obtido, incluindo o fator de proporcionalidade, via
a solugao (1.81). Ao considerar a equagdo (1.83) como indicador do tipo de processo
difusivo, um rico cenario pode ser vislumbrado. Curiosamente, se r = ¢+ 1, tem-se a = 1
na equagao (1.8) e a difusao seria usual mesmo com r # 2 e ¢ # 1. Na hipdtese de
r>q+1(r<q+1),obtém-se 2/(r—qg+1) <1 (2/(r—q+1) > 1) e, portanto, um
processo subdifusivo (superdifusivo).

A introducao de uma forga externa no processo difusivo descrito pela equacao (1.79)
pode ser conseguida, a exemplo dos casos anteriores, por meio da incorporacao do termo
—J(Fp)/0x. Com a inclusao desse termo, a equacao de difusdo andmala (1.79) assume a

forma 5 5 5,2 5
P 2 0P~ 1
— =D— — —(Fp). 1.84
ot~ oz (le Oz ) 5z L) (1.84)
Essa equagao comparada com dp/0t = —0.J/0z indica que a densidade de corrente é
9 1-40p
J = —=Dolx|""p q%+Fp (com Dy =D(2—q)). (1.85)

Consistentemente com os casos das equacoes de Richardson e de meios porosos, o coe-
ficiente de difusdo para essa vertente interpolante é Dg|z|?>~"p'~%, que depende tanto de
|z| quanto da densidade p. Nesse caso, o coeficiente de difusdo aumenta (diminui) se o
produto |z|>~"p!~? é maior (menor) do que 1. Essa caracteristica do coeficiente de difusdo
deve, assim como nos casos anteriores, estar relacionada com o comportamento de cauda
longa ou curta (contrastada com uma gaussiana) da solugao (1.81).

Caso exista uma solucao estacionéria e localizada p(z) para a equagao (1.84), ela
devera obedecer

dp

Do\:cIQ_Tpl_q% —Fp=0. (1.86)

Assim como nos casos anteriores, essa equacao corresponde a considerar J = 0. A solugao
de (1.86), norteada pela vertente interpolante que conduziu a equagao (1.79) e a solugao
(1.81), é
1/(1—q)
V
plr)=N|1—(1— q)NHﬂ (1.87)

Dy |,
em que N é uma constante de normaliza¢ao e V ¢ definido na equagao (1.48). Como
esperado, a equagdo (1.87) se reduz a solugdo estacionaria da equagdo de Richardson
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(1.52) quando ¢ — 1 e recai na solugao estaciondria da equagao de meios porosos (1.75)
se r = 2. Caso F(x) = —kz, a equacao (1.87) resume-se em

k’|l’|r 1/(1—-q)

p(r)=N|1—(1—-q)NT! (1.88)

TD() +

E digno de nota que as solucdes temporal (1.81) e estaciondria (1.88) tém a mesma
dependéncia funcional em x.

Pontuamos no inicio desta se¢ao que muitas outras equagoes difusivas podem ser consi-
deradas na direcao de descrever possiveis contextos que apresentam difusao anémala. Em
particular, equacoes que envolvem derivadas fracionérias, tanto espacial quanto temporal,
poderiam ser consideradas com esse propésito. Ademais, combinagoes das equagoes de Ri-
chardson, meios porosos e com derivadas fracionarias também poderiam ser empregadas.
Limitaremos esse trabalho a fazer uso de possibilidades que relembram apenas as equa-
¢oes de Richardson e de meios porosos. Além disso, salientamos que apesar de equacoes
tipo Langevin nao serem empregadas na continuacao deste trabalho, ha a possibilidade
de fazer uma conexdo com equagoes de Fokker-Planck néo lineares [44-46]. Nesse caso,
os ruidos considerados nos processos estocasticos poderao ser do tipo multiplicativo ao
invés de aditivo como na equagao de Langevin (1.31). Assim, uma formalizagao mais ri-
gorosa para equacao de Langevin, envolvendo calculo de Ito e de Stratonovich, deveria ser
considerada. Finalmente, vale ressaltar que a investigacao sobre unicidade de solugoes de
equagoes de Fokker-Planck néo lineares é objeto de estudos de trabalhos recentes [47,48].
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Capitulo 2

Uma distribuicao generalizada

No Capitulo 1, vimos que as solugoes fundamentais das equacgoes de difusao usual, de
Richardson, de meios porosos e de uma interpolagao dessas duas tltimas, equagoes (1.18),
(1.42), (1.69) e (1.87), basicamente se diferenciam por tipos particulares de deformacao de
uma gaussiana. Essas familias de deformacoes podem ser relacionadas com alguns tipos de
distribuicoes de probabilidade. Entretanto, se estivéssemos interessados em distribuicoes
de probabilidade com a possibilidade de serem nulas na origem, poderiamos pensar em
algo como multiplicar as solugdes agora referidas por uma poténcia de |z|. Neste capitulo,
dedicaremos a investigar esse tipo de possibilidade. Ao invés de propor uma equacao de
difusao que contenha como solugao fundamental esse tipo de solucao, direcionaremos para
a rota inversa. Com esse objetivo em mente, vamos considerar como ponto de partida
uma solugao geral p(z,t) dada por

|| jz|"]°

plx,t) = NtT A—| (2.1)
em que N > 0 é uma constante de normalizacao, a, b e s sdo constantes reais, ¢ # 0,
r# 0e A # 0. Como serda acentuado posteriormente, a equagao (2.1) engloba varias
distribui¢oes conhecidas. Especialmente, ela foi usada em uma investigagao relacionada

a casos de COVID-19 de diversos paises [14].

2.1 Obtencao de uma equacao de difusao anomala

Para deduzir uma equagao de difusdo correspondente a fungao p(x,t) definida pela
equacdo (2.1), note inicialmente que 2™ ~ t° e, portanto, 2% ~ /7. Ao fazer a substituicao
de 2 por t**/" na equacio (2.1), chame a funcio resultante de py, ou seja,

tas/r r]¢
polz,t) = N [1—14";']

b
t +
N me
tb—as/r ts N

A seguir, suponha que pg é solugdo da seguinte equacao de difusao

0 _ 10 (o 00
5 = D&c (!x\ t e (2.3)
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ou, alternativamente,

% — 01 7% 0 78%6
5 =D [6|x| t e + |z|"t 52 |- (2.4)

Como veremos, essa suposi¢do mostra-se verdadeira desde que as constantes D, 6, v e v
sejam convenientemente escolhidas. Para obter as condi¢oes para esses parametros, basta

substituir pp na equagao (2.4).
Primeiramente, observe que as derivadas de py que precisaremos sao dadas por

dpo N . as Nc o1 [Alz]"s
B = praprl I <b - 7~> ey Bl F v ) (2.5)
apg NVCV cv—1 Ar|x|7“*l
B el (). 29
e
a2p5 Nycy cv—2 AT’|£E’T_1 ? cv—1 AT(’T’ _ 1)|x|r_2
o2 - t(b—as/ryv <CV o 1>[ ' ']+ s [ ’ ']+ ts ’
(2.7)
em que [---]; = {1 — A'%L. Substituindo-as em (2.4), segue que
N as . Ne  [Alx|"s o1 91, NVcvAr|z|"! 1
_tb—as/r—&-l(b_ T)[...h + Toas/r ( s >[‘..]+ = —D0|z| ﬂW['”h
Ncy Arjz[r1\? Ar(r —1)|z|72
0 cv—2 cv—
+D’.T| t’ym [(Clj—l)[]+ <_ts _[]+ 1 p .
(2.8)
A fim de simplificar a equag@o anterior podemos impor que ¢ = cv — 1, isto é,
c+1
= . 2.9
y=t (2.9
Portanto, a equacao (2.8) pode ser separada em duas equagoes, isto é,
Ne [ Alx|"s 6, N'cv Ar|z|—1\?
tb—as/r ( fs+1 ) = +D’JI| t H(b—as/r)v (CV— ]-) 7155 (2].0)
e
N as\ o1, NV evAr|z]
tb—as/r+1 <b - > o D9|CL’| ¢ tst+(b—as/r)v
NYcv  Ar(r —1)|z|" 2
01y
+D|x|"t SG—asi)v - . (2.11)

Além disso, considerar (2.9) na equagao (2.10) resulta nas respectivas relagoes para 6, y
e D:
2" = 2|2 = 0=2—7r, (2.12)
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1
t—b+as/r—s—1 _ t'y—(b—as/r)u—?s == <b - as> S4s—1, (213)
r C

S
~ ANVe(e+ 1)r2

que, quando substituidas em (2.11), nos mostram que existe ainda a seguinte condigao
para a constante b

D (2.14)

b= (a+1)§. (2.15)

Desse modo, po é solugdo de (2.4) desde que as condigoes (2.9), (2.12), (2.13), (2.14) e
(2.15) sejam satisfeitas.
Encontrada a relagao para b, podemos redefinir as equagoes (2.1) e (2.2) como

|| 2"
plx,t) = Nt(aﬂ)sﬁ 1-A = (2.16)
+
e | .
N x|
polx,t) = e [1 —A t5| ] , (2.17)
+

respectivamente. De agora em diante, vamos passar a empregar a equagao (2.16) ao invés
de (2.1).

E instrutivo notar que as equacdes (2.16) e (2.17) poderiam também ser obtidas das
equagoes (2.1) e (2.2) via uma andlise dimensional. Primeiramente, para verificar esse
fato, relembre que 2" ~ t° e, consequentemente, x ~ t¥/" e t ~ z'/*. Como a condicio
(1.7) implica p ~ 271, a razdo |z|®/t* na equagdo (2.1) deve ter dimensao de x~!. Esses
resultados implicam z¢/(z"/*)® ~ 27! que conduz a b = (a+1)s/r, que é a equagdo (2.15).
Assim, na equacdo (2.2), o fator t*=9/" ¢ igual a t3/".

Para continuar na diregdo de obter uma equacao que tenha (2.16) como solugdo, per-
ceba que ha um vinculo entre py e p, dado por

po(l',t) = 7p($,t). (2'18)

Podemos fazer uso dessa rela¢ao na equagao (2.3),
) tas/r ) 0 tas/r v
— | ——=p(z,t) ) = D |||t — t 2.1
o (otet) = D Nl 2 (Tnten) |, 2.19

que certamente sera satisfeita. Considerando a regra de diferenciagdo do produto na
derivada temporal, obtemos

as t9s/m=1 tas/r dplx,t) 9 , 9 )
! =D Y+asv/r —a 99
e O e o 92 [W 5. (Il p(x,w)], (2.20)

que pode ser reescrita como

% 8,0(:(:, t) _ Y+asv/r—as/r aﬁ Oﬁ —a v
ol )+ = = Dt el o el (e e )| (221)
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resultando em

as op(w,t) 5 .0 g O % v
ool )+ = = DRl el o ([l ()| (2.22)

em que § = v+ (v — 1)as/r. Por consequéncia, apds utilizar as relagoes para v e v,

chega-se a

(a+1)s
re

§=s5—1+ (2.23)

Com o auxilio da regra de diferenciacdo do produto na derivada espacial externa,
podemos escrever

2l 5 0 lm@ 0 (Il p(x, 1)) ] = ai l|:c!“+9§x (\wl“p(x,t))yl—a\x!“*“i (Il ~p(a,1))”

(2.24)
O uso dessa relagao na equagao (2.22) resulta em
g 8p($,t> _ 62 a+0 9 a é a+6-1 9 a v
ool )+ =0 = DO [l ([ (e, 1)) | = DEala] 0 (2] (e, 1)
(2.25)

Se substituirmos p(x,t) explicitamente no primeiro termo do lado esquerdo da igual-
dade na equagao anterior e no segundo termo de seu lado direito nao é dificil ver que
as 0
—p(z,t) = —Dta|z|* T “p(x,1)) . 2.26
ol t) = =DtPale]* 2 (o] p(a, 1)) (2.26)
Por consequéncia, a fungdo p, definida pela equacao (2.16) (que é equivalente a equagao
(2.1)), é uma solugao da equagao de difusao

Op(x,t) 0 w05 0 (p(z )"
=D— a 2.2
ot D@x [| [ ox \ x| ’ (227)

emqued =2—r,v=141/c,6 =s—1+4+(a+1)s/rce D é dado pela equacao (2.14). Uma,
breve visao direcionada das relagoes dos pardmetros contidos na equagao de difusao (2.27)
e na sua solugao (2.16) é apresentada no Apéndice C. Vale ressaltar que a equacao (2.27),
assim como sua solu¢ao (2.16), pode ser considerada como um caso particular daquela
investigada na referéncia [49], a qual envolve derivadas fracionarias.

2.2 Calculo de momentos

Nesta secao, obteremos as expressoes para a norma e para os momentos da fungao
geral p, definida pela equacao (2.16), assim como suas condigoes de existéncia. Mais
precisamente, para cada nimero inteiro n > 0, calcularemos (|x|™). Assim, como p(x,t) é
uma func¢ao par de x, segue que

x|") sen for par
<$n>:{<||> p .

0 se n for impar.
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Além disso, considerando p definido pela equagao (2.16), obtemos

n e j2|"]"
ey = [ N e |1 A | o

o +
2N < x" e
= W /0 X + |:1 — A{;S:| . d,I . (229)

2.2.1 Caso A >0

Se A > 0, a fungdo p nao é suportada em toda a linha real; por exemplo, ela tem
suporte compacto se r > 0; por outro lado, p(x,t) = 0 para valores de x ao redor de
zero se r < 0. Para qualquer valor de r # 0, podemos considerar a mudanga de varidveis
ditada pela igualdade sen® ¢ = Ax"/t*, isto é,

. ON /2 gl AT ¢ 2T -
(|z|™) = t(aJrl)s/r/O < (sen¢)2/> (1—Sen2 qb) ’r’Al/r(sengb)Q/ Ycospde .

Al/r
(2.30)
Fazendo uma simplificagdo, constatamos que
n 4NtnS/T 7r/2 nr+a T— C
(lz[") = |r|A(”ﬂ+1)/’“/o (sen ¢) " FH 2 (cos ¢)*Hdg)
ANES/T pm/2 o .

= W/O (Sen ¢)2l( ) 1(COS ¢)2 +1d¢, (231)

em que .
i) = 20T (2.32)

r

A integral na equacao (2.31) pode ser identificada com uma representacao integral da
fungao beta, equagao (A.11). Essa representagao é

w/2
Bly,2) =2 / (sen 8)%~(cos )2~ 1dg (2.33)
0

desde que Re(y) > 0 e Re(z) > 0. Com isso, concluimos que

2Ntns/r

(|=|™) = WB [l(n),c+1], (2.34)

com [(n) > 0 e ¢ > —1 (obviamente, também devemos ter ¢ # 0).

2.2.2 Caso A <0

Por outro lado, se A < 0, a funcao p é suportada em toda a linha real. Portanto,
substituindo A por —|A| na equagio (2.29), obtemos

2N 00
n\ __ n+a
(al") = oo |, @

Cc

1+ ]Aftis o (2.35)
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Considere uma nova variavel de integracio ¢ regida pela igualdade tan?¢ = |A|z"/t.
Dessa forma, podemos escrever

. IN w/2 [ s/ \ " )2/ ¢ 25T .
(Jz|") = W/o (Al/r) (tan @))%/ (1+tan2¢) W(talubf/ Y(sec? ¢)d¢

4Ntns/r

/2
= A, (o) (cosg) M. (2.36)

Assim como no caso A > 0, podemos empregar a representacao integral (2.33) para
expressar (|z|™). Consequentemente, para A < 0, somos levados a

QNtns/r

desde que ¢ < —I(n) < 0.

Os célculos que acabamos de efetuar revelam que uma condi¢do necessaria para a
funcao p, definida pela equagao (2.16), seja normalizavel é que [(0) > 0, pois n = 0. Nesse
caso, obtemos das equacgoes (2.34) e (2.37) que a constante de normaliza¢ao N é dada por

[ A
2B(1(0), ¢ + 1)
rllA

2B(1(0), —1(0) — ¢)

se A>0, ¢>—-1e c#0

N (2.38)

se A<0 e c<—I(0).

2.2.3 Caso exponencial

Vamos considerar um caso especial da equagao (2.1) que é aquele em que [1—A|x|"/t°]S
se reduz a uma exponencial. Por esse caso ser de grande valia, vamos refazer varios dos
calculos anteriores tomando como ponto de partida esse caso limite. Para facilitar a
identificagao desse caso limite, é conveniente introduzir um g > 0 tal que A = /c. De
fato, para esse caso, temos

300 (a+1)s/r E s

|| |z]"
= Nt(a+1)s/r exp | -0 ) (2.39)
Excepcionalmente, se r < 0, essa funcao ndo tem um comportamento assintético com lei

de poténcia préximo a origem. Como foi visto, p(x,t) dado na equacao (2.16) satisfaz a
equagao de difusao andmala (2.27), portanto o caso limite (2.39) satisfaz a equacao

0p(e) D[ wnees @ (pla)
= D— ||zt 2.4
ot oz l‘ [ ox \ |z ’ (2.40)

ao considerarmos os parametros § =2 —r, v =1, =s—1e D = s/8r%

p(x,t) = lim N il [1 flz ‘]
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A seguir, vamos calcular o valor médio (|z|") partindo de p definido pela equagao
(2.39), em que n é um inteiro nao negativo. Nesse caso, deparamos com

N o
n _ n+a —
e M C A

2N © x"
= W/o 2"t exp (_57&9) dz . (2.41)

A exemplo do que foi feito na equagao (A.5), vamos fazer uma mudanga de varidvel na
direcao de expressar essa ultima integral em termos de uma fun¢do gama. Nesse sentido,
fazendo a mudanga de varidveis h = " /t°, podemos escrever

(n+a)/r 1/r—1
. ON oo (ht* 1 [ hts =
{af”) = t<aT1>‘s/;/0 <5> eXP(—h)m ( 5) 7

2Ntns/r 0o
R pntatD/r =1 exp(—h) dh . (2.42)
r| o'\ Jo

Para essa integral convergir, devemos ter (n + a4+ 1)/r > 0, isto ¢, [(n) > 0 (conforme a
definigao (2.32)). Assim, chegamos a

ns/r
(") = 7 T ). (2.43)

se [(n) > 0. Uma primeira aplicagdo desse tltimo resultado refere-se ao caso n = 0, que
permite obter a constante de normalizagao, dada por

715"

= Jr ) (2.44)

Uma apresentagao resumida das relagoes dos pardmetros envolvidos na equacgao de difusao
(2.40) e na sua solugao (2.39) é catalogada no Apéndice C.

2.3 Representacao grafica da solucao

Visando ilustrar os resultados obtidos nas duas ultimas secoes, apresentaremos graficos
das solugbes normalizadas p(z, t), apresentadas nas equagoes (2.16) e (2.39). A figura (2.1)
mostra o grafico de p(z, 1) em fungao de x, levando em consideragao as expressoes para,
as constantes de normalizagdo N dadas nas equagoes (2.38) e (2.44). Para os painéis A
e D, consideramos a equagao (2.16) como a definicdo de p com A =1, ¢ =2, |r| =1
e varios valores de a, parametros estes consistentes com a possibilidade de normalizacao
de p. Conforme observado nessa figura, p nao é suportado em toda a linha real. Em
particular, p(x,1) possui suporte compacto para r = 1, como mostrado no painel A.
Também consideramos a equagao (2.16) como a defini¢do de p para os painéis B e E;
entretanto, desta vez, escolhemos A = —1 e ¢ = —3. Nesse caso, p(z, 1) é suportado em
toda linha real. Para os painéis C e F, consideramos que p é definido pela equacao (2.39)
com (5 > 0 e, consequentemente, p(z, 1) é suportado em toda a linha real. Além disso, de
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acordo com a observagao que fizemos no inicio da subsegao (2.2.3), a fungao p(x,1) nao
se comporta como uma lei de poténcia préxima a origem se r < 1, como € o caso ilustrado
no painel F.

y=N|x|°(1 - |x])% y=N|x|°(1 +|x|)3 06 y = Ni|x|%exp(=|x])
10l B e
' 0.4 — a=-05
' — a=0
0.5 > — a=0.5
0.2 — a=1
0.0 . . 0.0 . !
2 -1 0 1 2 4 -2 0 2 4
X X
y=NIx°(1-|x|™h% 0 y=NIx]°(1 +|x|71)3 y = N|x|2exp(=|x|™?)
1. -
| D E 0.6 F
0.75} o= -3
a=—25
> 0.50¢ >\0'4
— a=-2
0.25} 0.2 — a=-15
0.0k . o o,ooA 0.0 ‘ ‘ ‘ ‘
6 -4-20 2 4 6 -4 -2 0 2 4 2 -1 0 1 2
X X X

Figura 2.1: Representagdo de p(z,1) em fungao de z, definida pela equagao (2.16) ou
equagao (2.39), para vérios valores do pardmetro a. Os painéis A, B e C mostram p(z, 1)
com r = 1, os painéis D, E e F consideram os casos em que r = —1. Além disso, em cada
caso, a constante de normalizacao de p foi obtida adequadamente usando as equacoes
(2.38) e (2.44). Para os painéis A e D, consideramos p(z, 1) definido pela equagao (2.16)
com A =1 e c =2, resultando em uma funcao que nao é suportada em toda linha real.
Em particular, p(z,1) possui suporte compacto se r > 0, como mostrado no painel A.
Usamos a equagao (2.16) para definir p(z, 1) para os painéis B e E; no entanto, desta vez
considerando A = —1 e ¢ = —3, produzindo uma funcao suportada em toda a linha real.
Finalmente, para os painéis C e F, consideramos p(z, 1) definido pela equagao (2.39) com
f = 1. Em particular, o painel F ilustra uma situagdo em que a funcdo p(x,1) nao se
comporta como uma lei de poténcia proxima a origem.

Como deve estar claro, essas figuras ilustram a grande variedade de comportamentos
para p(z,1), que é uma fungdo par de z, a depender da fixacdo de valores particulares
para os seus parametros. Em particular, existe um comportamento que lembra um sino
no que diz respeito as caudas. Além disso, na regiao central, ha dois tipos caracteristicos
de comportamento, um indicando um méaximo e outro indicando um minimo igual a zero.

2.4 Condicoes para existéncia de momentos
Para varias aplicagoes, podemos estar interessados em saber sob quais condigoes a

fungao geral p é normalizével e possui momentos até uma determinada ordem. Nesta
direcdo, consideremos inicialmente um caso limite de p, aquele dado pela equagao (2.39).
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Nessa situacao, com r > 0, segue da equacao (2.32) a desigualdade
I(n+1)>1(n) (2.45)

para qualquer nimero inteiro n > 0. Entdo, de acordo com as equagoes (2.43) e (2.44),
devemos ter

1(0) > 0 (2.46)

(ou, equivalentemente, a > —1) para garantir que p seja normalizdvel, assim como os
momentos de qualquer ordem n > 0. Se r < 0, podemos obter de forma andloga uma
condicao para que p possua momento de ordem n. Nesse ultimo caso, a condigao é

a<-—-n-—1. (2.47)

Assim, basta ter a < —1 para que p seja normalizavel.

Por outro lado, para o caso geral de p definido pela equacao (2.16), podemos verificar
que um, e apenas um, dos seguintes conjuntos de condi¢oes deve ser atendido para garantir
que p seja normalizdvel e tenha momentos até a ordem n (para mais detalhes, consulte o
Apéndice B):

l.se A>0er>0,entdo c > —1, ¢ # 0 e l(0) > 0 (ou, equivalentemente, a > —1);

2.s¢e A>0er <0,entdoc > —1,¢c # 0el(n) > 0 (ou, equivalentemente, a < —n—1);

3.s¢e A< 0er>0,entdo c+n/r < —1(0) < 0 (ou, equivalentemente, rc +n + 1 <
—a < 1);

4. se A< 0er <0,entaoc < —I(0) < n/r (ou, equivalentemente, rc+1 > —a > n+1).

Uma amostra da riqueza de comportamentos relacionados a solucao p, dada na equagao
(2.16), pode ser obtida de seus momentos. Por exemplo, na perspectiva de norma e
varidncia finitas, a figura (2.2) ilustra de maneira gréfica a regiao de valores dos pardmetros
a e ¢ para os quais a fungao p, definida pela equacao (2.16) com |r| = 1, possui essas
caracteristicas. Um outro exemplo estd relacionado a classificacdo do processo difusivo
via variancia, que se reduz ao segundo momento como p é uma funcao par de x. Nessa
direcao, considerando a regiao de parametros que garantem o segundo momento finito,
temos

<932> oc 27, (2.48)

Assim, essa equacao indica que a funcao geral p, equagdo (2.16), estd associada a uma
difusdo anémala se s/r # 1/2; tem-se um processo superdifusivo (subdifusivo) caso 2s > r
(2s <r).
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Figura 2.2: As regides sombreadas contém os pares (¢, a) para os quais a fun¢ao p definida
pela equagao (2.16) com |r| = 1 tem norma e varidncia finitas. As linhas pontilhadas estao
excluidas dessas regioes.

2.5 Casos particulares

A funcgdo p e seu caso limite, definidos pelas equagoes (2.16) e (2.39), fornecem uma
ampla familia de solugoes dependentes do tempo devido a sua dependéncia de varios
parametros. Como deve estar claro de discussoes apresentadas no Capitulo 1, essa fungao
geral p(z,t) em algum sentido relembra uma forma de sino, assim como sua condigao
inicial p(z,0) deve estar relacionada a uma func¢ao delta de Dirac centrada na origem,
d(z). Por sua vez, a vasta familia de equagoes (2.27), que contém p(z,t) (2.16) como uma,
de suas solugdes, tem como casos particulares varias outras equagoes de difusao. Nessa
secao, visando ilustrar essa gama de casos particulares, chamaremos a atengao para varios
desses p’s e equagdes de difusdao correspondentes.

E oportuno dizer que as equacoes de difusdo para distribuicoes especificas a serem
apresentadas podem ter aplicagao no estudo de sistemas complexos, como por exemplo,
aquela associada a distribui¢do beta (ver equagao (2.50)).

2.5.1 Casos do Capitulo 1

Primeiramente, por construgao, a equagao de difusdo andmala (2.27) e a solucao (2.16)
devem recuperar os casos discutidos no Capitulo 1 via escolha conveniente de parame-
tros. Para ressaltar esse fato, listamos as escolhas de parametros para as correspondentes
equagoes de difusao:

o A equagao de difusdo usual (1.4) é recuperada quando consideramos a =60 = § =0
e v =1 na equagao (2.40);

» A equacao de difusdo de Richardson (1.33) é obtidasea =90=0,0=2—rev =1;

» A equagao de meios porosos (1.54) é verificada paraa =0=5=0ev =2 — g
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o A equagdo que interpola as equagoes de Richardson e de meios porosos (1.79) é
alcangada quandoa =90 =0,0=2—rev=2—q.

2.5.2 Caso particular com a # 0

A seguir, exporemos de maneira breve, alguns outros casos particulares da equacgao
geral (2.16) e da solugdo (2.27), porém ainda nao apresentados separadamente. Essas
vertentes, diferentemente das que acabamos de expor, tém um comportamento tipo lei de
poténcia |z|* junto a origem do sistema de coordenadas. Como essas equagoes e solugoes
nao tém nomes caracteristicos, rotularemos os casos particulares por meio dos parametros
da solugdo (2.16) a serem fixados.

Casocomr=s=1,a=d —1,c=bV—-1e A=1

Um caso particular com a # 0 pode ser obtido restringindo a equagdo (2.16) para
x > 0 e escolhendo, por exemplo, r=s=1,a=d —1,c=b—-1eA=1,emqued >0
e b’ > 0. Portanto, a solugao (2.16) é reduzida a

. x>0, (2.49)

xa’—l 11
p(z,t) = [ }

Bla', W)t |” ¢

em que N = 1/[2B(d/,')]. Note que o suporte desta distribui¢ao esté contido no eixo x
nao negativo e esse p(z,t) é essencialmente uma distribuicao beta (ver equagao (A.12)).
Devido a esse fato, as expressdes para a constante de normalizacdo, dada na equacao
(2.38), devem ser multiplicadas por um fator 2. Esse tipo de situagdo também ocorrera
nos exemplos seguintes desta secao.

Por sua vez, usando a mesma fixagdo de parametros que conduziu a equagao (2.49) na
equacao de difusao (2.27), somos levados & equacao

8p a ANV 8 P b//(b/_l)
9 _po %wbn( ) 2.50
ot ox [x Ox \za—1 ’ ( )

em que D = (b))~ YB(d', )]/,

Situagoes como a descrita pelas equagoes (2.49) e (2.50) sao candidatas a ocorrer na
analise de sistemas sociais ou, de maneira mais geral, no estudo de sistemas complexos.
Realmente, a fungao (2.49) e a equacao (2.50) foram empregadas para modelar presenga
parlamentar [19]. Nesse contexto, t representa o niimero da sessdo parlamentar de uma
legislatura e x indica a quantidade de sessoes parlamentares que um parlamentar esteve
presente até a sessdo t. Ademais, é de se ressaltar a consisténcia do uso do simbolo [- - -]
com o fato de que x < t.
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Casocoma=a—1er=1

Se considerarmos a equacao (2.39), que é um caso limite da solugao (2.16), com a =
a—1,a>0,er =1, obtemos

xa—l .Tl

a—1
- 2Nxtas exp (—ﬁ;) (z>0). (2.51)

A constante de normalizagdo N é explicitada por meio da equacao (2.44) com [(0) = «,
ou seja,

B BZ(O) B ﬁoc
N=5r (1(0)) 2T () (2:52)
e, assim, B
ol ) = Fﬁ(a)ﬂasexp (-55) @20, (2.53)

que é uma distribui¢do gama (ver equagao (A.8)). Do ponto de vista de aplicacoes, essa
solugao ¢ uma distribuicao gama dependente do tempo que tem a vantagem do parametro
s fornecer uma liberdade de sintonia dessa dependéncia temporal. De acordo com a
equagao (2.27) e empregando os parametros que levaram a esse p(x,t), essa funcao é uma
solugao da equacao de difusao

dp s 0 40, 4
9P _ 2 9 g1 L (glmap)| 2.54
ot~ Gox [:” el p>] (2:54)

Casocoma=1r—1

Se, em vez da escolha anterior dos parametros, apenas escolhermos a = r — 1, consta-
tamos que

l.r—l Pl
r—1 r
= 2Nxt8 exp (—ﬁfs) , (2.55)
cuja normalizacao ¢ dada por
8@ |r|B

N = = 2.56
21" (1(0)) 2 (2:56)

em que foi usado [(0) =1 e I'(1) = 1. Logo,

r—1 r

p(z,t) = Mﬁtf exp <—5f5> x>0, (2.57)

que esta relacionado a distribuigdo de Weibull (ver equagao (A.13)). Segue da equagao
(2.27), via os parametros em questao, que essa fun¢ao é uma solugao da equagao de difusao

ap s 0 10, 1.,

Assim como no caso anterior, existe uma dependéncia temporal ajustavel via o pardmetro
s, porém na distribuicdo de Weibull (2.57) ao invés da distribuicao gama (2.53).
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Casocoma=a—1,c=1/(1—¢q),r=1e A=—(¢—1)p

Se considerarmos a solugao (2.16) coma =a—1,a >0,c=1/(1—¢), 1 < ¢ < 1+1/a,
r=leA=—(¢—1)p, >0, temos

a-1 2 11/(~a)

1-(1-q)B; . (2.59)

t) =2N
p([)’}, ) tas s

Esse caso corresponde a A < 0 e ¢ < —¢(0) no calculo da constante de normalizagao para
p. Assim, por meio da equagao (2.38), verificamos que

1] = (¢ — 18"

N = 2Ba0), <0 =0
(1~ q)8"”
2B(1(0),—1(0) — ¢)
(1 —q)B|”
T (2.60)
pois [(0) = a e c=1/(¢ — 1). E, portanto, a equagdo (2.59) assume a forma
_l0—ge e r o
U P T 1- (-8 (261)

para qualquer > 0. Essa funcao estd relacionada a chamada distribuigdo ¢-gama [12]
(ver equagao (A.19)) e, em virtude da equagao (2.27), é uma soluc¢do da equagao de difusao

@ _ ﬁ @ s—l—(q—l)oasg l—a \2—q
5 = Dax |fl? t 8x(x ) , (2.62)

com ) [B( 1 )}l—q
S 2 —q Oé, - — Tq
D=55=g |i=gfs (2.63)

Casocoma>—1,r>0,c=1/(1-¢q)e A=—(¢—1)8

Como ultimo caso particular, consideramos a equagao (2.16) com a > —1, r > 0,
c=1/1-¢q),1<qg<l+r/(a+1),e A=—(q¢—1)5, > 0. Desse modo, somos levados

a
a L1 1/(0-a)

x
plx,t) = 2N e |1 (1- Q)ﬁtj

Da mesma maneira que no caso anterior, temos A < 0 e ¢ < —[(0) e, portanto, usaremos a
constante de normaliza¢ao obtida a partir da equacao (2.38). Consequentemente, obtemos

(2.64)

= (g-1npI
N= 3By, <) = o
r|(1—q)B["®

2B (1(0),1(0) - ) (2:65)
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que, quando substituido na equacao (2.64), resulta em

rl1—g)f"®”  af
B (1(0), ~1(0) — %) 1
em que [(0) = (a+1)/r. Essa fungao é uma distribuigdo ¢-gama generalizada (ver equagao

(A.21)) e foi usada na descrigdo dos casos de COVID-19 de vdrios paises [14]. Segue da
equagdo (2.27) que (2.66) é uma solugao da equagao de difusdo

21 1/(1-0)

o

pla,t) = 1= (- (£>0),  (266)

% — 2 a+2—r s—l—(q—l)sl(o)g —a _\2—q
5%~ Par lx ¢ PG (2.67)
o 391 (¢-1)(0)
=3 9l—q . q—
D= 32 2 (1 —q)B] . (2:68)
@=98 [B(10),~1(0) - 1£,)]
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Capitulo 3

Uma familia de equacoes de
Fokker-Planck generalizadas

No Capitulo 1, fizemos uma primeira discussao sobre equagoes de difusao, comecando
pela difusao usual, passando pelas difusoes de Richardson e de meios porosos, e chegando
a processos andmalos que interpolam esses dois tltimos. Para essas equagoes, obtivemos
as solugoes temporais com a condicao inicial centrada na origem. Também, para essas
equagoes, alcancamos solugoes estacionarias devido a forcas confinantes. No Capitulo 2,
partimos de uma solucao temporal, que tem as apresentadas no Capitulo 1 como casos
particulares, para conseguir uma equacao que recaia nas exibidas no Capitulo 1 como
casos especiais apos fixacdo conveniente de parametros. Neste capitulo, estenderemos
a equacao de difusao mais geral considerada no Capitulo 2. Além disso, vinculado a
essa equagao, investigaremos sua solucao estacionaria, teorema H, energia média e forma
entropica [50].

3.1 Equacao de Fokker-Planck generalizada

A equagao de difusdo mais geral apresentada no Capitulo 2, equacao (2.27), pode ser

reescrita como 5 5 5 .
o _ 9 e
9z or {D(x’t)ax lcm,t)] } (8.1)

em que D(z,t) = D|z|*T%° e C(x,t) = |z|*. Um cenario ainda mais geral ocorreria
se D(z,t) e C(x,t) fossem fungdes ndo-negativas arbitrarias. Neste capitulo, a fim de
investigar solugoes estacionarias e teoremas H relacionadas a essa familia de equacoes,
vamos focar nossa atenc¢ao na equagao

dp 0 0 o 17 0
L e ] (32

em que F'(z) é um termo de forca externa e D(z) e C(z) sao fungdes nao negativas.
Como vimos no final da se¢dao (1.1), a equacao de difusdo usual poderia ser vista
como uma equacao para a densidade de probabilidade de uma particula; nesse caso, a
equacao de difusao é chamada de equagdao de Fokker-Planck. Para um caso geral, se
supormos que a condigdo de normalizagdo da densidade p satisfaz a equagao (1.7), p pode
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ser pensado como uma densidade de probabilidade. Assim, a equagao de difusdo, anémala
ou nao, para p pode ser vista como uma equacao para uma densidade de probabilidade.
Pelo menos do ponto de vista formal, podemos pensar que muitas equagdes podem ser
consideradas como algum tipo de equacado de Fokker-Planck. Nesse contexto, é comum
empregar os termos equacao de Fokker-Planck generalizada e equagao de Fokker-Planck
nao linear. Essa tltima denominacao é frequentemente empregada quando a equacao em
questao é nao linear. Neste capitulo, em particular, consideraremos a equagao (3.2) em
conexao com distribui¢oes de probabilidade e, sem entrar em mais detalhes, usaremos
ambas denominacoes para ela.

3.2 Solucao estacionaria

Nesta secdo, obteremos e discutiremos a solugao estacionaria da equagao (3.2). A
exemplo do que foi discutido no Capitulo 1, uma solugao estacionaria, que serda denomi-
nada p,, da equacao (3.2) deve satisfazer a equagao

L {pw|2s| -ren -0 33

Consistentemente com pg () convergindo para 0 quando |z| — oo, consideramos a expres-
sao entre chaves como igual a 0, ou seja, tomamos p, como uma solugao da equagao

d [ ps 17
D(z)— =F . 4
D o] = (3.4
Se v # 1, esta equacao pode ser reduzida a
Cx)d [ ps 1" C(x)
— = F :
pSMWam] D) ) (835)
e, portanto,
dlp 1" v=1 C(x)
— = F(x). :
dx [C(m)} v D(x) () (36)
Ao integrar essa equacao, verificamos que
v—1- 1/(v—-1)
ps(z) =C(x) | K — ” V(z) N . (3.7)

Nesse resultado, [z]; = max{z,0} (como visto nos capitulos anteriores), K é uma cons-
tante de integracao que pode ser determinada usando a condicao de normalizacao e V' é
uma fun¢ao que pode ser interpretada como um potencial efetivo, definido pela relagao

dV C(x)
D@ @ (3:8)
Portanto, podemos escrever o potencial efetivo como
[/ v C(J‘J) / /
= — F ) .
V) =-[ 5 oy P (3.9)
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Se C e D fossem constantes, V' (x) seria o potencial usual, equacao (1.27), multiplicado
pela constante C/D. Fazendo uso da funcdo g-exponencial (1.76), a equacao (3.7) pode
ser reescrita como

o) = M@)oy, |, (3.10)

em que N é uma constante de normalizacao.
Se v =1, a equagao (3.4) pode ser reduzida a

d ps | C(x)
%ln [C(x)] = D(a) F(x) (3.11)

e, consequentemente, )
ps(z) = NC(z)e V@ (3.12)

em que N é uma constante de normalizagdo. Além disso, notamos que a equagao (3.12)
segue imediatamente da equacao (3.10) se tomarmos o limite v — 1. Ademais, as equagoes
(3.10) e (3.12) dao origem a possibilidade de interpretar a funcao C(z) como uma densidade
de estados.

Para evidenciar o papel do potencial efetivo V', suponhamos que F' () venha de uma

funcao potencial V', ou seja,
dV(x)
F(x)=— . 3.13
(0) = - (31
Nesse caso, o potencial efetivo V' nao seria proporcional ao original V (exceto por uma
constante aditiva), a menos que a razao C(x)/D(z) seja uma constante. Como exemplo,

podemos discutir brevemente o caso particular da equagao (3.2) com

F(x) = —k|z|* 'z, (3.14)

em que k > 0, A € R. Se A =1 e C e D sao fungoes constantes, podemos verificar
imediatamente que a equagao (3.9) implica que V é um potencial harménico. No entanto,
a equagao (3.9) mostra que V pode ser muito diferente do potencial harménico se C e D
forem fungdes nao constantes. Por outro lado, se A # 1, existem infinitas possibilidades
de escolha das funcdes C e D de forma que o potencial efetivo V' seja harménico. Por
exemplo, se considerarmos D(z) = |z|* e C(z) = |z|?, temos

‘_/( _ ¥ |J:/|B _ HA=1_.1 /

z) = / (—k|a'|12') dx (3.15)
0 |x/|o¢

e, com 3 —a =1 — ), verificamos que V(x) = ka?/2.

Como ja discutimos, a equagao (3.2) pode ser vista como uma grande familia de equa-~
¢oes generalizadas de Fokker-Planck que contém um amplo espectro de solugoes. Em
particular, sua solu¢do estacionaria, dada pela equagao (3.10), circunscreve varias dis-
tribuigoes bem conhecidas. Por exemplo, uma distribuigao ¢-gaussiana, equacao (A.17),
pode ser obtida na equacio (3.10) considerando C(z) = 1 e V(x) o< 2. Além disso, se
considerarmos = > 0, C(z) = 2% e V() o 2" na equacdo (3.10), obtemos uma distribuicao
g-gama generalizada (equagao (A.21))

ps(x) = N z* exp,_, (=fz"), (3.16)
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em que 3 é uma constante proporcional a v"!N!'=¥. Como é mostrado no Apéndice A,
essa distribuigao inclui as distribuigdes Weibull (a =r—1lev — 1), gama (r=1ev — 1)
e g-gama (r = 1) como casos particulares.

Ressaltaremos a seguir um aspecto relacionado a dependéncia da solucao estacionaria
da equacdo (3.2) com as funcdes C(x) e V(z), e do potencial efetivo V (z) com a razdo de
C(z)F(x) e D(x) (ver equacdo (3.9)). Se a funcio C(x) é fixa, V(x) pode, em principio,
ser qualquer fungao, uma vez que podemos escolher convenientemente a razao F(z)/D(x)
a fim de obter a expressio desejada para o potencial efetivo V(z). Como consequéncia,
diferentes membros da familia de equagdes (3.2) podem ter a mesma solugao estaciondria.

3.3 Teorema H

Até o presente momento, discutimos dois tipos de solugoes: solugoes temporais corres-
pondentes a uma condi¢ao inicial concentrada na origem e solugoes estaciondarias. Para a
equagao (3.2), acabamos de encontrar a solugdo estaciondria em termos de D e C gerais.
Entretanto, ndo conseguimos obter esse tipo de solugao temporal com tamanha genera-
lidade. Por outro lado, é possivel fazer uma investigacao relacionada com a evolucao
temporal de p(z,t) a medida que ela aproxima-se da solucao estacionaria. Promoveremos
uma investigacao desse tipo via o teorema H, a exemplo do que tem sido conduzido para
outras equagoes generalizadas de Fokker-Planck [16,31,32]. Em um teorema H, pode ser
considerado um funcional do tipo energia livre

F=U-8, (3.17)

em que a distribui¢do de probabilidade é p(z,t). Essencialmente, o teorema H consiste
em mostrar que

dF
dt
A depender da generalidade da equacao de Fokker-Planck, comportamentos que se des-
viam dos usuais para a energia U e para a forma entropica S podem ser encontrados. A
seguir, passaremos ao teorema H e a discussao dos respectivos U e S para a equacao de
Fokker-Planck nao linear (3.2).
Em nosso caso, podemos verificar esse teorema para a equagao (3.2) usando

<0. (3.18)

+oo _
U= / 2) pde (3.19)

+oo 1 —v V —p
S = / dz (3.20)

1 —v
em que V é o potencial efetivo definido via a equacdo (3.9). Como deve estar claro, o
funcional U desempenharia o papel de uma energia interna, a menos de uma constante
multiplicativa, possivelmente relacionada a algum tipo de temperatura.
A derivada temporal de F é dada por

CZ _ /:o gt lwx) _[C<x>]11‘_”5”—p] da
_ /:O [V(@_[C(x)]:”_vi”‘l ]gi . (3.21)
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Usando o lado direito da igualdade na equagdo (3.2) para substituir dp/dt, constatamos
que

o [V(m) _ e rvp ™ = 1] 2 {—F(:c)p—i—D(:c);x lcf@r}m (3.22)

E —00 1—v

A seguir, fazemos uma integracao por partes que resulta em

P = - B pp o2 [2] )

B /—:o {_C(g(igx) = 18855 [C(px)]yl} {_F(W + D(x)aax [C&)]} dz.

Visando avancgar na demonstracao do teorema H, vamos empregar a hipétese razoavel
de que o sistema descrito pela equagdo de Fokker-Planck nao linear (3.2) localiza-se em
uma regiao limitada em qualquer instante de tempo. Quantitativamente, essa hipdtese
pode ser incorporada assumindo que p(z,t) se aproxima de 0 rdpido o suficiente conforme
|z| aumenta além de todos os limites. Com isso, o primeiro termo do lado direito da
equagao (3.23) é nulo e, portanto, obtemos

o LT ] e [l

[t D)p | C(x)F(z) v 9 p y-1Y 2 )
— /—oo C(x) { D(x) 10 [C(m)] } dr. (3.24)

Consequentemente, uma vez que p(z,t), D(x) e C(x) sdo assumidos como fungdes nao
negativas, o lado direito dessa tultima igualdade é nao-positivo. Assim, chegamos a
dF/dt < 0 que, como ja tinhamos anunciado, pode ser visto como um teorema H as-
sociado a equagao (3.2).

Além desse tltimo resultado, podemos escrever uma relacao envolvendo dois tipos de
F’s, uma delas com p dependente do tempo e a outra correspondendo ao caso estacionario
ps- Em virtude da equagao (3.7), o potencial efetivo V' pode ser escrito em termos da

solugao estaciondaria como
B v P v—1
Vi) = —— (K — 2 . 3.25
W= { ] } &2

O uso da equagao (3.25) permite expressar o funcional F = U — S, via as equagoes
(3.19) e (3.20), em termos de p e ps. Isso feito, F pode ser expresso como

Fil - /_jyﬁl{K_ [Cfi)]”‘l}pdw_ [,

vK —1 +oo 1 p’ vpt1p
= — - d 3.26
v—1 +/—oo [C(z))r—! (1/—1 v—1 )" (3:26)

[e.9]

(3.23)
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em que fizemos algumas manipulagoes algébricas e usamos a condi¢cao de normalizacao
(1.7). Em particular, calcular F para a solu¢do estacionéria p, consiste em substituir p
por ps na expressao do funcional. Assim, usando a equacao (3.26), vemos que

Y U ol v,
Flod = == +/_oo C(z)]"— <y—1 v—1 )d””
_ vK -1 oo p¥
- =— —/_Oo o (3.27)

—~

3.26) e (3.27), verificamos que

Flpl = Flps) = ;OO[ (xé],m( r "sz'__lp>d:c+/z°[c(fdx

/
- [ eor l{u;[(g‘”ﬂ“}d"”
/

:O[ (5)5]” 1 g< )dx (3.28)

v

Empregando as equagoes

%%

com

VAR 4

9(2) = ——
Considerando v > 0, notamos que a funcao g tem um minimo global no ponto 1 e,
consequentemente, g(z) > g(1) = 0 para todo z > 0. Fazendo uso desse fato na equagao
(3.28), observamos que o lado direito da ultima igualdade é nao-negativo e, portanto,
constatamos que

+1, 2>0. (3.29)

Flol =z Flps].- (3.30)

A esséncia do teorema H associado a equacao (3.2) é que, se assumirmos que p; é a
tnica solugao estaciondria da equagao (3.2) para v > 0, em virtude das desigualdades
(3.18) e (3.30), toda solu¢ao da equacao (3.2) tende a p; & medida que ¢t aumenta sem
limite, ou seja, ps é a solugao de equilibrio.

3.4 Casos particulares do teorema H

Assim como procedemos no Capitulo 2, partindo de um caso geral e posteriormente
obtendo casos especificos, discutiremos a seguir vertentes particulares vinculadas ao teo-
rema H. Comegaremos com a difusao usual, passaremos pelas equacoes de Richardson e
de meios porosos e terminaremos no caso que interpola essas duas ultimas.

3.4.1 Equacao de difusao usual

Para o caso da equacao de difusao usual, o coeficiente de difusdo D é uma constante
D e C(x) = 1. Assim, o potencial efetivo (1.53) é reduzido a V(x)/D. Além disso, para
a forma entrépica (3.20), verificamos que

“+oo _
S = lim P dw
v—=1 ) _~ — Vv
+oo
= —/ plnpdr, (3.31)



que apresenta a mesma forma funcional da entropia usual, exceto pela auséncia da cons-

tante de Boltzmann kg. Com esses dois resultados, o funcional F pode ser representado
)

por

+oo +oo
F = D/ pd:l:—i—/ p Inpdx

- [/Oo Viz)pde —T (—k:B/; plnpdxﬂ. (3.32)

Como podemos perceber, salvo pela constante multiplicativa 1/D, esse F tem a forma da
energia livre de Helmholtz ao identificarmos D com kgT.

3.4.2 Equacao de Richardson

No que diz respeito & equacido de Richardson, devemos identificar D com D|x|*~" e C
com 1. Com isso, o potencial efetivo (1.53) passa a ser escrito como

@ F(a)

Por sua vez, a forma entrépica (3.20) é justamente aquela apresentada na equacao (3.31).
Consequentemente, usando as equagoes (3.31) e (3.33), o funcional F (3.17) passa a ser
escrito como

F = / x) pdr + / p Inpdzx. (3.34)

Novamente, presenciamos um funcional tipo energia livre de Helmholtz, porém com uma
energia interna efetiva devido ao fator |z|*~".

3.4.3 Equacao de meios porosos

A equagao de meios porosos (1.71) é recuperada da equagao geral (3.2) usando D = D
e C = 1. Isso posto, a forma entrépica (3.20) vem a ser expressa por

+oo Y
SV:/ PP g (3.35)

—00 — VUV

Essa forma entrépica é usualmente chamada de entropia de Tsallis [51], em que o para-
metro v indica o grau de desvio do caso usual (v — 1). Ja o potencial efetivo (1.53),
assim como no caso da equacao de difusdo usual, é simplificado para V(x)/D. Mediante
o exposto, a forma funcional F (3.17) torna-se

f:ll)(/+ooV()pdx—D/ p_pdq:) (3.36)

—0o0

Apesar da forma entrépica (3.35) ser distinta da (3.31), deve ser notado que esse F ¢é
muito semelhante ao do caso da difusao usual se D fosse identificado com kgT. Esse tipo
de paralelo tem sido explorado para introduzir formalmente uma temperatura [52].
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3.4.4 Equacao de difusao interpolante

A difusao andémala que interpola as de Richardson e de meios porosos (1.84) corres-
ponde a D = D|z|* " e C = 1 na equacio geral (3.2). Nesse caso, o potencial efetivo
é dado por (3.33) e a forma entrépica se resume a de Tsallis (3.35). Esses dois tltimos
resultados, fazem com que o funcional (3.17) seja

oo teopt—p

F :/ V(z)pdx —/ dx . (3.37)
o o0 1 —V

Como poderia ser esperado, verificamos que o funcional F incorpora as mudancas devido

a equagao de Richardson e aquelas oriundas da equacao de meios porosos.

3.5 Forma entrépica generalizada

A forma entrépica S dada na equagao (3.20), que tem uma dependéncia incomum da
posicao, pode ser vista como uma generalizagao da forma entrépica de Tsallis (3.35) [7,51],
uma vez que a equagao (3.35) pode ser obtida da equagao (3.20) tomando C(x) = 1. Em
particular, como vimos, no caso limite em que C — 1 e v — 1, recuperamos a forma
entrépica de Shannon (3.31).

As formas entropicas que acabamos de apresentar podem ser escritas compactamente
empregando a funcao ¢-logaritmo, definida como

1 —1
Ingz = { Y bata 4 (3.38)

‘Tl:q_l para q # 1.

Nesse momento, é pertinente ressaltar que o g-logaritmo é justamente a fungao inversa da
g-exponencial (1.76), na regido em que essa ultima fungao é bijetora. Portanto, usando o
g-logaritmo com g = 2 — v, temos que a equacao (3.20) pode ser escrita como

S =— /_J:O plny_, [C&)l dx . (3.39)

Em mecanica estatistica, um procedimento bem conhecido para obter distribuigoes de
equilibrio consiste em otimizar a entropia levando em consideragao alguns vinculos. Esse
procedimento também pode ser implementado considerando outras formas entrépicas; por
exemplo, no estudo de sistemas complexos. Para ilustrar essa abordagem, consideramos
aqui a otimizagao da forma entrépica dada na equagao (3.39) sujeita aos vinculos

+o00 +oo  _
/ pdr=1 e / pV(z)de =U, (3.40)

—0o0

que correspondem as equagoes (1.7) e (3.19), em que U assume um dado valor. Usando
o método dos multiplicadores de Lagrange, podemos definir o funcional auxiliar

g:S+5<U—/+OOp\_/(:E)dx)+)\<1—/J:opd$>, (3.41)

—00 —
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em que [ e \ sdo os multiplicadores de Lagrange correspondentes a cada um dos vinculos.
A extremizagdo de S sujeita aos vinculos (3.40) corresponde a supor que a derivada
funcional de G em relagao a p é nula, isto é, 6G/dp = 0. Assim, temos

3G _ vlC()~ pt -1

5 — — BV(z) = A=0. (3.42)

Resolvendo essa equagao para p, constatamos que

B 1+(1_y))\ 1/(v—1) 5 B 1/(V_1)
Se denominarmos o fator )
N [1—1—(1—1/)/\] | (3.44)
v +
vemos que p(x) pode ser reescrito como
Nl—u _ 1/(V—1)
p(x) = NC(x) [1 —(v—1) ” BV(x)l : (3.45)
+

em que N é um fator que é fixado pela condigao de normalizagao. Por sua vez, se usarmos
q=2-v,=N""3/vea definicio de g-exponencial (1.76), a expressao para p(z) é
reduzida a

plx) = N C(a) exp,_, [AV (2)]. (3.46)

Como percebemos, esse p(z) corresponde a uma distribuicao de Boltzmann-Gibbs ge-
neralizada. Notamos que essa distribuicao coincide com a solugao estacionaria dada na
equagdo (3.10).

Se estivéssemos considerado apenas o vinculo de normalizagdo, seria equivalente a
empregar J = 0 em G. Nesse caso, todos os célculos para obter o p(x) dado na equagao
(3.46) deveriam ser feitos tomando § = 0. Como = N'""3/v e f = 0, segue que 3 =0
e, consequentemente, a equagao (3.46) resume-se a

p(x) = NC(x), (3.47)

desde que C(x) possa ser normalizado. Esse resultado recupera o caso de equiprobabilidade
quando C(z) é uma fungao constante em um intervalo compacto.

A seguir, faremos uma observacgao a respeito da forma entrépica (3.39). Nesse sentido,
notamos inicialmente que, relacionada a entropia de Shannon, tem-se a entropia relativa
de Kullback-Leibler, também conhecida como divergéncia de Kullback-Leibler [53]. Ela é
definida por

Dics(pl0) = [ pla)n 28 dr., (3.48)

em que p(x) e ((x) sdo duas distribui¢oes de probabilidade. Se p(x) = ((x), Dk (p||C)
serd nulo. Devido a essa propriedade, apesar de Dy (p||¢) ndo ser simétrico pela troca
de p(z) e {(z), essa entropia relativa também é vista como uma distancia entre as duas
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distribuigoes de probabilidade'. Ao comparar a equagao (3.48) com a equagao (3.39) com
v — 1, concluimos que —S tem a forma da entropia relativa de Kullback-Leibler. No
contexto da entropia de Tsallis, também foi definida uma entropia relativa [54]. Essa
nova entropia relativa é obtida ao substituir a funcao logaritmo pela funcao g-logaritmo.
Assim, o —S, apresentado na equagao (3.39), tem justamente a forma de uma entropia
relativa generalizada. Para que —S possa ser visto como uma entropia relativa, C(z) deve
ser pensado como uma distribuicdo de probabilidade. Assim, vemos que, a depender do
contexto, C(x) poderia ser visto como uma densidade de probabilidade (equagoes (3.39) e
(3.47)) ou como uma densidade normalizada de estados em conexao com a equagao (3.10).

Deve ser colocado em evidéncia que os termos do funcional F podem ser arranjados de
diferentes maneiras. Esse fato aponta na direcdo de outras defini¢oes de energia interna
e forma entrépica. Para explorar essa possibilidade, note que as equagoes (3.17), (3.19) e
(3.20) conduzem a

F = /_;oo V(x) pdx — /+OO C@™p" —p dx , (3.49)

—00 1—v

que pode ser reescrito como

+oo , _ 400 p¥ —
F = / (V(:C) p—rp° lnl,C(a:’)) dx — / A (3.50)
—00 —0 1—v
Esse resultado baseia-se na identidade
C@)]'""p" —p _ P’ —p [C(@)]' ™ -1
= v 51
1—v 1—1/+p 1—v (3.51)
e no uso da defini¢ao de g-logaritmo (3.38). Assim, constatamos que
F=U-S5,, (3.52)
em que S, é a forma entrépica de Tsallis (3.35) e
+oo , _
U= / (V(x) p—p° lnyC(;E)) dx . (3.53)

Uma comparagao direta de U e U mostra que esses dois tipos de energia interna
coincidem quando C(z) = 1. Da mesma forma, S e S, sdo iguais nessa condi¢do. Por
outro lado, se C(x) # 1, U e U diferem-se pelo termo

oo
/_OO p” (—1n, C(z)) dx. (3.54)

Formalmente, esse termo pode ser pensado como um tipo de média do potencial —In, C
cuja densidade de probabilidade é p” ao invés de p. Essa espécie de média tem sido

IPara contornar essa dificuldade, é comum considerar

D2stol)= [~ s 2D et [~ com D e

_ x p(x

para definir uma entropia relativa simétrica.

50



empregada em varios trabalhos relacionados a mecanica estatistica nao extensiva de Tsal-
lis [7,51]. Apesar da sua simplicidade, essa espécie de média traz consigo um aspecto
indesejado, pois o valor médio da unidade nao é igual a unidade em geral. As duas ma-
neiras de decompor o funcional F apontam, portanto, para a necessidade da introducao
de termos nao usuais. Se nos retermos a uma energia interna convencional, os termos
remanescentes compoem uma forma entrépica ndo usual (equagao (3.39)) dependente da
posicao. Por outro lado, se consideramos a forma entrépica de Tsallis (3.35) no funcional
F, somos conduzidos a uma energia interna nao convencional, envolvendo uma pseudo-
média que nao retorna 1 quando ela é aplicada em 1.

Por fim, analisaremos o extremo da forma entrépica de Tsallis S, equacao (3.35),
sujeita ao vinculo de U constante e ao vinculo da normalizacao de p. Nesse sentido,
introduziremos a funcao auxiliar

+oo , _ “+o0o

L=S,+p {Z/{ - / (V(:L‘) p—rp° ln,,C(x)> da:] + A (1 - / pdx) , (3.55)
em que (5 e \ sdo multiplicadores de Lagrange. A seguir, usando dL£/dp = 0, constatamos
que

vp' =1 Y -1
17—6V+Vﬁp” In,C(z) —A=0. (3.56)
—v

Assim, resolvendo essa equacao para p, somos levados a

pl) = N1+ (- )iV @] " L (- 0)s i, O]

= Nexpy, (—5V(2)) exp, [, C(2)] (3.57)

em que utilizamos a definigdo de g-exponencial, equagao (1.76), N = {[14+(1—v)\]/ y}i/ (w=1)
é uma constante de normalizacio e § = N'774 /v. A comparagao desse p(z) com aqueles
nas equagoes (3.10) e (3.46) mostra que ele nao ¢ idéntico a esses dois ultimos. Isto indica
que a maneira de decompor o funcional F em uma energia interna e uma forma entrépica
deveria ser pensada com cuidado. Em particular, nossas opg¢oes de decomposicao nao
podem ser quaisquer se desejamos ter uma concordancia entre a solugao estacionaria e a
distribuicao que otimiza a forma entrépica. Nessa direcao, a decomposicdo F = U — S
parece ser uma melhor escolha que F =U — S,,.
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Consideracoes finais

Neste trabalho, investigamos algumas equagoes de Fokker-Planck generalizadas. Co-
mecamos este estudo revendo alguns aspectos gerais da equacao de difusao usual. Em
particular, para o caso sem forca externa, focamos na solugdo gaussiana dependente do
tempo correspondente a uma condicao inicial concentrada na origem. A seguir, na pre-
senca de uma forca externa confinante, a solucao estacionaria foi nosso objeto de atencao.
Essa discussao prévia serviu de base para avancarmos no estudo de equagoes de difusao
generalizadas. A primeira equagao de difusao anomala considerada foi a de Richardson,
que contém um coeficiente de difusdo proporcional a uma poténcia do médulo da posi-
¢do. Nesse caso, refizemos a mesma analise que foi feita para o caso da difusdo usual.
Essa andlise forneceu uma indicac¢ao de como o comportamento anémalo manifesta-se na
solucao dependente do tempo e na estacionaria via gaussianas alongadas. Outro tipo de
difusdo andémala pontuada foi a de meios porosos. Nessa vertente, mais uma vez, co-
locamos nossa atencao nas solugoes dependente do tempo e estacionaria, ressaltando o
papel de g-gaussianas. Visando fornecer bases para os nossos estudos subsequentes, em
um terceiro exemplo de difusdao anoémala, nos voltamos para uma situacao interpolante
das equagoes de Richardson e de meios porosos. Constatamos que as solugoes temporal e
estacionaria sdo da forma de ¢g-gaussianas alongadas. Além disso, nesses estudos introdu-
torios, pontuamos que equagoes de difusdo anémala podem, formalmente, ser vistas como
equagoes de Fokker-Planck generalizadas se a funcao de distribui¢ao considerada é vista
como uma distribuicao de probabilidade.

Na etapa seguinte de nossos estudos envolvendo equacoes de Fokker-Planck generali-
zadas, nos direcionamos a uma situacao mais abrangente que os casos anteriores. Mais
especificamente, partimos de uma soluc¢ao temporal proporcional a uma poténcia da po-
sicao vezes uma g-gaussiana alongada para identificar uma equagao de Fokker-Planck ge-
neralizada que tem aquelas citadas no paragrafo anterior como casos particulares. Além
de obter essa tultima equacao, calculamos a norma e os momentos dessa solucao geral,
assim como as condic¢Oes sobre seus parametros para a existéncia desses objetos. Também
trilhamos, a partir da solucao geral, o caminho para varias solugdes particulares e as equa-
¢oes de Fokker-Planck generalizadas correspondentes. Exploramos ainda, em funcao dos
parametros, o comportamento do segundo momento tencionando classificar os processos
em super e subdifusivos. Ressaltamos, por fim, que a solugao geral em questao tem como
casos particulares um grande conjunto de distribui¢oes de probabilidade. Por exemplo,
as distribuicoes de probabilidade exponencial, g-exponencial, gaussiana, gaussiana alon-
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gada, g-gaussiana, gama, gama generalizada, g-gama, ¢-gama generalizada, beta, Weibull
e q¢-Weibull.

Na terceira etapa de nosso estudo, que é a sua parte mais inovativa, investigamos uma
ampla familia de equagoes generalizadas de Fokker-Planck que depende de trés fungoes
genéricas da posigao a serem fixadas. Duas dessas fungoes, C(x) e D(z), estao no termo
difusivo e a outra refere-se a forca externa F'(z). Essa familia contém todos os casos
anteriores como particulares, em especial o de Richardson e o de meios porosos. Devido
a generalidade dessa equagao, o eixo da nossa analise esta ligado a solucoes estacionarias.
Mostramos que cada membro dessa familia de equacoes tem uma solugao estacionaria se o
termo de forca externa for confinante. Além disso, a solugao estacionaria depende de C(x)
e de um potencial efetivo V(z) que vincula-se a C(x), F(z) e D(z). Essa dependéncia faz
com que C(z) e D(x) possam atenuar ou pronunciar o aspecto confinante de F'(z). Além
disso, em virtude da dependéncia funcional da solugao estacionaria em termos dessas trés
funcoes genéricas, diferentes membros da familia de equagoes de Fokker-Planck genera-
lizada em questao podem ter a mesma solugao estacionaria. Assim como no caso das
solugoes temporais mencionadas no paragrafo anterior, as solugdes estacionarias contém
um conjunto ainda mais amplo de distribui¢oes bem conhecidas como casos particulares.

Além de encontrar solugoes estacionarias para a familia proposta de equagbes gene-
ralizadas de Fokker-Planck, verificamos um comportamento temporal de suas solucoes.
Esse padrao é ditado por um teorema H para cada membro da familia. Esse teorema H,
nos permite dizer que, se uma equacao de Fokker-Planck generalizada tem uma solucao
estaciondria tnica p,, entdo qualquer solugao (bem comportada) dessa equagio tende a
ps conforme o tempo aumenta sem limite. Assim, ps acaba sendo a solugao de equilibrio.
Para verificar o teorema H, consideramos um funcional do tipo energia livre, F = U — S,
como é comum em varias pesquisas sobre o tema. Em nosso estudo, U pode ser visto como
um tipo de energia interna e S como uma possivel forma entropica. Particularmente, U
pode ser a média do potencial efetivo ‘_/(x) e S uma forma entropica que generaliza a
de Tsallis. Essa forma entropica apresenta uma dependéncia nao usual na posicao. Por
sua vez, a otimizacao dessa forma entrdpica, levando em consideracao uma condi¢dao de
normalizacdo e um valor constante para U, também resulta na solucao estacionaria p;.
Um outro fato sobre a forma entrépica S é que, curiosamente, —S tem a forma de uma
entropia relativa generalizada. Esse fato aponta para a possibilidade de novas investi-
gagoes ou aplicagoes fora do contexto do teorema H e das equagodes de Fokker-Planck;
por exemplo, no estudo de sistemas complexos. E digno de nota que hé outras maneiras
possiveis de definir U e S em F. Em particular, um outro modo de definir essas duas
grandezas consiste em identificar S como a forma entrépica de Tsallis e U composto por
dois termos. Um deles corresponde ao antigo U e o outro contém um comportamento nao
linear na densidade de probabilidade e, consequentemente, nao pode ser visto como um
valor médio tradicional. Esse estudo do teorema H indica, portanto, ou a consideragao
de uma forma entropica que depende da posi¢cado ou uma forma energética que nao é uma
média usual. Entretanto, em contraste com a primeira forma entropica, a otimizacao da
forma entropica de Tsallis conduz a uma distribuicdo que nao é consistente com a solugao
estacionaria. Assim, a maneira de decompor o funcional F em termos de uma energia
interna e uma forma entrépica pode levar a resultados indesejaveis.

Situagdes mais gerais do que a discutida neste trabalho podem ser conduzidas con-
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siderando, por exemplo, que as fungoes D e C dependem explicitamente da distribuicao
p além da posicao. Nesse caso, podemos esperar que outros potenciais efetivos e ou-
tras formas entrépicas relativas possam surgir. Um estudo mais ambicioso desses dois
aspectos poderia ser baseado em generalizacoes da equacao de Fokker-Planck envolvendo
adicionalmente derivadas fracionarias. Além disso, em principio, todas essas investigacoes
possiveis também poderiam ser estendidas a mais de uma dimensao.

o4



Apéndice A

Algumas distribuicoes de
probabilidade

Ao longo deste trabalho, esta presente uma variedade de distribuigoes de probabilidade.
Neste apéndice, apresentaremos brevemente algumas delas. Basicamente, uma densidade
de probabilidade p(x) deve ser positiva para qualquer z dentro do intervalo que ela esté
definida. Além disso, p(x) deve satisfazer a condigdo de normalizacao

/:Qp(x) dr =1, (A1)

1

em que z; e o delimitam a regido em que p(z) estd definida.

A.1 Distribuicao gaussiana

A primeira distribuicao de probabilidade que consideraremos é a gaussiana:

p(r) = 27302 exp (—(562;5)2> (—o0 <z < 00; 02 > 0), (A.2)

em que os parametros i e o correspondem ao valor médio e ao desvio padrao de =,
respectivamente. A forma dessa distribuicdo relembra um sino cuja posi¢do do topo
corresponde a x = u. O fator que precede a exponencial, a constante de normalizacgao,
segue da integral gaussiana

/OO exp (—aa:Q) dr = \/Z (Re(a) > 0). (A.3)

—00

A.2 Distribuicao gama

Antes de apresentar a distribui¢ao gama, teceremos alguns comentarios sobre a fungao
gama, ['(z). Essa funcdo pode ser vista como uma generalizagao da fungao fatorial. Nesse
trabalho, serd usada a representagao integral

['(z) = /OOO " texp(—x) dx (Re(z) > 0). (A.4)
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Varias integrais podem ser calculadas em termos dessa fungao, por exemplo, usando x =
ay” (portanto, y = a~*/"z'/"), verifica-se que

[WeXp(—alylr)dy = 2/0 exp(—ay”) dy

2 o0
= /0 V" Lexp(—z) dx
_ 21°(1/r) (A5)

rallr

em que foi empregada a equagdo (A.4) com z = 1/r.
A partir da integral (A.5), podemos considerar a distribuigao gaussiana alongada (tam-
bém conhecida como distribui¢ao de Subbotin)

1/r

p(z) = Q;?Wexp(—a]x\r) (—o00 < x < o0; a>0). (A.6)
A denominagao alongada deve-se ao fato de r < 2 corresponder a uma distribuicao de
probabilidade com cauda mais longa do que a da gaussiana; se r > 2, tem-se uma cauda
mais curta. Se r = 1, a equagao (A.6) é chamada de distribuicdo de Laplace. Se a
distribuigdo (A.6) ¢ limitada a x > 0, ela é comumente denominada de distribuicao
exponencial alongada, devido ao caso 0 < r < 1. No caso r = 1, com x > 0, obtemos a
distribuicao exponencial

p(z) = aexp (—ax) (x >0; a>0). (A.7)

A partir do integrando em (A.4) e usando o resultado dessa integral, segue a distri-

bui¢ao gama

p(z) = by exp(—wx) (x> 0; w>0), (A.8)
I'(z)
em que w é um parametro positivo. Essa distribuicao apresenta uma cauda alongada e
um maximo. Além disso, ela é nula na origem se z > 1 e diverge na origem se 0 < z < 1.
Quando z = 1 recaimos na distribui¢ao exponencial (A.7) novamente.
A distribuicao de probabilidade

rw?/" 1
T) = r° " exp(—wx” x>0, 2>0, w>0er>0 A9
) = fi e epun’) (@ ) (A
¢ uma distribuicao gama generalizada, pois quando r = 1 a distribui¢do gama é recupe-
rada. O fator de normalizagao é obtido de modo analogo ao feito na equagao (A.5).

A.3 Distribuicao beta

Outra fungao relevante na nossa discussao é a fungao beta, B(y, z). Essa fungio, que
se relaciona com a funcao gama via a identidade

[(y)l'(2)

PO =Ty v ey

(A.10)
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pode ser escrita via as representacoes integrais
1
B(y,z) = / 211 —x)* e
0
/2
= 2/ (sen 0)?~!(cos 0)** 1 db, (A.11)
0

desde que Re(y) > 0 e Re(z) > 0. Para obter a segunda representagao integral a partir
da primeira, usa-se uma mudanca de varidvel de x para 0, em que x = sen’6 e dx =
2sen 6 cos 6 db.

Assim como no contexto da fun¢ao gama, tem-se uma distribuicao relacionada com a
funcao beta. Nesse caso, a distribuicao de probabilidade beta é dada por

w? -1 -1
p(z) = /7 (1 — wx)? (0<z<1/w; w>D0), (A.12)
B(y, 2)

que se reduz a distribuicao beta padrao quando o parametro positivo w é igual a 1. O fator
B(y, z) em p(x) garante a normalizacdo, como se conclui a partir da primeira igualdade
da equagao (A.11).

A.4 Distribuicao de Weibull

Um exemplo de distribuicdo de probabilidade que comumente lembra a forma da
distribuicao gama, porém quantitativamente diferente, é a distribuicao de Weibull. Ela é
definida por

ra’T

1 r
p(z) = exp <_Zﬂ‘> (x>0; w>0, r>0). (A.13)

w’/‘

Deve ser notado que esse p(x) é um caso particular da distribuicdo gama generalizada,
pois z = r na equagao (A.9) conduz a equagao (A.13); essa identificacdo é completa se
o parametro w é redefinido. A normalizacdo da distribuicdo de Weibull é diretamente
verificada por meio de uma mudanca de varidveis ditada por y = 2" /w". De fato,

0o r—1 r 0o
/ re — exp (_a:r) dr = / exp(—y) dy
0w w 0
= 1. (A.14)

A.5 ¢-distribuicoes

No Capitulo 1, tivemos a oportunidade de introduzir a fun¢do ¢g-exponencial, definida
na equagao (1.76). A partir dessa definigdo, podemos pensar em generalizar distribui¢oes
que apresentam uma funcdo exponencial em sua defini¢do, bastando substituir a expo-
nencial pela g-exponencial. Nessa possibilidade, o parametro ¢ fornece uma indicacao
de quanto a g-exponencial desvia da exponencial (que corresponde ao limite ¢ — 1 da ¢-
exponencial). Nesse contexto, um primeiro exemplo é o caso da distribuigao g-exponencial,
dada por

p(z) = 2—q)a[l—(1 - q)az]/"?
= (2-q)aexp, (—azx) (a > 0). (A15)
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Essa distribuicao esta corretamente normalizada, pois

o
(2—q)a

Ressaltamos que essa integral nao é divergente somente se 2 > ¢, ou seja, a distribuicao
g-exponencial é normalizavel somente se 2 > ¢. O suporte dessa distribuicao é 0 < z <
1/[1—q)a]jseg<lex>0seq>1.

Outro exemplo ¢ o da distribuicao g-gaussiana, isto ¢,

/0 T - (- qaa]VO 0 dr = 2> q). (A.16)

p(z) = Nexp, (—am2) . (A.17)

Ao invés de calcularmos o fator de normalizacao, faremos apenas algumas observagoes.
N é um fator de normalizacao que depende de ¢ e a. Essa distribuicao é normalizavel
somente se ¢ < 3. A regido que esta definida essa distribui¢do (o seu suporte) corresponde
a|z] < [(1—q)a]'? (Jz] < 00) se ¢ < 1 (g > 1). Nesse contexto, a distribui¢do ¢g-gaussiana
alongada ¢

p(z) = N exp,(—alz|"). (A.18)

O fator N é uma funcao de ¢, r e a. Devemos ter ¢ < r 4+ 1 para que essa distribuicao
seja normalizdvel. A exemplo do caso anterior, esse ultimo p(z) tem suporte compacto
para g < 1 e x pode ser qualquer para g > 1.

A distribuicao g-gama é dada por

p(z) = No*~'exp, (—wz). (A.19)

O fator de normalizacao N é uma funcao de ¢, z e w. Essa distribui¢ao é normalizavel
somente se ¢ < (z+ 1)/z. Assim como no caso da g-exponencial, o suporte desse p(x)
60<z<1/[1-quw]seq<lex>0seq>1 E curioso notar que a distribuicao
beta tem a forma de uma distribuigdo g-gama, pois (1 — wx)*~! pode ser escrito como
[1—(1—¢q)az]/CD comw= (1 —-qlaez—1=1/(1-q).

A distribuigao ¢-Weibull é expressa como [55]

p(x) = Na"texp, <—$) (x>0; w>0, r>0). (A.20)
Além disso, a distribuicdo ¢-gama generalizada é definida por
p(z) = No* ™' exp, (—wz"). (A.21)

Quando z = r essa ultima distribuicdo se reduz a g-Weibull. Assim como nos casos
anteriores envolvendo g-exponencial, ha presenca de suporte compacto se ¢ < 1 ez >0
ocorre quando ¢ > 1. Os fatores de normalizagao dessas duas tultimas distribui¢oes, assim
como outras contendo uma g-exponencial, nao foram calculados neste apéndice, pois tém
seus calculos feitos no corpo desse trabalho. Deve ser ressaltado ainda que a distribuicao
de probabilidade dependente do tempo mais geral analisada nesse trabalho tem a forma
de uma ¢-gama generalizada.
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Apéndice B

Condicoes de existéncia de norma e
momentos

A seguir, vamos expandir a andlise feita na segdo (2.2). Nosso intuito é obter as
condigoes para que a fungao p tenha norma e momentos até a ordem n. Essa andlise serd
dividida em quatro partes a depender dos pardmetros Aer: A >0er >0; A >0e
r<0;A<0er>0A<0er<0.

B.1l1 A>0er >0

Nesse caso, a expressao para a norma e momentos de ordem n é dada pela equacao
(2.34), isto é,
2Ntns/r

(|z]™)y = WB [l(n),c+1].

Assim, surgem as condigoes [(n) > 0 e c+ 1 > 0 (logo, ¢ < —1), que correspondem a,
cada um dos argumentos da fun¢ao beta serem positivos. Como r é positivo e I(n) =
(n+a+ 1)/r, podemos ver que [(n) é uma funcdo crescente em relagdo a n, ou seja,

(n+1)>1(n) > > 1(0). (B.1)

Além disso, de I(n) > 0 para todo n > 0, temos a desigualdade [(0) > 0 que, juntamente
com ¢ < —1, nos garantem a existéncia de norma e de quaisquer momentos com n > 0.
Note que {(0) > 0 implica em (a + 1)/r > 0 e, portanto, a > —1.

B2 A>0er<90

Para essa possibilidade, a expressao para a norma e momentos também ¢é dada pela
equagao (2.34) e, portanto, I[(n) > 0 e c+ 1 > 0. Nesse caso, porém, [(n) é uma fungao
decrescente, pois r < 0, ou seja,

In+1)<l(n) <---<1(0) (B.2)

para todo n > 0. Portanto, as desigualdades I(n) > 0 e ¢ > —1 garantem a existéncia
de norma e momentos de ordem menor ou igual a n. Como r < 0, podemos reescrever a
desigualdade I(n) > 0 como (n+a+ 1)/r > 0 e, desse modo, a < —n — 1.
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B.3 A<Oer >0

Nesse cendrio, a expressao para a norma e momentos é dada pela equagao (2.37), ou
seja,
ZNtns/'r

(Jz|") = WB [l(n), =l(n) — ],

em que [(n) > 0e —l(n) —c > 0. A primeira desigualdade se resume a [(0) > 0, pois [(n)
¢ uma funcao crescente. A outra exigéncia, —c¢ > [(n), conjuntamente com o fato de que
[(n) é uma funcao crescente, nos proporciona

—c>1ln)>Iln-1)>--->1(0). (B.3)

Logo, as desigualdades —c¢ > I(n) e [(0) > 0 garantem a existéncia da norma de p e de
todos os seus momentos até a ordem n. Podemos ainda observar que I(n) =1(0) + n/r e

—c > [(n) conduzem a
—c>1(n) = —c>10)+n/r. (B.4)

Além disso, esse resultado juntamente com [(0) > 0 leva a
—c—n/r>1(0) > 0. (B.5)

Como c+n/r < —I(0) < 0, apds algumas manipulagoes, chegamos em rc+n+1 < —a < 1.

B4 A<0er<o

Como esse caso é andlogo ao anterior, deve-se ter [(n) > 0 e, por consequéncia, [(0) 4
n/r > 0 (pois I(n) = 1(0) + n/r). A outra condigdo é —c > [(n), que pode ser expressa
por ¢ < —I(0) gragas ao fato de r < 0 tornar a fungdo I(n) decrescente. Unindo essas
duas ultimas condic¢oes, obtemos

c < —I1(0) <n/r. (B.6)

Por fim, substituindo [(0) nessa ultima desigualdade, temos rc +1 > —a > n + 1.
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Apéndice C

Relacao entre os parametros da
equacao de difusao e da sua solucao

Neste apéndice, visando apresentar de forma conjunta alguns dos principais resultados
do Capitulo 2, resumiremos como os parametros da equagao geral (2.27) podem ser escritos
em termos dos pardmetros da solugao geral (2.16) e vice-versa. Também faremos o mesmo
para o caso exponencial, equagoes (2.40) e (2.39).

C.1 Caso geral

Nesse caso, temos a equagao (2.27), que é dada por

8p(.§lf,t) _ g a+6 5& p(I,t) Y
o D@x [m ! or \ x| ’ (C-1)

e sabemos que a sua solugdo (2.16) é

2] 2]
plx,t) = Nt(a—i—l)s/r 1-A L (C.2)

Assim, usando as equacgoes (2.9), (2.12) e (2.23), os pardmetros da equagao diferencial em
termos dos parametros de p sao

1 1
I/:C+ , 0=2—r e 528—1+(a+ )S.
c rc

(C.3)

Por outro lado, os parametros de p podem ser escritos a partir dos parametros da equagcao
diferencial, isto é,

1 (6+1)(2—0)

SZI—H—F@(V—l)—i—y' (C-4)

Por fim, reescrevemos as equagoes (2.14) e (2.38):

S

D =
ANe(c + 1)r?

(C.5)
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[rllAf se A>0 >—-1¢e c#0
_ ) 2B((0),¢ + 1) e ‘
Y e o
A<O —1(0
2B(I(0), (o) —¢) A0 e e
em que [(0) = (a+1)/r.
C.2 Caso exponencial
No caso exponencial, a equagao de difusao (2.40) é
Op(z,1t) 0 4 0 [p(x,t)
= D— |[z|*"t T — [ == C.7
ot ox 2 Oz \ |x| ’ (C1)
e o correspondente p (2.39) é
|| |z|"
,0(1:, t) = NW exp —/8 rs . (08)

Os parametros da equacao diferencial, em termos dos parametros de p, sao dados por
0=2—r e D = s/p3r°. (C.9)

Por sua vez, os parametros de p, a partir dos parametros da equacao diferencial, sao

S

=2—-0 = .
r e 15} 2

(C.10)

Com a equacao (2.44) e com os resultados escritos acima é possivel encontrar N, isto é,

7|5

N=5r oy

(C.11)

em que [(0) = (a+1)/r.
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