UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA
DEPARTAMENTO DE FISICA

JEAN HIDEAKI YAMADA PASSOS

POSSIVEL ORIGEM DE TERMOS EM
FEQUACOES DE FOKKER-PLANCK
NAO-LINEARES

Maringé, Agosto de 2021.




UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA
DEPARTAMENTO DE FISICA

JEAN HIDEAKI YAMADA PASSOS

POSSIVEL ORIGEM DE TERMOS EM
FEQUACOES DE FOKKER-PLANCK
NAO-LINEARES

Dissertagao apresentada ao Programa de Pds-Graduagao em
Fisica da Universidade Estadual de Maringd como requisito

parcial para obtencao do titulo de Mestre em Fisica.

Orientador: Prof. Dr. Renio dos Santos Mendes

Co-Orientador: Prof. Dr. Max Javier Jauregui Rodriguez

Maringé, Agosto de 2021.




Dados Internacionais de Catal ogagéo-na-Publicacdo (CIP)
(Biblioteca Central - UEM, Maringa - PR, Brasil)

P289p

Passos, Jean Hideaki Yamada

Possivel origem de termos em equacgdes de Fokker-Planck ndo-lineares / Jean Hideaki
Yamada Passos. -- Maringd, PR, 2021.
55f.

Orientador: Prof. Dr. Renio dos Santos Mendes.

Coorientador: Prof. Dr. Max Javier Jauregui Rodriguez.

Dissertagdo (Mestrado) - Universidade Estadual de Maringa, Centro de Ciéncias
Exatas, Departamento de Fisica, Programa de Pds-Graduacéo em Fisica, 2021.

1. Equac6es de Fokker-Planck ndo-lineares. 2. Teorema H. 3. Equacao de Dean-
Kawasaki. 4. Entropia de Tsallis. 5. Formas entropicas. |. Mendes, Renio dos Santos,
orient. Il. Rodriguez, Max Javier J4uregui, coorient. lll. Universidade Estadual de Maringa.
Centro de Ciéncias Exatas. Departamento de Fisica. Programa de Pés-Graduacdo em
Fisica. IV. Titulo.

CDD 23.ed. 530.1

Elaine Cristina Soares Lira- CRB-9/1202




JEAN HIDEAKI YAMADA PASSOS

POSSIVEL ORIGEM DE TERMOS EM
EQUACOES DE FOKKER-PLANCK NAO-LINEARES

Dissertagdo apresentada a Universidade
Estadual de Maringa, como requisito parcial
para a obtengado do titulo de mestre.

Aprovado em: Maringa, 31 de agosto de 2021.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Renio dos Santos Mendes
Universidade Estadual de Maringa — UEM

Prof. Dr. Max Javier Jauregui Rodriguez
Universidade Estadual de Maringa — UEM

Prof. Dr. Fernando Dantas Nobre
Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas — CBPF

Prof. Dr. Luiz Roberto Evangelista
Universidade Estadual de Maringa — UEM
Programa de P6s-Graduagao em Fisica — PFlI



Agradecimentos

Agradego a Deus pela minha familia e pela minha saude.

A minha mae, Ana, sem seu suporte, trabalho, carinho e dedicacao eu nao conseguiria
ter chegado aonde cheguei.

A minha irma, Larissa, pelo suporte e companheirismo e encorajamento.

A meu pai, Leonardo, pelo suporte e companheirismo, apesar da longa distancia que nos
separa.

Aos meus orientadores, Renio e Max, cuja enorme paciéncia, dedicacao e trabalho duro
foram essenciais na minha formagao e na realizacao desse trabalho. Tive muita sorte de ter
dois orientadores tao inteligentes, dedicados e trabalhadores.

Agradego também a UEM e aos professores tanto da graduagao quanto da pés-graduagao,
que foram essenciais para eu chegar aqui.

Agradecimentos & CAPES pelo apoio financeiro.



Resumo

Partindo de uma equacao de Dean-Kawasaki geral, obtemos uma equacao de Fokker-
Planck generalizada nao-local e nao-linear que envolve forgas que tém sua origem no poten-
cial do tipo n-corpos v¢,. Mostramos que, considerando expressoes convenientes para esses
potenciais de muitos corpos, diferentes equacoes de Fokker-Planck nao-lineares podem ser
obtidas, incluindo vérias que tém sido investigadas na literatura. Em particular, esse estudo
revela uma possivel origem para os termos nao-lineares em equagoes de Fokker-Planck. Além
disso, mostramos um formalismo que nos permite encontrar facilmente equagoes de Fokker-
Planck generalizadas e teoremas H associados a partir de funcionais tipo energia livre. Em
particular, verificamos um teorema H para a equagao de Fokker-Planck generalizada nao-
local e mostramos que parte do termo de energia no funcional tipo energia livre pode ser
formalmente interpretado como uma forma entropica se escolhemos convenientemente a ex-

pressao dos potenciais ).

Palavras-chave: Equacoes de Fokker-Planck nao-lineares, Teorema H, Formas Entropicas,

Equagao de Dean-Kawasaki, Entropia de Tsallis.



Abstract

Starting from a general Dean-Kawasaki equation, we obtain a non-local and non-linear
generalized Fokker-Planck equation that involves forces which have their origin on n-body
potentials 1),. We show that, considering convenient expressions for these multiple-body
potentials, different non-linear Fokker-Planck equations can be obtained, including several
that have been investigated in the literature. In particular, this study reveals a possible
origin for the non-linear terms in Fokker-Planck equations. Moreover, we show a framework
that allows us to easily find generalized Fokker-Planck equations and associated H theorems
starting from free-energy-like functionals. In particular, we verify an H theorem for the ge-
neralized non-local Fokker-Planck equation and we show that part of the energy term of the
free-energy-like functional can be formally interpreted as an entropic form if we conveniently

choose the expression of the potentials 1.

Keywords: Non-linear Fokker-Planck equations, H-Theorem, Entropic Forms, Dean-Kawasaki

Equation, Tsallis Entropy.
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Introducdo

A equacao de Fokker-Planck é uma equacao de grande importancia na mecanica estatis-
tica. Tanto que, ela continua sendo investigada extensivamente, mais notavelmente através
de generalizacoes. Um primeiro exemplo a ser citado é a equagao de Fokker-Planck nao-linear
baseada na equagao de meios porosos [1|. Essa equagao possui uma solugao estacionaria que
também pode ser obtida otimizando a forma entropica de Tsallis sujeita a vinculos conve-
nientes [2|. A conexao entre essa forma entropica e a equacao de Fokker-Planck ndo linear
é reforgada por um teorema H [1]. Investigagdes similares focando na verifica¢do de um
teorema H associado com outras generalizacoes da equagao de Fokker-Planck podem ser
encontradas na literatura [3-5]. Essas investigagoes usualmente consideram funcionais tipo
energia livre convenientes cuja derivada temporal sao nao-positivas para solugoes bem com-
portadas das equacoes de Fokker-Planck e cada um dos termos possui um minimo em uma
solucao estacionaria. Analogo ao caso da equagao de Fokker-Planck usual, os termos no
funcional energia livre sao identificados como uma parte energia interna e como uma forma
entropica.

Vérias investigacoes sobre equacoes de Fokker-Planck nao-lineares consideram a intro-
dugao de termos genéricos [6-16]. Embora, do ponto de vista formal, o uso desses termos
seja plausivel, sua origem em conexao com sistemas especificos merece um estudo detalhado.
Além disso, em conexao com teoremas H, cada um desses termos pode ser associado a uma,
parte de um funcional tipo energia livre. Como os termos desse funcional sao usualmente
separados em duas classes, isto é, como uma energia interna ou como uma forma entropica,
o conhecimento da origem dos termos na equacgao de Fokker-Planck pode revelar a origem
de algumas formas entropicas. Isso também mereceria ser objeto de estudo.

De modo a realizar essas investigagoes, primeiro faremos uma breve revisao sobre as
equagoes de Langevin e de Fokker-Planck. Importantemente ligadas a essa equagao, estao

a sua solucao estacionaria e seu teorema H, os quais também investigamos no Capitulo 1.



Como um primeiro exemplo de generalizagao da equagao de Fokker-Planck, analisamos bre-
vemente uma equacao de Fokker-Planck relacionada a equagao meios porosos, encontrando
sua solugao estacionaria e teorema H.

No segundo capitulo, apresentamos brevemente a equacao de Dean-Kawasaki, a qual é
equivalente a um sistema de equacoes de Langevin. Originalmente essa equagao considera
somente interagoes entre duas particulas. No entanto, mostramos que essa equacgao também
pode ser obtida em um caso mais geral, considerando interagoes de n-corpos.

Partindo da equacao de Dean-Kawasaki geral encontrada no Capitulo 2, chegaremos,
no Capitulo 3, em uma equagao de Fokker-Planck generalizada que em geral é nao-linear e
nao-local. A partir da aplicacao de potenciais de contato nessa equacao, encontraremos uma
possivel origem para os termos nao-lineares em equagoes de Fokker-Planck nao-lineares.

No Capitulo 4 mostramos um procedimento que nos permite obter sem muito esforco
equagoes de Fokker-Planck generalizadas e teoremas H associados. Em particular, recu-
peramos varios resultados sobre equacoes de Fokker-Planck nao lineares que aparecem fre-
quentemente na literatura; por exemplo, a equagao de Fokker-Planck linear, a relacionada a
equagao de meios porosos, e um exemplo desenvolvido em um artigo que foi submetido para
publicagao.

No Capitulo 5, verificamos um teorema H para a equagao de Fokker-Planck generalizada
nao-local obtida no Capitulo 3. Essa analise indica um funcional tipo energia livre associado a
essa equacao. Considerando interagoes de contato, mostramos que parte desse funcional que
tem origem nas interagoes pode ser interpretado como uma forma entrépica. Em particular,
com essa abordagem conseguimos obter formas entropicas de Tsallis e generalizacoes delas,
as quais podem depender da posicao.

Finalmente, no Capitulo 6, apresentamos as nossas conclusoes finais. Além disso, ha dois

apéndices que contém alguns célculos complementares.



CAPITULO 1

Equacdes de Langevin e de Fokker-Planck

Nesse capitulo revisaremos alguns conceitos e resultados que serao importantes para o

desenvolvimento dos proximos capitulos.

1.1 Equacao de Langevin

Ao estudar o movimento browniano unidimensional, notamos que as forgas que atuam
sobre a particula sao duas, uma dissipativa F; e uma aleatoria F,, as quais sao originadas pelo
impacto da particula com as moléculas do meio. Vamos considerar que a forga dissipativa
¢é proporcional a velocidade da particula, ou seja, F; = —av em que « é o coeficiente de
atrito e v é a velocidade da particula [17]. A segunda lei de Newton aplicada a particula nos
proporciona a equagao

mdzl—it) = —aw(t) + Fu(t), (1.1)
em que m é a massa da particula. Vamos considerar que a forga aleatoria F,(t) satisfaz as

seguintes condigoes:

(Fa(t)) =0

(1.2)
(Fa(t)Fu(t)) = Bo(t —t'),

em que B é uma constante positiva. A primeira condicao diz que a média da forca aleatoria
é nula, e a segunda condigao significa que as colisoes da particula com as moléculas do meio

sao independentes. A equagao (1.1) pode ser reescrita como

dv

i s (), (1.3)
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em que v = a/m e ((t) = F,(t)/m. Além disso, o ruido () é uma variavel estocastica com

as seguintes propriedades
(1.4)

em que I' = B/m?.
A equagao (1.3) é um exemplo de uma equagao de Langevin. Uma equagao de Langevin

genérica tem a seguinte forma:

X~ H@)+ ), (15)
em que f(z) é uma fun¢do que chamaremos simplesmente de “forga” e ((t) é uma variavel
estocastica que satisfaz as condigoes (1.4), a qual chamaremos de ruido branco. A equagao
de Langevin (1.5) pode aparecer em contextos diferentes do estudo do movimento browniano;

por exemplo no estudo de circuitos elétricos.

1.2 Equacao de Fokker-Planck

A equacgao de Fokker-Planck é uma equacgao diferencial que descreve a evolugao temporal
da densidade de probabilidades de um sistema. Ela pode ser vista como uma equacao de
difusao com um termo de forga adicional. Vamos obter a equagao de Fokker-Planck para uma
distribui¢ao de probabilidade P(z,t), em que x ¢ a posigdo de uma particula que obedece a
equagao de Langevin (1.5). Uma maneira de fazer isso é partindo de uma discretizagao da
equagao (1.5). Para isso definimos intervalos de tempo 7 tais que t = n7, 2(t) = x(n7) = =,

flz(t) = f(zn) = fn e ((t) = ((nT) = (,, e por conseguinte, temos de forma aproximada

que
dx(t) _x(t+7)—x(t) _ Tppl — Tn (16)
dt T T ' '

Substituindo isso na equagao (1.5), obtemos
Tyl = Tp + Tfn +7C, . (1.7)

Além disso, o ruido (, satisfaz as condigoes
(Cn) =0 (L8)
T 1.8

(GG) = ;(51']'.

em que I' > 0 e o stmbolo ¢;; ¢ chamado de delta de Kronecker. Tem-se 6;; = 1 se @ = j;

caso contréario tem-se 0;; = 0.

11



A fungao caracteristica da variavel aleatoria x,, é dada por

gu(k) = (ehon) = / ¢ P (1)t (1.9)
em que P,(x,) = P(z,,n7). Logo, usando a equagdo (1.7), vamos ter
i1 (k) = (omir) = (eMlontrhtren)) (1.10)
e, uma vez que x, e (, sao independentes,
Gri1 (k) = (Mo tTh) (ethren)) (1.11)

Fazendo uma expansao até a primeira ordem em 7, o primeiro termo do lado direito da
igualdade fica
(M dmI)y m (™) 4 ik (€™ f,) . (1.12)

Por outro lado, o segundo termo do lado direito da igualdade (1.11), ap6s fazer uma expansao

até a segunda ordem em 7, resulta em

(€*7) & (14 ikT G, + WZ ) i
~ 14 ikT(C) + (ik;)z@b o

e, usando as propriedades do ruido (1.8), teremos
() ~ 1 — iy (1.14)

2

Substituindo as equagoes (1.12) e (1.14) na equagao (1.11) e ignorando os termos de ordem

superiores a 72, obtemos

) ) k2 .
In+1 (k) = <elkxn> +7 ik<fnemxn> - _<elkxn>
( 2 ) (1.15)

= a0+ (et - E gt )

Considerando que
Gn+1(k) — gn(k) ~ dg(k)
T dt -’

(1.16)

em que g(k) = (e?**), podemos voltar ao caso continuo, e nesse caso a equagdo (1.15) se
torna do(k e

12



O primeiro termo do lado direito ¢ dado de forma explicita por

zka: —Zk/ f )zlmpxt)
8 (1.18)
/ f(z 8_ (e*™\P(x,t)dx .
Realizando uma integracao por partes, concluimos que
ik(fet) = = [ el @, (1.19)

em que foi usada a condi¢ao de que a distribuigao esta localizada P(4o00,t) — 0.

Por outro lado, verificamos que

— k2 (') = —kz2/ e** P2, t)dx
o (1.20)
= @(elk"”)P(:v, t)dx.

Realizando integragao por partes duas vezes, obtemos

2/ tkx\ __ > 62
— E*(e7) _/ wP(x t)dx (1.21)

o0

em que foram usadas as condigdes P(+00,t) = 0e 2 (£o00,t) — 0. Substituindo as equagdes

(1.19) e (1.21) na equagao (1.17), averiguamos que

dg(k) B OO mﬂ E/OO 8_2
— = /_Ooe ax[f(x)P(m,t)]dw+ 3] 5Pz, t)dx . (1.22)
Lembrando que
g(k):/ e** P(x, t)d, (1.23)

podemos obter imediatamente

0 0 0
o P t) = =2 [ (@) P(a, )] + Do 5 Plx,1). (1.24)

que é a equacao de Fokker-Planck para a distribuigao de probabilidade P(x,t), com D = I'/2.
O primeiro termo do lado direito, o qual contém a for¢a f(x), é chamado de termo de arraste.
O segundo termo, que envolve a segunda derivada de P(z,t), é chamado de termo difusivo.
Em particular, no caso em que f(x) = 0, notamos que a equagao de Fokker-Planck se reduz

a equacao de difusao usual.

13



1.2.1 Solucgao estacionaria da equacao de Fokker-Planck

A equagao de Fokker-Planck (1.24) pode ser reescrita como uma equagao de continuidade

OP(x,t) 0J(x,t)

ot or

(1.25)

em que

J(z,t) = f(x)P(x,t) — D%P(z,t) (1.26)

é a corrente de probabilidade. No regime estacionario, a densidade de probabilidade P(z,t) =
P,(z) sera independente de t, consequentemente J(z,t) também sera independente de t.
Nesse caso, como o lado esquerdo da equagao (1.26) se anula, a corrente de probabilidade
também nao deve depender de z, ou seja, J(x,t) deve ser constante. Além disso, assu-
mindo que a distribuigdo de probabilidade ¢é localizada e, por conseguinte, Ps(£oo) — 0 e
4% (£oo) — 0, segue da equagdo (1.26) que a corrente de probabilidade .J(z, ) deve ser nula.

Dessa maneira, a solu¢ao estacionaria Ps(z) deve satisfazer a equagao

J(z,t) =0= f(z)Ps(z) — D%Ps(x) : (1.27)

Para resolver essa equagao diferencial, isolamos P;(x) e integramos ambos os lados em z.

Assim, obtemos
1 x
In Py(z) = 5/ f(z")dx" + constante. (1.28)
0

Definindo o potencial V' (z) como

V(r)=— /01 f(2"da', (1.29)

vamos ter .
In Py(z) = —EV@) + constante (1.30)

V(x)
A G

Py(z) = Ne : (1.31)

em que N é uma constante que pode ser obtida a partir da condi¢ao de normalizacao de

P,(x). De fato, da equagao

/ Py(x)dx :/ Ne—Bdz =1 (1.32)

o0

segue que
N=——7—"———. (1.33)

14



Portanto a solugao estacionéria Ps(z) fica

_V(z)
Pyz)= —" (1.34)
[e s

1.2.2 Teorema H

A partir da dindmica microscopica das particulas de um gés, o teorema H de Boltzmann
d& uma justificativa a segunda lei da termodindmica e permite concluir que a distribuicao
de Maxwell-Boltzmann é a distribuicao de equilibrio. Para uma equacao de Fokker-Planck
(1.24), podemos verificar um resultado analogo, que também é conhecido como Teorema H,
com o qual também poderemos concluir que toda solugao converge para a solucao estacionaria
dada na equagao (1.34) conforme o tempo evolui, no caso em que ela seja a tnica solugao
estacionaria. Em outras palavras, ela sera a solugao de equilibrio.

Para verificar o teorema H, associado a equagao (1.24), vamos considerar o funcional

e P(z,t)
F|P| = P(z,t)1 ——d 1.35
Pl= [ Panm i, (139
que é a divergéncia de Kullback-Leibler da distribuigao P(x,t) em relacao a Ps(x). Pode-se
provar que esse funcional é sempre nao-negativo, e ¢ igual a zero se e somente se P(z,t) =
P,(x) para quase todo x [18]|. Além disso, substituindo a equagao (1.34) na equagao (1.35),

podemos verificar que o funcional F'[P] pode ser reescrito na forma

(e 9]

ﬂm:%/fva@ﬂm—/ Pz,t)In

—00

dx + constante . 1.36
Pl (130
Daqui notamos que o funcional F[P], a menos de um fator constante, possui a forma de uma
energia livre, pois a primeira integral pode ser interpretada como uma energia interna, e a
segunda como a forma entropica de Boltzmann-Gibbs.

Derivando a equagao (1.36) em relagdo ao tempo, obtemos

dF[P] * OP(x,t) (V(x)
dt /_Oo ot (D

+1In P(x,t) + 1> dz . (1.37)

Substituindo a equagao de Fokker-Planck (1.24) no lugar de 0P/0t, temos

arip] — /OO 0 |:_f(x)P(;)j’t> + Dap(x,t)] (V(w) +InP(z,t) + 1) dx . (1.38)

dt oz Oz D

Logo, realizando uma integracao por partes e considerando que a densidade P esté localizada,

15



ou seja, P(z,t) e g—]; tendem para zero quando r — oo, obtemos

E [ [swpn + o2 0] (L0 L B0 o (1ay

[e.9]

Como dV(x)/dx = — f(x), segue que

dZEP] o /_ ‘: DP(la:,t) {f@) Pla.t) - D%} dr. (1.40)

Portanto, como I' > 0, e por conseguinte, D > 0, obtemos

d
ZFIP] <0, (1.41)

o qual é o contetido do teorema H.

1.2.3 Equacao de Fokker-Planck tridimensional

A equagao de Fokker-Planck (1.24) foi obtida a partir de uma equagao de Langevin
unidimensional. Se considerassemos uma equacao de Langevin tridimensional, ou equiva-
lentemente, trés equacoes de Langevin unidimensionais, fazendo um procedimento similar

podemos obter
OP(x,t)

ot

que pode ser chamada de equagao de Fokker-Planck tridimensional. Aqui e nas expressoes

— —V - [f(x)P(x,1)] + DV*P(x,1), (1.42)

seguintes, x e f(x) representam vetores. A equacao (1.42) também pode ser reescrita como

OP(x,t)

5 =V - J(x,t). (1.43)

em que J(x,t) = f(x)P(x,t) — DVP(x,t) ¢ a corrente de probabilidade, que também é um
vetor.

A solugdo estacionaria da equacao de Fokker-Planck tridimensional deve satisfazer a
condigao V - J(x,t) = 0. No entanto, daqui ndo podemos concluir em geral que J(x,t) = 0,
pois J(x,t) = V x A(x), em que A(x) é um vetor arbitrario, também satisfaz essa condigao.

Uma solugao estacionaria satisfazendo a condigao J(x,t) = 0 pode ser obtida de forma

analoga a equacao (1.34). Nesse caso vamos encontrar que

_V&)
e~ D
Py(x) = ——— (1.44)
Jps €™ D dx/

em que o potencial V(x) é definido pela equagao f(x) = —VV(x).

A equagao de Fokker-Planck tridimensional (1.42) também tem um teorema H associado,
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o qual pode ser verificado de forma anéloga ao caso unidimensional derivando o funcional

F[P] = /}R3 P(x,t)In Z dx (1.45)

em relagao ao tempo.

1.3 Equacao de Fokker-Planck relacionada a equacgao de

meios porosos

Uma generalizacao nao linear da equacao de difusao usual é a equagao de meios poro-

sos [19] 8P (x4
X7
ot

Interpretando P(x,t) como uma densidade de probabilidade, essa equac¢do também pode ser

= DV?Pi(x,t). (1.46)

vista como uma equacao de Fokker-Planck nao linear. Acrescentando um termo de arraste

no lado direito dessa equagao, obtemos [1,20]

OP(x,t)

5 ~V - [f(x)P(x,t)] + DV?Pi(x,1). (1.47)

notamos imediatamente que quando ¢ — 1 essa equagao recai na equacao de Fokker-Planck
usual (1.42).

1.3.1 Solucao estacionaria

A equagao de Fokker-Planck nao linear (1.47) pode ser reescrita na forma

OP(x,t
ot

em que J(x,t) = f(x)P(x,t) — DVPI(x,t) é a corrente de probabilidade. Vamos encontrar

a solugao estacionaria da equagao (1.47) que satisfaz a condigao J(x,t) = 0. A partir dessa

condicao, constatamos que

DV PI(x) = Py(x)f(x) . (1.49)

Assumindo que a for¢a f(x) provém de um potencial V' (x), temos que f(x) = —VV(x) e,
por conseguinte, verificamos que

DVP!(x) = —P(x)VV (x). (1.50)
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Usando a identidade
VPi(x) = ——P,(x)VPI (x), (1.51)

obteremos

VP (x) = L vv(x). (1.52)
Segue daqui que

P = (K- ve) (1.53)

em que K é uma constante de integracao. Supondo que K = N9°! podemos obter ainda

que
(=V{&) ]!
Pux)= N |14 (q— 1) 210 1.54
)= 1+ =1 ) (1.54)
em que a notacdo [y|y indica [y]; = 0 se y < 0. Considerando a definigdo da funcao

g-exponencial [21]

_ \e/(-a)
exp, & = 1+ (1=l para ¢ 7 1 (1.55)

exp & parag=1,

a solucao estacionaria finalmente pode ser escrita de forma compacta como

V],

— 1.
gDNa—1 (1.56)

PS(X) = NeXpQ—q |:
Notamos que no caso em que ¢ — 1, a equagao (1.56) recupera a equagao (1.44).

1.3.2 Teorema H

O teorema H para a equacao de Fokker-Planck relacionada a equagao de meios porosos

¢ encontrada usando o funcional do tipo energia livre

1

Fq[P]:E s

1
V(x)P(x,t)dx — P(x,t)In, —dx, 1.57
(PG tyix = [Pt g oy (1.57)
em que a primeira integral pode ser vista como uma energia interna, e a segunda como a
forma entrépica de Tsallis de ordem ¢. O simbolo In, representa a fungao g-logaritmo, que

é a inversa da ¢-exponencial, e é definida por

-1 -1 2
— paraq#1
Ing & = l1—gq (1.58)

In¢ para g =1,
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para todo £ > 0 [21]. Em particular, notamos que a forma entrépica de Tsallis recupera a
forma entropica de Boltzmann-Gibbs quando ¢ — 1.

Calculando a derivada de F,[P] em relac@o a t, vamos ter

dF,[P] V(x)0P(x,t) 0P(x,t) 1 o1 OP(x,t)
— /]Ra < D 5 5 In, Pox1) + P77 (x, t>—6t ) dx. (1.59)

Colocando o termo 0P/0t em evidéncia e usando a equacao (1.47), encontramos

dF,[P] V() 1 41 ’
— = /RS (T —In, P d) + P (x, t)) V. [-f(x)P(x,t) + DVP(x,t)] d(); .60)

Realizando integracao por partes e aplicando o teorema da divergéncia (ignorando os termos

de superficie), vamos ter

+ pq—l(x’ t)) = f(x)P(x,t) + DVP(x,t)|dx.
(1.61)

Simplificando o primeiro parénteses, vamos obter

dE,[P) = —/ <1VV(X) + qP1%(x, 1)V P(x, t)) = f(x)P(x,t) + DVP(x,t)]dx.
di o \ D
(1.62)
Usando f(x) = —VV/(x) e notando que ¢P?* >V P = (VP?)/P, obtemos que

d@ﬂ - /R% (—f (x) + %VP%X, t)) [~ f(x)P(x,t) + DVP(x,t)|dx. (1.63)

Simplificando essa expressao, encontramos o teorema H para a equagao de Fokker-Planck

relacionada & equacao de meios porosos,

dF,[P] 1 q 2
— = ; W |f(x)P(x,t) — DVPI(x,t)|"dx <0. (1.64)

Além desse resultado, pode-se mostrar [5] que F,[P] > F,[Ps] para todo g > 0.
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CAPITULO 2

Equacdo de Dean-Kawasaki geral

Neste capitulo, obteremos uma generalizacao da equacao de Dean-Kawasaki considerando

que a interacao entre as particulas é devida a um potencial de interagao tipo n-corpos.

2.1 Equacao de Dean-Kawasaki

Consideremos inicialmente um sistema de N particulas em um banho térmico, que intera-
gem via um potencial ¢(X; —X,), em que X; é o vetor posicao da particula i. Esse potencial,
por exemplo pode descrever interacoes coulombianas, interacoes tipo Lennard-Jones ou re-
pulsoes tipo esferas duras. As particulas se movem devido ao ruido branco térmico e a forga
devido ao potencial dos seus vizinhos. Nesse contexto, o sistema ¢ descrito pelas equagoes
de Langevin

X; = -Vo(X; - X;) +n,(t), i=1,....N, (2.1)

nas quais consideramos V¢(0) = 0 e cada vetor n; é um ruido branco satisfazendo as
COHdiQ(N)eS <771(t)> =0e <nza(t)n]b(tl)> = 2D5ij5ab5(t - t/)a Z7.] S {]-7 s 7N}7 a, be {17 2a 3}
Em 1996, David S. Dean [22] considerou uma densidade global para as particulas como

sendo
N

px,t) =D 6(X(t) —x) (2.2)

=1

e mostrou que essa densidade satisfaz a seguinte equagao

% =V {lp(x. )] *x(x, 1)} + V- {p(x, t) /Rg Py, )Vo(x —y)dy| + DVZp(x,t), (2.3)
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em que X(x,t) ¢ um ruido branco global com func¢do de correlacdo (x,(x,t)x,(y,t)) =
2D6(t—1)040(x—y). O primeiro termo do lado direito da igualdade é um termo estocastico,
pois contém o ruido; o segundo termo surge do potencial de dois corpos e pode ser visto
como um termo de arraste; e o ultimo termo pode ser entendido como um termo difusivo. A
equacao (2.3) pode ser vista como uma equagao de Langevin para a evolugao da densidade
global p(x,t), a qual é conhecida como equacao de Dean-Kawasaki [22]|. Ela também pode

ser obtida de outras maneiras 23, 24].

2.2 Equacao de Dean-Kawasaki geral

Vamos considerar um sistema de particulas de dois tipos, A e B, tal que a magnitude
da interacao entre as particulas de tipo B é desprezivel quando comparada com a interacao
entre particulas de tipos diferentes. A posicao da i-ésima particula de tipo A sera denotada
por X, e suas componentes por X;i, X;o e X;3. Com essas condi¢oes, podemos aproximar
as particulas de tipo B como um meio cuja interagao com a i-ésima particula de tipo A é
dada em termos da forca de arraste —&XZ-, a > 0, e uma forga estocastica m,(t). Entao, as

equagoes de movimento para as N particulas de tipo A sao dadas por

mX; = —aX; + an,(t) + aA;, i=1,...,N, (2.4)

em que 7, (t), ..., ny(t) sdo ruidos brancos tais que (n,(t)) = 0 e (n;,(t)n;,(t")) = 2D0;;0apd (t—
t')comi,je{l,...,N},a,b€{1,2,3} e D > 0 constante, e «A; é a soma das forgas efeti-
vas sobre a i-ésima particula originada pela interacao com a outra particula do tipo A e por
possiveis agentes externos.

De agora em diante consideraremos as particulas do tipo A como as tnicas particulas do
sistema. Se o sistema é super-amortecido, podemos ignorar as aceleragoes das particulas e,

nesta situacao, as equagoes (2.4) tornam-se no seguinte sistema de equagoes de Langevin:
X, =A;+n,t), i=1,...,N. (2.5)

Vamos considerar que a “for¢a” A; é originada de dois potenciais, nomeadamente um poten-
cial externo V' e uma interagao tipo n-corpos ¢, satisfazendo a condi¢ao ¢, (yr1), - -, ¥r(n)) =

On(Y1,- -, ¥n) Para qualquer permutacao 7 do conjunto {1,...,n}. Entdo, temos

N N
1 .
A@-:—VV(Xi)—mZ--. > Vion(Xi, Xy, X)), i=1,...,N. (26)

Jj1=1 Jn—1=1

na qual, para facilitar a notagao, consideramos V;¢,(y1,...,¥,) = 0 sempre que quaisquer

coordenadas y; e y; sejam iguais. Seguindo o trabalho de D. S. Dean [22], definimos a
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densidade para uma tnica particula

Entao, dada uma fungao arbitraria duas vezes continuamente diferenciavel f(x), notamos

que
FXi(t) = R3f(X)5(Xz'(t)—X)dXZ RBf(X)m(X,t)dX' (2.8)

Aplicando a formula de It6 [25], obtemos

df (X;(t dX;(t V2D)?
YD) _ g pxiey - P 2P g i), 29)
na qual podemos substituir a equagado de Langevin (2.1) em d)i;t(t) :

YD o ix,0) - {a+ mi + L2 w2, 0). (210)

Usando a equagao (2.8), teremos

df (Xi(t))

7 VX)) AXy, . X, X)) + VXG) - my(t) + DV F(X)

_ / VI A X) + V() (1) + DY ()] dx

(2.11)
e, reorganizando os termos dessa equagao, temos
df (X, (t
PO [ i A, Xa) 4 o (0] 9 G
dt R3 (2.12)

+D [ pi(x,1)V?f(x)dx.

R3

Integrando por partes o primeiro termo do lado direito da igualdade e usando o teorema da
divergéncia, podemos desprezar os termos de superficie, uma vez que consideramos que a

densidade p;(x,t) — 0 quando |x| — oo. Com isso encontramos

/, i D A(K e Xo) 4 pa(x, O, (8)] - V F(x)dx
R (2.13)
= — g fFX)V - pi(x, ) Ai( Xy, .oy, X)) + pi(x, E)n, ()] dx.

De forma anéloga, o segundo termo do lado direito da equacao 2.13) pode ser integrado por
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partes duas vezes, obtendo assim
D [ pi(x, )V f(x)dx =D | f(x)V?pi(x,t)dx. (2.14)
R3 R3
Substituindo as equagoes (2.13) e (2.14) em (2.12), obtemos

df (X4(t))
dt

FEUV  [—pi(x, AKXy, .%o, X)) = Vo [pi(x, 8, (1)] + DV2pi(x, 1)} dx.

(2.15)
Por outro lado, derivando a equagao (2.8) notamos que
df (X;(t Ip;
PO [ j60%a (210

Assim, como a fungdo f(x) é arbitraria, segue das equagoes (2.15) e (2.16) que

Ipi -

% —V - pilx, )A(X, . %, X )] = Vo [pi(x, 0, (0] + DV2pi(x,t) . (2.17)

Substituindo a expressao de A; dada na equagao (2.6), obtemos

Ipi
ot =V [Pi(X, t)nz(t)] + Dv2pi(xa t) + V- [pi(x7 t)V(X)]
1 N N (2.18)
+ —=V- pilx,t) Y - Vo (%X, X )|
(n B 1 J1=1 Jn—1=1
para qualquer : =1,..., N.
Definindo a densidade global
N
i=1
e somando a equagao (2.18) sobre os indices i, temos que
N
=2V [l tm(®)] + DV?p(x. 1) + Vp(x, ) VV (x)]
i=1
(2.20)

1
T [P B el XX

Jji=1 Jn—1=1
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O ultimo termo do lado direito da igualdade pode ser reescrito de uma forma mais conve-
niente de tal forma que as variaveis X; ,... X, | nao aparecam explicitamente. Para isso,

primeiramente notamos que

N N
-y Y /R?)a(xﬁ(t) )y | 5K () = Yo )V (5 Y1 Yt s
j jn_1=1

J1=1 In—1 R?
(2.21)
Usando a equagao (2.7), concluimos que
N N N N
> 2 Vo X X ) =Y 30 [ pulvtidyi
1= jpa=1 =1 jua=17F
e /3 Pin-1 (Yn—ly t)v¢n<xa Yi,--- 7Yn—1)dyn—1 .
R
(2.22)

Finalmente, realizando as somas das densidades e usando a equagao (2.19), verificamos que

Z Z Voo (x, X;,,..., X, )

P N (2.23)
= / p(y1,t)dy; .. / (Y1, )V, (X, ¥1, -, Yn-1)dYn_1
R3 R3

Substituindo esse termo na equagao (2.18), obtemos

% == YV e (0] + DV plct) + V- o, VY ()
+ ﬁv ’ {ﬂ<x, t) /R ply1,t)dy: - /R P(Yn-1, VO (X, Y1, Y1) Y

(2.24)

A equagdo (2.24) ainda ndo é uma equacdo exclusiva para p(x,t), pois ainda aparecem

explicitamente as fungoes p;(x,t). Redefinindo o ruido como

N

£<X7 t) - - Z V- (pi(X7 t)”h‘(t)) ) (2'25>

i=1
notamos que £ continua sendo um ruido gaussiano pois ¢ uma combinagao linear de ruidos

gaussianos. Pode-se verificar que a funcdo de correlagao de £ é dada por (ver apéndice A)
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(E(x,1)&(y, 1)) = 2D6(t — ') (Vo - V) [6(x = y)ply. 1)] . (2.26)

Agora vamos considerar um ruido global gaussiano &', definido como

N|=

§(x,t) = V- (x(x,1)p2 (x,1)) (2.27)

em que x ¢ um ruido branco global nao-correlacionado tal que

(Xa (X, )X (y, 1)) = 2D (t — ' )0apd(x —y) . (2.28)

Como os ruidos & e & sao ruidos gaussianos, entdo eles sao caracterizados pela suas
fungoes de correlacao. Pode-se mostrar que esses ruidos tém a mesma fungao de correlagao
(ver apéndice A) e por conseguinte eles sao estatisticamente idénticos. Com isso, podemos
reescrever a equagao (2.24) como

dp

5 = VA0 )] x (e, )} + DV p(x,1) + V- [p(x, ) VV (x)]

+ —(n _1 1)!V . [,O(X, t) /R3 p(y1,t)dyy - - /R3 (Y1, )V, (X, ¥1, ., ¥no1) dYn_1
(2.29)

Essa equacao ¢ uma equacao de Langevin para a evolugao da densidade de particulas do
sistema p(x,t). O primeiro termo do lado direito da igualdade é o termo de ruido (envolve
termos de x(x,t)), o segundo termo da igualdade é o termo difusivo, o terceiro termo é o
termo de arraste que depende do potencial externo V(x), e o altimo termo é o termo de
arraste que envolve o potencial de interacao entre n-corpos ¢,. Além disso, ela pode ser
vista como uma generalizagdo da equagao de Dean-Kawasaki (2.3), a qual pode ser obtida
como um caso particular quando V(x) = constante, n = 2 e ¢o(x,y) = ¢2(x —y). Essa

equacao é inédita e sera o ponto de partida para o que faremos nos proximos capitulos.
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CAPITULO 3

Origem de termos n3o-lineares em equacdes de Fokker-Planck

generalizadas

Neste capitulo, vamos obter uma equacao de Fokker-Planck generalizada, a partir da
equacao de Dean-Kawasaki generalizada, obtida no capitulo anterior. Vamos também mos-
trar que ha uma conexao entre os potenciais de interacao de muitos corpos e os termos

nao-lineares dessa equacao.

3.1 Equacao de Fokker-Planck generalizada

Nesta secao, verificaremos que a equacgao de Dean-Kawasaki generalizada pode assumir
a forma de uma equagao de Fokker-Planck generalizada. Vamos mostrar que essa equagao
apresenta termos nao lineares, os quais estao intimamente conectados com os potenciais de
interacao entre as particulas.

Comegamos definindo a densidade de probabilidade p(x,t) = p(x,t)/N e introduzindo o
potencial de n-corpos

¢n(x1,...,xn):(Nn_ bn(Xts %) (n>2). (3.1)

n—1)!

Com essas defini¢oes, a equagao generalizada de Dean-Kawasaki (2.29) pode ser reescrita
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como

% _ \/LNV VP Dx(x, 8] + DV?p(x,t) + V - [p(x, 1) VV (x)]

+V- [p(x, t) /3 p(y1,t)dy; - / P(Yn-1, )V (X, ¥1, -+, ¥Yn-1) dY¥n-1]| ,
R

]R3

(3.2)

Notamos que o primeiro termo do lado direito dessa equacao pode ser desprezado se N for
suficientemente grande. Considerando essa hipotese e usando ¥4 (x) = V(x), a equagao (3.2)

pode ser reescrita como

% =V - [p(x,t) Vi) (x)]
Ve |:p<X, t) / p(}’h t)d}’l . / p(yn_1, t)an(X, Yi,--. ,Yn—l)dyn—1:| + DVzp(X, t)
RS R

(3.3)

Além disso, ela pode ser vista como um caso particular da equacao

n

%:;V'[p<x’t)/RSP(Y1,t)dy1.../

p(Yq—b t)qu()g Yi,..., yq—l)dyq—l:| —|—Dv2p(X, t)?

(3.4)

em que o termo com g = 1 deve ser considerado sem integracao. KEssa equacao integro-

R?)

diferencial tem a forma de uma equacao de Fokker-Planck generalizada, que tem termos de
arraste nao-lineares, os quais em geral sao também nao-locais, se n > 2. Enfatizamos que
alguns dos potenciais ¢, podem ser iguais a zero e o nimero de termos n na equacao (3.4)
pode ser arbitrariamente grande.

A equagao (3.4) é inédita e ela serd a pega central do nosso trabalho. Porém, em vez de
discutir aspectos gerais da equagao (3.4), vamos nos focar em obter casos particulares dessa
equacao, os quais serao nao-lineares mas locais. Nosso interesse é justificado pelo fato de
que essas equagoes, as quais aparecem comumente na literatura, possuem termos nao-lineares

cujas possiveis origens nao sao explicadas.

3.2 Potenciais de contato constantes

Como um primeiro caso mais simples, vamos considerar na equacao (3.4), n = 2 e um
potencial de interagao de 2 corpos dado por ¥y(x1,x2) = 2D50(x1 — X3), com Dy constante,
que pode ser visto como uma intera¢do de contato. Se Dy > 0 (D2 < 0), o potencial de

contato 1y descreve uma interac¢ao repulsiva (atrativa). Com n = 2, a equacao (3.4) se reduz
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% =V [p(x, ) Vi (x)] + V - lp(xﬁ /Rgp(yl,t)wz(x, y)dyi| + DiVip(x, ). (3.5)

Substituindo i, e 1o, vamos obter que

% = V- [p(x, HVV(x)] + 2D5V - [p(x, 1) Vp(x,1)] + D1 V2p(x; t) , (36)

e, notando que p(x, t)Vp(x,t) = Vp*(x,t)/2, segue que

% =V - [p(x,t)VV(x)] + D1 V?p(x,t) + D V2 (x, 1). (3.7)
O 1ltimo termo do lado direito dessa equacao é do tipo difusivo se D, > 0. Em contraste,
se Dy < 0, esse termo ¢é anti-difusivo no sentido que ele favorece a concentragao da pro-
babilidade. Se |Dj| é suficientemente pequeno, o ultimo termo da equacao (3.7) pode ser
ignorado e obtemos a equacao de Fokker-Planck linear usual (1.42), em que D; é proporci-
onal & temperatura absoluta do sistema. Por outro lado, se D; ¢ suficientemente pequeno,
o termo difusivo usual pode ser ignorado e obtemos a equagao de Fokker-Planck nao linear
relacionada a equagao de meios porosos (1.47). A equagcdo (3.7) possui varias aplicagoes; por
exemplo, na descri¢ao de dindmicas de vortices superamortecidos [26]. Nesse caso, a cons-
tante Dy > 0 pode ser relacionada a uma temperatura generalizada, que tem sido investigada
nas referéncias [27-29|. Adicionalmente, a equagao (3.7) possui uma solucao estacionéria que
¢ dada em termos da fun¢do W-Lambert, a qual foi investigada em [12]. Como um tltimo
exemplo da investigacdo relacionada & equag@o (3.7), mas considerando um termo de ar-
raste nulo (V' = 0), mencionamos o estudo de dois regimes difusivos da equagao de difusao
resultante [30].

Um caso mais geral da equacao (3.7) pode ser obtido da equagdo (3.4) considerando

potenciais de contato da seguinte forma

YVo(X1, ..., Xy) = 4Dy Hé(xi —xi1) (¢>2), (3.8)

em que D, é uma constante. De fato, se incorporarmos esses potenciais de contato na

equagao (3.4), encontramos

dp - qD -1 2
Fri V- p(x,t)VV(x)] + ; q_—qlv - [p(x, ) VpT T (x, t)] + DiVPp(x,t). (3.9)
Usando a identidade )
p(x, ) VpT(x, 1) = %qu(x, ), (3.10)
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vamos obter .

— =V [pxHVV(X)]+ > D V*p(x,1). (3.11)
g=1

Desse resultado, notamos que a origem do termo nao linear de ordem ¢ na equagao (3.11) se

deve a existéncia de um potencial de contato de g-corpos 1,, tendo a forma dada na equagao

(3.8). Em geral, os sinais das constantes D, sao arbitrarios. Os termos contendo D, > 0

sao do tipo difusivo, enquanto que os termos associados com D, < 0 sao anti-difusivos.

Potenciais de contato como o apresentados na equagao (3.8) com valores de ¢ nao inteiros

tém sido estudados na referéncia [31].

3.3 Potenciais de contato dependentes da posicao

Similarmente & equagao (3.8), podemos considerar potenciais de contato de g-corpos que

dependem da posicao das particulas

qD X1q

Yol Xg) = =0 Ha —xip1) (¢>2), (3.12)
=1

que contém o potencial dado na equagao (3.8) como um caso particular. Se introduzimos
esses potenciais na equagao (3.4), podemos verificar que essa equagao pode ser reescrita como
dp

o =V ) VV(x +Z—v {p(x,t)V[Dy(x)p?(x,1)]} + D1 V?p(x,t). (3.13)

Segue daqui que

% —V - [p(x, ) VV ()]

n

+ZV {

(x,£)V D, (x) + q%qu(x)p(x, HVpTH(x, t)| + DiV2p(x,t) .

(3.14)
Usando novamente a identidade (3.10) e definindo
V(x) seq=1
Vo(x) = qD,(x) (3.15)

seq>2
qg—1
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encontramos a equacao

ap(a? 2 DV (P V(%) + Dy(x) Vpi(x,1)) (3.16)

q=1

Essa equagao inédita pode ser formalmente vista como uma equagao tipo Fokker-Planck
generalizada, em que o potencial V,(x) é um potencial efetivo que depende da posicao através
da fungao D,(x). Os termos da equacao (3.16) podem ser arranjados de formas diferentes.

Em particular, se D, > 0 para g > 2, temos

% =V - (p(x,t)VV(x)) + D;V?p(x,t)
n 1/(q 1)
'x) (g
+ V- 1 pay — pl(x,t)VD,(x) + Dy(x)Vp?(x,1) ]
pue 7V (x) (q 1 ) (3.17)
=V (p(x,t)VV(x)) + D1V?p(x, 1)
+ 2. V- {l);/(q;l)(x) [p?(x, t)VDg/(q’l)(x) + Dg/(q’l)(x)qu(X, t)] } :
Portanto,
% =V (p(x,£)VV (X)) + D1 V?p(x, 1) +q§_;v- ﬁv@;/ql@()p(x, t))q] . (3.18)

Vamos fazer alguns comentérios sobre os aspectos qualitativos relacionados as equagoes
(3.4) e (3.16). Primeiramente, notamos que se D,(x) é constante, a equacao (3.16) recupera
a equagao (3.11) com seus termos difusivos lineares e nao-lineares. Além disso, quando as
func¢oes D,(x) nao sao constantes, a equacao (3.16) contém dois tipos de termos. Um deles,
V - [D,(x)Vpi(x,t)], pode ser visto como difusivo com um coeficiente de difusao variavel
D,(x). O outro termo, V- (p?(x,t)VV,(x)), pode ser interpretado como um termo de arraste
nao linear, em que a “forga” —VV,(x) ¢ multiplicada por p?(x,t). Essa anélise qualitativa
sugere que a equagao (3.4) pode ser vista como contendo uma mistura de termos difusivos e
de arraste. Em geral, os potenciais V,(x) podem ser atrativos, repulsivos ou uma combinagao
dos dois. Os casos repulsivos favorecem processos difusivos, enquanto que os casos atrativos
favorecem comportamentos anti-difusivos.

Uma outra consequéncia interessante da equacao (3.16) pode ser obtida se V, (x) = ¢,V (x)
para ¢ = 1,...,n, em que V(x) é uma certa funcdo. Nesse caso, a equacdo (3.16) pode ser
reescrita como

dp ~

o = V- [2(p)VV(x) + Dix,p)Vp(x, 1)), (3.19)

30



em que

n

®(p) =D ep’(x,t) e D(x,p)=Di+V(x)D (¢- Degp® ' (x,1). (3.20)

q=2

Notamos que o termo de “forca” —VV (x) esta multiplicado por uma funcio ®(p) que em
geral pode ser diferente de p. De fato, uma vez que os coeficientes ¢, ndo sao fixos, ®(p) pode
ser uma fun¢ao bem geral de p. Em contrapartida, D(X, p) também tem uma dependéncia

geral em p mas relacionado com ®(p). Com efeito, da equagao (3.20), notamos que

. - 1
Do) = D1+ V) [#0) - 22(0)] (3.21)

Equagoes de Fokker-Planck generalizadas como a vista na equacao (3.19) tém sido parte
do nucleo de vérias investigagoes [4,5]. Neste capitulo, indicamos a rota para obter esses tipos
de equagoes comegando de uma equagao de Dean-Kawasaki generalizada em que interagoes

de muitos corpos sao consideradas.
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CAPITULO 4

Teorema H para equacdes de Fokker-Planck generalizadas

Neste capitulo, visamos encontrar um teorema H generalizado e mostrar alguns exemplos
que sao casos particulares. Vamos ver que com esse teorema H podemos obter com facilidade

vérios resultados conhecidos na literatura.

4.1 Um teorema H generalizado

Dada uma fungdao p = p(x,t) nao-negativa com x € R? e ¢t > 0, vamos considerar um

funcional
Fiol = [ olp.x)dx. (4.1)

em que ¢ é uma funcao continuamente diferenciavel. Queremos verificar um teorema H
associado com a equacao diferencial parcial

% =V (w(p, X)V(s?—/[)p]) , (4.2)
em que w(p, x) ¢ uma fungao ndo-negativa [32]. A motivagao inicial para verificar tal teorema,
¢ que, como veremos adiante, a equagao (4.2) contém equagoes de Fokker-Planck lineares
e nao-lineares como casos particulares. Portanto, a verificacao de um teorema H associado
com essa equagao seria uma unificagao de varios resultados ja disponiveis na literatura [1,3—
5,33,34] . Ao verificar o teorema H para a equagao (4.2), fica automaticamente verificado o

teorema H para os seus respectivos casos particulares.
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Da equagao (4.1), notamos que a derivada funcional de F'[p] é dada por

oF[p]

T = D1¢(p, %), (43)

em que D¢ denota a derivada parcial de ¢ em relacao a sua primeira variavel. Assim,

derivando (4.1) em relagdo a t, temos que

dFlp] _ [ 0F[p] Op
T—Agwadx. (4.4)

Substituindo (4.2) em (4.4) e integrando por partes, obtemos

dF[p] SF[p] 3 F[p]
d—tp = /Rg 5—ppV . (w(p, X>v(5—,0p) dx

_/stv. (w(p,x)ég—/[)p]vég—/[)p]) dx—/ng(p,X)

Assumindo que, para todo t > 0, o termo (w(p, x)‘si—g’]v‘si—’ﬁf’]) tende a zero suficientemente

5 (4.5)
vl g
op

rapido, conforme |x| — 0o, segue do teorema do divergente que

dF[p]

uma vez que a fungdo w(p,x) é nao-negativa por definicdo. Essa desigualdade pode ser

2

dx <0, (4.6)

0Fp]

V——=
op

interpretada como um teorema H associado com a equagao (4.2).

Notamos que a equagao (4.6) foi obtida independentemente da expressao do funcional
Flp]. Assim, diferentes escolhas desse funcional vao nos levar a diferentes equagoes de Fokker-
Planck generalizadas via a equacao (4.2), as quais por construgdo terdo um teorema H

associado.

4.2 Casos particulares

Nesta segao, vamos recuperar equagoes de Fokker-Planck tipicas (lineares e nao-lineares)

e seus teoremas H associados como casos particulares das equagoes (4.2) e (4.6).

4.2.1 Equacao de Fokker-Planck linear

Seja p = p(x,t) uma densidade de probabilidade, em que x € R® e ¢ > 0. Vamos

considerar o funcional

dx, (4.7)
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em que

e 48
ps(x) = Wa (4.8)

e V é uma funcéo tal que e=V™

¢ integravel. O funcional F'[p] é a divergéncia de Kullback-
Leibler [35] de p em relacao a ps (ver equagao (1.35)). Se w(p,x) = p(x,t)D(x), com D sendo
uma fung¢ao nao-negativa, podemos obter da equacao (4.2) a equagao de Fokker-Planck linear

com coeficiente de difusao varidvel. De fato, nesse caso, teremos

% _v. <p<x, t)D(x)V% {— /R plx,t)In ;’éﬁ% de . (4.9)
o 5= [ o2 ] 220 (4.10)

a equacao (4.9) pode ser reescrita na forma

dp

5=V (p(x, t)D(x)V {— In 229 1]) : (4.11)

Apos expandir o In e substituir p,, encontramos

% =V- {p(x, t)D(x) (vv (x) +V {m /R K dx’} +Vinp(x, t))] , (412

mas, notamos imediatamente que o gradiente do termo entre chaves é igual a zero, de modo

que finalmente obtemos

9 _
ot

em que A(x) = —D(x)VV(x). Essa equacdo recupera a equagao de Fokker-Planck linear

V- [—p(x, 1) A(x) + D(x)Vp(x,t)], (4.13)

usual (1.42) quando D(x) é uma func¢ao constante. Pode se mostrar que p, é a solucao
estacionaria da equagao (4.13) [33]. A equagao (4.6) nos informa imediatamente que, como
ja é conhecido, ha um teorema H associado com essa equacao de Fokker-Planck, desde
que apenas consideremos solugdes p tais que p(x,t) e Vp(x,t) tendem para zero répido o

suficiente conforme |x| — co.

4.2.2 Equacao de Fokker-Planck nao-linear relacionada a equacao

de meios porosos

Substituindo a expressao de p,s(x) dada na equagao (4.8), na equagao (4.7), obtemos que
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Flp = /R V(x)p(x, ) dx - /R Pt oS

em que a primeira integral do lado direito pode ser interpretada como uma energia interna, e

dx + constante, (4.14)

a segunda como uma forma entrépica de Boltzmann-Gibbs, tal como F' = U —6S5. Podemos
ignorar o termo constante uma vez que estamos interessados em derivadas de F'[p]. Nessa

direcdo, a equagao (4.14) pode ser generalizada pelo funcional

F,lp] = /}R3 V(x)p(x,t) dx — /R3 p(x,t)In, ﬁ dx (4.15)

em que In, representa a fungao g-logaritmo, definida na equagao (1.58). Notamos que o fun-
cional F,[p| também tem a forma de uma energia livre, porém aparecendo a forma entropica
de Tsallis no lugar da de Boltzmann-Gibbs.

Usando Fy[p] no papel de F[p] na equacao (4.2), e também considerando w(p,x) =

p(x,t)D(x), em que D é uma func¢do nao-negativa, obtemos

op . 5Fq[ﬂ]
5% \% (p(x, t)D(x)V 5 . (4.16)
A partir da equagao (4.15), temos que
0Fy[p] 1 -1
———=V(x)—1In + pT (%, ). 4.17
S = () =l e+ ) (4.17)

Substituindo isso na equagao (4.16) obtemos que

%~ 9 [olx, D) (VV(x) + 07 (x, V006, 1) + (g~ Dp*2(x, 1)V (1)) s
= V- (o HDEOVV () + g (x, )V p(x, )]
Portanto,
% (- pxNAR) + D)Vl )% (4.19)
em que A(x) = —D(x)VV(x). Notamos imediatamente que essa equacio é uma generali-

zagao da equagao de Fokker-Planck linear (4.13). A equagao (4.19) é a equagao de Fokker-
Planck associada & equagao de meios porosos [36] com coeficiente de difuséo variavel, a qual
recupera a equacao (1.47) quando D(x) = constante.

O teorema H associado com a equagao (4.19) segue diretamente da equagao (4.6) com o
funcional F}, no lugar de F', desde que apenas consideremos solugoes p(x, t) da equagao (4.19)
tais que p(x,t), [p(x,1)]? e Vp(x,t) tendem a zero réapido o suficiente conforme |x| — oo.

Realizando um procedimento similar ao feito na subsecao 1.3.1, podemos obter que a

35



solugdo estacionaria da equagao (4.19) ¢ dada por

ps(x) = Nexp,_, {—%} , (4.20)

em que N ¢ uma constante de normalizagio e exp, ¢ a g-exponencial definida na equagao
(1.55). Sicuro et al [5] (ver também |[3,4]) provaram que F,lp] > F,[ps] para qualquer
densidade de probabilidade p satisfazendo a equagao (4.19) se ¢ > 0.

4.2.3 Equacoes de Fokker-Planck nao-lineares

Podemos obter uma situacao mais geral quando consideramos

w(p(x,1),x) = DX)¥(p(x, 1)), (4.21)

em que D e V¥ sao fungoes nao-negativas, e

Fiol = [ stV ix = [ aplx.0)dx, (1.22)

RS

com V e n sendo fungoes arbitrarias. Nesse caso, a derivada funcional de F'[p| é dada por

R0 (4.23)
Logo,
V‘S?—g’] = VV(x) — " (p(x, 1)) Vp(x, 1) (4.24)

Usando as equagoes (4.21) e (4.24) na equagao (4.2), obtemos a equagao

9p _

5 = v [TP(p(x ) A(x) + D(x)2p(x, ) Vo(x, t)], (4.25)

em que A(x) = —D(x)VV(x) e

Qp(x,1)) = =V(p(x,1))n" (p(x,1)) - (4.26)

Para cada escolha da fungao 7 na equagao (4.22), obtemos uma equagao tipo Fokker-
Planck (4.25), que possui um teorema H associado por construgao, como consequéncia da
equagao (4.6). Por exemplo, se U(p) = p e n(p) = pln(1/p), a equagao (4.25) se torna a
equacao (4.13). Ou entao se ¥(p) = pen(p) = plny(1/p), a equacao (4.25) recai na equagao
(4.19).

Se quisermos considerar a equagao (4.25) como uma equagao de Fokker-Planck, o coefi-

ciente Q(p(x,t)) deve ser nao-negativo para cada t > 0 e x € R3. Essa condigao ¢ satisfeita
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em particular se 7 ¢ uma func¢do concava, como pode ser facilmente concluido de (4.26). Por
outro lado, se a equagao (4.25) é uma equagao de Fokker-Planck com 2 e ¥ sendo fungoes

arbitrarias nao-negativas, entao, definindo

b)) = Gy (4.27)
a equacao (4.25) pode ser reescrita como
% = V- [U(p(x, 1) D(x)VV(x) + D(x)¥(p(x,1))C(p(x,1)) Vp(x, t)] (4.28)

que pode ser obtida diretamente da equacdo (4.2) usando w(p(x,t),x) = D(x)V(p(x,t)) e
Fp| dada em equagao (4.22) com uma fun¢ao n tal que n”(p(x,t)) = —((p(x,t)). Se a funcao
n existe, entao a equagao (4.25) tem um teorema H associado como fruto da equacao (4.6).
Uma vez que duas defini¢oes diferentes para as fungoes ¥ e €2 podem gerar a mesma razao
Qp(x,t))/¥(p(x,t)), duas equagoes de Fokker-Planck diferentes da forma dada em (4.25)
podem ter teoremas H associados com o mesmo funcional F' da forma dada em (4.22). Essa

afirmagao foi provada por Schwéammle et al. [3,4] e, mais recentemente por Sicuro et al. [5].

4.2.4 Formas entrépicas dependendo da posigcao

Num estudo recente [34], propusemos uma equagao de Fokker-Planck que tem a seguinte

forma

dp(x,1)
ot

— V- | AX)p(x, ) + D)V (péz‘;(?)y} , (4.29)

em que C(x) e D(x) sao fungoes ndo-negativas. Notamos que essa equagao recupera a equagao
(4.19) no caso particular em que C(x) = 1. Vamos mostrar que a equagao (4.29) pode ser

obtida da equacao (4.2) considerando

(o) = et (4:30)
e o funcional
I T (431)

em que V(x) é uma fun¢do que pode estar relacionada com as fungdes C(x), D(x) e A(x).

A derivada funcional de F'[p| é dada por

OF

oF e (x)p N (x, ) — 1
Sp '

1—v

V(x) (4.32)
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E tomando o gradiente disso, verificamos que

or v(CH(x)p(x, )t
v5_p =VV(x)-V

(4.33)

1—v

No altimo termo do lado direito, podemos multiplicar [C~!(x)p(x, t)] "' [(C(x)p(x, t)] € usar

a relacao
¢ ()plx, VI (K)plx, D = LV (), 1) (4.34)
Com isso, teremos
OF 1 e v
Vg =VV(x)+ [CT'(x)p(x,t)] " V[CT (x)p(x,1)]". (4.35)

Logo, substituindo isso na equagao (4.2) vamos ter

% =V- {%p(xi)vv(x) +D(x)VIC (x)p(x, t)]”} , (4.36)

Desse modo, se V(x) satisfaz a condi¢ao
VV(x) = ———=——, (4.37)

obtemos a equagao (4.29). Uma solucdo estacionaria da equacao de (4.29) é dada por (ver
Apéndice B)

pa(X) = NC(x) exp, {_ V(x) }

—(2 N (4.38)
em que ¢ = 2— v e N é uma constante de normalizacao. A partir dessa expressao, podemos
interpretar C(x) como uma densidade de estados.

H4a um teorema H associado com a equacao (4.29) que segue automaticamente da equagao
(4.6) se consideramos solugoes p de (4.29) tais que p(x,1t), [p(x,t)]” e Vp(x,t) tendem para
zero suficientemente rapido conforme |x| — oo. Isto foi verificado de outra maneira no
trabalho de [34]. Além disso, pode-se mostrar que F[p] > F[p,| para todas as solugoes p da
equagao (4.29) se v > 0 (ver Apéndice B).

O funcional F[p] dado na equagao (4.31) pode ser escrito como Fp] = Ulp] — S|p], em

que
Ulp] = /]R3 V(x)p(x,t)dx (4.39)
Sl = /Rs cl”(X)p”l(fty) —rxt) (4.40)

O funcional Ulp] pode ser visto como uma energia interna, pois é a média de um potencial
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efetivo V(x) o qual foi definido pela equagao (4.37). Por outro lado, o funcional S[p] é uma
generalizagao da forma entropica de Tsallis de ordem v, a qual é recuperada quando C(x) = 1.
Curiosamente essa forma entrépica generalizada depende explicitamente da posigao. Além

disso, usando a fungao g-logaritmo, o funcional S|[p| pode ser escrito como

Slp| = — /R3 p(x,t)Ing_,, pc()(()’(;)dx, (4.41)

o qual pode ser conectado com uma generalizagao da divergéncia de Kullback-Leibler, no

caso em que C(x) seja uma densidade de probabilidade.
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CAPITULO 5

Energia livre, entropia e energia interna

Neste capitulo, vamos fazer uso do formalismo visto no capitulo 4 para obter um teorema
H associado a equagao de Fokker-Planck generalizada (3.4). Vamos mostrar que os termos
do funcional de energia livre podem ser interpretados como energia interna ou como entropia

de forma conveniente.

5.1 Teorema H para a equacao de Fokker-Planck gene-
ralizada (3.4)

Vamos verificar que a equagao de Fokker-Planck generalizada (3.4) pode ser obtida da

equagao (4.2) considerando w(p,x) = p(x,t) e

n g 1
Flp] = Z ; / vty / P DY ¥ )y, — Dy / plx ) In ey
(5.1)

lembrando que 9, (x) = V(x) é um potencial externo. Para isso, primeiramente vamos nos

focar no termo

Iq=/Rsp(yl,t)dyl.../Rsp(yq,t)wq(yl,--.7yq)dyq- (5.2)
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Notamos que a derivada funcional de I, é dada por

0l
5—‘1 = / p(yz, t)dy .. / P(Yq: )g(@, y2, - - ¥g)dyy +
p R3 R3
. +/ p(y1, t)dy .. / P(Yoq-1,)%q(y1, -, ¥g-1,2)dyq1
R R (5.3)
= /3P(Y2>t)d}’2 . / P(Yar )0g(®,¥2, - -, ¥o)dyq +
R R3
"+/3 p(y1,t)dy: .. / P(Yq—1,0)Ug(2,¥1, .-, Yg—1)dyqe-1,
R R3
em que, na segunda igualdade, temos usado o fato que ¥ (yr1);-- - ¥r(q) = Yo(¥1,---:¥q)
para qualquer permutagao m do conjunto {1,...,q}. Logo
01,
52? =49 p(Yb t)dyy ... , P(Yo1,)0(X,¥1, -+, Y1)yt - (5.4)
R

Usando isso no céalculo da derivada funcional de F'[p], obtemos

Z /3 Y17 dY1 / (Yq 1 )wq(x7 Yi,... 7yq71>dyq71+D1 lnp(X7 t)+Dl . (55)
R
Segue daqui que

5F <
Vi = Z/gp(yl,t)dyl- ‘/3p(yq—17t)V¢q(xa Yiseo s Yo1)dyg 1 + Vp(x,t).
R R

D,
p(x, 1)
(5.6)
Finalmente, substituindo isso na equacgao (4.2), vamos obter imediatamente a equagao (3.4).
Dessa maneira, a equagao de Fokker-Planck generalizada (3.4) tem um teorema H associado
por construcao (ver equacao (4.6)), desde que os potenciais confinantes v, sdo tais que

piL 5 V‘SF tende a zero rapidamente o suficiente conforme |x| — oco.

5.2 Significado dos termos do funcional F

Da equagao (5.1), notamos que, a primeira vista, o funcional F[p] tem a estrutura de um
funcional tipo energia livre. Desse modo, os termos contendo os potenciais 1), podem ser
vistos como diferentes contribui¢oes para uma energia interna, uma vez que o ultimo termo
é o produto da constante —D; e a forma entropica de Boltzmann-Gibbs.

A fim de entender o significado dos termos contidos no funcional F[p] dado na equagao
(5.1), vamos considerar alguns casos particulares relacionados com as equagoes de Fokker-

Planck generalizadas vistas nas segoes 3.2 e 3.3.
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5.2.1 Potenciais de contato constantes

Consideremos inicialmente n = 2 e ¥9(x1,X2) = 2D50(x; — X3). Nesse caso, a equagao
(5.1) se reduz a

Flp| = /}R3 V(x)p(x,t)dx + Dg/ dx. (5.7)

RS

p(x,t)dx — Dl/ p(x,t)In

R3 p(X7 t)

Como o segundo termo do lado direito foi obtido usando o potencial de contato de dois
corpos 1, ele pode ser visto como uma energia interna. Contudo, o mesmo termo também

é relacionado a forma entrépica de Tsallis com parametro ¢ = 2, uma vez que

1
S, :/px,tln —dX:l—/p2x,tdx. 5.8
o= [ poe )i s [ P 53

Assim, se Dy > 0, o funcional tipo energia livre F'[p| também pode ser visto, a menos de uma
constante aditiva, como composto por uma energia interna (o primeiro termo no lado direito
da equacdo (5.7)) e duas formas entropicas, nomeadamente uma forma de Boltzmann-Gibbs
(ou de Tsallis com parametro ¢ = 1) e uma forma entropica de Tsallis com parametro ¢ = 2.

A analise discutida acima pode ser estendida para um valor arbitrario de n > 2 usando

o potencial de g-corpos

wq(xh - Xg) = q — 1 6 X'L+1 (q > 2) ) (59)

o qual ja foi definido na equagao (3.8). Nesse caso, a equagao (5.1) pode ser reescrita como

F= /RB V(x)p(x,t)dx + i D, /R3 ]&’f)dx — DS, . (5.10)

q=2 -

Como, para g > 2, a forma entrépica de Tsallis é dada por

Sq=/ pq<x’t)_p(x’t>dx:/ Pt e L (5.11)

I—gq l—q l—q
vamos obter que
F=U- Z D,S, + constante , (5.12)
q=1
em que U = [0, V(x)p(x,t)dx e S, é a forma entropica de Tsallis.
Na equagao (5.12), todos os termos do lado direito tém como origem os potenciais 1,
com a excecao da contribuigao de ¢ = 1. Consequentemente, cada termo contendo S, com

g > 2 pode ser visto como uma parte da energia interna. Em contraste, uma vez que cada S,

¢ uma forma entropica de Tsallis 2], o funcional F[p] pode ser formalmente visto como sendo
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composto de uma energia interna U e uma combinacgao linear de varias formas entropicas
de Tsallis com indices inteiros. Para considerar essa combinacgao linear como uma forma
entropica, cada constante D, deve ser positiva.

Como um comentario, em um estudo fenomenologico hipotético, podemos considerar
comegando de um funcional F[p|, dado na equagao (5.12). Nesse caso, a equagao (4.2)
com w(p,x) = p nos leva a equagdo tipo Fokker-Planck (3.11). Entao, do ponto de vista
operacional, chamar as quantidades S, como formas entropicas ou energias na equagao (5.12)
é completamente irrelevante. Nesse cenério, somos incapazes de determinar a origem das
formas entropicas S, com indices ¢ = 2,3,4,..., ou seja, nao podemos decidir se S, ¢ uma

forma entrépica verdadeira ou se ela provém de um potencial de interagao de g-corpos.

5.2.2 Potenciais de contato dependendo da posicao

Como um caso mais geral, podemos considerar que os potenciais de g-corpos 9, sao dados

por

D,
o, xg) = $Pax) Ha —xip1) (¢>2), (5.13)

os quais ja foram definidos na equagao (3.12). Nesse caso, analogamente ao procedimento

feito para encontrar a equagao (5.12), o funcional F[p] da equagao (5.1) pode ser reescrito

como .
Flp| = / V(x)p(x,t) dx — Z S, + constante,, (5.14)
R3 e
em que
DS seqg=1
S, = D (x)p9(x. ) — (5.15
: D) ~pxt) )
R3 l—q

Partindo desse funcional F'[p], podemos obter a equagao tipo Fokker-Planck (3.18) por meio
da equagao (4.6), como esperado. Também verificamos que a equagao (5.14) recupera a
equacao (5.12) se D, ¢ uma fungao constante para ¢ > 2. Portanto, para ver S; como uma
generalizacao da forma entropica de Tsallis S, dada na equacao (5.11), a funcéo D, deve
ser positiva (ver também equagao (4.40)). Nessa dire¢ao, notamos que o funcional F'[p| pode
ser formalmente visto como sendo composto por uma energia interna usual e uma soma de
formas entrépicas generalizadas S,. Uma vez que, no geral, as fun¢oes D, sao nao constantes,
S, com ¢ > 2 pode curiosamente depender da posigao. Assim, se considerarmos S, como uma
forma entropica, ela daria diferentes pesos para diferentes estados (posigoes). Por exemplo,

para otimizar S, somente sujeito ao vinculo de normalizacao fRS pdx = 1, vamos considerar
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o funcional

S, = 3 Dq(x)pq(lx’_t)q_ PEY e (/R3 p(x, 1) dx — 1) , (5.16)

em que « ¢ um multiplicador de Lagrange. Igualando a derivada funcional de S~q a zero,

teremos a equacao
qDy(x)p?*(x,t) — 1

1—gq

—a=0. (5.17)

Resolvendo essa equagio, verificaremos imediatamente que p(x) o< [D,(x)]"/~% no lugar de
obter uma funcao constante.

No nosso estudo, o funcional F[p] dado na equagao (5.1) esta relacionado a uma equagao
de Dean-Kawasaki generalizada. Devido a isso os termos contendo 1), com ¢ > 2 sao médias
de energias de interagao e, por conseguinte, eles podem ser claramente vistos como contribui-
¢oes para uma energia interna. Entretanto, as discussoes apresentadas acima sugerem que
esses termos podem ser formalmente interpretados como formas entrépicas. Se nao sabemos
a origem do funcional F'[p|, como no caso de um estudo fenomenologico, somos incapazes de
tragar a origem dos termos contendo 1, com ¢ > 2. Consequentemente, nao podemos decidir
se esses termos sao parte de uma energia interna ou se sao verdadeiras formas entrdpicas.
Nessa situagao, somos livres de empregar a nomenclatura que aparenta ser mais conveniente

para tais termos.

44



CAPITULO 6

Conclusdes e perspectivas

Comecamos esse trabalho considerando um conjunto de particulas interagentes contidas
em um meio e sujeitas a presenga de um possivel campo externo. Como é bem conhecida,
a densidade de particulas é a solucao da equacao de Dean-Kawasaki se considerarmos a
interacao entre dois corpos entre as particulas. Com o intuito de englobar interacoes mais
gerais, consideramos outras contribui¢oes de muitos corpos. Como consequéncia, chegamos
a equacao de Dean-Kawasaki geral (2.29). Essa equagdo estocastica pode ser reduzida a
uma equagao de Fokker-Planck nao-linear (3.4), que também é nao-local para uma interagao
geral de muitos corpos, quando a dependéncia explicita do ruido é ignorada. Adicionalmente,
identificamos que essa equacao contém varias equacoes de Fokker-Planck nao lineares como
casos particulares.

Com o objetivo de verificar um teorema H para a equagao de Fokker-Planck nao local
(3.4), mostramos um formalismo com o qual podemos obter equagoes de Fokker-Planck
generalizadas a partir de funcionais que lembram uma energia livre. Além disso, as equagoes
obtidas possuem um teorema H associado por construcao. Em particular, esse formalismo
nos permitiu reobter imediatamente teoremas H para diversas equacoes de Fokker-Planck
nao-lineares, os quais foram parte principal de varios estudos na literatura. Por outro lado,
também obtivemos uma equacao de Fokker-Planck nao linear cujo teorema H indicou a
possibilidade de identificar uma forma entrépica que generaliza a forma entropica de Tsallis.
Curiosamente essa forma entrépica depende explicitamente da posi¢ao, a qual mereceria
estudos adicionais sobre suas implica¢oes e aplicagoes.

A equagao de Fokker-Planck nao-local (3.4) é uma equacao que depende explicitamente
do potencial de interagao v,(x,...,x,). Cada 1, ¢ um potencial de g-corpos e, para g > 2,

conduz a um termo nao-linear de ordem ¢ na equacao de Fokker-Planck nao-local. Uma
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escolha imediata mas relevante para 1, ¢ um potencial de contato constante (ver equacao
(3.8)). Nesse caso, cada termo contendo 1, na equagao (3.4) se reduz a termos locais e
nao-lineares proporcionais a V2p?, que podem ser vistos como um tipo de termo de arraste
de g-corpos. Esse termo ¢ difusivo se o potencial 1, descreve uma interagao de contato
repulsiva. Em contraste, se esse potencial é atrativo, o termo proporcional a V?p? ¢ anti-
difusivo. Assim como o termo difusivo com V?p pode ser relacionado a forma entrépica de
Boltzmann-Gibbs, via um teorema H, cada termo difusivo nao-linear proporcional a V?pq,
no caso repulsivo, pode ser formalmente conectado com uma forma entrépica generalizada.
De fato, verificamos que essa forma entropica pode ser identificada com a forma entrépica de
Tsallis de ordem ¢. Essa possibilidade ¢é interessante porque um termo que tem sua origem
puramente em um potencial de interacao pode ser visto como vindo de uma forma entropica
pura. Fora do contexto da equagdao de Dean-Kawasaki generalizada (2.29), poderiamos
considerar comecar de uma equacao de Fokker-Planck fenomenolégica onde a origem dos
termos é desconhecida. Nesse caso, considerar a origem de cada termo como sendo devido
a uma forma entrépica ou ao resultado de interagoes vai ser convenientemente escolhido
dependendo do foco do estudo. De fato, para ¢ = 2 esse aspecto qualitativo tem sido
objeto de discussao na literatura [26,37,38|. Porém, vale ressaltar que essa escolha deve ser
consistente com a dindmica do sistema.

Uma situacao mais geral ocorre se os potenciais v, para ¢ > 2, descrevem uma interagao
de contato que depende da posigao (ver equagao (3.12)). Nesse caso, além de termos difusivos
nao-lineares da forma V- (D,Vp?), obtemos uma equacao de Fokker-Planck generalizada com
termos de arraste nao-lineares da forma V - (p?VV,), em que V; pode ser interpretado como
um potencial (ver equacao (3.16)). Portanto, em contraste ao caso linear usual, o fator
multiplicando a for¢a —VV, é p? em vez de p. Interessantemente, também mostramos que
se os potenciais V; sao proporcionais a uma funcao comum f/, termos de arraste da forma
V- [®(p)VV] podem ser identificados na equagio de Fokker-Planck generalizada. Nesse caso,
®(p) pode ser uma fungao bastante geral de p e V pode ser visto como um potencial. Esse
tipo de equagao de Fokker-Planck tem sido estudada em varios trabalhos [3-5|, mas sem
muita ponderagao sobre a origem da funcao ®(p).

A equacao de Fokker-Planck discutida no dltimo capitulo, quando D, sao funcoes positi-
vas nao-constantes, podem ser relacionadas a um funcional tipo energia livre via um teorema
H. Esse funcional pode ser visto como composto de uma energia interna usual e uma soma
de varias formas entropicas generalizadas S, (ver equagao (5.14)). A forma entropica ge-
neralizada S,, para valores inteiros de ¢ > 2, generaliza a forma entrépica de Tsallis S, e,
curiosamente, depende explicitamente da posi¢ao através da fungao D, (ver equagao (5.15)
e comparar com a equagao (4.40)). Portanto, S, da diferentes pesos para diferentes estados
(posigoes). Especialmente, a extremizacao de S, somente sujeita ao vinculo de normalizagao

de p resulta em p(x) o< [D,(x)]*/1=9) em vez de uma fungdo constante.
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APENDICE A

Funcdo de correlacdo dos ruidos £ e &

O ruido ¢ é definido como:

N

Ext) == V- (m(t)pilx, 1)), (A1)

=1

Para manipular com mais facilidade os termos, vamos reescrever a equac¢ao em funcao de

suas Componentesz

£t = = 30D S (a0, 0). (A2

i=1 a=1
Multiplicando £(x,t) por um £(y,t’), definido como
N N3 g
Ey.t) ==V, - mOpily.t) == @(njb(t')m(y, ), (A.3)

i=1 i=1 b=1

obtemos

o () D3] (A1

N 3
S0 )8y ¢ =ZZ

Os termos de ruido 7, € 1; mdependem de z, portanto

E(x, Dy Z Z Mia(£) 10 (¢ %a%b[m(x, t)p;(y, )] (A.5)

1,j=1 a,b=1
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Calculando o valor médio, encontramos

€00 = Y0 3 sy lpx 0p ), (46
ij=1a,b=1 a

em que podemos usar sua propriedade (1;,(t)n;p(t')) = 27,046 (t — t'):
0 0
(€%, Z Z 276450450 (1 )31: 9 b[pZ(X )iy, )] (A.7)
%,j=1a,b=1

Em seguida, a fungao delta d;; ¢ somada em ¢, 7, a d,, atua sobre as derivadas de respectivos

indices a,b e 6(t — t') atua em ¢

3

N
(€0 DS 0) = 30 32700 )ty ) (A9
Fazendo uso da propriedade da delta de Dirac
pi(x,1)pi(y, 1) = 6(x —y)pi(x, 1) = 6(x = y)pi(y. 1), (A.9)
verificamos que
N 3
(€l € 00) =200~ 1) 3 - - D - o], (A0

i=1 a=1

entao, finalmente podemos somar os indices ¢ e reescrever os termos a como V

(€(x,1)S(y, 1)) = 2T6(t — ') (Vo - V) [6(x = y)p(x, 1)] .- (A.11)

Essa é a funcao de correlagao do ruido &.
Agora, para calcular a funcao de correlagao do ruido branco global &', o procedimento é
analogo ao usado para calcular a fungao de correlacao do ruido €. Relembrando que o ruido

&' é definido por

N

'(x1) =V-(nxt)p

Reescrevendo em termos de suas componentes e multiplicando por £'(y,t'), chegamos a

(x,1)) (A.12)

g ) = Y mx Oy )5 lp

a,b=1

M\»—‘

(x,t)p2 (y.1)], (A.13)
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encontrando o valor esperado

EDE G0 = D mx. Oy )l

a,b=1

(x. )p2 (y,1)] .

N|=

A seguir, substituindo a propriedade do ruido global (2.28), constatamos que

0 0,
81'11 8yb P

N

(€06 DE (y. ) = 3 2T5(t — 1)30s6(x — y) (x, )9 (y, 1),

a,b=1

e atuando as fungoes delta de Dirac em seus respectivos indices, obtemos

0 (‘3[
020 Oya "

N[
D=

(€0, )€ (y, 1)) = Y 2T6(t = )3(x — ) (x,t)p> (x,1)]

Finalmente, somos levados a

(€(x, )¢ (y,t')) = 2T5(t = ') (Ve - V) [6(x — y)p(x,1)]

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

Portanto, ambos os ruidos £(A.11) e £ (A.17) sao estatisticamente idénticos pois possuem a

mesma funcao de correlacao.
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APENDICE B

Solucdo estacionaria da equacdo de Fokker-Planck generalizada

Uma solucao estacionaria para a equagao (4.29) deve satisfazer a equagao

— A(X)ps(x) + D(x)V (’&i‘;)y —0, (B.1)

em que temos assumido que a funcao p, e suas derivadas sao localizadas, ou seja, tendem a

zero conforme |x| — +00. Segue daqui que

D)V (@i‘j)y — AX)ps(x). (B.2)

Usando a identidade (para o caso v # 1)

v (lésg)))y - (ljcsg)))y_l | (B3)

encontramos

v (&(x))“ _ v 1CAR) (B.4)

C(x) v D(x)
Identificando o potencial V(x), caracterizado pela equagao (4.37), e integrando ambos os
lados, podemos obter

v—1

() =€) [ = v (B.5)
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em que K é uma constante de integracao. Usando a g-exponencial, definida na equacao

(1.55), essa equagao pode ser reescrita como

V(x)
s = NC v | y B.6
() = NCG) e, , |~ O] (B.6)
em que K = N”7!. No caso em que v = 1, a equagao (B.2) se simplifica para

ps(x))  C(x)A(x)
VI“(C(x))‘ D(x) (B1)

e consequentemente

ps(x) = NC(x) exp V™) | (B.8)

em que N é uma constante de normalizagao.
Para verificar que a solugao estacionaria p; minimiza o funcional de energia livre F[p]
dado na equagao (4.31), vamos mostrar que F'[p| > F[p;]. Para isso, primeiramente notamos

que o potencial V' (x) pode ser escrito a partir da equagao (B.5) como

oo (- e} 2z

Entao, o funcional F'[p| pode ser reescrito como

F[p] _ /]Rd V(X)p(X)dX _/ lezx(x)pu(x) - p(X) dx

R3 1—v

B.10
_E+/ w[ Y(x) — vp(x) V*1<X)] dx ( )
-1 rs V—1 P PR3)Ps '
Analogamente, temos que
K—-1
Flo) =0 = [ e . (B.11)
v—1 R3
Segue daqui que
_ Y(x) — vp(x Z‘l X Y
Pl - Flp = [ g |FOIZ2O0E B0 i) ax
R3 v—1
) g, px)
— | C"x)p(x) [M +1] dx (B.12)
R3 v—1
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em que

g(z) = : _TZ +1, z>0. (B.13)
V_

Considerando v > 0, notamos que a fungdo ¢(z) tem um minimo global no ponto 1 e

consequentemente g(z) > g(1) = 0 para todo z > 0. Usando essa consideragao e a equagao
(B.12), concluimos que F[p|] > Fps].
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