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Resumo

Partindo de uma equação de Dean-Kawasaki geral, obtemos uma equação de Fokker-
Planck generalizada não-local e não-linear que envolve forças que têm sua origem no poten-
cial do tipo n-corpos ψq. Mostramos que, considerando expressões convenientes para esses
potenciais de muitos corpos, diferentes equações de Fokker-Planck não-lineares podem ser
obtidas, incluindo várias que têm sido investigadas na literatura. Em particular, esse estudo
revela uma possível origem para os termos não-lineares em equações de Fokker-Planck. Além
disso, mostramos um formalismo que nos permite encontrar facilmente equações de Fokker-
Planck generalizadas e teoremas H associados a partir de funcionais tipo energia livre. Em
particular, verificamos um teorema H para a equação de Fokker-Planck generalizada não-
local e mostramos que parte do termo de energia no funcional tipo energia livre pode ser
formalmente interpretado como uma forma entrópica se escolhemos convenientemente a ex-
pressão dos potenciais ψq.

Palavras-chave: Equações de Fokker-Planck não-lineares, Teorema H, Formas Entrópicas,
Equação de Dean-Kawasaki, Entropia de Tsallis.



Abstract

Starting from a general Dean-Kawasaki equation, we obtain a non-local and non-linear
generalized Fokker-Planck equation that involves forces which have their origin on n-body
potentials ψq. We show that, considering convenient expressions for these multiple-body
potentials, different non-linear Fokker-Planck equations can be obtained, including several
that have been investigated in the literature. In particular, this study reveals a possible
origin for the non-linear terms in Fokker-Planck equations. Moreover, we show a framework
that allows us to easily find generalized Fokker-Planck equations and associated H theorems
starting from free-energy-like functionals. In particular, we verify an H theorem for the ge-
neralized non-local Fokker-Planck equation and we show that part of the energy term of the
free-energy-like functional can be formally interpreted as an entropic form if we conveniently
choose the expression of the potentials ψq.

Keywords: Non-linear Fokker-Planck equations, H-Theorem, Entropic Forms, Dean-Kawasaki
Equation, Tsallis Entropy.



Sumário

Introdução 8

1 Equações de Langevin e de Fokker-Planck 10
1.1 Equação de Langevin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.2 Equação de Fokker-Planck . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2.1 Solução estacionária da equação de Fokker-Planck . . . . . . . . . . . 14
1.2.2 Teorema H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.2.3 Equação de Fokker-Planck tridimensional . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3 Equação de Fokker-Planck relacionada à equação de meios porosos . . . . . . 17
1.3.1 Solução estacionária . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.3.2 Teorema H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2 Equação de Dean-Kawasaki geral 20
2.1 Equação de Dean-Kawasaki . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2 Equação de Dean-Kawasaki geral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3 Origem de termos não-lineares em equações de Fokker-Planck generaliza-
das 26
3.1 Equação de Fokker-Planck generalizada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.2 Potenciais de contato constantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.3 Potenciais de contato dependentes da posição . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4 Teorema H para equações de Fokker-Planck generalizadas 32
4.1 Um teorema H generalizado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
4.2 Casos particulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4.2.1 Equação de Fokker-Planck linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

6



4.2.2 Equação de Fokker-Planck não-linear relacionada à equação de meios
porosos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4.2.3 Equações de Fokker-Planck não-lineares . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4.2.4 Formas entrópicas dependendo da posição . . . . . . . . . . . . . . . 37

5 Energia livre, entropia e energia interna 40
5.1 Teorema H para a equação de Fokker-Planck generalizada (3.4) . . . . . . . 40
5.2 Significado dos termos do funcional F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

5.2.1 Potenciais de contato constantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
5.2.2 Potenciais de contato dependendo da posição . . . . . . . . . . . . . . 43

6 Conclusões e perspectivas 45

Apêndice A Função de correlação dos ruídos ξ e ξ′ 47

Apêndice B Solução estacionária da equação de Fokker-Planck generalizada 50

Referências bibliográficas 52

7



Introdução

A equação de Fokker-Planck é uma equação de grande importância na mecânica estatís-
tica. Tanto que, ela continua sendo investigada extensivamente, mais notavelmente através
de generalizações. Um primeiro exemplo a ser citado é a equação de Fokker-Planck não-linear
baseada na equação de meios porosos [1]. Essa equação possui uma solução estacionária que
também pode ser obtida otimizando a forma entrópica de Tsallis sujeita a vínculos conve-
nientes [2]. A conexão entre essa forma entrópica e a equação de Fokker-Planck não linear
é reforçada por um teorema H [1]. Investigações similares focando na verificação de um
teorema H associado com outras generalizações da equação de Fokker-Planck podem ser
encontradas na literatura [3–5]. Essas investigações usualmente consideram funcionais tipo
energia livre convenientes cuja derivada temporal são não-positivas para soluções bem com-
portadas das equações de Fokker-Planck e cada um dos termos possui um mínimo em uma
solução estacionária. Análogo ao caso da equação de Fokker-Planck usual, os termos no
funcional energia livre são identificados como uma parte energia interna e como uma forma
entrópica.

Várias investigações sobre equações de Fokker-Planck não-lineares consideram a intro-
dução de termos genéricos [6–16]. Embora, do ponto de vista formal, o uso desses termos
seja plausível, sua origem em conexão com sistemas específicos merece um estudo detalhado.
Além disso, em conexão com teoremas H, cada um desses termos pode ser associado a uma
parte de um funcional tipo energia livre. Como os termos desse funcional são usualmente
separados em duas classes, isto é, como uma energia interna ou como uma forma entrópica,
o conhecimento da origem dos termos na equação de Fokker-Planck pode revelar a origem
de algumas formas entrópicas. Isso também mereceria ser objeto de estudo.

De modo a realizar essas investigações, primeiro faremos uma breve revisão sobre as
equações de Langevin e de Fokker-Planck. Importantemente ligadas à essa equação, estão
a sua solução estacionária e seu teorema H, os quais também investigamos no Capítulo 1.
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Como um primeiro exemplo de generalização da equação de Fokker-Planck, analisamos bre-
vemente uma equação de Fokker-Planck relacionada à equação meios porosos, encontrando
sua solução estacionária e teorema H.

No segundo capítulo, apresentamos brevemente a equação de Dean-Kawasaki, a qual é
equivalente a um sistema de equações de Langevin. Originalmente essa equação considera
somente interações entre duas partículas. No entanto, mostramos que essa equação também
pode ser obtida em um caso mais geral, considerando interações de n-corpos.

Partindo da equação de Dean-Kawasaki geral encontrada no Capítulo 2, chegaremos,
no Capítulo 3, em uma equação de Fokker-Planck generalizada que em geral é não-linear e
não-local. A partir da aplicação de potenciais de contato nessa equação, encontraremos uma
possível origem para os termos não-lineares em equações de Fokker-Planck não-lineares.

No Capítulo 4 mostramos um procedimento que nos permite obter sem muito esforço
equações de Fokker-Planck generalizadas e teoremas H associados. Em particular, recu-
peramos vários resultados sobre equações de Fokker-Planck não lineares que aparecem fre-
quentemente na literatura; por exemplo, a equação de Fokker-Planck linear, a relacionada à
equação de meios porosos, e um exemplo desenvolvido em um artigo que foi submetido para
publicação.

No Capítulo 5, verificamos um teorema H para a equação de Fokker-Planck generalizada
não-local obtida no Capítulo 3. Essa análise indica um funcional tipo energia livre associado a
essa equação. Considerando interações de contato, mostramos que parte desse funcional que
tem origem nas interações pode ser interpretado como uma forma entrópica. Em particular,
com essa abordagem conseguimos obter formas entrópicas de Tsallis e generalizações delas,
as quais podem depender da posição.

Finalmente, no Capítulo 6, apresentamos as nossas conclusões finais. Além disso, há dois
apêndices que contém alguns cálculos complementares.
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CAPÍTULO 1

Equações de Langevin e de Fokker-Planck

Nesse capítulo revisaremos alguns conceitos e resultados que serão importantes para o
desenvolvimento dos próximos capítulos.

1.1 Equação de Langevin

Ao estudar o movimento browniano unidimensional, notamos que as forças que atuam
sobre a partícula são duas, uma dissipativa Fd e uma aleatória Fa, as quais são originadas pelo
impacto da partícula com as moléculas do meio. Vamos considerar que a força dissipativa
é proporcional à velocidade da partícula, ou seja, Fd = −αv em que α é o coeficiente de
atrito e v é a velocidade da partícula [17]. A segunda lei de Newton aplicada à partícula nos
proporciona a equação

m
dv(t)

dt
= −αv(t) + Fa(t) , (1.1)

em que m é a massa da partícula. Vamos considerar que a força aleatória Fa(t) satisfaz as
seguintes condições:

〈Fa(t)〉 = 0

〈Fa(t)Fa(t′)〉 = Bδ(t− t′) ,
(1.2)

em que B é uma constante positiva. A primeira condição diz que a média da força aleatória
é nula, e a segunda condição significa que as colisões da partícula com as moléculas do meio
são independentes. A equação (1.1) pode ser reescrita como

dv

dt
= −γv + ζ(t) , (1.3)
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em que γ = α/m e ζ(t) = Fa(t)/m. Além disso, o ruído ζ(t) é uma variável estocástica com
as seguintes propriedades

〈ζ(t)〉 = 0

〈ζ(t)ζ ′(t)〉 = Γδ(t− t′) ,
(1.4)

em que Γ = B/m2.
A equação (1.3) é um exemplo de uma equação de Langevin. Uma equação de Langevin

genérica tem a seguinte forma:
dx

dt
= f(x) + ζ(t) , (1.5)

em que f(x) é uma função que chamaremos simplesmente de “força” e ζ(t) é uma variável
estocástica que satisfaz as condições (1.4), a qual chamaremos de ruído branco. A equação
de Langevin (1.5) pode aparecer em contextos diferentes do estudo do movimento browniano;
por exemplo no estudo de circuitos elétricos.

1.2 Equação de Fokker-Planck

A equação de Fokker-Planck é uma equação diferencial que descreve a evolução temporal
da densidade de probabilidades de um sistema. Ela pode ser vista como uma equação de
difusão com um termo de força adicional. Vamos obter a equação de Fokker-Planck para uma
distribuição de probabilidade P (x, t), em que x é a posição de uma partícula que obedece a
equação de Langevin (1.5). Uma maneira de fazer isso é partindo de uma discretização da
equação (1.5). Para isso definimos intervalos de tempo τ tais que t = nτ , x(t) = x(nτ) = xn,
f(x(t)) = f(xn) = fn e ζ(t) = ζ(nτ) = ζn, e por conseguinte, temos de forma aproximada
que

dx(t)

dt
≈ x(t+ τ)− x(t)

τ
=
xn+1 − xn

τ
. (1.6)

Substituindo isso na equação (1.5), obtemos

xn+1 = xn + τfn + τζn . (1.7)

Além disso, o ruído ζn satisfaz as condições

〈ζn〉 = 0

〈ζiζj〉 =
Γ

τ
δij .

(1.8)

em que Γ > 0 e o símbolo δij é chamado de delta de Kronecker. Tem-se δij = 1 se i = j;
caso contrário tem-se δij = 0.
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A função característica da variável aleatória xn é dada por

gn(k) = 〈eikxn〉 =

∫
eikxnPn(xn)dxn , (1.9)

em que Pn(xn) = P (xn, nτ). Logo, usando a equação (1.7), vamos ter

gn+1(k) = 〈eikxn+1〉 = 〈eik(xn+τfn+τζn)〉 (1.10)

e, uma vez que xn e ζn são independentes,

gn+1(k) = 〈eik(xn+τfn)〉〈eikτζn)〉 . (1.11)

Fazendo uma expansão até a primeira ordem em τ , o primeiro termo do lado direito da
igualdade fica

〈eik(xn+τfn)〉 ≈ 〈eikxn〉+ ikτ〈eikxnfn〉 . (1.12)

Por outro lado, o segundo termo do lado direito da igualdade (1.11), após fazer uma expansão
até a segunda ordem em τ , resulta em

〈eikτζn〉 ≈ 〈1 + ikτζn +
(ikτ)2

2
ζ2n〉

≈ 1 + ikτ〈ζn〉+
(ikτ)2

2
〈ζ2n〉

(1.13)

e, usando as propriedades do ruído (1.8), teremos

〈eikτζn〉 ≈ 1− k2τΓ

2
. (1.14)

Substituindo as equações (1.12) e (1.14) na equação (1.11) e ignorando os termos de ordem
superiores a τ 2, obtemos

gn+1(k) = 〈eikxn〉+ τ

(
ik〈fneikxn〉 −

Γk2

2
〈eikxn〉

)
= gn(k) + τ

(
ik〈fneikxn〉 −

Γk2

2
〈eikxn〉

)
.

(1.15)

Considerando que
gn+1(k)− gn(k)

τ
≈ dg(k)

dt
, (1.16)

em que g(k) = 〈eikx〉, podemos voltar ao caso contínuo, e nesse caso a equação (1.15) se
torna

dg(k)

dt
= ik〈feikx〉 − Γk2

2
〈eikx〉 . (1.17)
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O primeiro termo do lado direito é dado de forma explícita por

ik〈feikx〉 = ik

∫ ∞
−∞

f(x)eikxP (x, t)dx

=

∫ ∞
−∞

f(x)
∂

∂x
(eikx)P (x, t)dx .

(1.18)

Realizando uma integração por partes, concluímos que

ik〈feikx〉 = −
∫ ∞
−∞

eikx
∂

∂x
[f(x)P (x, t)]dx , (1.19)

em que foi usada a condição de que a distribuição está localizada P (±∞, t)→ 0.
Por outro lado, verificamos que

−k2〈eikx〉 = −k2
∫ ∞
−∞

eikxP (x, t)dx

=

∫ ∞
−∞

∂2

∂x2
(eikx)P (x, t)dx .

(1.20)

Realizando integração por partes duas vezes, obtemos

− k2〈eikx〉 =

∫ ∞
−∞

eikx
∂2

∂x2
P (x, t)dx , (1.21)

em que foram usadas as condições P (±∞, t)→ 0 e ∂P
∂x

(±∞, t)→ 0. Substituindo as equações
(1.19) e (1.21) na equação (1.17), averiguamos que

dg(k)

dt
= −

∫ ∞
−∞

eikx
∂

∂x
[f(x)P (x, t)]dx+

Γ

2

∫ ∞
−∞

eikx
∂2

∂x2
P (x, t)dx . (1.22)

Lembrando que

g(k) =

∫ ∞
−∞

eikxP (x, t)dx , (1.23)

podemos obter imediatamente

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x
[f(x)P (x, t)] +D

∂2

∂x2
P (x, t) , (1.24)

que é a equação de Fokker-Planck para a distribuição de probabilidade P (x, t), comD = Γ/2.
O primeiro termo do lado direito, o qual contém a força f(x), é chamado de termo de arraste.
O segundo termo, que envolve a segunda derivada de P (x, t), é chamado de termo difusivo.
Em particular, no caso em que f(x) = 0, notamos que a equação de Fokker-Planck se reduz
à equação de difusão usual.
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1.2.1 Solução estacionária da equação de Fokker-Planck

A equação de Fokker-Planck (1.24) pode ser reescrita como uma equação de continuidade

∂P (x, t)

∂t
= −∂J(x, t)

∂x
, (1.25)

em que

J(x, t) = f(x)P (x, t)−D ∂

∂x
P (x, t) (1.26)

é a corrente de probabilidade. No regime estacionário, a densidade de probabilidade P (x, t) =

Ps(x) será independente de t, consequentemente J(x, t) também será independente de t.
Nesse caso, como o lado esquerdo da equação (1.26) se anula, a corrente de probabilidade
também não deve depender de x, ou seja, J(x, t) deve ser constante. Além disso, assu-
mindo que a distribuição de probabilidade é localizada e, por conseguinte, Ps(±∞) → 0 e
dPs
dx

(±∞)→ 0, segue da equação (1.26) que a corrente de probabilidade J(x, t) deve ser nula.
Dessa maneira, a solução estacionária Ps(x) deve satisfazer a equação

J(x, t) = 0 = f(x)Ps(x)−D d

dx
Ps(x) . (1.27)

Para resolver essa equação diferencial, isolamos Ps(x) e integramos ambos os lados em x.
Assim, obtemos

lnPs(x) =
1

D

∫ x

0

f(x′)dx′ + constante . (1.28)

Definindo o potencial V (x) como

V (x) = −
∫ x

0

f(x′)dx′ , (1.29)

vamos ter
lnPs(x) = − 1

D
V (x) + constante (1.30)

e, por conseguinte,
Ps(x) = Ne−

V (x)
D , (1.31)

em que N é uma constante que pode ser obtida a partir da condição de normalização de
Ps(x). De fato, da equação ∫ ∞

−∞
Ps(x)dx =

∫ ∞
−∞

Ne−
V (x)
D dx = 1 (1.32)

segue que

N =
1∫∞

−∞ e
−V (x)

D dx
. (1.33)
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Portanto a solução estacionária Ps(x) fica

Ps(x) =
e−

V (x)
D∫∞

−∞ e
−V (x′)

D dx′
. (1.34)

1.2.2 Teorema H

A partir da dinâmica microscópica das partículas de um gás, o teorema H de Boltzmann
dá uma justificativa à segunda lei da termodinâmica e permite concluir que a distribuição
de Maxwell-Boltzmann é a distribuição de equilíbrio. Para uma equação de Fokker-Planck
(1.24), podemos verificar um resultado análogo, que também é conhecido como Teorema H,
com o qual também poderemos concluir que toda solução converge para a solução estacionária
dada na equação (1.34) conforme o tempo evolui, no caso em que ela seja a única solução
estacionária. Em outras palavras, ela será a solução de equilíbrio.

Para verificar o teorema H, associado à equação (1.24), vamos considerar o funcional

F [P ] =

∫ ∞
−∞

P (x, t) ln
P (x, t)

Ps(x)
dx , (1.35)

que é a divergência de Kullback-Leibler da distribuição P (x, t) em relação a Ps(x). Pode-se
provar que esse funcional é sempre não-negativo, e é igual a zero se e somente se P (x, t) =

Ps(x) para quase todo x [18]. Além disso, substituindo a equação (1.34) na equação (1.35),
podemos verificar que o funcional F [P ] pode ser reescrito na forma

F [P ] =
1

D

∫ ∞
−∞

V (x)P (x, t) dx−
∫ ∞
−∞

P (x, t) ln
1

P (x, t)
dx+ constante . (1.36)

Daqui notamos que o funcional F [P ], a menos de um fator constante, possui a forma de uma
energia livre, pois a primeira integral pode ser interpretada como uma energia interna, e a
segunda como a forma entrópica de Boltzmann-Gibbs.

Derivando a equação (1.36) em relação ao tempo, obtemos

dF [P ]

dt
=

∫ ∞
−∞

∂P (x, t)

∂t

(
V (x)

D
+ lnP (x, t) + 1

)
dx . (1.37)

Substituindo a equação de Fokker-Planck (1.24) no lugar de ∂P/∂t, temos

dF [P ]

dt
=

∫ ∞
−∞

∂

∂x

[
−f(x)P (x, t) +D

∂P (x, t)

∂x

](
V (x)

D
+ lnP (x, t) + 1

)
dx . (1.38)

Logo, realizando uma integração por partes e considerando que a densidade P está localizada,
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ou seja, P (x, t) e ∂P
∂x

tendem para zero quando x→∞, obtemos

dF [P ]

dt
= −

∫ ∞
−∞

[
−f(x)P (x, t) +D

∂P (x, t)

∂x

](
1

D

dV (x)

dx
+

1

P (x, t)

∂P (x, t)

∂x

)
dx . (1.39)

Como dV (x)/dx = −f(x), segue que

dF [P ]

dt
= −

∫ ∞
−∞

1

DP (x, t)

[
f(x)P (x, t)−D∂P (x, t)

∂x

]2
dx . (1.40)

Portanto, como Γ > 0, e por conseguinte, D > 0, obtemos

d

dt
F [P ] ≤ 0 , (1.41)

o qual é o conteúdo do teorema H.

1.2.3 Equação de Fokker-Planck tridimensional

A equação de Fokker-Planck (1.24) foi obtida a partir de uma equação de Langevin
unidimensional. Se considerássemos uma equação de Langevin tridimensional, ou equiva-
lentemente, três equações de Langevin unidimensionais, fazendo um procedimento similar
podemos obter

∂P (x, t)

∂t
= −∇ · [f(x)P (x, t)] +D∇2P (x, t) , (1.42)

que pode ser chamada de equação de Fokker-Planck tridimensional. Aqui e nas expressões
seguintes, x e f(x) representam vetores. A equação (1.42) também pode ser reescrita como

∂P (x, t)

∂t
= −∇ · J(x, t) . (1.43)

em que J(x, t) = f(x)P (x, t)−D∇P (x, t) é a corrente de probabilidade, que também é um
vetor.

A solução estacionária da equação de Fokker-Planck tridimensional deve satisfazer a
condição ∇ · J(x, t) = 0. No entanto, daqui não podemos concluir em geral que J(x, t) = 0,
pois J(x, t) = ∇×A(x), em que A(x) é um vetor arbitrário, também satisfaz essa condição.

Uma solução estacionária satisfazendo a condição J(x, t) = 0 pode ser obtida de forma
análoga à equação (1.34). Nesse caso vamos encontrar que

Ps(x) =
e−

V (x)
D∫

R3 e
−V (x′)

D dx′
, (1.44)

em que o potencial V (x) é definido pela equação f(x) = −∇V (x).
A equação de Fokker-Planck tridimensional (1.42) também tem um teorema H associado,
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o qual pode ser verificado de forma análoga ao caso unidimensional derivando o funcional

F [P ] =

∫
R3

P (x, t) ln
P (x, t)

Ps(x)
dx (1.45)

em relação ao tempo.

1.3 Equação de Fokker-Planck relacionada à equação de

meios porosos

Uma generalização não linear da equação de difusão usual é a equação de meios poro-
sos [19]

∂P (x, t)

∂t
= D∇2P q(x, t) . (1.46)

Interpretando P (x, t) como uma densidade de probabilidade, essa equação também pode ser
vista como uma equação de Fokker-Planck não linear. Acrescentando um termo de arraste
no lado direito dessa equação, obtemos [1, 20]

∂P (x, t)

∂t
= −∇ · [f(x)P (x, t)] +D∇2P q(x, t) . (1.47)

notamos imediatamente que quando q → 1 essa equação recai na equação de Fokker-Planck
usual (1.42).

1.3.1 Solução estacionária

A equação de Fokker-Planck não linear (1.47) pode ser reescrita na forma

∂P (x, t)

∂t
= −∇ · J(x, t) , (1.48)

em que J(x, t) = f(x)P (x, t)−D∇P q(x, t) é a corrente de probabilidade. Vamos encontrar
a solução estacionária da equação (1.47) que satisfaz a condição J(x, t) = 0. A partir dessa
condição, constatamos que

D∇P q
s (x) = Ps(x)f(x) . (1.49)

Assumindo que a força f(x) provém de um potencial V (x), temos que f(x) = −∇V (x) e,
por conseguinte, verificamos que

D∇P q
s (x) = −Ps(x)∇V (x) . (1.50)
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Usando a identidade
∇P q

s (x) =
q

q − 1
Ps(x)∇P q−1

s (x) , (1.51)

obteremos
∇P q−1

s (x) = −q − 1

qD
∇V (x) . (1.52)

Segue daqui que

Ps(x) =

(
K − q − 1

qD
V (x)

) 1
q−1

, (1.53)

em que K é uma constante de integração. Supondo que K = N q−1, podemos obter ainda
que

Ps(x) = N

[
1 + (q − 1)

(−V (x))

qDN q−1

] 1
q−1

+

, (1.54)

em que a notação [y]+ indica [y]+ = 0 se y < 0. Considerando a definição da função
q-exponencial [21]

expq ξ =

[1 + (1− q)ξ]1/(1−q)+ para q 6= 1

exp ξ para q = 1 ,
(1.55)

a solução estacionária finalmente pode ser escrita de forma compacta como

Ps(x) = N exp2−q

[
− V (x)

qDN q−1

]
. (1.56)

Notamos que no caso em que q → 1, a equação (1.56) recupera a equação (1.44).

1.3.2 Teorema H

O teorema H para a equação de Fokker-Planck relacionada à equação de meios porosos
é encontrada usando o funcional do tipo energia livre

Fq[P ] =
1

D

∫
R3

V (x)P (x, t)dx−
∫
R3

P (x, t) lnq
1

P (x, t)
dx , (1.57)

em que a primeira integral pode ser vista como uma energia interna, e a segunda como a
forma entrópica de Tsallis de ordem q. O símbolo lnq representa a função q-logaritmo, que
é a inversa da q-exponencial, e é definida por

lnq ξ =


ξ1−q − 1

1− q
para q 6= 1

ln ξ para q = 1 ,

(1.58)
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para todo ξ > 0 [21]. Em particular, notamos que a forma entrópica de Tsallis recupera a
forma entrópica de Boltzmann-Gibbs quando q → 1.

Calculando a derivada de Fq[P ] em relação a t, vamos ter

dFq[P ]

dt
=

∫
R3

(
V (x)

D

∂P (x, t)

∂t
− ∂P (x, t)

∂t
lnq

1

P (x, t)
+ P q−1(x, t)

∂P (x, t)

∂t

)
dx . (1.59)

Colocando o termo ∂P/∂t em evidência e usando a equação (1.47), encontramos

dFq[P ]

dt
=

∫
R3

(
V (x)

D
− lnq

1

P (x, t)
+ P q−1(x, t)

)
∇ · [−f(x)P (x, t) +D∇P q(x, t)] dx .

(1.60)
Realizando integração por partes e aplicando o teorema da divergência (ignorando os termos
de superfície), vamos ter

dFq[P ]

dt
= −

∫
R3

∇
(
V (x)

D
− lnq

1

P (x, t)
+ P q−1(x, t)

)
· [−f(x)P (x, t) +D∇P q(x, t)]dx .

(1.61)
Simplificando o primeiro parênteses, vamos obter

dFq[P ]

dt
= −

∫
R3

(
1

D
∇V (x) + qP q−2(x, t)∇P (x, t)

)
· [−f(x)P (x, t) +D∇P q(x, t)]dx .

(1.62)
Usando f(x) = −∇V (x) e notando que qP q−2∇P = (∇P q)/P , obtemos que

dFq[P ]

dt
= −

∫
R3

1

D

(
−f(x) +

D

P (x, t)
∇P q(x, t)

)
· [−f(x)P (x, t) +D∇P q(x, t)]dx . (1.63)

Simplificando essa expressão, encontramos o teorema H para a equação de Fokker-Planck
relacionada à equação de meios porosos,

dFq[P ]

dt
= −

∫
R3

1

DP (x, t)
|f(x)P (x, t)−D∇P q(x, t)|2 dx ≤ 0 . (1.64)

Além desse resultado, pode-se mostrar [5] que Fq[P ] ≥ Fq[Ps] para todo q > 0.
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CAPÍTULO 2

Equação de Dean-Kawasaki geral

Neste capítulo, obteremos uma generalização da equação de Dean-Kawasaki considerando
que a interação entre as partículas é devida a um potencial de interação tipo n-corpos.

2.1 Equação de Dean-Kawasaki

Consideremos inicialmente um sistema de N partículas em um banho térmico, que intera-
gem via um potencial φ(Xi−Xj), em que Xi é o vetor posição da partícula i. Esse potencial,
por exemplo pode descrever interações coulombianas, interações tipo Lennard-Jones ou re-
pulsões tipo esferas duras. As partículas se movem devido ao ruído branco térmico e à força
devido ao potencial dos seus vizinhos. Nesse contexto, o sistema é descrito pelas equações
de Langevin

Ẋi = −∇φ(Xi −Xj) + ηi(t) , i = 1, . . . , N , (2.1)

nas quais consideramos ∇φ(0) = 0 e cada vetor ηi é um ruído branco satisfazendo as
condições 〈ηi(t)〉 = 0 e 〈ηia(t)ηjb(t′)〉 = 2Dδijδabδ(t− t′), i, j ∈ {1, . . . , N}, a, b ∈ {1, 2, 3}.

Em 1996, David S. Dean [22] considerou uma densidade global para as partículas como
sendo

ρ(x, t) =
N∑
i=1

δ(Xi(t)− x) (2.2)

e mostrou que essa densidade satisfaz a seguinte equação

∂ρ

∂t
= ∇ · {[ρ(x, t)]1/2χ(x, t)}+∇ ·

[
ρ(x, t)

∫
R3

ρ(y, t)∇φ(x− y)dy

]
+D∇2ρ(x, t) , (2.3)
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em que χ(x, t) é um ruído branco global com função de correlação 〈χa(x, t)χb(y, t
′)〉 =

2Dδ(t−t′)δabδ(x−y). O primeiro termo do lado direito da igualdade é um termo estocástico,
pois contém o ruído; o segundo termo surge do potencial de dois corpos e pode ser visto
como um termo de arraste; e o último termo pode ser entendido como um termo difusivo. A
equação (2.3) pode ser vista como uma equação de Langevin para a evolução da densidade
global ρ(x, t), a qual é conhecida como equação de Dean-Kawasaki [22]. Ela também pode
ser obtida de outras maneiras [23,24].

2.2 Equação de Dean-Kawasaki geral

Vamos considerar um sistema de partículas de dois tipos, A e B, tal que a magnitude
da interação entre as partículas de tipo B é desprezível quando comparada com a interação
entre partículas de tipos diferentes. A posição da i-ésima partícula de tipo A será denotada
por Xi e suas componentes por Xi1, Xi2 e Xi3. Com essas condições, podemos aproximar
as partículas de tipo B como um meio cuja interação com a i-ésima partícula de tipo A é
dada em termos da força de arraste −αẊi, α > 0, e uma força estocástica ηi(t). Então, as
equações de movimento para as N partículas de tipo A são dadas por

miẌi = −αẊi + αηi(t) + αAi , i = 1, . . . , N , (2.4)

em que η1(t), . . . ,ηN(t) são ruídos brancos tais que 〈ηi(t)〉 = 0 e 〈ηia(t)ηjb(t′)〉 = 2Dδijδabδ(t−
t′) com i, j ∈ {1, . . . , N}, a, b ∈ {1, 2, 3} e D > 0 constante, e αAi é a soma das forças efeti-
vas sobre a i-ésima partícula originada pela interação com a outra partícula do tipo A e por
possíveis agentes externos.

De agora em diante consideraremos as partículas do tipo A como as únicas partículas do
sistema. Se o sistema é super-amortecido, podemos ignorar as acelerações das partículas e,
nesta situação, as equações (2.4) tornam-se no seguinte sistema de equações de Langevin:

Ẋi = Ai + ηi(t) , i = 1, . . . , N . (2.5)

Vamos considerar que a “força” Ai é originada de dois potenciais, nomeadamente um poten-
cial externo V e uma interação tipo n-corpos φn, satisfazendo a condição φn(yπ(1), . . . ,yπ(n)) =

φn(y1, . . . ,yn) para qualquer permutação π do conjunto {1, . . . , n}. Então, temos

Ai = −∇V (Xi)−
1

(n− 1)!

N∑
j1=1

· · ·
N∑

jn−1=1

∇iφn(Xi,Xj1 , . . . ,Xjn−1) , i = 1, . . . , N . (2.6)

na qual, para facilitar a notação, consideramos ∇iφn(y1, . . . ,yn) = 0 sempre que quaisquer
coordenadas yi e yj sejam iguais. Seguindo o trabalho de D. S. Dean [22], definimos a
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densidade para uma única partícula

ρi(x, t) = δ(Xi(t)− x), i = 1, . . . , N. (2.7)

Então, dada uma função arbitrária duas vezes continuamente diferenciável f(x), notamos
que

f(Xi(t)) =

∫
R3

f(x)δ(Xi(t)− x) dx =

∫
R3

f(x)ρi(x, t) dx . (2.8)

Aplicando a fórmula de Itô [25], obtemos

df(Xi(t))

dt
= ∇f(Xi(t)) ·

dXi(t)

dt
+

(
√

2D)2

2
∇2f(Xi(t)) , (2.9)

na qual podemos substituir a equação de Langevin (2.1) em dXi(t)
dt

:

df(Xi(t))

dt
= ∇f(Xi(t)) · {Ai + ηi(t)}+

(
√

2D)2

2
∇2f(Xi(t)) . (2.10)

Usando a equação (2.8), teremos

df(Xi(t))

dt
= ∇f(Xi) ·Ai(X1, . . . ,Xi, . . . ,Xn) +∇f(Xi) · ηi(t) +D∇2f(Xi)

=

∫
R3

ρi(x, t)[∇f(x) ·Ai(X1, . . . ,x, . . . ,Xn) +∇f(x) · ηi(t) +D∇2f(x)] dx

(2.11)

e, reorganizando os termos dessa equação, temos

df(Xi(t))

dt
=

∫
R3

[ρi(x, t)Ai(X1, . . . ,x, . . . ,Xn) + ρi(x, t)ηi(t)] · ∇f(x)dx

+D

∫
R3

ρi(x, t)∇2f(x)dx.

(2.12)

Integrando por partes o primeiro termo do lado direito da igualdade e usando o teorema da
divergência, podemos desprezar os termos de superfície, uma vez que consideramos que a
densidade ρi(x, t)→ 0 quando |x| → ∞. Com isso encontramos∫

R3

[ρi(x, t)Ai(X1, . . . ,x, . . . ,Xn) + ρi(x, t)ηi(t)] · ∇f(x)dx

= −
∫
R3

f(x)∇ · [ρi(x, t)Ai(X1, . . . ,x, . . . ,Xn) + ρi(x, t)ηi(t)]dx.

(2.13)

De forma análoga, o segundo termo do lado direito da equação 2.13) pode ser integrado por
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partes duas vezes, obtendo assim

D

∫
R3

ρi(x, t)∇2f(x)dx = D

∫
R3

f(x)∇2ρi(x, t)dx . (2.14)

Substituindo as equações (2.13) e (2.14) em (2.12), obtemos

df(Xi(t))

dt
=∫

R3

f(x){∇ · [−ρi(x, t)Ai(X1, . . . ,x, . . . ,Xn)]−∇ · [ρi(x, t)ηi(t)] +D∇2ρi(x, t)} dx .

(2.15)

Por outro lado, derivando a equação (2.8) notamos que

df(Xi(t))

dt
=

∫
R3

f(x)
∂ρi
∂t

dx . (2.16)

Assim, como a função f(x) é arbitrária, segue das equações (2.15) e (2.16) que

∂ρi
∂t

= −∇ · [ρi(x, t)Ai(X1, . . . ,x, . . . ,Xn)]−∇ · [ρi(x, t)ηi(t)] +D∇2ρi(x, t) . (2.17)

Substituindo a expressão de Ai dada na equação (2.6), obtemos

∂ρi
∂t

= −∇ · [ρi(x, t)ηi(t)] +D∇2ρi(x, t) +∇ · [ρi(x, t)V (x)]

+
1

(n− 1)!
∇ ·

ρi(x, t) N∑
j1=1

· · ·
N∑

jn−1=1

∇φn(x,Xj1 , . . . ,Xjn−1)

 ,
(2.18)

para qualquer i = 1, . . . , N .
Definindo a densidade global

ρ(x, t) =
N∑
i=1

ρi(x, t) (2.19)

e somando a equação (2.18) sobre os índices i, temos que

∂ρ

∂t
= −

N∑
i=1

∇ · [ρi(x, t)ηi(t)] +D∇2ρ(x, t) +∇[ρ(x, t)∇V (x)]

+
1

(n− 1)!
∇ ·

ρ(x, t)
N∑
j1=1

· · ·
N∑

jn−1=1

∇φn(x,Xj1 , . . . ,Xjn−1)

 .

(2.20)
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O último termo do lado direito da igualdade pode ser reescrito de uma forma mais conve-
niente de tal forma que as variáveis Xj1 , . . .Xjn−1 não apareçam explicitamente. Para isso,
primeiramente notamos que

N∑
j1=1

· · ·
N∑

jn−1=1

∇φn(x,Xj1 , . . . ,Xjn−1)

=
N∑
j1=1

· · ·
N∑

jn−1=1

∫
R3

δ(Xj1(t)− y1)dy1 . . .

∫
R3

δ(Xjn−1(t)− yn−1)∇φn(x,y1, . . . ,yn−1)dyn−1 .

(2.21)

Usando a equação (2.7), concluímos que

N∑
j1=1

· · ·
N∑

jn−1=1

∇φn(x,Xj1 , . . . ,Xjn−1) =
N∑
j1=1

· · ·
N∑

jn−1=1

∫
R3

ρj1(y1, t)dy1 . . .

. . .

∫
R3

ρjn−1(yn−1, t)∇φn(x,y1, . . . ,yn−1)dyn−1 .

(2.22)

Finalmente, realizando as somas das densidades e usando a equação (2.19), verificamos que

N∑
j1=1

· · ·
N∑

jn−1=1

∇φn(x,Xj1 , . . . ,Xjn−1)

=

∫
R3

ρ(y1, t)dy1 . . .

∫
R3

ρ(yn−1, t)∇φn(x,y1, . . . ,yn−1)dyn−1

(2.23)

Substituindo esse termo na equação (2.18), obtemos

∂ρ

∂t
= −

N∑
i=1

∇ · [ρi(x, t)ηi(t)] +D∇2ρ(x, t) +∇ · [ρ(x, t)∇V (x)]

+
D

(n− 1)!
∇ ·
[
ρ(x, t)

∫
R3

ρ(y1, t)dy1 · · ·
∫
R3

ρ(yn−1, t)∇φn(x,y1, . . . ,yn−1) dyn−1

]
.

(2.24)

A equação (2.24) ainda não é uma equação exclusiva para ρ(x, t), pois ainda aparecem
explicitamente as funções ρi(x, t). Redefinindo o ruído como

ξ(x, t) = −
N∑
i=1

∇ · (ρi(x, t)ηi(t)) , (2.25)

notamos que ξ continua sendo um ruído gaussiano pois é uma combinação linear de ruídos
gaussianos. Pode-se verificar que a função de correlação de ξ é dada por (ver apêndice A)
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〈ξ(x, t)ξ(y, t′)〉 = 2Dδ(t− t′)(∇x · ∇y)[δ(x− y)ρ(y, t)] . (2.26)

Agora vamos considerar um ruído global gaussiano ξ′, definido como

ξ′(x, t) = ∇ · (χ(x, t)ρ
1
2 (x, t)) , (2.27)

em que χ é um ruído branco global não-correlacionado tal que

〈χa(x, t)χb(y, t
′)〉 = 2Dδ(t− t′)δabδ(x− y) . (2.28)

Como os ruídos ξ e ξ′ são ruídos gaussianos, então eles são caracterizados pela suas
funções de correlação. Pode-se mostrar que esses ruídos têm a mesma função de correlação
(ver apêndice A) e por conseguinte eles são estatisticamente idênticos. Com isso, podemos
reescrever a equação (2.24) como

∂ρ

∂t
= ∇ · {[ρ(x, t)]1/2χ(x, t)}+D∇2ρ(x, t) +∇ · [ρ(x, t)∇V (x)]

+
1

(n− 1)!
∇ ·
[
ρ(x, t)

∫
R3

ρ(y1, t)dy1 · · ·
∫
R3

ρ(yn−1, t)∇φn(x,y1, . . . ,yn−1) dyn−1

]
.

(2.29)

Essa equação é uma equação de Langevin para a evolução da densidade de partículas do
sistema ρ(x, t). O primeiro termo do lado direito da igualdade é o termo de ruído (envolve
termos de χ(x, t)), o segundo termo da igualdade é o termo difusivo, o terceiro termo é o
termo de arraste que depende do potencial externo V (x), e o último termo é o termo de
arraste que envolve o potencial de interação entre n-corpos φn. Além disso, ela pode ser
vista como uma generalização da equação de Dean-Kawasaki (2.3), a qual pode ser obtida
como um caso particular quando V (x) = constante, n = 2 e φ2(x,y) = φ2(x − y). Essa
equação é inédita e será o ponto de partida para o que faremos nos próximos capítulos.

25



CAPÍTULO 3

Origem de termos não-lineares em equações de Fokker-Planck

generalizadas

Neste capítulo, vamos obter uma equação de Fokker-Planck generalizada, a partir da
equação de Dean-Kawasaki generalizada, obtida no capítulo anterior. Vamos também mos-
trar que há uma conexão entre os potenciais de interação de muitos corpos e os termos
não-lineares dessa equação.

3.1 Equação de Fokker-Planck generalizada

Nesta seção, verificaremos que a equação de Dean-Kawasaki generalizada pode assumir
a forma de uma equação de Fokker-Planck generalizada. Vamos mostrar que essa equação
apresenta termos não lineares, os quais estão intimamente conectados com os potenciais de
interação entre as partículas.

Começamos definindo a densidade de probabilidade p(x, t) = ρ(x, t)/N e introduzindo o
potencial de n-corpos

ψn(x1, . . . ,xn) =
Nn−1

(n− 1)!
φn(x1, . . . ,xn) (n ≥ 2) . (3.1)

Com essas definições, a equação generalizada de Dean-Kawasaki (2.29) pode ser reescrita
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como

∂p

∂t
=

1√
N
∇ · [

√
p(x, t)χ(x, t)] +D∇2p(x, t) +∇ · [p(x, t)∇V (x)]

+∇ ·
[
p(x, t)

∫
R3

p(y1, t)dy1 · · ·
∫
R3

p(yn−1, t)∇ψn(x,y1, . . . ,yn−1) dyn−1

]
,

(3.2)

Notamos que o primeiro termo do lado direito dessa equação pode ser desprezado se N for
suficientemente grande. Considerando essa hipótese e usando ψ1(x) = V (x), a equação (3.2)
pode ser reescrita como

∂p

∂t
= ∇ · [p(x, t)∇ψ1(x)]

+∇ ·
[
p(x, t)

∫
R3

p(y1, t)dy1 . . .

∫
R3

p(yn−1, t)∇ψn(x,y1, . . . ,yn−1)dyn−1

]
+D∇2p(x, t).

(3.3)

Além disso, ela pode ser vista como um caso particular da equação

∂p

∂t
=

n∑
q=1

∇·
[
p(x, t)

∫
R3

p(y1, t)dy1 . . .

∫
R3

p(yq−1, t)∇ψq(x,y1, . . . ,yq−1)dyq−1

]
+D∇2p(x, t),

(3.4)
em que o termo com q = 1 deve ser considerado sem integração. Essa equação integro-
diferencial tem a forma de uma equação de Fokker-Planck generalizada, que tem termos de
arraste não-lineares, os quais em geral são também não-locais, se n ≥ 2. Enfatizamos que
alguns dos potenciais ψq podem ser iguais a zero e o número de termos n na equação (3.4)
pode ser arbitrariamente grande.

A equação (3.4) é inédita e ela será a peça central do nosso trabalho. Porém, em vez de
discutir aspectos gerais da equação (3.4), vamos nos focar em obter casos particulares dessa
equação, os quais serão não-lineares mas locais. Nosso interesse é justificado pelo fato de
que essas equações, as quais aparecem comumente na literatura, possuem termos não-lineares
cujas possíveis origens não são explicadas.

3.2 Potenciais de contato constantes

Como um primeiro caso mais simples, vamos considerar na equação (3.4), n = 2 e um
potencial de interação de 2 corpos dado por ψ2(x1,x2) = 2D2δ(x1 − x2), com D2 constante,
que pode ser visto como uma interação de contato. Se D2 > 0 (D2 < 0), o potencial de
contato ψ2 descreve uma interação repulsiva (atrativa). Com n = 2, a equação (3.4) se reduz
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a

∂p

∂t
= ∇ · [p(x, t)∇ψ1(x)] +∇ ·

[
p(x, t)

∫
R3

p(y1, t)∇ψ2(x,y1)dy1

]
+D1∇2p(x, t) . (3.5)

Substituindo ψ1 e ψ2, vamos obter que

∂p

∂t
= ∇ · [p(x, t)∇V (x)] + 2D2∇ · [p(x, t)∇p(x, t)] +D1∇2p(x, t) , (3.6)

e, notando que p(x, t)∇p(x, t) = ∇p2(x, t)/2, segue que

∂p

∂t
= ∇ · [p(x, t)∇V (x)] +D1∇2p(x, t) +D2∇2p2(x, t). (3.7)

O último termo do lado direito dessa equação é do tipo difusivo se D2 > 0. Em contraste,
se D2 < 0, esse termo é anti-difusivo no sentido que ele favorece a concentração da pro-
babilidade. Se |D2| é suficientemente pequeno, o último termo da equação (3.7) pode ser
ignorado e obtemos a equação de Fokker-Planck linear usual (1.42), em que D1 é proporci-
onal à temperatura absoluta do sistema. Por outro lado, se D1 é suficientemente pequeno,
o termo difusivo usual pode ser ignorado e obtemos a equação de Fokker-Planck não linear
relacionada à equação de meios porosos (1.47). A equação (3.7) possui várias aplicações; por
exemplo, na descrição de dinâmicas de vórtices superamortecidos [26]. Nesse caso, a cons-
tante D2 > 0 pode ser relacionada a uma temperatura generalizada, que tem sido investigada
nas referências [27–29]. Adicionalmente, a equação (3.7) possui uma solução estacionária que
é dada em termos da função W-Lambert, a qual foi investigada em [12]. Como um último
exemplo da investigação relacionada à equação (3.7), mas considerando um termo de ar-
raste nulo (V = 0), mencionamos o estudo de dois regimes difusivos da equação de difusão
resultante [30].

Um caso mais geral da equação (3.7) pode ser obtido da equação (3.4) considerando
potenciais de contato da seguinte forma

ψq(x1, . . . ,xq) =
qDq

q − 1

q−1∏
i=1

δ(xi − xi+1) (q ≥ 2) , (3.8)

em que Dq é uma constante. De fato, se incorporarmos esses potenciais de contato na
equação (3.4), encontramos

∂p

∂t
= ∇ · [p(x, t)∇V (x)] +

n∑
q=2

qDq

q − 1
∇ ·
[
p(x, t)∇pq−1(x, t)

]
+D1∇2p(x, t) . (3.9)

Usando a identidade
p(x, t)∇pq−1(x, t) =

q − 1

q
∇pq(x, t) , (3.10)
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vamos obter
∂p

∂t
= ∇ · [p(x, t)∇V (x)] +

n∑
q=1

Dq∇2pq(x, t) . (3.11)

Desse resultado, notamos que a origem do termo não linear de ordem q na equação (3.11) se
deve à existência de um potencial de contato de q-corpos ψq, tendo a forma dada na equação
(3.8). Em geral, os sinais das constantes Dq são arbitrários. Os termos contendo Dq > 0

são do tipo difusivo, enquanto que os termos associados com Dq < 0 são anti-difusivos.
Potenciais de contato como o apresentados na equação (3.8) com valores de q não inteiros
têm sido estudados na referência [31].

3.3 Potenciais de contato dependentes da posição

Similarmente à equação (3.8), podemos considerar potenciais de contato de q-corpos que
dependem da posição das partículas

ψq(x1, . . . ,xq) =
qDq(x1)

q − 1

q−1∏
i=1

δ(xi − xi+1) (q ≥ 2) , (3.12)

que contém o potencial dado na equação (3.8) como um caso particular. Se introduzimos
esses potenciais na equação (3.4), podemos verificar que essa equação pode ser reescrita como

∂p

∂t
= ∇ · [p(x, t)∇V (x)] +

n∑
q=2

q

q − 1
∇ · {p(x, t)∇[Dq(x)pq−1(x, t)]}+D1∇2p(x, t) . (3.13)

Segue daqui que

∂p

∂t
=∇ · [p(x, t)∇V (x)]

+
n∑
q=2

∇ ·
[

q

q − 1
pq(x, t)∇Dq(x) +

q

q − 1
Dq(x)p(x, t)∇pq−1(x, t)

]
+D1∇2p(x, t) .

(3.14)

Usando novamente a identidade (3.10) e definindo

Vq(x) =


V (x) se q = 1

qDq(x)

q − 1
se q ≥ 2

(3.15)
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encontramos a equação

∂p(x, t)

∂t
=

n∑
q=1

∇ · (pq(x, t)∇Vq(x) +Dq(x)∇pq(x, t)) . (3.16)

Essa equação inédita pode ser formalmente vista como uma equação tipo Fokker-Planck
generalizada, em que o potencial Vq(x) é um potencial efetivo que depende da posição através
da função Dq(x). Os termos da equação (3.16) podem ser arranjados de formas diferentes.
Em particular, se Dq > 0 para q ≥ 2, temos

∂p

∂t
= ∇ · (p(x, t)∇V (x)) +D1∇2p(x, t)

+
n∑
q=2

∇ ·

[
D

1/(q−1)
q (x)

D
1/(q−1)
q (x)

(
q

q − 1
pq(x, t)∇Dq(x) +Dq(x)∇pq(x, t)

)]
= ∇ · (p(x, t)∇V (x)) +D1∇2p(x, t)

+
n∑
q=2

∇ ·

{
1

D
1/(q−1)
q (x)

[
pq(x, t)∇Dq/(q−1)

q (x) +Dq/(q−1)
q (x)∇pq(x, t)

]}
.

(3.17)

Portanto,

∂p

∂t
= ∇· (p(x, t)∇V (x)) +D1∇2p(x, t) +

n∑
q=2

∇·

[
1

D
1/q−1
q (x)

∇(D1/q−1
q (x)p(x, t))q

]
. (3.18)

Vamos fazer alguns comentários sobre os aspectos qualitativos relacionados às equações
(3.4) e (3.16). Primeiramente, notamos que se Dq(x) é constante, a equação (3.16) recupera
a equação (3.11) com seus termos difusivos lineares e não-lineares. Além disso, quando as
funções Dq(x) não são constantes, a equação (3.16) contém dois tipos de termos. Um deles,
∇ · [Dq(x)∇pq(x, t)], pode ser visto como difusivo com um coeficiente de difusão variável
Dq(x). O outro termo, ∇·(pq(x, t)∇Vq(x)), pode ser interpretado como um termo de arraste
não linear, em que a “força” −∇Vq(x) é multiplicada por pq(x, t). Essa análise qualitativa
sugere que a equação (3.4) pode ser vista como contendo uma mistura de termos difusivos e
de arraste. Em geral, os potenciais Vq(x) podem ser atrativos, repulsivos ou uma combinação
dos dois. Os casos repulsivos favorecem processos difusivos, enquanto que os casos atrativos
favorecem comportamentos anti-difusivos.

Uma outra consequência interessante da equação (3.16) pode ser obtida se Vq(x) = cqṼ (x)

para q = 1, . . . , n, em que Ṽ (x) é uma certa função. Nesse caso, a equação (3.16) pode ser
reescrita como

∂p

∂t
= ∇ · [Φ(p)∇Ṽ (x) + D̃(x, p)∇p(x, t)] , (3.19)

30



em que

Φ(p) =
n∑
q=1

cqp
q(x, t) e D̃(x, p) = D1 + Ṽ (x)

n∑
q=2

(q − 1)cqp
q−1(x, t) . (3.20)

Notamos que o termo de “força” −∇Ṽ (x) está multiplicado por uma função Φ(p) que em
geral pode ser diferente de p. De fato, uma vez que os coeficientes cq não são fixos, Φ(p) pode
ser uma função bem geral de p. Em contrapartida, D̃(x, p) também tem uma dependência
geral em p mas relacionado com Φ(p). Com efeito, da equação (3.20), notamos que

D̃(x, p) = D1 + Ṽ (x)

[
Φ′(p)− 1

p
Φ(p)

]
. (3.21)

Equações de Fokker-Planck generalizadas como a vista na equação (3.19) têm sido parte
do núcleo de várias investigações [4,5]. Neste capítulo, indicamos a rota para obter esses tipos
de equações começando de uma equação de Dean-Kawasaki generalizada em que interações
de muitos corpos são consideradas.
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CAPÍTULO 4

Teorema H para equações de Fokker-Planck generalizadas

Neste capítulo, visamos encontrar um teorema H generalizado e mostrar alguns exemplos
que são casos particulares. Vamos ver que com esse teorema H podemos obter com facilidade
vários resultados conhecidos na literatura.

4.1 Um teorema H generalizado

Dada uma função ρ = ρ(x, t) não-negativa com x ∈ R3 e t ≥ 0, vamos considerar um
funcional

F [ρ] =

∫
R3

φ(ρ,x) dx , (4.1)

em que φ é uma função continuamente diferenciável. Queremos verificar um teorema H

associado com a equação diferencial parcial

∂ρ

∂t
= ∇ ·

(
ω(ρ,x)∇δF [ρ]

δρ

)
, (4.2)

em que ω(ρ,x) é uma função não-negativa [32]. A motivação inicial para verificar tal teorema,
é que, como veremos adiante, a equação (4.2) contém equações de Fokker-Planck lineares
e não-lineares como casos particulares. Portanto, a verificação de um teorema H associado
com essa equação seria uma unificação de vários resultados já disponíveis na literatura [1,3–
5,33,34] . Ao verificar o teorema H para a equação (4.2), fica automaticamente verificado o
teorema H para os seus respectivos casos particulares.
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Da equação (4.1), notamos que a derivada funcional de F [ρ] é dada por

δF [ρ]

δρ
= D1φ(ρ,x) , (4.3)

em que D1φ denota a derivada parcial de φ em relação à sua primeira variável. Assim,
derivando (4.1) em relação a t, temos que

dF [ρ]

dt
=

∫
R3

δF [ρ]

δρ

∂ρ

∂t
dx . (4.4)

Substituindo (4.2) em (4.4) e integrando por partes, obtemos

dF [ρ]

dt
=

∫
R3

δF [ρ]

δρ
∇ ·
(
ω(ρ,x)∇δF [ρ]

δρ

)
dx

=

∫
R3

∇ ·
(
ω(ρ,x)

δF [ρ]

δρ
∇δF [ρ]

δρ

)
dx−

∫
R3

ω(ρ,x)

∣∣∣∣∇δF [ρ]

δρ

∣∣∣∣2 dx . (4.5)

Assumindo que, para todo t ≥ 0, o termo
(
ω(ρ,x) δF [ρ]

δρ
∇ δF [ρ]

δρ

)
tende a zero suficientemente

rápido, conforme |x| → ∞, segue do teorema do divergente que

dF [ρ]

dt
= −

∫
R3

ω(ρ,x)

∣∣∣∣∇δF [ρ]

δρ

∣∣∣∣2 dx ≤ 0 , (4.6)

uma vez que a função ω(ρ,x) é não-negativa por definição. Essa desigualdade pode ser
interpretada como um teorema H associado com a equação (4.2).

Notamos que a equação (4.6) foi obtida independentemente da expressão do funcional
F [ρ]. Assim, diferentes escolhas desse funcional vão nos levar a diferentes equações de Fokker-
Planck generalizadas via a equação (4.2), as quais por construção terão um teorema H

associado.

4.2 Casos particulares

Nesta seção, vamos recuperar equações de Fokker-Planck típicas (lineares e não-lineares)
e seus teoremas H associados como casos particulares das equações (4.2) e (4.6).

4.2.1 Equação de Fokker-Planck linear

Seja ρ = ρ(x, t) uma densidade de probabilidade, em que x ∈ R3 e t ≥ 0. Vamos
considerar o funcional

F [ρ] =

∫
R3

ρ(x, t) ln
ρ(x, t)

ρs(x)
dx , (4.7)
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em que

ρs(x) =
e−V (x)∫

R3 e−V (x′) dx′
, (4.8)

e V é uma função tal que e−V (x) é integrável. O funcional F [ρ] é a divergência de Kullback-
Leibler [35] de ρ em relação a ρs (ver equação (1.35)). Se ω(ρ,x) = ρ(x, t)D(x), com D sendo
uma função não-negativa, podemos obter da equação (4.2) a equação de Fokker-Planck linear
com coeficiente de difusão variável. De fato, nesse caso, teremos

∂ρ

∂t
= ∇ ·

(
ρ(x, t)D(x)∇ δ

δρ

[
−
∫
R3

ρ(x, t) ln
ρs(x)

ρ(x, t)
dx

])
. (4.9)

Como
δ

δρ

[
−
∫
R3

ρ(x, t) ln
ρs(x)

ρ(x, t)
dx

]
= − ln

ρs(x)

ρ(x, t)
+ 1 , (4.10)

a equação (4.9) pode ser reescrita na forma

∂ρ

∂t
= ∇ ·

(
ρ(x, t)D(x)∇

[
− ln

ρs(x)

ρ(x, t)
+ 1

])
. (4.11)

Após expandir o ln e substituir ρs, encontramos

∂ρ

∂t
= ∇ ·

[
ρ(x, t)D(x)

(
∇V (x) +∇

{
ln

∫
R3

e−V (x′) dx′
}

+∇ ln ρ(x, t)

)]
, (4.12)

mas, notamos imediatamente que o gradiente do termo entre chaves é igual a zero, de modo
que finalmente obtemos

∂ρ

∂t
= ∇ · [−ρ(x, t)A(x) +D(x)∇ρ(x, t)] , (4.13)

em que A(x) = −D(x)∇V (x). Essa equação recupera a equação de Fokker-Planck linear
usual (1.42) quando D(x) é uma função constante. Pode se mostrar que ρs é a solução
estacionária da equação (4.13) [33]. A equação (4.6) nos informa imediatamente que, como
já é conhecido, há um teorema H associado com essa equação de Fokker-Planck, desde
que apenas consideremos soluções ρ tais que ρ(x, t) e ∇ρ(x, t) tendem para zero rápido o
suficiente conforme |x| → ∞.

4.2.2 Equação de Fokker-Planck não-linear relacionada à equação

de meios porosos

Substituindo a expressão de ρs(x) dada na equação (4.8), na equação (4.7), obtemos que

34



F [ρ] =

∫
R3

V (x)ρ(x, t) dx−
∫
R3

ρ(x, t) ln
1

ρ(x, t)
dx + constante , (4.14)

em que a primeira integral do lado direito pode ser interpretada como uma energia interna, e
a segunda como uma forma entrópica de Boltzmann-Gibbs, tal como F = U − θS. Podemos
ignorar o termo constante uma vez que estamos interessados em derivadas de F [ρ]. Nessa
direção, a equação (4.14) pode ser generalizada pelo funcional

Fq[ρ] =

∫
R3

V (x)ρ(x, t) dx−
∫
R3

ρ(x, t) lnq
1

ρ(x, t)
dx , (4.15)

em que lnq representa a função q-logaritmo, definida na equação (1.58). Notamos que o fun-
cional Fq[ρ] também tem a forma de uma energia livre, porém aparecendo a forma entrópica
de Tsallis no lugar da de Boltzmann-Gibbs.

Usando Fq[ρ] no papel de F [ρ] na equação (4.2), e também considerando ω(ρ,x) =

ρ(x, t)D(x), em que D é uma função não-negativa, obtemos

∂ρ

∂t
= ∇ ·

(
ρ(x, t)D(x)∇δFq[ρ]

δρ

)
. (4.16)

A partir da equação (4.15), temos que

δFq[ρ]

δρ
= V (x)− lnq

1

ρ(x, t)
+ ρq−1(x, t) . (4.17)

Substituindo isso na equação (4.16) obtemos que

∂ρ

∂t
= ∇ ·

[
ρ(x, t)D(x)

(
∇V (x) + ρq−2(x, t)∇ρ(x, t) + (q − 1)ρq−2(x, t)∇ρ(x, t)

)]
= ∇ · [ρ(x, t)D(x)∇V (x) + qρq−1(x, t)∇ρ(x, t)] .

(4.18)

Portanto,
∂ρ

∂t
= ∇ · {−ρ(x, t)A(x) +D(x)∇[ρ(x, t)]q} , (4.19)

em que A(x) = −D(x)∇V (x). Notamos imediatamente que essa equação é uma generali-
zação da equação de Fokker-Planck linear (4.13). A equação (4.19) é a equação de Fokker-
Planck associada à equação de meios porosos [36] com coeficiente de difusão variável, a qual
recupera a equação (1.47) quando D(x) = constante.

O teorema H associado com a equação (4.19) segue diretamente da equação (4.6) com o
funcional Fq no lugar de F , desde que apenas consideremos soluções ρ(x, t) da equação (4.19)
tais que ρ(x, t), [ρ(x, t)]q e ∇ρ(x, t) tendem a zero rápido o suficiente conforme |x| → ∞.

Realizando um procedimento similar ao feito na subseção 1.3.1, podemos obter que a
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solução estacionária da equação (4.19) é dada por

ρs(x) = N exp2−q

[
− V (x)

qN q−1

]
, (4.20)

em que N é uma constante de normalização e expq é a q-exponencial definida na equação
(1.55). Sicuro et al [5] (ver também [3, 4]) provaram que Fq[ρ] ≥ Fq[ρs] para qualquer
densidade de probabilidade ρ satisfazendo a equação (4.19) se q > 0.

4.2.3 Equações de Fokker-Planck não-lineares

Podemos obter uma situação mais geral quando consideramos

ω(ρ(x, t),x) = D(x)Ψ(ρ(x, t)) , (4.21)

em que D e Ψ são funções não-negativas, e

F [ρ] =

∫
R3

ρ(x, t)V (x) dx−
∫
R3

η(ρ(x, t)) dx , (4.22)

com V e η sendo funções arbitrárias. Nesse caso, a derivada funcional de F [ρ] é dada por

δF [ρ]

δρ
= V (x)− η′(ρ) . (4.23)

Logo,

∇δF [ρ]

δρ
= ∇V (x)− η′′(ρ(x, t))∇ρ(x, t) . (4.24)

Usando as equações (4.21) e (4.24) na equação (4.2), obtemos a equação

∂ρ

∂t
= ∇ · [−Ψ(ρ(x, t))A(x) +D(x)Ω(ρ(x, t))∇ρ(x, t)] , (4.25)

em que A(x) = −D(x)∇V (x) e

Ω(ρ(x, t)) = −Ψ(ρ(x, t))η′′(ρ(x, t)) . (4.26)

Para cada escolha da função η na equação (4.22), obtemos uma equação tipo Fokker-
Planck (4.25), que possui um teorema H associado por construção, como consequência da
equação (4.6). Por exemplo, se Ψ(ρ) = ρ e η(ρ) = ρ ln(1/ρ), a equação (4.25) se torna a
equação (4.13). Ou então se Ψ(ρ) = ρ e η(ρ) = ρ lnq(1/ρ), a equação (4.25) recai na equação
(4.19).

Se quisermos considerar a equação (4.25) como uma equação de Fokker-Planck, o coefi-
ciente Ω(ρ(x, t)) deve ser não-negativo para cada t ≥ 0 e x ∈ R3. Essa condição é satisfeita
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em particular se η é uma função concava, como pode ser facilmente concluído de (4.26). Por
outro lado, se a equação (4.25) é uma equação de Fokker-Planck com Ω e Ψ sendo funções
arbitrárias não-negativas, então, definindo

ζ(ρ(x, t)) =
Ω(ρ(x, t))

Ψ(ρ(x, t))
, (4.27)

a equação (4.25) pode ser reescrita como

∂ρ

∂t
= ∇ · [Ψ(ρ(x, t))D(x)∇V (x) +D(x)Ψ(ρ(x, t))ζ(ρ(x, t))∇ρ(x, t)] , (4.28)

que pode ser obtida diretamente da equação (4.2) usando ω(ρ(x, t),x) = D(x)Ψ(ρ(x, t)) e
F [ρ] dada em equação (4.22) com uma função η tal que η′′(ρ(x, t)) = −ζ(ρ(x, t)). Se a função
η existe, então a equação (4.25) tem um teorema H associado como fruto da equação (4.6).
Uma vez que duas definições diferentes para as funções Ψ e Ω podem gerar a mesma razão
Ω(ρ(x, t))/Ψ(ρ(x, t)), duas equações de Fokker-Planck diferentes da forma dada em (4.25)
podem ter teoremas H associados com o mesmo funcional F da forma dada em (4.22). Essa
afirmação foi provada por Schwämmle et al. [3, 4] e, mais recentemente por Sicuro et al. [5].

4.2.4 Formas entrópicas dependendo da posição

Num estudo recente [34], propusemos uma equação de Fokker-Planck que tem a seguinte
forma

∂ρ(x, t)

∂t
= ∇ ·

[
−A(x)ρ(x, t) +D(x)∇

(
ρ(x, t)

C(x)

)ν]
, (4.29)

em que C(x) eD(x) são funções não-negativas. Notamos que essa equação recupera a equação
(4.19) no caso particular em que C(x) = 1. Vamos mostrar que a equação (4.29) pode ser
obtida da equação (4.2) considerando

ω(ρ,x) =
D(x)

C(x)
ρ(x, t) , (4.30)

e o funcional

F [ρ] =

∫
R3

V (x)ρ(x, t) dx−
∫
R3

C1−ν(x)ρν(x, t)− ρ(x, t)

1− ν
dx , (4.31)

em que V (x) é uma função que pode estar relacionada com as funções C(x), D(x) e A(x).
A derivada funcional de F [ρ] é dada por

δF

δρ
= V (x)− νC1−ν(x)ρν−1(x, t)− 1

1− ν
. (4.32)
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E tomando o gradiente disso, verificamos que

∇δF
δρ

= ∇V (x)−∇
[
ν(C−1(x)ρ(x, t))ν−1

1− ν

]
. (4.33)

No último termo do lado direito, podemos multiplicar [C−1(x)ρ(x, t)]−1[(C−1(x)ρ(x, t)] e usar
a relação

C−1(x)ρ(x, t)∇[C−1(x)ρ(x, t)]ν−1 =
ν − 1

ν
∇[C−1(x)ρ(x, t)]ν . (4.34)

Com isso, teremos

∇δF
δρ

= ∇V (x) + [C−1(x)ρ(x, t)]−1∇[C−1(x)ρ(x, t)]ν . (4.35)

Logo, substituindo isso na equação (4.2) vamos ter

∂ρ

∂t
= ∇ ·

{
D(x)

C(x)
ρ(x, t)∇V (x) +D(x)∇[C−1(x)ρ(x, t)]ν

}
, (4.36)

Desse modo, se V (x) satisfaz a condição

∇V (x) = −C(x)A(x)

D(x)
, (4.37)

obtemos a equação (4.29). Uma solução estacionária da equação de (4.29) é dada por (ver
Apêndice B)

ρs(x) = NC(x) expq

[
− V (x)

(2− q)N1−q

]
, (4.38)

em que q = 2− ν e N é uma constante de normalização. A partir dessa expressão, podemos
interpretar C(x) como uma densidade de estados.

Há um teoremaH associado com a equação (4.29) que segue automaticamente da equação
(4.6) se consideramos soluções ρ de (4.29) tais que ρ(x, t), [ρ(x, t)]ν e ∇ρ(x, t) tendem para
zero suficientemente rápido conforme |x| → ∞. Isto foi verificado de outra maneira no
trabalho de [34]. Além disso, pode-se mostrar que F [ρ] ≥ F [ρs] para todas as soluções ρ da
equação (4.29) se ν > 0 (ver Apêndice B).

O funcional F [ρ] dado na equação (4.31) pode ser escrito como F [ρ] = U [ρ] − S[ρ], em
que

U [ρ] =

∫
R3

V (x)ρ(x, t)dx (4.39)

e
S[ρ] =

∫
R3

C1−ν(x)ρν(x, t)− ρ(x, t)

1− ν
dx . (4.40)

O funcional U [ρ] pode ser visto como uma energia interna, pois é a média de um potencial
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efetivo V (x) o qual foi definido pela equação (4.37). Por outro lado, o funcional S[ρ] é uma
generalização da forma entrópica de Tsallis de ordem ν, a qual é recuperada quando C(x) = 1.
Curiosamente essa forma entrópica generalizada depende explicitamente da posição. Além
disso, usando a função q-logaritmo, o funcional S[ρ] pode ser escrito como

S[ρ] = −
∫
R3

ρ(x, t) ln2−ν
ρ(x, t)

C(x)
dx , (4.41)

o qual pode ser conectado com uma generalização da divergência de Kullback-Leibler, no
caso em que C(x) seja uma densidade de probabilidade.
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CAPÍTULO 5

Energia livre, entropia e energia interna

Neste capítulo, vamos fazer uso do formalismo visto no capítulo 4 para obter um teorema
H associado à equação de Fokker-Planck generalizada (3.4). Vamos mostrar que os termos
do funcional de energia livre podem ser interpretados como energia interna ou como entropia
de forma conveniente.

5.1 Teorema H para a equação de Fokker-Planck gene-

ralizada (3.4)

Vamos verificar que a equação de Fokker-Planck generalizada (3.4) pode ser obtida da
equação (4.2) considerando ω(p,x) = p(x, t) e

F [p] =
n∑
q=1

1

q

∫
R3

p(y1, t)dy1 . . .

∫
R3

p(yq, t)ψq(y1, . . . ,yq)dyq −D1

∫
R3

p(x, t) ln
1

p(x, t)
dx ,

(5.1)
lembrando que ψ1(x) = V (x) é um potencial externo. Para isso, primeiramente vamos nos
focar no termo

Iq =

∫
R3

p(y1, t)dy1 . . .

∫
R3

p(yq, t)ψq(y1, . . . ,yq)dyq . (5.2)
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Notamos que a derivada funcional de Iq é dada por

δIq
δp

=

∫
R3

p(y2, t)dy2 . . .

∫
R3

p(yq, t)ψq(x,y2, . . . ,yq)dyq + · · ·

· · ·+
∫
R3

p(y1, t)dy1 . . .

∫
R3

p(yq−1, t)ψq(y1, . . . ,yq−1, x)dyq−1

=

∫
R3

p(y2, t)dy2 . . .

∫
R3

p(yq, t)ψq(x,y2, . . . ,yq)dyq + · · ·

· · ·+
∫
R3

p(y1, t)dy1 . . .

∫
R3

p(yq−1, t)ψq(x,y1, . . . ,yq−1)dyq−1 ,

(5.3)

em que, na segunda igualdade, temos usado o fato que ψq(yπ(1), . . . ,yπ(q)) = ψq(y1, . . . ,yq)

para qualquer permutação π do conjunto {1, . . . , q}. Logo

δIq
δp

= q

∫
R3

p(y1, t)dy1 . . .

∫
R3

p(yq−1, t)ψq(x,y1, . . . ,yq−1)dyq−1 . (5.4)

Usando isso no cálculo da derivada funcional de F [p], obtemos

δF

δp
=

n∑
q=1

∫
R3

p(y1, t)dy1 . . .

∫
R3

p(yq−1, t)ψq(x,y1, . . . ,yq−1)dyq−1+D1 ln p(x, t)+D1 . (5.5)

Segue daqui que

∇δF
δp

=
n∑
q=1

∫
R3

p(y1, t)dy1 . . .

∫
R3

p(yq−1, t)∇ψq(x,y1, . . . ,yq−1)dyq−1 +
D1

p(x, t)
∇p(x, t) .

(5.6)
Finalmente, substituindo isso na equação (4.2), vamos obter imediatamente a equação (3.4).
Dessa maneira, a equação de Fokker-Planck generalizada (3.4) tem um teorema H associado
por construção (ver equação (4.6)), desde que os potenciais confinantes ψq são tais que
p δF
δp
∇ δF

δp
tende a zero rapidamente o suficiente conforme |x| → ∞.

5.2 Significado dos termos do funcional F

Da equação (5.1), notamos que, à primeira vista, o funcional F [p] tem a estrutura de um
funcional tipo energia livre. Desse modo, os termos contendo os potenciais ψq podem ser
vistos como diferentes contribuições para uma energia interna, uma vez que o último termo
é o produto da constante −D1 e a forma entrópica de Boltzmann-Gibbs.

A fim de entender o significado dos termos contidos no funcional F [p] dado na equação
(5.1), vamos considerar alguns casos particulares relacionados com as equações de Fokker-
Planck generalizadas vistas nas seções 3.2 e 3.3.
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5.2.1 Potenciais de contato constantes

Consideremos inicialmente n = 2 e ψ2(x1,x2) = 2D2δ(x1 − x2). Nesse caso, a equação
(5.1) se reduz a

F [p] =

∫
R3

V (x)p(x, t)dx +D2

∫
R3

p2(x, t)dx−D1

∫
R3

p(x, t) ln
1

p(x, t)
dx . (5.7)

Como o segundo termo do lado direito foi obtido usando o potencial de contato de dois
corpos ψ2, ele pode ser visto como uma energia interna. Contudo, o mesmo termo também
é relacionado à forma entrópica de Tsallis com parâmetro q = 2, uma vez que

S2 =

∫
R3

p(x, t) ln2
1

p(x, t)
dx = 1−

∫
R3

p2(x, t)dx . (5.8)

Assim, se D2 > 0, o funcional tipo energia livre F [p] também pode ser visto, a menos de uma
constante aditiva, como composto por uma energia interna (o primeiro termo no lado direito
da equação (5.7)) e duas formas entrópicas, nomeadamente uma forma de Boltzmann-Gibbs
(ou de Tsallis com parâmetro q = 1) e uma forma entrópica de Tsallis com parâmetro q = 2.

A análise discutida acima pode ser estendida para um valor arbitrário de n ≥ 2 usando
o potencial de q-corpos

ψq(x1, . . . ,xq) =
qDq

q − 1

q−1∏
i=1

δ(xi − xi+1) (q ≥ 2) , (5.9)

o qual já foi definido na equação (3.8). Nesse caso, a equação (5.1) pode ser reescrita como

F =

∫
R3

V (x)p(x, t)dx +
n∑
q=2

Dq

∫
R3

pq(x, t)

q − 1
dx−D1S1 . (5.10)

Como, para q ≥ 2, a forma entrópica de Tsallis é dada por

Sq =

∫
R3

pq(x, t)− p(x, t)
1− q

dx =

∫
R3

pq(x, t)

1− q
dx− 1

1− q
, (5.11)

vamos obter que

F = U −
n∑
q=1

DqSq + constante , (5.12)

em que U =
∫
R3 V (x)p(x, t)dx e Sq é a forma entrópica de Tsallis.

Na equação (5.12), todos os termos do lado direito têm como origem os potenciais ψq,
com a exceção da contribuição de q = 1. Consequentemente, cada termo contendo Sq com
q ≥ 2 pode ser visto como uma parte da energia interna. Em contraste, uma vez que cada Sq
é uma forma entrópica de Tsallis [2], o funcional F [p] pode ser formalmente visto como sendo
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composto de uma energia interna U e uma combinação linear de várias formas entrópicas
de Tsallis com índices inteiros. Para considerar essa combinação linear como uma forma
entrópica, cada constante Dq deve ser positiva.

Como um comentário, em um estudo fenomenológico hipotético, podemos considerar
começando de um funcional F [p], dado na equação (5.12). Nesse caso, a equação (4.2)
com ω(p,x) = p nos leva à equação tipo Fokker-Planck (3.11). Então, do ponto de vista
operacional, chamar as quantidades Sq como formas entrópicas ou energias na equação (5.12)
é completamente irrelevante. Nesse cenário, somos incapazes de determinar a origem das
formas entrópicas Sq com índices q = 2, 3, 4, . . ., ou seja, não podemos decidir se Sq é uma
forma entrópica verdadeira ou se ela provém de um potencial de interação de q-corpos.

5.2.2 Potenciais de contato dependendo da posição

Como um caso mais geral, podemos considerar que os potenciais de q-corpos ψq são dados
por

ψq(x1, . . . ,xq) =
qDq(x1)

q − 1

q−1∏
i=1

δ(xi − xi+1) (q ≥ 2) , (5.13)

os quais já foram definidos na equação (3.12). Nesse caso, analogamente ao procedimento
feito para encontrar a equação (5.12), o funcional F [p] da equação (5.1) pode ser reescrito
como

F [p] =

∫
R3

V (x)p(x, t) dx−
n∑
q=1

Sq + constante , (5.14)

em que

Sq =


D1S1 se q = 1∫
R3

Dq(x)pq(x, t)− p(x, t)
1− q

dx se q 6= 1 .
(5.15)

Partindo desse funcional F [p], podemos obter a equação tipo Fokker-Planck (3.18) por meio
da equação (4.6), como esperado. Também verificamos que a equação (5.14) recupera a
equação (5.12) se Dq é uma função constante para q ≥ 2. Portanto, para ver Sq como uma
generalização da forma entrópica de Tsallis Sq, dada na equação (5.11), a função Dq deve
ser positiva (ver também equação (4.40)). Nessa direção, notamos que o funcional F [p] pode
ser formalmente visto como sendo composto por uma energia interna usual e uma soma de
formas entrópicas generalizadas Sq. Uma vez que, no geral, as funções Dq são não constantes,
Sq com q ≥ 2 pode curiosamente depender da posição. Assim, se considerarmos Sq como uma
forma entrópica, ela daria diferentes pesos para diferentes estados (posições). Por exemplo,
para otimizar Sq somente sujeito ao vínculo de normalização

∫
R3 p dx = 1, vamos considerar

43



o funcional

S̃q =

∫
R3

Dq(x)pq(x, t)− p(x, t)
1− q

dx− α
(∫

R3

p(x, t) dx− 1

)
, (5.16)

em que α é um multiplicador de Lagrange. Igualando a derivada funcional de S̃q a zero,
teremos a equação

qDq(x)pq−1(x, t)− 1

1− q
− α = 0 . (5.17)

Resolvendo essa equação, verificaremos imediatamente que p(x) ∝ [Dq(x)]1/(1−q) no lugar de
obter uma função constante.

No nosso estudo, o funcional F [p] dado na equação (5.1) está relacionado a uma equação
de Dean-Kawasaki generalizada. Devido a isso os termos contendo ψq com q ≥ 2 são médias
de energias de interação e, por conseguinte, eles podem ser claramente vistos como contribui-
ções para uma energia interna. Entretanto, as discussões apresentadas acima sugerem que
esses termos podem ser formalmente interpretados como formas entrópicas. Se não sabemos
a origem do funcional F [p], como no caso de um estudo fenomenológico, somos incapazes de
traçar a origem dos termos contendo ψq com q ≥ 2. Consequentemente, não podemos decidir
se esses termos são parte de uma energia interna ou se são verdadeiras formas entrópicas.
Nessa situação, somos livres de empregar a nomenclatura que aparenta ser mais conveniente
para tais termos.
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CAPÍTULO 6

Conclusões e perspectivas

Começamos esse trabalho considerando um conjunto de partículas interagentes contidas
em um meio e sujeitas à presença de um possível campo externo. Como é bem conhecida,
a densidade de partículas é a solução da equação de Dean-Kawasaki se considerarmos a
interação entre dois corpos entre as partículas. Com o intuito de englobar interações mais
gerais, consideramos outras contribuições de muitos corpos. Como consequência, chegamos
à equação de Dean-Kawasaki geral (2.29). Essa equação estocástica pode ser reduzida a
uma equação de Fokker-Planck não-linear (3.4), que também é não-local para uma interação
geral de muitos corpos, quando a dependência explícita do ruído é ignorada. Adicionalmente,
identificamos que essa equação contém várias equações de Fokker-Planck não lineares como
casos particulares.

Com o objetivo de verificar um teorema H para a equação de Fokker-Planck não local
(3.4), mostramos um formalismo com o qual podemos obter equações de Fokker-Planck
generalizadas a partir de funcionais que lembram uma energia livre. Além disso, as equações
obtidas possuem um teorema H associado por construção. Em particular, esse formalismo
nos permitiu reobter imediatamente teoremas H para diversas equações de Fokker-Planck
não-lineares, os quais foram parte principal de vários estudos na literatura. Por outro lado,
também obtivemos uma equação de Fokker-Planck não linear cujo teorema H indicou a
possibilidade de identificar uma forma entrópica que generaliza a forma entrópica de Tsallis.
Curiosamente essa forma entrópica depende explicitamente da posição, a qual mereceria
estudos adicionais sobre suas implicações e aplicações.

A equação de Fokker-Planck não-local (3.4) é uma equação que depende explicitamente
do potencial de interação ψq(x1, . . . ,xq). Cada ψq é um potencial de q-corpos e, para q ≥ 2,
conduz a um termo não-linear de ordem q na equação de Fokker-Planck não-local. Uma
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escolha imediata mas relevante para ψq é um potencial de contato constante (ver equação
(3.8)). Nesse caso, cada termo contendo ψq na equação (3.4) se reduz a termos locais e
não-lineares proporcionais a ∇2pq, que podem ser vistos como um tipo de termo de arraste
de q-corpos. Esse termo é difusivo se o potencial ψq descreve uma interação de contato
repulsiva. Em contraste, se esse potencial é atrativo, o termo proporcional a ∇2pq é anti-
difusivo. Assim como o termo difusivo com ∇2p pode ser relacionado à forma entrópica de
Boltzmann-Gibbs, via um teorema H, cada termo difusivo não-linear proporcional a ∇2pq,
no caso repulsivo, pode ser formalmente conectado com uma forma entrópica generalizada.
De fato, verificamos que essa forma entrópica pode ser identificada com a forma entrópica de
Tsallis de ordem q. Essa possibilidade é interessante porque um termo que tem sua origem
puramente em um potencial de interação pode ser visto como vindo de uma forma entrópica
pura. Fora do contexto da equação de Dean-Kawasaki generalizada (2.29), poderíamos
considerar começar de uma equação de Fokker-Planck fenomenológica onde a origem dos
termos é desconhecida. Nesse caso, considerar a origem de cada termo como sendo devido
a uma forma entrópica ou ao resultado de interações vai ser convenientemente escolhido
dependendo do foco do estudo. De fato, para q = 2 esse aspecto qualitativo tem sido
objeto de discussão na literatura [26,37,38]. Porém, vale ressaltar que essa escolha deve ser
consistente com a dinâmica do sistema.

Uma situação mais geral ocorre se os potenciais ψq, para q ≥ 2, descrevem uma interação
de contato que depende da posição (ver equação (3.12)). Nesse caso, além de termos difusivos
não-lineares da forma∇·(Dq∇pq), obtemos uma equação de Fokker-Planck generalizada com
termos de arraste não-lineares da forma ∇ · (pq∇Vq), em que Vq pode ser interpretado como
um potencial (ver equação (3.16)). Portanto, em contraste ao caso linear usual, o fator
multiplicando a força −∇Vq é pq em vez de p. Interessantemente, também mostramos que
se os potenciais Vq são proporcionais a uma função comum Ṽ , termos de arraste da forma
∇· [Φ(p)∇Ṽ ] podem ser identificados na equação de Fokker-Planck generalizada. Nesse caso,
Φ(p) pode ser uma função bastante geral de p e Ṽ pode ser visto como um potencial. Esse
tipo de equação de Fokker-Planck tem sido estudada em vários trabalhos [3–5], mas sem
muita ponderação sobre a origem da função Φ(p).

A equação de Fokker-Planck discutida no último capítulo, quando Dq são funções positi-
vas não-constantes, podem ser relacionadas a um funcional tipo energia livre via um teorema
H. Esse funcional pode ser visto como composto de uma energia interna usual e uma soma
de várias formas entrópicas generalizadas Sq (ver equação (5.14)). A forma entrópica ge-
neralizada Sq, para valores inteiros de q ≥ 2, generaliza a forma entrópica de Tsallis Sq e,
curiosamente, depende explicitamente da posição através da função Dq (ver equação (5.15)
e comparar com a equação (4.40)). Portanto, Sq dá diferentes pesos para diferentes estados
(posições). Especialmente, a extremização de Sq somente sujeita ao vínculo de normalização
de p resulta em p(x) ∝ [Dq(x)]1/(1−q) em vez de uma função constante.
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APÊNDICE A

Função de correlação dos ruídos ξ e ξ′

O ruído ξ é definido como:

ξ(x, t) = −
N∑
i=1

∇ · (ηi(t)ρi(x, t)). (A.1)

Para manipular com mais facilidade os termos, vamos reescrever a equação em função de
suas componentes:

ξ(x, t) = −
N∑
i=1

3∑
a=1

∂

∂xa
(ηia(t)ρi(x, t)) . (A.2)

Multiplicando ξ(x, t) por um ξ(y, t′), definido como

ξ(y, t′) = −
N∑
i=1

∇y · (ηj(t)ρj(y, t′)) = −
N∑
i=1

3∑
b=1

∂

∂yb
(ηjb(t

′)ρj(y, t
′)) , (A.3)

obtemos

ξ(x, t)ξ(y, t′) =
N∑

i,j=1

3∑
a,b=1

∂

∂xa

∂

∂yb
[ηia(t)ηjb(t

′)ρi(x, t)ρj(y, t
′)] . (A.4)

Os termos de ruído ηia e ηjb independem de x, portanto

ξ(x, t)ξ(y, t′) =
N∑

i,j=1

3∑
a,b=1

ηia(t)ηjb(t
′)
∂

∂xa

∂

∂yb
[ρi(x, t)ρj(y, t

′)] . (A.5)
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Calculando o valor médio, encontramos

〈ξ(x, t)ξ(y, t′)〉 =
N∑

i,j=1

3∑
a,b=1

〈ηia(t)ηjb(t′)〉
∂

∂xa

∂

∂yb
[ρi(x, t)ρj(y, t

′)] , (A.6)

em que podemos usar sua propriedade 〈ηia(t)ηjb(t′)〉 = 2Tδijδabδ(t− t′):

〈ξ(x, t)ξ(y, t′)〉 =
N∑

i,j=1

3∑
a,b=1

2Tδijδabδ(t− t′)
∂

∂xa

∂

∂yb
[ρi(x, t)ρj(y, t

′)] . (A.7)

Em seguida, a função delta δij é somada em i, j, a δab atua sobre as derivadas de respectivos
índices a, b e δ(t− t′) atua em t′:

〈ξ(x, t)ξ(y, t′)〉 =
N∑
i=1

3∑
a=1

2Tδ(t− t′) ∂

∂xa

∂

∂ya
[ρi(x, t)ρi(y, t)] . (A.8)

Fazendo uso da propriedade da delta de Dirac

ρi(x, t)ρi(y, t) = δ(x− y)ρi(x, t) = δ(x− y)ρi(y, t) , (A.9)

verificamos que

〈ξ(x, t)ξ(y, t′)〉 = 2Tδ(t− t′)
N∑
i=1

3∑
a=1

∂

∂xa

∂

∂ya
[δ(x− y)ρi(x, t)] , (A.10)

então, finalmente podemos somar os índices i e reescrever os termos a como ∇

〈ξ(x, t)ξ(y, t′)〉 = 2Tδ(t− t′)(∇x · ∇y)[δ(x− y)ρ(x, t)] . (A.11)

Essa é a função de correlação do ruído ξ.
Agora, para calcular a função de correlação do ruído branco global ξ′, o procedimento é

análogo ao usado para calcular a função de correlação do ruído ξ. Relembrando que o ruído
ξ′ é definido por

ξ′(x, t) = ∇ · (η(x, t)ρ
1
2 (x, t)) (A.12)

Reescrevendo em termos de suas componentes e multiplicando por ξ′(y, t′), chegamos a

ξ′(x, t)ξ′(y, t′) =
3∑

a,b=1

ηa(x, t)ηb(y, t
′)
∂

∂xa

∂

∂yb
[ρ

1
2 (x, t)ρ

1
2 (y, t′)] , (A.13)
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encontrando o valor esperado

〈ξ′(x, t)ξ′(y, t′)〉 =
3∑

a,b=1

〈ηa(x, t)ηb(y, t′)〉
∂

∂xa

∂

∂yb
[ρ

1
2 (x, t)ρ

1
2 (y, t′)] . (A.14)

A seguir, substituindo a propriedade do ruído global (2.28), constatamos que

〈ξ′(x, t)ξ′(y, t′)〉 =
3∑

a,b=1

2Tδ(t− t′)δa,bδ(x− y)
∂

∂xa

∂

∂yb
[ρ

1
2 (x, t)ρ

1
2 (y, t′)] , (A.15)

e atuando as funções delta de Dirac em seus respectivos índices, obtemos

〈ξ′(x, t)ξ′(y, t′)〉 =
3∑

a=1

2Tδ(t− t′)δ(x− y)
∂

∂xa

∂

∂ya
[ρ

1
2 (x, t)ρ

1
2 (x, t)] . (A.16)

Finalmente, somos levados a

〈ξ′(x, t)ξ′(y, t′)〉 = 2Tδ(t− t′)(∇x · ∇y)[δ(x− y)ρ(x, t)] . (A.17)

Portanto, ambos os ruídos ξ(A.11) e ξ′ (A.17) são estatisticamente idênticos pois possuem a
mesma função de correlação.
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APÊNDICE B

Solução estacionária da equação de Fokker-Planck generalizada

Uma solução estacionária para a equação (4.29) deve satisfazer a equação

−A(x)ρs(x) +D(x)∇
(
ρs(x)

C(x)

)ν
= 0 , (B.1)

em que temos assumido que a função ρs e suas derivadas são localizadas, ou seja, tendem a
zero conforme |x| → +∞. Segue daqui que

D(x)∇
(
ρs(x)

C(x)

)ν
= A(x)ρs(x) . (B.2)

Usando a identidade (para o caso ν 6= 1)

∇
(
ρs(x)

C(x)

)ν
=

ν

ν − 1

ρs(x)

C(x)
∇
(
ρs(x)

C(x)

)ν−1
, (B.3)

encontramos

∇
(
ρs(x)

C(x)

)ν−1
=
ν − 1

ν

C(x)A(x)

D(x)
. (B.4)

Identificando o potencial V (x), caracterizado pela equação (4.37), e integrando ambos os
lados, podemos obter

ρs(x) = C(x)

[
K − ν − 1

ν
V (x)

] 1
ν−1

, (B.5)
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em que K é uma constante de integração. Usando a q-exponencial, definida na equação
(1.55), essa equação pode ser reescrita como

ρs(x) = NC(x) exp2−ν

[
− V (x)

νN ν−1

]
, (B.6)

em que K = N ν−1. No caso em que ν = 1, a equação (B.2) se simplifica para

∇ ln

(
ρs(x)

C(x)

)
=
C(x)A(x)

D(x)
(B.7)

e consequentemente
ρs(x) = NC(x) exp−V (x) , (B.8)

em que N é uma constante de normalização.
Para verificar que a solução estacionária ρs minimiza o funcional de energia livre F [ρ]

dado na equação (4.31), vamos mostrar que F [ρ] ≥ F [ρs]. Para isso, primeiramente notamos
que o potencial V (x) pode ser escrito a partir da equação (B.5) como

V (x) =
ν

ν − 1

{
K −

[
ρs(x)

C(x)

]ν−1}
. (B.9)

Então, o funcional F [ρ] pode ser reescrito como

F [ρ] =

∫
R3

V (x)ρ(x)dx−
∫
R3

C1−ν(x)ρν(x)− ρ(x)

1− ν
dx

=
νK − 1

ν − 1
+

∫
R3

C1−ν(x)

ν − 1

[
ρν(x)− νρ(x)ρν−1s (x)

]
dx .

(B.10)

Analogamente, temos que

F [ρs] =
νK − 1

ν − 1
−
∫
R3

ρνs(x)C1−ν(x)dx . (B.11)

Segue daqui que

F [ρ]− F [ρs] =

∫
R3

C1−ν(x)

[
ρν(x)− νρ(x)ρν−1s (x)

ν − 1
+ ρνs(x)

]
dx

=

∫
R3

C1−ν(x)ρνs(x)

[ ρν(x)
ρνs (x)

− ν ρ(x)
ρs(x)

ν − 1
+ 1

]
dx

=

∫
R3

C1−ν(x)ρνs(x)g

(
ρ

ρs

)
dx ,

(B.12)
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em que

g(z) =
zν − νz
ν − 1

+ 1, z ≥ 0 . (B.13)

Considerando ν > 0, notamos que a função g(z) tem um mínimo global no ponto 1 e
consequentemente g(z) ≥ g(1) = 0 para todo z ≥ 0. Usando essa consideração e a equação
(B.12), concluímos que F [ρ] ≥ F [ρs].
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