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RESUMO

Desenvolvemos a teoria de coarse-graining para a nova fase nematica twist-bend,
Ny. Esta fase é formada por moleculas curvadas, chamada “formato de banana”,
aquirais que formam um angulo fixo com o eixo Optico; as moléculas giram em
torno do eixo 6ptico em ambos os sentidos, horario e anti-horario — dizemos que
o estado fundamental é duplamente degenerado —. Para termos uma melhor com-
preensdo da fase, comegamos com um desenvolvimento histérico, mostrando as
principais caracteristicas das trés fases mais comuns dos cristais liquidos, a sa-
ber, nematica, esmética e colestérica. A Ny, tem caracteristicas das trés fases
mencionadas acima, tais como a densidade molecular constante, a formagao de
(pseudo)camadas de comprimento nanométrico, um passo bem definido e um es-
tado duplamente degenerado. O desenvolvimento tedrico segue a teoria elastica
de Frank, com a introdu¢ao de um novo diretor t — o eixo éptico —, com vinculo com
o diretor molecular dado pelo angulo de cone 9,. As teorias tipo de Frank para a
fase twist-bend séo “locais”, ou de escala molecular. Para entender o padrao de
listras necessitamos uma mudanca de escala, e isto é feito pelo método de coarse-
graining: deixamos de lado o diretor das moleculas e o angulo de giro da teoria
elastica molecular, e desenvolvemos uma nova teoria elastica baseada em varia-
cbes do eixo Optico e do angulo de cone. A teoria de coarse-graining desenvolvida
€ comparada com outras teorias, derivadas de diferentes maneiras e utilizando te-
orias locais diferentes.

Palavras chave: Fase nematica twist-bend. Teoria elastica. Método de coarse-
graining.



ABSTRACT

We develop a coarse-graining theory for the newest twist bend nematic phase, Ny,.
This phase is formed by achiral banana-shaped molecules having a fixed cone an-
gle with the optical axis; the molecules spin around the optical axis on both senses,
clockwise and counterclockwise — we say that the ground state is two-fold dege-
nerate —. To have a better understanding of the phase, we start with a historical
development, pointing out the main features of the three most common liquid crys-
tal phases, namely, nematic, smectic and cholesteric. The Ny, have features of the
three phases above mentioned, such as a constant molecular density, the formation
of (pseudo-)layers with nanometric length, a well defined pitch, and a two-fold de-
generate state. The theoretical development follows the Frank’s elastic theory, with
the introduction of a new director t — the optical axis —, constrained with the molecu-
lar director n by a cone angle 9. The Frank-like theories for the twist-bend phase
are of molecular length-scale. Understanding the stripped pattern needs a change
in length-scale, and this is done by the coarse-graining method: we left aside the
molecular director and the spin angle in the molecular elastic theory, and develop a
new elastic theory focused on variations of the optical axis and the cone angle. The
coarse-grained theory developed is compared with other ones, derived in different
ways and by using different local theories.

Keywords: Twist-bend nematic phase. Elastic theory. Coarse-graining method.
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Abstract The pseudo-molecular method is employed to
obtain analytical expressions for the dastic constants of an
ensemble of anisotropic particles, in both disc-like and rod-
like geometries. These particles interact via a phenomeno-
logical pair potential constructed from the non-spherical
correction to the dispersion forces between two identical
molecules. The molecular shape appears in the calculations
of the dastic constants in two different cases. The first
case considers a molecular volume of dlipsoidal shape con-
tinuously deformed from a positive (prolate spheroid, rod-
like molecule) to large negative (oblate spheroid, disc-like
molecule) values of a parameter describing some kind of
eccentricity. The second one considers a molecular volume
shape continuously deformed from a cylinder (calamitic
molecule) to a plane disc by changing the ratio between
the diameter of the cylinder and its long axis. The partic-
ular cases of Maier-Saupe and Nehring-Saupe interactions
are obtained as simple limiting cases of the genera pair
potential interaction. These general results may be helpful
to understand the limits of the pseudo-molecular method,
and to understand the origin of dastic constants in discotic
liquid crystals from a molecular perspective.
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1introduction

The pseudo-molecular method [1-6] has been successfully
applied to determine the astic constants of nemetic liquid
crystal (NLC) for theMaier-Saupe[7, 8], Nehring-Saupel[9,
10], and quadrupolar [11, 12] interaction energies, among
others. The method is very simple and has some limita-
tions [6], but it brings a direct way to connect the elastic
constants with theintermol ecular interaction responsiblefor
the NLC phase. In a recent paper [13], the method was
employed to obtain analytical expressions for the eastic
constants of NLC whose intermol ecular interaction is given
by an “elastic modd,” constructed from the non-spherical
correction to the dispersion forces between two identical
diatomic molecules [14-19]. This kind of interaction per-
mits us to appreciate the dependence of the pair potential
on the molecular orientation with respect to the intermolec-
ular vector in a simple lattice model [18, 19]. When faced
in a phenomenological way, this pair interaction embodies
as particular cases of some important intermolecular inter-
actions responsible for the nemetic ordering, such as the
Maier- (MS) and Nehring-Saupe (NS) interactions [1].

In this work, we use the method to obtain analytical
expressions for the dastic constants of adisc-like NLC sys-
tem interacting by means of this lattice interaction. The
calculations are done in two distinct scenarios: one consid-
ersthemolecular volume has an dllipsoidal shape, deformed
to a oblate spheroid, whereas the other considers this vol-
ume represented by long cylinders, deformed to a disc.
This procedure alows us to explore the behavior of the
eastic constants by promoting a continuous change in the
geomdlry of the molecule.

Trabalho publicado no periodo de doutorado, ainda com resultados do mestrado.
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1 Introducao

Esta tese busca explicar, utilizando teorias matematicas, o comportamento de fases
moduladas de cristais liquidos por meio de uma mudancga de escala apropriada. O
primeiro capitulo tem como finalidade apresentar a fisica dos cristais liquidos ao
leitor menos familiarizado.

Pensando nesse sentido, a intengdo € que o conhecimento surja no decorrer de
cada pagina, com os créditos devidamente dados nas referéncias. Fizemos o ma-
ximo esfor¢o para que cada capitulo possa ser lido separadamente, a fim de que os
leitores com nivel mais avangado nédo se sintam prejudicados e consultem somente
a parte de seu interesse. Pagamos o preco, porém, de sermos repetitivos a quem
desejar |é-la inteiramente. Obviamente, os capitulos estdo conectados mas, pense-
mos, por exemplo, no leitor queira apenas relembrar os conceitos da teoria elastica
do continuo, tema que aparece no terceiro capitulo. Nosso intuito € que ele ou ela
possa recorrer somente a esta parte, pensando que ja se tenha um conhecimento
prévio do que foi exposto anteriormente, como a nomenclatura e o comportamento
das fases liquido-cristalinas. E um desafio e tanto para uma tese e esperamos
algum éxito em nossa empreitada.

O trabalho foi dividido da seguinte maneira. Na sequéncia do primeiro capitulo,
discutimos os principais fundamentos da fisica dos cristais liquidos, iniciando com
uma breve introducao histérica e, depois, uma descricdo mais expositiva dos cris-
tais liquidos e seus constituintes. Os cristais liquidos que estudamos tém o com-
portamento de nosso interesse de acordo com variagdes na temperatura. Entéo, é
conveniente fazer uma introducao dos conceitos termodinamicos empregados, que
fazem maior sentido no decorrer do texto.

No segundo capitulo, apresentamos as principais caracteristicas dos cristais liqui-
dos formados com a variacdo da temperatura. E a primeira vez que somos obriga-
dos a utilizar conceitos matematicos, para introduzir o vetor diretor e os parametros
de ordem. Mostramos como esses conceitos sdo empregados, buscando apoio em
referéncias da fisica experimental para que a compreensao seja mais ampla. Tam-
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bém €& onde introduzimos o tipo de cristal liquido de maior interesse para o nosso
trabalho, a saber, a fase nematica twist-bend. Comegcamos com a sua predicao
tedrica, mas o foco principal é a comprovacao experimental e as caracteristicas
encontradas que servem de base para o desenvolvimento de teorias matematicas
para explicar a fase.

No terceiro capitulo, o leitor finalmente tem contato com uma “teoria para os cristais
liquidos”. Comegamos com um apanhado historico das teorias dos cristais liquidos,
e depois construimos uma teoria para os nematicos usuais — 0s mesmos usados
em displays — e para os colestéricos, ambos conhecidos desde os primérdios do es-
tudo desses materiais. Derivamos a teoria para os nematicos e colestéricos de uma
forma menos usual, com as ferramentas utilizadas apresentadas nos apéndices.
Apresentamos também, mais expositivamente, duas alternativas para obtermos re-
sultados semelhantes: uma construida em uma notagdo mais direta que a primeira,
e a outra utilizando conceitos tedricos relacionados as transicdes de fases. As trés
nos guiaram para introduzir duas teorias para a fase nematica twist-bend, construi-
das com base em dois diretores, ao invés de um, como na fase nematica tradicional.
Para finalizar, apresentamos outras teorias para os twist-bend, comparando-as com
as teorias de dois diretores, e mostrando as principais caracteristicas de cada uma.

O quarto capitulo é o principal do nosso trabalho. Devido ao comportamento exético
dos twist-bend, uma alternativa para compreender a fase é promover uma mudancga
de escala nas teorias propostas no terceiro capitulo. Isso foi feito pelo método de
coarse-graining. O método foi aplicado nas teorias com dois diretores: a primeira
aplicacao, do trabalho de S. V. Shiyanovskii e colaboradores [1], foi feita durante o
doutorado sanduiche do autor; a segunda, até a redacéo final desta tese, ainda é
um resultado inédito na literatura. Novamente, o aparato matematico utilizado foi
incluido nos apéndices do texto.

Finalizamos o trabalho respondendo a algumas perguntas sobre os comportamen-
tos encontrados no decorrer da pesquisa e pensando nas perspectivas futuras. Para
os twist-bend, € como se tivéssemos que reconstruir uma nova fisica dos cristais
liquidos, e € histéria para os préximos anos de pesquisal

O leitor ja deve ter percebido que existem varias expressdes e termos técnicos que
aparecem em outros idiomas — no nosso caso, aparecem derivados do grego, latim
ou expressoes em inglés. Tais termos aparecem em italico e, quando for conve-
niente, tentamos traduzi-los. Mesmo que nao seja possivel uma traducéo direta,
procuramos explicar, em nossa lingua, as palavras estrangeiras o contexto em que
sdo empregadas. Expressdes importantes, que podem ser utilizadas vez ou outra
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no trabalho, aparecem em destaque pela primeira vez no texto, com explicagdes
logo na sequéncia.

Apés essa apresentacao, falamos sobre a histéria dos cristais liquidos.

1.1 Histoéria dos cristais liquidos

A histéria dos cristais liquidos, sem sombra de duvidas, ndo pode ser contada inte-
gralmente em algumas paginas de uma tese de doutorado. O site “Liquid crystals
databaseﬂ revela que, no dia 23 de margo de 2018, existem 107.773 tipos dife-
rentes de cristais liquidos, apresentados em 125.996 referéncias e com 424.513
propriedades fisicas encontradas. Fazer um levantamento histérico de tamanha
quantidade de dados € muito penoso e extenso! Vamos nos ater aos personagens
e eventos mais Uteis para a compreensao deste texto.

Ja estamos avisados que o principal objeto de estudo do nosso trabalho é a cha-
mada fase nematica twist-bend. Um dos trabalhos responsavel pela comprovacao
experimental da fase [2], usa o seguinte trecho como motivagao:

“O surgimento de uma nova simetria no equilibrio (estado fundamental) de uma
fase de cristal liquido (CL) nematica é um evento raro e tipicamente importante.
Os primeiro e segundo nematicos sdo as fases “helicalﬂ e ‘blue-phase”, que
ocorrem em molécluas quirais, descobertos em 1886 por Reinitzer, para o ben-
zoato de colesterila — descoberta que marca o nascimento da ciéncia dos cris-
tais liquidos. O terceiro nemético, fase aquiral uniaxial, também descoberto no
Séc. XIX, formou a base para a tecnologia LCD [mostradores de cristal liquido,
ou do inglés “liquid crystal displays”] e a revolu¢ao da computacao portatil do
Séc. XX. Apesar desta conquista, 0 Séc. XX pode ser reconhecido somente
pelo quarto nematico, as fases liotrépicas biaxiais devido a Saupe. Agora, no
comeco do Séc. XXl, a estrutura em forma de hélice do quinto nematico é
observada: hélices exoticamente quirais para moléculas aquirais.’rf]

10 leitor interessado pode visitar o enderego http://liqcryst.lci-publisher.com/en/ para obter infor-
magodes semelhantes.

20 termo em inglés “helical” deriva de hélice; o termo é aplicado, ent&o, a cristais liquidos cujas
moléculas formam estruturas semelhantes a uma hélice.

8 Traducao direta do autor de “The appearance of new nematic liquid crystal (LC) equilibrium
symmetry (ground state) is a rare and typically important event. The first and second nematics were
the helical phase and blue phase of chiral molecules, both found in 1886 in cholesteryl benzoate by
Reinitzer, discoveries that marked the birth of LC science. The third nematic, the achiral uniaxial
phase, also found in the 19th century, ultimately formed the basis of LC display technology and the
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Somente nesse excerto, temos ingredientes para explicarmos os cristais liquidos e
contarmos a histéria desde o surgimento, até aplicacées tecnologicas e o estudo
de novos componentes. Também vemos a importancia do tipo de cristal liquido
que estudamos. As devidas explicagbes dos termos presentes no trecho acima
aparecem no decorrer de todo o trabalho.

O nascimento da ciéncia dos cristais liquidos se deve ao boténico Friedrich Reinit-
zer, com seu estudo em colesterol de cenouras, iniciado em 1886, e publicado em
1888 [3-5]. Reinitzer reportou em seu estudo um “duplo ponto de fusao” no benzo-
ato de colesterila. Ao aquecer a substancia a 145,5°C, observa-se um fluido turvo
esbranquicado; continuando o aquecimento, até 178,5°C, o fluido torna-se trans-
parente. Resfriando o fluido transparente, uma nuvem azulada se forma dentro do
recipiente, que desaparece quando o liquido retorna a cor esbranquicada.

Apesar de as substancias analisadas por Reinitzer ja terem sido estudadas an-
teriormente, foi a primeira vez que efeitos do que hoje conhecemos como cristal
liquido — o duplo ponto de fus&o e a nuvem azulada — foi reportado. Assim, o tra-
balho “Beitrdge zur Kenntniss des Cholesterins” (do alemao: “Contribuigdes para o
conhecimento do colesterol”), de 3 de maio de 1888, foi 0 primeiro dedicado aos
cristais liquidos. Para dar algum sentido na nossa citagao inicial, o tipo de cristal
liqguido observado por Reinitzer, apresentou dois estados diferentes — “helical” e
“blue-phases” —; o estado de hélice é conhecido como colestérico ou nematico
quiral [6].

Para melhor entender o efeito observado, ainda em 1888, Reinitzer se correspondeu
com Otto Lehmann [5], fisico especialista em microscopia. Em 1889, Lehmann
publicou seu primeiro trabalho sobre cristais liquidos — “Uber fliessend Krystalle”,
do alemao “Sobre cristais que fluem” —, que comega com a seguinte pergunta [4]:

“Cristais que fluem! Isto ndo é uma contradi¢cdo de termos?’l’_f]

O trabalho de Lehmann foi primeiro a utilizar o termo “cristal liquido”, popularmente
conhecido nos dias de hoje. A ideia foi chamar a atencdo mesmo, ao usar dois
termos tdo contrastantes. Lehmann continuou a trabalhar com os cristais liquidos
até o ano de sua morte, em 1922, sendo indicado ao Prémio Nobel entre os anos
de 1913-22 [5].

portable computing revolution of the 20th century. Despite this achievement, the 20th can claim only
the fourth nematic, the lyotropic biaxial phases found by Saupe. Now, early in the 21st, the heliconical
structure of the fifth nematic is observed, an exotic chiral helix from achiral molecules.”, da Ref. [2].

4Traducdo direta, feita pelo autor, da sentenca “Flowing crystals! Is that not a contradiction in
terms?”.
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Outro nome importante nesse periodo inicial € o de Daniel Vorlander, visto que
0s primeiros cristais liquidos comecaram a ser sintetizados por ele e seu grupo
no comeco do século passado. Os primeiros foram descobertos ao acaso, com
base no conhecimento prévio do que era encontrado na natureza. Mesmo assim,
tentando encontrar padrées das moléculas que formavam cristais liquidos, o grupo
de Vorlander foi bastante produtivo: entre os anos de 1901-34, produziu cerca de
250 tipos diferentes, e o primeiro padrdo encontrado era que as moléculas deveriam
ser alongadas [7,(8].

Com uma grande quantidade de cristais liquidos conhecida por diversos grupos,
seria natural haver uma confusédo para classifica-los. Assim, em 1922, Georges
Friedel sugeriu uma nomenclatura para os cristais liquidos, usada até hoje [4]. A
primeira sugestao de Friedel foi acabar com o termo “cristal liquido”, dado por Leh-
mann:

“Eu uso mesomorfico para designar aqueles estados da matéria obsevados
por Lehmann nos anos seguintes a 1889, para os quais ele inventou os termos
cristal liquido e fluido cristalino. Lehman teve o grande mérito de chamar
a atencdo para esses materiais, mas ele errou muito em nomea-los. Esses
nomes lamentaveis aparecem repetidamente nos ultimos 30 anos.’E]

Desde Friedel, alguns autores preferem denominar os cristais liquidos como meso-
fase ou estado mesomorfico — intermediério entre o sélido e o liquido. A escolha
da denominacéo de Lehmann ou de Friedel varia entre autores por toda a historia,
e nao ha um consenso sobre esta ou aquela. Nao entramos nesse mérito e, por
simplicidade, dizemos que os estados liquido-cristalinos estudados sao fases bem
definidas.

Dentro do estado mesomérfico, Friedel dividiu os cristais liquidos em trés tipos dife-
rentes: esméticos — do grego ounyua (smegma), que significa sabao —, nemati-
cos — vinua (nema), que significa fio, e ainda cita os colestéricos, que ja aparecia
em trabalhos anteriores.

Além da nomenclatura aceita até hoje, outra grande contribuicdo de Friedel foi nos
estudos pioneiros sobre os esméticos, fase em que as moléculas estdo dispostas
em camadas. Além de estabelecer este padrao, ele foi o primeiro a observar di-

5Do original “I use the term mesomorphic to designate those states of matter observed by Leh-
mann in the years following 1889, and for which he invented the terms liquid crystal and crystalline
fluid. Lehmann had the great merit of drawing attention to those materials, but he erred greatly in
naming them. The unfortunate names have been repeated again and again over the last 30 years.”.
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versos efeitos opticos da fase. Entramos em mais detalhes sobre os esmétidos no
decorrer do texto.

O que Friedel chama simplesmente de “nematico”, o excerto acima da Ref. [2]
chama de “nematico uniaxial”, descoberto na passagem do séc. XIX para o XX.
Esse tipo de cristal liquido é o responsavel pelo grande avango nos estudos dos
mostradores de cristal liquido (sigla LCD, do inglés) e a revolugao tecnoldgica envol-
vida. Para explicar melhor, precisamos recorrer a outros personagens muito ativos
e importantes no desenvolvimento dos cristais liquidos.

Em 1933, o primeiro encontro mundial dedicado a esses materiais foi organizado
pela Faraday Society, em Londres. Nomes importantes da histéria dos cristais li-
quidos estavam presentes. Citamos, por exemplo, V. K. Fredericks e V. Zolina, com
trabalho a respeito de perturbagdes magnéticas causando reorientagdes de cristais
liquidos — efeito hoje conhecido como transicdo de Fredericks, um dos pilares de
aplicacoes tecnoldgicas dos cristais liquidos — [4]; H. Zocher e C. W. Oseen [9],
cujos trabalhos traziam objec¢des a respeito da “teoria do enxameﬂ proposta por E.
Bose no comecgo do século XX, e defendida no encontro da Faraday Society por L.
S. Ornstein and W. Kast [10], além de Sir W. H. Bragg, conhecido por seus traba-
lhos em sélidos e difragdo de raios-X, que no encontro apresentou estudos sobre
as texturas vistas nos esméticos [4].

No comeco da segunda metade do séc. XX, G. H. Brown e W. G. Shaw publicaram
um artigo de revisdo que reacende o interesse aos cristais liquidos, em 1957 [11];
temos também o trabalho de F. C Frank, do ano seguinte, com sua proposta de
teoria desses materiais [12], baseado-se nos argumentos de Zocher e Oseen [5,6,
13/l Também em 1958, incluimos o trabalho de W. Maier e A. Saupe, sobre uma
teoria de campo médid? [4].

Ainda no campo tedrico, no inicio da segunda metade do séc. XX, mencionamos 0s
avancgos de J. L. Ericksen e F. M. Leslie sobre a hidrodinamica dos cristalis liquidos
[14]15], Ericksen sobre as desigualdades para estabilizar a energia de Frank [16] e
P. G. de Gennes que, inspirado pela teoria de transicdes de fase de L. D. Landau,
apresentou uma expressao mais geral e que engloba as transi¢des de fases liquido-
cristalinas [17].

6Traducéo livre de “swarm theory”. Teoria semelhante a dos materiais ferromagnéticos, afirma
que as moléculas dos cristais l1équidos se agrupam em aglomerados, chamados enxames; cada
enxame tem uma direcao preferencial ndo correlacionada com a dire¢cdo dos enxames vizinhos.

70 trabalho de Frank foi apresentado no segundo encontro sobre cristais liquidos da Faraday
Society de Londres [3,[5].

8Teoria de campo médio estuda o comportamento de uma grande quantidade de particulas confi-
nadas — como os cristais liquidos — a partir de um modelo de interagao simples entre duas particulas.



1 Introducéo

Os primeiros estudos a respeito da tecnologia LCD s&o do inicio da década de 1970.
Porém, a histéria dos LCD comecou pelo menos vinte e cinco anos antes. Em 1936,
B. Levin e N. Levin, em nome da empresa Marconi’s wireless telegraph company
registraram, na Inglaterra, a patente intitulada “/mprovements in or relating to light
valves” — traduzido diretamente para “Melhorias em ou relacionadas a valvulas de
quﬁ’ —, a qual reportava a descoberta de que cristais liquidos na fase nematica
teriam uma resposta elétrica muito rapida e eficiente, o que permitiria criar valvulas
de luz muito mais eficazes [3,4].

O primeiro trabalho apresentado como possivel aplicagdo de mostradores de cris-
tais liquidos foi em 1968, de autoria de G. H. Heilmeier e colaboradores, membros
do RCA Laboratories, em Princeton, Estados Unidos [18]. O efeito de “espalha-
mento dinémico’m, que aparecia em cristais liquidos nematicos confinados em cé-
lulas com eletrodos, permitia a aplicagdo de campos elétricos e os induzia a mudar
de fase. Nas palavras dos autores:

“[Se o] eletrodo de tras € montado com um fundo preto, a célula aparece preta.
Quando um campo DC da ordem de 5x103 V/cm é aplicado, o liquido se torna
turbulento e espalha luz. Designamos este estado como modo de espalha-
mento dindmico, DSM [do inglés, Dynamic scattering mode). Neste estado, a
célula é branca. Aumentando o campo, aumenta-se o brilho de modo que uma
escala de cinza é obtida.{"]

O trabalho do grupo do RCA Laboratories foi apresentado no ILC de 1968, o
que trouxe bastante atencédo para a aplicacao de cristais liquidos em displays. O
trabalho da equipe de Heilmeier ganhou diversos prémios na época.

A partir desse trabalho, os ILCCs seguintes trouxeram diversas aplicagdes de cris-
tais liquidos em displays. Em 1974 ja havia cinco tipos diferentes de tecnologias
de mostradores de cristais liquidos: (i) espalhamento dinamico; (ii) por transicao de
Fredericks; (iii) nematico torcid; (iv) efeito memaoria em colestéricos; (v) mudanca

9Valvulas de luz sdo dispositivos que controlam a intensidade de luz que uma fonte emite.

0Do inglés “Dynamic scatteting’.

"Traducao livre do excerto YIf the] back electrode is faced into a black background, the cell appe-
ars black. When a dc field of the order of 5x 10° is applied, the liquid becomes turbulent and scatters
light. We have designated this state as the dynamic scattering mode (DSM). In this state the cell
appears white. Increasing the field results in increased brightness so that a gray scale is obtainable.”,
presente na Ref. [18].

12Sigla para International Liquid Crystals Conference, ou “Conferéncia internacional de cristais
liquidos”. Encontro internacional para discussdes sobre cristalis liquidos, que teve sua origem na
Universidade de Kent, em Kent, Estados Unidos [9].

3Do inglés, twisted nematic.
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de fase nematica-colestérica [5]. E importante lembrar que todos esses dispositi-
vos ainda nao funcionavam a temperatura ambiente — a fase nematica do cristal
liquido estudado por Heilmeier na Ref. [18], por exemplo, acorria no intervalo entre
116-133°C. Em 1973 comecaram estudos em cristais liquidos que formavam fase
nematica a temperatura ambiente e somente na década de 1980 que displays com
cristais liquidos comecgaram a ser produzidos comercialmente.

Merece destaque em presquisas de ciéncia pura o trabalho de revisdo de S. Chan-
drasekhar e N. V. Madhusudana, sobre dindmica molecular em cristais liquidos [19],
e 0S mesmos autores que, em 1977, descobriram que moléculas em formato de
disco também podem formar fases de cristais liquidos [5]. Também ocorreram di-
versos avancos no estudo dos cristais liquidos liotrépicos, incluindo uma fase ne-
matica biaxial, devido a L. J. Yu e A. Saupe [20]. Esse é cristal liquido do séc. XX,
o “quarto nematico”.

Nas décadas de 1980-90, a fisica dos cristais liquidos cresceu de maneira colossal.
A maioria dos trabalhos era voltada a aplica¢des tecnologicas, desenvolvimento e
estudos de novos materiais e propriedades, além de trabalhos em simula¢des com-
putacionais, que comecaram na década de 1980, mas que cresceram nas décadas
seguintes com a melhora significativa dos computadores.

Para finalizar, citamos os trabalho de P. J. Barnes e colaboradores [21] que, ao es-
tudar moléculas de um novo composto, formado por dimeros@ ligados por uma ca-
deia carbdnica flexivel, apresentavam uma forma curvada e produziam um padrédo
semelhante aos vistos nas fases esméticas. Os autores sugeriram mais estudos
para classificar este composto, por exemplo, por experimentos de difracao de raios-
X. Outros testes foram realizados em moléculas curvadas nas décadas seguintes,
porém, somente no Séc. XXl elas receberam a devida atencdo. Mais precisamente,
nos anos de 2011 e 2013 descobriu-se que essas moléculas formavam a nova fase
nematica twist bend — o “quinto nematico”! [2].

1.2 Classificacoes

Até agora usamos indiscriminadamente o termo “cristais liquidos” e derivados, sem
especificar formalmente e dizer o que sao cristais liquidos de fato. Para o leitor
menos familiarizado, é hora de explicar os nomes e expressdes usados comumente
na area.

4Moléculas formadas por duas partes iguais, ou dois mondmeros, ligados entre si.
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A definicdo de cristal liquido pode ser mais bem explicada se antes abrirmos um
paréntese para relembrar, separadamente, as definicbes — bastante simples e sem
nos atermos a detalhes técnicos — de cristal e de liquido. Dizemos cristalina uma
estrutura solida em que as moléculas, ou grupos de moléculas, apresentam or-
dem de longo alcance. Cada molécula ou grupo esta em um ponto fixo do que
€ chamado de rede cristalina. Pensemos no diamante: as moléculas de carbono
estdo agrupadas na forma de duas redes cubicas, uma maior, exterior, e uma me-
nor, interna e disposta diagonalmente em relacao a primeira. A configuragao “cubo
dentro do cubo” estende-se incontavelmente em todas as dire¢ées em um sistema
tridimensional [22].

Por outro lado, em um liquido, as moléculas sao livres para ocupar qualquer posicao
aleatéria dentro do recipiente que as contém. Outra consequéncia da liberdade
dada a elas é que, definido um eixo de simetria, a média das dire¢des € nula, e
dizemos que o liquido é isotropico.

A frase de Otto Lehmann usa a expressao “cristais que fluem”. Sendo assim, des-
crevemos um cristal liquido como uma substancia que apresenta ordem de longo
alcance dos cristais e a fluidez dos liquidos. No estado liquido-cristalino, os cons-
tituintes tém liberdade para ocupar qualquer lugar no meioﬁ, 0 que da a possi-
bilidade de haver fluidez na fase. Porém, por conta da forma das particulas, os
estados de minima energia apresentam uma ordem de longo alcance. Por exem-
plo, uma aproximacao bastante usada para certos tipos de cristais liquidos é por
objetos alongados, como bastées. Na configuragdo de minima energia, 0s eixos
longos apontam, em média, para uma mesma direcdo preferencial, mas sao livres
para ocupar qualquer lugar dentro do recipiente.

Além das moléculas alongadas, por vezes representadas como cilindros ou esfe-
réides prolatos, também ha moléculas representadas como discos (cilindros com o
raio maior do que a altura) ou como esferdides oblatos [23, 24]E|, moléculas cur-
vadas, em formato de bananas, ou ainda grandes aglomerados de moléculas que
formam objetos semelhantes a cilindros e paralelepipedos. Em todos os casos, ha
um alinhamento preferencial por causa da simetria, e uma liberdade molecular que
causa fluidez do composto.

5Vamos admitir que esta afirmacéo seja verdadeira agora, mas no decorrer do texto, veremos
que nao € bem assim! Nao havera qualquer prejuizo na compreensao do que vem adiante. Porém,
em algumas fases liquido-cristalinas, as moléculas séo “livres” em uma por¢cédo menor do que todo
0 espaco que as confina.

8Um esferdide prolato, também conhecido como elipséide, é uma figura tridimensional formada
pela rotacdo de uma elipse em torno do eixo mais longo, e se assemelha a um gréao de arroz, ou uma
bola de futebol americano. Ja o esferdide oblato € uma figura tridimensional formada pela rotacao de
uma elipse em torno de um eixo mais curto, e se assemelha a uma lentilha ou uma lente biconvexa.
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A primeira divisdo dentro dos cristais liquidos vem de como a fase é criada. Co-
mentamos na secao anterior que Reinitzer notou o “duplo ponto de fusdo” quando
variava a temperatura do benzoato de colesterila. Cristais liquidos que formam fa-
ses com a variagao de temperatura, chamamos de termotropicos. Ainda ocorre a
formacgéo da fase quando, na presenca de um meio solvente — geralmente agua, ou
agua em adicao com algum outro liquido — adiciona-se uma substancia conhecida
como surfactantdﬂ Quando ha formacéao de fase de acordo com a concentragao
de solvente/surfactante, chamamos os cristais liquidos de liotropicos. Os liotro-
picos também modificam seus estados ao variar a temperatura, porém, a principal
caracterisica tem a ver com as concentracoées dos compostos [5,25].

As moléculas constituintes dos cristais liquidos liotropicos sao anfifilicas: forma-
das por uma parte hidrofilica, solivel em meio aquoso, e uma parte hidrofobica,
insoluvel em égu. A ilustragcéo a seguir esquematiza o sistema cabeca-cauda de
uma molécula anfifilica:

Figura 1.1: Sistema cabeca-cauda representando uma molécula anfifilica. A cabega
tem afinidade com o solvente dos liotrépicos; a cauda, uma cadeia carbdnica, nao
possui afinidade com o solvente.

Ao adicionar o surfactante em um solvente, respeitando as concentragbes e tem-
peratura, as moléculas se organizam e grandes aglomerados, chamados micelas.
O formato das micelas varia de acordo com o tipo de surfactante e a concentracao:
podem agrupar-se formando paralelepipedos, cilindros, discos, esferbides prolatos
e oblatos, longos planos, entre outros. S&o as micelas que se organizam em uma
direcao (ou direcoes) preferencial(is) e tém liberdade para ocupar qualquer lugar do
recipiente. A ilustracao a seguir mostra dois exemplos de micelas.

Ao contrario dos liotrépicos, na categoria dos termotrdpicos ndo ha formacao de
micelas, e sdo as proprias moléculas que se agrupam em uma direcao preferencial
e ocupam qualquer lugar da amostrdﬂ

7Surfactantes sdo substancias que mudam as propriedades de um liquido, principalmente nas
fronteiras entre o liquido em um sélido, ou um liquido e um gas. Sao as moléculas do surfactante
que formam grandes aglomerados capazes de gerar a fase liquido cristalina.

18As trés palavras que aparecem em destaque derivam do grego. Dizemos que anfifilico significa
“dupla preferécia”, hidrofilica “gosta de agua”, e hidrofébica “nao gosta de agua”.

19E comum usar amostra para designar o que até agora foi chamado de “recipiente que contém as
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Figura 1.2: Micelas em configuracdo de caudas “escondidas” do solvente: a es-
querda, um cilindro; a direita, um paralelepipedo.

Para explicar o que cada um dos termos acima significa, trataremos os constituin-
tes de cada fase sem especificar se sdo micelas, dos liotrépicos, ou moléculas dos
termotrépicos. Podemos encontrar as fases nematica e colestérica tanto para os
termotrépicos, como para os liotrépicos. O analogo as fases esméticas dos termo-
trépicos é chamada fase lamelar nos liotropicos.

O que Friedel denominou esméticos sdo substancias que possuem propriedades
mecanicas e épticas semelhantes a alguns tipos especificos de sabdes a tempera-
tura ambiente. A principal caracteristica da fase esmética esta relacionada com a
disposicao molecular em camadas, que foram pela primeira vez observadas em ex-
perimentos de difracéo de raios-X feitos por Edmond Friedel, filho de G. Friedel [6].
A ilustracdo a seguir mostra a fase esmética moléculas alongadas.

I N IAWIHANAVIN

€,

Figura 1.3: Representacgdo da fase esmética-A. No sistema (e, ey, e;), com 0 eixo-ey
saindo do plano da pagina, os objetos que constituem a fase séo livres para ocupar
qualquer posi¢ao nas camadas no plano-e.e,. As linhas tracejadas servem apenas
para mostrar a disposicdo em camadas da fase.

Existem diversos tipos de fases esméticas, que variam de acordo com a posi¢ao e
a liberdade que os objetos possuem nas camadas [6,/26]. Comentamos a respeito
dessas subdivisdes a seguir e no prdéximo capitulo.

Sobre a fase nematica, ja afirmamos que o nome deriva da palavra grega “fila-

moléculas”. A partir de agora, para formalizar o trabalho, trataremos o recipiente que contém cristais
liguidos como amostra.

11



1 Introducéo

mento”. Isto porque a estrutura da fase, vista em microscopio, préxima a defei-
tos@, se assemelham a linhas. A ilustracdo a seguir representa objetos alongados
formando a fase nematica.

l YATR\V AN YRTZANYAATR
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Figura 1.4: llustragéo para representar a fase nematica. Note que as particulas tém
mais liberdade que na fase esmética, e os eixos longos tém o eixo-e, como direcao
preferencial.

O trabalho de Friedel também cita os cristais liquidos colestéricos. Por motivagdes
historicas, ainda chamamos a fase de colestérica, ja que o primeiro cristal liquido,
encontrado por Reinitzer, deriva do colesterol. Sabemos hoje em dia que o0s co-
lestéricos se formam devido a outras propriedades estruturais, mas deixaremos
0 assunto para discutirmos com mais detalhes no proximo capitulo. A figura na
sequéncia ilustra o comportamento dessa fase.

Passo

:é/ —Z_ \i \\
)/4 % W \ I
#/ / \ ~.\ \ ,}\’,’\
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Figura 1.5: Representacao dos cristais liquidos colestéricos, em suas camadas no
plano-e.e,. Conforme avangcamos no eixo-e;, a diregao preferencial das particulas
muda. O esquema de setas abaixo indica a mudanca e identifica o passo.

20Defeitos sdo regides da amostra onde a direcéo preferencial das moléculas ndo pode ser defi-
nida.
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A medida que avancamos no eixo-e, — chamado eixo da hélice —, a diregdo pre-
ferencial das particulas muda ligeiramente, formando um pequeno angulo em re-
lacdo a dire¢do anterior. Essa variagéo ocorre indefinidamente dentro da amostra,
e a cada meia-volta — quando os objetos estdo novamente alinhados — temos um
passo. Os objetos da fase colestérica podem girar nos dois sentidos do esquema
de setas vistos na Fig. [1.5; é a estrutura desses objetos que determina a diregdo
que eles giram.

Também encontramos a fase nematica para moléculas em formato de disco, con-
forme a ilustracdo a seguir. Além disso, J. Malthete e colaboradores em 1981 re-
velam “[...] a primeira evidéncia de uma fase colestérica em moléculas puramente
discéticas’@ [27]. Algo equivalente a fase esmética para particulas discéticas é
chamado fase colunar, na qual os discos se empilham e formam cilindros, e es-
ses cilindros se organizam de maneira simétrica, formando hexagonos, por exem-
plo [56,/19].

Figura 1.6: Representacao da fase nematica discotica. As setas apontam para a
direcdo preferencial dos discos.

Algumas considerag¢des sobre os esmeéticos e nematicos citados no trabalho de
Friedel merecem nossa atencao. Ele diz que alguns cristais liquidos, ao aumentar
a temperatura, saem de uma fase cristalina, seguindo para as fases esmética e
nematica, até finalmente transformar-se em um liquido isotrépico. A ilustracao a
seguir mostra como se da uma transicdo de fase para os termotrépicos, conceito
discutido brevemente a seguir, no final do capitulo.

Por enquanto, basta saber que um mesmo tipo de substancia pode apresentar di-
ferentes fases, variando-se a temperatura. E importante lembrar que nem todas as
substancias apresentam comportamento semelhante ao da Fig. [1.7] Por exemplo,
alguns compostos podem ir da fase nematica para a colestérica, ou da fase nema-
tica para outro tipo de fase nematica. Também pode haver diversas transigdes entre

21Traducdo livre da sentenca “[...] the first evidence of a cholesteric phase in a pure disc-like
molecule’, retirada da Ref. [27].
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Figura 1.7: Transicdo de fases para os termotrdpicos, no sentido horario. Em (a)
a ilustracao representa um sélido cristalino que, ao aumentar a temperatura, vai
para a fase esmética (b): as camadas ainda existem e as moléculas podem ocupar
qualquer lugar nelas. Ao aumentar a temperatura, as camadas desaparecem e
temos a fase nematica (c). Por fim, aumentando a temperatura, encontramos um
liquido isotropico (d), no qual as moléculas apontam para qualquer direcao. Para
passar do liquido isotrépico até o sélido cristalino, basta resfriar a amostra e fazer
todo o processo inversamente.

fases esméticas. A Ref. cita um composto que possui a transicao

Isotropica — Nematica — Esmética-A —
Esmética-C — Esmética-l — Cristal-d — Cristal-G

no resfriamento, como uma das mais complexas da natureza. As fases Cristal-J e
Cristal-G séo extensdes da fase esmética.
Para entender um pouco mais sobre as transicdes de fase, muito importante no
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1 Introducéo

contexto da fisica dos cristais liquidos, explicaremos alguns conceitos, baseando-
nos em principios da termodinamica classica.

1.3 Transicoes de fase

Veja novamente a Fig. [1.7} Vamos imaginar uma situagédo hipotética em que forne-
cemos calor continuamente a uma amostra de cristal liquido termotrépico na fase
cristalina até atingirmos o estado de liquido isotrépico. Nesse processo, temos as
temperaturas de transicao T(a)—(), T)—~(c)s T(c)—(d)- EM Tp)—(c) Ocorre a transi¢ao
da fase esmética para a fase nematica. Se pudéssemos enxergar essa transicao
no nivel das moléculas, Figs. [1.7(b) e [1.7|c), confirmariamos que ambas as fa-
ses acontecem simultaneamente em um intervalo proéximo a Ty,)_(): regides da
amostra onde as moléculas se dispéem em camadas e regides onde as tém maior
liberdade.

A medida que fornecemos calor, a tendéncia é que as regides da fase esmética
diminuam, até todas as moléculas se encontrem na fase nematica. O mesmo acon-
tece se continuarmos a aquecer a amostra até atingir T (g): simultaneamamente
teriamos moléculas nas fases nematica e isotrépica. As regides da fase nematica
diminuem até que toda a amostra se encontre na fase desordenada.

A coexisténcia de fases a uma temperatura definida damos o nome de transicdo
de fase de primeira ordem [28]. Grosso modo, se pudéssemos imaginar um gra-
fico de calor fornecido em fungédo da temperatura, haveria uma descontinuidade na
curva quando atingisse a temperatura de transigdo de fase. A mudancga de tempe-
ratura “espera” o calor ser usado para mudar de fase, e quando a transicao termina,
volta a crescer de novo.

Suponhamos agora a seguinte situacao: a amostra de cristal liquido recebe calor
como anteriormente e inicialmente encontra-se na fase esmética. Ao atingir T(,)_. (¢
toda a amostra esmética se “transforma” em nemética, sem coexisténcia de fases.
Dizemos que nesse caso ha uma quebra espontanea de simetria e a transicao é
de segunda ordem.

Do ponto de vista da termodindmica classica, explicar transicoes de fase requer
mais detalhes. Para comecar, precisamos dos conceitos dos processos isotér-
micos quase-estaticos [28]. Por enquanto, deixamos de lado os cristais liquidos.
Consideramos um experimento imaginario no qual um fluido qualquer esta confi-
nado em um recipiente, com uma parede ligada a uma fonte de calor e a outra livre
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para variar, como um pistdo. Além disso, temos sensores para aferir trés parame-
tros de interesse no nosso sistema: pressao, volume e temperatura.

Inicialmente, o sistema esta em equilibrio, com as trés grandezas bem definidas.
Ao aumentarmos um pouco a quantidade de calor fornecida, o sistema sai do equi-
librio e ha um acréscimo na pressao e na temperatura. Para que a temperatura
volte aquela do equilibrio, movemos o pistdo de modo a aumentarmos o volume.
Ao atingir o equilibrio, temos novos valores de pressdo e volume para a mesma
temperatura. Repetindo o processo sistematicamente para pequenos acréscimos
no calor fornecido, temos no grafico de pressdo em fungéo do vqume@, uma curva
de um processo isotérmico. Se o processo for feito de maneira lenta e gradativa,
para que haja poucas variagdes da situagao de equilibrio, dizemos que se trata de
um processo quase-estatico. E neste regime que desenvolvemos as transicdo de
fase [28].

A figura a seguir mostra algumas isotermas no diagrama de Clapeyron. Observe
que para as isotermas abaixo de T, existe um patamar com volumes diferentes do
mesmo fluido e @ mesma pressédo. Isto significa que na regido do patamar, duas
fases coexistem, caso de uma transicao de primeira ordem. Conforme subimos a
temperatura, os volumes ficam cada vez mais proximos, até que em T, a transicao
entre as duas fases € indistinguivel. Na isoterma T., quando a transicao ocorre
sem a coexisténcia de fases, temos a transicao de segunda ordem. T, é chamada
temperatura critica.

Para ilustrar, mostramos as transi¢cées de fase ao variarmos a temperatura, mas
podemos ter essas transicoes de outras formas. Por exemplo, nos liotrépicos, po-
demos encontrar transicoes de fases ao variar a concentragdo de solvente ou sur-
factante, a uma temperatura fixa. Podemos encontrar nos cristais liquidos transi-
cOes de fases induzidas por campos elétricos ou magnéticos, como no experimento
de Heilmeier [18]. De uma maneira mais geral, as transicdes de fase acontecem
quando variamos os parametros de ordem do sistema em questdo. O parametro
de ordem do exemplo da isoterma Fig. € a densidade, que varia em diferentes
fases. No préximo capitulo, definimos parametros de ordem para as fases liquido-
cristalinas e mostramos como uséa-los em relacéo a transi¢coes de fase dos cristais
liquidos.

22Conhecido como diagrama PV ou diagrama de Clapeyron.
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Figura 1.8: Isotermas no diagrama Pv (aqui v = V/N com N sendo o numero de
mols do fluido) mostram as transicées de fase de primeira e segunda ordens. Nas
regides em que dois volumes coexistem a mesma temperatura, ocorrem transi¢coes
de primeira ordem. A isoterma T, indica uma transicao de segunda ordem.

1.4 Consideracoes finais

Introduzimos o leitor ao nosso principal objeto de estudo: os cristais liquidos. Acre-
ditamos que a melhor maneira de se fazer isso é apresentando alguns fatos histori-
cos sobre o0 descobrimento desses compostos e 0 desenvolvimento cientifico com o
passar dos anos. Assim, foi possivel mostrar ao leitor menos familiarizado a nomen-
clatura introduzida no comego do século passado e que é comumente utilizada até
hoje. Daqui em diante trabalhamos somente com os cristais liquidos termotrépicos,
e a melhor maneira de apresentar as transi¢cdes de fases é usando a termodinamica
classica.

No proximo capitulo, discutimos as caracteristicas dos cristais liquidos termotropi-
cos que aparecerdo no decorrer do trabalho. Ele é um pouco mais técnico do que
foi visto até agora, mas tentamos deixar o aparato matematico para os préximos
capitulos. A seguir, apresentamos detalhes simples das fases nematica, esmética
e colestérica, com o objetivo de introduzir formalmente a fase nematica twist-bend.
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2 Cristais liquidos termotrépicos

No capitulo anterior, dissertamos brevemente sobre as duas principais subdivisdes
dentro dos cristais liquidos — os liotrépicos e termotrépicos — além das fases mais
conhecidas em cada uma delas. Como o nosso trabalho é devotado aos termotré-
picos, apresentamos aqui as fases de nosso interesse com um olhar mais técnico.
Introduzimos duas grandezas fisicas de extrema importancia no trabalho: o vetor
diretor e os parametros de ordem.

Para definirmos o vetor diretor e os parametros de ordem, precisamos da ajuda dos
tensores. Grosso modo, tensor € uma entidade matematica, ligada a parametros
geomeétricos, utilizada para generalizar o conceito de escalar, vetor e aplicacao
vetorial, conhecida como tensor de ordem dois e representado por uma matriz
quadrada. Dizemos que o escalar € um tensor de ordem zero; vetor € um tensor de
ordem um; qualquer entidade com ordem maior que um é considerada um tensor.
O vetor, ou tensor de ordem um, é representado por vezes como uma matriz coluna;
o tensor de ordem dois é representado por uma matriz quadrada. Por ora, ndo nos
preocupemos com tensores de ordens superiores.

Daqui em diante, em uma notacao tensorial representamos vetores por letras mi-
nusculas em negrito (a,b,c,...); tensores de ordem dois por letras maiusculas em
negrito (A,B,C,...); tensores de ordem superior por outro tipo de fonte mailscula em
negrito (A,B,C,..). Em notacdo cartesiana, escrevemos 0s tensores em termos
de suas componentes, usando indices. Assim, componentes de vetores sao ob-
jetos em letras minusculas com um indice (a;, bj, cx,...); componentes de tensores
de segunda ordem s&o letras mailsculas com dois indices (A;;, Bk;, Cinn,...); COM-
ponentes de tensores de ordens maiores aparecerdo em letras maiusculas com o
respectivo nimero de indices: Aj;j, B;jki, Cijkim, © @ssim por diante. Quando tra-
balhamos com a notacao cartesiana, respeitamos a convenc¢ao de Einstein para
indices repetidos: indices repetidos representam uma somatéria sobre determi-
nada componente. O formalismo e as principais propriedades dos tensores podem
ser encontrados no Apéndice A.
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2 Cristais liquidos termotropicos

Apresentamos também a nossa regido de interesse, onde o vetor diretor e os para-
metros de ordem sdo definidos. Representamos por <7, um subespaco do espaco
euclidiano em trés dimensdes, R, a amostra do cristal liquido. Uma regido for-
mada pela parte do volum ¥ e pela superficie .. A maioria das construgoes
sdo em ¥/, onde as moléculas se encontram sem sofrerem qualquer tipo de intera-
cOes das paredes, .. Quando estivermos interessados em trabalhar com o volume
e superficie, utilizamos a representacdo da amostra total < := 7 u.¥. O conceito
de uma regiao aberta como ¥ pode parecer um pouco abstrato do ponto de vista
fisico, mas podemos pensar em uma regiao cujas dimensdes sao muito maiores
do que a superficie, isto €, 0 numero de moléculas em ¥ é muito maior do que as
que sofrem interferéncia de ., e assim podemos desconsidera-las sem qualquer
prejuizo. A partir de agora, sempre que necessario, informamos se as construgoes
matematicas sdo em 7/, . ou a amostra por completo .«#. Como ja antecipamos, a
base do espago .7 € dada pelos vetores unitarios (ey,ey,e; =e, xe,).

Esse capitulo € uma revisao mais técnica do que ja vimos anteriormente, explicando
— mesmo que de maneira breve — os principais aspectos de como as fases acima
citadas sao idenfificadas e utilizadas.

2.1 Fase nematica uniaxial

As principais caracteristicas dos nematicos sdo a capacidade de organizar-se numa
direcéo preferencial e a fluidez, que permite as moléculas ocuparem qualquer lugar
em 7. A diregéo preferencial das moléculas € definida pelo vetor diretor, n € S2.

A ilustracao a seguir mostra o vetor diretor paralelo ao eixo-e., nos casos das fases
esmética e nemédtica. A ultima parte mostra um liquido isotrdpico, cujas moléculas
nao tém uma direcao preferencial.

Definimos a fase nematica (N) de acordo com trés afirmacgdes, fazendo uso do
diretor n [29,[30]:

(i) As moléculas estdo em média alinhadas com o diretor e sdo uniaxiais, ou
seja, existe uma simetria em torno de n;

(i) Os centros de massa das moléculas nao estao correlacionados, o que garante
o carater viscoso do cristal liquido;

'Em lingua inglesa, o volume é conhecido como bulk; entdo, ao invés de repreenta-lo por 7, é
comum encontrar a notagao % para o volume.
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Figura 2.1: Representagédo do diretor das fases esmética e nematica. Por conve-
niéncia, definiremos o diretor paralelo ao eixo-e,. No caso da fase esmética, as
moléculas podem ocupar qualquer lugar dentro do plano-ee,; nas fases nematica
e isotropica, qualquer lugar do volume Ihes é permitido.
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(i) As moléculas sdo apolares, isto €, ndo ha distincdo entre n e —n.

Em 1907, Vorlander afirmou que, para os cristais liquidos nematicos, “a estrutura
guimica deve ser a mais uniaxial possivel”, e ainda que “o0 quao mais extensa for a
estrutura com respeito ao comprimento da molécula, mais o estado liquido-cristalino
sera favorecido.’ [4]. Sendo assim, pensamos inicialmente nos cristais liquidos
nematicos como moléculas alongadas que satisfazem as trés afirmacdes anteriores
com base no vetor diretor.

A Ref. [7] apresenta um modelo estatistico mostrando que a temperatura de transi-
cao entre a fase nematica e o liquido isotrépico depende de alguns fatores, dentre
eles a razao comprimento/largura das moléculas. Existe um consenso de que essa
raz&o varia entre 2 e 10 [7], com o eixo do comprimento acompanhando o diretor.

Além da liberdade em ¥, as moléculas nematicas giram em torno dos seus eixos
de simetria. Como esperado, rotagdes em torno do eixo mais curto sdo mais lentas
que em torno do eixo mais longo. Para o primeiro, sdo da ordem de 10° a 106
rotaces por segundo; para o segundo, da ordem de 10'" a 10'2 rotacdes por
segundo [6},(19,26].

Toda essa mobilidade das moléculas nos leva a um ponto importante da primeira
afirmacao da definicdo da fase nematica: as moléculas estdo em média alinhadas
com o diretor, ou seja, ndo existe uma “fase nematica perfeita”.

Quantificamos a organizacao das moléculas introduzindo um parametro de ordem
nematico, S. O parametro obedece a seguinte regra: S =0 na fase isotropica,
qguando nao existe preferéncia na orientacado das moléculas; S =1 para a ordem
nematica ideal, quando todas as moléculas estao exatamente na mesma direcéo de

2Traducdes livres do inglés “The chemical structure must be as uniaxial as possible.” e “The more
the structure is extended with respect to the length of the molecule, the more the crystaline-liquid
state will be favoured.”, da Ref. [4].
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2 Cristais liquidos termotropicos

n. Portanto, em principio, a fase nematica ocorre para S €]0;1[, e esta diretamente
ligado a variacOes de temperatura.

Consideramos i moléculas nematicas, com o eixo de simetria dado por a;. O quanto
estas moléculas se encontram fora da direcao preferencial, n, é dado pela dispersao
((n-a;)%) = (cos®(0;)), para 6; o angulo entre n e a;. O simbolo (s) representa uma
média estatistica do sistema, sobre todas as i particulas. Na fase isotropica, todas
as diregOes do sistema de coordenadas (ey, e, e;) S40 equiprovaveis —tem a mesma
probabilidade. Assim, a dispersdao em torno do diretor n=e, é tal que

1
La)2y.  — .
((m-a;)%iso 3’

0 subescrito iso se refere ao caso isotrdpico. Por outro lado, na fase nematica, ad-
mitimos que as moléculas estao alinhadas com n = e,, isto é, ndo ha dispersao e a
probabilidade € 1. Precisamos entao construir um parametro de ordem para os ca-
sos intermediarios entre ordem e desordem completas e “normalizar” a expressao,
de modo que o caso mais disperso se anule. Desta forma, definimos o parametro
de ordem escalar S da seguinte maneira:

3
S:=—
2

1
(cos?(0)) — 5] = (P5[cos(0)]);

por simplicidade, eliminamos o subescrito i. Na expressdo acima, P,[e] representa
o segundo polinbmio de Legendre [6,31]. Do jeito que definimos S, ele é nulo
quando o cristal liquido se encontra na fase isotropica, € ndo nulo e menor que
1 na fase nematica; também temos casos em que 0 = 7/2 — as moléculas estao
perpendiculares ao diretor —, 0 que leva S = —-1/2. Entado, o parametro de ordem
se encontra no intervalo S € [-1/2;1]. Experimentos mostram que a fase nematica
usual ocorre para S€]0,3;0,7[ [13].

O parametro de ordem escalar apenas oferece o grau de organizacdo das molécu-
las. Para entendermos o que ocorre com as moléculas em 7', estendemos a no¢ao
de parametro de ordem. A forma mais direta de analisarmos o comportamento de
um meio anisotrépico, é definindo um parametro de ordem tensorial. A fase ne-
matica tem uma simetria semelhante a de um quadrupolo [5]. Entdo, emprestamos
a notacao da eletrodindmica e admitimos o parametro de ordem tensorial como um
tensor de segunda ordem, simétrico e de trago nuloﬁ, definido por

Q:=S . (2.1)

1
neon—-I
3

3No Apéndice A mostramos a correspondéncia entre tensores de segunda ordem com as matri-
zes quadradas. Assim, o trago de um tensor € a soma dos elementos de sua “diagonal principal”.
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Em Eq. (2.1), S é o parametro de ordem escalar, I é o tensor identidade (veja Eq.
[A.3]do Apéndice A) e ® indica um produto tensorial (veja Apéndice A, Eq. (A.4)):

(a®b)c:=(b-c)a, (2.2)

para a,b,c pertencentes ao espacgo vetorial de interesse.

Na notacéao cartesiana, escrevemos os elementos do parametro de ordem tensoral
da seguinte maneira:

Qij=S

1
ninj—géij];

os indices representam as i, j-ésimas componentes do diretor e §;; representa a
delta de Kronecker, definida na Eq. do Apéndice A. Quando i # j a delta de
Kronecker é nula; quando i = j, a delta vale 1.

Diversas grandezas fisicas dos cristais liquidos medidas em laborat6rio sdo pro-
porcionais ao tensor Q. Assim, podemos encontra-lo utilizando-nos de medidas
experimentais das anisotropias dielétrica e magnética, coeficientes de difuséo, mo-
bilidade ibnica, entre outras grandezas [30]. A generalizacédo de P. G. de Gennes
para a teoria de L. D. Landau é feita usando o parametro de ordem proporcional a
anisotropia da susceptibilidade magnética [17]. A teoria de Landau-de Gennes para
as transi¢des de primeira ordem é explorada com maiores detalhes no préximo ca-
pitulo. Por ora, adiantamos que ela propde uma energia para os cristais liquidos
préximo da temperatura de transicdo nematico-isotropica, apresentando essa ener-
gia como uma série de poténcias do parametro de ordem.

Flutuagbes em torno da orientacdo natural ocorrem na fase nematica. Elas apa-
recem devido ao movimento das moléculas, ou mesmo por agentes externos, como
a temperatura. Trés tipos de distorcoes em n sdo detectadas nesses casos. Sao
denominadas splay, twist e bend e ilustradas a seguir.

\\ / / //

/S i

€

Figura 2.2: Distor¢des splay, twist e bend dos diretores da fase nematica. A dupla
seta serve para enfatizar o carater apolar da fase.
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Essas distor¢cdes sdo medidas experimentalmente pela transicdo de Fredericks
[5,6,113,31,/32]. Precisamos, em geral, de trés configuracdes experimentais dife-
rentes para encontrar cada uma das distorgdes. Essas configuracbes dependem
do tipo de alinhamento das moléculas em . e da direcdo dos campos elétrico e/ou
magnético aplicados para realinhar as moléculas em .«7. Os resultados obtidos para
as distor¢cées aparecem em termos das grandezas relacionadas aos campos apli-
cados e grandezas préprias de cada material, como os tensores permissividade
elétrica € e suscetibilidade magnética y, ambas proporcionais a Q.

Nao vamos nos aprofundar em caracteristicas experimentais da fase nematica.
Nossa intengdo € apenas introduzir os parametros de ordem, as distorgbes que
ocorrem na fase nematica e relaciona-los, como uma maneira de caracterizar fi-
sicamente os cristais liquidos. Além dos parametros elétricos e magnéticos ja ci-
dados, podemos encontrar parametros hidrodindmicos, como viscosidade e tenséo
superficial, parametros épticos, como a birrefringéncia, parametros difusivos, entre
outros [6].

2.2 Fase colestérica ou nematica quiral

O primeiro cristal liquido encontrado por Reinitzer em 1888 era colestérico. Na ver-
dade, o nome colestérico deriva do fato de ele ter sido encontrado quando Reinitzer
estudava composto do colesterol de cenouras. Reinitzer percebeu que a substan-
cia apresentava o chamado “duplo ponto de fusdo”: a temperatura mais alta, a
substancia era um liquido transparente; a temperatura mais baixa, o liquido se tor-
nava esbranquicado, em uma aparéncia leitosa [3,/4]. Obviamente, o duplo ponto
de fusdo é uma caracteristica importante dos cristais liquidos, mas além disso, a
principal dos colestéricos € a quiralidade.

A palavra deriva do grego yetp, que significa mao. Assim como nossas maos, as
moléculas quirais sdo diferentes da sua imagem no espelho. Para exemplificar a
quiralidade, pensamos em duas letras do nosso alfabeto: P e I. A imagem espe-
Ihada de P é diferente dela, e assim dizemos que P possui quiralidade; o mesmo
nao acontece com |, cuja imagem espelhada é igual a ela mesma. Dizemos entao
que a letra | € aquiral. A ilustragdo abaixo mostra as duas letras e suas imagens
espelhadas para compreendermos visualmente o efeito da quiralidade.

A quiralidade molecular € um efeito bastante comum na quimica. Sendo assim, o0s
cristais liquidos colestéricos fazem parte de um grupo muito maior que os derivados
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P9 11

Figura 2.3: Quiralidade representada pela letra P, cuja imagem no espelho se mos-
tra diferente da original; a letra | representa um objeto sem quiralidade, ja que sua
imagem no espelho € exatamente igual a ela.

do colesterol. Como a fase nematica, as moléculas dos colestéricos tém liberdade
para ocupar qualquer lugar na amostra e possuem uma direcao preferencial, varia-
vel em 7. Exceto pela quiralidade, o comportamento das moléculas do colestérico
e da fase nematica sao bastante parecidos [6]. Por isso, a fase colestérica também
é chamada nematica quiral, N*. Recordemo-nos da Fig. [1.5)do capitulo anterior.
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Figura 2.4: Representacdo da fase nematica quiral, N*. A quiralidade faz com que
as moléculas se desviem ligeiramente nos dois sentidos. Na ilustragdo acima, o
desvio é no sentido horario representado pelo esquema de setas.

Na quiralidade oposta, as moléculas girariam em seus planos no sentido anti-
horario. Mostramos a quiralidade dos colestéricos em planos separados para fa-
cilitar a compreensdo. Como na fase € uma extensdo dos nematicos, a densidade
de moléculas é constante, o que significa que elas estao mais proximas, formando
um continuo de moléculas. O giro das moléculas ocorrem em relacao ao eixo-e;,
chamado eixo de hélice. Como a fase colestérica possui um comportamento me-
nos simétrico que a fase nematica, € natural precisarmos de mais elementos para
definirmos o diretor. Nesse caso, ele continua coincidindo com o eixo-e,, mas é
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dado por
n = cos(qoz + Pp)ex +sen(qoz + P)e,,.

Na expressao anterior, g, que pode ser positivo ou negativo, dependendo da qui-
ralidade das moléculas, é conhecido como numero de onda, relacionado com o
passo p da fase colestérica da seguinte maneiraﬁ:

O angulo ¢ é uma fase que indica a posi¢cao de cada plano no eixo-e,. O passo,
que pode variar com a temperatura, € uma propriedade do material; geralmente
seu comprimento € da mesma ordem de grandeza do comprimento de onda da luz
visivel ~10"m [6,/13]. No caso de p varidvel com a temperatura, & medida que
nos aproximamos da transicdo N—N*, o passo aumenta de tal forma que todas as
moléculas se encontram no mesmo plano colestérico.

Assim como na fase nematica usual, as moléculas na fase nematica quiral também
sofrem distorcdes do tipo splay, twist e bend. Essas distorcdes possuem um carater
local, e para o caso da fase N* devemos levar em conta que existe um termo de twist
global, formado pela quiralidade molecular [6,(13,31]. Mostramos matematicamente
no proximo capitulo como as distor¢des e a quiralidade afetam a energia no estado
fundamental dos cristais liquidos.

Apresentamos agora as principais caracteristicas das fases esméticas.

2.3 Fase esmética

A principal caracteristica da fase esmética € que as moléculas se dispéem em ca-
madas de largura praticamente constante. Esse padrao € detectado em experimen-
tos de difracéo de raios-X; a primeira observacgao foi feita por Edmond Friedel, filho
de Georges Friedel [4,[6].

Existem diversas fases esméticas, e as mais conhecidas sdo as esmética-A (SmA),
esmética-C (SmC) e esmética-C* (SmC*)E], com o sobrescrito * indicando uma fase

4Alguns autores consideram o passo como uma volta completa em torno do eixo-e, [13]. Como
caracteristica da fase nemdtica — e isso inclui a nemética quiral —, é que ndo hé distingdo entre n
e —n, utilizamos notacdo semelhante a de de Gennes e consideramos o passo somente por meia
volta [6].

5A abreviacdo Sme deriva do inglés para esmético, “smectic”.
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quiral. Ainda existem as fases hexatica-B, esmética-C,;, esmética-l e esmética-
F, além de fases cristalinas tipo esméticas do tipo B, J, G, E, K e H, entre outras
[26]. Por simplicidade, tratamos aqui somente os trés tipos de fases esméticas mais
conhecidos.

O ponto em comum entre as fases esméticas é a densidade modulada de mo-
léculas, por conta da disposicdo em camadas. O que difere as fases esméticas
entre si € o comportamento molecular em sua camada. Na fase esmética-A, as
moléculas sao livres para ocupar qualquer lugar dentro da camada. Na fase SmC,
a liberdade das moléculas é reduzida; as moléculas fazem um angulo, digamos «,
com a direcao perpendicular ao plano das camadas — na fase SmCg;, 0 angulo € al-
ternado a cada camada entre a e —a. A quiralidade presente na fase SmC* mantém
o angulo a fixo, mas as moléculas giram em torno de um eixo normal as camadas
em forma de cone; apds algumas camadas, as moléculas dao uma volta inteira ao
redor do eixo normal e temos um passo, como nos colestéricos. A figura a seguir
ilustra as trés fases que citamos.

SmA SmC SmC*

NN iy i <z
S i

o NNV i i <

wpmmps WL Y

: ;:,EE:%;:{:{:E;: HITNHTT <7
CoEEmmEER N
demsint EEREE i

Figura 2.5: Fases esmética-A (SmA), SmC e SmC*. As ilustraces da parte inferior
mostram a distribuicdo das moléculas no plano-e.e,, aleatoriamente para ambos os
casos, porém as setas a direita indicam a inclinacdo a com a normal ao plano das
moleculas. Os cones ao lado indicam a posi¢éo no plano-e.e, que as moléculas
quirais da fase SmC* ocupam. A figura mostra uma passo inteiro.

Diferentemente da Fig. as outras fases esméticas possuem algum tipo de
ordem no plano das moléculas, aqui representado pelo plano-e,e,. Por exemplo, na
fase hexatica-B, as moléculas se dispdem em uma rede hexagonal. Em todas as
outras fases esméticas, existe uma simetria maior no plano das moléculas [26].
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O parametro de ordem esmético deve levar em conta a densidade modulada da
moléculas. Primeiramente, consideramos que a densidade molecular, tomando o
eixo-e, como perpendicular as camadas esméticas, €

p(r) = po+ p1cos|qz—dp)];

na expressao anterior, po € a densidade média, p; a amplitude da modulacéao, g =
2n/d é o mdédulo do vetor de onda, d € o espagamento entre camadas, e ¢(r)
representa a posicdo da camada. Para a fase nematica, p; = 0. De posse da
densidade molecular, definimos o parametro de ordem para a fase SmA como

y(r):=p1(@)e 1990, (2.3)

Esse parametro de ordem foi inicialmente proposto por W. L. McMillan [33-35] e de
Gennes [36] nos anos de 1971-73. Ao propor um parametro de ordem complexo
para a fase SmA, foi possivel fazer uma analogia entre a transicdo de fase N-SmA
com a condensacao do hélio superfluido [6,36]. Desse argumento, diversos resul-
tados tedricos para a transigdo N-SmA foram obtidos, e aqui citamos dois: (i) de-
pendendo da transigdo N-I, pode-se afirmar se a transicdo N-SmA é de primeira ou
segunda ordem. Se a fase nematica existir em um longo intervalo de temperatura,
ou seja, a razao Tsyma-n/Ti-n — 0, a transicao é de primeira ordem. Se Tgma-n/Ti-N
— 1, a transicéo € de segunda ordem. (ii) Na proximidade da transi¢do Tsma-n, NA
fase nematica, o valor das distorcoes twist e bend aumentam drasticamente, o que
torna mais custoso o aparecimento dessas distorcbes, comparadas com o splay.
Isso ocorre porque a distancia entre camadas, d, é praticamente fixa [6,26].

Mesmo energeticamente desfavoraveis, R. B. Meyer mostra que as trés distorcdes
podem de fato ocorrer nas camadas da fase esmética [32]. Para isso, definimos um
vetor unitario u, normal a superficie das camadas — o vetor u é o diretor das fases
esmeéticas.

Admitimos pequenas variagdes em d e que defeitos — regides de <7 que o diretor
nao é definido — ocorrem nos esméticos, as trés distorcdes também sao possiveis.
Sejam as discordancias em aresta e as discordancias em espiraﬁ [37] dois tipos
de defeitos possiveis em <7, e que elas sejam uniformemente distribuidas entre as
camadas da fase esmética. As distor¢des twist e bend podem ocorrer, apesar de
serem energeticamente custosas [32]. A ilustracdo a seguir mostra as distor¢des
splay, twist e bend nas camadas da fase esmética.

8Emprestamos as expressées para os defeitos da ciéncia dos materiais: o primeiro, em inglés é
conhecido como “edge dislocations”; e 0 segundo como “screw dislocations”.
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Figura 2.6: Distorgdes da fase esmética do tipo splay, twist e bend, respectiva-
mente. O vetor u indica a direcdo das camadas. Os pontos e listras em vermelho
para as distor¢cdes bend e twist indicam as discordancias em aresta (para o bend)
e em espiral (para o twist).

Apresentamos aqui as principais caracteristicas das fases esméticas, e com isso
concluimos a apresentacao das trés fases definidas por Friedel. Falamos na sequén-
cia da fase nematica twist-bend, utilizando as principais caracteristicas dos neméati-
cos, colestéricos e esmeéticos.

2.4 Fase nematica twist-bend

A comprovagao experimental da fase nematica twist-bend, que a partir de agora
abreviamos por Ny,, € um evento recente. Se deve as investigacdes de M. Cestari
e colaboradores, em 2011 [38], e aos trabalhos de D. Chen e colaboradores [2] e V.
Borshch e colaboradores [39], ambos de 2013. Porém, as primeiras especulagdes
a respeito ocorreram ha mais de trinta anos antes, com o trabalho de Meyer, de
1978 [32].

Em sua definicdo, admitimos que a fase nematica € apolar, ou seja, ndo ha distingao
entre n e —n. Porém, Meyer atentou para a existéncia de uma fase nematica com
moléculas polares, ao afirmar que

“[...] A simetria molecular é quase sempre menor do que o grupo pontual de
simetria do cristal liquido; em particular, a molécula frequentemente possui um

momento de dipolo permanente.’[]

O argumento é totalmente valido, se pensarmos que a amostra ¥ contém incon-
taveis moléculas. Mesmo que as moléculas fossem polares, em média, existiria a

"Traduco livre de “[...] The molecular symmetry is almost always lower than the point group sym-
metry of the liquid crystal; in particular, the molecule often possesses a permanent dipole moment.”,
retirado da Ref. [32].
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mesma quantidade delas na dire¢cdo de n e —n, e a polarizagao resultante seria

nula [6].

Sejam p; e p, vetores unitarios que definem a polarizacdo de uma molécula. O
primeiro é paralelo ao eixo do diretor n € 0 segundo, perpendicular a ambos. Uma
densidade de polarizacao é definida para uma regiao V de ¥, contendo i molé-
culas, como segue:

1l . . l . .
RS U JEE DY JIUE £ TR 8
i i

Para p = 0, recuperamos a fase nematica como conhecemos. Agora, p; € p. néo
nulos induzem uma assimetria nas moléculas, causando uma densidade de polari-
zagao ndo nula. A ilustragéo a seguir mostra casos em que p; € p, S840 nao nulos.

|/ A<

(a) (b)

Figura 2.7: Em (a), o caso é para p; # 0 e induz uma distor¢do do tipo splay; em
(b), o caso é para p, # 0 e induz uma distorcdo do tipo bend. As setas em preto
indicam o tipo de polarizacao que cada uma das moléculas assimétricas tém.

Por ora, admitimos que tipo splay e bend ocorrem simplesmente devido a simetria
das moléculas. Sabemos que distorcbes no diretor ocorrem para as moléculas
apolares, e a teoria elastica devido a Frank demonstra o aparecimento delas. No
capitulo seguinte, discutimos com mais rigor essas distorcoes.

Se as moléculas tém uma polarizacdo espontanea p°, isto é, que surge mesmo
sem perturbacdes externas, termos lineares de splay e/ou bend aparecem na ener-
gia do estado fundamental da fase nematica polar. Para compreender a analogia
de Meyer, afirmamos que a quiralidade das moléculas nos colestéricos induz um
termo linear de twist no estado fundamental.

Diferentemente dos colestéricos, estados de splay e bend uniformes ndo sao pos-
siveis de ocorrer, se pensarmos em ¥ como um volume tridimensional continuo.
Porém, um estado de acoplamento twist-bend é possivel. Como afirmou Meyer,
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“[O estado twist-bend] é uma hélice modificada, na qual o diretor tem uma
componente paralela ao eixo da hélice.’ﬂ

O diretor que Meyer propds para as moléculas tem as seguintes componentes:
n; = cos(y); ny = sen(g) cos(fpz); ny = sen(y)sen(fz);

¢ determina a componente de n com o eixo da hélice e 7,z determina o angulo de
giro em torno do eixo de hélice, paralelo ao eixo-z de um sistema de coordenadas
(x,y,2); 0 valor de t, esta relacionado ao termo de twist da fase [32].

Na época dessa publicagdo, nenhuma estrutura do tipo twist-bend tinha sido en-
contrada. Meyer também predisse um estado de splay-bend, que ele afirma ser
mais dificil de encontrar espontaneamente, porque o estado favorece a formacao
de dominios em #. Conforme adiantamos, somente a partir de 2011-13 um estado
do tipo twist-bend foi encontrado, para moléculas como na Fig. [2.7|b).

O principal cristal liquido estudado na fase twist-bend atualmente € CB7CB, uma
molécula formada pelas duas extremidades rigidas, composta por aneis aromaticos,
ligadas por uma cadeia flexivel com 7 CH,, disposta em um formato semelhante ao
da Fig. [2.7(b). Na década de 1990, estudos realizados no CB7CB, comparando-o
com o CB6CB, esperavam identificar uma fase nematica biaxial. Porém, detectaram
padrdes iguais aos encontrados em fases esméticas: defeitos conhecidos como
cbnicas focais — comum em fases moduladas — e uma transicao rapida para a fase
nematica [21]. A propria referéncia sugere um estudo de difragéo de raios-X para
determinar qual tipo de fase esmética o composto formava. De acordo com I. Dozov
e C. Meyer, o fato de suspeitarem que o CB7CB formava uma fase esmética atrasou
a descoberta da fase twist-bend em pelo menos quinze anos [40].

Foi Dozov que, em 2001, apresentou uma teoria para a fase twist-bend pela pri-
meira vez desde a predicao e a proposta tedrica de Meyer em 1978. Diferentemente
da proposta de Meyer, que falava em uma polarizacao induzindo a curvatura das
moléculas, que por sua vez induzia o estado de puro bend, Dozov afirmou que in-
teragbes intermoleculares causavam a curvatura das moléculas, e simplesmente
forma das moléculas seria responsavel por induzir o mesmo arranjo. Ambos con-
cordavam que estados de puro bend nao poderiam ocorrer e, assim, arranjos do
tipo splay-bend e twist-bend seriam favorecidos [32,41]. O mais impressionante
€ que, apesar de todas as “coincidéncias” entre as duas propostas — € 0 uso, in-

8Tradugao de “[The twist-bend state] is a modified helix in which the director has a component
parallel to de helix axis.”, da Ref. [32].
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clusive, de expressdes como “escape para a terceira dimenséo’ﬁ —, 0 trabalho de
Meyer é sequer citado por Dozov!

A proposta tedrica de Dozov — que apresentamos com maiores detalhes no proximo
capitulo —, contém um termo de bend negativo na energia elastica. Para garantir a
estabilidade da energia, termos de quarta ordem foram adicionados [41].

Para o leitor ndo familiarizado com a energia elastica, algumas consideracdes ca-
bem aqui. A construcao tedrica para a fase nematica é feita da seguinte maneira:
perturbagdes externas causam variagdes do diretor, e as moléculas deixam de estar
em suas orientacoes naturais. A energia elastica surge do desenvolvimento em
segunda ordem das distor¢cdes, assim como uma aproximacao harmdnica é feita
para qualquer tipo de perturbacédo ao redor de um ponto de minimo de energia.
Além disso, a energia elastica deve satisfazer a quatro pré-requisitos: (i) deve ser
invariante sobre o sistema de referéncia; (ii) possuir simetria materiam; (iii) a fun-
cao deve ser par; (iv) a funcao deve ser positiva definida. As demonstracdes destes
quatro pré-requitos sdo encontrados na Ref. [13].

Ao considerar o termo de bend negativo, a teoria de Dozov deixa de satisfazer a
condigéo (iv), e ela é corrigida admitindo termos de quarta ordem, o que leva a
condicao de aproximagao harmonica também nao ser satisfeita. Vale observar que
na época da teoria de Dozov, ainda ndo havia nenhum dado experimental para
validar sua teoria, e o simples fato de chamar a atencéao para a fase twist-bend
formada por moléculas curvadas ja possui bastante mérito.

Em 2002, R. Memmer apresentou o primeiro estudo de simulagao para moléculas
aquirais curvadas [42]. Memmer construiu essas moléculas como a juncao de duas
moléculas tipo basté pelas extremidades e formando um angulo de 140° entre
elas. O potencial de interagao intermolecular é do tipo Gay—BerneE, e simulagbes
de Monte Carlo foram feitas para um conjunto de 1024 moléculas.

As primeiras investigacées de Memmer foram a respeito de transigdes de fase em
em fungdo da temperatura. A principio, foi possivel definir trés diferentes fases: uma
totalmente isotropica, uma regidao de fase nematica, e uma tipo esmética. A tran-
sicao da fase isotrépica para a regido nematica era de primeira ordem; a transigéo

Do inglés “scaping to the third dimension”, reproduzido da Ref. [32].

ONo caso da fase nematica, a simetria respeitada é que uma molécula é igual a ela mesma vista
no espelho; para os colestéricos, este grau de simetria é reduzido, mas ainda existe outros tipos de
simetria.

" Também chamadas calamiticas.

20 potencial de Gay-Berne é uma generalizacdo da interacdo do tipo Lenard-Jones — modelo
atragao-repulsao para moléculas neutras — para moléculas com anisotropia, utilizado em simulagdes
computacionais [43].
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2 Cristais liquidos termotropicos

entre a fase nematica e esmética era de segunda ordem.

Uma observacao mais aprofundada foi feita na regiao de fase nematica. Proximo a
temperatura de transicdo nematica-esmeética, outro parametro de ordem foi obser-
vado: além do usual, digamos, S(z), relacionado com o eixo principal das moléculas,
ele estudou o parametro S(y), perpendicular ao primeiro. Os parametros resultaram
em S(z) =1 e S(y) =0,6 para algumas centenas de milhares de ciclos de Monte Carlo,
o0 que Memmer primeiramente considerou como uma possivel biaxialidade [42].

O autor também estudou a fase usando o diretor de Meyer como um “parametro de
ordem local”. Esses calculos foram relacionados ao angulo que o diretor faz com o
eixo da hélice e o passo. Memmer encontrou 6 =~20,5° para o angulo de hélice e
P ~41 comprimentos moleculares para o passo. Por fim, o estudo de um parametro
de ordem em termos da quiralidade global foi realizado e relacionado com resulta-
dos da fase colestérica (“quiralidade maxima”) e a fase nematica (quiralidade nula).
Surpreendentemente, as moléculas curvadas de Memmer mesmo sendo aquirais, €
0 autor deixou isto claro a todo momento do trabalho, apresentava uma “quiralidade
intermediaria”, entre o valor do colestérico e o da fase nemética [42].

Importante lembrar que as simulagbes de Memmer indicam que a fase twist-bend
€ de fato nematica. A figura a seguir, retirada da Ref. [42], mostra a densidade
constante de moléculas curvadas e mostra como seria o arranjo helicoidal formado.
No Apéndice D encontra-se a permissao da editora para utilizar a figura na tese.

Com a apresentagao dos trabalhos das referéncias [32,41,/42], terminamos a pri-
meira parte da recente historia da fase nematica twist-bend. Meyer, Dozov e Mem-
mer sdo constantemente citados como os pioneiros nos estudos da fase. Falamos
agora sobre os trabalhos que confirmaram experimentalmente a existéncia da nova
fase Np.

Em 2011, M. Cestari e colaboradores executaram diversos experimentos para o
cristal liquido formado pela molécula CB7CB, ja citado acima. A principio, a fase for-
mada para temperaturas abaixo da fase nematica N, foi chamada de fase X. As tem-
peraturas encontradas foram Ty_; =116+1°C, para a transicdo nematica-isotrdpica
e Tx-n =103+1°C, ambas com uma temperatura de coexisténcia de fases de 0,1 °C.
Experimentos de espalhamento de raios-X mostraram que néo existia tendéncia de
formacdo de camadas como nos esméticos, afirmaram que a fase € nematica, e a
chamaram Nx. O trabalho também indicou que, mesmo as moléculas de CB7CB
sendo aquirais, surgia uma “quiralidade”, que pode ser mais bem interpretada como
um estado duplamente degenerado, cujo arranjo molecular gira nos dois sentios do
eixo de hélice [38].
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(@ (b)

Figura 2.8: Figura do trabalho de Memmer, mostrando por simulagbes (a) a den-
sidade de moléculas constante e (b) o arranjo helicoidal formado pelas moléculas
curvadas, que pode ser compreendido pela escala de cores relacionado com o an-
gulo de giro em torno de um eixo vertical.

Medidas calorimétricas sugeriam a formacdo de um ponto tricritico na transicao
N-Nx. Os autores diziam haver duas possiveis explicacoes para esse efeito: (i)
uma transicdo de segunda ordem do ponto de vista termodindmico, ou (ii) o sur-
gimento de um segundo parametro de ordem, acoplado com o primeiro, o que re-
forgou ainda mais o argumento de existir um angulo entre o diretor n e o0 eixo de
hélice. Experimentos de espectroscopia de ressonancia magnética nuclear mostra-
ram que a fase ndo € biaxial, como trabalhos anteriores afirmaram e até mesmo as
simula¢des de Memmer na Ref. indicaram. Por fim, simul¢gdes mostraram que
a simetria das moléculas gerava uma distor¢cdo do tipo bend permanente, o que
levaria a um termo negativo na energia elastica, como postulou Dozov na Ref. [41].
Assim, concluiram haver fortes indicios de que a fase Nx seria de fato a fase Ny, [38].

Em 2013, dois trabalhos foram publicados e ajudaram a confirmar existéncia da
fase. O primeiro, de D. Chen e colaboradores [2], analisou o cristal liquido for-
mado pelo CB7CB, principalmente pela técnica FFTEM. A técnica, que possui 0s
primeiros relatos de uso na década de 1950, consiste em congelar o composto a
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2 Cristais liquidos termotrdpicos

ser estudado, inicialmente algum tipo de material biolégico, a fim de manter a es-
trutura que desejada, e verificar no microscépio de transmissao eletrénica pedacos
desse material [44]. A sigla vem do inglés freeze-fracture transmission electron mi-
croscopy — o termo freeze-fracture se refere ao conglelar e quebrar em pedagos o
composto. A figura a seguir, retirada da Ref. mostra o padrdo encontrado pela
FFTEM para o CB7CB. No Apéndice D encontra-se a permissao da editora para o
uso da imagem na tese.

R
2 ] \ ) v

Figura 2.9: llustracao retirada do trabalho de Chen e colaboradores para mostrar
0 padrao encontrado pela técnica FFTEM para um cristal liquido na fase Ny,. A
seta magenta acima e a direita indica a direcdo da sombra na figura A; as figuras
B e C foram aumentadas para mostrar a formag¢ao de uma estrutura semelhante a
camadas; a barra amarela nas figuras indica a escala de 100 nanémetros.

O fato mais intrigante das imagens obtidas pela FFTEM € o padrdo semelhante
a camadas para a fase Ny,. Como a densidade molecular é constante, o padrao
da Fig. [2.9 recebeu o nome de pseudocamadas. A primeira vez que o termo
pseudocamadas apareceu para designar o arranjo nanométrico acima foi na Ref.

[45].

A Ref. [2] também confirmou o surgimento do angulo de cone no estado fundamen-
tal da fase Ny,, da ordem de 6, ~25°. Cada volta em torno do eixo de hélice tem um
passo muito pequeno: para o CB7CB, os autores verifiram que py, ~8,3 nanémetros
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2 Cristais liquidos termotropicos

—a mesma largura entre as pseudocamadas.

Além disso, as temperaturas de transicao (de primeira ordem) encontradas para

o CB7CB foram, no resfriamento: Tn-1=112°C e Tnp-n=99°C; no aquecimento:
Trntb-n=100°C e Ty_1=113°C. Simula¢dées comparando os compostos CB6CB e CB7CB,
mostraram que o composto com numero impar na cadeia carbdnica tende a formar
um arranjo helicoidal para temperaturas mais baixas da fase nematica, o que nao
ocorre para o CB6CB. O passo encontrado nas simulagdes estava de acordo com

o valor experimental do CB7CB. Além disso, o angulo de curvatura da molécula
encontrado, chamado g, foi g ~133° [2].

Para finalizar, Chen e colaboradores questionaram a afirmagéao de Dozov, de que a
fase ocorreria por causa de um termo de bend negativo: para os autores, a fraca
dependéncia sobre as pseudocamadas, e a transi¢do de primeira ordem em N — Ny,
teria relagdo com um termo linear de bend —da mesma maneira que os colestéricos
tém um termo linear de twist. O trabalho também afirmou que o experimento de
FFTEM nao poderia ser usado para mostrar o estado duplamente degererado da
fase. Outros experimentos, talvez envolvento algum tipo de perturbacao elétrica,
poderiam mostrar o sentido que as moléculas giram em torno do eixo da hélice [2].

O segundo trabalho de 2013, que confirma a existéncia da fase Ny,, foi publidado
por V. Borshch e colaboradores, quatro meses apds a publicacao da Ref. [2], e
analisa duas substancias diferentes: a primeira, chamado de M1 é o ja conhecido
CB7CB; a segunda, com a sigla DTC5C9(70%):MCT5(30%), chamado M2. Por
simplicidade, continuamos a chamar M1 de CB7CB e o segundo simplesmente
M2. O passo obtido para CB7CB foi py =8,05 nanémetros, e para a amostra
M2 foi py =9,3 nandmetros. Para o CB7CB, o angulo entre a molécula e o eixo
da hélice foi 6y ~20° o angulo foi 6, =17° para M2. As temperaturas de transi-
cao também foram medidas: para CB7CB, Ty_1=116°C (Tn-1=116,6°C no aqueci-
mento) e Tnw-n=103°C (Tnw-~n=103,3°C no aquecimento); para M2, Ty_1=148°C
(Tn-1=148,5°C no aquecimento) € Tnwp-n=88°C (Tniwp-n=88,3 no aquecimento) [39].

Borshch e colaboradores voltaram de novo a questdo do bend espontaneo gerado
por um termo negativo na energia elastica — pelo menos no campo das suposicoes.
Os mddulos das distorgdes splay e bend foram medidos para M2 na fase nemética,
pela transicao de Fredericks. Para o mdédulo de splay, o resultado foi semelhante
aos encontrados para os nematicos usuais. Ja o0 mddulo de bend, apresentou um
resultado atipico: valor préximo de zero e quase constante em funcéo da tempera-
tura [39)].

Fizemos a figura a seguir com o intuito de ilustrar o arranjo helicoidal da fase Ny,,

35



2 Cristais liquidos termotropicos

representado nas Refs. [2,38,39]:

Figura 2.10: llustragdo representativa da fase nematica twist-bend. A esquerda, o
arranjo helicoidal das moléculas tipo banana. O diretor é representado em vermelho
e 0 eixo de polarizagdo aponta na direcao de n. O passo é representado ao lado
por p, e as moléculas formam um angulo 9, com t. A direita, uma molécula sozinha
girando ao redor de t, representado pelo angulo ¢.

O diretor da Fig. [2.10} no sistema de coordenadas (e,,ey,e;), € dado por
n = sen(9p) cos(p)e, +sen(dy) sen(p)ey, + cos(dp)e, (2.4)

para t paralelo ao eixo-e,; 9y € 0 angulo de cone; ¢ = gz € 0 angulo de giro; g =2n/p
€ 0 modulo do vetor de onda, diretamente relacionado com o passo, p. Como ja
mencionado, o estado € duplamente degenerado, podendo as moléculas girar em
torno do eixo-e, também no outro sentido.

Para finalizar, compactamos os resultados apresentados em uma tabela, para faci-
litar a comparagao.

Tabela 2.1: Resumo dos principais dados encontrados para a fase twist-bend.

Autor(es) [Ref.] (T/S/E) | Material | Tn_; [resf.] (°C) | Taw-n [resf.] (°C) | Angulo 9 | p (nm)
[. Dozov [41] (T) — — — 7° 240
R. Memmer [42] (S) — — — 20,5° 125*
M. Cestari et al. [38] (E) | CB7CB 116+1 103+1 — —
D. Chen et al. [2] (E) CB7CB 112 [113] 99 [100] 25° 8,3
V. Borshch et al. [39] (E) | CB7CB 116,6 [116] 103,3 [103] 20° 8,05
V. Borshch et al. [39] (E) M2 148,5 [148] 88,3 [88] 17° 9,3

As letras T/S/E no final da primeira coluna se referem a trabalhos teéricos, de simu-
lacdo ou experimentais, respectivamente; as temperaturas de transicao aparecem
em dois valores, pois considerarmos tanto os valores no aquecimento do material,
como no resfriamento, que aparece entre colchetes.

O passo dado na Ref. [42] € de p =41,70¢, € o9 € um fator de escala do potencial
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de Gay-Berne, referente a distancia entre duas moléculas dispostas lado a lado.
Estimamos um valor para o passo considerando que a distancia entre as moléculas
€ aproximadamente do mesmo tamanho que elas, ou seja, 3 nanémetros para o
CB7CB [2]. Desta forma, o passo encontrado por Memmer € de aproximadamente
p ~125 nandémetros.

Assim, mostramos 0s princiapais aspectos experimentais e as predi¢oes histdricas
da fase nemaética twist-bend. E importante salientar que os trabalhos citados aqui
— e outros que possivelmente tivemos a infelicidade de né&o citar —, servem como
base para todo o estudo da fisica dos cristais liquidos desta nova fase nemaética,
tao rica em detalhes e que ainda tem muito a oferecer do ponto de vista cientifico.
Todos os resultados, divergéncias e questdes apontados, servem como guia para o
desenvolvimento experimental, tedrico e computacional acerca desta nova fase.

2.5 Consideracoes finais

Apresentamos aqui os cristais liquidos termotrépicos, em especial as fases nema-
ticas (uniaxial, quiral e twist-bend) e a fase esmética de uma forma geral. Toda a
construcéo inicial apresentada serviu como uma preparacao para apresentarmos a
fase nematica twist-bend. Vimos que a fase Ny, é de fato nematica, mas possui ele-
mentos da fase colestérica, como um passo bem definido, por exemplo, e das fasse
esméticas, como a formagcdo de um padrdao semelhante a camadas, detectados
nas imagens de FFTEM, além dos defeitos do tipo cdnicas focais, j& mencionados,
e que aparecem em fases moduladas, como esméticos e colestéricos. Assim, a
descricao tedrica dos proximos capitulos foi feita da mesma forma: primeiramente
apresentamos as teorias elasticas das fases nematica e colestérica, para mostrar-
mos versdes propostas para a fase twist-bend.
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Derivamos aqui a teoria elastica para os cristais liquidos classicos para motivar as
propostas tedricas da fase twist-bend. A teoria elastica do continuo, devida a F. C.
Frank, em 1958, é apresentada da maneira que P. G. de Gennes — indiretamente —
e E. G. Virga fizeram nas Refs. [6,/13]. A riqueza matemética oferecida € a principal
raz&o para escolhermos esse caminho.

Para que essa construcao seja mais bem entendida, precisamos melhorar os con-
ceitos acerca dos tensores. Assim, compilamos nos apéndices diversas definigbes
de propriedades que utilizamos daqui em diante. Também deixamos para os apén-
dices um apanhado simples sobre a teoria de grupos, usada indiretamente aqui e
no proximo capitulo.

O capitulo divide-se da seguinte maneira. Por razdes histéricas e futuras referén-
cias, falamos da proposta de E. Bose para uma teoria dos cristais liquidos, conhe-
cida como teoria do enxame [9},/11,13]. Na sequéncia, apresentamos com detalhes
a teoria elastica de Frank [12], pelo caminho j& citado. Na terceira secdo, mostra-
mos maneiras diferentes para chegar a energia de Frank: a primeira € utilizando os
tensores na representacao cartesiana, como feita por G. Barbero e L. R. Evange-
lista na Ref. [31]; a segunda, com os argumentos da transicdo nematica-isotrépica
e da teoria do enxame, como feita por P. Sheng na Ref. [46]. Para o segundo caso,
precisamos da teoria de Landau para as transi¢cdes de fase e a generalizagao de
de Gennes para os cristais liquidos.

As construcées matematicas para as fases N e N* sao muito Uteis para mostrar as
energias elasticas da fase nematica twist-bend, assunto da quarta se¢do. Essas no-
vas teorias foram construidas como uma extensao da energia de Frank. Das teorias
propostas na literatura, duas tém maior destaque aqui. Ambas chamadas teorias
elasticas com dois diretores foram propostas por Barbero e colaboradores [47] e
Virga [48]. Elas foram pensadas em termos do diretor molecular, n, e do eixo de
hélice, t, sujeitos ao vinculo n-t = cos(dy).
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Na quinta secdo, mostramos outras trés teorias elasticas para os twist-bend: as
pioneiras de Meyer [32] e Dozov [41], e a de S. M. Shamid e colaboradores [49],
gue é uma generalizagdo da proposta por Meyer, com explicacdes dos argumentos
de Dozov. Ao final do capitulo, destacanos os pontos relevantes de cada uma.

3.1 Teoria do enxame

Desde a sua descoberta, em 1888, diversos pesquisadores buscaram uma descri-
cao tedrica para os cristais liquidos. Sabemos hoje que a teoria elastica do continuo
€ a mais bem aceita para as fases N e N*. Essa teoria foi proposta por Frank em
1958, tomando como base os trabalhos de Oseen e Zocher, ambos de 1933 [4,9].
Antes disso, outra teoria era dominante nas explicacées para os cristais liquidos,
como verificamos no seguinte trecho do trabalho de revisdo de Brown and Shaw,
de 1957 [11]:

“Podem ser encontradas na literatura mudangas de argumentos a favor e con-
tra duas hipéteses que evoluiram da interpretacao dos dados. [...] Das duas
hipbteses propostas, a saber, a hipétese do enxame e a hipdtese da distor-
cao, a hipétese do enxame é mais amplamente aceita. [...] De acordo com
a amplamente aceita hipétese do enxame, inicialmente proposta por Bose, as
moléculas dentro da estrutura mesomérfica nao estdo orientadas na mesma
direcado por todo o meio, mas estdo agrupadas em agregados ou enxames. As
moléculas dentro de um enxame encontram-se paralelas, mas em uma diregao
que é aleatoria em relacao as moléculas de outro enxame.ﬂ

E. Bosd?|emprestou o termo “enxame” dos trabalhos de Pierre Weiss, sobre metais
ferromagnéticos, o qual argumentava que uma aparente isotropia desses metais
era devido ao empacotamento aleatério dentro dos dominios, ou enxames [4].

"Traducgéo direta pelo autor do excerto “There can be found in the literature exchanges of argu-
ments for and against two hypotheses that evolved out of the data that were interpreted. [...] Of
the two hypotheses that have been proposed, namely the swarm hypothesis and the distortion hy-
pothesis, the swarm hypothesis is the more widely accepted. [...] According to the widely accepted
swarm hypothesis, which was initially proposed by Bose, the molecules in the mesomorphic structure
are not oriented in the same direction throughout the whole medium but are grouped in aggregrates
or swarms. The molecules in the swarm lie parallel, or approximately so, but in a direction that is
random to the molecules of other swarms in the medium.”, presente na Ref. [11].

2Emil Bose (1874-1911), fisico alemé&o que trabalhou durante anos em La Plata, na Argentina.
Emil Bose nada tem a ver com Satyendra Nath Bose (1894-1974), fisico indiano que trabalhou com
mecéanica quantica e estatistica, cujo trabalho ajudou no desenvolvimento da estatistica de Bose-
Einstein e na teoria do condensado de Bose-Einstein. Nosso interesse aqui é somente no Bose
alemao, cujos principais trabalhos eram sobre termodinamica, hidrodinamica e fisico-quimica — e
deu a fisica dos cristais liquidos a teoria do enxame.
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Em seu trabalho, Bose separou muito bem o comportamento local de cada molé-
cula do comportamento global — chamado de comportamento molar. No comporta-
mento local, a forma das moléculas ditava a anisotropia de cada enxame. Porém,
globalmente, ndo havia qualquer tipo de interacao direta entre os enxames. Bose
defendia que, quando o cristal liquido encontrava-se turvo, as moléculas seriam
como elipsoides de revolugcao alongados, com o eixo principal muito maior que o
eixo menor. Na fase isotrépica, por outro lado, a regido de interagdo de cada mo-
lécula seria esférica. Com a liberdade que as moléculas tém na fase isotrépica, os
elipsodides alongados podem apontar em qualquer dire¢cdo em relacao ao centro de
massa. Por isso, ndo ha qualquer prejuizo em pensar que o volume de interagcao de
cada molécula seja uma esfera.

Em um outro contexto, podemos levar em conta essa forma na interagcdo molecular
para a teoria de campo médio. O método pseudomolecular busca uma ligacao
entre parametros microscopicos, como a interagdo molecular, com parametros ma-
croscépicos, como as distor¢cdes que aparecem na teoria de Frank. Para o método,
a fase nematica ocorreria no regime em que o eixo principal € muito maior que o
eixo menor, e na fase isotropica, a interacao entre as moléclas seria uma esfera
com o diametro do tamanho do eixo principal. Para exemplificar o método pseudo-
molecular, citamos as Refs. [24,30,[31,/50-53].

A teoria do enxame valia para os neméaticos e colestéricos e 0s considerava como
policristais [11,13]. A principal diferenca é que os “dominios cristalinos” dos cristais
liquidos tinham liberdade de ocupar qualquer lugar da amostra e eram facilmente
moldados de acordo com a necessidade. Outra caracteristica para garantir o meio
fluido era que as moléculas podiam migrar de um enxame a outro sem muita re-
sisténcia. A ilustracdo a seguir mostra o comportamento das moléculas de cristal
liquido, segundo a teoria do enxame.

Os enxames podiam ter qualquer forma e eram suscetiveis a deformacdes meca-
nicas. Por isso, seria possivel explicar qualquer deformacao, principalmente nas
bordas. Cada um dos diretores indicados era independente do seu vizinho.

Indicamos aqui somente o carater qualitativo da teoria, por falta de referéncias, e
também porque a principio ndo nos interessa desenvolvermos mais esta teoria. Ja
sabemos que a partir da segunda metade do século passado, a teoria das distor-
cbes demonstrou-se melhor em reproduzir os cristais liquidos.

Outro resultado qualitativo importante dizia que as respostas elétrica e magnética
dos cristais liquidos eram mais bem explicadas pela hipétese do enxame. Cada
enxame teria uma razédo de “polarizagdo” muito maior do que a de uma unica mo-
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Figura 3.1: Teoria do enxame de Bose. Cada um dos enxames mostrados esta limi-
tado por linhas vermelhas, apenas a fim de ilustracdo. As setas em preto mostram

o diretor de cada enxame.

lécula. Com isso, 0s enxames reagiriam muito melhor a perturbacdes externas
oriundas de fontes elétricas ou magnéticas [11].

Dados quantitativos, vindo das referéncias [11,13], por exemplo, apontaram que a
teoria previa enxames com dimensdes da ordem de 10°® centimetros, com 10° mo-
léculas por enxame. O fato de os diretores de cada enxame serem independentes
do seu vizinho faria com que a luz se espalhasse nas fases nematica ou colestérica.

Utilizamos a teoria do enxame como parte da construcao da teoria de Frank na
sequéncia do trabalho. A seguir, mostramos outro caminho para construir a energia

3.2 Energia de Frank para as fases nematicas

Apontamos nos capitulos anteriores que, no estado de minima energia da fase
nematica, as moléculas estdo, em média, alinhadas em uma direcao preferencial,
definida pelo diretor n € S?. Nessa configuragdo, o chamado parametro de ordem
escalar da fase nematica S =1. E se, para aquecermos as coisas, dermos uma
certa quantidade de energia térmica para amostra, de modo que S€]0;1([?

Seja f = fy >0 a densidade de energia em </ para as moléculas em sua orien-
tacdo natural, ou estado fundamental. Definimos esta densidade de energia em
o =Y U, mas admitimos que as moléculas ndo sofrem nenhum tipo de acéo
das paredes .. Se o cristal liquido em <7 interagir com uma fonte de calor externa,
temos f > f; e as moléculas nado estdo mais sua orientacdo natural. A este ex-
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cesso de energia chamamos densidade de energia elastica, f. >0. A densidade
de energia elastica € quem promove as distorcéesde n em qualquer lugar de <.
Individualmente, as distorcdes no diretor sdo da ordem de grandeza das moléculas
e, assim, dizemos que f. € uma perturbagédo em f em torno de f;. Isto nos permite
construir f, por uma aproximagao harménica em torno do minimo f;, ou seja, con-
sideramos que a densidade de energia elastica seja uma fungédo de segunda ordem
para as distor¢des do diretor. A energia total de <7 € dada por

F:=| fdy, (3.1)
/

para f = fo+ fe € dv um elemento infinitesimal de volume da amostra <.

Identificamos as distor¢coes no diretor porﬂ Vn # 0, e a densidade de energia elastica
por uma funcéo escalar de n e Vn definida da seguinte maneira:

fem,Vn) := k() +Ln)-Vn+Vn-M(n) [Vn]. (3.2)

Na Eqg. (3.2), k € um escalar, L é um tensor de segunda ordem e M é um tensor
de quarta ordem simétrico, positivo definito e invariante sob rotacoées [6,/13,31,/48],
determinados de acordo com as caracteristicas das fases N e N*.

Como antecipamos no capitulo anterior, existem quatro pré-requisitos que f. deve
obedecer para representar as fases N e N*: (1) f. deve ser invariante ao sis-
tema de referéncia; (2) a fungao deve ter simetria material; (3) f. deve ser par;
(4) a funcao deve ser positiva definida. Uma descricdo bem detalhada sobre os
pré-requisitos encontra-se na Ref. [13] (Se¢. 3.1, pag. 108-14). Aqui, apenas apre-
sentamos os pré-requisitos para que a derivacdo da energia de Frank tenha mais
sentido.

(1) Invariancia ao sistema de referéncia: Clifford Truesdell definiu sistema de refe-
réncia como o observador do fenémeno fisico [54]. A Ref. [55] ainda afirmou que
“as leis que governam as interagdes internas entre as partes do sistema nao de-
vem depender do sistema de referéncia externoﬂ As interacbes “externas” que as
moléculas de cristal liquidos recebem das paredes, de fontes de calor e de campos
elétricos e magnéticos séo, na verdade, internas ao sistema de referéncia adotado.

3A distorgdo no diretor é tal que (Ven), como no Apéndice B, Eq. , para qual o produto
tensorial definido nas Eq. e (A.4). Por simplicidade, omitimos o simbolo e.

4Traducdo do inglés de “the constitutive laws governing the internal interactions between the parts
of the system should not depend on whatever external frame”, retirado do principio da indiferenca
do sistema de referéncia de Walter Noll, Ref. [55].
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Dentro do sistema de referéncia, definimos o sistema de coordenadas (e,,e,e;),
do qual “medimos” os fendmenos fisicos. Suponha que exista outro observador,
que define o sistema de coordenadas (e, e}, e7), de modo que r = xex + ye, + ze;
esteja relacionado com r’ = x'e!, + y'e/, + z'e’, por meio de uma aplicagéo vetorial R da
seguinte maneira:

r=Rr) < r=R'(¥), (3.3)

com R (RT) sendo o tensor (transposto) que representa a mudanga de um sistema
para o outro. Dizemos que f, é invariante ao sistema de referéncia se

f-(Rm),R(VD)R") = f.(n, Vn), (3.4)

para R e RT quaisquer relagdes do tipo Eq. (3.3). Os tensores Re R que aparecem
aqui sao definidos no proximo pré-requisito.

(2) Simetria material: O pré-requisito (1) vale para ambas as fases, N e N*. A di-
ferenca aparece devido a simetria delas. O que difere as moléculas nematicas das
colestéricas € a quiralidade: moléculas quirais tém imagem espelhada diferente de-
las, e isto reflete diretamente na escolha de R. O tipo de transformacao necessaria
para a fase nematica é tal que R simplesmente preserve a distancia. Nos coles-
téricos, a quiralidade restringe R, e somente transformagdes do tipo rotacao séo
permitidas. Significa dizer que a simetria material das duas fases as coloca em di-
ferentes grupos ortogonais. As transformacgdes vetoriais que ditam a invariancia
do sistema de coordenadas da fase nematica e que preservam a distancia, per-
tencem ao grupo ortogonal O(3). Existe um subgrupo de O(3), chamado grupo
especial ortogonalEI, SO(3) que contém somente os tensores de rotacdo. Sendo
assim, procuramos uma f.(n, Vn) que satisfaca a Eq. (3.4), para Re G(3), tal que

0(3), N;
G@y:{ ®),  para (3.5)

SO(3), paraN*.

As definicbes e propriedades dos grupos ortogonas estdo no Apéndice C. A cor-
respondéncia entre n e —n é consequéncia dos grupos de simetria G(3) [13], que
também diz respeito ao préximo pré-requisito.

(3) Paridade: O fato de uma amostra <7 de cristal liquido nao ter nenhum tipo de
polarizagdo é a consequéncia experimental da correspondéncia entre n e —n. Essa
caracteristica recai diretamente na variacdo espacial do diretor, e assim, procura-

5Do inglés, “special orthogonal group’.
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mos uma densidade de energia elastica tal que
fe(=n,—Vn) = fe(n, Vn). (3.6)

Como a Eqg. (3.6) é a densidade de energia de toda a amostra <7, a polarizagao
resultante deve ser nula, e ndo necessariamente a polarizacdo das moléculas indi-
vidualmente [6].

(4) Positiva definida: Demos inicio a secao dizendo que o estado de minima ener-
gia f = fo > 0 de um cristal liquido ocorre quando todas as moléculas estdo em sua
orientacdo natural. O acréscimo de energia f. devido a pertubacdes térmicas tira
as moléculas da orientagao natural e causa distorgdes no diretor, Vn. Qualquer per-
turbacédo na orientagao natural deve ser positiva, € assim a densidade de energia
deve satisfazer

fe(m,Vn) =0, (3.7)

de modo tal que f >0 em qualquer situagao.

O objetivo € encontrar uma fungéo derivada da Eq. que satisfaga os pré-
requisitos (1)-(4). Existe um teorema proposto por Virga (Ref. [13], Teorema 2.28,
pagina 102) que afirma que uma fung¢ao escalar do tipo Eq. satisfaz a igual-
dade Eq. para todo Re SO(3) se, e somente sef

fem,N) = ap+a2P(n)-N+asW(n): N+ S; [W(n) -N]2
+B2 [P(n) -N]* + B3 [W(n) -N] [P(n) - N]
+B4N-N+ 5P(n)N-NP(n), (3.8)

guando admitimos N = Vn; «a, a2, as € fB; (i =1-5) sdo escalares; e

Pn):=I-n®n; (3.92)

Wn)v:=nxyv, Vve RS, (3.9b)

tensores de segunda ordem e I o tensor identidade. Ainda de acordo com [13], a
Eq. (3.8) satisfaz a identidade Eq. (3.4) para Re O(3), isto é, para a fase nematica,
Se a3 = ,53 =0.

6Como SO(3) é um subgrupo de 0(3), o que é valido em SO(3), é também véalido em O(3), apenas
com algumas modificagées.
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Reescrevemos a Eq. (3.8) como fungao de Vn no lugar de N:

fem,Vn) = ap+az[Pm)-Vn]+a3[Wm)-Vn]+ 6 [Wh)- Vn]2
+B2 [P(n) - VnJ* + B3 [W(n) - Vn] [P(n) - Vn]
+B4[Vn-Vn] + B5 [PM)Vn] - [Vn (P(n))], (3.10)

e analisamos cada um dos termos separadamente. Da definicdo Eq. (3.9a), verifi-
camos que o produto com Vn é tal que

P(n)-Vn I-nen)-Vn =1-Vn—-(n®n)-Vn
I-Vhn-n-V)((n'n) = 1-Vn

tr[Vn] = div n, (3.11)

no qual aplicamos a propriedade (vii) do Apéndice A sobre o trago dos tensores:
(a®b)-(c®d)=(a-c)(b-d), para todo a,b,c,d € R>.

Para o produto entre Eq. e Vn, utilizamos uma generalizagao da propriedade
entre o tensor antissimétrico e o vetor axial, como na Ref. [13]. Sejam dois tensores
de segunda ordem antissimétricos, W; e W,, com vetores axiais associados w; €
w,. Vale a seguinte relacao entre eles:

W] 'W2 = 2W1 *Wo.

O vetor associado a W(n) € o proprio n; 0 vetor associado a parte antissimétrica de
Vn € (1/2)curl n. Juntando ambos, encontramos

W) -Vn=n-curl n. (3.12)

Na Eq. (3.12), também consideramos que o produto de W(n) com a parte simétrica
de Vn € nulo. Temos ainda que

PMVn-VnP(n) = [D(Vn)-men)(Vn)]-[(Vn)I) - (Vn)(nen)]
= [Vn-ne(Vn) 'n]:-[Vn- (Vn)n®n]
= Vn:-[Vn—(Vn)n®n]

= Vn-Vn-(Vn)n: (Vn)n.

Dada a complexidade da igualdade acima, tratamos cada um dos termos do lado
direito separadamente. Para o primeiro, definimos, conforme Eq. (A.8),

S :=Sym[Vn]; W := Skw[Vn],
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as partes simétrica e antissimétrica da variagdo do diretor, respecticamente, de
modo tal que Vn=S+W. Sendo assim Vn-Vn=S-S+W-W, e 0s termos cruzados
se anulam. O traco dessa igualdade é

tr[(Vn)?] = tr[S?] + tr[W?];

como tr[S?] = S-S e tr[W?] = -W-W, subtraimos uma igualdade da outra para eliminar
S-S, isto é,

Vn-Vn = tr[(Vn)?] + 2W- W.
O vetor axial associado a parte antissimétrica de Vn é (1/2)curl n, 0 que implica
Vn-Vn = tr[(Vn)?] + |curl n|?,
reescrito como
Vn-Vn = tr[(Vn)?] + (n- curl n)? + |n x curl n?, (3.13)

guando separamos a magnitude do rotacional de n nas partes paralela e perpen-
dicular ao diretor. Por fim, analisamos o segundo termo de P(n)Vn-VnP(n). J&
dividimos Vn na parte simétrica e antissimétrica S e W, respectivamente. Escreve-
mos

(V)T =S-W,
o que leva a
Sn = Wn,
quando recordamos que (Vn)'n =0, Eq. . Dessa maneira
(Vn)n=(S+W)n=Sn+Wn =2Wn.
Como o vetor axial associado a W é (1/2)curl n e da Eq. (3.9b), escrevemos
(Vnpn=curl nxn = —nxcurl n,
e, entao,

|(Vn)n|* = |n x curl n|?. (3.14)
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Substituimos as Eqgs. (3.13) e (3.14) e obtemos

P(n)Vn-VnP(n) = tr[(Vn)?] + (n-curl n)2. (3.15)

Juntamos as Eqgs. (3.11), (3.12), (3.13) e (3.15) e obtemos a seguinte expressao
para f:

fe@m,Vn) = ao+[az+ PBsm-curl n)] (div n) + as(n-curl n)
+p1(n-curl n) + Bo(div n)?
+B4 [tr[(Vn)Z] + (n-curl n)® + |n x curl n|2]

+Bs [tr[(Vn)*] + (n - curl n)?].
Definimos

B1=:—ks;
B2 =: k1 — k2 — ks
Ba=:ks;
Bs =: ko + ka— ks,

e reescrevemos a energia da seguinte maneira:

fem,Vn) = ap+ [ag + f3(n-curl n)] (div n) + az(n-curl n)
+kj (div n)® + ko(n-curl n)’ + k3In x curl n|?

+(ka + kg) [tr[(VD)?] = (div n)?].

A igualdade acima respeita o primeiro pré-requisito, porém falha no terceiro. Obser-
vamos que

fe(=n,—Vn) — fo(n,Vn) = =2 [az + B3(n-curl n)| (div n).

Assim, precisamos fazer a, = 3 = 0 para as duas fases. Para a fase nematica,
admitimos que n = e, é constante na orientacao natural das moléculas. Isso implica
em f. =0 somente se a3 =0.

O diretor da fase colestérica em sua orientacdo natural é
n=cos(qoz+plex +sen(qoz + P)ey,

com o eixo da hélice coincidindo com o eixo-e.. A densidade de energia é nula para
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a fase N* quando

Qo

a3 =kaqo+—.

qo
Definimos entéo ay := k2(qo)?, e escrevemos a mesma densidade de energia para
ambas as fases. Para os nematicos, consideramos gy = 0, ou seja, que 0 passo é

“infinito”.
Para finalizar, Frank chamou as constantes k; (i =1-3) de %K,—,— (i=1-3) e %KM
para k4 [12]. Dai, escrevemos a densidade de energia elastica como segue:
1 : 2 1 2
fe(m,Vn) = EKu(le n) +§K22(n‘curl n+ qop)

+%K33|n x curl n|® + %(K22 + Koy {tr[(Vn)?] — (divn)?},  (3.16)

a menos de uma constante, ay = K»; qo, que pode ser tomada igual a zero e, mesmo
assim, os quatro pré-requisitos sao satisfeitos.

Os termos K;; sao as constantes elasticas de Frank, relacionadas com as dis-
torcoes splay, twist e bend, discutidas no capitulo anterior, além do ultimo termo
relacionado a distor¢cédo saddle-splay. A ilustracao a seguir, recuperada do capi-
tulo anterior (Fig. [2.2), mostra o comportamento do diretor para as distor¢des splay,
twist e bend.

/N | /
e x %%ﬁe ) \\\ e,

Y
ey

Figura 3.2: Distor¢cdes do tipo splay, twist e bend, representando as constantes
elasticas K1, K»2 € Ks3, respectivamente.

Como a densidade de energia elastica tem dimensao de energia/volume, as cons-
tantes elasticas devem ter unidade de energia/comprimento (ou forg¢a); a maneira
mais comum de encontrar as constantes é no sistema CGS — dinas (dyn) ao invés
de newtons (N) do sistema internacional. A ordem de grandeza das constantes deve
ser da ordem da energia de interagcdo molecular, dividido pelo comprimento das
moléculas. Para uma energia de interacdo ~1,4x10°'3 erg e dimesdes moleculares
~14 A, teremos constantes elasticas K;; ~ 10® dyn. De fato, € o comportamento
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gue ocorre para a fase nematica. Para o cristal liquido PAA, cuja fase nemética
ocorre a 120°C, os valores obtidos foram K;; =0,7x10% dyn; Ky, =0,43x10% dyn;
K33 =1,7x10 dyn [6].

O termo de saddle-splay merece uma descricdo saparada. Reescrevemos esse
termo como

tr[(Vn)?] = (div n)? = div[(n-V)n —n(V - n)].

Assim, ao calcular a energia total F, Eq. (3.1), os termos acima estdo em .7,
como consequéncia do teorema da divergéncia de Gauss: seja a um campo vetorial
qualquer. O teorema da divergéncia afirma que

f(div a) dv:jga-ds,
v 57

ou seja, a integral em ¥ da divergéncia de um campo vetorial € igual a superficie
< que delimita 7.

As constantes K;; (i =1-3), ao calcular a energia total, estdo em ¥". Por ser uma
energia de superficie, o termo de saddle-splay é dificil de ser obtido experimental-
mente porque o tratamento que as paredes recebem impde algum tipo de alinha-
mento as moléculas e elimina qualquer distorcdo em .&.

Como reportaram Barbero e Evangelista na Ref. [31], apesar das dificuldades em
torno da constante de superficie, problemas variacionais envolvendo a densidade
de energia de Frank sao bem-postos, ou seja, 0 niumero de equacgdes € o
mesmo que 0 numero de variaveis a serem determinadas. O que ndo ocorre com
outras constantes elasticas, como por exemplo, a constante de superficie K3, pro-
posta por J. Nehring e A. Saupe [56], em 1971, e que surge do desenvolvimento dos
termos cruzados de segunda ordem. Problemas variacionais envolvendo a cons-
tante K3 sugerem descontinuidades em .. Mencionamos esta constante apenas
pelo papel histérico que ela desempenha na fisica dos cristais liquidos.

Apesar de bem aceita, a constante de saddle-splay ndo é unanime. Diversos auto-
res preferem utilizam apenas as constantes K;; (i = 1-3) de 7/, e “ignoram” possiveis
distor¢es na superficie. Esta escolha esta relacionada com os fatos ja citados: (i)
as paredes da amostra podem conter algum tipo de tratamento quimico que anula
distorcbes em .&; (ii) dificuldades de medi-la experimentalmente; (iii) estimativas de
que ela é algumas ordens de grandeza menor que as Kj; (i =1-3) [5]. Autores de
trabalhos classicos, como P. G. de Gennes [6] e P. Sheng [46], preferem omitir a
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constante saddle-splay.

Finalmente, falamos sobre o quarto pré-requisito para f.: a energia deve ser positiva
definida. Para que a energia obedeca a Eq. (3.7), € necessario que as constantes
elasticas estejam sujeitas a um tipo de vinculo. Temos f. >0 se, e somente se,

2K11 = Ko + Ky, Koy = |Koal; K33=0
para os nematicos, e ainda
Ky + Kp4 =0; K1 =0; Ky = 0; K33 =0,

para os colestéricos. Os vinculos acima sdo as conhecidas desigualdades de
Ericksen propostas por J. L. Ericksen em 1966 [16].

A energia elastica dos esméticos também tem relagdo com a Eq. (3.16). Obvi-
amente, a simetria dos esméticos € muito maior que as fases N e N*. Assim, a
energia dos esméticos é muito mais restrita. Seja u 0 vetor unitario perpendicular
ao plano das camadas esméticas. A densidade de energia € dada em funcéo de u
da seguinte forma:

1 (6u)2 1 (62u Ozu), (3.17)

fosm() = EB 2z * EKH 2t 272
Na equacgao acima, a constante B é chamada modulo de compressao das cama-
das, e K1, ja é a conhecida constante para distor¢des do tipo splay [6,26,32]. Mos-
tramos no capitulo anterior que as camadas da fase esmética também podem sofrer
distor¢des do tipo twist e bend. Porém, como tais distorgées aparecem devido a de-
feitos nas camadas, sdo energeticamente custosas e ndo podem ser consideradas
perturbacées em torno de um estado de minima energia [32].

A seguir, mostramos por outros caminhos como chegar na energia de Frank. Os
dois desenvolvimentos sdo importantes na construcdo das densidades de energia
para a fase twist-bend.

3.3 Diferentes caminhos para a energia de Frank

Discutimos agora duas alternativas para a obtencdo da densidade de energia de
Frank para as fases nematicas. No primeiro caso, o argumento € semelhante a
construcéo anterior, mas nos valemos dos tensores na notacdo cartesiana, desen-
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volvidos nos apéndices, e que podem ser vistos com mais detalhes na Ref. [31].
O segundo utiliza argumentos da teoria do enxame, ja discutida, e da teoria de
Landau-de Gennes. Antes dessa derivacao, porém, apresentamos uma breve ex-
plicacdo sobre a teoria de Landau para transigdes de segunda ordem, e como de
Gennes estendeu o conceito para as transicdes de primeira ordem. Comegamos
pela notacao cartesiana.

3.3.1 Energia de Frank pelos tensores cartesianos

A ideia de encontrar a densidade de energia das fases N e N* por esse processo é
semelhante ao apresentado na segéo anterior. Trabalhamos novamente com o fato
de que existem variagdes espaciais no diretor devido a algum tipo de perturbacao
— a principio uma perturbacgéo térmica. As componentes das distor¢des do diretor
sdo escritas da seguinte maneira (conforme Eq. do Apéndice B):
L ani 0

njj:= a #0.
Como a extensao da distor¢do é da ordem de grandeza do tamanho das moléculas,
e portanto pequena em relagcdo a amostra como um todo, consideramos |n; ;| < 1,
e assim podemos desenvolver a densidade de energia elastica em séries de Taylor
em torno do estado de orientacao natural:

1 of
1! ani,]' 0

1 0%f

fe i1, 21 a"i,ja"k,l 0

ni,j+ N, jle 1 %5

0 sobrescrito “0” significa que f. foi desenvolvida em torno de f;. De maneira mais
compacta, reescrevemos a expressao anterior como

1
fe(ni,nij)=Lijn;+ 5 Kijrani,jnip, (3.18)

quando definimos as distor¢cdes de f. como

of | . o f

; Kijkri'= ——=—| -
ani_j 0 I anl—_jank,l 0

Lij:=

De acordo com a Ref. [57], tensores de ordem m no espago M-dimensional pos-
suem M™ componentes. Como .7 € um espago tridimensional, L;; sdo 32=9 com-
ponentes, e K;ji; s@o 34=81 componentes. Simplificamos os 90 termos de f. pela
definicdo das fases nematicas e pelos pré-requisitos que a densidade de energia
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deve obedecer. Para L;;, dos 9 termos, apenas 3 sdo ndo nulos. Assim,
Lij= Lnkeijk+M6,-j + Nn;nj;

£;jx € 0 simbolo de Levi-Civita, definido em Eq. (A.9), e representa a parte antis-
simétrica de L;;, e §;; € a delta de Kronecker, Eq. (A.1), que, junto com o termo
relacionado a N, representam a parte simétrica de L;;.

Dos trés termos apresentados para L;;, apanas o primeiro € ndo nulo quando sus-
tituimos em fe(n;,n; ;): fizemos M =0 devido a indistinguibilidade entre n; € —n;; 0
termo que acompanha N é nulo porque n;n;,; = 0, conforme Eq. [B.7] Finalmente,
obtemos

Lijn; :Lnkeijkni,k:L(n-curl n). (3.19)

Os indices representam as componentes do tensor, e i, j =1,2,3, para cada um dos
eixos do sistema de coordenadas (ey,ey,e;).

Das 81 componentes representadas por K;i;, apenas 10 sdo nao nulas:

Kijkl = Koninjnknl +K1n,-nj5kl +Kg5,-jnknl
+Ksningbdj+ Kyninb jx + Ksbynjng

+Kebixnjn; + K766 +K86ik5jl +K96il6jkr

pelas propriedades que esse tensor deve obedecer na construcao de f, [6,(13}31].
Dessas dez, apenas quatro ndo se anulam ao substituirmos na Eq. (3.18):

Kijkinijnigi=Kenjn; jnin;;+ Kznj jng+ Kgng jng,j + Kong jny k. (3.20)
Finalmente, definimos

K7+ Kg+ Kg =: Ky1; Kg =: Kyy;
Kg + Kg =: K3s; Kg+ Kg =: Koy + Ky,

e escrevemos Eq. (3.18) como segue:

1 1
fe(ni,n;j) = Lm-curln)+ EKH(diV n)? + EKgg (n-curl n)?

+%K33|n x curl n|® — %(ng + Kp4)div [n(V-n) — (n-V)n]. (3.21)

O termo relacionado a constante L € o termo de quiralidade. Com uma escolha
apropriada para L, escrevemos a Eq. (3.21) igual Eq. (3.16), a menos de uma
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constante, que também omitimos por simplicidade:

1 1
fen, V) = 2Ky (div n)’ + 5 Koo(m-curl n+ qo)?

1
+§K33|n x curl n|? - %(Kgg + Ky4)div [n(V-n) — (n-V)n], (3.22)

da qual, tomando g, = 0, recuperamos a energia da fase nematica.

Assim como na sec¢ao anterior, a energia total das fases nematicas confinadas em
</ € dada por

F:ff(n,Vn)dv:f(f0+fe)dv. (3.23)
o p4

A principal vantagem na derivacao da densidade de energia na representacao dos
tensores cartesianos € a facilidade em visualizar e manipular os tensores.

O préximo caso também € util para compreender a derivacdo das energias para a
fase Ny,. A densidade de energia proposta por Sheng na Ref. [46] é uma teoria de
dois campos vetoriais sujeitos a um vinculo: um dos campos é o préprio diretor, e 0
outro é o parametro de ordem, variavel na posicao.

3.3.2 Teoria de Landau-de Gennes e a teoria do enxame

A teoria de Landau-de Gennes fornece energias para os cristais liquidos préximos
a transicao de fase nematica-isotropica. Em 1937, Landau propds sua teoria para
transicoes de fase de segunda ordem. De maneira fenomenoldgica, a teoria afirma
que energias préximas as transicdes de segunda ordem sao dadas por uma série
de poténcias do parametro de ordem relacionado a transicao. De Gennes estende a
teoria para transigdes de primeira ordem, comum na transicdo nematica-isotropica.

Por um instante, recordemo-nos da teoria do enxame. Bose afirmou que um meio
liquido-cristalino era formado por enxames nos quais as moléculas tinham uma
direcao preferencial, e a direcéo preferencial de um enxame nao tinha interferéncia
no enxame vizinho.

Vamos fazer o exercicio de imaginar o comportamento dos cristais liquidos préoximo
a transicdo N -1, o que ilustramos da seguinte maneira.

Podemos apelar um bocado e dizer que, na transi¢cado de fases, encontramos enxa-
mes nos quais o diretor e os parametros de ordem sao bem definidos. As grandezas
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Figura 3.3: Transigéo de fase nematico-isotropico. Os bastdes mais escuros estao
contidos nos enxames e ainda apresentam alguma orientagdo; os bastbées mais
claros estdo aleatériamente orientados, na fase isotropica.

de interesse da fase sdo dependentes da posigao:

n=n(r);

S=8();

Q=Q.

Nosso objetivo foi desenvolver uma teoria semelhante a de Landau-de Gennes com
as grandezas em fungédo da posicado. Antes de prosseguir, discorremos sobre as

teorias de Landau e de Landau-de Gennes.

A teoria de Landau afirma que a energia proximo a uma transicdo de segunda
ordem, em um meio homogéneo, é dada em termos de poténcias do parametro de

ordem do sistema, o

flo,T) = fo(T) + MT)o + %A(T)az + %B(T)a3 + iC(T)a‘l Foen.

Nesse caso, o pode ser qualquer parametro de ordem, como por exemplo, 0 nimero
de atomos em determinada rede cristalina, ou a magnetizacédo dos sitios de um
material ferromagnético. Os parametros A, A, B, C,... s&o definidos pela natureza
do sistema. Para transigbes de segunda ordem, os termos de poténcias impares
de o devem ser nulos, e entdo A = B =0; além disso, consideramos C constante em
relacdo a temperatura, e A varia linearmente com a temperatura:

A(T) = a(T -To);

na expressao acima, a >0 e T, € a temperatura critica de transigcdo. Assim, a
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energia proposta por Landau para transigdes de seguda ordem é tal que

flo,T) = fo(T) + %a(T— T)o? + }LC(T4.

Para um meio ndo homogéneo, definimos o pardametro de ordem como uma varia-
vel espacial, o = o(r), e adicionar a energia os termos das derivadas espaciais do
parametro de ordem. O Gnico termo n&o nulo que aparece € proporcional a (Vo)2.
Assim, a energia de Landau para um meio heterogéneo € tal que

1 2 1 a1 2
f[U(r),T]=fo[T]+Ea(T—Tc)[0(r)] +ZC[0(r)] +5D[V0(r)],

para a,C,D > 0.

Como a transicao nematica-isotropica é de primeira odem, de Gennes generalizou
a energia de Landau. O principio € semelhante: ele desenvolvou a energia livre
série de poténcias do parametro de ordem, nesse caso o tensor Q.

1 1 1
fQ,T) = fo(T) + EA(T)IQIZ + §B(T)IQI3 + ZC(T)IQI4+ (3.24)

para Q:=Smen— (1/3)I), e S:= P,[{cos?(H))].

O parametro Q escrito em termos de suas componentes € Q;; := S[n;n; — (1/3)d;;].
Substituimos na Eq. (3.24):

1 1 1
f=hHh(D+ EA(T)(Qiiji) + §B(T)(Qiijkai) + ZC(T)(Qiiji)Z-

Numa transi¢ao de primeira ordem, A(T) varia linearmente com a temperatura e B
e C séo constantes, ou seja,

1 1 1
f=hM+ Ed(T— T)(QijQji) + gB(Qiijkai) + ZC(Qiiji)z,

com a,B,C > 0. A expressao acima € a energia de Landau-de Gennes para as
transicdes de primeira ordem em um meio homogéneo.

Na transicdo N —1 notamos 0s enxames, descritos por n(r), S(r) e Q(r) — veja Fig.
3.3l Escrevemos a energia de Landau-de Gennes para a fase istrépica, quando
Q(r) =0, admitindo que a energia dos enxames sao flutuagdes que ocorrem abaixo
de T.. Construimos f para T €]T}; T.[, no qual a energia um minimo relativo quando
Q(r) =0. Assim

1 1
f = fHhh+ Ea(T— T})QijQji+ gBQiijkai

55



3 Fundamentacgéo tedrica

1 1
+ZC1(Qiiji)2 + ZCZQiijkalQli

1

1
+5L1QujkQijk + 5 L2Qii Qk k- (3.25)

Na Eq. (3.25), a>0,B,C;,C,, L1, L, S0 constantes, com a Unica restricdo de que a
seja positiva. Os indices i, j, k,1 =1,2,3 representam os eixos de coordenadas do
espago (ey, ey, e;). Os indices depois das virgulas nos termos que acompanham as
constantes L, e L, representam as derivadas com relacao as i, k-ésimas coordena-
das espaciais, respectivamente.

Os termos Q;; que acompanham a, B, C, e C, sdo, respectivamente
6 2 3 3 2 9 4 9 4
Qiiji:ZS ; Qiijkai:ZS ;o (QiQj4) :ZS ; QiijkalQngS ,
com S=S8). Otermode L; é
9 2 9 2
ij,ink,iZE(S,i) +§S njinji
Ja otermo de L, é tal que
1, 3 5 3
QijiQkjk = Z(S,i) +Z(ni5,i) +3(nis,i)nk,k+E(S,i)nkni,k
9 2 9 2
+ZS n,-,,-nk,k+4—18 Ninjinghjk.

Reagrupamos os termos da Eq. (3.25) e os escrevemos de uma maneira mais
conhecida:

3 1 9
fin,S;T] = fO[T]+Za(T—Tg)+L—LB(S)3+EC(S)4
3 1 3
L+ =Ly | IVSP? + =Ly(n-VS)?
+4(1+6 2)| |+8 2(n-VS)
3 3
+£L2(S) n-VS)(div n) + ZLZ(S)(VS-n x curl n)
9

+Z(S)2 { (Ll + %) (div n) + L; (n- curl n)?

L
+ (Ll + ?2) In x curl n|* - L;div[n(div n) — n x curl n] } ,

para C = C; + C,/2. Separamos a densidade de energia em trés partes: a parte
devido a teoria de Landau-de Gennes; uma parte com variacdes espaciais de S;
uma parte com variacdes de n, que se assemelha a densidade de Frank. Desta
meneira

fin, ST = frac + fus+ frn,
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com o sobrescrito LdG fazendo referéncia a Landau-de Gennes; o sobrescrito VS
referindo-se aos termos que dependem do diretor e das variagcdes espaciais do
parametro de ordem; o termo Fl fazendo referéncia a uma parte “Frank-like”, que se
assemelha a densidade de Frank. A primeira parte fica

_ § _px 1 3 i 4
deG—fo[T]+4a(T TC)+4B(S) + 1GC(S) )

ja a segunda parte é

fvs= 1 L)+ r [VS|® + ng(n-VS) + E(S)Lz(n-VS)(dlv n) + Z(S)LZ(VS-n x curl n);

e, finalmente,
9 L 9
fi = Z(S)2 (Ll + ?2) (div n)? + Z(S)le(n-curl n)?

9 L 9
+Z(S)2 (Ll + ?2) In x curl n* - Z(S)lediV[n(div n) +n x curl nj,

como a tereira parte.

A primeira comparagéo entre fr e as f. tem a ver com as constantes elasticas.
Aqui, a energia das distor¢cées do diretor apresenta duas constantes elasticas, a
saber L, e L,, diferentemente da energia de Frank com quatro constantes elasticas.
Consideramos 2L, = L, para fy obedecer as desigualdades de Ericksen.

Essa maneira para obtermos a energia elastica € pouco usual. Afinal, fomos mo-
tivados por agumentos da teoria do enxame, que entrou em desuso no inicio da
segunda metade do século passado, e pela energia de Landau-de Gennes. In-
felizmente, a densidade de energia total sempre depende de fiqg € fvs: nao en-
contramos um limite para o qual elas se anulem de maneira tal que recuperamos
unicamente a energia de Frank. A grande mensagem dessa construcao foi que,
para uma simetria mais complexa, encontramos a energia elastica foi usando dois
campos vetoriais dependentes entre si. Usamos 0 mesmo tipo de contrugéo para
as energias da fase twist-bend, que apresentamos na sequéncia.

3.4 Energias com dois diretores para os twist-bend

No capitulo anterior, separamos a recente historia da fase Ny, em dois momentos:
os trabalhos teéricos e de simulacao de Meyer, Dozov e Memmer foram os primeiros
a respeito dos twist-bend [32,/41,,42]; depois a comprovagao experimental com os
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trabalhos de Cestari, Chen e Borshch e seus colaboradores [2,/38,:39].

Assim como aconteceu com o0s nematicos, esméticos e colestéricos subdivididos
por Friedel, o proximo passo foi refinar o entendimento sobre 0os Ny,, seja por novas
verificacoes experimentais, procura por novos materiais, ou formulacdes tedricas.
No campo da teoria, citamos, por exemplo, o trabalho de 2013 de S. M. Shamid e
colaboradores [49], com um acoplamento entre o diretor e uma polarizagao, seme-
lhante a proposta de Meyer; também o trabalho de E. I. Kats e V. V. Lebedev, de
2014, baseado em uma teoria do tipo Landau para a fase Ny, [58]; além do traba-
lho de C. Greco e colaboradores, com uma proposta teérica tipo Maier-Saupe [59],
apenas para citar alguns. Cada um descreve matematicamente a fase Ny, a sua
maneira, analisando diferentes aspectos do mesmo objeto.

Destacamos aqui outras duas teorias, construidas com dois diretores, a saber, 0
diretor da molécula

n* :=sen(d) cos(x¢)ey +sen(dy) sen(xp)e, + cos(dp)e; (3.26)

e 0 eixo da hélice t = e, sujeitos ao vinculo n-t = cos(dy). Como ja destacamos,
99 €]0;/2[ € 0 &ngulo de cone fixo e ¢ = +gz é 0 angulo de giro ao redor de t, com 0
méddulo do vetor de onda |g| =27/ p ligado ao passo. A escolha entre g ou —q indica
o sentido que as moléculas giram em torno de t. Por simplicidade, admitimos n=n";
para recuperar o outro sentido de giro, trocamos g por —g. O arranjo molecular da
fase Ny, foi por nos ilustrado como a figura a seguir, recuperada parcialmente da

Fig. [2.70]

Figura 3.4: Reproducéo da Fig. do Capitulo 2. Representa a configuragéo
molecular da fase nemética twist-bend. As moléculas também podem girar em torno
de t no outro sentido.

A primeira teoria para a fase Ny, que apresentamos aqui foi proposta por Barbero
e colaboradores, e construida com termos lineares e de segunda ordem em torno
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do estado néo perturbado [47]. A segunda, proposta por Virga, parte do fato de a
fase twist-bend ser de fato nematica, e considera somente os termos de segunda
ordem em torno do estado nao perturbado [48].

Chamamos ambas de teorias com dois diretores: a primeira, energia com termos
lineares, e a segunda energia com termos de segunda ordem.

3.4.1 Energia com termos lineares da distorcao

Para construir essa teoria, os autores admitiram que as moléculas curvadas da
fase Ny, causam uma “perturbacdo” na orientacao natural da fase nematica usual.
O efeito induziria um campo vetorial t. Como na fase nematica usual, a energia
da orientacao natural sé depende do diretor, ou seja, fy = fo(n), € ndo das varia-
cbes espaciais de n. Escrevemos a energia da orientagdo natural em termos do
acoplamento de n com 0 campo t:

1
fom) = fi —En(n-t)2+---. (3.27)

Na expressao acima, f; é o termo uniforme da fase nemética usual, e n € o termo de
acoplamento entre os dois diretores [47]. Assim, como fizemos na secao anterior,
o termo de energia elastica na representacao dos tensores cartesianos €

1
fer=1Lijn;;+ o Kijkini,jngp. (3.28)

Agora, os tensores de segunda e quarta odens contém elementos de simetria de t
e n. Assim,

Lij=-x1tin; +K2nk5i]~k+1<36ijnktk,

Kijki = Kebixnjn;+Kz6;j65+Kgbirbji+Kobii i

1
+/J1[injtknl+1/1titjtktl+5V2(ti[j5k1+6ijtktl) +V3titk5jl

1
+V4§(L‘,' tlajk +01tjt) + V50t + Ve Li€jki-

Acima, os termos K; (i =6-9) representam a simetria da fase nematica, e os outros
aparecem do vinculo entre os dois diretores. De maneira analoga ao que fizemos
para as fases N e N* — pela notagcao cartesiana — encontramos a seguinte densi-
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dade de energia para a fase Ny,:

1
fo1(t,n,Vn) = f; - En(n-t)2 —k1(t-nxcurl n) +x,(m-curl n) + x3(n-t)(div n)
1 1
+§K11 (div n)? + EKgg(n-curl n)?

1 1
+§K33|n x curl n|? - E(K22 + Kyq)divin(div n) — (n- V)n]
+ 1 (t-n x curl n)® + vl[t-V(n~t)]2 +vot-V(n-t)(divn) + 1/3|V(n-t)|2

+v4[(t-V)n? +v5V(n-t) - (t-V)n+vgV(n-t) - (curl n). (3.29)

Equacéao € a densidade de energia para dois diretores sujeitos a um vinculo, e
gue contém termos de primeira e segunda ordens do desenvolvimento em torno do
estado nao perturbado, proposta na Ref. [47]. Dividimos os termos de fi,;(t,n,Vn)
em quatro partes: (i) termos da orientagdo natural, f; e n; (ii) termos lineares da
aproximacao nematica, x; (i = 1-3); (iii) termos semelhantes as constantes de Frank
Kii e Ky; (iv) termos de segunda ordem que envolvemten, y; € v; (j =1-6).

A fase Ny, aparece como um caso particular da Eq. (3.29). Ao substituirmos n*,
mantendo 9, €]0,2x[ constante, a maioria dos termos se anulam. A Ref. [47] propbs
uma mudanga de variaveis, chamando sen?(d) = x, para reescrever a seguinte den-
sidade de energia para a fase twist-bend

1 1 1
Jwr(x, q) = fi— 517(1 —X)? —Koqx+ ngg(q.)C)z + 51(33 g*x(1 - x) +v4G°x. (3.30)

Para os valores extremos (i) x =0 (9o =0), ou seja, n | t, e (i) x=1 (9o =7/2), ou
seja, n L t, recuperamos ainda as fases (i) nematica e (ii) colestérica [47]. Uma
versdo da Eq. em termos do diretor n aparece no trabalho de R. S. Zola e
colaboradores [60].

A estabilidade da fase depende de que x, > 1/n(Kss —2v4) = k.. Para x; < x¢, a
interagdo molecular ndo é suficientemente forte para produzir um arranjo twist-bend.
Como esses parametros dependem do material, isso explica o porqué de algumas
moléculas formarem a fase e outras ndo. A Unica condicao para as constantes tipo
Frank é que Ky, > K33, 0 que significa que K3 n&o precisa ser necessariamente
negativo. A energia Eq. € minimizada para +q [47].

Devido a generalidade da Eq. (3.29), especulamos que ela também pode estabilizar
uma possivel fase splay-bend, por exemplo. Dois trabalhos de C. Meyer e colabo-
radores, Refs. [61,/62], afirmam que o estado de splay-bend pode ser uma “parede”
que separam estados de twist-bend que giram em dire¢cdes opostas, ou que separa
a fase na transicdo N-Ny,. Uma densidade de energia para o estado de splay-bend
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poderia ser obtida escolhendo um diretor apropriado e substituindo-o na Eq. (3.29).

3.4.2 Energia somente com termos de segunda ordem

Para construir a energia, o autor da Ref. [48] admite de partida a existéncia da fase
Nw. Assim, somente os termos de segunda ordem entram no desenvolvimento em
torno do estado néo perturbado. Essa energia é construida separadamente para
cada um dos sentidos de giro do arranjo twist-bend. Define-se a helicidade da fase
N, COMO 0 pseudoescalar[]

h:=n-curl n;

o sinal de h nos dira se estamos diante de uma situacao com helicidade positiva ou
negativa. A helicidade h aparece em diversos contextos da fisica, por exemplo, na
hidrodindmica [63], em casos magnéticos [64], € mesmo em cristais liquidos, como
na Ref. [48]. Substituindo em & os diretores n* da Eq. (3.26), encontramos

h* = Fgsen? (),

ou seja, o diretor com sinal positivo (negativo) tem helicidade negativa (positiva).
A teoria elastica foi construida inteiramente para n* = n, ou seja, para a helicidade
negativa, e depois mostramos o caso da helicidade positiva e a solugao geral, en-
volvendo as duas helicidades.

Como na Secao 3.2, a energia elastica ocorre quando Vn # 0. A variagdo espacial
do diretor da Eq. (3.26) é

Vn = sen(9y)V[cos(p)l(ey®e;)+sen(dp)Visen(p)](e, ® ey)
= —gsen(dp)sen(y)(ey ® e;) + gsen(dy) cos(p)(e, ®e;)
Vn = g(e;xn)®e;. (3.31)

Definimos uma distorcdo mais geral, para qualquer diretor em <7, sujeito a um vin-
culo com t:

T:=qg(txn)at. (3.32)

No estado ndo perturbado, Vn =T, ou seja, ndo ha variagées do diretor em qualquer

’Na Ref. [48], o autor define a helicidade como 7. Para ndo haver confusdo com o parametro 7
da secao anterior (por exemplo, como aparece na Eq. (3.29)), que define o acoplamento entre os
diretores da fase twist-bend, mudamos a notagao para h.
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lugar de 7.

Havendo distor¢des do diretor, devemos desconta-la da orientagdo natural. Assim,
a densidade de energia para a fase Ny, vem de

fipo (60, VD) = %(Vn—T)-K[Vn—T]. (3.33)

K[Vn-T] é um tensor de quarta ordem simétrico, positivo definido e invariante sob
rotagcbes do diretor n, escrito em termos da variagao espacial do diretor em relagao
a orientacao natural [13,/48]. O sobrescrito “~” indica a helicidade negativa.

O processo para escrever a energia € semelhante ao feito na Sec¢édo 3.2. O resul-
tado final é tal que

1 1
[, Vn) = EKH(diV n)? + 5[(22 (n-curl n+ gt x n|2)2
1
+§K33 |nx curl n+ gn-t)(tx n)|2

1
+5Kas {tr[(Vn)?] - (tr[Vn])?} — Kogq(txn) - (V) Tt (3.34)

Os termos K;; (i =1-3) e K4 sdo constantes analogas as constantes de Frank e
(Vn)T é o elemento transposto do tensor Vn [48].

Para que Eq. (3.34) seja positiva definida, as constantes elasticas devem obedecer
as desigualdades de Ericksen:

2K11 = Kyy; 2K22 = Kyy; K33 = 0; K>4 =0, (3.35)

A construcdo da densidade de energia para a helicidade positiva € semelhante.
Substituimos g por —g e encontramos a energia para a helicidade positiva:

1 1
fi,(tn,Vn) = EKH (div n)? + EKZZ (n-curl n— gt x n|2)2
1 2
+§K33 Inxcurln-gm-t(txn)|
1
+5Kas {tr[(Vn)?] - (tr[Vn])?} + Kogq(txn) - (V) Tt,  (3.36)
também sujeita as mesmas desigualdades da Eq. (3.39).

Para finalizar, a Ref. [48] prop6s a densidade de energia elastica total como no
trabalho de L. Truskinovsky e G. Zanzotto [65]. A energia para um poco duplo,
como é o caso da energia total com duas helicidades, dadas por fun¢gdes convexas,
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fi2(t,n,Vn) = min[f,,(t,n, Vn), i, (t,n, Vn)]. (3.37)

Na Eq. (3.37), min[e] representa o minimo entre f, e f,;,. Outra possibilidade para
a energia total é

1
fio2(t,n, Vn) = Eftgz (t,n, Vn) f,/,(t,n, Vn), (3.38)

para fp:= (1/2) sen?(9y)[Kzo sen?(dy) + K33 cos®(9p)] [48]. A solugio proposta em Eq.
(3.37) € quadratica, porém nado suave. A solugédo Eq. (3.38) € suave, porém de
quarta ordem.

As densidades de energia que mostramos para a fase Ny, sdo as principais ferra-
mentas do proximo capitulo. Antes de prosseguirmos, apresentamos outras pro-
postas de energias locais para a fase.

3.5 Outras energias para a fase twist-bend

Além das teorias elasticas que mostramos anteriormente, existem outras propos-
tas de energia locais para a fase twist-bend. Comentamos brevemente no capitulo
anterior as teorias de Meyer e Dozov, nas quais o arranjo twist-bend era devido a
polarizacdo espontanea ou um termo de bend negativo, respectivamente. Apresen-
tamos agora as duas teorias, baseando-nos nas construcbes matematicas deste
capitulo. Também mostramos uma terceira proposta, de Shamid e colaboradores,
gue tenta unir os dois argumentos anterioes.

3.5.1 Predicao da fase twist-bend e polarizacao espontanea

Na Ref. [32], o argumento de Meyer é que as moléculas de cristais liquidos podem
nao apresentar uma simetria tdo grande, a ponto de serem representadas por sim-
ples bastdes. A forma das moléculas pode trazer algum tipo de polarizagdo, como
ja discutimos no segundo capitulo.

As densidades de polarizagao paralela, perpendicular e total, respectivamente, de
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uma regido V contida em ¥ como, foram definidas por Meyer como
l . . lw. ..
pi = 3 2 Pi(@; p1:= 3 2 bi(d; P:=P|+PL;
i i

p) (p.) é a polarizacdo paralela (perpendicular) de uma molécula individual i, con-
tida no volume V. Interagdes intermoleculares produzem uma polarizacao esponta-
nea, p°.

Definimos quantidades que representam as distorcdes do tipo splay, twist e bend
so :=n(div n); Ip:=n-curl n; by :=n x curl n, (3.39)

respectivamente, e entdo escrevemos a densidade de energia elastica em termos
das distor¢cdes e das polarizagdes:

1 1 1
f = EKH(SO)Z + EKzz(Ifo)z + §K33(b0)2

1 1
+5aP) —pp*+ 5 3(pL -p))?
—ay(p)so) + as(py - bo); (3.40)

as K;; (i =1-3) sao as constantes classicas de Frank em 7¥'; a; (i = 1,3) sao termos
gue representam acréscimos a f devido a efeitos de polarizacéo e interacées inter-
nas da molécula (efeitos estéricos); os termos a; (i = 1,3) sdo devidos a efeitos de
flexopolarizagéo [32].

Apesar de a construgcdo da energia depender do diretor e dos campos de polari-
zagao, ela é diferente das construgdes da se¢édo anterior. Meyer construiu a teoria
elastica para uma fase nematica para moléculas polares, e as configuracoes splay-
bend e twist-bend seriam distor¢cdes tridimensionais dessa fase.

3.5.2 Energia de quarta ordem com o termo de bend negativo

A principal caracteristica da teoria de Dozov é o fato de admitir a constante de bend,
K33 <0 [41]. O termo de bend negativo produziria espontdneamente uma distorcéo
deste tipo na amostra; porém este estado nao é estavel, como observou Meyer em
1978 [32]. Para que haja estabilidade na densidade de energia, o estado de puro
bend deve se acoplar com as distor¢oes de splay ou twist.

Do ponto de vista energético, o estado da orientacao natural deixa de ser um mi-
nimo local, como a teoria de Frank propés, para ser um maximo local. Ocorre entao
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que a energia diminuiria indefinidamente ao passo que Ks3 decresce. Para que a
energia fosse estabilizada, o autor acrescenta termos positivos de ordens superi-
ores na densidade de energia. Outro problema que surge é a grande quantidade
de “constantes elésticas” dos termos de quarta ordem que nédo se anulam, quando
as propriedades de simetria sdo empregadas — da ordem de 10 constantes para os
termos do desenvolvimento das variacbes do parametro de ordem V(VQ), descon-
siderando de antemao os termos de (VQ)? [41].

Para evitar a grande quantidade de parametros desconhecidos, Dozov limitou o
desenvolvimento em quarta ordem para deformagdes unidimensionais, isto €, ad-
mitindo que n € uniforme no plano-e.e,. Assim, somente trés termos permanecem
nao nulos, e a energia de Dozov é

1 1 1
f = EKII(SO)Z + EKzz(l‘o)z + EKss(bo)2

1
+ G101 +2Go (130" + G31((n2)) "1} 5 (3.41)

o0 sobrescrito ” = d?/dz? é a segunda derivada em relagédo a z [41]. As constantes
C; >0 (i =1-3) sao tais que f se torna estavel para K33 <0.

Dozov estimou dois pardmetros importantes na fase Ny,: 0 angulo do cone 9y € 0
passo p. Os valores encontrados, como ja mostramos no capitulo anterior, foram
Dy = 7°, trés vezes menor que 9, econtrado experimentalmente, e p ~ 240 nm, 30
vezes maior do que o encontrado experimentalmente [2,/39].

Do ponto de vista matematico, como observou Dozov, nao existe qualquer restricao
para admitirmos Kz3 < 0. Porém, essa construgéo € conflitante com o que sabemos
das fases nematicas: (i) K33 < 0 viola as desigualdades de Ericksen [13,/16,46,48];
(i) a energia de Frank € construida como uma aproximag¢ao harménica em torno
do estado ndo distorcido, sem termos de quarta ordens. Essa divergéncia sobre
termos de quarta ordens na teoria elastica também aparece na energia de Virga,

Eq. (3.38) [48].

3.5.3 Energia de segunda ordem e moléculas ferroelétricas

A Ultima proposta de teoria eléstica que tratamos aqui é devida a Shamid e colabo-
radores [49]. Consideramos essa proposta como uma jungéo das teorias de Meyer
e Dozov. Grosso modo, os autores se propdem a explicar K33 < 0 de Dozov [41],
usando argumentos da polarizagdo molecular de Meyer [32].
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A primeira parte dessa energia é analoga a de Frank. A segunda é devida a polari-
zacao espontanea, como a de Meyer. O termo de polarizacao é
1
Jool := E,U(p)z’

semelhante ao termo de segunda ordem da energia de Landau-de Gennes. Assim,
w= (T -Ty e u; >0. A terceira parte envolve o acoplamento da polarizagdo com
o termo de bend:

fpb :=—=A(p-bo).

Juntando os trés termos, escrevemos a energia de Shamid e colaboradores para a
fase Ny:

1 1 1 1
f= EKH(SO)Z + 5K22(t0)2 + 5K33 (bg)? + Eu(p)2 — A(p-bo). (3.42)

f € positiva se u for maior que um valor critico u. = A?/Ks3; essa estabilidade de f
também é escrita em termos da temperatura:

2
T>T.=Ty+

1 Ksz’
Sempre que T > T, a positividade da densidade de energia esta garantida.

Podemos minimizar a energia para um bend fixo e escrevemos 0s parametros da
fase proporcional ao coeficiente

A

ST WT-Tp)

assim, p = esby. O termo e; € chamado coeficiente flexoelétrico. Rearranjando os
termos, escrevemos uma densidade de energia efetiva

1 1 1
feff = 5[(11 (80)* + EKzz(l‘o)2 + EKS??ff(bO)z' (3.43)

com K£If = Kaz — A%2/p. O sobrescrito eff se refere aos termos efetivos.

A constante K33 é sempre positiva, ao contrario de Kggf, negativa para T < T, ou
seja, no regime de temperatura da fase nematica twist-bend. Assim, os autores

afirmaram que o termo de bend efetivo seria 0 mesmo Ks3 de Dozov [49].
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3.6 Consideracoes finais

Dedicamos esse capitulo as teorias elasticas dos cristais liquidos termotrdpicos. Ini-
ciamos com a teoria do enxame, considerada a primeira representagdo matematica
do comportamento liquido-cristalino. A seguir, apresentamos a teoria elastica de
Frank, que trata das distor¢cdes das moléculas, provocadas por perturbagcdes exter-
nas que modificam os parametros de ordem. A energia de Frank descreve as fases
nematicas — uniaxial e quiral — e possui uma extensao para as fases esméticas. De-
rivamos a energia de trés maneiras diferentes, para reforcar sua importancia e para
termos mais ferramentas quando apresentamos as teorias da fase twist-bend. Duas
das derivacdes da energia de Frank se baseiam em uma “aproximag¢ao harménica”
para distorcdes em torno da energia do estado fundamental das fases, e a outra
proxima da transicdo N—1. No ultimo caso, a energia é contruida para perturba-
cdes em torno de um minimo relativo e possui termos da energia de Landau-de
Gennes, da variacao do parametro de ordem e os parametros elasticos.

As teorias elasticas para a fase twist-bend sao extensdes da energia de Frank. Por
exemplo, a proposta de Meyer era para a fase nematica com moléculas polares, a
qgual contém os termos de Frank e termos da polarizagdo das moléculas. Dozov foi 0
primeiro a tratar o estado twist-bend como uma fase liquido-cristalina. Sua energia
também foi construida com argumentos da energia de Frank, porém com o termo
de bend negativo. Como o estado de puro bend nao é estavel, os acoplamentos
splay-bend e twist-bend deveriam ocorrer. A condigdo Ks3 < 0 exigiria termos de
quarta ordem no desenvolvimento da energia elastica para que ela fose positiva.
A teoria de Shamid e colaboradores apresentou uma jungao entre as teorias de
Meyer e Dozov: foi construida com termos relacionados a polarizagdo molecular
e traz uma constante de bend efetiva, mantendo K33 > 0 na fase nematica usual e
K& <0 na fase twist-bend. Dessas trés propostas, apenas a teoria de Shamid e
colaboradores foi publicada apds a descoberta da fase Ny,.

As teorias com dois diretores também foram publidacas depois da comprovagao ex-
perimental da fase twist-bend. A teoria elastica de Barbero e colaboradores apre-
senta na energia do estado fundamental um termo de acoplamento entre n e t, além
dos termos lineares e de segunda ordem entre os dois diretores, mais os termos
tipo Frank somente para n. A teoria de Virga contém somente termos de segunda
ordem para t € n, e é escrita separadamente para cada uma das helicidades. A
solucao geral seria (i) de quarta ordem e suave ou (ii) de segunda ordem e ndo mo-
nétona. As teorias de Barbero e colaboradores e a de Virga sdo as que aplicamos
o método de coarse-graining no préximo capitulo.
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As cinco teorias elasticas para a fase twist-bend apresentadas aqui possuem par-
ticularidades que merecem nossos comentarios. A mais antiga delas, de Meyer,
nao € uma teoria para a fase Ny,: ela € uma generalizacao de Frank para a fase
nematica, que continha distorgdes tridimensionais do tipo splay-bend e twist-bend.

Dozov especulou a existéncia da fase Ny, e apresentou sua proposta teorica. A prin-
cipal caracteristica é o termo de bend negativo, supostamente gerado pela forma
das moléculas e como elas interagem entre si. Ainda existe um grande debate so-
bre a possibilidade de K33 < 0; ja comentamos que Kz3 — 0 por valores positivos na
transicdo N —Ny,, mas nao podemos afirmar que ela muda de sinal na fase twist-
bend.

Shamid e colaboradores propuseram uma teoria elastica semelhante a de Meyer,
envolvendo termos de polarizagdo. O termo de segunda ordem da polarizagéo
depende linearmente da temperatura, assim como se p fosse um parametro de
ordem para a teoria de Landau-de Gennes. Os autores também afirmam um bend
efetivo seria responsavel pela formacéao da fase.

Uma corrente diferente sdo as duas teorias construidas com o acoplamento entre
o diretor e o eixo de hélice. Ambas admitiam que a média das polariza¢ées € nula,
isto é, (p) =0. A polarizacéo foi deixada de lado e a energia elastica formulada
em termos de n e t. Ambas as teorias também afirmaram que Ks3 > 0: a Unica
restricdo da teoria de Barbero e colaboradores é que K, > K33, e Virga afirmou que
as constantes da fase twist-bend deveriam respeitar as desigualdades de Ericksen
como as constantes da fase nematica uniaxial.

Como a escala do arranjo helicoidal da fase twist-bend € de nan6metros, € difi-
cil detectar experimentalmente os parametros das energias citadas anteriormente.
Certamente, para alguma situacao especifica existem dados que corroborem para
a utilizagao delas, mas ainda ndo existe uma comprovagao experimental definitiva.
O método de coarse-graining propde uma mudanga de escala nas teorias elasticas
do arranjo de hélice para as pseudocamadas, visto no experimento de FFTEM. Na
sequéncia utilizamos o método nas teorias contruidas com os diretores n e t.
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Chegamos a parte principal do nosso trabalho. Tudo o que mostramos até agora
serve de material para este capitulo. Enfatizamos anteriormente duas teorias elas-
ticas para a fase twist-bend, ambas construidas com os diretores n e t, limitadas
pelo angulo entre elas, e as comparamos com outras energias propostas, a fim de
um melhor entendimento do que vem sendo feito para a fase nematica twist-bend.
A primeira que trabalhamos nesse capitulo chamamos de teoria elastica com ter-
mos quadraticos; e a segunda com termos lineares e termos quadraticos. Vamos
estender o conhecimento delas, aplicando-as um método que pode nos ajudar a
compara-las com resultados experimentais.

Digamos que as energias apresentadas no capitulo anterior sdo locais, e aqui cabe
uma explicagdo do conceito de local aplicado: lidamos até entdo com regides da
escala molecular, por meio do diretor molecular n e do passo p, isto &, alguns
nanémetros. O argumento para aplicarmos o método de coarse-graining é que de-
sejamos uma densidade de energia em uma escala maior. Mais precisamente, as
mudancas de escala promovidas pelo método de coarse-graining devem descre-
ver 0 padrao formado na escala das pseudocamadas, apresentado no segundo
capitulo, pelas imagens do FFTEM.

Antes de iniciarmos uma discussao sobre a teoria em si, cabe uma explicacao sobre
o termo coarse-graining € uma compreensao sobre a escala que iremos trabalhar.
Traduzindo literalmente, o termo significa “grosseiro”. Para nao ficar a impressao
de que estamos fazendo uma “aproximacao grosseira”, utilizamos o termo “mu-
danca de escala” como a traducao. Do ponto de vista técnico, é o termo que mais
se aproxima com a ideia por tras da teoria.

Uma amostra de cristal liquido na fase Ny,, analisada por meios épticos, apresenta
um padrao de listras semelhante aos encontrados nas fases esméticas. Esse pa-
dr&o, mais os defeitos tipo conicas focais e a transi¢cao de fases, levaram a uma pri-
meira ideia de que as moléculas curvadas formavam um tipo de fase esmética [21].
Mais adiante, as moléculas comecaram a chamar mais a atencao e diversos estu-
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dos foram feitos, a fim de compreender o comportamento em escalas com ordens
de grandeza menores: os trabalhos de Chen e Borshch e seus colaboradores apon-
tam para o carater helicoidal da fase na escala do passo, e as imagens do FFTEM
mostram o padréo das pseudocamadas [2,39]. Verificamos, portanto, que a simetria
da escala molecular é diferente da escala das pseudocamadas — a primeira maior
que a segunda.

E o trabalho de P. K. Challa e colaboradores, o primeiro a utilizar a teoria coarse-
graining para a fase Ny,, que adota o termo pseudocamadas — do inglés ‘pseudo-
layers” — para o padréo que aparece nas imagens do FFTEM, e que séao perpen-
diculares ao padrao de listras na escala optica. Os autores creditam a ondulagbes
das pseudocamadas o aparecimendo desse padrao de listras na escala “visivel”. A
ilustragdo a seguir, retirada da Ref. [45], mostra o padréo de listras 6ptico para dois
tipos de cristal liquido e um esquema para designar as ondulagdes nas pseudoca-
madas.

\|
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Figura 4.1: Padrao de listras da escala visivel para os compostos (a) KA(0.2); (b)
CB7CB; O quadro acima da figura (a) indica o padrao de difragcdo obtido e a seta
branca indica o alinhamento das paredes da amostra; (c) representacdo esquema-
tica da parte em branco da figura (a), mostrando como a ondulagéo das pseudoca-
madas forma o padrédo de listras; em (c), p representa o passo, ou a largura das
pseudocamadas, e I o periodo de ondulacdo. A referéncia e a imagem podem ser
encontrados online na pagina do Artigo.

A Fig. [4.1]apresenta o padréo de listras para os compostos (a) KA(0.2) e (b) CB7CB.
O composto KA(0.2) é formado por seis dimeros diferentes, sendo um deles, cha-
mado CBFOCBF, o responsavel por induzir a fase twist-bend. Detalhes sobre as
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substancias do KA(0.2) sdao encontrados na Ref. [66]. O padrao de listras do CB7CB
€ mais complexo: note que além das tipicas listras, também existem arcos oriun-
dos das conicas focais, classes de defeitos tipico de fases (pseudo)moduladas.
O quadro branco em (a) aparece aumentado em (c), mostra comportamento das
pseudocamadas em relacdo ao padrao de listras da fase Ny, [45]. A autorizacdo da
editora do artigo e de um dos autores se encontra no Apéndice D.

Existem dois padrbes na fase twist-bend em escalas maiores que a molecular
(~10°m). O primeiro, seguindo a nomenclatura de Challa e colaboradores séo
as pseudocamadas [45]. As pseudocamadas foram detectadas experimentalmente
pela técnica de FFTEM e esta na escala das dezenas ou centenas de nanémetros
(~108-10"m). O segundo é o padrao de listras de fases moduladas; este aparece
na escala das dezenas de micrémetros — na Fig. as imagens possuem escala
de 20 e 40 micrémetros (~10°m). Aqui, o0 método de coarse-graining promoveu a
mudanga da escala molecular para a escala das pseudocamadas. A ilustracéo a
seguir indica como apresentam-se a escala molecular e a das pseudocamadas.
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Figura 4.2: Representacdo das pseudocamadas. As duas primeiras mostram o
arranjo molecular, em duas perspectivas, da ordem de gradeza do passo p. A
terceira mostra a formacao das pseudocamadas para uma grande quantidade de
moléculas, e pode ser pensado como — pelo menos — uma ordem de grandeza
maior que o passo.

Na tentativa de demonstrar as pseudocamadas, saimos da imagem em uma pers-
pectiva tridimensional do arranjo de hélice das moléculas, para mostrarmos 0 mesmo
comportamento em uma forma bidimensional. As moléculas mais claras na gravura
estdo ao fundo e também fazem um angulo com o eixo de hélice t. Em uma escala
diferente, como na ultima gravura, diversas moléculas ao redor do campo vetorial
t formam as pseudocamadas. Dadas as propor¢cdes, podemos fazer um paralelo
entre as Figs. e[2.8} a ultima reproduzida da Ref. [42], de Memmer.

A técnica de coarse-graining, ou mudanca de escala, foi utilizada anteriormente
na fisica dos cristais liquidos para descrever o padrao modulado da fase colesté-
rica. Trabalhos nesse sentido aparecem inicialmente na década de 1970 [6,/67,68],
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porém o trabalho que seguimos como guia € mais recente, de 2011. L. Razihovsky
e T. C. Lubensky desenvolvem a teoria de mudanca de escala para uma fase coles-
térica, que passa a ser tratada como uma fase esmética nao linear [69].

Para compreender o que é feito, é conveniente apresentar o método de coarse-
graining no ponto de vista das transicoes de fase e parametros de ordem. Para
isso, recorremos ao que nos foi dito na Ref. [70], por P. M. Chaikin e T. C. Lubensky,
em 1995.

Imaginamos um sistema com incontaveis particulas, cada uma posicionada em x;
(i=1,2,3,---) em um dado sistema de coordenadas (ey,e,,e;). Calcular as gra-
dezas fisicas de interesse para cada uma das particulas € uma tarefa impossivel
— deveriamos levar em conta parametros mecanicos, termodinamicos, elétricos e
magnéticos e quanticos de cada uma das moléculas. O método de coarse-graining
agiria como a teoria de Landau, baseando-se inteiramente no parametro de ordem,
que varia no espaco. Consideramos que cada particula tem um parametro de or-
dem dado por o(x;), que basicamente nos revela o quanto esta particula esta fora
do estado fundamental.

Divide-se o sistema em varias regides com algumas ordens de grandeza maiores
que as dimensdes das moléculas e/ou espagamento intermolecular. Para esta re-
giao, centrada em r, o parametro de ordem é tal que (r) = (o (x;)), OU Seja, uma mé-
dia estatistica do parametro de ordem de cada particula contida nesta regiao [70].

Para ilustrar o contexto do coarse-graining no universo dos cristais liquidos, vamos
supor que desejamos medir o parametro de ordem escalar S de cada uma das
moléculas de uma amostra /. Novamente, como existem incontaveis moléculas,
subdividomos a amostra em diversas regides em uma escala maior que o0 com-
primento molecular e, para cada uma dessas regides, calculamos o parametro de
ordem S = (S), da regido. Assim, fizemos uma mudanca de escala e os parametros
fisicos de nosso interesse foram detectados em uma escala “visivel”, e ndo “local”.

Obviamente, ao mudarmos a escala, perdemos informagcdes do nivel molecular e
trabalhamos apenas com o valor médio das grandezas de interesse. Do ponto
de vista da fase Ny,, deixamos de lado o comporamento exético das moléculas
curvadas, que giram em torno do eixo éptico em dois sentidos, e ficamos somente
com o padrao das pseudocamadas.

Dividimos o capitulo da seguinte maneira. A primeira secao trata do desenvolvi-
mento da teoria de coarse-graining, e foi baseada no trabalho de Radzihovsky e
Lubensky [69]. A seguir, nas segunda e terceira se¢des, aplicamos a metodolo-
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gia as densidades de energia locais para a fase twist-bend propostas por E. G.
Virga [48] e G. Barbero e colaboradores [47]. A versao coarse-grained da densi-
dade de energia da Ref. [48], publicada na Ref. [1], foi por nés derivada parcialmente
durante o periodo de doutorado sanduiche, sob a supervisdo de Virga. Ja a ver-
sao da energia da Ref. [47], com a extensdo da energia da Ref. [60], € totalmente
inédida, e os primeiros resultados sao apresentados aqui. Na quarta secao, apre-
sentamos brevemente outras teorias de mudancas de escala e como elas diferem
das teorias por nés desenvolvidas. Finalmente, concluimos o capitulo com algumas
observacdes relacionadas ao trabalho desenvolvido.

4.1 Fundamentos: “do colestérico ao esmético”

Os autores da Ref. [71] mostraram que ao analisarmos a energia da fase colestérica
em uma escala muito maior que o passo, podemos representa-la como a energia
da fase esmética. Do ponto de vista mais técnico, ao sair da energia na fase coles-
térica, governada pelo grupo de simetria ortogonal — mais precisamente, o grupo
SO(3) —, existe uma quebra de simetria e a energia na mudanga de escala passa a
ser governada pelo grupo unitatio U(1). Essa quebra de simetria emitiria um fénon
esmeético. Para a fase twist-bend, nao entramos no mérito da quebra de simetria
e emissOes de fonons; o método de coarse-graining € puramente uma ferramenta
matematica para promover a mudanga de escala. O leitor mais interessado deve
consultar as Refs. [70-72].

A secao “do colestérico ao esmético’ﬂ da Ref. [71], mostra como promover a
mudanca de escala e como reescrever a energia da fase N* como a energia da fase
SmA. A densidade de energia para a fase colestéricaﬂ € a mesma que derivamos
no comego do capitulo passado, Eq. (3.16):

1 1 1
feol = EKn(diV n)’ + 5[(22 (n-curl n+ go)? + EKgsln x curl n|?; (4.1)
para uma fase colestérica tipica, o diretor é tal que
n=cos(qoz+p)ey +sen(qoz + P)ey,

com o eixo de hélice na diregéo do eixo-e,. Simplificamos a Eq. (4.1) com uma
aproximacao isotropica ou aproximacao de uma constante, na qual Ky, = Ky =

Traducao direta do autor de “From a cholesteric to a smectic”, Secéo Il da Ref. [71].
2Para a fase N*, as desigaldades de Ericksen afirmam que Kj; + Kz4 = 0 [13,/16].
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K33 =K.
f= %K[anlz +2qom-curl n) + (go)?] . (4.2)

O método de coarse-graining foi aplicado na na Eq. (4.2). Agora, precisamos en-
contrar o mais geral dos diretores que represente esse novo estado da fase coles-
térica. A consideragao mais importante para o novo diretor € que ele seja movel no
espaco, e, por isso, ele é dado em um sistema de coordenadas moével (e, e;, es),
ou seja

n(r) = cos(qo-r+ y)e; +sen(qo-r+ y)es; (4.3)

o angulo de fase y foi relacionado ao “fénon esmético”, citado anteriormente. O
proximo passo foi substituir Eq. (4.3) em Eq. (4.2), e, para isso, calculamos a
deformacéao espacial do diretor:

Vn = -sen(qo-r+x)[V(qo- 1)+ xl®e;+cos(qo-r+y)(Ver)
+cos(qo-r+ x)[V(qo-r) + yl ®ex +sen(qo-r+ x)(Ver)
= [go+Vyxll—sen(qp-r+y)(Vr®e;)+cos(qo-r+ y)(Vree))]
+cos(qo-r+ y)(Vey) +sen(qo-r+ y)(Vey). (4.4)

Quando substituimos a Eq. (4.4) em Eq. (4.2), e eliminamos os termos oscilatérios
e constantes, que se anulam ao calcularmos a média espacial, obtemos a seguinte
expressao para a energia média:

K K K
()= [Vr+a+ao+aoes]” + 5 [er+ doea]” + - [e2— qoer]”. (4.5)

Os termos a, ¢; e ¢, S840 0s conectores de spirf), descritos em termos dos elemen-
tos da base (e, e,,e3), mais a variagao espacial Ves, e sao tais que

a=e Ve, c; =—e;-Ves; C) =—ey-Ves.

Os conectores de spin foram responsaveis pelas simplificagdes da energia média.
Nas versdes coarse-grained das energias da fase Ny,, 0S conectores séo diferentes.

Na auséncia de descontinuidades do diretor na amostra, tomamos (curl a) = 0, para
escrevemos a como o gradiente de um campo escalar, isto €, a=V¢(r). Ao aplicar-
mos a mudang (@) + ¢(r) — x(r), mostramos que qp = goes = goe; € 0 MesSMo Nos

3Do inglés, “spin connectors”, como aparecem nas Ref. [1L[71].
4Na Ref. [71], esta € uma mudanca de gauge; porém, nao nos aprofundamos em argumentos
matematicos que ndo usamos na sequéncia. Aqui, ela é apenas uma mudanca de variravel.
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sistemas de coordenadas movel e fixo; definimos y (r) = u(r) como o fénon esmético,
e simplificamos a Eq. (4.5) da seguinte forma:

K(qo)*
2

K K
[Vu+e;—e,)* + T [((:1)2 + (Cz)z] + % [C1-e2—cCz-eq]. (4.6)

(fHr=

Do ponto de vista mais pratico, a “mudanca de escala” se deu na construcao da Eq.
(4.6), na qual representamos o diretor da fase N* em uma base moével de 7.

Por fim, consideramos que as distor¢des na fase colestérica sdo também pequenas
perturbacdes na fase esmética. Com isso, minimizamos a Eq. (4.6) e encontramos

ou 1 | 2
&—E(W)2 + 7K , (4.7)

1

0°u 0°u
FCG = EB Y

6x2 " 02

gue se assemelha a energia elastica da fase esmética [6,26,32]:

1 (au)2 1 (02u qu)
0z '

(w)==-B +=-Ki |zt
A Eq. (4.7) contém termos néo lineares na expressao da densidade de energia,
diferentemente de fs, acima. E importante lembrar que Fcg € uma versao coarse-
grained da energia para uma fase colestérica, escrita na forma da energia esmé-

tica; ja fsm € puramente esmética. Na Eq. (4.7), a constante B é analoga ao médulo
de compressao das camadas e K € a constante na aproximagao isotropica [71].

4.2 Aplicacao a fase nematica twist-bend

Utilizamos a construcao anterior para promover a mudanca de escala as energias
da fase Ny, com dois diretores. Primeiramente, apresentamos os termos em comum
entre as duas energias e nas proximas secdes mostramos o que é préprio de cada
um dos formalismos.

Desejamos sair da escala das moléculas para o padrdo das pseudocamadas da
fase twist-bend. Trocamos o conhecimento local de n pelo conhecimento “global”
de t, que é detectado experimentalmente. O diretor da fase Ny, é tal que [Eq. (3.26))]

n = sen(dy) cos(p)e, +sen(dy) sen(p)e, + cos(dp)e;.

Promovemos a mudanca de escala somente para n* =n. Quando houver necessi-
dade, mudamos para n~. O préximo passo € escrever n em um sistema de coorde-
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nadas movel:
n = sen(9) cos(gp)e; + sen(d) sen(p)e, + cos(Nt. (4.8)

Para que Eq. seja 0 mais geral possivel, os elemenos da base (e;, e,, t) variam
no espago — agora quem assume o lugar do eixo de hélice no sistema de coordena-
das movel é o proprio t —, além dos angulos de cone 9 €]0,7/2[ e de giro ¢ € [0, 27].
Verificamos experimentalmente que 9y =~ 20° é o angulo o6timo para o qual a fase
twist-bend é estavel [2,39]. Assim, admitimos que 9 varia em torno de 9.

Agora, os parametros de interesse variam espacialmente: os campos t, 9 e ¢. O
angulo de giro € um termo oscilatério e o eliminamos ao calcular as médias das
energias. Assim, ap6s a mudanca de escala, encontramos energias em termos de
det.

O processo é similar ao da Ref. [71], porém agora ndo é mais valido o argumento
de levar “do colestérico para o esmético”: saimos de uma fase nematica twist-
bend para uma fase nematica twist-bend, escrita em termos de outros parame-
tros. Como dissemos na Ref. [1], a versao coarse-grained das energias locais des-
crevem uma fase nematica aumentada.

O processo de coarse-graining que seguimos consiste em trés passos [1]:

(i) Admitimos que 9 e t sdo dados, mas n&o sdo uniformes no espago — afinal
sao as distorcdes deles que nos levarao as novas energias;

(i) Calculamos a média das energias para valores muito maiores que 0 passo p
— isto significa calcular a média sobre ¢;

(iii) Minimizamos a energia média encontrada em (ii) em termos das componentes
das variacdes espaciais de ¢.

O campo ¢ ~ p~! varia muito rapidamente se comparado com t e 9. Para regides
muito maiores que o passo, consideramos entdo somente a média de ¢. Por outro
lado, apesar de ¢ ser um campo rapido, sua variagcdo espacial é limitada, e a
média (V¢) tem variacdo da mesma ordem que t e 9. De fato, na escala molecular,
temos Vg = gt [73].

O primeiro passo foi calcular a variagao espacial do diretor Eq. (4.8):

Vn = sen(d)cos(p)(Vey) + cos(d) sen(p)(e; ® VI) —sen(d) sen(p)(e; ® V)
+sen(d) sen(¢)(Vey) + cos(9) sen(p) (e; ® VI) + sen(9) cos(¢)(e2 ® V)
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+cos(9)(Vt) —sen(9) (t® VI).
Reescrevemos Vn em uma forma mais compacta

Vn = —sen(d)(t® V) +cos(?)[cos(p)e; +sen(p)ez] ® VI
—cos(d)(e;®c;+e,®cy) +(txn)® Ve

+sen(9)t e [cos(p)c; +sen(p)cy], (4.9)
com o auxilio dos conectores de spin c;,c,, dos quais obtemos
Ve; =t®cy; Ve, =t®cy; Vt=-e;®c;—e;®cCo.

Assim como no comecgo da secdo, 0os conectores de spin sdo determinados uni-
camente por t, Vt e 0 par (ej,e;). Tratamos 0s conectores unicamente como uma
ferramenta matematica, usados para encontrar as energias da fase Ny, em dife-
rente escala [1],71].

Verificamos no capitulo anterior e no Apéndice B que a maneira mais simples de en-
contrar a divergéncia e o rotacional de n é por meio de operagdes Vn. A divergéncia
de n é tal que

div n = tr[Vn], (4.10)
ou seja, o traco do tensor da distor¢cdo Vn. O rotacional, por outro lado, é
curl n = Skw[Vn], (4.11)

a parte antissimétrica do tensor Vn.

Calculamos agora os termos em comum entre as duas energias. A divergéncia de
n € tal que

divn = tr[Vn]
= —sen(d)(t-VI)+ cos(9) cos(¢)(e; - V)
+ cos(9) sen(p)(e2 - VI) —cos(@)(e; - ¢, +e€2-c2)
—sen(d) sen(¢)(e; - Vo) + sen(d) cos(p)(ez - V)
+sen(d) cos() (t-cp) +sen(d) sen(g)(t-cy). (4.12)
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O rotacional de n:

curl n Skw[Vn]

= —sen(9) (VI x t) + cos(9) cos(p) (VI x eq)
+ cos(9) sen(p) (VI x e) —cos()(c] x e + ¢ x e2)
—sen(9) sen(@) (Ve x e;) +sen(9) cos(p) (Ve x ey)
+sen(9) cos(p)(c; x t) +sen(d) sen(p)(cy x t). (4.13)

Com o auxilio da Eq. (4.13), escrevemos as partes paralela e perpendicular a n do

rotacional de n. Primeiramente, consideramos

n-curln = —sen(d)(m-VIxt)+cos(d) [cos(p)m- VI x e;) +sen(p) (n- VI x ;)]
—cos(d)[n-cy xe;+n-cy x €]
+sen(?) [—sen(<p) (n-Vg xe1) +cos(p)(n- Ve x eg)]
+sen(d) cos(p)(n-c; x t) +sen(d) sen(yp) (n-cy x t). (4.14)

O produto misto entre trés vetores, por exemplo, a,b,c € R3, é ciclico, isto é,
a-bxc=c-axb=b-cxa.

Desta maneira, realizamos permutacdes ciclicas nos produtos da Eq. (4.14) para
chegarmos nos produtos de e, e, t com o diretor:

e; xn = sen(d)cos(p)(e; xep) +sen(d)sen(p)(e; x ez) + cos()(e; x t)
= —cos(9d)e; +sen(d)sen(p)t; (4.15a)
e; xn = sen(d)cos(p)(er x ep) +sen(d)sen(p(ey x e) + cos(d) (e x t)
= cos(9)e; —sen(d) cos(p)t; (4.15Db)
txn = sen(d)cos(p)(txe;)+sen(d)sen(p)(txey)+cos(I)(txt)
= —sen(d)sen(p)e; +sen(d) cos(p)e;. (4.15c)

Substituimos as Eqgs. (4.15b),(4.15c) e (4.15c) na Eq. (4.14) e encontramos

n-curln = —sen(d)[—sen(d)sen(y)(VI-e;) +sen(d) cos(p)(VI-ey)]
+cos(9) cos(g) [ cos(9) (VI - e,) + sen(d) sen(y) (VI - 1) ]
+cos(9) sen(¢) [cos(9) (VI - e1) —sen(d) cos(p) (VO - 1) ]
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—cos(9) [ cos(d)(c; - €2) + sen(d) sen(¢)(c; - 1) |

—cos(9) [cos(D)(c2 - e1) —sen(d) cos(¢)(cz - 1) ]

—sen(9) sen(¢) [— cos(d) (Ve - e2) + sen(d) sen(p) (Vg - t) |
+sen(9) cos(¢) [cos() (Ve - e1) —sen(d) cos(p) (Ve - )]

+sen(9) cos(¢p) [—sen(d) sen(p)(c; - e1) + sen(d) cos(¢)(c; - €2) ]
+sen(d) sen(¢) [—sen(d) sen(¢p)(cz - e;) + sen(d) cos(p)(cz - €2)].

(4.16)

Com o auxilio da Eq. (4.13), calculamos n x curl n:

nxcurln = —sen(d)(mx VI xt)+cos(d) cos(p)m x VI x eq)
+cos(9) sen(p)(n x VI x e) —cos(P)(nxc; xe; +nxcy x ey)
—sen(9)sen(@)(n x Vg x e;) +sen(9) cos(e)(n x Vo x )

+sen(d) cos(p)(n x ¢y x t) +sen(d) sen(p)(n x c; x t).

Os produtos triplos sao simplificados por outra identidade bastante conhecida. Se-
jam a,b,ce R3. Vale a relagao

axbxc=b(a-c)—c(a-b),

que aplicamos na expressao anterior. O resultado final, em termos do elementos
da base (e;, e, t) é tal que

nxcurln = e {cos(ﬁ) sen () cos(p)(e; - c1) + cos(9) sen(I) sen(p)(e; - €;)
+cos?(9)(t-¢;) — cos(9) sen(9) cosz((p) (e;- VD)
— cos(9) sen() cos(p) sen(¢p) (e - VI)
— cos?(9) cos(¢) (t- VI) + sen® (9) cos(¢p) sen(¢p) (e; - Vep)
+sen?(9) sen? () (ez- V) + cos(9) sen(9) sen(g)(t- V(p)}
+e, {cos({)) sen () cos(p)(e; - c2) + cos(9) sen(d) sen(¢)(e: - c2)
+cos?(9)(t- cp) — cos(9) sen(9) cos(¢p) sen(¢p) (e; - VI)
— cos(9) sen(9d) sen?(¢) (e, - VI) — cos®(9) sen(¢p) (t- VI)
—sen?(9) cos? () (e1 - V) — sen? () cos(¢) sen(¢) (2 - V)
—cos(9) sen(d) cos(¢p) (t- V)}
+t{— sen’(9) cos? (p)(e;-cy) — sen’(9) cos() sen(g)(e; - c2)
—sen?(9) cos(¢) sen(¢)(ex-c1) — sen?(9) senz((p) (e2-co)

— cos(9) sen(d) cos(p)(t-c1) — cos(I) sen(d) sen(p)(t-cy)
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+sen®(9) [cos(¢) (e - VO) + sen(¢) (e - V)] +cos(d) sen(d)(t- VI)}.
(4.17)

Calculamos agora tr[(Vn)?], que juntamente com (div n)?, forma o termo de saddle-
splay. Da Eq. (4.9), escrevemos

(Vm)? = {sen(9)(t® V) +cos(d) [cos(p)e; +sen(p)e;| ® VI
—cos()(e;®c; +e,®c2) + (txn)® Ve

+sen(9)t® [cos(p)c; +sen(g)cy] }2 )

Desenvolver inteiramente (Vn)? é uma tarefa bastante trabalhosa, mas julgamos in-
teressante mostrar que, em uma primeira constatacéo, termos cruzados aparecem,
diferentemente do que ocorre para (tr[Vn])? = (div n)>. Escrevemos

(Vm)? = sen’(d)(t® VI)(t® Vi)

+cos’(9) [cos2 (p)(e; ® V) (e ® VI) + sen? (p)(e2® V) (e ® Vﬁ)]

+cos*(9) [(e1 ® c1)(e1 ® 1) + (€28 C2) (€2 ®C2) + (€] ® C1) (€2 ® )
+(ex®cy)(e; ®cy)] + sen’® (9) sen? (p)egeVy)(eg®Vy)

+sen?(9) cos® (p)(e2® V) (e, ® V)

+sen®(9) [cos? (@) (t® ;) (t® ¢1) +sen’ () (t® ¢,) (t® ¢))]

—cos(9) sen(9) cos(p) [(t® V) (e; ® VI) + (e; ® VI) (t® VI)]

—cos(9) sen(9) sen(g) [(t® VI) (e ® VI) + (e2 ® VI) (t® VI)]

+cos(P)sen() [(teVI)(e;®c1 +e2®Cy) + (61 ®9¢1 + €2 ®Cy) (t® V)]

+sen?(9) sen(y) [(te V) (e;® V) + (e1 @ V) (t® VI)]

—sen®(9) cos(¢) [(teVO)(e2® V) + (e2® V) (t® VI)]

—sen?(9) cos() [(t® V) (t®cy) + (tecy) (te VI)]

—sen®(9) sen(¢) [(t® VI) (t® cp) + (t® cy) (t® VI)]

—cos’(9) cos(p) [(e;®@Vi)(e;®c;+e,®c¢Cy) +(e;®c) +ex®cy)(e; ® VI)]

— cos(9) sen(d) cos(p) sen(¢) [(e; ® VI)(e; ® Vo) + (e1 ® V) (e; ® V)]

+cos(9) sen(9) cos? () [(e; ® V) (e2 ® Vep) + (e2 ® Vop) (€] ® V)]

+cos(9) sen(9) cos? (p)[(e;®VI)(t®cy) + (t®cy)(e; ® VI)]

+ cos(9) sen(9) cos(p) sen(p) [(e; ® VI) (t® €o) + (t® Cy)(e; ® V)]

—cos?(9) sen(p) [(e;®@VI)(e;®c;+e,®cy) + (e; ®c; +e2®c¢y)(ex ® V)]

—cos(9) sen(9) sen’ () [(e2 ® VI) (e; ® V) + (e; ® Vo) (e2 ® V)]

+cos(9) sen(d) cos(p) sen(¢) [(e2 ® VI) (e2 ® V) + (€2 ® V) (€2 ® V)]

+ cos(9) sen(9) cos(p) sen(p) [(e2 ® VI) (t® c;) + (t®cy) (€2 ® V)]
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+cos(9) sen(9) sen? () [(e2@VI)(t®co) + (t® o) (e ® V)]

+cos(9d) sen(d) sen(p) [(e1 ® c; + e ®cz)(€; ® Vp) + (€1 ® Vp) (€1 ® €1 + €2 ®Cy)]
—cos(9) sen(d) cos(p) [(e1 ®c1 + €2 ® ) (€2 ® V) + (€2 ® V) (€1 ® €1 + €28 ¢y) |
+cos(9)sen(9d) cos(p) [(e;®c; +er,®cy)(t®cy) + (t®c))(e; ®cy + e ®¢y)]
—sen?(9) cos(¢) sen(p) [(e; ® V) (e2 ® Vep) + (€2 ® Vep) (1 ® Vep) |

—sen?(9) cos() sen(y) [(e1 Vp)(tec))+(tecy)(e; ® V(p)]

—sen”(9) sen”(¢) [(e; ® Vo) (t® cp) + (t® c2) (€] ® V)]

+sen”(9) cos® () [(e2 ® Vo) (t® €1) + (t® 1) (€2 ® V) |

+sen®(9) cos(¢p) sen(¢) [(e2® V) (t®cy) + (t®Cr)(e2® V)|

+sen?(9) cos(p)sen(p) [(tec))(t®cy) + (t®cy)(t®cy)]. (4.18)

Simplificamos a Eq. (4.18) com a idendidade da Eq. (A.5), (a®b)(ced) = (b-c)(a®d),
para a,b,c,d € R3, e, depois, calculamos o trago. Omitimos essas manipulagdes para
poupar o leitor de passagens longas sem muita relevancia.

Das Eqgs. (4.12), (4.16), (4.17) e o traco de Eq. (4.18), encontramos os termos tipo
Frank das energias locais com dois diretores. Vamos mostrar agora como calcu-

lamos a média sobre ¢ desses valores. Seja f(t,n,Vn) um densidade de energias
local da fase Ny,. A média sobre ¢ é

271

1
(it ) = - Of Fit,n, V).

Os termos de f que contém senos e cossenos de ¢ sdo simplificados: (i) senos e
cossenos com poténcias impares se anulam; (ii) os termos quadraticos sen?(¢) e
cos?(¢p) resultam 1/2; (iii) os termos sen?(¢) cos?(¢) resultam 1/8; (iv) os termos que
contenham sen*(¢) ou cos?*(¢p) resultam 3/8.

Somente os termos de splay e saddle-splay sao comuns entre as duas energias.
Para o termo de splay, elevamos ao quadrado a Eq. (4.12) e calculamos a média
sobre ¢. Disso resulta:

((divm)?) = cos?(9)(by + baz)* + % sen®(9)[(11)* + (2)°]
+% cos® (D) [(T1)? + (12)?] + sen*(9) (13)*
1
+2cos(9) sen(d)(byy + ba2) (T3) + 3 sen(29)[(t1)(11) + (£2) (T2)]

+% sen®(9)(f1)? + % sen®(9)(f»)?
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—[sen?(9)(f) + cos(9) sen(9) (12)](f1)
+[sen?(9) (1) + cos(d) sen(d) (11)] (f2). (4.19)

Para simplificar, usamos a seguinte notacao para os produtos internos:
(e;-cj) =b;j; (t-c;) =t;; (ex-VI) =1y; (ex- V) = fi, (4.20)
parai,j=1,2€e k=1-3, e lembrando que t=e;3.

Feitas as devidas manipulagbes na Eq. (4.18), subtraimos o resultado a (div n)? e
calculamos a média sobre ¢. Obtemos assim a média do termo de saddle-splay:

(rl(Vn)?] - (divn)® = —2c0s*(0)[(b11) (b22) — (b12) (b21)] — cos(9) sen(9) (br1 + bz2) (T3)
+cos(9)sen(9)[(#1)(T1) + (£2) (12)]
—sen?(9) (b1 — b)) (f3) —sen® () [(11) (f2) — (£2) (f1)]
—2cos(d) sen()[(r1)(f2) — (T2) (fi)]. (4.21)

Trabalhamos agora com os termos especificos de cada uma das energias locais,
comegando com a proposta por Virga [48].

4.3 Energia somente com termos de segunda ordem

A Eq. (3.34) mostra a energia elastica local proposta na Ref. [48]:

1 1

Jp2 (&, VR) = EKu(diVn)2+EKzz(n-culrln-i-qltxnlz)2
1
+§K33|n><curln+q(n~t)(t><n)|2

+%K24 {tr[(Vn)?] — (tr[Vn])?} — Kpgg(txm)- (Vo) 6. (4.22)

Para determinar o valor médio de fi2» €NCONtramos os valores médios dos termos
de K», e Kz3, pelas Egs. (4.16) e (4.17), respectivamente, e o termo final de K»4. Os
termos de twist e bend, e o ultimo termo de saddle-splay dependem de [t x n|, que

aparece na Eq. (4.15¢). O segundo termo da constante K, é

gltxn|*=gq [sen2 (9) sen?(¢) + sen®(9) cosz((p)] ;
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assim, escrevemos

1
(m-curl n+gqltxn>)?) = 5 sen(9) (b1 — by)? + cos?(9) (b2 — b1)*
1
+§ sen’(9) [3(1912)2 —2(b12) (b21) + 3(1721)2]

+%cos2(ﬁ) sen”(9) [(11)* + (£2)°] +% (7)) + (12)°]

—cos(9) sen(d) [(11)(11) + (2) (T2)] + (¢)* sen* (9)

+qsen’* (9) [(bz1) — (b12)] + 2q cos” (9) sen”(9) [(ba1) — (b12)]

+% cos”(9) sen®(9) [(f1)* + (f2)°] +sen () (f3)*

+f1 [cos® () sen? () (£2) — cos(9) sen(9) (12) ]

+f2 [~ cos®(9) sen? (9) (£1) + cos(9) sen(9) (11) ]

+f3 [sen* (9) (b12 — b21) + 2 cos? (9) sen?(9) (br2 — b2y)
—2qsen*(9)]. (4.23)

A parte de bend contém o termo
gm-t)(txn) = —qgcos(9) sen(d) sen(p)e; + g cos() sen(9) cos(p)ey,

que acrescentamos a Eq. (4.17) antes de efetuarmos a média sobre ¢. Apds as
devidas manipulagdes, encontramos

(nxcurl n—gm-txn)? = %cosz(ﬁ) sen’(9)[(b11)* + (b22)°]
+% sen®(9)[3(b11)? +2(b11) (b22) + 3(b22)?]
+% sen’ (9) (b1 + b21)* + %senz(Zf))[(blz)z +(b21)%]
+cos (@) [(1)” + (12)°] + % cos®(9) sen”(9) [(11)* + ()]

+% sen?(9)[(11)? + (12)?] + cos? (9) (13)?
—cos(d) sen(9) (b1 + bro) (13)
—cos(9)sen(9) (1) (T1) + (£2)(T2)]
+lsen4(a)[(f)2+( 2 2(9) sen?(9) (f3)?
5 1 f2)°1+ cos“(9) sen” (J) (f3)
+cos?(9) sen?(9) [(11) (f2) — () (fL)]
+cos®(9) sen®(9) (bo1 — b12) (f3)
—2qcos®(9) sen(9) (f3). (4.24)

Por fim, analisamos o segundo termo de saddle-splay, q(txn)-(Vn)'t. O elemento
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transposto da variagao do diretor, Eq. (4.9), aplicado a t, é tal que

(V) t = —sen(®)(VI® Ot+cos(d) cos(p)(Vieoe))t
+ cos(9) sen(p) (VI ® ex)t—cos()[(c; ® e1)t+ (c2 ® €r)t]
—sen(d) sen(p) (Ve ® e;)t+sen(9) cos(p)(Vp @ e;)t

+sen(9) cos(g)(c; @ t)t+sen(I) sen(@)(c, @ t)t;

Usando a definicdo de produto tensorial, (a® b)v:= (b-v)a, na expressdo acima,
encontramos

(Vn) "t = —sen(9) V9 + sen(9) cos(p)cy +sen(d) sen(p)cy, (4.25)
cujo produto com a Eq. (4.15c) é

(txmn)- (Vn)Tt = sen?(9) sen(¢p)(e; - V) — sen?(9) cos(¢) sen(¢)(e; - cy)
—sen?(9) sen? (p)(e-c2) — sen?(9) cos(¢) (e - V)

+sen?(9) cosz((p) (e -¢1) + sen?(9) cos(¢) sen(¢) (e - cy).
A média da igualdade acima é

((txm)- (V) Tty = —% sen?(9) (br2 — bay). (4.26)

A densidade de energia média da Eq. (4.22) é a soma das Egs. (4.19), (4.21),
(4.23), (4.24), (4.26), multiplicadas pelas respectivas constantes elasticas. O proé-

Ximo passo € encontrar (V¢) do sistema

d<f[£2> = 0
dfi ’
< d(fipp? _ o
dfs
d{fpo) 0
dfs ’
Dai, obtemos
q¢ -
<df;)2> =0 = Ky [sen?(d)(f1) —sen®(d)(f2) — cos(d) sen(d)(12)]
1

+Ka, [cos? (9) sen®(9) (f1) + cos? (9) sen® (9) (£2) — cos(9) sen(9) (T2)]
+Ka3 [sen (9) (f1) — cos® () sen? () (1) ]
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+Ka4 [sen? () (£2) + 2 cos(9) sen(d) (12)],

para fi,
d{fip2?
% = K11 [sen?(9)(f>) +sen?(9)(#1) + cos(9) sen(9) (t1)]
2
+Kaz [cos? (9) sen®(9) (f2) — cos® (9) sen®(9) (t1) + cos () sen(d) (t1)]
+Ka3 [sen’ (9) (f) + cos® () sen? (9) (1) ]
+Kaq [ sen?(9)(1;) — 2 cos(9) sen(d) (t1)],
para f,, e
d{fy
% =0 = Kyp[2sen’(9)(fs) +sen* (9) (12— b21)
3
+2cos?(9) sen?(9) (b12 — b21) —2q sen’ (8)]
+Ka3 [2 cos?® () sen? (9) (f3) + cos? (9) sen® () (ba; — bi2)
—2qcos®(9) sen”(9)] + Kaq [sen?(9) (b2 — b12)],
para f;.

A solucao para f; (i=1-3) é tal que

[K11 + (K33 — Ka2) cos?(9) — Kaa]
K11 + Kop cos?(9) + Kzzsen?(9) °
(K11 + K22 — 2K34) cot(9) )
Ky + Ky cos? (9 + K33 sen? (9) i

h

(4.27a)

_ (K11 + (K33 — Ka2) cos? (9) — Kaa]
Ki1+ Ky cos? (9) + Ks3 sen? (9)
(Ky1 + K22 — 2K>4) cot(D)
- T
K1 + K5 cos?(9) + Kzz sen? (9)

I

1

y (4.27b)

= Kas — Kpp sen®(9) + (Kgg — 2Kp2) cos® (9)
fo = ax 2[K33 cos?(9) + Koz sen?(9)] (b12 = b21), (4.27c)

dos quais escrevemos as componentes de (V):

K11 + (K33 — K22) cos?(9) — Kos

K1+ Ky cos? () + K33 sen? (9)
(K11 + K22 — 2K34) cot(9)

Ki1+ Ky cos? (9 + Ks3 sen? (9)

(V)1 (curl t) ;.

(VOxt), (4.28)
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para a parte perpendicular a t. Ja a parte paralela é tal que

Koy — Koo sen?(9) + (Ks3 — 2Ka2) cos? (9)

2[K33 cos?(9) + Kyp sen?(9)] (curl t-0). (4.29)

(V) -t=qg+

Das Eqgs. (4.28) e (4.29), verificamos que a média (V) é de fato da ordem dos
campos Vt e V9: apesar de ¢ ser um campo rapido, Vo ndo o €. A parte paralela
a tremete a g, a menos de um fator constante. Se desejarmos saber (V) para a
outra helicidade, basta trocar g por —q [1].

Finalmente, substituimos as componentes de (V) na (f,,) € encontramos a versao
coarse-grained da energia local proposta por Virga:

1 1 1 1
Fep(,VLVO) = Zk(div )%+ 5 ka(t-curl t)° + > Kaltx curl t*+ >ka [tr[(VH)*] — (div ©)°]

1 1 1 1
+§h1|v19 x t|% + 5hg(w-t)z + Ehg(v1‘)~t)(<1iv 0+ Eh4(V19-t x curl t),
(4.30)

As constantes k; (i =1—-4) representam as distor¢des do tipo splay, twist, bend e
saddle-splay do eixo éptico t, e, consequentemente, das pseudocamadas da fase
Nw; as constantes h; (i = 1—4) que apareceram inicialmente na Ref. [1], s&o va-
riacdes do angulo de cone paralela e perpendicularmente a t, e, possivelmente,
distorgbes do tipo splay e bend induzidas por VJ. A energia Feg(t,Vt, V) possui
simetria nematica, isto é, ela é invariante sob a transformacao t — —t.

As constantes k;, h; (i = 1-4) da Eq. (4.30) foram escritas em termos das constantes
locais da Eq. (4.22), e do angulo 9. Para as constantes tipo Frank, temos

1 1 1 1
ky = g (K22 — Kss) cos*(9) + | Ky, - 7 Ke2— 7 Kas cos®(9) + g (Kaz +3Ks3);

(4.31a)
ky = . 5 ! {(Kss — Ks3)* cos®(9)
(K22 — K33) cos=(0) — K32 8
+(Kzz + K33) 3Kz — 4Ko4) cos™ ()
+[Ks3(4Kz4 — 8Kzz — Ks3) + 3(K22)” — 2(K24)*] cos* (9)
— K22 (Kaz + Ka3 + 4Ka4) +2(K24)*}; (4.31b)

1 1
(K22 — K33) cos?(9) + K11 + Ks3 2
+[Ka2(4K71 — K33 — 2Ko4) + K33(Ks3 — 3K11) + K24 (2K33 — 2K1;1 + K24)] cOs*(9)

ks = {(4K71 — K33 — 2K24) (K33 — K22) cos* (9)
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+K11K33 +2K11Kos — (Koa)*} (4.31¢)

1 1 1
ki = (K=K cos*(9) - 5 (Ka2 = 2K54) cos®(9) + K2+ Ksg). (4.310)

Ja as constantes relacionadas a V9 séo

1 1
(Ky2 — K33) cos?(9) + Ki1 + K33 2
+2[Ko2(2K24 — K1) + 2Ka4 (K11 — Ko4) — (K33)%] cos? (9)

hy = {(Ks3 — K11) (K33 — K22) cos™ (9)

+ (K22 + K33) (K11 + K33)}5 (4.32a)
hy = (K33 — K1) cos?(9) + Kq1; (4.32b)
hs = (Ko4 + K33 —2K71) sen(9) cos(9); (4320)

1
(K22 — K33) cos?(9) + Ki1 + Kz {
+Kp2(Kaq — 2K11 — K33) + K24 (4K11 — 2Ka4 + K33) — (K33)*} sen(9) cos(9).

(4.32d)

hy = (K33 — Ko0) (K33 — 2K11 + Kog) cos? (9)

As constantes k;, h; (i =1—4) ndo dependem de g. Na mudanga de escala, perde-
mos a informacao sobre as helicidades, e tanto faz aplicarmos o método de coarse-
graining na energia de helicidade positiva ou negativa [1].

Seguindo as desigualdades de Ericksen para a fase twist-bend [48], derivamos
desigualdades para as k;, h; de modo que F.g, seja estavel [1]:

2k1= ks =0; 2ko = ky; ngO;

1 1
2h1ks = §(h4)2; hy (k) — kg) = E(hg)z.

Para as constantes tipo Frank, ndo ha mudancas em relacdo as constantes da
escala molecular. As constantes h; e h, devem ser maiores que zero, mas nao
existe esta restricdo para h; e hy. Entdo VO pode fazer tanto um angulo agudo
quanto um obtuso com o vetor de twist [1].

Por fim, fizemos a aproximacéo isotropica para as constantes locais. Sejam K;; =
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K55 = K33 :EZ 0 e Kyy =0, temos
7 1 2 7 _7T 1 2 7 1 2
ki=Sl1+cos’@));  kp=ks=2[1+3cos’@)];  ky=sen’(d), (4.33)
com k; = k;/K, e
— — — 1 —
hy =sen®(9); hy=1; hy= —Esen(219); ha = —sen(29), (4.34)

com h; também reescalada por K. As constantes k;, h; (i =1—4) em funcdo de 9
aparecem na figura a seguir.

1.0 -

1-4)

0.5

Constantes elasticas k;,/.(i

0.0

Angulo de cone 9€]0,1/2[

Figura 4.3: Constantes k;, h; (i =1 —4) reescaladas por K em funcéo do angulo de
cone, para a aproximacao isotropica das constantes elasticas na escala molecular.

Para essa primeira escolha, hs e hy S0 negativas por toda a variagao de 9. Além
disso, a energia € escrita como

_ 1— 1 1
Feg2(t, V£, V) = zK{cosz(a) (div t)* + e +3cos®(9)][curl tI* + Z senz(ﬂ)tr[(Vt)z]}
1—
+§K{sen2(19)|V19 x t|*+ (V- 1)°

—% sen(29)(VI-t)(div t) —sen(29) (VO -t x curl t) } . (4.35)
O valor médio de V¢ também simplifica consideravelmente:

1
(V) = qt+ Ecurl t+ cot(9) (VI x 1). (4.36)
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Outra aproximagéo possivel para as constantes é K;; = K4 = K (i = 1-3). Nesse
caso, a média de Vg é

(V@) = qt, (4.37)
e as constantes reescaladas por K séo
ki = %[1 +cos’(@); hi=hy=1;, hy=hs=0, (4.38)
(i=1-4). A densidade de energia também aparece mais compacta:

- . 1.
Fego(t,Vt, V) = =K [1 +3cos(9)]|Vt]* + §K|vq9|2; (4.39)

NI

essa simplificacdo lembra a Ref. [74] para a fase nematica uniaxial.

Da forma que a energia foi construida, ndo haveria restricdes a 9 dentro do intervalo
10;%/2[. Para que a Eq. (4.30) seja consistente, definimos um potencial elastico
do angulo de condﬂ para reforcar 9, como angulo étimo:

W () := %Wg [cos2(8) — cos?(9)]*; (4.40)

o minimo de W () ocorre quando 9 = 9,. Na Eq. (4.40), W, >0 é uma constante.
Qualquer problema de perturbacao tratado na escala de t e 9 deve considerar
a funcdo W) [1]. Esse potencial foi introduzido anteriormente, em um modelo
coarse-grained simplificado para explicar regides da fase Ny, imersas na fase N, na
transicao entre as fases, vistas em laboratério [75].

De certa maneira, Eq. (4.40) se assemelha ao “pardmetro de ordem” x = sen?(9)
proposto por Barbero e colaboradores, quando os autores simplificaram a energia
local para o caso da fase Ny, no intervalo 9, €]0;/2[ [47].

Assim, finalizamos a versao coarse-grained da energia local Eq. (4.22). Na sequén-
cia, executamos a mudanca de escala a energia com termos lineares de t e n.
Como ja adiantamos, a contrucao anterior foi proposta por nés na Ref. [1] e execu-
tada parcialmente durante o doutorado sanduiche do autor.

5Traducéo livre de “elastic cone angle potential’, da Ref. [1].
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4.4 Energia com termos lineares

A densidade de energia local proposta por Barbero e colaboradores [47] é

1
fi1(t,n,Vn) = f1 - 51](n-t)2 —k1(t-nx curl n) +x,(m-curl n) + x3(n-t)(div n)
1 1 1
+§K11(div n) + 5](22 (m-curl n)? + 5K33|n x curl n|?

—%(Kzz + Ky4)div[n(div n) — (n- V)n] + p; (t-n x curl n)?
+v1[t-V(@- ]2 +vot- V-6 (div n) + vs|V(n- )
+v4[(t- V)N +vsV(n-t) - (t-V)n+vgV(n-t) - (curl n). (4.41)

Uma versao simplificada da Eq. (4.41), aparece no trabalho de Zola e colabora-
dores, Ref. [60], € obtida quando substituimos o diretor em f,; para 9, fixo. Ela
descreve as fases N*, quando n L t, € Ny, quando 9, € um angulo agudo:

1 1 1
fibo(t,n,Vn) = f1 — 517(n-t)2 + 5](22 [m-curl n+ q0]2 + 5K33|n x curl n|® + v4[(t-V)n]2;

(4.42)

na Eq. (4.42), fi = fo— (1/2)K22(q0)*, € qo = K2/ K22 [60].

Aplicamos o método de coarse-graining nas duas energias locais anteriores: primei-
ramente na Eq. (4.41), e entdo anulamos os termos ndo presentes na Eq. (4.42).

O termo de acoplamento entre os diretores depende somente de 9, e sua média é

((n-9?) = cos?(9). (4.43)

Utilizamos as Eqgs. (4.17), (4.16) e (4.12), mais a notagdo para os produtos internos
dada na Eq. (4.20), para encontrar os valores médios dos «; (i =1-3). Para «;:

(t-nxcurl n) = —% sen?(9) (b11 + bap) + cos(9) sen(9)73; (4.44)
para x»:
(n-curl n) = —cos?(9) (by2 — bay) — % sen®(9) (b12 — ba1) —sen’(9) (f3); (4.45)
e finalmente para «3:

(m-t)(div n)) = —cos?(9) by + baz) — cos(9) sen(d) (t3). (4.46)
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Calculamos agora a média dos termos tipo Frank. A média do termo de twist €

{(n-curl n)2) =

%sen4 (9) (b11 — b22)? + cos* (9) (b1 — b21)? + cos? (9) sen? (9) (b1 — b21)?
1
g sen* (9)[3(b12)* +3(b21)? — 2(b12) (b21)]
1
+% cos®(9) sen?(9)[(t1)* + (£2)%] + > cos* (D) [(11)? + (12)%]

+% sen*(9)[(11)* + (12)°] + cos*(9) sen” (D) [(T1)* + (12)°]

—cos(9) sen(9[(17)(T1) + (12) (T2)]

+% cos?(9) sen? (D) [(1)? + (f-)*] +sen? (9) (f3)?

+[cos®(9) sen®(9) (12) — cos(9) sen(d) (12)] (f)

+[—cos®(9) sen?(9) (1) + cos(9) sen(d) (11)](f>)

+[sen” (9) (b12 — ba1) + 2 cos” (9) sen”(9) (b12 — ba)] (f3). (4.47)

A média do termo de bend da Eq. (4.41) é

{In x curl n|2> =

%cos2 (9) sen?(9)[(by1)? + (bo2)?]

1 4 2 2
+ 5 sen” (9)[3(b11)” +3(b22)° + 2(b11) (b22)]

1

+é cos? (9) sen(9)[(b12)* + (bo1)*] + 3 sen®*(9) (by2 + b21)?
+cost (D) [(1)* + ()% + %cos2 (9) sen®(9)[(1)* + (£2)°]
+% sen* (9 [(T1)* + (12)°] + %cosz(ﬁ) sen”(9)[(11)* + (12)°]
+cos*(9)(13)? + cos?(9) sen? (9) (13)?

—cos(9) sen(9) (b1 + be2)(13) — cos(I) sen(9) [(t1) (11) + (£2)(12)]
+% sen* () [(f1)? + (f2)?] + cos? (9) sen? () (f3)?

—cos?(9) sen®(9) [(£2) (f1) — (t1) (£2)] — cos? (9) sen? (9) (b2 — b21) (f3).
(4.48)

Agora, calculamos os termos quadraticos em t e n. O primeiro deles, que acompa-
nha a constante u;:

((t-n x curl n)?)

1 1
= 3 sen® (9)[3(b11)? +3(ba2)* +2(b11) (bao)] + 3 sen*(9) (b + b21)?

1
+% cos?(9) sen?(9)[(7)? + (£)%] + 2 sen* (9)[(11)* + (12)?]
+cos? (9) sen?(9)(13)? — cos(9) sen>(9) (by1 + byo) (T3)

—cos(9) sen® (9)[(£1) (T1) + () (T2)]. (4.49)
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Os termos v; (i =1-3,5,6) contém V(n-t), reescrito com o auxilio da Eqg. (B.5) como
Vn-t) = (Vn) t+ (V0 n;

O primeiro termo da igualdade acima ja foi resolvido na Eq. (4.25). O segundo é tal
que

vt)'n

—(c1®e;+cr®e)n

—sen(d) cos(p)[(c; ®ej)e; + (c2 @ er)eq]

—sen(d) sen(p)[(c; ®e;)es + (c2 ®er)ex] —cos(P)[(c; ®ep)t+ (c2 @ er)t]

—sen(d) cos(p)c; —sen(I) sen(g)cy;
Juntando os dois resultados, obtemos
V(n-t) = —sen(d)(V), (4.50)

isto é, simplesmente a derivada de cos(9). O termo v; ndo possui termos em ¢,
entdo, a meédia é

([t-V(n-1)]%) = sen®(9) (r3)%. (4.51)
A média do termo de v, é
(V(n-t)(div n)) = sen?(9) (13)* + cos(9) sen(9) (b11 + b2) (T3). (4.52)
Da Eq. (4.50), obtemos o termo vs:
([V(n-1)]%) =sen?(®)|VI. (4.53)
Os termos v4 € v5 contém
1
(t-V)n= EV(n-t) —txcurl n.

A primeira parte ja calculamos na Eq. (4.50); a segunda, usamos a Eq. (4.13). O
produto tx curl n €

txcurln = —sen(d)(tx VI xt)+cos(I)cos(p)(tx VI xep)
+ cos(9) sen(p) (t x VO x e3) —cos(J)(t x c; x e; +t x ¢y x e2)
—sen(d) sen(¢)(t x Vg x e;) +sen(d) cos(p) (t x Vo x ey)

+sen(d) cos(p) (t x ¢; x t) +sen(d) sen(p)(tx cy x t),
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cujos produtos triplos s&o calculados a seguir:

txcyxe;=—(f)e; txcyxey=-—(f)e
txcy xt=c;— ()t txcyxt=cy— (L)t
txVOxe =—(13)e;; txVIxey=—(13)e2; txVIxt=—(13)t

txVpxe =—(f3)e;; txVepxey=—(f3)es.
Substituimos os valores encontrados e obtemos

txcurln = e {sen(ﬁ) cos(¢)(by1) +sen(9) sen(p)(b;2) + cos(9) (1)
—cos(9) cos(g)(13) +sen(d) sen(¢g) (f3)}
+e, {sen(ﬁ) cos() (b21) + sen(9) sen(p) (b22) + cos(9) (1)
—cos(9) sen(¢) (t3) — sen(d) cos() (f3)}
+t{sen(d)(3)}.

Reescrevemos o termo de v, da seguinte forma:

1 2N |
[(t-V)n]? = 5V(n-t)—txcurln :ZIV(n-t)|2+|txcurlnIZ—V(n-t)-(txcurln).

A média sobre o angulo ¢ €, entao,

((t-V)n]?) = isenz(anvmz + %Senz(ﬁ)[(bu)z + (b12)* + (b21)* + (b22)]
+cos” () [(11)* + (12)°] + cos”(9) (13)°
—2cos(d)sen(d) (b1 + bao)(T3)
—cos(@)sen(9)[(t1)(T1) + (£2) (T2)]
+sen’(9)(f3)% +sen®(9) (b2 — bay) (f3). (4.54)

A média sobre ¢ do termo vs é tal que

1
(V(n-t)- (tx curl n)) = > sen®(9)|VI| + cos(9) sen()[(£1) (11) + (1) (T2)] + sen?(9) (13)°.
(4.55)

A média do termo vg é

(V(n-t) - (curl n)) = cos(9) sen(9) (by2 — b21)(r3) — cos(d) sen(I) [(£1) (1) — (£2)(T2)].
(4.56)
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A densidade de energia média (fi,;) € a colecdo das Eqgs. (4.43), (4.44), (4.45),
(4.46), (4.19), @.47), (¢.48), @.21), (#¢.49), (4.51), @.52), (4¢.53), (4.54), (4.55) e

(4.56). Devemos agora minimizar (fi,1) em relacdo a Ve. A derivada em relagéo a

fié

d{fw1)
dfi

1
= K [sen?(9) (1) — sen?(9) (£2) + cos(9) sen(9) (12)]
+ %Kgg [cos?(9) sen?(9) (f1) + cos? (9) sen? (9) (£2) — cos(I) sen(9) (72)]
+%K33 [sen*(9) (A1) — cos®(9) sen®(9) (£2)]

+%K24 [sen®(9)(£2) +2 cos(9) sen(9) (12)];

a derivadaemrelagdoa f> é

d{fw1)
dfz

= %Ku [sen?(9) (f2) +sen?(9) (#) + cos(9) sen(9) (11)]
+ %ng [cos2 (9) sen?(9)(f2) — cos®(9) sen?(9) (t1) + cos(9) sen(9) (11)]
+%K33 [sen® (9)(f>) + cos?(9) sen? (9) (11)]

+%K24 [—sen?(9)(t;) — 2 cos(9) sen(9)(11)];

a derivada emrelagéo a f3 é

d{fww1)
dfs

—xp5en®(9) + %Kgg [2sen (9) (f3) + sen® (9) (b2 — (ba1) + 2 cos® () sen? () |
+%K33 [2cos?(9) sen®(9) (f3) — cos? (9) sen? () (b12 — ba1)]

1
+5Kas [—sen®(9) (b12 — ba1)]| + v4 [2sen®(9) (f3) + sen? (9) (b12 — ba1)] .

Resolvemos o sistema de equagbes para as componentes de Vg e encontramos

K11 — (Kz2 — Kz3) cos?(9) — Koq

K1+ Ky cos? () + K33 sen? (D)
(K11 + K22 — 2K34) cot(9)

Ki1 + Koy cos? (9) + K33 sen? (@)

(Vo) 1 (curl t) |

VOxt),  (4.57)

para a componente perpendicular at, e

K2
2v4 + Koo sen? (9) + K33 cos? ()
s Koy —2v4 — Koy sen?(9) + (Kas — 2Ks2) cos?(9)
4v, + 2[K33 c0s2(9) + Koo sen?(9)]

(V) -t =

(curl t-t), (4.58)
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para a componente paralela a t.

A comparacdo entre as Eqgs. (4.57) e (4.58) com Eq. (4.28) e (4.29) da secdo
anterior é imediata. As componentes perpendiculares a t de (V) sdo as mesmas
para ambos 0s casos. Para a componente paralela, porém, o termo v, aparece.
Interessante que é justamente um dos termos da Eq. (4.42). Outra comparagao
possivel € entre g e as constantes x, e v4. Ao igualarmos as componentes paralelas
das duas energias, temos

K2 = q[2v4 + Koz sen®(9) + K3 cos®(9)] . (4.59)

A Ref. [60] traz g = x2/K>2, no sistema de coordenadas fixo (e,,ey,e;). Contudo,
apos a mudanca de escala, outros termos aparecem de maneira tal que podemos
encontrar v, em termos de grandezas fisicas conhecidas.

A versao coarse-grained da Eq.(4.41) é

Feg1 (6, Vt,VO) = Fg+ L|VI| - (V-1

1
5 {k11(div ©)% + koo (t- curl ) + ka3t x curl t1* + kg {tr[(VH)?] — (div £)%}}

1
+5 {h111VO x t? + hop (VO - ©)% + haz3 (VI - ©)(div 1) + hgs (VO - t x curl 1)}
(4.60)

Em Eq. (4.60), o termo
1
Fo=fi-3 2 + (1 —x2) cos® ()], (4.61)

depende da energia do estado nao distorcido, da constante de acoplamento n, e do
termo de quiralidade. Os termos lineares, [; e I, sdo dados por

1
L= Vs sen?(9); (4.62a)
1
I, = > sen(29) (k1 +x3). (4.62b)
As constantes tipo Frank sao
1 4
ki = 3 [K22 — K33 + 31| cos™ (9)

+ K lK lK 3 2(9)
— =Ky — —K3z3— -1 | cos
11 1 22 1 33 2,“1

1
+§ [KZZ +3K33 + 6,(11] , (463)
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para a constante tipo splay do campo t,

1
K55 sen?(9) + K3z cos?(0) +2v,

x% {sen(9) [16(v4)* — 2(Kag — 2v4)?* sen(d)

k22 =

+8Kopvysen? (9) + 2(2Kao Kog + (— Koo + Kaz + 211)v4) sen® (9)

+Kpo (Koo + Kaz +211) sen’ (9) |

+cos*(9) [8Kzp K33 + (—8(Ko2)? + 8Kop Kaz + 2(K33)%) sen? (9) ]

+c0s?(9) [8(2Ka2v4 + Kazvysen(9)) — (8(Kaz)* — Kaz(11Kpp + Kaz +21)) sen (9)]
+sen®(29) [2(Kz2)* +2K22Ka4 — K33 Kaq — 4Kopv4 + 4Ka3v4 ]} (4.64)

para a constante tipo twist de t,

1
K1+ Ky cos? (9) + K33 sen? ()

ksz =

X % {K11 K33 sen® (9) + K24 (2K11 — K24) sen® (9)

+2K55 K33 cos®(9) + cos* (9) [2K50 +4K)ovy] + cos?(9) [4K71V4]

+cos* (0) [3Kz2 K33 + 2Kop i1 | sen?(9) + cos®(9) [ Kaz (Ko + K33 + 21) | sen® (9)
+c08?(9) [~ K1 Ksz — 2Ka2 Ko + 2Ks3 Kog + 2K11 111 ] sen? (9)

+ (K11 K2z + Kzzva] sen®(20)} (4.85)

para a constante tipo bend de t, e

1
K5 sen?(9) + K33 cos? () + 2vy

1
o {2K22 (K33 +2p1) sen®(9) + 4 [ Koa (V4 — Ka) + V4 (Ksz +241) ] sen* (9)

koy =

+2(Kog — 2v4)? sen?(9) + 2 cos (9) (Ks3 — 2K22)? sen?(9)

+2cos?(9) [4(Ka2)? — K33(3Ka2 — K3 — 241) ] sen® (9)

+sen’ (29) [Kp2 (2K11 — Koz — 2Kp4 +4v4) + Ks3 (Ko — 2v4)]

cos* (9) [8Ks3(Ki1 — Kop)] + cos®(9) [8v4(Ki1 — K22)1} (4.66)

para a constante tipo saddle-splay de t.

As constantes relacionadas com a variagao de 9 da Eq. (4.60) sao

1
Ky + Ky cos? (9 + K33 sen? (9)

1
X g {2[(33,[11 senﬁ (19) + [(K33)2 + 2K11[.11 + Kgg (4V3 + V4)] sen4 (’f))

hin =

+ [K11(K33 +4v3 4+ v4) + Ky K33] senz (D) + Koo [KH + V3 senz (219)]
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+sen” (9) [2Kazp1 | cos®(9) +sen®(9) [K11 Kaz + Ko (Ka3 + v4)] cos® (9)
+K11Kzz cos* (9) + cos® (9) [2K11 (K1 + Koz — 2Ka4) + 2K02(Kap — 2K24) + 2(K24) )}

(4.67)
1 2 1 2 2
hyy = ZKH sen”(9) + ZKgg cos”(9) + 2y cos”(29)
1 1 1
+§(V1 + vy +v3)sen(9) + 51/4 cos®(9) + §v4 sen?(9); (4.68)
1
hsz = 3 sen(29) [2Ky1 — Kaa — K33 — 1 + {41 €08(29) + 2V, — 4vy; (4.69)

1
h44 = E sen(29) [Kll — Koo — K33+ Koy — M1+ U cos(29) — 2V4+2V5— 2V6]

N (K11 + K2 — 2K34) [2K71 — Koo + K33 — 2Ko4 + €08(20) (K33 — K22)] cot(D)
Z[Kll + ng cos? (19) + Kgg sen2 (19)] ’

(4.70)

todas relacionadas com as constantes locais e com o angulo de cone 9.

Além da diferenca entre os termos k;, h; de Eq. com 0s kj;, h;; (i=1-4) de
(4.60), a segunda contém os termos lineares I, e I, além de uma energia extra F,
dependente de 1 e x,. Essa primeira comparacao é esperada, ja que a energia local
gue trabalhamos nessa sec¢ao tem mais termos que a energia da secao anterior. Os
resultados apresentados nesta sec¢ao sao inéditos, e a primeira vez divulgados sao
justamente nesta tese.

Obtemos também a verséo coarse-grained da energia Eq. (4.42). Basta anular as
constantes «, 3, K11, Ka4, 1, V1, V2, V3, V5 € vg [60]. Assim, temos

1
Fego(t, VL V) = Fy+ ko {(div ©)* + ko2 (t - curl t)?

+koalt x curl t|* + ko4 [tr[(VO)?*] - (div ©)°]}

1
+5 {ho11VO x t1% + hoz (VO - ©) + hoz (VO - ) (div £) + s (VO - t x curl ©)} .
(4.71)
Os termos lineares, [; e I, se anulam. As outras constantes sao tais que
1 4 1 ) 1
ko1 = g[Kzz — K33] cos™(9) - 1 [K22 + K33] cos” (D) + 3 (K22 +3K33], (4.72)
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para a constante tipo splay para o campo t,

1
K5 sen?(9) + K33 cos?(9) +2vy

koz =
x % {sen(9) [(v4)*[16 —8sen ()] + v4sen?(9) [8Kzz +2(Kz3 — Kz2) sen ()]

+ Koo (Ko + K33) sen® (9)]
+cos (9) [8K2 K3 + (—8(Ka2)* + 8Kpp K33 + 2(K33)%) sen®(9)]
+c0s*(9) [8(2Ka2v4 + Ka3zvasen(9)) — (8(Kzz)* — Ka3(11Kzp + K33)) sen’ (9) ]
+sen®(20) [2(Kap)* — 4Kzovy +4K33va],} (4.73)

para a constante tipo twist para 0 campo t,

1
Kz cos2(9) + Kzs sen?(9)

1
X E {KllKgg sen4 9) + 2K55 K33 COS6 (9) + [2Koo + 4K55V4] COS4 (9)

ko3

(2K22 + 3K22K33) cos® (9) sen? (9) + Kaz (Kzz + K33) cos? (9) sen’ (9) + Kaz vy sen®(29)},
(4.74)

para a constante tipo bend do campo t, e finalmente,

1
K5 sen?(9) + Kzz cos?(9) +2v,

kos =

x i {2K22 K33 5en®(9) + 4v4 (Kzo + K33) sen* (9)

+8(v4)? sen?(9) + 2(Kzs — 2K2,)? cos* () sen® (9)

+2 [4(K22)? - K33(3K22 — K33)] cos?(9) sen* (9)

+ [Va(4Kzz — 2K33) — (K22)*| sen® (20)

—8K33 K2 cos () — 8v4 Kpp cos? (9)}, (4.75)

para a constante tipo saddle-splay para o campo t. As constantes relacionadas a
V9 sdo tais que

1
for = K55 cos?(9) + Kzz sen? ()
1
x5 {[(K33)* + K33(v4)| sen* (9) + (Kp2 K33) sen® (9)
+K22 (K33 + v4) cos? (9) sen® (9) + 2(Kz2)? cos? (9) }; (4.76)
1 2 1 2 1 2
hos = ZKgg cos“(9) + 51/4 cos“(9) + 51/4 sen” (9); (4.77)
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]’log = —%(Kgg +4vy) sen(29); (478)

Koo [— K2z — K33 — 2v4)] cot(D)
Z[Kgg cos? (19) + K33 sen? (19)] '

1
h04 = 5 sen(219) [—Kgg — Kgg — 2V4] + (479)

Para Eq. (4.71), as componentes perpendicular e paralela ao campo t de (V¢) séo

(K33 — K22) cos?(9) Ky, cot(9)
\Y = 1t VI xt), (4.80a
Vo). K»5 cos?(9) + Kzz sen?(9) (curll 9 + K»5 cos?(9) + Kz3 sen?(9) (Vox0, ( )

Vo)t = K2
¢ T 2v4+ Koy sen?(9) + Kas cos?(9)

-2v4- K 2 K33 — 2K 2
2v4 — Ky sen”(9) + (Kzz — 2Kp,) cos” (9) (cutl -0,  (4.80b)

4vy + 2[K3z3 cos? () + Koo sen? (9)]

respectivamente.

Comparamos as energias dessa sec¢ao pelo regime de uma constante. Considera-
mMOosS 0s seguintes casos:

() K1 =Ky = Kz3 = K, com K4 =0 e para as outras constantes «x; =y =v; =,
com (i=1-3),(j=1-6);

(i) K11 = Ko» = K33 = Koy = K, isto é, todas as constantes tipo Frank iguais, e as
outras constantes kx; = u; =v; =¥, com (i =1-3), (j =1-6);

(i) Kj1 =Ky =Kzz3 =Kog =x; =y =vj = K, ou seja, todas as constantes de fi,;
iguais, com (i=1-3), (j=1-6);

(iv) Por fim, Ky, = K33 =k2 = v4 = K, para 0 caso de Feg.

Em todas as situacdes, a energia inicial Fyg preservou a mesma forma, pois admiti-
mOos que n ndo varia como as outras constantes.

Caso (i): As constantes tipo Frank de F., encontradas foram

- 1= 2 1_[3 4 2 1
_1 I _ _ 1. 4.81
ki 5 Kl1+cos (19)]+2v - cos (9) — cos*(9) 5| (4.81a)

Koy = SLZE [20+12cos(2D)] + 3%7 [cos(49) +4cos(29) +32sen(d) —5]; (4.81b)
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1—
kss = 2K [2cos®(9) + 3 cos* (9) sen? () + sen® (9) + 2 cos® () sen* (9) + sen® (29)]

1
v [4cos?(9) + 4cos* () +2cos?(9) sen (9) + sen? (29)]

+£_{ cos*(9)sen?(9) + i [2 cos*(9) + 2 cos*(9) sen? D]; (4.81¢)

kaq =

Y — 2(E)Z+5EV+6@2+((E)Z—ﬁ—zmz)cos(za)]senz(ﬁ). (4.81d)
2(K +2v)

As constantes h;; (i =1-4) encontradas foram

_ 1 — 1
hyp = 3—21( [12+4cos(29)] + 3—27 [13 — 14 cos(29) + cos(49)]; (4.82a)
— 1— 1_
hyy = A_LK+ 6" [33-9co0s(20) +16cos(49)]; (4.82b)
— 1— 1_
hys = SKsen(29) + £ V[-3+ cos(2)] sen(29); (4.82c)
_ 1— 1
hag = —EKsen(Zv.‘)) + EV [cos(29) — 3] [cos(D) +sen(D)]?. (4.82d)

As constantes lineares:

1 -
I = EVsenZ(ﬁ); I, =Vvcos(29). (4.83)

Caso (ii): Admitimos que K;; = K»4 = K; nesse caso, a constante ki, = k11, ou seja,

k11 = =K1+ cos®(9)] + %T/ Zcos“(ﬁ) — cos?(9) — % : (4.84a)

N |~

A constante k», encontrada foi

koo = m [24(K)? + 51KV — 10(%)? + 4[2(K)* + 3KV + 2(¥)*] cos(29)
+¥(K +2%) cos(49) + 32KV sen(9) + 64(¥)*sen(9)]; (4.84Db)

A constante ks3:

- 1 ~ ~ ~ - -
kg = — [28K +74(K)? + 47 + 132K 7 + (- (K) + 2¥ + 2K (17 + 637)) cos(29)

~2(5(K)? + 2K (1 + V) +2¥) cos(49) + (K)? — 2K — 2v + 2KV) cos(69) | ;

100



4 Teoria de coarse-graining

(4.84c)

A constante tipo saddle-splay encontrada para o segundo caso foi

Ka [(K)* + KV +6(¥)* + (K)* — K — 2(¥)%) cos(29) | sen*(9). (4.84d)

T 2(R+2v)
As constantes h;; foram
~ 1 - 1.
hy = 3—21([6 —2cos(29)] + 37 [13 — 14 cos(29) + cos(49)], (4.85a)
para hi;; ainda temos
- 1. 1.
hoo = ZK+ EV [33-9cos(29) + 16cos(49)]; (4.85Db)
a constante hs3 s6 depende de v:

hss = =¥ [cos(29) — 3] sen(29); (4.85¢)

x| =

por fim, a constante /,:

3 _ 1

haa = —Ksen(29) + 517 [cos(29) — 3] sen(29). (4.85d)
As constantes lineares s&o iguais as do Caso (i):

I = %Tfsenz (9); I, = vcos(29). (4.85¢€)

Caso (iii): Encontramos para as constantes tipo Frank os seguintes resultados:

ki = %f( [3cos®(9) —8cos*(9) +10]; (4.86a)
koo = %IA( [3cos(49) + 28 cos(9) + 96sen(I) + 65]; (4.86Db)

N 1 . 1
k33 = ESK [3cos(63) — 14 cos(49) + 125cos(29) + 206] + 28 [32+36cos(29) —4cos(69)];
(4.86¢)

kas = %K [cos(29) — 4] sen? (D). (4.86d)
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J4 as constantes h;;

hiy = %K[cos@ﬁ) —16cos(29) —19]; (4.87a)
hyy = %K [16cos(49) —9cos(29) +37]; (4.87b)
hss = %K[cos(Zﬂ) —3]sen(29); (4.87¢)
has = %K[cos(zl‘)) —5]sen(29), (4.87d)

e as constantes lineares,

~ 1 A 2 ~ A

I = EKsen (9); I, = Kcos(29). (4.88)
Caso (iv): Como ja mostramos, as constantes lineares se anulam simplesmente

pela configuragdo proposta para a Eq. (4.42). Analisamos, entdo, as constantes
koi, ho; (i =1—4). Primeiramente, para as constantes tipo Frank encontramos

. 1.
ko1 = EKsenz(f)); (4.89a)
ko2 = %K [5cos(29) + 8sen(d) +3]; (4.89Db)

. 1 .
kos = 7 [47K + (K - 2) cos(49) + 8 cos(29) + 10] cos? (9); (4.89¢)
koa = iK [3 —34cos(29) —cos(49)]. (4.89d)
Para as constantes fy;:
. 1 .

ho1 = EK[S —cos(29)]; (4.90a)
hgs = I—IGK[7+5005(219)]; (4.90b)

. 5.
hos = —ngen(Zﬁ); (4.90c)
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hos = K [-3sen(29) —2]. (4.90d)
A média de V¢ para o Caso (iv) &

(V) | = cot() (VI x t); (4.91a)
1 1
(Vo) -t= §+§(curlt't), (4.91b)

As ilustracBes a seguir comparam a variacdo da constantes reescaladas k;;, 1;; com
as constantes k;, hip; (i =1—4) em funcdo do angulo de cone, 9. Como a intencao
€ analisarmos somente a tendéncia de variacao das constantes elasticas nas duas
aproximagoes, os termos constantes de kss e ko3 foram omitidos.

Diversos autores afirmam que o angulo de cone ideal, para o qual a fase twist-bend
€ estavel, é 9y = 20° [1,12,39,/48, 75]?]. Com esse valor, estimamos as constantes
elasticas para os casos (iii) e (iv), € as comparamos com os valores da energia
coarse-grained da segdo anterior, Eq. (4.30), Ref. [1]. A tabela a seguir resume os
resultados encontrados.

Tabela 4.1: Constantes elasticas das densidades de energia na escala aumen-

tada. T Cada constante elastica esta “normalizada” pela respectiva constante da

aproximacao adotada: as constantes da primeira linha sdo normalizadas por K; da

segunda linha, K; da terceira linha, K.

En. mol. [Ref] En. CG k1 i ko i ks i ks i h i hy i hs i hy i
fwz (1] Fer EQ. (4.30) [ 0,94 [ 0,91 [ 0,91 | 0,06 | 0,11 1 1-0,32]-0,64
fior [47] Fe1 Eq. (4.60) | 0,66 | 0,75 | 2,33 | -0,13 | -0,97 | 2,06 | -0,18 | -1,36
fwo 160] Fego Eq. (471) [0,05] 1,2 [ 26 [-0,97 [ 0,26 | 0,68 | -0,4 | -3,93

Alguns comentarios a respeito dos resutados que mostramos na Tab. merecem
destaque. O primeiro diz respeito a k, < 0 na segunda e terceira linhas, Egs.
e (4.71), respectivamente. Na primeira linha, Eq. (4.30), as constante tipo Frank
respeitam desigualdades semelhantes as de Ericksen para a fase nematica [13,16],
€, N0S casos encontrados aqui, a constante tipo saddle-splay néao esta de acordo.

As desigualdades da Ref. [1] nada diz a respeito das constantes de volume — ape-
nas que devem ser positivas —, mas trabalhos experimentais reportam valores de
K33 muito menor que as demais constantes de volume na escala molecular, na fase
nematica [39]. As aproximagdes tomadas aqui mostram uma tendéncia diferente,

8Existem trabalhos que reportam angulos de cone 9y =~ 9 — 11° [40], porém, por simplicidade,
vamos nos ater a 9y =~ 20°, como ja mencionamos no texto.
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AN

Constantes elasticas &k, (i=1-4)
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Figura 4:4: Variacdo das constantes reescaladas kii (abaixo fz,-,-), em azul, e ky;
(abaixo hy;), em vermelho, (i =1-4), em funcéo do angulo de cone 9 €]0; 7 /2].

com ks =k, < ky para o primeiro caso, € ks > ki, k, para 0os segundo e terceiro ca-
sos. Isto estd de acordo com a fase nemética usual [6,/13], mas serd que a mesma
ordem valeria para as distorgdes tipo Frank no nivel das pseudocamadas?

A desigualdade das constantes na versao coarse-grained nao traz restricoes a
hs, hy <0, 0 que de fato acontece aqui. A Unica divergéncia é a respeito da constante
hy no caso (iii) para a energia Eq. (4.60). Vale lembrar que fizemos aproxima¢oes

104



4 Teoria de coarse-graining

apenas para estimarmos os valores das constantes. Como elas dependem de va-
rias constantes na escala molecular, além dos senos e cossenos do angulo de cone,
uma outra forma de aproximacgéo, ou um estudo entre a transicdo da escala local
para a escala global se faz necessario.

Como dito no comego da sec¢ao, todo o resultado apresentado aqui € inédito. Pre-
cisamos de um melhor entendimento da correspondéncia entre as constantes mo-
leculares e as constantes coarse-grained. As densidades de energia depois da
mudanca de escala também precisam ser estudadas em situagdes aplicaveis em
laboraté6rio, como perturbacdes por campos externos, transicdes de fase e defeitos
topolégicos, apenas para citar alguns casos.

As duas versdes coarse-grained das energias de Virga [48] e Barbero e colaborado-
res [47] sdo como a energia de Frank para t, adicionada a termos que tratam da va-
riacdo de 9. Como dissemos na Ref. [1], essas versdes sdo energias para uma fase
nematica aumentada. Apresentamos agora outras versdes coarse-grained para a
fase twist-bend, todas essencialmente esméticas.

4.5 Outras teorias de mudanca de escala

O método de coarse-graining na fisica dos cristais liquidos ndo € uma técnica nova.
Citamos trabalhos de Lubensky no estudo de colestéricos [67,68], bem como um
problema proposto no livro de de Gennes (veja Ref. [6], pag. 293-4) também para
a fase colestérica, além do trabalho de Radzihovsky e Lubensky [71], que nos ins-
piramos para aplicar a técnica as teorias da fase nematica twist-bend.

Como a descoberta da fase Ny, € um evento recente e ainda ha muito a ser feito, a
técnica de mudanca de escala também da seus primeiros passos. O primeiro traba-
Iho que diretamente ligou a fase twist-bend a uma energia coarse-grained é devido
a Challa e colaboradores [45] — recordando do inicio do capitulo, foi o trabalho que
deu 0 nome de pseudocamadas ao padrao semelhante as imagens FFTEM para
a fase twist-bend —. Em linhas gerais, o trabalho apresentou estudos da transicéao
N — Ny, de dois compostos sob acdo de campos magnéticos. Ao analisarem a on-
dulacdo das pseudocamadas, dada na forma u = upsen(q,z) cos(gxx), COM O €ix0-z
paralelo ao padrao de listras, os autores propuseam uma energia do tipo

ou 1 (du\)?
Fog = 3z 2\3x

1_(0u\?
32 2 +5K(—). (4.92)

0x

1
2
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Na Eq. (4.92), B é chamado médulo de compressdo das pseudocamadas e K €
uma constante de splay efetiva. Os autores ndo mostraram como chegaram na Eq.
(4.92), apenas citaram a Ref. [6] como fonte das estimativas feitas para a energia
acima, com os dados retirados dos experimentos. Para o cristal liquido CB7CB, es-
timaram K ~25 pN, afirmaram que o arranjo experimental ndo favorece medidas da
constante B, mas conjecturaram um valor menor que o médulo de compressao dos
esméticos [45]. Uma rapida inspecéao revela que a energia coarse-grained proposta
por Challa e colaboradores é semelhante as Eq. da Ref. [71] e Eq. (8.17),
para a fase esmética [6,126,32].

Também inspirados por de Gennes [6], C. Meyer e I. Dozov apresentaram uma ver-
sao diferente de energia coarse-grained para a fase Ny, [73]. Os autores indicaram
um paralelo entre a fase nematica twist-bend e a SmA*, isto é, uma versao quiral da
fase esmética-A. Com isto em mente, sugeriram um parametro de ordem complexd|
o (r) =sen[0(r)]exp[id¢p(r)], cujos elementos pertencem a fase twist-bend: sen(0) € a
amplitude das pseudocamadas, e para o método de coarse-graining, varia com a
posicdo; ¢ =2xm (me Z) é a fase, ou a posi¢cdo de cada pseudocamada, e também
varia espacialmente. Para esta configuracao, a densidade de energia na escala das
pseudocamadas é

ts = [i5" Uoh+71|Vjo]" +yL] (Vi - igodN) o]’

1
L (sV)"+ KR (V) 26 eN) + K (V)] (4.93)

Na Eq. - CO”d € a energia de condensacao das pseudocamadas, isto €, o
fator que favorece a organizacao das moléculas da fase twist-bend; as constantes
¥ (y.) determinam a variagéo paralela (perpendicular) do pardametro de ordem,
referente as pseudocamadas; o vetor N é o eixo Optico da fase Ny,; no estado
fundamental N =Ny, e na Eq. (4.93), permitem que N varie espacialmentef}; K2 (i =
1-3) s&o as constantes tipo Frank no nivel das pseudocamadas, com as distor¢des
splay sV, twist tV e bend b para N.

O método de coarse-graining feito na Ref. [/3] ndo é o mesmo proposto na Ref. [71],
que nos inspirou nos resultados anteriores. Meyer e Dozov postularam qual deve
ser a energia no nivel das pseudocamadas e entao utilizaram a energia na escala
molecular para calcular os parametros de interesse. Nas palavras dos préprios
autores:

7 Assim como de Gennes propds para as fases esméticas em paralelo com transicdes de fase em
supercondutores. O leitor que desejar mais detalhes, verificar Ref. [6], Cap. 10, pag. 509-14.

8Em uma notagao diferente, o vetor N da Ref. [73] é exatamente o campo t das teorias propostas
nas segdes anteriores, e na Ref. [1].
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“[...] aplicando a mesma aproxim¢ao CG [coarse-grained] usando modelos
elasticos locais diferentes fornecerd um teste poderoso destes modelos ainda
em debate por meio de experimentos macroscopicos simples.’ﬂ

O modelo local escolhido é o de constante elastica bend negativa [41]. Com ele, as
constantes tipo Frank na escala das pseudocamadas sao tais que

1
Kf\ll = Ki1; ng\gf = Ko; Kglg = K33 + E(KH + K20) (00)%, (4.94)

gue resultou em um bend negativo no nivel das pseudocamadas. Os préprios au-
tores descreditaram o resultado, e afirmaram que as constantes y do parametro de
ordem tornam o twist e o bend das pseudocamadas energeticamente custoso. As-
sim, eles reescreveram a energia coarse-grained para a fase nematica twist-bend
como uma energia esmética.

Os mesmos autores reforcaram na Ref. [40] a versao coarse-grained por eles pro-
posta, Eq. (4.93), com a mesma energia local — o modelo de instabilidade elas-
tic, construido sob afirmacédo de que Kz3 < 0 —, novamente tragando o paralelo
Nw/SmA*. A novidade apareceu nos argumentos qualitativos acerca do compor-
tamento da fase sob influéncia de campos externos, defeitos nas pseudocama-
das, uma versao coarse-grained para energias de ancoramento do tipo Rapini-
Papoular [13,31], e uma analogia de defeitos da fase Ny, com as twisted grain
boundaries (TGB) — cuja traducéao direta pode ser algo como “borda de graos tor-
cidas”, em analogia as bordas de graos em solidos [40].

O defeito do tipo TGB ocorre na transicdo N* —SmA* quando porcées de camadas
esméticas — ou “graos esméticos” — sdo separadas por grandes densidades de
discordancias em espira 0 que induz um twist nos graos e consequentemente
nas camadas da fase esmética. Para o leitor interessado a entender o defeito TGB,
exemplos podem ser vistos, por exemplo, no trabalho pioneiro devido a S. R. Renn
e T. C. Lubensky [76] (Fig. 2) , na propria Ref. [40] , Secéao 4, pag. 16-18 (Fig. 11),
ou em Ref. [6], Cap. 10, pag. 525-27 (Fig. 10.4).

Para a fase twist-bend, a Ref. [40] propés um modelo TGByTg para o twist das
pseudocamadas, e afirmou que esse defeito é teoricamente estavel na transicdo

9Traducdo do autor para ‘...] applying the same CG approach using different local elastic mo-
dels will provide a powerful test of these still debated models by simple macroscopic experiments.”,
presente na Ref. [73].

10Traducao direta de “elastic-instability model”, presente nas Ref. [40L(73].

"Comentamos sobre as discordancias em espiral e aresta no segundo capitulo, mostrando que
ambas, em menor densidade, podem induzir twist e bend das camadas da fase esmética, como
também mostra a Ref. [32].
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N - Ny, para o0 modelo coarse-grained das Refs. [40,(73].

De uma maneira mais formal, Z. Parsouzi e colaboradores [77] apresentaram uma
energia coarse-grained baseada na energia local de Shamid e colaboradores, Eq.
[49]. Essa energia depende do diretor e de uma polarizacéo intrinseca das
moléculas:

K K K-
Fntg = f(div n)’ + ?z(n-curl n)’ + fln x curl nJ?

v K
+§|p|2 + lel4 + E(Vp)2 —Amxcurl n)-p+nm-p)

Na equacdo acima, K; (i = 1-3) sdo contantes tipo Frank para o volume, u =
o (T — Tp) € um coeficiente para a polarizacdo dependente da temperatura, v € um
termo positivo e independente da temperatura, x € um termo que penaliza varia-
cOes espaciais de p, A representa o acoplamento entre a polarizacao e a distor¢éo
tipo bend, e o parametro n favorece a polarizacao paralela ao diretor [77]. O ultimo
termo n ndo estava presente na energia proposta em Ref. [49]. Assim como nas
Refs. [1,71], os autores propuseram um sistema de coordenadas mével (e, ey, t)
para promover a mudanca de escala, e escreveram o diretor

n = sen|[f] cos[qoz + P(r)]le; +sen[f] cos[qpz + p(r)]e; + cos[f]t,
e a polarizacao
p = posen[qoz + ¢p(r)]e; — pocos[qoz + Pp(r)]ez + Op, (4.95)

com ¢(r) o parametro que deve ser minimizado. Os autores se referiram a g como
0 angulo de cone e gyz 0 angulo de giro. A magnitude da polarizacao € py e dp =
dpyer+06p,e, +6p.e, € uma pequena flutuagdo em p no sistema de coordenadas
fixo (ey, ey, e;) [77].

O método resultou em uma energia tipo esmética, com trés coeficientes que de-
pendem das constantes locais, dos parametros gy € po, € do angulo de cone g.
Fazendo um paralelo com a fase esmética, os pardmetros representam o médulo
de compressao B, 0 splay K, e ainda acrescentam um parametro que mede o des-
vio do diretor em relacdo as camadas da fase esmética. As constantes da energia
na escala das pseudocamadas foram apresentadas como

Besr = [Kz sen* (B) + Kz sen?(B) cos*(B) + k po| (q0)*
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para o mddulo de compressao,
2 1 2 1 2
Kesr = Ky cos”™ () + 5 Kssen B+ 5K(po)

para o splay das pseudocamadas, e

K1+ K,
2(K3)?

1
Defr = 5 (Ki + Kp) sen” () (q0)” = A*(po)?
para a constante de desvio do eixo éptico t em relagdo a normal das pseudocama-
das. O subscrito “eff”, derivado de “effective” é para reforgar que as constantes séo
das pseudocamadas da fase twist-bend [77].

A Ref. [77], apoiada pelo trabalho também de Parsouzi e colaboradores [78], conse-
guiu estimar o valor das constantes coarse-grained Begs, Keir € Degr, além de outros
parametros, como ¢ € po, por experimentos de espalhamento de luz. Para o cristal
liqguido chamado DTCm, cuja transigdo N — Ny, ocorre a 88,25°C, os valores téorico
e experimental de Bei ~ 103-10* Pa; K. ~ K; na fase nemaética, podendo variar de
2 a 33 pN, préximo da transicdo nematica-istrépica e N — Ny,, respectivamente; por
fim, a razao Dt/ Betr ~ 6 [78].

Por outro lado, E. Gorecka e colaboradores [79], em um estudo sobre a fase ne-
matica twist-bend quiral, N7 — que surge no resfriamento de compostos na fase
nematica quiral N* — comparou o composto chamado SB3/5 com o CB7CB. Um
dos estudos foi sobre 0 médulo de compressdao B de ambos 0s compostos em
funcédo da temperatura. O resultado encontrado tanto para o SB3/5 como para o
CB7CB foi que 0 modulo de compressao é da mesma ordem de grandeza do que o
encontrado para a fase esmética. Para que B encontrada via coarse-graining na
Ref. [78] tivesse validade, as constantes elasticas na fase nematica usual deveriam
ser ~108 vezes maiores que os valores encontrados em laboratério [78].

Em sintese, as energias na escala das pseudocamadas apresentadas aqui sao se-
melhantes a proposta para a fase esmética. As trés oriundas de diferentes métodos
e energias locais. Todas apresentaram resultados significativos ao confrontar teoria
com experimento, mas ha inconsisténcias. Isto incentiva a busca de novos modelos
e outras formas de comparagdes entre as teorias com resultados experimentais.
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4.6 Consideracoes finais

Apresentamos o método de coarse-graining, que chamamos de mudancga de es-
cala, para estudarmos a fase nematica twist-bend sob a 6tica das pseudocamadas.
O método, inicialmente aplicado na fase colestérica, descrevia a fase em uma es-
cala muito maior que o passo.

Para desenvolver a teoria de coarse-graining seguimos o procedimento de Rad-
zihovsky e Lubensky, que propuseram uma densidade de energia tipo esmética
nao linear para os colestéricos.

Analisando o padrdo das pseudocamadas, alguns autores preferiram uma versao
coarse-grained das energias na escala molecular, semelhantes as da fase esmé-
tica. Os autores que mostramos aqui seguiram diferentes caminhos: ou pela aplica-
cao direta da energia esmeética nas pseudocamadas; pela derivagdo de uma ener-
gia molecular tipo Landau-de Gennes que resultou em uma energia tipo esmética;
ou ainda aplicando o método rigorosamente como Radzihovsky e Lubensky para
outra energia molecular do tipo Landau-de Gennes, que originou uma energia tipo
esmeética com um termo elastico extra.

Nossa proposta foi seguir por um caminho diferente. Partimos de energias mo-
leculares do tipo nematica, e geramos energias na escala nematica aumentada.
Alguns pontos merecem destaque ao compararmos a energia da Secao 4.2 com
as da Secao 4.3: (i) o parametro (Vg) da Secao 4.2 € escrito em termos de ¢, e
para as energias da Secao 4.3, ele aparece somente em termos das constantes
elasticas locais. Combinando ambas, podemos achar um significado fisico para v,
por exemplo; (ii) As energias da Secao 4.3 contém um termo referente a energia
do estado fundamental, que depende do parametro de acoplamento n; (iii) Termos
lineares relacionados ao angulo de cone aparecem nas energias da Se¢ao 4.3, 0
gue é novidade se comparada com a energia da Sec¢ao 4.2 e Ref. [1]; (iv) As apro-
ximagdes que utilizamos para as energias de Barbero e Zola e seus colaboradores
resultam em termos negativos para a distorcao de saddle-splay. Seria interessante
procurarmos uma aproximagao mais apropriada; (v) Assim como ocorre na ener-
gia de Frank para a fase nematica usual, as energias da Seg&o 4.3 apresentam
constantes de bend maiores que as demais constantes de volume.

Como ja informamos, as energias da Secao 4.3 sao inéditas e ainda precisam de
outras investigacdes para termos resultados mais satisfatorios.
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Propusemos duas densidades de energia para a fase nematica twist-bend na es-
cala das pseudocamadas. A primeira delas, foi feita em partes durante o periodo
de doutorado sanduiche. A segunda, ainda inédita e em vias de publicacao, difere
da primeira por apresentar termos lineares e termo referente a um “estado funda-
mental” das pseudocamadas.

As energias foram encontradas pelo método de coarse-graining, que parte de uma
local, em nivel molecular, para uma escala global. Na escala global, as energias
sdo descritas em termos de parametros mensuraveis experimentalmente, como o
angulo de cone e o eixo 6ptico. Encontramos também o valor médio da variacéao
do angulo de giro, que na escala molecular se apresenta como Vg = gt. Os valores
encontrados dependem das constantes elasticas a nivel local e do angulo de cone.
Para a versao coarse-grained da energia de Virga, (V¢) apresenta um termo g e
outro relacionado aos parametros locais. Ja para as versdes coarse-grained das
energias de Barbero e Zola e seus colaboradores, obtivemos (V) proporcioal a
K2 € inversamente proporcional a v4,. Comparando os dois resultados, pudemos
escrever as constantes x, e v, em termos de g, que nos oferece um significado
fisico para v4, por exemplo.

Diferentemente de outros autores que propuseram energias tipo esméticas na ver-
sao coarse-grained, nds apresentamos energias também neméaticas para as pseu-
docamadas, ou como intitulamos na Ref. [1], energias nematicas aumentadas. Em
comum, as duas energias apresentam os quatro termos tipo Frank para t, splay,
twist, bend e saddle-splay, e quatro termos relacionados V9. Os termos locais va-
riam nos casos estudados, mas essencialmente sao bastante parecidos. A energia
coarse-grained que propusemos nesta tese ainda apresenta termos lineares relaci-
onados a V9, que desaparecem na versao simplificada da energia local.

O método de coarse-graining por si s6 € um exercicio bastante interessante. Fomos
inspirados por uma versao de energia tipo esmética nao linear para a fase colesté-
rica, da Ref. [69]. Todo o processo, utilizando o devido rigor matematico, apresenta
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uma quebra de simetria que emitiria um “fénon esmético”. No nosso caso, apesar
de haver uma quebra de simetria entre o arranjo helicoidal e as pseudocamadas da
fase Ny,, ndo levamos em conta a emissdo de nenhum “fénon twist-bend”, ou algo
do tipo. Nos utilizamos os argumentos do método como uma ferramenta matema-
tica para promover a mudancga de escala na energia molecular.

Como a fase nematica twist-bend apresenta um comportamento exético, se com-
parada com outras fases termotropicas, achamos necessario fazer uma introducao
a fisica dos critais liquidos. Afinal, essa fase apresenta elementos de outras fases
termotrdpicas conhecidas, a saber, nematica — e aqui nos referimos a fase nematica
uniaxial usual —, esmética e colestérica. A fase Ny, € nematica em esséncia, com
uma densidade molecular constante e formada por moléculas aquirais, mas possui
caracteristicas da fase esmética, como a formacao das pseudocamadas, e da fase
colestérica, como um passo bem definido e um estado fundamental duplamente
degenerado.

Neste sentido, achamos por bem comegcar o trabalho com uma breve histéria dos
cristais liquidos, para expor alguns fatos a respeito do surgimento e das principais
subdivisdes. Desta maneira, fica mais claro ao leitor identificar onde esta a fase
twist-bend na fisica dos cristais liquidos, sua importancia histérica e as principais
ferramentas para identifica-la.

Isto abre caminho para falarmos com mais detalhes sobre as fases nematica, es-
mética e colestérica, com a finalidade de descrever sua principais caracteristicas,
para quando mencionarmos a fase twist-bend, desde sua predigédo tedrica até a
comprovagao experimental, sabermos apreciar as diferengas e similaridades entre
as fases.

Com as fases bem definidas, cabe uma descricao tedrica delas. Assim, derivamos
a energia elastica do modo mais geral, que engloba a fase colestética e tem a fase
nematica como um caso particular, e apenas apresentamos a energia para as fases
esméticas. Assim como a exposicdo das fases nematica, esmética e colestérica
foram Uteis para entendermos o comportamento da fase twist-bend, a teoria elastica
também serviu de pano de fundo para as derivacdes para a fase Ny,. Nosso foco
principal foram duas destas energias, ambas com dois diretores: o diretor molecular
e 0 eixo Optico, sujeitos a um vinculo dado pelo angulo de cone formado pelos
diretores.

Apresentamos a energia elastica das fases N e N* por trés caminhos diferentes:
0 primeiro, seguindo em uma notagao tensorial covariante; o segundo, usando os
tensores na notacao cartesiana, mais simples e direto; o terceiro, também em no-

112



5 Conclusées e perspectivas

tacdo cartesiana, inspirado pelas energias proximas as transigdes de fase. Essa
ultima é particularmente importante porque também foi construida com dois direto-
res. Nesse caso, o diretor da fase e o parametro de ordem escalar.

Com todos os argumentos apresentados, ficou mais facil introduzirmos as teorias
elasticas com dois diretores para a fase Ny,. A primeira delas, presente no trabalho
de Barbero e colaboradores, é mais parecida com as duas ultimas que derivamos
para a fase nematica. Consequentemente, a segunda, de Virga, se assemelha mais
a primeira derivacao para as fases N e N*. Apds apresentarmos as teorias elasticas
com dois diretores, achamos por bem compara-las com outras teorias elasticas da
fase Ny, propostas na literatura. Duas delas sdo as pioneiras de Meyer e Dozov, e
a terceira, de Shamid e colaboradores, serve como uma ponte entre elas. Apesar
de essas trés também serem inspiradas pela energia de Frank, sdo construidas por
caminhos diferentes das teorias de dois diretores.

No quarto capitulo apresentamos as versdes coarse-grained das teorias com dois
diretores para a fase Ny,. Primeiro mostramos o processo feito por Shiyanovs-
Kii e colaboradores, que comegou no periodo de doutorado sanduiche. Usando
0 mesmo método, encontramos as energias a nivel das pseudocamadas partindo
das energias locais de Barbero e colaboradores, e a particularizacdo de Zola e
colaboradores. Os resultados sdo bem parecidos, como era de se esperar. Tam-
bém comparamos as energias coarse-grained com outras versdes encontradas na
literatura.

Ainda ha muito a ser feito com as energias recentemente encontradas, por exemplo,
(i) compreender melhor o comportamento das constantes elasticas na escala au-
mentada e como elas se relacionam com as constantes na escala molecular; (ii) o
estudo de perturbagdes externas por campos elétricos e magnéticos na escala au-
mentada; (iii) como devem ser as versdes coarse-grained dos ancoramentos forte e
fraco, e como minimizar a energia nesta escala; (iv) estudos de defeitos topoldgicos,
distorcbes das pseudocamadas, e a relacdo entre a energia e as diferentes helici-
dades; (v) ainda na classe dos defeitos, estudar se a energia nematica aumentada
€ capaz de descrever os defeitos tipo cdnicas focais da fase, entre outros.

Os estudos da fase nematica twist-bend estdo em seu inicio — podemos dizer que a
fase comecou a ter a devida atencao a partir de 2011-13 — e, portanto, ha um grande
caminho a ser percorrido, tanto tedrica como experimentalmente. Esperamos ainda
fazer parte dos estudos sobre esta fase tdo intrigante e interessante, e que, de
alguma forma, os avancos reunidos aqui possam motivar outros pesquisadores.
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A Vetores e tensores

Neste apéndice, compilamos todas as propriedades e formulacdes necessarias so-
bre os vetores e tensores que utilizamos na tese, especialmente nos terceiro e
quarto capitulos. Para isto, seguimos de perto o segundo capitulo da Ref. [13],
modificando-o de acordo com nosso interesse, além das referéncias [80-84]. Va-
mos nos ater principalmente a notagdo covariante dos tensores, mas a extenséo
para a notacao cartesiana é bastante direta.

Todo o desenvolvimento matematico utilizado no texto foi feito em subespacgos do
espaco euclidiano R3: espaco tridimensional dotado de produto interno. Os ve-
tores e pontos sao os principais objetos que compdem este espaco. Vetor v é a
entidade que leva um ponto p a um ponto g; o vetor —v leva g a p; sendo assim,
definimos o vetor nulo 0 como o vetor que leva um ponto a ele mesmo, ou seja,

v—v=0.

O produto interno entre dois vetores u,ve R® é denotado por u-v e indica a projecio
de u em v. O mdédulo, comprimento ou tamanho de um vetor u é definido pelo
produto interno como segue: |u| = vu-u. O subespaco esfera unitaria de R3 é
definido da seguinte maneira:

$%:= (veR® tal que |v| =1},
isto é, é o espaco de todos os vetores unitarios.

A base de um subespaco de R3, denotada pela tripla (e;, e, e3), é formada por trés
vetores quaisquer de S$? mutuamente ortogonais, ou seja,

ei-ej:6,~j, para i,j:1,2,3

e 0;; conhecida como delta de Kronecker:

1 -
5,-]-::{ 5 =7 (A1)
0 se i#j
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A Vetores e tensores

Se (e, e;,e3) € a base de um subespaco de R3, qualquer vetor v deste subespago
pode ser escrito da seguinte maneira:

3
v= Z vie;,
i=1
para o caso de v;=v-e;, parai=1,2,3.

Tensores sao objetos mais gerais que vetores. Dizemos que um vetor é um ten-
sor de primeira ordem e um escalar € um tensor de ordem zero. Quase sempre,
trabalharemos com tensores de segunda e quarta ordens. Representaremos o0s
tensores de segunda ordem por uma letra mailscula em negrito: A,B,C,...; 0S
tensores de quarta ordem serdo representados por letras maiusculas e em ne-
grito diferentes: A,B,C, ...

As componentes dos vetores e tensores na notacao cartesiana sao representadas
por indices. As componentes de um vetor tém um indice: u;, v, wg,...; as COMpPO-
nentes de tensores de segunda ordem tém dois indices: A;j, Bk, Cmn, ..., @S com-
ponentes de tensores de quarta odem tém quatro indices: A; ki, Bmnop, ... Também
utilizaremos (pseudo)tensores de terceira ordem, que serao representados por trés
indices. Na notacdo cartesiana, respeitaremos a convencdo de Einstein para
indices repetidos, ou seja, sempre que numa expressao houver vetores ou tenso-
res com indices repetidos, singnifica que ha uma somatéria sobre este indice. Por
exemplo, o produto interno

3

u-v= Z u;vi = u;v;,

i=1
ou seja, sera representado apenas por u;v;. Mais do que isso, sejam dois vetores
u;,vj € R3, o produto interno é tal que

ujv; = u,-vj6,-j.
Os indices repetidos indicam uma contragcao de tensores.

Tensores de segunda ordem também sao conhecidos como aplicacoes vetoriais.
Os tensores cartesianos sao aplicagdes vetoriais lineares que respeitam o produto
interno. Seja A um tensor de segunda ordem e u,ve R3. O tensor A é cartesiano se,
e somente se

A -Alv) =u-v.
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A Vetores e tensores

Tensores A, B s&o lineares se respeitarem a associatividade
A+B)v=AWv)+B(v)
e a multiplicagdo por um escalar a € R respeitar
[aA](v) = a[AV)].

O conjunto de tensores que obedecer as relagbes acima forma um espaco linear,
cujo elemento nulo é

o0(v) =0, (A.2)
e o elemento identidade é
I(v) =v. (A.3)

Geralmente omitimos os parénteses para indicar a aplicagao vetorial. No decorrer
do texto e a partir de agora, neste Apéndice, também o faremos, a ndo ser que seja
necessario.

Da mesma maneira que tensores de segunda ordem s&o conhecidos como aplica-
cOes vetoriais, podemos dizer que 0s tensores de quarta ordem sao “aplicagcdes aos
tensores de segunda ordem”. Ainda nado definimos o produto interno entre tenso-
res, mas as propriedades de linearidade podem ser escritas da seguinte maneira:
(i) associatividade

(A+B)C=A(C)+B(C);
(if) multiplicacéo por escalar a e R
[@A](C) = ala(C)];
(iii) tensor nulo
0(C)=0;
(iv) tensor identidade

I(C)=C.
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A Vetores e tensores

Sejam a,b,v e R3. Definimos o produto tensorial entre a e b, como o tensor de
segunda ordem (a®b), cuja aplicacdo em v é tal que

(a®b)v:=(b-v)a. (A.4)

Na notagéo cartesiana, o produto tensorial entre a e b representado por a;b;. Desta
maneira, € mais claro observar que se trata de um tensor de segunda ordem — um
objeto com dois indices.

Sejam a,b,c,d € R e A no subespago de R® dos tensores cartesianos. Utilizando o
produto tensorial, valem as seguintes relagdes:

(@a®b)(c®d) = (b-c)(a®d); (A.5)

A@@®b) = (Aa) ®b. (A.6)

O produto entre dois tensores de segunda ordem respeita a seguinte relagéo:
(AB)v=A(Bv),

para A, B,v em seus espacos de interesse. A mesma regra vale para os tensores de
quarta ordens aplicados a um tensor de segunda ordem.

Utilizando o produto tensorial, podemos comentar rapidamente sobre os tensores
de terceira ordem. Sejam a,b,c € R3. O produto tensorial (a®@b®c) & um tensor
de terceira ordem, que aplicado a um vetor v € a um tensor de segunda ordem A,
produzem

(asbec)v:=(v-c)(a®b),

(a®bec)[A] :=(b-Ac)a,

respectivamente.

Como comentamos, existem também os pseudotensores. Veremos nesse trabalho
um caso especifico de pseudotensor de terceira ordem, e ainda comentamos no
texto sobre um pseudoescalar. Em linhas gerais, pseudotensores sao objetos que
se comportam como tensores, mas trocam de sinal ao realizarmos uma transforma-
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A Vetores e tensores

cao de sistema de coordenadas. Mostramos a seguir o chamado simbolo de Levi-
Civita para definirmos a orientacdo de um sistema de coordenadas: de acordo
com as transformacgdes promovidas nos eixos, podemos ter uma base positiva ou
negativamente orientada. O simbolo de Levi-Civita se comporta exatamente como
um tensor de terceira ordem, mas essa mudanca de sinal de acordo com transfor-
magobes do sistema, o reduzem a um pseudotensor. Caso semelhante acontece ao
pseudoescalar h mencionado no terceiro capitulo, ou os termos relativos a quira-
lidade. A mudanca de sinal do escalar pela reflexdo de sua imagem, o reduz a um
pseudoescalar.

Dando continuidade a algebra com os tensores cartesianos, dizemos que dado um
tensor A em seu subespaco de interesse, existe precisamente um tensor AT, tal que

u-Av) = ATu) -v, Y u,ve RS

o tensor AT é chamado transposto de A, que em notacdo cartesiana escrevemos
(A; j)T = Aj;. O tensor transposto obedece as seguintes relagoes

() (asb) =bea;
(i) ADHT =A;
(i) A+B)T=AT+BT;
(iv) (AB)T =BTAT;

(v) @®b)A=a®A'b,

para a,beR3 e A, B pertencentes ao subespaco linear dos tensores de R3.

Um tensor A é dito simétrico se

é dito antissimétrico se

Em notagé&o cartesiana, dizemos que A;; € simeétrico e B;; antissimeétrico se

Aij=Aji; e Bij=—Bji,
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A Vetores e tensores

respectivamente.

Qualquer tensor L pode ser escrito em uma parte simétrica e uma antissimétrica:

1 1
L=S+W com S::E(L+LT); e W::E(L—LT). (A.7)

O tensor S é chamado parte simétrica de L; o tensor W é a parte antissimétrica
de L, também representados por

S := Sym[L] e W := Skw[L], (A.8)

representacoes do inglés para symmetric part e skew-symmetric part do tensor
L, respectivamente.

Existe uma aplicacao linear que leva o espaco dos tensores a R da seguinte ma-
neira:

a®b—~a-b,

para a,b € R3. Esta aplicagdo é chamada traco e denotada por tr[e]. O traco possui
as seguintes propriedades:

(i) tr[AT] =tr[Al;
(i) tr[1] =3;
(iii) tr[W] =0, para W:= Skw/[e].
Seja A;; um tensor na representagdo cartesiana. O trago de A;; € tal que
tr[A;ij] = Ajj,
para i =1,2,3, e respeitando a convengéo de soma de Einstein.
Com o traco, podemos definir o produto interno entre tensores de segunda odem:
A-B:=tr[ATB],
gue possui as seguintes propriedades:
(i) AT-BT=A-B;
(i) Se A é simétrico e L é escrito como em Eq. (A.7), vale A-L=A-S;
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A Vetores e tensores

(iii) Se B é antissimétrico e L é da forma Eq. (A.7), vale B-L=B-W;
(iv) Se A é simétrico e B é antissimétrico, A-B =0;
(v) O traco de um tensor A é tal que tr[A] =1-A;
(vi) A composicdo produto interno para tensores é tal que AB-C=A-CB' =B-A'C;
(vii) Para tensores de segunda ordem representados pelo produto tensorial, vale
(@®b)-(ced)=(a-c)(b-d),
para A,B,L pertencentes ao subespaco linear dos tensores de segunda ordem de

R3; S = Sym[L], W = Skw[L] € a,b,c,d € R3.

Para um tensor de quarta ordem L, existe um unico tensor L', de modo que
A-L[B]=LT[A]-B;

o tensor LT é chamado transposto de L. Em notacdo cartesiana (Lijk,)T = Ljik,
se pensarmos em um tensor de quarta ordem como o escrito na propriedade (vii)
acima. A extensdo das propriedades do transposto e simetria para os tensores de
quarta ordem é imediata.

Também definimos o produto tensorial para tensores de segunda ordem como se-
gue:

(A®B)[C]:= (B-O)A.

Os tensores antissimétricos W sao responsaveis para definirmos a orientacdo da
base de um subespaco de R3. Definimos o eixo de W, o qual chamaremos de A(W)
— A do inglés para eixo, axis —, como

A(W) := {ve R® tal que Wv = 0}.
Existem dois vetores opostos w e A(W) que satisfazem
1
w-w=-W-W,
2

A escolha de um dos vetores w define a orientacdo do espaco vetorial. O vetor
escolhido para a orientacdo € chamado vetor axial de W, e denotamos por w(W).
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A Vetores e tensores

Seja ve R3. Existe um Gnico tensor W cujo vetor associado é v:
v=w(W);

W é o tensor antissimétrico associado a v e escrevemos W(v).

Desta maneira, definimos o produto externo entre dois vetores a,b € R® como se-
que:

axb:=W(a)b,

ou seja, o vetor que obtemos quando utilizamos a aplicagao vetorial W(a) em b. O
produto externo ax b € R® é mutuamente ortogonal a a e b e obedece as seguintes
propriedades:
(i) W0)=0
(i) W@a=0
(iii) W(a)(b) =0 se a e b sdo paralelos;
(iv) axb=w(be®a—a®b), para w o vetor que define a orientacdo do espaco.

(v) axb=-bxa.

Dizemos que duas bases (e}, e, e3) e (e}, €, e}) sdo igualmente orientadas se
e -e; xe;=e] €, xe;.
Uma base de R® sera positivamente orientada se
e e xez=1.

A base sera negativamente orientada se e, -e; x e3 = —1. Em todo nosso trabalho,
escolheremos a base positivamente orientada no espaco vetorial de interesse.

Ao definirmos nossa base positivamente orientada, podemos exemplificar o con-
ceito do tensor axial W relacionado a w. Seja

w1
W= wo

w3
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A Vetores e tensores

O tensor antissimétrico associado a w serd tal que

0 — W3 wo
Ww)=| ws 0 -w
— W uwm 0

Para verificar a validade, basta calcular w x a € W(w)a para um a qualquer.

Se W e w sdo representados na notagéo cartesiana por W;; e w;, os relacionamos
da seguinte maneira:
Wij=¢€ijcwj;

1
wi = Egijkaj,

aplicando a convengéo de Einstein para os indices repetidos. O objeto ¢;r € 0
simbolo de Levi-Civita, que comentamos anteriormente, definido como segue:

1 sei,j,kéumapermutacao par;
gijk:=4 —1 sei,j k éuma permutagéo impar; (A.9)
0 se existem indices repetidos.

Com o simbolo de Levi-Civita escrevemos a i-ésima componente do produto veto-
rial de dois vetores a e b quaisquer:

(axb); =¢€;jra;by,

novamente respeitando a convencgao para indices repetidos.
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B Calculo tensorial

Este apéndice foi preparado utilizando basicamente as Ref. [13,82,83]. Definiremos
a derivada entre vetores e tensores, e estendemos o uso para a divergéncia e o
rotacional, bastante utilizados no terceiro e quarto capitulos.

Definimos o operador derivada em R® da seguinte maneira:

respeitando a notacao de Einsten, comentada anteriormente.

O produto tensorial de V.com um vetor a com derivadas suaves, representa a vari-
acao espacial de a:

V®a::Va:%(e,~®eJ-). (B.1)
ax]'

Em notacéao cartesiana, definimos a variagao espacial de a; da seguinte maneira:

aa,-

a,;j = ax]', (Bz)

ou seja a derivada da i-ésima componente de a, com respeito ao j-ésimo eixo da
base (e, ey, e3).

No apéndice anterior, dissemos que o trago é uma aplicacdo que leva um tensor
aos numeros reais. Definimos que trla®b] =a-b. Uma consequéncia direta disso
¢é a divergéncia de a. Seja a um campo vetorial de R® com derivadas suaves. A
divergéncia de a é tal que

div a:=tr[Val. (B.3)
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B Célculo tensorial

Em notagéo cartesiana, representamos a divergéncia de a; como
aii = a;joij,
respeitando a notagéo dos indices repetidos.

Seja W, = Skw[Va], ou seja, a parte antissimétrica de Va, e seja w, 0 vetor axial
associado a W,. O rotacional de a é definido como:

curl a:=2w,. (B.4)
Lembremos que se para Va definido acima,
oa;

skwival = - [9% e @e) - 2Y e v e
w[Val == | —(e;®e;) - ®e;)|.
2 ax]' ! / 6xl- / '

Utilizando os dois resultados acima, mais a propriedade (iv) a respeito do produto
interno, recuperamos

curla=Vxa,

como esperado.

Na notacéo cartesiana, temos

(curl @); = &;jra, ;.

Ha duas propriedades importantes a respeito da variacao espacial de campos ve-
toriais com campos escalares. Seja ¢ uma funcéo escalar bem comportada e a um
campo vetorial com derivadas suaves. Valem as seguintes propriedades:

() V(pa)=a®Vep+¢@Va,

(ii) div (pa)=a-Ve + @div a,

para V¢ sendo o gradiente de ¢.
Para finalizar, a regra da cadeia para variacbes de campos vetoriais
V(f-g) = (Vh'g+ (Vg ', (B.5)

para dois campos f e g bem comportados, tem uma consequéncia importante para
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B Célculo tensorial

a fisica dos cristais liquidos. Seja ne S?, ou seja,
n-n=1.

Ao aplicarmos a derivada nos dois lados da igualdade acima, obtemos a seguinte
relagéo:

(Vn)'n=0, (B.6)
gue escrito na notagao cartesiana

I’lil’li,]' =0. (B7)
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C Grupos ortogonais

Para que possamos compreender alguns efeitos da derivacdo da energia de Frank
do terceiro capitulo, e mais uma ou outra passagem do texto, se faz necessaria uma
breve introducéo a teoria de grupos. Também falaremos sobre os grupos ortogonais
que representam as fases neméatica e colestérica. Este apéndice foi preparado
utilizando em grande parte as Ref. [13,80].

Definimos grupo como um conjunto G nao nulo, dotado de duas operac¢des: uma
do tipo G x G — G, representada pelo simbolo o, por vezes chamada produto, mas
que aqui chamaremos apenas de operagdo, e outra bijetora G — G, representada
pelo sobrescrito ~! chamada inversa, obedecendo as seguintes propriedades:

Associatividade: Para todos a,b,ce€ G, vale (aob)oc=ao(boc);

Elemento neutro: Existe um Unico elemento de G, chamado elemento neutro
e representado por e de modo que ace=eoa=a;

Elemento inverso Para cada a € G existe um Unico a~!, chamado elemento

inverso, e que obedece aca l=aloa=e.

A propriedade de associatividade implica que a operacao entre dois elemenos do
grupo também pertence ao grupo. Chamamos o grupo de abeliano se aob = boa.

Um exemplo de grupo é o conjunto dos numeros reais dotados da operagédo de
soma. Sejam a,b,ceR

(i) a+b+c)=(a+b)+c, e asoma de dois nUmeros reais pertence aos numeros
reais;

(ii) Existe um elemento neutro, o numero 1, de modo que a+1=1+a=aq;

(i) Existe um elemento inverso de a, denotado por —a, de modo que a+ (—a) =
(—a)+a=1.
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C Grupos ortogonais

Note que o conjunto dos numeros reais com a operagao de soma € um grupo abe-
liano.

Por outro lado, o conjunto dos numeros reais dotado da operacao de multiplicacao
nao é um grupo, sejam a, b, c € R e a operacao de multiplicacéo x:

() ax(bxc)=(axb)xc, e o produto de dois numeros reais também é real;
(ii) O elemento neutro € o numero 1 novamente: ax1=1xa= a;

(iii) Todos 0s numeros reais possuem um elemento inverso 1/a, exceto o zero.
Desta forma, ndo podemos afirmar que R com a multiplicagdo formam um
grupo. Se excluirmos o zero, o conjunto R\ {0} forma um grupo com a multipli-
cacao.

Chamamos de grupo ortogonal o grupo que preserva a distancia entre pontos de
um espago euclidiano de n dimensdes. Em R3, representamos o grupo ortogonal
por O(3) e o definimos da seguinte maneira:

03):={Re L(R%), talque Ru-Rv=u-v, V u,veR?.

Os tensores R s&o aplicagdes vetoriais do conjunto L(R%) dos tensores de segunda
ordem do espaco euclidiano tridimensional. Existe um isomorfismo|I| entre o grupo
O(3) e o conjunto das matrizes ortogonais 3x3, dotado da operagédo multiplicacao
de matrizes?l Né&o & toa, todo o desenvolvimento algébrico sobre os tensores do
Apéndice A se assemelha muito a manipulacao de matrizes.

Conhecemos muito bem o determinante de matrizes n x n, e utilizaremos a ideia
para definirmos o determinante de um tensor. Podemos pensar no determinante
de um tensor de segunda ordem — ou uma aplicagao vetorial — como o fator de
escala que representa a transformacao que o tensor exerce em um vetor qualquer.
Representado por det[e], podemos reescrever a afirmagdo acima como segue:

A(u) = (det[A]u,
paraueR3 e Ae L(R3).

Analogamente aos determinantes de matrizes 3x3, podemos apresentar proprieda-
des do determinantes de tensores de segunda ordem de L(R3):

Palavra derivada do grego o oc (isos), que quer dizer “igual’, e popen (morphe), que quer dizer
“forma”. Ou seja, um isomorfismo entre grupo € o mesmo que dizer que ambos sdo equivalentes.
2Uma matriz ortogonal é uma matriz real cuja transposta é igual a inversa.
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C Grupos ortogonais

(i) det[0] =0 e det[I] = 1;
(i) det[AL] = A3(det[L)]);
(iii) det[AB] = (det[A])(det[B]);

(iv) det[AT] = det[A],

para A,Be L(R%) e LeR.

De maneira anéloga as matrizes, chamamos tensor ortogonal tensores cujo ele-
mento inverso é igual ao transposto. Seja A € L([R®). A é ortogonal se AT=A"1, o
que leva a

AAT=ATA=1
Outra analogia das matrizes aplicadas aos tensores é

det[L™'] =

det[L]

Seja Re 0(3), isto é, RR" =I. Desta afirmacéo e da afirmacéo (iv) acima temos que
(det[R)* =1 Y Re0O@3),

ou ainda det[R] = +1.

Existe um subgrupo de O(3) muito importante, formado por todos os tensores cujo
determinante é 1. Definimos o grupo especial ortogonal como

SO(3):={Re 0(3), tal que det[R]=1}.

O grupo SO(3) também é conhecido como grupo de rotacoes.

Quando a rotacgédo R € SO(3) preserva um eixo, isto €, Re=e, com e € S? um eixo da
base, temos um subgrupo de SO(3) definido como

SO(e,3) :={Re SO@3), talque Re=e},

que da todos os tensores que promovem uma rotagdo em torno do eixo e S2. Para
todo Re SO(3) existem um e S? tal que Re SO(e, 3).

Por fim, comentemos sobre o grupo unitario U(n), isomorfo ao grupo de todas a
matrizes unitarias n x n. U(n) € um subgrupo de SO(n).
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C Grupos ortogonais

No terceiro capitulo, ao discutirmos sobre os quatro pré-requisitos que f. deve obe-
decer para representar as densidades de energia elastica das fases N e N*, co-
mentamos na proposi¢ao (2) que um grupo de simetria para represesntar a fase
nematica deveria simplesmente preservar a distancia, enquanto a fase colestérica
precisava de um grupo de simetria que fosse invariante sobre rotacdes. Assim, afir-
mamos que o grupo O(3) é o grupo de simetria da fase nematica e o grupo SO@3) é
o grupo de simetria dos colestéricos, com base nos desenvolvimentos deste apén-
dice. A fase esmética precisa de um grupo de simetria mais restrito ainda, e este
grupo € o U(1), grupo unitario em uma dimensao.
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D Permissoes para o uso de figuras

Listamos a seguir as figuras retiradas de trabalhos de terceiros e as devidas per-
missdes encontradas nos sites das revistas.

A Fig. foi retirada da Ref. [42]. A pagina da Liquid Crystals e da editora Taylor
& Francis, na secao de permissdes, afirma que “[A editora] Taylor & Francis tem a
satisfacdo de oferecer a reutilizacao de seus conteudos para uma tese ou disserta-
cao, livre de cobrancas, e sujeita a nova solicitacao de permissao caso o trabalho
seja publicado [por outra editora, ou com fins Iucrativos][l”

A Fig. foi retirada da Ref. [2]. A pagina da PNAS afirma que “[A revista, em
nome da National Academy of Sciences of the United States of America (NAS),]
PNAS automaticamente permite outros a utilizar figuras ou tabelas publicados na
PNAS para uso nao comercial e educacional (i.e., em um artigo de revisdao, em um
livro que nao esteja a venda), desde que a referéncia completa do peridédico seja
citada 2

A Fig. foi retirada da Ref. [45]. A editora da APS (Americal Physical Society)
exige o preenchimento de um cadastro requerendo imagens das revistas de sua
linha editorial. Apds o cadastro, as APS enviou um email com a permisséo, que
informava que os autores da Ref. [45] também deveriam autorizar o uso, e que
figura deveria conter o link da referéncia na internet. Nas prdximas paginas, 0 e-
mail com a autorizagédo do Prof. A. Jakli e 0 documento enviado pela APS.

Traduzido do inglés de “Taylor & Francis is pleased to offer reuses of its content for a thesis or
dissertation free of charge contingent on resubmission of permission request if work is published.”

2Traduzido do inglés de “PNAS automatically permits others to use original figures or tables pu-
blished in PNAS for noncommercial and educational use (i.e., in a review article, in a book that is not
for sale), provided that the full journal reference is cited.”
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16/04/2018 dfi.uem.br Mail - Re: Permission of using an image from article

[ ]
G M I | Patrick Simonario <pssimonario@dfi.uem.br>

Re: Permission of using an image from article
1 message

JAKLI, ANTAL <ajakli@kent.edu> Wed, Apr 11, 2018 at 3:21 PM
To: Patrick dos Santos Simonario <pssimonario@dfi.uem.br>

Hi Patrick,
Sure, you can use the figure.
Please convey my regards to Prof Evangelista.

Cheers
Tony

Sent from my iPhone

On Apr 11, 2018, at 12:21 PM, Patrick dos Santos Simonario <pssimonario@dfi.uem.br> wrote:

Dear professor,

My name is Patrick Simonario, from Maringa, Brazil. | am a Ph.D. student under supervision of prof.
Luiz Evangelista, working with a coarse-grained energy for the Ntb phase.

| would like to ask if | could use in my thesis an image from an article you are one of the authors. It is
the Fig. 4 of the following article:

https://journals.aps.org/pre/abstract/10.1103/PhysRevE.89.060501

| asked first he American Physical Society by the use and they emailed me with a permission ONLY if
one of the authors give me permission to use the image, too. As | informed the APS, it will two printed
copies -- one for the University Library and the other as a "document" for the Graduate Program -- and
an online version in the Program website. There is no commercial intent and the article and authors will
be cited as well.

Best regards,
Patrick

https://mail.google.com/mail/u/1/?ui=2&ik=43b87463fa&jsver=z8_jB6tBOLQ.en.&view=pt&search=inbox&th=162b5f15db7be318&siml=162b5f15db7be318&mb="
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