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RESUMO

A maioria dos modelos tedricos, como na mecinica Newtoniana e na eletrostatica
Coulombiana, esta relacionada a equagdes com derivadas de segunda ordem. Usualmente,
parece nao haver nenhuma razio a priori para ndo termos derivadas de ordem maior que
dois e, no entanto, tais derivadas aparecem apenas raramente em modelos tedricos e, em
geral, estdo associadas com alguma expansdo perturbativa. Dessa forma, ha um interesse
conceitual em compreender problemas de derivadas de ordem superior. Neste trabalho,
estudamos um dos modelos mais simples de derivada de ordem superior, o Oscilador de
Pais-Uhlenbeck(PU). Empregando os formalismos cldssico e quantico, investigamos algu-
mas de suas propriedades. Apesar de sua simplicidade, ha alguns problemas em aberto
na investigacdo do oscilador PU e, por isso, o interesse de pesquisa nessa area. Dentre as
dificuldades envolvendo o oscilador PU estdo a possibilidade de energias arbitrariamente
negativas, estados de norma negativa e obstaculos para formular uma mecéanica estatis-
tica. Nosso estudo € direcionado a rever esses temas com base na literatura recente. Para
isso, interpretamos uma lagrangeana que da origem ao oscilador PU. Discutimos problemas
inerentes a quantizagao desse oscilador. Investigamos, ainda, a possibilidade de estabele-
cer um modelo mecanico-estatistico, baseado nas equagdes de Langevin e Fokker-Planck
de dois osciladores acoplados e extraimos algumas propriedades importantes do sistema.
Na tentativa de produzir um trabalho o mais auto-contido possivel, comegamos com uma
apresentagdo sobre osciladores acoplados, passamos pelo formalismo de Ostrogradsky para
lagrangeanas com derivadas de ordem maior que dois, pela quantizagdo baseada nesse for-
malismo e concluimos com uma discussao sobre a aplicabilidade das equagdes de Langevin
e de Fokker-Planck para o oscilador PU.

Palavras-chaves: Oscilador de Pais-Uhlenbeck. Formalismo de Ostrogradsky. Derivadas
superiores.



ABSTRACT

Most theoretical models, such as Newtonian mechanics and Coulombian electro-
statics, are related to equations with second order derivatives. Usually, it appears there is no
a priori reason for not having derivatives of order greater than two, and yet such derivatives
appear only rarely in theoretical models and are generally associated with some perturbative
expansion. Therefore, there is a conceptual interest in understanding problems of higher or-
der derivatives. In this work, we study one of the simplest models of higher-order derivative,
the Pais-Uhlenbeck Oscillator (PU). Using both the classical and the quantum formalisms,
we investigate some of its properties. Despite its simplicity, there are some open issues
in the investigation of the PU oscillator and, thus, research interest in this area. Some of
the difficulties involving the PU oscillator are the possibility of arbitrarily negative energy,
states of negative norm and obstacles to the formulation of a statistical mechanics. Our
study is directed to review these themes based on existing recent literature. With this goal,
we interpreted one Lagrangian that gives origin to the PU oscillator. We discuss problems
inherent in the quantization of this oscillator. We also investigated the possibility of estab-
lishing a mechanical statistical model, based on the Langevin and Fokker-Planck equations
of two coupled oscillators, and extracted some important properties of the system. In an
attempt to produce as self-contained a work as possible, we begin with a presentation on
coupled oscillators, followed by the Ostrogradsky formalism for Lagrangeans with deriva-
tives of order greater than two, by quantization based on this formalism, and we conclude
with a discussion about the applicability of Langevin and Fokker-Planck equations for the
PU oscillator.

Key-words: Pais-Uhlenbeck oscillator. Ostrogradsky formalism. Higher derivatives.
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Introducao

Como ¢ sabido, a maioria dos modelos tedricos, como na mecanica Newtoniana ¢ na
eletrostatica Coulombiana, estd relacionada a equagdes com derivadas de segunda ordem. Nao
ha, porém, nenhuma razao a priori para nao termos derivadas de ordem maior que dois. No
entanto, tais derivadas aparecem apenas raramente em modelos tedricos e, em geral, estdo asso-
ciadas com alguma expansao perturbativa. De uma maneira geral, existe um interesse conceitual
em compreender problemas de derivadas de ordem superior. Dentro desse contexto, o oscilador

de Pais-Uhlenbeck(PU)[1] ¢ um dos modelos mais simples de derivadas de ordem superior.

Além do interesse conceitual, hd interesse pratico nas derivadas de ordem superior,
como, por exemplo, na gravitagdo[2-11] e na teoria quantica de campos[12, 13]. Esse inte-
resse se verifica devido ao fato de as derivadas de ordem superior surgirem naturalmente como
corregOes efetivas a candidatas a teorias fundamentais, como teoria de cordas[3], gravitagdo
quantica[15] e geometria ndo comutativa[16]. Vale ressaltar que o estudo de derivadas de or-
dem superior em gravitacdo, embora fuja ao tema do presente trabalho, ¢ de especial interesse
tedrico, pois a gravidade R+ R? é renormalizavel, mas, por outro lado, a gravidade descrita pela
acdo de Finstein-Hilbert ndo é, em que R € o escalar de curvatura[2, 3, 9]. Em geral, com deriva-
das de ordem superior, obtém-se uma melhor convergéncia nos diagramas de Feynman[13]. No
entanto, a teoria de derivadas de ordem superior enfrenta a instabilidade de Ostrogradsky[17],
assunto a ser discutido no capitulo 1, embora as referéncias [4-6] tenham demonstrado que o
oscilador de Pais-Uhlenbeck classico e interagente ¢ estavel para um intervalo de dados ini-
ciais. E importante notar como o oscilador de Pais-Uhlenbeck, um sistema de quarta ordem
com derivadas em relagdao ao tempo, pode ser conectado com um sistema de dois osciladores

acoplados.

Apesar de sua simplicidade, o oscilador PU apresenta alguns problemas em aberto e, por
iss0, o interesse de pesquisa nessa area. Ao quantizarmos canonicamente esse oscilador cléssico,
percebemos que surgem estados com energia negativa, o que leva a um decaimento inevitavel
do vacuo quantico. No entanto, esses estados podem ser quantizados de uma maneira que evita a
instabilidade, introduzindo norma negativa[1] e, no contexto de campos, a particula resultante ¢
chamada de ghost na literatura. A presenca do ghost impede que a teoria seja interpretada usando

a teoria quantica unitaria, mas uma interpretacao consistente talvez ainda seja possivel[9]. De
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maneira geral, ¢ possivel lidar com a presenca de tais estados pelo menos de duas formas: 1)
muitos trabalhos[3, 4, 18-20] tratam de remover tais ghosts do espectro energético da teoria
com derivada de ordem superior, notavelmente por meio de condigdes de contorno nao-triviais;
i1) estados de normas negativas podem nao ser tao perigosos se todos os resultados mensuraveis
de um experimento forem apenas probabilidades positivas e que nao excedam a unidade[21].
No entanto, uma interpretagao consistente ¢ uma maneira geral de lidar com os estados de norma

negativa ndo foram obtidas.

O objetivo deste trabalho serd tratar o oscilador PU classico de forma detalhada e, de-
pois, aplicar a quantizag@o para entender melhor o surgimento e existéncia desses estados es-
purios com norma negativa (e o ghost associado) e, por fim, discutir aspectos relacionados a
mecanica estatistica. Para isso, tentaremos interpretar melhor a lagrangeana que deu origem ao
oscilador PU. Investigaremos ainda a tentativa de estabelecer um modelo estatistico (baseado
nas equacoes de Langevin e Fokker-Planck) de dois osciladores acoplados e extrairemos algu-
mas propriedades importantes do sistema. Ha um outro problema no processo de quantizagao
usual que focaremos: o limite classico do oscilador quantico ndo necessariamente coincide com
o oscilador classico inicial. Dito de outra forma, o limite quantico ndo é a mecanica classica e,
como sabemos, ao tratar de mecanica quantica de baixas energias, ¢ conveniente obter o limite

semiclassico.

Além disso, recentemente, uma nova forma de quantizar teorias com derivadas de ordem
superior foi proposta, a saber, tratando a teoria como uma teoria complexa e desenvolvendo o
oscilador de Pais-Uhlenbeck complexo. Nao nos utilizaremos dessa nova proposta, mas con-
vidamos o leitor interessado a ler a referéncia [22] e as referéncias contidas nela. Também
podemos citar que hé bastante interesse no sistema de osciladores PU emaranhados e sua apli-
cagdo no contexto da holografia e do célculo da entropia de emaranhamento em teorias de campo

conforme [23-25]. O leitor interessado pode encontrar uma revisao na referéncia [26].

Talvez seja importante explicar algo: em algum sentido, poderiamos supor que a nao-
existéncia de teorias de derivadas de ordem superior se devesse simplesmente ao fato de igno-
rarmos termos de ordem superior de uma expansao em série (por exemplo, quando expandimos
em série de Taylor em torno de um ponto de equilibrio, mantemos até segunda ordem. Caso
mantivéssemos até quarta ordem teriamos termos de derivadas de ordem superior. No entanto,
tais termos seriam dominados pelos termos de ordem dois e a contribuigdo seria negligenciavel).

Conceitualmente, portanto, estamos preocupados com teorias em que os termos de ordem supe-
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rior aparecam naturalmente. No caso do oscilador PU, objeto de estudo do presente trabalho, a
derivada quartica surgira diretamente da escolha da lagrangeana, portanto, ndo serd um termo
perturbativo. Assim, uma correta descrigao fisica do modelo deve encontrar uma interpretagao
valida para os termos de ordem superior: eles devem representar alguma caracteristica neces-
saria do modelo do oscilador PU. Se o modelo PU for aplicado para resolver alguma situagao
fisica (como, por exemplo, no caso de dois osciladores acoplados), a derivada de ordem quarta

deve ser convenientemente interpretada.

Em particular, a instabilidade de Ostrogradsky ndo ¢ suprimida, em geral, pelo cutoff
A de uma teoria efetiva. No entanto, existem casos em que a instabilidade ¢ suprimida, como
discutido nas referéncias [27,28], em que a teoria efetiva emergente ¢ saudavel e as derivadas
superiores (pelo menos no limite de validade da escala) podem ser interpretadas fisicamente. A
solugdo reside no fato que, para energias acima de A, se a teoria efetiva tiver derivadas superi-
ores, precisamos considerar novos termos que podem cancelar a particula ghost. Para energias
abaixo de A, embora desconsideremos esses termos na lagrangeana, temos liberdade para “ig-
norar” a instabilidade e, assim, a teoria ¢ saudavel. O problema ¢ que nem sempre pode-se
escrever termos que cancelem o ghost, ou seja, nem todas as teorias de derivada superior podem

ser pensadas como teorias de campo efetivo.

Chamamos a atengdo para isso, pois trataremos um modelo de dois (depois generaliza-
remos para 2/N) osciladores acoplados. Resolveremos o problema de imediato como ¢ comum
na fisica basica e, depois, faremos uma substituicao de variavel para reduzir o sistema de duas
equacdes para uma equacgdo de ordem superior. Embora, a principio, ambas descri¢des pare-
cam equivalentes, ha algumas sutilezas no tratamento fisico nos dois casos. A existéncia dessas
sutilezas implica nos problemas da existéncia de estados de normas negativas que aparecem no

tratamento quantico do oscilador PU.

Neste trabalho, comecaremos com uma discussdo elementar de osciladores acoplados
e, a seguir, com o formalismo de Ostrogradsky?[17], aplicando-o ao oscilador quartico® (PU).
Veremos que uma maneira ingénua de resolver o problema (usando um sistema de dois osci-

ladores acoplados) encontra uma dificuldade no limite em que as frequéncias de oscilagao sdo

2 Mikhail Vasilyevich Ostrogradsky (1801-1862) foi um matematico e fisico russo. Contribuiu especialmente

aos campos de calculo variacional, teoria de nimeros ¢ integragdo de fungdes algébricas, entre outros. Uma
curiosidade sobre ele: enquanto membro da Académia de Ciéncia de Sao Petersburgo, ele recebeu o trabalho
de N. I. Lobachevsky na geometria ndo-euclideana (a geometria hiperbdlica), mas rejeitou-o[29]

O termo quartico ¢ empregado neste texto no sentido de derivada de quarta ordem no tempo e ndo como uma
teoria contendo um termo nao linear de poténcia igual a quatro.
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iguais, fato que fica claro ao aplicarmos o procedimento de quantizacdo candnica ao oscilador
PU. Nesse caso, surgirao estados de energia negativa, como comentado anteriormente, que nao
sao facilmente tratados (em particular, o limite classico da quantizacdo ndo necessariamente
recupera o oscilador harmonico ndo-interagente, como esperariamos). Finalmente, investigare-
mos a possibilidade de um tratamento estatistico do oscilador PU classico por meio das equacdes
de Langevin e Fokker-Planck. Assim como nas investigagdes das vertentes classica e quantica,
verificamos que dificuldades sdo manifestadas no estudo da mecanica estatistica do oscilador

PU.

Ademais, numa tentativa de produzir um trabalho o mais auto-contido possivel, forne-
cemos, nos apéndices, introdugdes as ferramentas utilizadas ao longo do trabalho: o apéndice A
¢ dedicado a certas passagens no calculo que surgem no capitulo 2. O apéndice B refere-se as
equagdes de Langevin e de Fokker-Planck, utilizadas no capitulo 3, com a generalizacdo para
N variaveis. Como uma nota final a introdug@o, uma tese recentemente apresentada (referéncia
[30], em italiano) contém uma revisao bastante pedagodgica do formalismo de Ostrogradsky e

de teorias de ordem superior.
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1 O formalismo classico e o oscilador classico

de Pais-Uhlenbeck

Este capitulo serd dedicado ao estudo do formalismo candnico classico com aplicacdo a
osciladores. Embora seja um trabalho preparatorio para o tratamento quantico, trata-se de um
capitulo importante, porque, como comentado na introdugdo deste trabalho, ¢ util que o trata-
mento quantico, no limite de baixas energias, coincida com o tratamento classico, se possivel.
Para que possamos fazer uma comparacao e para nos auxiliar na interpretacao fisica, entende-
mos que seja conveniente entender o problema de dois osciladores acoplados classicamente (e,

depois, generalizar para 2N osciladores acoplados).

Dito isso, desenvolveremos, primeiramente, um tratamento elementar de dois oscilado-
res classicos acoplados, tanto como uma motivagao tedrica quanto como uma forma de estabe-
lecer a notagdo utilizada ao longo do nosso trabalho, em particular no terceiro capitulo. Feitas
essas observacdes, investigaremos o formalismo de Ostrogradsky. Embora ndo fagamos uso
dele no tratamento classico, ele ¢ importante no tratamento quantico do problema em questao.
A versao que trataremos aqui € a de teoria classica e, depois, usaremos esses resultados para

tentar fazer uma versao do formalismo adequada a teoria quantica.

1.1 Tratamento elementar de dois osciladores acoplados

Antes de considerar osciladores acoplados, relembremos rapidamente o caso de um
unico oscilador. Assumiremos que o oscilador harmoénico simples tenha massa m e frequén-

cia angular w. A lagrangeana ¢ dada por

1 1
L= Emiz — imw2x2. (1.1)

A equacao de movimento (veja equagdo (1.35) e a sua solugdo geral sdo, respectivamente,

i(t) = —w?z(t) == x(t) = v cos(wt) + fjsin(wt), (1.2)

em que xo = z(0) e &y = #(0) sdo as condigdes iniciais. As variaveis candnicas desse sistema
sao

P
X=z P=mi = V(XP)=_ (1.3)
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k1 k2
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— >

s

Figura 1: Sistema de dois osciladores acoplados.

Assim, nas variaveis candnicas, a hamiltoniana (veja a equagdo (1.42)) se resume a

Pz 1
H = T §mw2X2. (1.4)

Como H ¢ quadratica em X e P, a hamiltoniana tem um minimo H,,;, = 0.

Passamos, agora, ao caso de dois osciladores acoplados. Um dos motivos para este
tratamento introdutério e elementar desse caso ¢ que esse sistema apresenta interesse tedrico
direto. De fato, ndo apenas ¢ um dos sistemas fisicos de maior aplicagdo em diversos modelos,
como um entendimento sélido deste sistema ¢ de interesse desta pesquisa, ja que diversas vezes
voltaremos a ele, seja como um limite desejado, seja como um sistema em que os formalismos

desenvolvidos possam ser aplicados imediatamente.

Partimos do sistema de dois osciladores acoplados como mostrado na figura 1. A la-

grangeana desses dois osciladores acoplados ¢

0 .9
myd Mo 1 1 1

A apartir dessa lagrangeana, podemos deduzir as equacdes de movimento do sistema:

mli'l = —lﬁl’l + k(l’z — 5171) = —(]ﬁ —+ k’)l’l + kl‘g,

(1.6)
mgig = —k2$2 + k’(fEl — 332) = —(k’g + k’)xz + k’[El,
ou ainda, escrevendo estas equacdes de uma da forma mais usual
mlzil + (k?l + ]{?)131 - k’{L‘Q = 0,
(1.7)

mzjfg + (kQ + k‘)l’g - kl’l = 0.

A forma mais comum de resolver o sistema (1.7) é assumindo que o movimento tem um

comportamento oscilatorio, ja que ambos os osciladores sdo harmdnicos no regime desacoplado.
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Dessa forma, supomos solu¢des da forma

T (t) = Al(iiwt,

‘ (1.8)
[E2<t) = Agelwt.
Substituindo essas fungdes-teste em (1.7), estabelecemos as equagdes
(kl + k— m1w2)A1 — kAQ = 0,
(1.9)

(kQ + k — mng)Ag — k’Al =0.
Para termos solu¢des ndo triviais (que sdo desinteressantes fisicamente, ja que, nesses casos,

teriamos A; = Ay = (), impomos a seguinte condi¢ao sobre o determinante de (1.9)

ki + k — mw? —k
det 0. (1.10)

—k ky + k — mow?
Calculando o determinante, obtemos

ki + k — myw? —k A )
det = mymaow” — [my(ky + k) + ma(ky + k)| w+
—k k:2+k;—m2w2 (111)

+ (kK)o + k) — K> =0,

que € um polindomio biquadratico em w. Dessa forma, podemos escrever
2 _ 1
2m1m2

/(e + k)Y + (ky + k)ma]® — dmymy [(ky + k) (ks + k) — £2)]

w [(/@ Ry + (B + B)ms

(1.12)

A equacdo (1.12), por ser relativamente extensa e conter varios pardmetros, nao ¢ de tdo
facil interpretagao imediata. Logo, o modo mais comum de efetuar essa tarefa ¢ tomar algum
caso limite bem definido fisicamente como, por exemplo, k = 0, que ¢ equivalente a desacoplar
o sistema. Nesse caso, a equagdo pode ser escrita como

1
w2 = |:(k2m1 + klmz) + \/(ka1 —+ k1m2)2 — 4m1m2k1k2 . (113)
2m1m2

Expandindo o radicando e reagrupando os termos, encontramos

Y.

w- =

2

1 . (1.14)

m mo ma mo

Suponhamos agora, sem perda de generalidade!, que :Tll > T% Portanto,

wzzlllirkzi(k‘—bﬂ, (1.15)
2 ma mo

Nao perdemos generalidade ja que, dado um sistema fisico qualquer de osciladores acoplados, s6 precisamos
checar qual das condicdes k1mo > kamq ou komy > kymo € verdadeira e escolher essa na equagao (1.7).
Sempre € possivel fazer essa escolha.

1
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isto &,
2 2 kq
w® = wig, wig =\ —, (1.16)
my
ou
k
w? = wiy, Wog = -2 (1.17)
mo

Sao essas as solugdes para o caso desacoplado, isto ¢, dois osciladores harmdnicos indepen-
dentes, como gostariamos. Esses resultados mostram que os w’s obtidos da equacao (1.12) sdo
correcdes das frequéncias angulares (1.16) e (1.17), a depender do valor da constante de acopla-

mento k.

Retornando a equagdo (1.18), expandindo e reagrupando termos comuns, obtemos

(1.18)

, 1 k2+k+k1+ki\“k2+k_k1+kr_ 4

2 Mo m Mo my mims

Podemos substituir as quatro raizes dadas por (1.18) no sistema (1.9), resolvé-lo para A; e A,
e, dessa forma, obtermos a solugdo geral. Como essa solugdo se distancia do nosso foco no

momento, postergaremos esse resultado para o final da se¢ao.

Uma outra forma de se pensar para investigar o mesmo sistema seria, partindo da equa-
¢ao (1.7), transformar o sistema de duas equacdes de segunda ordem em uma tUinica equagao de
quarta ordem. Para tal, derivamos a primeira equagao de (1.7) duas vezes em relagao ao tempo
para obter

my1'Zy = —(ky + k)& + kis. (1.19)
Podemos utilizar a segunda equagdo de (1.7) para substituir &5 em (1.19). Dessa forma,

k(ko + K k>
ml'ft'l = —(k?l + k)l’l — wﬂb + —x;. (120)
mo mo

Ou ainda, isolando o termo de kx5 da primeira equagdo de (1.7), podemos escrever

ks + k . k2
222 fmadiy + (By + k)] + —a, (1.21)
mo mg

ml'i"l = —(k‘l + k?)l‘l —

que pode ser rearranjado como

S (1.22)

. ko +k)(ki + K k2
mlxl:_(kf1+’€)+(k2+k)ml}xl_[(2 )(k + F)
mo meo

ma
Note que se ndo houvesse o termo com Z°, a equagao resultante seria formalmente equivalente
a de um oscilador harménico. Nesse sentido, ¢ comum denominar o termo com 'z de ndo-

harmonico.
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Inicialmente, visando comparar com o sistema (1.7), podemos analisar o caso em que

k = 0 na equacao (1.18), que corresponde ao caso desacoplado. Isso posto,

mo

mpTy = — [k1+mlk2
2

Assumindo uma solugdo oscilatoria da forma z;(t) = A, e e dividindo por m,, verificamos

<w4 - [kl + kz] L ) A =0, (1.24)

my ma mimes

que

Portanto, desconsiderando a solugao trivial A; = 0, chegamos a

: 1m+@ip@

w =
2 mi mo

my mo

] : (1.25)
que € a equacdo (1.14). Assim, reobtemos as equacdes (1.16) e (1.17).

Todavia, no caso desacoplado, devemos ter apenas um oscilador correspondente a x1,
aquele com w? = 7’;’;—11 Entretanto, na equagdo com ‘Z" aparece uma frequéncia que ndo deveria
estar presente, a saber, w? = 7% Esse ¢ um problema sutil que surge nessa forma de resolver o
sistema acoplado: qualitativamente, ao aumentarmos a ordem de derivadas do sistema, pensa-
mos no sistema como um todo, mas com um enfoque especial para uma das varidveis. Dito de
outra forma, a motivagao de realizarmos as substitui¢des descritas pelas equagoes (1.19)-(1.22)
¢ encontrar uma equagdo com derivadas superiores mas que s6 dependa de uma varidvel (no
caso da equagao (1.22), x; e suas derivadas). Assim, ha dois problemas: o primeiro ¢ que nada
no sistema original indicaria a necessidade de favorecer um oscilador ou o outro; o segundo, que
relaciona-se ao primeiro, ¢ que a solucao, usando o sistema de equagdes acopladas, € perfeita-
mente simétrico, enquanto essa simetria parece ser quebrada no caso da equagao com derivadas

de ordem superior. Portanto, existe algum tipo de singularidade no caso k£ = 0.

Voltando ao caso geral em que k& # 0, podemos, ao assumir uma solug@o oscilatoria da

forma A,e™! para a equagdo (1.22), verificar que (se A; # 0)

: (1.26)

2 mo mq mo mq mime

2
gLtk Rtk [k2+k_k1+k] R

que ¢ exatamente a equacao (1.18). Isso parece indicar que, de fato, as duas formas de resolver
o sistema descrito pela lagrangeana (1.5) sdo equivalentes se k& # 0. Nesse contexto de compa-
racdo entre as duas maneiras de resolver o sistema, ¢ de grande valor para a presente pesquisa
comparar as condigdes iniciais no caso geral em que k # 0 para verificar a possivel equiva-

1éncia, ja que introduzimos uma derivada de quarta ordem na solucdo alternativa do sistema.
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Sendo um sistema de duas equagdes com derivadas de segunda ordem, o sistema (1.7) necessita
de quatro condigdes iniciais arbitrarias: x1(0), ©1(0), 22(0) e ©2(0). No caso da equagdo com
derivada de ordem superior, as quatro condi¢des iniciais sao

T (0), jil (0),

) ki 4k k k4 k - (1.27)
#1(0) = — lml 21(0) + E@(O)’ i1 (0) = — lml #1(0) + m*1$2(0)7

em que se empregou a primeira equacdo de (1.7) para se obter Z1(0) e @'1(0). Entretanto, mais

uma vez, aparecem dificuldades no caso k£ = 0. De fato, quando £ = 0, as equacdes (1.27)

fornecem
. k
i1(0) = —Elxl(()),
k;l (1.28)
#(0) = —Eljcl(()),
1

mostrando que as condig¢des iniciais Z;(0) e 71 (0) dependem exclusivamente de x;(0) e 41 (0).

Passemos agora as solugdes das equacdes (1.7) e (1.22). Como vimos que as frequéncias

sdo exatamente as mesmas, a solugdo dessas equagdes, no que se refere a variavel x;(t), é
x1(t) = Ay coswit + By sinwit + Ag coswat + By sin wat, (1.29)

em que w? e w3 correspondem aos dois w?’s exibidos na equagdo (1.26). Mais precisamente,

1 kot k ki +k (ko + & k +k]? 4k2
wy = |3 + + — — ,
2 mo ma L mo mq | mqime
- - (1.30)
Ltk itk (ko +k k£ k)P 42
wy = |z — — — .
2 2 mo mi L mo mi i mime

Por sua vez, as constantes de integracdo A;, By, As, By devem ser ajustadas usando as equagoes

(1.27), ou seja, devemos ter

Al -+ A2 = Il(O), wlBl + (UQBQ = xl(O),
‘ , (1.31)
—(J.J%Al — C«J%AQ = .1'1(0), —U.JfBl — LUSBQ = xl(O)
Resolvendo essas equagdes para as constantes de integracdo, verificamos que
A — w31 (0) +#1(0)
1 w% — w% )
A — _w%xl(O) + 21(0)
2 wi—wi (1.32)
B w3#1(0) + %4(0) '
' wy (w3 —wi)
B2 _ _W%ZL‘l(O) + .’13‘1(0)

wy (w3 — wi)
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Agora, ao invés de continuar considerando a situagdo geral, k£ # 0, nos restringiremos
ao caso particular £ = 0, que tem-se mostrado peculiar at¢ o momento. Como vimos, nesse
caso, as condigdes iniciais ndo podem ser quaisquer devido as condigdes impostas por (1.28).

Usando os vinculos nas condi¢des iniciais (1.28) nas equagdes (1.32), constatamos que

Al 21'1(0), A? :07

. (1.33)
Bl _ 1’1(0)’ B2 =0.

wio

Consequentemente, demonstramos que

#1(0)

x1(t) = x1(0) coswyot + sin wiot. (1.34)

w10
Este ultimo resultado ¢ justamente a solu¢gdo de um Unico oscilador harmoénico, equagdo (1.2).
Com isso, vemos que a dificuldade antes apresentada com o caso limite £ = 0 n3o mais esta
presente, ja que a contribuicdo do segundo oscilador harmonico ndo se faz presente depois de
empregarmos os vinculos nas condig¢des iniciais (1.28). Passaremos agora ao desenvolvimento
do formalismo de Ostrogradsky e de sua aplicag@o para o caso de um oscilador com um termo

nao-harmonico, além de sua generalizacdo para derivadas de ordem N.

1.2 Formalismo de Ostrogradsky

Hé muito tempo, M. V. Ostrogradsky[ 17] enunciou um teorema sobre lagrangeanas nao-

degeneradas que, em linguagem moderna, pode ser colocado nos seguintes termos:

Teorema 1. Uma lagrangeana ndo-degenerada que dependa de derivadas temporais em ordens
superiores a um corresponde a uma hamiltoniana linearmente instavel (via transformada de

Legendre).

Esse teorema ¢ utilizado como uma explicagao possivel para a ndo-existéncia de equa-

¢oes diferenciais de ordem maior que dois na descri¢do de fendmenos fisicos[31].

Para demonstrarmos esse teorema e investigar algumas implicagdes fisicas, seguimos a
ref. [32], inclusive na nota¢do. Nesse contexto, vamos considerar uma particula cuja posi¢ao
¢ dada por z(t). Eventualmente, trataremos o problema em termos de campos classicos, mas,
nesse primeiro momento, discutiremos o teorema para uma unica particula. Dividiremos o tra-
tamento da particula em quatro partes: na primeira, vamos utilizar a constru¢ao de Ostrogradsky

para uma lagrangeana com derivada temporal de primeira ordem. Na segunda, extenderemos a
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construgdo para derivadas temporais de segunda ordem. Na terceira, faremos a generalizagdo

para derivadas de ordem N. Por ultimo, comentaremos en passant a natureza da instabilidade’.

1.2.1 Derivada temporal de primeira ordem

Como ¢é bem conhecido, no caso usual L = L(x,%), a equagdo de Euler-Lagrange ¢
dada por
— ——=—=—=0 (1.35)

ou, alternativamente, por

oL 90L 0 0L 0L
gy _ g9y 990 GOk, 1.
ot otor “arar Yo (1.36)
Quando

oL
- 70, (1.37)
ot

L é chamada de nao-degenerada e a hipotese (1.37) ¢ chamada de hipotese da ndo-degenerescéncia.

Se a lagrangeana for ndo-degenerada, podemos escrever (1.36) na forma da segunda lei

de Newton:

i = F(z,#), (1.38)

cuja solucdo pode ser escrita como
z(t) = x(t, o, To), (1.39)

em que o = x(0) e £y = #(0) sdo as duas condigdes iniciais. Como ha duas condigdes iniciais,
pode-se considerar duas coordenadas, X e P. Usualmente, essas coordenadas, chamadas de

canonicas, Sdo escritas como
oL

%.

A ndo-degenerescéncia (equacdo (1.37)) possibilita inverter essa tltima relagdo, isto ¢, resol-

X =z, P

(1.40)

vendo para & em fun¢do de X e P. Dito de outra forma, podemos empregar uma velocidade

V (X, P) ditada pela relagdo:
oL

-~ =P 1.41
0t r=X,z=V ( )

A hamiltoniana candnica € obtida a partir da transformag¢ao de Legendre em i:

H(X,P)= Pi— L= PV(X,P)— L(X,V(X,P)). (1.42)

2 Um comentario mais detalhado da natureza da instabilidade sera feito no tratamento quantico.
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Se usarmos a condigdo (1.41) e a equagao de Euler-Lagrange (1.35), podemos obter a evolucao

canonica do sistema como

. OH
X =55 (1.43)
. oH
= (1.44)
De fato,
OH oV 0LoV
on _Lov_oL_oLov_ oL "

X 90X or 0i0X oz’

em que as equacdes (1.35) e (1.41) devem ser usadas para obter P.

As equacgdes (1.43) e (1.44), conhecidas como equagdes de Hamilton, mostram que a
evolucao temporal do sistema pode ser obtida a partir da hamiltoniana /. Quando a lagrangeana
ndo tem dependéncia temporal explicita, H ¢ uma quantidade conservada, usualmente associada

a energia do sistema. Realmente, usando-se a equacdo (1.42),

A _dP AV 0L, 9Ly 0L _ oL

At~ dt dt 00X oV’ ot ot (1.47)

Passamos agora ao caso de uma particula descrita por z(¢) com uma lagrangeana com termos

de derivadas temporais de ordem superior a um.

1.2.2 Derivada temporal de segunda ordem

Passemos a considerar agora um sistema em que L = L(z, &, ¥) depende de forma ndo-
degenerada de 1, isto ¢,

oL
— #0. (1.48)
0%

A equacgado de Euler-Lagrange ¢, entdo, dada por

oL doL d? oL

— — ——+4+ ——=0. 1.49
gr  dtoi | dt? oi (149)
A ndo-degenerescéncia nos possibilita escrever (1.49) de uma forma que lembra a equagdo
(1.38), embora com a presenca de derivadas de ordem superior. A equagao (1.49) pode ser

escrita como

W = F(r, %, 7, %), (1.50)
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cuja solugdo pode ser escrita como

fL’(t) = X(t,[[’o,io,i’o,i;o), (151)

em que zg = x(0), ©o = #(0), £o = Z(0) e Ty = %'(0). Como temos quatro condi¢des iniciais,

teremos quatro coordenadas (canonicas). Ostrogradsky escolheu-as da seguinte forma:

oL doL
X = Ph=—-——— 1.52
=50 1= 95 dt 9z’ (1.52)
0

A ndo-degenerescéncia’, a definigdo de P, e L = L(i, i, 2) implicam que podemos resolver
para & em termos de x, & e P, isto ¢, em termos de X, X, e P. Portanto, tem-se uma aceleracao

A(Xl, Xz, P2) tal que
oL

oYy = b (1.54)
0% la=X, 4=Xo,5=A

Cabe ressaltar que a aceleragdo A nao depende de P;, P, somente sera usado para resolver a
terceira derivada temporal. A hamiltoniana no contexto da teoria de Ostrogradsky ¢ escrita a

partir da transformagdo de Legendre em & = 2" ¢ & = 2(:

2

H(X1,X2, P, P) =Y Pal) — L= P Xy + PA(X1, Xo, P2) — L(X1, Xo, A(X1, Xo, P)).
=1
(1.55)

Para confirmar que essa escolha de coordenadas candnicas € aceitavel, precisamos verifi-
car se a evolugdo temporal do sistema ¢ dada pela hamiltoniana de Ostrogradsky, pois queremos
que a hamiltoniana do sistema esteja ligada a evolucgdo temporal, como no caso usual quando
temos derivadas de primeira ordem no tempo. Em especial, queremos identificar a hamiltoni-
ana com a energia do sistema quando a lagrangeana nao depender explicitamente do tempo. A

evolugao temporal ¢ dada por

. OH . OH

9P (1.56)

Nao ¢ dificil demonstrar que esse conjunto de equacdes dé a evolucao temporal do sistema. No

entanto, gostariamos de chamar ateng¢ao para a evolucao temporal de P;:

P oH P@A+8L+8L8A
1= % —foso T2 T 35w

8X 1 (9X 1 8x 8.%‘ (9X 1
A hipotese da ndo-degenerescéncia € suficientemente geral para que o resultado final seja forte: quando dizemos
que uma lagrangeana ¢ ndo-degenerada, s6 queremos afirmar que ndo podemos eliminar & por integragao
parcial.

(1.57)

3
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Mas P, = 9% logo
oL
= o

e a evolugdo temporal de P, esta diretamente conectada a equagdo de Euler-Lagrange do sis-

P, (1.58)
tema. Quando a lagrangeana nao possuir uma dependéncia temporal explicita, chamaremos
a hamiltoniana de Ostrogradsky coincide de energia do sistema, no sentido de que ela ¢ uma
grandeza conservada quando L ndo depende explicitamente do tempo, como no caso em que
L = L(x,%). A verificagdo de que H ndo depende do tempo se L ndo depender explicitamente

de t ¢ similar ao apresentado na equagao (1.47).

No entanto, hd um problema sério: o primeiro termo da hamiltoniana do sistema, P; X5,
¢ linear no momento P;. Nenhum sistema dessa forma pode ser estavel, pois existirdo modos
de energia negativa. O problema ¢ que ndo podemos minimizar a hamiltoniana, j& que podem
existir momentos negativos. Dito de outra forma, a hamiltoniana nao ¢ limitada inferiormente,
contendo modos positivos e negativos. Trataremos do caso quantico mais a frente, mas ja ¢
possivel imaginar que um problema similar surgird na quantizagao canonica do sistema. Gosta-
riamos de chamar a atencao para a generalidade do resultado: este se aplica a toda lagrangeana
L = L(x, %, i) que dependa ndo-degenerativamente de &, independentemente das especificida-

des dessa lagrangeana. A seguir, veremos um exemplo em que ocorre esse problema.

1.2.3 O oscilador com um termo nao-harmonico

Consideremos o exemplo* de um oscilador que difira do oscilador harménico simples

por um parametro adimensional e. A lagrangeana ¢

F24 g2 - g2 (1.59)

em que introduzimos a notagao w para nao nos confundirmos com o w do inicio do capitulo e € ¢
apenas um parametro numérico que controla quao diferente esse oscilador ¢ do oscilador harmo-
nico (ou, dito de outra forma, quao “anarmdnico” ¢ esse oscilador). Dessa forma, a equacao de

Euler-Lagrange ¢

2oL doL oL ¢ ,
_d*oL doL 0L e . 1
W2or  dtor o Mgt TEte (1.60)
e
x(t) = Aj cos (wit) + Agsin (wit) + By cos (wat) + Ba sin (wat) (1.61)

4 Esse exemplo segue a referéncia [32], porém com a notagdo modificada de acordo com o comeco do capitulo.
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¢ a solugdo dessa equagdo, conforme a equagdo (1.29). Em termos dos pardmetros @ ¢ ¢, as
frequéncias w; € wo (equacao (1.26)) podem ser reescritas como

1F /1 —4e

2¢

w

(1.62)

W12

Além disso, comparando a equagdo (1.22) com as equagdes (1.53) e denotando por m por m; e

x por x1, podemos relacionar €, @, ky, ko, my € ma:

mq €
= —. 1.63
k1+k+(k2+k)% w2 ( )

De fato, dividindo a equagdo (1.22) por (ki +k)+ (k2 + k)L e identificar com a equagdo (1.53),

constatamos que
(ko tk)(k1tk) k%

02 = o e 1.64
R A I (1.64)

€ mi
— = 1.65
E Ut k)t (bt h)m (1.65)

Por sua vez, as constantes A’s ¢ B’s sao fung¢des dos valores iniciais do sistema, xq, Zq, Lo, Lo

(equacao 1.32):

wir1(0) + #1(0)

A =

! wi—w?
A w?z1(0) + i1(0)

2 = — w% _ w% 5

. 1.66

B — w31 (0) + %1(0) (1.66)

1 — 2 2 )

wy (Wi — wy)

wa (w3 — wi)

Usando os momentos candnicos P; e P, (1.52)-(1.53), podemos escrever & € 7 como:

0L d oL em O*P, — m? X,
P, = _ T ; o _— T = 1.67
T o aer T m? ! em (167
aL ~2P
BR="=-D 0 = p=A=-2 (1.68)
0% @? em

A hamiltoniana, entdo, pode ser escrita em termos das variaveis canonicas ou das variaveis do

espago de configuragdo:

~9 ~2
w m mow
H=PX,+Pi—L=PXy,——P; — =X+ —X2,
~2 M
em ... €m o m o mw= o
= —IT — 7+ —x° + xe.

w2 202 2 2



Capitulo 1. O formalismo classico e o oscilador classico de Pais-Uhlenbeck 25

Por sua vez, a0 empregarmos a equagdo para z(t), equagdo (1.61), e suas derivadas, verificamos

que essa hamiltoniana pode ser expressa, também, em termos das constantes Ay, Ay, By e By:
H= %\/1 “dew?(A2 + B2) — %\/1 —dew?(A% + B2). (1.70)

Nessa ultima forma, fica evidente que a hamiltoniana H apresenta dois tipos de modos: modos
13 2 b b (13 2 b b 4
-+ carregam energia positiva e modos “—” carregam energia negativa. Esse ¢ o problema dos

modos de energia negativos comentado anteriormente.

1.2.4 Generalizacdo para derivadas de ordem N

Passemos, agora, para a situagdo geral em que a lagrangeana L = L(x, &, , ..., 2()),

isto ¢, é fungdo das primeiras N derivadas de x(t), z® = iif . Nesse caso, a equacao de Euler-
Lagrange ¢
N
d,, OL
——)'—= =0 1.71
23t 50 (1.71)
Se essa lagrangeana depende ndo-degenerativamente da N-ésima derivada (),
oL
) # 0, (1.72)
entdo a equacio de Euler-Lagrange é linear na 2/N-ésima derivada 2(*"V).

Nesse contexto geral, o espago de fase canonico deve possuir, portanto, 2/V coordenadas.

Ostrogradsky escolheu as variaveis candnicas como

d. iy OL

N
.= (ifl) . - (
Xi=z ) P ]ZZ( dt> 920 (1.73)

A condigdo de ndo-degenerescéncia, equagdo (1.72), implica é possivel escrever (V) em
termos de Py e dos X;’s. Dito de outra forma, pode-se considerar uma fun¢ao A( X1, ..., Xy, Py)

tal que
oL

Ox(N)

= Py. (1.74)

:E(Z_l):X“l‘(N):A

Nesse cendrio, a hamiltoniana de Ostrogradsky € expressa como
N .
H=Y Pa" - 1L, (1.75)
i=1
ou seja,

H=PXs+ PoXs+ ...+ Py_1 Xy + PyA— L(X1, ..., Xy, A). (1.76)



Capitulo 1. O formalismo classico e o oscilador classico de Pais-Uhlenbeck 26

Para confirmar que essa hamiltoniana ¢ a apropriada para o sistema, precisamos demons-
trar que (1.76) gera a evolugdo temporal e, no caso da nao-dependéncia explicita no tempo, H
¢ uma quantidade conservada (a “energia” do sistema). No entanto, antes de nos direcionar-
mos a isso, gostariamos de chamar a atengdo para o fato de que H ¢ linear nas N — 1 entradas,
Py, P, Ps, ..., Py_1, 0 que implica o mesmo problema observado no caso de derivada temporal
de segunda ordem. Como existirdo tanto modos de energia negativa quanto modos de energia
positivo, s6 pode haver minimo em relagdo a Py. Isso ndo serd demonstrado aqui, mas podemos

afirmar que a instabilidade piora® conforme N cresce®.

Voltando ao problema da evolugdo temporal do sistema, as equagdes de evolugao sio

. OH . oH

As primeiras N — 1 equagdes para X; sdo triviais, pois sdo a defini¢dao de X, 1, isto €,

i=1,..,(N-1) — X, = X.1. (1.78)

A evolugdo para Xy ¢ andloga ao que discutimos para os casosde N =1e N = 2:

0A OL 0A

Xy=A+P — = A 1.79
NS AT NGBy T 02 aPy (1.7
As equacgdes para P, com: = 2,3, ..., N, conduzem a defini¢ao de P;_;:
. 0A oL oL 0A oL .
Fi=—F- PN@Xi * Ox(i-1) + 0xN) 0X; =—Hat Oz’ i=12..., N
(1.80)

Finalmente, cabe observar que a evolucao para P, estd diretamente ligada a equagao de Euler-

Lagrange:
0A 0L oL 0A 0L

P —_p2A 0L 0L 0A oL
! Nox, T or T ox™Max, o

(1.81)

Assim, a hamiltoniana H escolhida (1.76) gera a evolucdo temporal desejada do sistema.
No caso em que ndo ha dependéncia explicita do tempo, H coincide com a energia do sistema,
no sentido de ser uma grandeza conservada. Concluimos, portanto, que também ha instabilidade
no caso de derivadas de ordem N. Resta-nos agora discutir sobre a natureza dessa instabilidade

para finalizarmos essa se¢do sobre o formalismo de Ostrogradsky.

5
6

Na proxima secdo, explicaremos mais detidamente o que queremos dizer com piorar ou melhorar.

De qualquer forma, isso pode ser visto intuitivamente: falando de uma maneira bastante informal, como temos
mais “entradas” lineares na hamiltoniana teremos, portanto, mais “chances” de valores negativos no espectro
de energia.
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1.2.5 Algumas implicacdes da instabilidade de Ostrogradsky

Como acabamos de explicar, a construgao de Ostrogradsky conduz a uem hamiltoniana
de uma teoria de derivada superior ndo-degenerada que ndo ¢ limitada inferiormente, ou seja,
¢ instavel. Nesta subsecao, discutiremos algumas caracteristicas da instabilidade e implicacdes
para a teoria fundamental. Nesse sentido, transcrevendo a referéncia [32], ha seis pontos prin-

cipais a serem apresentados:

1. A instabilidade leva a varidvel dindmica a uma dependéncia temporal especial, ndo a um

valor numérico especifico.

2. A mesma variavel de Ostrogradsky carrega operadores positivos e negativos de criagao e

aniquilacao.

3. Se o sistema instavel interagir, entdo o vacuo fisico pode decair numa cole¢do de excita-

¢oOes positivas e negativas.

4. Se o sistema instavel for uma teoria de campo continuo, a vasta entropia no limite de

momento grande vai fazer esse decaimento ser instantaneo.

5. Para sistemas instaveis e interagentes, graus de liberdade com momentos grandes nao se

desacoplam da fisica de baixa energia.

6. A imposi¢dao de um unico vinculo global no funcional de energia ndao melhora a instabili-

dade.

Todos esses pontos sdo importantes mas, como certa vez afirmou Orwell” “todos os ani-
mais sdo iguais, mas alguns sdo mais iguais que os outros”. Os pontos 2 — 4 serdo considerados
no tratamento quantico do formalismo de Ostrogradsky. Para a discussdo a seguir, vamos nos

dedicar aos pontos 1, 5 € 6.

Vamos ao primeiro ponto: instabilidade cinética, considerando a equagao (1.69). Para
quaisquer valores constantes de x(t), H ¢ limitada inferiormente. No entanto, podemos conse-
guir energias negativas ao fazer #(t) grande e/ou ao fazer 7' (¢) grande, desde que mantenhamos
a combinagao

(1) + () (1.82)

7 A Revolucdo dos Bichos, 1945.
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constante. Isso implica que a instabilidade de Ostrogradsky é um problema cinético, diferente-
mente do que estamos acostumados ao resolver problemas relacionados a da energia potencial.
Nesse caso, a energia diminui ou aumenta conforme a varidvel dindmica se aproxima de um va-
lor especial, em geral quando z(¢) ¢ um minimo ou maximo. Dito de outra forma, ndo queremos
minimizar ou maximizar em relagdo a z:(¢) (um problema potencial) e, sim, queremos minimizar
ou maximizar em relagéo as derivadas de z(¢) (um problema cinético) sujeitas a certos vinculos

como, por exemplo, (1.82).

Vale a pena nos alongarmos um pouco mais no quinto ponto: em geral, ndo estamos
interessados em modos de altas energias em um dado sistema. O motivo disso ¢ que, em geral,
tratamos problemas que ndo dependem explicitamente do tempo, ou seja, H € a energia do
sistema e uma constante global que pode ser denotada por H,. Agora, tomemos um conjunto de
osciladores harmonicos no espago de fase ¢,p. Se o i-ésimo oscilador (g;, p;) ¢ de energia alta,
isso significa que |p;| deve ser grande em relagdo aos outros p’s. No entanto, existe um vinculo
global para a energia nesse caso, H = H,. Isso significa que, para um determinado oscilador ter
alta energia, os outros osciladores devem perder energia. Entretanto, tal arranjo de concentracao
de energia em alguns osciladores ¢ bastante improvavel e, dessa forma, ignoramos os modos de

alta energia na maioria dos casos.

O problema ¢ que essa justificativa para o cutoff de estados de alta enegia ndo funciona
para um sistema com instabilidade de Ostrogradsky, pois podemos excitar os modos de energia
negativa para contrabalancear os modos de alta energia (positiva). Pior ainda, contrariamente ao
esperado, esses modos de alta energia ndo se torna irrelevantes, eles tendem a influenciar mais
fortemente conforme p se torna maior. De fato, ha mais possibilidades de contrabalancear essas

energias altas excitando modos com energias suficientemente negativas.

Esse fato tem uma implicagdo muito profunda para a teoria de Ostrogradsky: esta teria
que ser valida em todas as escalas de momento. Assim como em uma teoria classica tradicional,
na qual podemos trabalhar com uma escala de energia mesoscopica e alguns resultados precisam
ser explorados na vertente quantica, uma teoria de Ostrogradsky deve ser quantizavel para a

construcdo fazer sentido®.

Finalmente, tratamos do sexto ponto. Um problema fisico com teorias de derivadas

E claro que a instabilidade deve existir para que possamos excitar modos de energia de sinal oposto, ou seja,
a lagrangeana deve ser ndo-degenerada. Também, isso se refere apenas a construcao ldgica do formalismo de
Ostrogradsky: ¢ uma necessidade 16gica que a construcdo seja valida em todas as escalas de momento. Se isso
faz sentido fisico ou ndo, discutiremos mais adiante.
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superiores € que a energia de setores do sistema pode decair arbitrariamente para valores muito
negativos (a energia total ¢ conservada em muitos casos, como, por exemplo, nas equagodes
(1.69) e (1.70)). Isso reflete o que acabamos de discutir sobre o quinto ponto com respeito aos
modos de alta energia. Impor um vinculo global, como, por exemplo, H = H, ndo quer dizer
que se consiga garantir que a energia seja bem comportada em todos os pontos, mesmo que ela
seja conservada globalmente. Portanto, impor um vinculo, quando for o caso, ndo ¢ suficiente

para garantir que a energia seja bem comportada em todo o intervalo.

Assim, terminamos nossa discussdo sobre o formalismo de Ostrogradsky classico. Vol-
taremos a ele no capitulo 2, quando tentaremos quantizar o formalismo desenvolvido aqui e tra-
tar, também, dos pontos 2 — 4 mencionados anteriormente. A seguir, voltaremos a nos dedicar
ao estudo classico do oscilador PU. Vamos investigar esse problema considerando o formalismo

de Ostrogradsky e seguindo a linha de raciocinio presente na referéncia [34].

1.3 O tratamento classico para osciladores acoplados

1.3.1 O oscilador de Pais-Uhlenbeck de quarta ordem
Consideremos, agora, a equagao de movimento de quarta ordem dada por
T4 af + fxr =0, (1.83)

com z = x(t) uma fungdo real. « e [ sdo pardmetros positivos e relacionados a um par de
frequéncias w; e wy. Note que esses w; € wo correspondem as frequéncias dos osciladores aco-

plados quando comparamos com os resultados da secao 1.1, em particular a equagado (1.12),

dadas por
a=w?+wl  B=uwksl (1.84)
Além disso, tem-se
2 ~4
a=2, 5= (1.85)
€ €

ao compararmos com o exposto na subsec¢do 1.2.3, especialmente equagdes (1.53) e (1.55). No
segundo capitulo, tentaremos obter um sistema quantico unitario e estavel’, cujo limite classico

¢ o oscilador PU.

Isto é, queremos que a hamiltoniana quéntica seja hermitiana e limitada inferiormente.
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Consistentemente com as equagdes (1.52), (1.53) e (1.85), sabe-se que a equacdo de

movimento (1.83) pode ser obtida de uma lagrangeana da forma[1,33]
L= %(5@2 — ai? + Ba?), (1.86)

em que p ¢ um parametro positivo com dimensao de massa. Poderiamos introduzir uma nova
variavel y via o vinculo y = & e transformar a lagrangeana em uma teoria de derivada de
primeira ordem em x e y. Em seguida, aplicar o procedimento de quantizagdo de Dirac para
sistemas vinculados[33] e encontrar uma descrigdo hamiltoniana do oscilador PU. No entanto,
como demonstrado na referéncia [19], a hamiltoniana gerarda uma teoria instavel ou nao-unitaria.
Vamos voltar a esse ponto no capitulo 2, mas, por ora, discutiremos uma formulagao hamiltoni-
ana diferente, partindo da premissa de que existem hamiltonianas diferentes que geram a mesma

equac¢do de movimento. Para isso, utilizaremos a argumentacao presente na referéncia [34].

No contexto da referéncia [34], comeca-se com a introducdo de uma nova variavel w,
dada por
w =737 + A1), (1.87)

Por sua vez, 7 e A sdo parametros livres diferentes de zero que poderdo ser convenientemente
fixados. Para que w e = tenham a mesma dimensdo, as dimensdes de 7 e A devem ser tempo? e
tempo 2, respectivamente. Podemos usar (1.87) para isolar i e substituir em (1.83) para obter-

mos um sistema de duas equacoes de segunda ordem

F=72

w— AT (1.88)

W= (A—a)w— 7>\ —a\+ B)r. (1.89)

Podemos interpretar (1.88) e (1.89) como as equagdes de movimento de Newton para um sis-
tema com dois graus de liberdade. Podemos aqui imaginar, por exemplo, um sistema com dois
osciladores unidimensionais acoplados. De fato, ao compararmos as equacoes (1.88) e (1.89)
com (1.7), verificamos mais uma vez a conexao entre o oscilador PU com dois osciladores aco-
plados, ap6s uma identificacdo de parametros. Agora, vamos na dire¢dao de obter a formulagdo
hamiltoniana do sistema dinamico descrito por (1.88) e (1.89). Para isso, vamos impor con-
di¢des aos parametros livres 7 € A e introduziremos parametros de massa para cada um dos
osciladores, (i, € 11, Ao pensarmos no sistema de equagdes como as equacdes de Newton, nas

quais os osciladores sdo sujeitos a forcas conservativas, F' = —VV, deve ser verdade que (1.88)
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e (1.89) podem ser escritas como

fth = —0,V (1.90)

o = —0,V. (1.91)

Procedendo dessa forma, a condi¢do de integrabilidade, 0,0,V = 0,0,,V, deve valer. Sabendo
quanto vale 0,V e 9,V das equagdes (1.90) e (1.91), multiplicamos a equagao (1.88) por u, e a
equacao (1.89) por 1,,. A seguir, usando a condicao de integrabilidade, podemos encontrar uma

equacao algébrica de segunda ordem para o parametro livre A:

oz
7-4

M —a\+ B+ = 0. (1.92)

w

Ainda seguindo a referéncia [34], introduziremos dois novos parametros:

0= 7 (4 ) 4, f=al—4f— 0= (Wi -wd)? -0 (193)

w

que também serdo empregados no capitulo 2. Com isso, podemos escrever as solugdes de (1.92)

como
ax \/5

A=

(1.94)

Devemos sempre ter alguma nog¢ao do papel das constantes que estdo nessas ultimas equagoes.
Podemos empregar, por exemplo, o limite x, — 0. Nesse caso, teremos {2 = 0 e A igual a w;
ou wo, ou seja, o limite faz sentido fisico. Esses “testes de sanidade” sdo importantes quando

lidamos com tantas substitui¢cdes de variaveis.

A partir dessas duas possibilidades para A\, conseguimos encontrar o potencial V. Re-
almente, usando as variaveis de momento p,, = W € p, = U, &, conseguimos chegar a uma

familia de hamiltonianas classicas:

2 2
DL, D L o My 5 1
Hs = 2!70 2 + I(a F \/g)w + Z(a + \/g)ar — 5\//%[%(@2 — 46 — 0)wz, (1.95)

que, em ultima instancia, ¢ rotulado por 7. Note-se que temos dois termos cinéticos (os ter-
mos de momento p ao quadrado), dois termos potenciais (os termos com parametro de massa
multiplicando w? e z?) e, finalmente, um termo misto, relacionado ao acoplamento dos dois
osciladores. Vemos, também, que como nao escolhemos o valor de 7, nao fixamos €2 e nem o
parametro 9. Deve estar claro, portanto, que as equacdes de Hamilton correspondentes aos Hs’s

sdo, em ultima andlise, equivalentes a equagao (1.83) do oscilador PU.
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Uma pergunta bastante pertinente seria: existem valores de J para os quais a quantiza¢ao
de H; nos daria um sistema quantico estavel e unitario? Essa pergunta sera discutida no préximo
capitulo, mas adiantamos que teremos de tratar de dois casos distintos, a saber, o caso degenerado

(w1 = wo) e o caso ndo-degenerado(w; # ws).

1.3.2 O oscilador de Pais-Uhlenbeck de ordem 2N

Apesar da discussdo central dessa dissertacdo ser de um oscilador PU de quarta ordem,
vamos aqui fazer uma breve apresentacao do caso de ordem 2N, com N = 1,2,3.... Para tal,
seguiremos a linha de exposigdo da referéncia [1]. A apresentag@o que se segue sera de cunho
mais formal e menos detalhada que as se¢des anteriores. Caso o leitor ndo tenha interesse nos

detalhes da apresentacao, sugerimos que va direto ao comentario posterior a equagao (1.113).

Um oscilador PU para derivadas de ordem 2N pode ser escrito como

d
F(D)z =0, D=, (1.96)

em que F'(D) é um polindmio de ordem 2N. Por sua vez, a lagrangeana L correspondente pode

ser escolhida como

L=—xF(D)x. (1.97)

Cabe ressaltar que F' € uma fungdo par em relacdo a seus argumentos.Isso ocorre para que seja
garantida a simetria t — —t, isto €, simetria por inversao temporal. Fato que ndo ocorre, por
exemplo, no caso de um oscilador harmonico amortecido. Em geral, empregaremos F'(D) como
um polindmio que contém somente potencias pares de D. O procedimento para obter a hamil-
toniana ¢, em linhas gerais, aquele discutido anteriormente na se¢ao 1.2. Tal procedimento, em

ultima instancia, se reduz a definir as quantidades X; e P; que satisfagam

X, =Dz (1.98)
e
08
P=— 1.99
d(Dix) (1.99)
emquei = 1,2,...,N, D¥q é a maior derivada de ¢ que ocorre em L e % denota a derivada
variacional
0S 0L oL oL oL
—=—-D D*——— —  (-)VDN ————. 1.100
v~ ox Pan TP ey TV s, (1.100)
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Seguindo a equacdo (1.76), a hamiltoniana é dada por
H=PXo+PX3+ -+ Py 1 Xy+ Py(DXyn) — L. (1.101)

Note que DXy deve ser expresso em termos dos F;, X; a partir da equagdo (1.99) para Py.

Como estamos considerando em F'(D) polindmios finitos (mesmo que N seja muito

grande) e apenas poténcias pares de D, podemos escrever

N 2
F:H(H—D—Q), (1.102)
=1 )

Wi

em que se considera w; # 0 para todo i. A seguir, vamos nos restringir apenas ao caso com
todas frequéncias reais e distintas. Na referéncia [1], define-se as NV coordenadas candnicas,
X;, como

2

N D
Xi=[]'(1+ )z, (1.103)
j=1 ‘

J

em que escrevemos I’ representa o produtorio que exclui o fator 1 + D?/w?. Tendo em vista
que F'(D) pode ser escrito na forma (1.102), X; é dado por (1.103) e o oscilador PU define-se
em (1.96), segue que

(D* + W) X; =0. (1.104)

Como nao ha vinculos entre os X;’s, o nimero de X;’s equivale ao numero de solugdes inde-

pendentes (dividido por dois) da equagdo (1.96).

Consideremos, agora, outra lagrangeana alternativa L dada por
- N
L=-) nX;(D*+w)X;, (1.105)
j=1

em que os ;s sdo [V constantes. Por exemplo, somos livres para fazer essa escolha desde que
consigamos fixar as N constantes n; de tal forma que L seja igual a L (equagdo (1.97)), pois
sabemos que duas lagrangeanas sao equivalentes se elas diferem por, no méximo, uma derivada

temporal de uma fun¢do de x e das derivadas de x de ordem menor que a maxima da lagrangeana.

Usando (1.102) e (1.103), podemos escrever

B N N D2 2 N nsz
L=—2|> m{[['0+=) (D®+w})|z=—-aF*(D)> —Fu (1.106)
k j wj Ptz
Vemos, portanto, que a igualdade entre L a L ocorre desde que
1 N ngpw?
—_— = o 1.107
F(D) =21+ (107
k
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Como estamos considerando que as raizes de F' sio simples'’ e finitas (W] # w} se i # j),

podemos fazer uma decomposi¢do em fragdes parciais de £'~! com numeradores constantes'!

Dessa forma, temos'>

1
Nk =~ 30 (1.108)
wi " (—wi)
em que
) dF
F(—wy) = @hﬁ_wg (1.109)
e, dessa forma, L é dindmicamente equivalente a L.
Colocando L na forma
L =3 n;[(DX;)* — wiX?], (1.110)
conseguimos escrever a hamiltoniana de imediato
H= Z ki +n] wiX3). (1.111)
Realizando as transformagoes candnicas
1 _1
P — P;(2[n;])2, Xj — X;(2ng]) "2, (1.112)
a hamiltoniana pode ser reescrita, finalmente, como
N
5 Z Y THP? 4+ wiXD). (1.113)

Portanto, o oscilador PU de ordem 2N pode ser escrito como uma combinacao linear de oscila-
dores harmonicos, alguns com energia positiva definida (7 impar) e alguns com energia negativa
definida (j par), mesmo no caso mais simples de raizes finitas, distintas e enumeraveis. Assim,
o problema do oscilador de Pais-Uhlenbeck apresentar energia negativa, o qual serd também

estudado no segundo capitulo, surge até no formalismo cléssico.

10" No sentido de ter apenas multiplicidade n = 1. Considere como exemplo f(z) = (z — 1)(z — 2). f(z) tem

uma raiz simples em 2o = 1, mas g(z) = (z — 1)? tem uma raiz de multiplicidade 2 em zo = 1.

Por exemplo (caso N = 2), se F'(D) = (1 + D—j) (1 + D—2> entdo, via decomposi¢ao em fragdes parciais,

obtemos ﬁ =(1- cu%/o.)%)71 (1+D?*/w?) + (1 — w3 /w?) ™ ! (1+ D*/w3)

Seguindo o exemplo da nota de rodapé anterior ¢ comparando com (1.107), tem-se n; = m
2

1 1 1 1 1
Ng = —s———5—. Por outro lado = e = também fornecem
27 WIO—wi/wd) P WTF(—w]) T wi—wi/wd) © wiF (—wd)  wi-wi/wl)’

ni € ng, respectivamente.
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2 O formalismo quantico e a quantizacao do

oscilador de Pais-Uhlebenck

Neste capitulo, vamos nos dedicar ao estudo do formalismo quantico do problema do os-
cilador PU. No capitulo anterior, vimos o formalismo de Ostrogradsky para trés casos distintos:
derivadas temporais de primeira ordem, derivadas temporais de segunda ordem e a generalizagao
para derivadas de ordem N. Seguiremos um processo similar neste capitulo, no qual tentaremos
realizar a quantiza¢do candnica da hamiltoniana de Ostrogradsky'. No entanto, como uma quan-
tizagcdo candnica do sistema encontra dificuldades, estas também serdo discutidos no capitulo.
Na tentativa de construir um trabalho o mais auto-contido possivel, comegaremos com uma ra-
pida revisdo da mecanica quantica de um oscilador harmoénico simples, utilizando os operadores

de criacdo e aniquilagdo.

2.1 A mecanica quantica de um oscilador harménico simples

Comecaremos escrevendo o operador Hamiltoniano de um oscilador harmdnico simples:

P21
H =" + —mw’i?, (2.1)
2m 2
em que m ¢ a massa da particula, w € a frequéncia angular e p = —z’ha% ¢ o operador momento.

Definimos, em seguida, dois operadores ndo-hermitianos a e a':

_ /W<A+%>
“= 2h v mwp7 2.2)
af = /mw(f_z’A) .
YV on mwt)

Alternativamente, em termos desses operadores, podemos representar o operador posi-

¢do e o operador momento:

= QWZW(GT—F(I),

D iq/h”;w(aT—a).

Lembramos ao leitor que, no capitulo anterior, discutimos quando a hamiltoniana resultante do formalismo
de Ostrogradsky ¢ uma grandeza conservada. Usualmente, identificaremos essa hamiltoniana com a energia.
Portanto, pelo menos a priori, esperamos poder quantizar canonicamente o sistema.

(2.3)

1
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Os operadores a € a', quando aplicados sobre os autoestados de energia, |n), resultam em

a'ln) = v/n + 1|n),
aln) = V)

(2.4)

Portanto, a' adiciona um quantum de energia ao sistema, enquanto a remove um quantum de

energia. Por essa razdo, chamamos esses operadores de operadores de criacdo e aniquilagio?.

Definimos um operador nimero N com as seguintes propriedades:

N =dla,
(2.5)
N|n) = n|n)
e podemos escrever as relagdes de comutacio para a, a' e N:
[a,a'] =1, [N,a'] = a, [N,a] = —a. (2.6)
O operador Hamiltoniano, (2.1), pode ser reescrito em termos do operador numero:
A 1
H = hw <N + 2) : (2.7)

o que implica que os autoestados de H sdao também os autoestados de V. Nesse contexto, para
o minimo no espectro de autovalores da energia (o que equivale a dizer que existe um estado de
minima energia), podemos escrever

A hw
f110) = =10

). (2.8)

Além disso, os possiveis valores de n seguem dessa estrutura algébrica e, consistentemente,

produzimos um conjunto infinito de autoestados de energia (n = 0,1, 2,...) tal que

H|n) = hw (n + ;) In). (2.9)

Para finalizar esta secdo, demonstraremos que autoestados arbitrarios de energia podem

ser expressos em termos de |0):

at)”
|n>:( ) 10). (2.10)

n!

Comegamos calculando o valor esperado de aa':

(n|aaT|n> = (n|([a,a*] + aTa)|n>, (2.11)

2 Enquanto na mecanica quantica ndo-relativistica, geralmente interpretamos esses operadores como levantando

ou abaixando estados, no contexto de teorias de campo, é mais util pensar em criagdo e aniquila¢do de particulas.



Capitulo 2. O formalismo qudntico e a quantizag¢do do oscilador de Pais-Uhlebenck 37

mas [a,a’] = 1 e a’a = N. Portanto,
(n|aa’|n) = (n|(N +1)|n) =n + 1. (2.12)

Sabemos, entretanto, que
a'ln) = vn+1n+1) (2.13)

e, dessa forma, podemos escrever |n) em fungdo de n — 1, n — 1 em fungdo de n — 2 etc.:

aT2 aTn
):<)|n—2):---=( ) 0). (2.14)

al
|n>=%|n—1 n(n—1) Vn!

Cabe ressaltar ainda que, se tivéssemos um sistema com varios osciladores, poderiamos

nos deparar com a hamiltoniana

H = Z( -y omyfi ) Zhwj<N +;) (2.15)

Aqui, Nj = d}&j e d} € a; sdo os respectivos operadores de cria¢do e aniquila¢do do j-ésimo
oscilador harménico que compde o sistema. Os autovalores e autovetores correspondentes a
equagao (2.15) sao
1
E{nj} = Z hw]- (nj + 2) (2.16)
J

comn; =0,1,2,... ¢

[{n}) = T Iny) @.17)

|0> correspondendo ao estado fundamental do j-ésimo oscilador

em que |n;) = \/n_

harmonico.

2.2 A quantizacao canonica do oscilador de Pais-Uhlenbeck com
derivada de segunda ordem

Para realizarmos a quantizagdo candnica e investigar algumas implicagdes fisicas, se-
guimos as refs. [12], [32] e [34]. Nesse contexto, vamos retornar a equacao (1.59). Quando
discutimos a instabilidade de Ostrogradsky no capitulo anterior, mostramos que nao pode exis-
tir um estado fundamental na presenca de uma instabilidade. No entanto, podemos definir uma
func¢@o de onda do vacuo, (X7, X5). Devido a instabilidade, pode haver excitagdo minima

tanto nos modos de energia positiva quanto nos modos de energia negativa em relagdo ao vacuo
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). Para isso, precisamos identificar os operadores de criacdo e aniquilagdo, a4, em que +(—)

refere-se a modos de energias positivas (negativas). A seguir, resolver as equagoes

ax[Q) = 0. (2.18)

Assim, escrevemos a solucdo geral (1.61) em termos de exponenciais:

1 ot 1 .

o) = L+ B4 L e
2 2

1 : 1 A (2.19)

+§(A2 +iBy)e " + 5(142 — iBy)e™?".

Aqui, o subindice 1 (2) esta conectado a + () e, portanto, a modos de energia positiva (nega-

tiva).

Como guia para indicar os operadores de criacdo e aniquila¢do, notemos que se os modos
w; portam energia positiva, entdo o operador de aniquila¢do deve estar conectado a e 1!, Nesse
sentido, devemos ter

ay ~ Ay +iBi, (2.20)

g~ m;1(1+\/1—746)X1+iP1—W1P2_?(1_ V1—4e) Xy, (2.21)

em que ~ ¢ empregado para dizer que o lado esquerdo quantico esta relacionado (vinculado)
ao lado direito, indicado pela solucdo classica. Analogamente, os modos w» dizem respeito a

energia negativa e, para o correspondente operador de aniquilagdo, deve-se ter

a_ ~ Ay —iBs, (2.22)

a_ ~ %(1 VT 40X, — iP, — woPy + %(1 VT =) Xo. (2.23)
Para obtermos [{2), vamos empregar a representagdo das coordenadas, isto €, usaremos
pj = —ih% (7 = 1, 2). Assim, ao empregarmos os operadores (2.19) e (2.21) em 2, a exemplo
J
do caso de um tUnico oscilador, teremos uma estrutura gaussiana para (). Mais precisamente,
obteremos

my/1 — 4e

i/em
2h(w1 -+ (.OQ) h

Q(X1, X5) = Nexp|— (wWwe X7+ X3) — ~———X1 Xy |, (2.24)

em que N é um fator de normalizagdo. Deve ser notado que essa guassiana representa uma

funcdo localizada (normalizével) no plano X; X5. Além disso, a partir de €2, podemos formar
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uma base completa de vetores de estado via aplicacdo de operadores de criagdo. Sao eles:
()} (al )
VN1l No!

Com isso, o operador Hamiltoniano aplicado nesses estados fornece

N1, N) = ). (2.25)

H|Ny, N3) = h(Nywy — Nows)| Ny, Na), (2.26)

consistentemente com a possibilidade de energias positivas e negativas classicamente.

Além de uma teoria com um operador Hamiltoniano sem limite inferior sofrer da ins-
tabilidade de Ostrogradsky, podemos, também, discutir se uma teoria quantizada dessa forma
mantém a unitariedade®. Para isso, vamos imaginar que o operador de aniquilacdo de energia
positiva seja um operador de criacdo para energia negativa. Dito de outra forma, definimos um

estado “fundamental” |Q2) que obedeca as equagdes

ay|Q) =0 =al |Q). (2.27)

Uma fung¢do de onda que satisfaz essas equagdes ¢ dada por

my/1 — 4e

Q= Nexp| VL4
P 2h(we + wy)

(eraX? = XB) + T, (2.28)

em que N ¢é um fator de proporcionalidade.

Como essa fun¢ao de onda ndo é normalizavel, ela ndo corresponde a um estado do sis-
tema quantico [35]. No entanto, podemos tentar seguir adiante e definir um “espaco de estados”
formal que seja gerado por |Q):

(@D)M (@)™ o

VNl (2.29)

Por sua vez, cabe ressaltar que esses estados correspondem a energias positivas:

|N17N2> ==

H|N.,N_) = h(Nyky + N_k_)|N,, N_). (2.30)

Esse resultado mostra que o prego pago para se obter energias positivas € ter estados nao nor-
malizaveis. Nesse contexto, o problema da unitariedade surge porque |Q2) é definido como se

tivesse norma igual a um, mas as relagdes de comutacdo permanecem as mesmas,

ay,al] =1=[a,al], (2.31)

No contexto da mecéanica quantica, unitariedade é uma restricdo na evolucdo (principalmente temporal) do
sistema que garante que a soma de probabilidades sempre seja igual a unidade. E uma maneira de checar a
consisténcia da teoria em questdo. Falando de uma maneira mais informal, unitariedade garante que a particula
(ou o sistema) estd, em um determinado instante, em algum lugar do espaco e, portanto, quando realizarmos
uma medida, encontraremos a particula em algum estado bem definido.
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e conduzem a uma inconsisténcia. Essa inconsisténcia esta relacionada com o fato de que a
norma de qualquer estado com um numero impar de N, ser negativa. Por exemplo, o primeiro

desses estados de norma negativa ¢

(0,70,T) = (Q)ala_|Q) = —(Q/02). (2.32)

Para preservar a interpretagao probabilistica da mecanica quantica, ndo podemos permi-

tir estados de norma negativa. No entanto, em um contexto amplo, sabemos que um processo
de espalhamento inevitavelmente mistura estados de norma positiva e de norma negativa, assim
como a teoria corretamente quantizada permite processos de mistura de particulas de energia
positiva com particulas de energia negativa. Assim, mesmo que pudéssemos remover oS es-
tados de norma negativa, a matriz S resultante seria ndo unitaria. Ou seja, nosso processo de
quantizacdo canoOnica violaria a unitariedade e ndo resolveria o problema de H, que estamos
identificando como a energia do sistema, ndo ser limitada inferiormente. Dessa forma, busca-
remos uma alternativa a quantizagao candnica usual. Antes, voltaremos a discussdo do capitulo
anterior sobre a natureza da instabilidade de Ostrogradsky e comentaremos os trés pontos que

restaram. Como no capitulo anterior, seguiremos a discussao presente na referéncia [32].

Quando comentamos a natureza da instabilidade, deixamos para este capitulo as seguin-

tes trés implicagoes:

1. A mesma varidvel de Ostrogradsky carrega operadores de criagdo e aniquilagao positivos

e negativos.

2. Se o sistema instavel interagir, entdo o vacuo fisico pode decair para uma cole¢do de

excitacdes positivas € negativas.

3. Se o sistema instavel for uma teoria de campo continua, a vasta entropia no limite do

momento vai fazer esse decaimento ser instantaneo.

Vamos comecar com o primeiro item. Em geral, estamos acostumados a escrever varia-
veis dinamicas linearizadas em operadores de criacdo e aniquilagdo. Para um oscilador harmé-

nico, como, por exemplo, em (1.2), temos, quando consideramos a equacao (2.19), usamos a

relacdo de Euler para identificar o operador de aniquilagdo com o termo associado a e e o
operador de criagdo com o termo associado a e™*:
Ty . 1 i 1 i
T coswt + — sinwt = =[x + —dole ™" + =[wg — —io)e", (2.33)
w 2 w 2 w
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em que (g + ido/w) /2 [(xo — ido/w) /2] fara o papel do operador de aniquilagdo [criago].

Em geral, cada variavel dindmica se relaciona a um conjunto de operadores de cria-
¢do e aniquilacdo. No entanto, com base na expressao (1.61) e no que discutimos ao obtermos
Q(X4, Xs), percebemos que a mesma variavel dindmica de ordem superior carrega tanto opera-
dores de aniquilagdo e criagdo de energia positiva quanto operadores de energia negativa. Assim,
interacdes locais deverdo acoplar os setores de energia. Dito de outra forma, teremos estados

mistos, com operadores pertencendo aos dois “tipos” de energia.

Passando para o segundo item, consideremos brevemente agora uma situacao que en-
volva varios graus de liberdade, apesar de nao ser o foco de nosso texto. Por exemplo, vamos
supor uma teoria de campo interagente que possua a instabilidade de Ostrogradsky. Como ¢
sabido, particulas podem ser vistas como excitagdes elementares de campos e, portanto, dire-
tamente relacionadas aos operadores de criagdo e aniquilagdao. Por sua vez, se isso ocorrer em
uma teoria com derivadas de ordem superior, ¢ possivel aumentar (diminuir) energia tanto cri-
ando quanto aniquilando particulas. De fato, tal cenario configura-se, como vimos, devido a
hamiltoniana ser linear em todos os momentos conjugados, salvo por um. Caso a teoria seja
interagente, como se espera de uma teoria de campos tipica, havera interagdes entre as parti-
culas. Em particular, a depender da forma da interagao, decaimentos poderdo ocorrer tanto de

particulas com energias positivas quanto negativas.

Finalmente, também de maneira breve, comentaremos o terceiro item. Para isso, pre-
cisamos nos lembrar do motivo pelo qual estados excitados de 4tomos decaem na natureza.
Embora estejamos acostumados com o fato de que um atomo decai de um estado excitado para
reduzir a energia total do sistema, isso nem sempre ¢ a forma mais precisa de expressar o evento.
Em alguns casos, o decaimento ocorre mesmo que a energia total seja constante. Nesse caso, o
decaimento acontece redistribuindo essa energia total constante em um grande nimero possivel
de estados. Finalmente, também de maneira breve, comentaremos o terceiro item. Para isso,
precisamos nos lembrar do motivo pelo qual estados excitados de 4tomos decaem na natureza.
Embora estejamos acostumados com o fato de que um atomo decai de um estado excitado para
reduzir a energia total do sistema, isso nem sempre ¢ a forma mais precisa de expressar o evento.
Em alguns casos, o decaimento ocorre mesmo que a energia total seja constante. Nesse caso, o
decaimento acontece redistribuindo essa energia total constante em um grande niimero possivel
de estados. De fato, em decaimentos atdmicos, a diferenga de energia entre dois estados pode,

em geral, se dividir de varias maneiras que dependem das dire¢des das partes resultantes, basi-
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camente limitadas apenas por leis de conservacdo bem gerais como a do momento linear. Além
disso, no caso de uma teoria de campos com derivadas de ordem superior, ha a possibilidade de
estados com energias arbitrariamente negativas e positivas*. Assim, nesse tipo de teoria, sio in-
contaveis (incontrolaveis) as possibilidades de decaimentos e, portanto, favorecendo fortemente

a rapidez dos decaimentos, essencialmente tornando-os instantineos”.

De uma maneira geral e de um ponto de vista estatistico, esse decaimento € favorecido
por uma entropia bem grande. Vemos, portanto, que esse cendrio ndo ¢ compativel com o que

entendemos por um universo estavel.

Agora que descrevemos a natureza da instabilidade e realizamos a quantizagdo candnica
tradicional, percebemos que ndo conseguimos obter uma teoria quantica unitéria e estavel. Ha
problemas nessa formulacdao que parecem insoluveis, particularmente o fato de que nao ¢ facil
recuperar a interpretacdo probabilistica da mecanica quantica. Ao quantizarmos dessa forma,
teremos estados com norma negativa misturando-se com estados de norma positiva e a matriz
de espalhamento ndo seria unitaria. Assim, desistimos de realizar a quantizacdo candnica “tra-

dicional” e buscaremos uma formulagao hamiltoniana alternativa.

2.3 Alternativas a quantizacao canonica do oscilador de Pais-Uhlenbeck

Nosso ponto de partida para tentar encontrar uma formulacdo hamiltoniana alternativa,
cuja quantizagao mantenha a unitariedade, ¢ a hamiltoniana Hy descrita pela equagdo (1.95).
Dessa equagdo, notamos que H; é uma fungio real desde que 6 > 0, ou seja’, \/|w? — w3| > Q.
Mas 2 > 0, entdo, essa condi¢do s6 é valida no caso nao-degenerado onde w; # wo. A discussdo

dessa se¢do sera baseada na referéncia [34] e nas referéncias encontradas nela.

Usando as equagdes (1.84) e (1.93), podemos deduzir que oo = v/§ > 0 e, seguindo a

referéncia [34], introduzimos dois parametros reais € positivos

Vy = ;\/ Mw(a:F\/g)v Ve = ;\/ Nw(ai\/g> (234)

Lembramos ao leitor que ja discutimos a possibilidade de excitar arbitrariamente o modo linear no momento
conjugado, desde que excitassemos adequamente os outros modos. A energia total é uma constante, mas po-
demos “particiona-la” de diversas formas, positivas e negativas.

Ha a tentativa de se introduzir um cutoff nesse imenso espaco de possibilidades de decaimento. Entretanto,
a taxa de decaimento ¢ dependente desse cufoff, fazendo com que ndo se veja uma maneira de se resolver o
problema [36].

Aqui seguimos a notagdo utilizada no capitulo anterior, em que €2 era uma constante definida em (1.93). Nao
estd associada ao estado de vacuo () da secdo anterior. Note também que, nesta se¢o, utilizamos a mesma
notagdo da equagdo (1.95) por consisténcia. Dessa forma, & ¢ uma variavel do sistema.
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Com esses dois parametros, podemos reescrever a equagao (1.95) como

R
R 4 p2? — el TT (2.35)
az—9

2 2
Ho—Po P
2y 20y

Por sua vez, completando o quadrado, verificamos que

2 2 2 2 2,.2
D D v, Q%x 4Bvix
H.— fw z W — . 2.36
s 2t 2Mz+<uw a2—5> +042—5 (2.36)

Agora, seguimos o esquema da quantiza¢do canonica: (&, x,ps,p.) — (W, Z, Dy, D). Nesse

processo, usando a representagdo de coordenadas para esses operadores, temos

@¢(wa$) = U”P(w’x)a fi/}(w, SL’) = xw(wvx)a

2.37)
L 0w, ) 00w, ) ‘
Aw ) = - 577 Ax ) = —th——/——.
buth(w,z) = —ih—0 bath(w, 2) = —ih—0"
Por sua vez, o operador Hamiltoniano correspondente a hamiltoniana (2.36) ¢
A2 A2 24\ 2 242
~ D D R v, 7% 4BviT
Hs = — - Wl — . 2.38
’ 2,uw 2,“96 * <V v a? — 5) + a?—0 ( )

Deve estar claro, portanto, que esse operador Hs ¢ Hermitiano e positivo definido. Ademais, a
dinamica classica correspondente ¢ a que ja discutimos, veja a equacdo (1.83). O Hamiltoniano
¢ também diagonalizavel por uma transformagdo candnica linear. Realmente, a hamiltoniana

(2.36) ¢é quadratica em p,, Py, & € 1, representando dois osciladores harmdnicos acoplados’.

E digno de nota que esse resultado s6 € valido no caso nao-degenerado. Vamos agora
nos dedicar ao problema degenerado, com w; = w, = @. Nesse caso, as variaveis definidas no

capitulo anterior, «, 9, A e 7 (equagdes (1.84) e (1.93)), se reduzem a:

:)2
a = 207, §=—-04 A:@Qiﬂ, T:\éﬁ.

: (2.39)

Usando esses parametros, a hamiltoniana descrita por (1.95) torna-se

w . x , 1
H_ i = 2p—w + pr + %(2@02 FiQ%)w® + %(2@02 +i0?%)2? — §w/uw,ux§22wx. (2.40)
o 2ftg

A equacgao de movimento (1.83) ndo fixa os valores dos parametros de massa; portanto, podemos

escolher p,, = p, = p por simplicidade. Com isso, a hamiltoniana (2.40) assume a forma:

2
Hogn = (52 + p2) + 2202 5 i020? + (20 + i02)?) — PEEYT (2.41)

21 4 2
Escolhendo convenientemente nossas coordenadas, que sdo combinagdo linear das antigas, a hamiltoniana
(2.36) passa a representar dois osciladores harmonicos desacoplados. Por sua vez, os autovalores de Hj se
resumem a soma de autovalores de cada oscilador; os autovetores correspondentes de Hj sdo produto dos
autovetores da hamiltoniana de cada um dos dois osciladores. Esse procedimento é detalhado no apéndice da

referéncia [34].
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Podemos quantizar H_4 usando o esquema de quantizacdo descrito anteriormente na

equacao (2.37). Obteremos, assim, o operador Hamiltoniano H _Qa:

. 1
H g = ﬂ(ﬁfu ) + %[(QUP Fi0)0? + (2uw? +i02)7?

- M (2.42)
2
Esse operador ndo ¢ Hermitiano, o que em si ¢ um problema, pois queremos que a energia
do sistema seja um observavel. O Hamiltoniano by _q4 dado em (2.42) faz parte da classe de
Hamiltonianos da forma

H= i[ﬁ + P2+ 1(e + ie)w? + 1(e —i€)2? + bivi], (2.43)

2" 2 2

investigada nas referéncias [38, 39]. Como apontado nessas referéncias, esse H temum conjunto
completo de autovetores com autovalores reais desde que |e|< |b|. Comparando as equagdes
(2.42) e (2.43), vemos que o Hamiltoniano (2.42) consiste na escolha e = 2p2w?, € = Fu?Q% e
b = —u*Q?, ou seja, neste caso, temos |¢|= |b| e ndo |¢|< |b|. Esse resultado indica, portanto,

que a hamiltoniana descrita por (2.42) nao ¢ diagonalizavel.

Vale ressaltar que, em razao de (2.39) e de (1.87), o pardmetro A e a varidvel w podem
tomar valores complexos. Essa observacao revela uma deficiéncia sutil, mas importante, no
nosso esquema de quantizagdo, envolvendo w — w0, porque w ¢ uma variavel complexa e w0,
definido em (2.37), tem espectro real®. Conseguimos obter um operador Hamiltoniano com esse
esquema de quantizagdo; no entanto, mesmo que esse operador fosse diagonalizavel, o limite
classico nao poderia ser o oscilador PU classico. Esse ¢ um problema encontrado também na

referéncia [19].

Temos um grande problema em maos. Partimos do oscilador classico PU e em um pri-
meiro momento, tentamos quantizar ingenuamente. O operador Hamiltoniano resultante ndo ¢
limitado inferiormente e o sistema quantico ndo € unitario e, portanto, ndo podemos manter a
interpretacdo probabilistica da mecanica quantica. Buscamos uma forma alternativa de quanti-
zagdo para o oscilador PU e, no caso ndo-degenerado, obtivemos um bom resultado. No entanto,
ndo s6 o Hamiltoniano obtido no caso degenerado ¢ ndo-Hermitiano e pode ndo ser diagonali-
zéavel, sendo que o limite classico desse sistema nao retorna ao ponto de partida — o oscilador

PU.

Para finalizar o capitulo, gostariamos de mencionar uma possivel alternativa recente

de quantizar o oscilador PU. Esta alternativa ¢ a quantizag¢do baseada em sistemas vinculados

8 Isso parece ser um problema comum em sistemas PT-simétricos. O leitor interessado pode encontrar outro

exemplo disso na referéncia [40].
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e ¢ utilizada para verificar se o campo emergente do oscilador PU ¢ fisicamente consistente.
Adiantamos que, de fato, a teoria € consistente mas ndo satisfatoria porque o operador Hamil-
toniano obtido continua sendo nao limitado inferiormente. O leitor interessado pode encontrar
uma discussao detalhada na referéncia [41] e, paralelamente, caso ndo esteja familizariado com
a quantizagdo de sistemas vinculados, pode encontrar um bom embasamento tedrico nas refe-

réncias [42-52].
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3 Consideracoes sobre uma mecanica estatis-

tica do oscilador de Pais-Uhlenbeck

Neste capitulo, consideraremos a possibilidade de um formalismo mecanico-estatistico
de trés sistemas, a saber, de um oscilador harmdnico simples, de dois osciladores harmonicos
acoplados e do oscilador PU. Verificaremos que dificuldades, a exemplo das encontradas nos
capitulos anteriores, também se manifestardo no cendrio mecanico-estatistico. Estudaremos um
regime de quase equilibrio e, para isso, usaremos equagdes de Langevin e de Fokker-Planck.
Discutiremos a possibilidade de aplicagdo dessas equacdes ao sistema de dois osciladores aco-
plados e ao oscilador PU. Antes de passarmos a essa discussdo, haverd uma se¢do introdutoria
visando fixar a notagdo e alguns conceitos acerca da equagdo de Langevin e da equacdo de

Fokker-Planck que utilizaremos no decorrer deste capitulo.

3.1 Equacoes de Langevin e de Fokker-Planck

Sabemos, da mecanica estatistica[56], que a probabilidade P de um sistema se encontrar

em um estado de equilibrio termo-estatistico ¢, em geral, proporcional a e,
P o e PH, (3.1)

em que = 1/kgT, T é a temperatura, kp ¢ a constante de Boltzmann e H a hamiltoniana do
sistema estudado. Da discussdo dos capitulos anteriores, fica claro que essa formulagdo encon-
trard problemas quando aplicada ao oscilador PU, ja que a hamiltoniana (1.76) ndo ¢ limitada
inferiormente. Visando aprofundar nesse tipo de discussdo, focaremos com uma investigagao
do sistema acoplado a partir da equagao de Langevin para, logo em seguida, nos direcionarmos

a equacgdo de Fokker-Planck associada.

Antes de comecarmos com a investigacao do sistema de osciladores acoplados, discuti-
remos o caso de uma particula de massa m imersa em um liquido. Podemos observar que essa
particula esta sujeita, além de a uma forca externa, a uma forga viscosa, que modelaremos como
proporcional a velocidade da particula em relagdo ao meio, ¢ a uma forga de carater aleatorio,
devido a impactos aleatorios de moléculas do liquido[55, 56] com a particula. Deve estar claro

nesse cenario que as forcas de atrito e aleatoria estdo diretamente conectadas. Por exemplo, se
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ha forga aleatodria € porque hé particulas do meio colidindo com a de massa m e essas particulas
sdao também as responsaveis pela forga de atrito viscoso. Essa tltima for¢a surge basicamente
das colisdes sistematicas da particula de massa m ao se movimentar em um meio que ja contenha

outras particulas.

Por simplicidade de notagdo, consideraremos apenas o movimento unidimensional ao

longo do eixo x. A equacao de movimento &, portanto,

d
md—: — —av+ F.+ F(t), (3.2)
em que
dz
_ @ 33
V=g (3.3)

¢ a velocidade e x a posi¢do da particula. Como salientado, a parte que depende de v no lado
direito da equagdo (3.2) ¢ a forca viscosa (a constante o depende das propriedades intrinsicas
do meio e da particula), F, é a forga externa e F'(t) é a forga aleatoria. Para F(), as seguintes
propriedades sdo validas:

(F(t)) =0, (34)

ja que, em média, a forca devido as moléculas é nula', e
(F)F(t) = Bo(t — 1), (3.5)

pois consideramos que os impactos sejam independentes em tempos distintos. A equagao (3.2),
com as equagoes (3.4) e (3.5), ¢ um exemplo de equacdo de Langevin. Cabe ressaltar que a

média < ... > ¢é considerada sobre um conjunto (ensemble) de sistemas.

Se considerarmos o caso sem forca externa, F, = 0, e dividirmos por m os dois lados

da equacao (3.2), obtemos

dv

il + ((t), (3.6)

emquey = a/me ( = F(t)/m. O ruido ((t), também chamado de variavel estocastica por

ser uma variavel aleatdria dependente do tempo, tem as seguintes propriedades:

(€@®) =0 (3.7)

Ao leitor desacostumado com esse argumento, atentamos para o fato que (3.4) nada mais ¢ que uma forma
alternativa de enunciar a isotropia e homogeneidade do espaco: como o liquido estd acima do zero absoluto, as
moléculas se movem aleatoriamente (movimento térmico). Se a particula estd momentaneamente em repouso,
em um intervalo de tempo At, imaginamos que uma colisdo vinda da esquerda seja tdo provavel quanto uma
colisdo vinda da direita (ou equivalentemente, uma colisdo vinda de cima ¢ tdo provavel quanto uma vinda de
baixo). Ao tomarmos a média de F' sobre todos os ensembles preparados igualmente, ela deve ser nula.
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(C(B)C(H)) =To(t —t), (3.8)
emque I' = B/m?.

De posse da equagdo de Langevin (3.6), poderiamos obter varios resultados, entretanto,
partiremos de imediato para mais um exemplo da equacdo de Langevin em uma dimensdo. Se

empregarmos a equagio (3.2) desconsiderando o termo mduv/dt, constatamos que

dzx
&= fnl), (39)
emque f = F./aen(t) = F(t)/a. Portanto,
(n(t)) =0, (3.10)
e
(n(t)n(t")) =1"6(t — 1), (3.11)

comI” = B/a?. Empregar a equagio (3.9) se justifica se mduv /dt for muito menor, em modulo,
que aw, isto €, usar uma dinamica com grande amortecimento. Formalmente, isso equivale a

dizer que tem-se o limite m — 0. Note ainda que f representa a forca (salvo por um fator

multiplicativo).
Para um sistema de equacdes de Langevin com N variaveis, x1, s, . . ., X, temos
dx
ditl = fi(zy,2q, ..., xN) + C1(2),
dx
=2 = fg(l’l,xz, e ,SUN) + CQ(t),
dt (3.12)
dx
T;V = fn(z1,22,...,2n) + (N (1),
em que as variaveis estocasticas (;(t), (2(t), . .., (v (t) possuem as seguintes propriedades:
(Gi(t)) =0 (3.13)
e

emque [';,['s, ['s, ... sd0 constantes. Essas equagdes de Langevin formam um sistema de equa-

¢Oes estocdsticas no caso em que o ruido ¢ aditivo. Exemplos da equacdo de Langevin com
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apenas uma variavel sdo as equagdes (3.6), com x; = v, € (3.9), com z; = x. Um exemplo com

duas variaveis corresponde as equagdes (3.2) e (3.3),com x; = x € T3 = v.

Uma maneira alternativa de investigar um sistema de equacdes de Langevin € por meio
de uma equacao de Fokker-Planck. Nesse caso, ao invés de se considerar solu¢des em termos de
fungdes aleatorias, emprega-se uma densidade de probabilidade. A equacdo de Fokker-Planck

correspondente as equagoes (3.12), (3.13) e (3.14) ¢

op 1 X _or X o

— =-3TI,— — P), 3.15

ot 2 ; Ox? ; 0 (fiP) (3-15)
com P = P(x1,x,...,2zN,t). Maiores detalhes sobre a conexao entre as equagdes de Langevin

¢ a equagao de Fokker-Planck podem ser vistos no apéndice A.

Um primeiro exemplo de equagao de Fokker-Planck ¢ aquele que corresponde a equagao

(3.6), que ¢
or ro*p d(vP)

— == 3.16

ot 2002 o (3.16)

comz; = v, P = P(v,t) e f(v) = —yv. No limite de tempos longos, chegamos a solugéo
estacionaria, 0P/0t = 0, dessa equagdo, ou seja, verificamos que

P(v) = Ne P%%, (3.17)

em que N ¢é uma constante de normalizagdo e § = 2v/mlI. Se compararmos esse [ com

B = 1/kgT, obtemos a relagdo entre I', y e T..

Outro exemplo de equacao de Fokker-Planck vem da equacao (3.9), que conduz a
orP TI'9*P 0
—=———-—(fP). 3.18
ot 2 0z2 Ox (/P) (3.18)

Se f for confinante, essa equagdo tem uma solugdo estacionaria ( 0P/t = 0):

P(x) = Ne PV@), (3.19)

em que N é uma constante de normalizagdo, 5 = 2/I" e V(z) = — [ f(2')dx’ é a energia

potencial correspondente a f.

Um terceiro exemplo vem do sistema de equagdes (3.2) e (3.3): comegamos escrevendo
essas equagdes como
dx
dt
dv av F.(x F(t
©_ o, o) PO
dt m m m

(3.20)
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Dessa forma, temos um sistema de duas equacgdes de Langevin sendo que na primeira ndo ha
ruido. A seguir, visando comparar com o sistema de equacdes (3.12), usamos: ry = x, ro = v,
fi(z,v) = v, fa(x,v) = [Fe(x) — av]/m e fazemos as identificagdes: Iy = 0e 'y =T =
B/m?. Consequentemente, via equagio (3.15), a equagdo para a distribuigdo de probabilidades
P =P(x,u,t)é

0 0 1 0 a 0 r 92
EP = —U%P — E.F:;(I')%P‘i‘ E%ij) + §@P (321)

Essa equacdo de Fokker-Planck ¢ usualmente denominada equagdo de Kramers. No caso de

uma forga externa elastica, F,(z) = —kx, a equagdo se torna
0 0 0 0 r o?
—P=—v—P+uwr—P+~y—WP)+===P 3.22
ot U@x Tt x@v +76U(U )+ 2002 (3.22)

em que w? = k/m ey = a/m. Igualmente a equagdo (3.16), podemos obter a solugdo estacio-

naria, 0P/0t = 0, da equagdo (3.22). Essa solug@o é
P(z,v) = N'e™P¥, (3.23)

em que N’ é uma constante de normalizagdo, 5 = 2v/ml ¢
q 8

> . (3.24)

¢ a energia do oscilador harmonico simples.

3.2 Dois osciladores acoplados

Passaremos agora ao estudo de dois osciladores acoplados no contexto das equagdes de
Langevin e de Fokker-Planck. Comegamos reescrevendo o sistema (1.6) mas substituindo z

por x e x9 por y no sistema original:

kot k) k
th) R

m i (3.25)

Notamos, a seguir, que esse sistema de duas equacdes de segunda ordem ¢é equivalente a um

sistema de quatro equagdes de primeira ordem, a saber

dz dv, o + By
— = Ug, = —Qh 1Y,
3; d‘it (3.26)
-~ — Uy, —2 = —Qry + BQZE,

dt dt
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em que empregamos oy = (ki + k)/mq, ag = (ko + k)/ma, 1 = k/mq e B2 = k/ms.

Assim como no caso de uma particula imersa em um liquido (equagao (3.2)), suporemos
os dois osciladores sob a agao de um meio. Portanto, deveremos considerar a existéncia de for¢as
de atrito viscoso e de forgas aleatdrias. Por esse motivo, passamos a focar o sistema de equagdes

de Langevin

dz dv,
- = U s —onz + By — M. + G(t),
(3.27)
dy dv,
a = Uy, s = —a2y+5237—72vy+42(t)7

ao invés das equagdes (3.26). Além do que, (;(t) e (»(t) possuem as seguintes propriedades

Q1) =0,  (G@) =0,
(QHGE) =0, (G®GE) =Tt —t),  {Gt)(t) =T0( —t).

(3.28)

Se identificarmos fi(z, vy, y,vy) = —oux + 1y — 110z € foy, vy, 2,0,) = —aoy +
B2 — 2y, obtemos a equagdo de Fokker-Planck para a distribuigdo P = P(z, v,,y, vy, t) no
caso de dois osciladores acoplados:

aip_iazip%_&yip_v aj_ 8 _ k1+k iE—l—i _ ) P
ot 2 ov? 2 (%5 “Oor  Ov, my mly MY

Uyay vy ma Y mo 2 .

Usando 0P/0t = 0 nessa equagdo, obtemos a equagéo para a solugdo estacionaria. Como pode

(3.29)

ser verificado nesse caso,

P(2,y,v,,v,) = Ne PPz, (3.30)
em que N é uma constante de normalizagio,

2 2 2 2

kix koy k(x—vy)
Y 3.31
2 2 + 2 + 2 + 2 ( )

E12 =

¢ a energia dos dois osciladores acoplados e § = 2y, /m;I'y = 2795/msyl’y. Como deveria ser
esperado, a exemplo das equacdes (3.17), (3.19) e (3.23), a (3.30) tem exatamente a estrutura
da distribui¢do de equilibrio (3.1). Por outro lado, se k = 0, 5, = 27 /mqT'y e By = 27 /mal’s,

a solugao estacionaria seria
P(z,y,vg,v,) = N'e=PrEi=fEz (3.32)

em que N’ ¢ uma constante de normalizagdo, By = mv?/2 + k2% /2 ¢ Ey = mv§/2 + koy?/2.
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Cabe ressaltar que foi necessario impor uma relagdo entre I'y, 'y, 71, 72, M1 € Mmo.

Caso contrario, ndo teriamos uma solu¢do como a equagao (3.30), ela seria ainda gaussiana,
I3 . 2 2 . . . ~ .

porém os coeficientes de z°, xy, v; etc seriam diferentes. Esses coeficientes estdo diretamente

relacionados com os valores médios de (z?), (xy), (v2) etc. Nesse sentido, partiremos para as

equagoes que regem a evolugdo desses valores médios. Para tal, empregaremos as equagdoes

(g (3.33)
€
WOLL) _ (o) + s ) + T, (3.34

discutidas no apéndice (A.3), equagdes (A.19) e (A.20).

Inicialmente, usando (3.33), temos as equagdes para (z), (y), (v) € (v,). Séo elas

d(zr) d(y)
o (Va), T (vy), (3.35)
A __m btk |k
a —m1< - - + - (v), (3.36)
d(vy) _ a ket k k.
W) gy Btk s (.37

Vemos que a solugdes estaciondria (f — o00) desse sistema de equagdes, consistente com 0s

valores médios de z, y, v, € v, constantes, sdo
(vz) = <Uy> =0, (z) = (y) = 0. (3.38)

Por sua vez, as equagdes para (x?), (zy) etc, empregando (3.34), sdo

dg52> = 2{wva), (3.39)

d<dyt2> = 2{yvy), (3.40)

dft) = (wvy) + (Yva), (3.41)

d{zv,) 02— gy F R R 5
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d<yvy> 2 asg ko + Kk, k
N L 3.43
dt <Uy> m2< y> Mo <y > + Mo <l”y>, ( )
d<1}2> 2&1 2 kl -+ k 2k
) My 2+ ) + T, 3.44
Wl 22— o )+ 2y 4 T (.44)
W) _ 202y phetk g 2Ky T (3.45)
dt - mo Y mo yvy mo xvy 2 )
d(zvy) as ks 4+ k ko, 5
=) — o 0y, 3.46
P = 2 ) = 2 R ) 4 B+ ) (3.46)
d{yv,)  a ki +k k5
T —E<yvz> R (zy) + E(?J )+ (vevy), (3.47)
d{vevy) a; a9 ko + k ki+k k k
Sl — (B 22 ) (o) — ) = P e, — o) — ()

(3.48)

Poderiamos investigar as solucdes dependentes do tempo desse sistema de equagdes.
Isso, entretanto, conduziria a expressdes muito extensas. Sendo assim, nos limitaremos em
focar somente a solucdo estacionaria ({ — co) desse sistema de equacdes. Isso quer dizer que
nos concentraremos em supor que (x?), (zy) etc sdo constantes. Assim, as equagdes (3.39) €

(3.40) nos levam imediatamente a
(zvg) =0, (yv,) = 0. (3.49)

Além disso, no regime estacionario, as equacdes (3.41)-(3.48) ficam reduzidas ao sistema de
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equacdes algébricas

<:m}y> + <yvx> =0,

a ki+k k
(v3) - m711< ) — 1m1 (%) + 71<xy> =0,
2 a2 2 + k 2

v,) — — — + —(zy) =0,

(vy) m2< y) m2 (y*) 2<y>
p ko + k 2%
) 27 ) — s} — T =0,

1 1 1
% ko + k 2% (3.50)
Hj< ;) +2 2m2 (yvy) — —(zv,) =Ty =0,
a ko + k k
é( vy,) + 2m2 (zy) —m*2<x2> — (vvy) =0,
a ki + k k
ﬁ(yv& 1m1 (ry) — 71<y2> (vzvy) =0,
ay as ko + k ki+k k k
(5 22 (o) + 2 ) + "o o) 4+ () + ()

Para resolver esse sistema de equacdes, usamos um programa de manipulacao algébrica,

0 Mathematica[57]. O resultado pode ser escrito como

- R(mla ma, kl) k?? ka ai, as, F17 FQ)

2y = 3.51
(o) = Gy . o T b 0. a2, Ty D) (351
R(m2 maq k’g ]{1 k Q92, A1 FQ Fl)
2 _ ) 9 I s 'V I 9 Y 352
<vy> G((Tn’l;?,nQa]'{:17]'{:27]'{:>alva271—‘171—‘2)7 ( )
<1}x'ljy> _ ]{I [(l{? + k?g) my — (IC + ]{31) ng] (aQFlm% — G1F2m3>’ (353)
G(mla ma, kla k27 ka ai, dg, Fl; F2)
_ T 2 T 2
<yvx> _ ké@le + almg) (CLQ 1my — aq 2m2)’ (354)
(mb ma, kla k27 k? ay, ag, Fla FQ)
k (agmy + aims) (asl'ym? — ayTam3)
= 3.55
(zvy) G(ma, ma, ki, ko, kya1,a9,T1,T2) 7 (3:55)
(932> _ Q(m17m2, ki, ko, k7a1,G2,F1,F2) (3.56)
[k(kl + kz) + kle]G(ml, ma, ky, ko, k,ay,az,1'y, F2)7 .
(y2> _ Q(mmml,kz,kl,k7a2,a1,r2,r1) (3.57)

[k(k1 + ko) + k1ko]G(my, ma, ky, ko, ky a1, a2,T1,T2)’

Z(mb ma, klu k27 ka ai, ag, Fl; I~_\2)
(zy) = : (3.58)
k(K1 + ko) + kiko)G(my, my, by, Koy kyay, az,T1, )
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em que

G =a{Tymy (a3[(k + ko)my + (k + k1)ma] + k*m3) + Dok?m3 }+
+ agmi{T (a3 (k + ki )my + (k + ka)®mT + (k + ki)*m3 — [k(k + 2ky) + 2(k + k1) ka]myma)+
+ Tok®m3} + axail (k + ko)myme,
(3.59)

R :ng’ng(CLle + a1m2> + agflml{—[k2 + 2(]61 + k’Q)k + lekg]m2m1+
+ (k4 ko)®m? + (k + k1 )*m3} + Tima{a k®*ma + a3 (k + k1)my+ (3.60)

+ aras[(k + ko)my + (k + ky)mo] + afas(k + ke)ms},

Q =a1a5{Tok*myms + Tymy[(k + k2)®m3 + [kiks + k(ky + ko) mama ] }+
+ ao{Tok?(k + ko)mim3 4+ Tym3[(k + ko)>m? — 2[kika + k(ky 4 k)] (k + ko)mima+
+ (k + k1) [krka + k(1 + k2)Jm3]} + ajaz(Dak®m3 + Ty (k + ko)*mims)+
+ a1 (Tok?(k + ky)yms + T1k%(k 4 ko)m2m3) + asT [kiks + k(ky + ko)Jm3,
(3.61)

7 =arkm3{T1k*m? + Tomo[(k + k1)*ma + (—kiks — k(ky + ko))ma]} + agkm? (Tok*m3)+
o Toma {(k + ka)?my + [—kiks — k(ky + ko)]ma )+

+ agatkma[Ty(k + ko)m7 + Dok + ki)m3] + ajarkmy [Ty (k + ko)mi + To(k + ki)m3).

(3.62)

O sistema de dois osciladores acoplados apresenta uma simetria pela troca de um osci-
lador pelo outro. Essa simetria manifesta-se nos resultados para (x?), (zy) etc. De fato, G, Z
e o numerador de (v,v,) sdo invariantes pela troca dos indices 1 por 2 e vice-versa; os nume-
radores de (zv,) ¢ (yv,), de (2%) e (y*) e de (v2) e (v]) vdo de um para o outro com 1 <> 2,
respectivamente. Além disso, observamos que (v,v,), (zv,) e (yv,) ndo sdo nulos, apesar da
hamiltoniana de partida ndo apresentar termos que envolvam diretamente os produtos v, vy, v,

€ YUy.

Visualizar aspectos do sistema de dois osciladores acoplados a partir das solugdes que
acabamos de ver, em geral, torna-se dificil, pois elas sdo extensas. Entretanto, em alguns casos

limites, as solugdes sao bem menores. A seguir, como exmplo, consideraremos trés desses
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casos. No primeiro deles, usamos 3 = 2a; /m3T'; = 2ay/mal; nas equagdes (3.51)-(3.62) para

obtermos
1 1
20N _ 2y _ _
<Ux> - m1ﬁ7 <Uy> m25’ <UCC/UZJ> 07
<yvm> = <xvy> =0,
k(R 4 ko) + kyky B (3.63)
( 2> B k+ Kk l
Y= by + ko) + hko B

- k 1
xY) = —.
D= 5l + ko) + ks B

Cabe ressaltar que esses valores médios sdo aqueles que se obteria diretamente da equagdo

(3.30).

Um segundo caso limite ¢ aquele em que ndo hé forga de atrito nem forca aleatdria para

um dos osciladores. Por exemplo, se a; = 0 e I'; = 0, as equagdes (3.51)-(3.62) reduzem-se a

m%Fg TTLQFQ

(vy) =

27711 (05} ’

(vy) =

(vzvy) = 0, (yvz) = (zvy) =0,
<ZL‘2> _ (k + kQ)m%F2
Qas[k(ky + ko) + kiks]’ (3.64)
o (k4 k)m3Ty
W) = Skl + ko) + K]
B km3rT,
- 2aslk(ky + ko) + kika]

2&2 ’

(zy)

Note-se que, a exemplo do caso particular anterior, (v,vy), (yv,) € (zv,) sdo nulos.

No terceiro caso limite, o de dois osciladores desacoplados (k = 0), as solugdes estaci-

ondrias ficam ainda mais simples. Elas reduzem-se a de osciladores simples, isto &,

2\ __ 1 2y 1
<U:c> - mlBl ) <Uy> m2527
<Urvy> =0, <yv9€> = <Z‘Uy> =0, (3.65)
1 1

(%)= —,  ()=——=, (zy) =0,
klﬁl k262
em que 5’1 = 2m /mffl e BQ = 2ay/ m%Fg. Nota-se que esses valores médios sdo exatamente

aqueles que advém da equagao (3.32).
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3.3 O oscilador de Pais-Uhlenbeck

Como deve estar claro da primeira se¢do do capitulo 1, um proéximo passo ¢ a compa-
ragdo entre o sistema de osciladores acoplados (3.27) e o correspondente para o oscilador PU.
Para tal, devemos transformar o sistema de osciladores acoplados em um oscilador com deri-
vada quartica na presenca de atrito viscoso e de forcas estocasticas. Nessa dire¢ao, no intuito
de simplificar discussdes e consistentemente com a equagao (3.27), consideraremos a presenca
de duas forcas externas dependentes do tempo F(t) e Fy(t), representando as forcas aleatorias.

Dessa forma, o sistema de equagdes (3.27) passa a ser escrito como

mlj = —(kll + k)l’ -+ k?y + F1 — alx',
(3.66)
mol = — (ke + k)y + kx + Fy — asy,
em que Iy = Fi(t), Fy = Fy(t) e a; e as sdo os coeficientes de atrito viscoso. Para que as
equagdes (3.66) sejam iguais a (3.27), devemos ter vy, = a1 /mq, y2 = az/ma, (1(t) = Fi(t)/m,
e G(t) = Fa(t)/mo.

Procedendo de maneira andloga a apresentada no capitulo 1, equagdes (1.19)-(1.22),

obtemos
myt = — (al + azml> T — (k1 +k)+ (ke + k) o, 2
meo ma o
, ki +k) (ks + k) K
- {(k2+k)6”+(k;1+k)a2}x— [( L5 k) (ks )—] T+ (3.67)
ma Mo ma ma
ko + K . k .
+ = F1(t)+F1(t)+7F2(t)+2F1,
Mo ma ma
que deve ser considerada em conjunto com as seguintes condi¢des iniciais:
(0),
(0),
my my 1 1y ’
.. ]{71 +k CZ% a1<k1 + k) Cllk F1 (0) ai
0) =— — — | z(0) + —y(0 0) — —y(0 — —F(0
#0) = - |2 a4 Ky + 20 ) - 204 DO 5 )
(3.68)

Essas condig¢des iniciais sdo extensdo das equagdes (1.27) quando incorpora-se forcas de atrito
proporcionais a velocidade e forgas externas. Podemos ainda dividir por m, a equagao (3.67) e

renomear cada coeficiente:
aq + CLQM
o= <m2>, (3.69)

ma
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_ {(k1+k)+(k2+k)%+%}

g = , (3.70)
my
ko + k)2t 4 (b + k)22
’Y: [( 2 )m2 ( 1 )m2:|’ (3.71)
mi
[(k1+k)(k2+k) _ kj}
5= m2 m2 (3.72)
my
para escrever a equagao (3.67) como
a4 B 4yt r = DBy (8) + B(1) - Fy(t) + 2, (3.73)
mo mo Mo

que lembra a forma da equagdo (1.83).

A exemplo de quando obtivemos a equagao de Langevin (3.9), podemos supor grandes
amortecimentos, por exemplo para dois osciladores acoplados. Nesse caso, também vamos
formalmente tomar o limite de massa nula, isto €, m; — 0 e my — 0. Esse procedimento faz

com que o sistema de equagdes (3.66) se reduza a

_ <k1+k> k F
&= Tyt —,

ai a1 a1

. <k2+k‘> k Fy
y=- y+ —r+ —.

a2 ag a2

(3.74)

Uma dinamica com foco exclusivo em x pode ser obtida desse sistema de equacdes derivando
a primeira delas em relacao ao tempo e eliminando as dependéncias em g € y. Ao realizar esse

procedimento, tem-se

ki +k  ky+k ky + k)(ko + k) — k2 ky + k k F
a'e:_[ L ]:‘c—[(ﬁ ks + £) ]x—l— 2 ey PR 6
a1Qa9 a1Qa9 aq

ai a2 a1a

E interessante perceber que, se levarmos em conta apenas termos proporcionais a a;ag, a; /ma,
as/ms da equagdo (3.67), reobtemos a equagdo (3.75). Por sua vez, as condig¢des iniciais para a

equacao (3.75) sdo (correspondentes a equacao (3.68))

20),  #(0) =~ R o)+ B )+ BO

ai ai a1

(3.76)

Ap0s essa breve discussao com my — 0 e mg — 0, retornemos ao caso ndo aproximado.
A exemplo do caso sem as forgas Fi e F, (Fy = F5, = 0) e sem atrito (a; = ay = 0), a dindmica
para x pode ser obtida indistintamente das equagdes (3.66) ou (3.67), com as condi¢des inici-

ais (3.68). Ou seja, as dindmicas para z(t) via as equagdes (3.66) ou (3.67) sdo equivalentes.
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A seguir, empregando essa equivaléncia, tragaremos um paralelo entre as equagdes de Lange-
vin (3.27) para dois osciladores acoplados e a equagdo tipo Langevin para o oscilador quartico

correspondente (3.67).

Para iniciarmos essa discussao, notemos que no caso de um unico oscilador (oscilador

usual),

mli’ = —&1j3 — klx + F(t), (377)

o termo de atrito, —a, &, ndo € invariante por reversdo temporal em contraposi¢do ao termo
ma. Fato esse caracteristico de uma direcao privilegiada no tempo, ou seja, aquela que indica o
sentido do tempo em processos dissipativos. Por sua vez, no caso de dois osciladores acoplados,
a equacao para z (3.67) tem os termos com 7' € & que ndo sao invariantes por inversao temporal.
Esses termos sdo aqueles proporcionais a a; € a; em contraste com aqueles proporcionais a 'z’

ex.

Do exposto para dois osciladores acoplados, vemos que possiveis candidatos a forcas
de atrito em um oscilador PU sdo termos que violam inversao temporal. Assim, no caso do
oscilador PU com derivadas temporais de ordem maxima igual a quatro, os candidatos sdo
termos proporcionais a ¥ e . De uma maneira geral, ao partir de uma lagrangeana, L. =
Lz, 2W=1 " 2M) com ™ = d"z/dt", tem-se uma equagio de movimento com um

2N) Nesse caso, candidatos a possiveis for¢as de atrito, a serem inclui-

termo proporcional a z(
das nas equacdes de movimento, sdo aquelas proporcionais a (™ com n impar e menor que

2N.

Passemos agora a discutir o papel de F7(t) e F»(t) em uma possivel conexdo com o osci-
lador PU. Se F7(t) e F»(t) forem vistos como ruidos, a equagdo (3.27) é um sistema de equagdes
de Langevin que, quando resolvido, fornece x(t¢). Por outro lado, a equagdo (3.73) (ou equa-
¢30 (3.67)) pode ser vista como algum tipo de equagdo de Langevin para x(t), porém diferente
das situagdes usuais. Diferente no sentido de ter presente mais de um tipo de forga aleatéria e
derivadas de forcas aleatdrias. Salvo por algum tipo de sutileza oriunda das naturezas estocas-
ticas dos ruidos Fy(t) e F»(t), espera-se que as dinamicas estocasticas ditadas pelas equagdes
(3.27) e (3.73) (com as equacdes (3.68)) sejam as mesmas. Em particular, assim como no limite
de tempo longo (caso estaciondrio), a distribuicdo de probabilidade de equilibrio (3.30) ¢ ob-
tida a partir da equagao (3.27) via a correspondente equagao de Fokker-Planck (3.29), espera-se
que haja uma correspondente distribuicdo de probabilidade de equilibrio oriunda diretamente

da equacdo (3.73). Nesse sentido, a consisténcia desses dois cendrios deveria implicar em uma
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mesma distribuicdo de probabilidade para a variavel z. Em particular, isso equivale a dizer que

(usando a equagao (3.30))

P({E) = /P<x7y>vxavy)dyd/0xdvy = ]\:[eXp [—g (

k(ki + ko) + k1k2> xQ] (3.78)

k4 ks
deve ser obtido no equilibrio independentemente do ponto de partida ser a equacdo (3.27) ou
(3.73). Conclusao semelhante, também, deveria ser verificada quando discutido os resultados

que se originam do sistema (3.74) ou da equagao (3.75).

Nesse cenario de possivel equivaléncia, ja temos a equacao de Fokker-Planck (3.29),
que corresponde a dindmica de Langevin (3.27). Entretanto, ndo temos a equagdo de Fokker-
Planck generalizada correspondente a equagdo (3.73). Empregamos o termo generalizada para
indicar o nosso desconhecimento de qual seria o tipo de equacao de Fokker-Planck que surgiria,
se possivel, ao partirmos de uma equagdo de Langevin que contenha dois ruidos e derivadas de
ruidos. Essa dificuldade com derivadas de ruidos desaparecia se considerassemos o caso em que
Fi(t) = 0. Poderiamos, nesse caso, também empregar a; = 0, como feito para obter a equagédo

(3.64). Portanto, usando Fi(t) = 0 e a; = 0, a equacdo (3.67) e (3.68) se reduzem a

ma

. (ki + k) (k2 + k) K k
M =as— i —| (ky + k) + (ko + k) yc—(kl—i—k)@x—l( 1Rkt k) K o+ — Fy(t)
Mo mo mo mao ma mo
(3.79)
e
z(0),  #(0),
3.80)
.. Fyt k Eooo kit k, ko (
0) =— 0) +—uy(0 0) =— 0) + —u(0).
#(0) = =20 (0) + 2y 0), #(0) = ="L200) +—(0)
Em tal caso, esperariamos verificar, supondo consonancia com a equagao (3.64), que
(o2) = 28T,
haz (3.81)

<$2> _ (1{7 -+ kg)mgpg
2@2 [k(kl + kz) + klkg] '

Com esse resultado, questionaremos se ele poderia ser mapeado em um oscilador PU estocéstico.

De uma maneira geral, apesar de estarmos fazendo um paralelo entre o oscilador PU e
o sistema de dois osciladores acoplados, resta ainda a duvida de qual seria a melhor maneira
(ou a mais consistente) para introduzir uma dindmica estocastica para o oscilador PU. Temos a
davida, por exemplo, se seria suficiente considerar apenas um tipo de ruido (sem o outro tipo ¢
sem derivadas). No oscilador PU quartico, deveria haver apenas um termo que viola inversao

temporal (£ ou 7') ou seriam necessarios ambos? Entendemos, ainda, que para cada candidato
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a equacao de Langevin para o oscilador PU seria de interesse obter uma equagao tipo Fokker-

Planck. Por fim, nesse cendrio, caberia ainda identificar o possivel papel da instabilidade de

Ostrogradsky.
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4 Conclusao

Neste trabalho, revemos varios aspectos relacionados ao oscilador de Pais-Uhlenbeck.
Apo6s a introducao desse oscilador na literatura de fisica em 1950[1], hd um crescente inte-
resse em sistemas que apresentam derivadas de ordem superior a dois. A grande maioria desses
estudos ¢ motivada por propostas de teoria de campo, notadamente relacionadas a teorias fun-
damentais, como teoria de cordas|[3], gravitacdo quantica[15] e geometria ndo comutativa[16].
Nesse contexto, existem dificuldades na construcao e aplicacdo do formalismo que se baseia
no de lagrangeanas com até derivadas de primeira ordem. Assim, pode-se perguntar se ha um
modelo minimo, com derivadas de ordem superior, que exibe, em alguma propor¢ao, a proble-
matica relacionada a essa classe de teorias. A resposta € positiva e esse sistema minimo ¢ o

oscilador de Pais-Uhlenbeck(PU).

Visando fornecer uma motivagao para introduzir o oscilador PU, comegamos nossa dis-
cussdo com dois osciladores acoplados. No contexto da mecanica classica, verificamos uma
equivaléncia entre esses osciladores e o oscilador PU, mesmo no caso limite no qual os dois
osciladores se desacoplam. No entanto, essa equivaléncia somente ocorre quando as condig¢des

iniciais sao escolhidas apropriadamente.

A seguir, com o objetivo de generalizar o formalismo Hamiltoniano da mecanica clés-
sica, fomos conduzidos ao formalismo de Ostrogradsky. Assim como no caso usual, emprega-
mos transformadas de Legendre. Para uma lagrangeana com derivada temporal méaxima igual
a N, temos /N momentos candnicos conjugados e /V transformadas de Legendre. A partir da
hamiltoniana desse formalismo, constatamos que as respectivas equagdes de Hamilton sdo equi-
valentes a correspondente equagdo de Euler-Lagrange. Além disso, a hamiltoniana obtida ¢ in-
terpretada como energia do sistema, que € uma constante do movimento se a lagrangeana nao
depender explicitamente do tempo. Em contraste com todas as semelhangas com o caso usual
(lagrangeanas que dependam das coordenadas e de suas derivadas de primeira ordem), surge
uma instabilidade quando derivadas de ordem superior a primeira estdo presentes. Essa insta-
bilidade surge da presenca de pelo menos um termo linear em um dos momentos candnicos,
porque esse momento pode ser desmedidamente negativo. Esse fato, por sua vez, mostra que
mesmo que a energia seja conservada, o momento conservado em questao pode ser tdo negativo

quanto se queira.



Capitulo 4. Conclusdo 63

Além do mais, enumeramos seis aspectos e discutimos trés aspectos da instabilidade de
Ostrogradsky, em que, em particular, mostramos que a imposi¢ao de um tnico vinculo global no
funcional de energia ndo melhora a instabilidade. Isso implica que, de fato, mesmo que a energia
seja conservada globalmente, ainda teriamos que lidar com setores com energia arbitrariamente
negativos. Aplicamos o formalismo de Ostrogradsky ao oscilador PU. Com isso, percebemos
que a hamiltoniana, apesar de se conservar, ndo ¢ limitada inferiormente. Ademais, verificamos
que a hamiltoniana se decompde na de dois osciladores usuais, porém um com energia positiva
definida e outro com energia negativa definida, mostrando explicitamente a ndo existéncia de
um limite inferior. Esses resultados foram estendidos para o oscilador PU de ordem 2V, no caso

em que as frequéncias caracteristicas sao reais e distintas.

Apos esse estudo classico, partimos para a vertente quantica. Como primeira etapa desse
novo cenario, fizemos a quantizacdo candnica usual, isto ¢, partindo da hamiltoniana e dos co-
mutadores candnicos entre coordenadas e momentos. Consistentemente com a hamiltoniana
classica nao limitada inferiormente, vimos que o espectro quantico contém energias ilimita-
das negativa e positivamente. Além disso, no caso degenerado (dois osciladores usuais com
a mesma frequéncia), percebemos que o operador Hamiltoniano pode ndo ser diagonalizavel.
Ademais, nos deparamos com estados de norma negativa, refletindo, mais uma vez, as dificul-
dades de um formalismo para o oscilador PU. Além disso, examinamos os trés ultimos pontos
enumerados no capitulo 1, em particular, notamos que, se o sistema instavel interagir, entdo o
vacuo fisico pode decair numa coleg¢do de excitagdes positivas € negativas, que mostra que o
vacuo fisico conectado com o oscilador PU pode ser, geralmente, sensivel a adigdo de termos

de intera¢do na lagrangeana original.

Na direcao de contornar essas dificuldades, introduzimos novos parametros para refazer
a quantizacao candnica. Com isso, obtivemos um operador Hamiltoniano diagonalizével e com
espectro nao negativo, porém, no caso degenerado, o Hamiltoniano resultante ndo ¢ hermitiano,
o que implica que ele ndo ¢ um observavel e que o limite classico ndo pdde ser recuperado.
Por fim, apontamos sobre a tentativa de se usar a quantiza¢do de sistemas vinculados para o

oscilador PU.

Um ultimo contexto no qual discutimos o oscilador PU foi no da mecanica estatistica.
Primeiramente, percebemos que a distribui¢cdo de probabilidades do tipo Boltzmann-Gibbs nao
¢ bem comportada. Isso decorre do fato de que a hamiltoniana, ndo sendo limitada inferior-

mente, ndo conduz a um peso estatistico normalizavel. Sabendo desse obstaculo, enveredamos
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na investigacdo da dindmica nas vizinhangas do equilibrio termo-estatistico, isto €, considera-
mos equacdes de Langevin e de Fokker-Planck. Nesse caso, apés uma sucinta revisao dessas
equacdes, as aplicamos ao caso de dois osciladores acoplados. Contudo, na tentativa de estender
esse procedimento para o oscilador PU, deparamo-nos com algumas dificuldades. Ao aplicar-
mos as equagdes de Langevin e Fokker-Planck para dois osciladores acoplados, obtivemos um
rico cenario a depender de seus parametros. A partir do sistema de equagdes, verificamos a
equacao de Langevin correspondente para somente uma variavel. Essa equacdo, que ¢ de quarta
ordem, contém dois termos que violam a inversdo temporal (proporcionais a € a ') e ruidos
que, em geral, dependem de derivadas. Os termos que violam a inversdo temporal sdo aqueles
relacionados as forcas de atrito. Por sua vez, os ruidos conduzem a dificuldades para se chegar a
uma equacao tipo Fokker-Planck. Verificamos que esse cendrio, transposto para o oscilador PU,
indica que uma equacgdo de Langevin para ele poderia apresentar termos de atrito consistentes
com a violacao de inversao temporal e forcas aleatorias com eventuais derivadas de ruido. Ape-
sar dessas dificuldades, os resultados obtidos valorizam o papel de dois osciladores acoplados

na discuss@o de uma possivel mecanica estatistica para o oscilador PU.

Todos resultados aqui discutidos indicam que mais investigagcdes sao necessarias para
fornecer um cenario mais claro sobre o oscilador de Pais-Uhlenbeck nas suas diversas vertentes:

classica, quantica e termo-estatistica.
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APENDICE A - Introducio as equacdes de
Langevin e Fokker-Planck

No espirito de manter o trabalho o mais auto-contido possivel, neste apéndice apresen-
taremos a conexao entre as equacdes de Langevin e a equagdo de Fokker-Planck, baseando-nos

na referéncia [55].

A.1 A funcdo caracteristica da equacao de Langevin e a equacao

de Fokker-Planck

Seja P, (z,) a distribui¢do de probabilidade da variavel z,, e g, (k) a correspondente

funcao caracteristica, dada por

(k) = (ean) = / R P (). (A1)
Consequentemente,
gn—i-l(k) _ <6ikxn+1> _ <eik[:vn+7—f(:vn)Jrﬂ-Cn]>7 (Az)
em que empregou-se
Tp4+1 = Tn + Tf(-rn) + TCna (A3)

uma discretizacao da equagdo de Langevin

dzx
& = @)+ ). (A4

Tendo em vista que x,, e (;, sao independentes, podemos escrever

g1 (k) = (el trdenll) (ikrin), (A.5)

Em seguida, obtemos a expansdo de g,.1(k) até termos de primeira ordem em 7. O

primeiro termo do produto nos da

(" [L 4 ikr f(@,)]) = (€5) + ik {f (n)e ™) (A6)
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e o segundo

‘ 1 1
(e*Tny =1 +ikT((,) — §k272<§3> =1- ikQTF, (A7)

em que usamos as propriedades (¢,,) = 0 e (¢?) = I'/7, que correspondem a discretizagdo de

{C(t)) =0 (A.8)
e
(C@)¢C(t)) =Tt —1'). (A.9)
Logo, preservando somente termos até a primeira ordem de 7, obtemos
. ik I 2/ ikx
i1 (k) = gn(k) + T{ik{f (zn)e™") = SEZ(™) ). (A.10)
Usamos agora as seguintes propriedades
K@) = (1) ey = — [ SR lde A
e
2/ ik a4z e 4
—k* (") = <@e ) :/_Ooe @Pn(x)dx (A.12)
na equagao (A.10) para concluir que
d I d2
Prsa(2) = Pae) = 7L [[(@)Pu(a)] + 75 2 Pa(a). (A13)
Dividindo os dois lados por 7 e tomando o limite 7 — 0, chegamos a
0 0 r o2
—P = —— P ——P A.14
5 P(@.t) = = [f(@)P(a,0)] + 5 5 Pl 1) (A14)

que ¢é a equacdo de evolugdo temporal da distribui¢do de probabilidade P(x,t). Essa equagéo
¢ denominada equagdo de Fokker-Planck e o caso para N varidveis serd exposto na proxima

secao.

A.2 A equacao de Fokker-Planck com N variaveis

Suponha que o sistema seja descrito por um conjunto de /N varidveis z1, xs, ..., Ty.

Nesse caso, a generalizagdo da equagdo (A.4) € o sistema de equacdes de Langevin dado por

dx
ditl = fl(Il,LUQ, e ,l’N) + Cl(t)7
dx
-2 fQ(;pl,mg, - ,:EN) + CQ(t)a
a (A.15)
dl‘N

? = fN(;zjl,gjz, S ,ZEN) + CN(t)v
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em que as variaveis estocasticas (;(t), (2(t), . . ., (v (t) possuem as seguintes propriedades:
(Gi(t)) =0 (A.16)
e
(G()G(t) =Tt — 1) (A.17)
em que ['y,['5, I's, ... sdo constantes.

Usando procedimento analogo ao utilizado para o caso de uma variavel, podemos obter
a equagdo para a distribuigdo de probabilidades P = P(x1,xs,...,xy,t), que corresponde a

dinamica de Langevin para as variaveis estocasticas =y, =, . . ., . Isso feito, verificamos que

Q;‘w
)

1 N N
— 52 ; axl (A.18)

denominada equacdo de Fokker-Planck com NV varidveis.

A.3 Dinamica de momentos

Em muitos casos, resolver um sistema de equagdes de Langevin como (A.15) ou a equa-
c¢ao de Fokker-Planck associada pode ser uma tarefa formidavel. Assim, em determinados casos,
podemos nos limitar a obter alguma informag¢ao mais simplificada. Esse € o caso, por exemplo,
de usarmos as equacdes de Langevin (A.15) para obter equagdes para alguns momentos das co-
ordenadas. Usando um procedimento de discretizagdo como o que conduziu a equagdo (A.3),

pode-se mostrar, por exemplo, que[55]

L= (), (A19)
WL afyy + {oa )+ Ty (A20)

Faremos agora dois exemplos que servem de comparativos com o apresentado no capitulo 3. O
primeiro desses exemplos ¢é o de uma forca restauradora f(z) = —kx nas equagdes (3.9), (3.10)

e (3.11)". Escrevendo essa equacdo de Langevin, temos

i{; = —Kx + 1. (A.21)

Usaremos « para evitar confusdo com os diversos k’s introduzidos na dissertagao.

1
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Tomando a média sobre ensembles e usando as propriedades de 7, obtemos a evolugao temporal
do primeiro momento (A.19):

d(z) _ _ —kt
S8 — ) = Ga0) = (a(0))e (A22)

Percebemos que, se t — oo, () — 0. De forma analoga, podemos chegar ao segundo momento

(A.20):
d<.2132> . —2R<ZE2> +F/ N <{L‘(t)2> _ L/ 4 <(L’(0)2> . 5/ 6—2/{15 (A 23)
dt 2k 2K ’ '

e, no limite de ¢t — oo, (z%) — I"/2k.

O segundo exemplo a ser estudado também ¢ o de um tnico oscilador harmoénico, porém
sem desconsiderar o termo de aceleragdo. Nesse caso, o sistema de equagdes de Langevin ¢ dado
por (veja equacgdo (3.20))

dx
=
dt ’
A.24
do (A.24)

S

em que k = k/m, v = a/m e (, = F(t)/m. Calculando os primeiros momentos das duas

equagoes (A.24), escrevemos

d{z)

S (A.25)

W) )~ hta).

Como o potencial ¢ confinante, o sistema chega a um regime estacionario e, no limite de t — oo,

(r) — c1e(v) = co,emque ¢; e ¢y sdo constantes. Nesse regime, o sistema de equagdes (A.25)
nos conduz a

(v) =0,(x) =0. (A.26)

Os segundos momentos (A.20) sdo tais que

dfz®)

P 2(zv),
d -
%) _ (02) — k{a) — (), (A27)
d(v? .
<di; ) = —y{(v*) — k{zv) +T.
No mesmo limite de ¢ — oo e empregando (2?), (xv) € (v?) constantes, obtemos
r r
(W)==, (®)=—, (w)=0. (A.28)
v vk

Resultado esse que ¢é consistente com o 5 = 2v/ml presente na equagdo (3.23).



