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RESUMO

O perfil do pardmetro de ordem em relagdo a espessura e, também, em relacdo a tempe-
ratura da amostra formada por dois cilindros concéntricos deve ser determinado por meio dos
métodos computacionais € numéricos. No entanto, para a amostra de cristal liquido confinada
em geometria cilindrica, leva-se em conta que as superficies da mesma podem influenciar nas
transi¢cOes de fase nematica-isotropica de volume. A principio, a investigagdo das possiveis
transi¢des de fase € realizada por meio da teoria fenomenoldgica de Landau-de Gennes, pois
esta € uma teoria adequada a ser aplicada aos cristais liquidos nematicos, quando sao notadas
as temperaturas criticas proximas a transi¢do nemadtica-isotrépica. O potencial de superficie
de curto alcance complementa a descricao da densidade de energia livre da amostra cilindrica
conceéntrica.

O método de simulacdo de Monte Carlo é abordado com o intuito de obter uma descri¢ao
dos parametros de ordem de volume e de superficie via modelagem molecular, além de predizer
quais tipos de transi¢@o de fase nematica-isotropica (primeira ou segunda ordem) podem ocorrer
no volume e préximas as superficies da amostra. A simulacdo computacional leva em conta um
potencial de interag¢do entre as moléculas, conhecido como modelo de Lebwohl-Lasher.

Com a insercao da densidade de energia livre de Landau-de Gennes em um funcional, a
fim de descrever a energia total da amostra considerada, a equacdo de Euler-Lagrange e suas
respectivas condi¢cdes de contorno podem ser obtidas quando o método variacional, utilizado
na determinacao do estado de equilibrio do sistema, € aplicado. Como se trata de uma equagao
diferencial, que dificilmente pode ser resolvida analiticamente, os métodos numéricos sdo apli-
cados na busca de possiveis solu¢des para o problema. Porém, o que estas solu¢des propdem
sdo justamente os perfis dos parametros de ordem de volume e de superficie dependentes da
espessura e temperatura da amostra. Posteriormente, os dados obtidos, tanto da simulagdo com-
putacional, quanto do método numérico sdo analisados e comparados, mostrando que ambas

abordagens apresentam resultados similares.

Palavras-chave: Teoria de Landau-de Gennes, geometria cilindrica, efeitos de superficie

v



ABSTRACT

The profile of the order parameter in relation to the thickness and also in relation to the
temperature of the sample formed by two concentric cylinders must be determined by computa-
tional and numerical methods. However, for the sample of liquid crystal confined in cylindrical
geometry, it is taken into account that, the surfaces of the sample can influence in the volume
nematic-isotropic phase transitions. Originally, the investigation of the possible phase transiti-
ons is carried out by means of the phenomenological Landau-de Gennes theory, since this is a
suitable theory to be applied to the nematic liquid crystals when the critical temperatures are
close to the nematic-isotropic transition. The short-range surface potential complements the
description of the free energy density of the concentric cylindrical sample.

The Monte Carlo simulation method is approached in order to obtain a description of volume
and surface order parameters via molecular modeling, in addition to predicting which types of
nematic-isotropic phase transition (first or second order) can occur in the volume and close to the
surfaces of the sample. The computational simulation takes into account a potential interaction
between molecules, known as the Lebwohl-Lasher model.

With the insertion of the free energy density of Landau-de Gennes into a functional, in or-
der to describe the total energy of the sample considered, the Euler-Lagrange equation and its
respective boundary conditions can be obtained when the variational method is applied, i.e., a
method used in the determination of the state of equilibrium of the system. Since it is a diffe-
rential equation, that can not be solved analytically, the numerical methods are applied in the
search for possible solutions to the problem. Nevertheless, what these solutions propose are
precisely the profiles of volume and surface order parameters depending on the thickness and
temperature of the sample. Posteriorly, the data obtained from both the computational simu-
lation and the numerical methods are analyzed and compared, showing that both approaches

present similar results.

Keywords: Landau-de Gennes theory, cylindrical geometry, surface effects
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INTRODUCAO

Incluso na classe dos chamados fluidos complexos, os cristais liquidos sdo fases que alguns
materiais podem apresentar, as quais possuem arranjo molecular semelhante aos sélidos cris-
talinos em conjunto a desordem posicional semelhante aos fluidos isotropicos. A simetria € o
grau de ordenamento das moléculas sdo os principais fatores que compdem a classificacao das
mesofases liquido-cristalinas. O aumento ou a diminui¢@o dos graus de liberdade destas molé-
culas, observados pela simetria de translacdo e rotacdo das mesmas, estdo estritamente ligados a
caracterizacao das transi¢des de fase, que podem ocorrer pela quebra na ordem posicional e/ou
orientacional das moléculas de cristais liquidos [1].

Como o objeto de estudo desta dissertagdo sdo os cristais liquidos neméticos, descrito por
uma das mais importantes categorias das mesofases liquido-cristalinas, que sdo os termotrépicos
(a outra categoria trata-se dos liotropicos) no capitulo 1, uma descricdo geral das fases dos
cristais liquidos e uma breve introducao histérica dos mesmos sao abordadas.

O campo de aplicacdes dos cristais liquidos € vasto, porém os avancos tecnoldgicos estao
cada vez mais voltados a drea industrial dos displays. Entre eles, se destacam alguns dispositi-
vos eletronicos, tais como celulares, TV’s, computadores, cameras digitais, entre outros [2]. No
entanto, filmes cada vez mais finos contendo cristais liquidos sdo investigados levando a intera-
cdo dos materiais liquido-cristalinos com as superficies das amostras (as quais sao confinados) a
receberem bastante aten¢do por parte dos pesquisadores da drea. Logo, representados pelas con-
di¢des de contorno do ponto de vista da teoria eldstica, os efeitos de superficie sdo fendmenos
que merecem destaque para uma melhor compreensao dos sistemas liquido-cristalinos [2].

Outro fendmeno observado e que afeta o comportamento dos cristais liquidos, principal-
mente no que diz respeito a ordem do sistema, € a temperatura. Um dos modelos que aborda o
comportamento dos sistemas liquido-cristalinos perante a temperatura é conhecido como teoria
de Landau-de Gennes e esta, por sua vez, € discutida no capitulo 2 deste trabalho. Um outro
modelo analogo ao de Landau-de Gennes € conhecido como modelo de Maier-Saupe, em que,
além de possuir uma abordagem sobre as transicdes de fase ordenada-desordenada nos cristais
liquidos, também € capaz de tratar com clareza as propriedades orientacionais da mesofase ne-
matica [3]. Baseada na teoria de Landau (uma teoria de campo médio), o modelo de Landau-de
Gennes € uma teoria efetiva do parametro de ordem, pois sua investigacdo estd pautada nas
simetrias e graus de liberdade das moléculas que compdem uma amostra de cristal liquido [4].

No presente trabalho, a investigacdo aborda alguns sistemas contendo cristais liquidos nemati-
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cos uniaxiais, sem a presenca de qualquer campo externo aplicado. Entretanto, uma distin¢c@o
entre as simetrias que o sistema pode oferecer serve para constatar as possiveis transi¢des de
fase que podem ocorrer. Como na teoria de Landau-de Gennes estuda-se a descri¢ao energética
do sistema préxima a ocorréncia das transicoes de fase, esta torna-se uma teoria efetiva préxima
as temperaturas criticas da transi¢do de fase nemaética-isotrépica.

No capitulo 3, utiliza-se a equacdo de Landau-de Gennes expandida em termos do parametro
de ordem microscépico levando-se em conta as variagdes espaciais do mesmo, a fim de poder
descrever o comportamento das transicdes de fase e, consequentemente, do proprio parametro
de ordem em amostras planares (finita e semi-infinita), € em uma amostra cilindrica. Com o
auxilio de um potencial de superficie de interacdo de curto alcance, levado em conta no estudo
de transicdes de fases em amostras liquido-cristalinas proposto por Ping Sheng [5], as investiga-
coOes nas amostras anteriormente citadas sdo realizadas por meio do principio variacional, com
o intuito de obter os estados de equilibrio dos sistemas e, assim, os perfis dos parametros de
ordem de volume e de superficies dessas amostras. No entanto, o comportamento desses para-
metros de ordem citados pode ser dado, tanto em funcdo da temperatura, quanto em fun¢do do
tamanho da amostra em consideragdo. A magnitude do potencial de interacdo entre superficie
e volume da amostra pode ser outro fator influenciador na ocorréncia das transi¢des de fase do
sistema [5].

O enfoque do capitulo 4 estd voltado a investigacdo da ocorréncia das transi¢oes de fase
nemadtica-isotropica de volume e de superficie em uma amostra de cristal liquido nemético, con-
finada por dois cilindros concéntricos. A principio, o problema € tratado por meio de simulagcdes
de Monte Carlo, via algoritmo de Metropolis. As simula¢des computacionais demonstram ser
ferramentas extremamente tteis na averiguacdo termodinamica dos sistemas em estudo [2, 6],
sendo também utilizadas para descrever a organizacao molecular no interior da amostra simu-
lada conforme as condi¢des impostas pelas superficies da mesma [2]. A configura¢do média dos
spins ou vetores, que representam os eixos longos das moléculas, é adotada no sistema quando
as condicodes de contorno sao estabelecidas, no entanto a interacao entre os vetores € correspon-
dida por meio do potencial estabelecido pelo modelo de Lebwohl-Lasher [6,7]. Logo, os perfis
dos parametros de ordem (volume e superficie) podem ser delineados proximos as temperaturas
de transi¢do de fase nematica-isotrépica.

Os efeitos observados em amostras cilindricas mostram-se peculiares em relacdo aos efei-
tos observados em amostras planares [2, 6, 8]. Em razdo da quantidade diferente de moléculas
que podem ser encontradas em cada superficie da amostra cilindrica concéntrica, uma distin¢do
entre os valores dos parametros de ordem de superficie pode ser relatada. Ao fim do capitulo 4,
com intuito de poder determinar o estado de equilibrio do sistema dada pela amostra de cristal
liquido nematica, confinada entre cilindros concéntricos, a técnica variacional se faz presente.
Como a equacao de Euler-Lagrange obtida, que rege o sistema, ndo pode ser resolvida de forma
analitica, pois leva em conta todos os termos da equacdo de Landau-de Gennes expandidos em

termos do parametro de ordem microscépico, uma alternativa para contornar este impasse €
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resolvé-la de forma numérica em conjunto as suas respectivas condi¢cdes de contorno. As solu-
coes que se obtém nada mais sdo que os comportamentos dos pardmetros de ordem de volume
e superficie, os quais sdo posteriormente comparados aos resultados obtidos pelas simulacdes
de Monte Carlo.

O ultimo capitulo deste trabalho é dedicado as consideragdes finais e se encerra com 0s
apéndices A, tratando brevemente acerca dos polindmios de Legendre e B discorrendo sobre
uma curta introducao as identidades vetoriais e tensoriais. Os dois apéndices sao voltados ao
esclarecimento da ordem orientacional em meios nematicos e auxiliam na constru¢do da equa-

cdo de densidade de energia livre no formalismo de Landau-de Gennes.



CAPITULO 1

BREVE INTRODUCAO AOS CRISTAIS
LIQUIDOS

Estd bem claro que a histéria ao longo da producgdo cientifica sobre um tema qualquer é
construida a cada dia que passa. No caso da histéria dos cristais liquidos, isto ndo € uma ex-
cecdo. Porém, conta-la ao “pé da letra”, desde seus primordios até os dias atuais, gastaria a
energia do leitor desviando-o do propdsito do trabalho. No entanto, ndo menosprezando os
fatos importantissimos que permearam a solidificacdo da drea dos cristais liquidos, muito me-
nos a historia que ainda hoje estd sendo construida, nas proximas se¢des uma breve descri¢do
¢ realizada acerca do comec¢o das observacdes de materiais anisotropicos, das principais con-
tribui¢des sobre os sistemas liquido-cristalinos ao longo da histéria, bem como suas principais

caracteristicas e classificacdes.

1.1 Historia dos cristais liquidos

A primeira observagdo de fluidos que apresentam anisotropia estrutural € concedida ao bo-
tanico e bioquimico Friedrich Kornelius Reinitzer (1858-1927) no ano de 1888 [9]. No entanto,
a primeira documentagdo cientifica de fluidos com esta caracteristica € atribuida ao médico
alemdo Rudolph Ludwing Carl Virchow pelos seus trabalhos sobre a mielina, uma substincia
lipidica presente nos neurdnios e que € dissolvida em dgua [10]. Posteriormente, em 1856, o
médico Dr. Christof Freiherr von Mettenheimer relatou os estudos sobre a mielina iniciados por
Virchow em trabalhos cientificos.

Reinitzer, cujo retrato estd ilustrado na Fig.1.1, trabalhou como assistente do professor
Weiss no Instituto de Fisologia Vegetal da Universidade Alema de Praga, na época pertencente
ao Império Austro-Huingaro [9]. O interesse de Reinitzer naquele momento era na determina-
cdo da férmula quimica do colesterol provindo de cenouras. A investigacdo de Reinitzer foi de
encontro ao que outros pesquisadores como Rayman, Lobisch e Planar haviam observado ao

esfriar os derivados do colesterol a temperaturas um pouco acima do seu ponto de solidificagdo.
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Figura 1.1: Retrato do botéinico e bioquimico austriaco Friedrich Kornelius Reinitzer (1858-1927). Suas
investigacdes sobre o benzoato de colesterilo tornaram possivel a descoberta dos cristais liquidos!.

Um dos efeitos causados nos compostos era a cromaticidade, fendbmeno que Reinitzer cons-
tatou na solidificagcdo do benzoato de colesterilo. Além do mais, na constatacao dos compostos
do botanico havia a formagao de cristais a baixas temperaturas e quando esses eram aquecidos
causava a sua transformacao em liquidos a temperaturas bem definidas, sendo todas elas repro-
dutiveis [9]. Com o esfriamento do liquido, Reinitzer pdde analisar a cristalizacio do mesmo
com temperatura igual a que havia se fundido. O botanico e bioquimico averiguou o ponto de
fusdo entre a transi¢do dos estados s6lido e liquido do composto considerado. O que era pecu-
liar acerca do benzoato de colesterilo € que este composto apresentava dois pontos de fusdo, um
a 145, 5 °C, quando o sélido era transformado em um liquido turvo e outro a 178, 5 °C, quando
o mesmo liquido se tornava transparente [10].

O que surpreendera Reinitzer fora a reversibilidade em que os estados poderiam ser encon-
trados, pois ao esfriar o benzoato de colesterilo havia a reprodutibilidade dos mesmos estados
antes observados. No entanto, uma colorac¢io bastante rica pode ser observada na vizinhanca
dos dois pontos de transi¢do. A constatacdo de Reinitzer resultou em um fendmeno de natu-
reza fisica ao invés de natureza quimica, o que o fez escrever ao cristalografo Otto Lehmann
(1855-1922), assistente do professor Wiillner na Escola Politécnica de Aachen [9,10]. Possivel-
mente trocando amostras e correspondéncias entre si, Reinitzer e Lehmann foram os pioneiros
a estudarem de forma mutua os cristais liquidos, mesmo se tratando de um material que havia
muito por esclarecer. Apés Lehmann comunicar Reinitzer sobre a aparicao de cristalinos em
um fluido turvo e intermédio, Reinitzer considerou a informac¢do importante o suficiente a ponto

de render uma publicacdo e em maio de 1888 o primeiro artigo intitulado Contribuigdes para

]Figura adaptada de Fluidos Fora da Lei. A historia dos cristais liquidos: de curiosidade a tecnologia, Sluckin, T.
J., 2006, p. 44.
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o estudo do colesterol > foi publicado a respeito do fendmeno peculiar em colesterdis. A partir
desse ponto, Lehmann continou com as investigacdes, pois Reinitzer ndo mais contribuiu para
grandes esclarecimento do fendmeno [9-11].

Na Fig.1.2, estd ilustrado o retrato de Otto Lehmann utilizando seu aparato, o microscépio
de luz polarizada. Nascido em Constan¢a na Alemanha, Lehmann era filho de um microscopista
amador com quem aprendeu as técnicas com 0s microscopios € que, porsteriormente, colocou

em pratica em uma carreira cristalografica.

Figura 1.2: Retrato do cristal6grafo Otto Lehmann (1855-1922) utilizando seu microscépio de luz pola-
rizada que ele mesmo construiu’ [9].

Com o microscépio de luz polarizada e as amostras de Reinitzer, Lehmann pode contemplar
o comportamento Optico e fisico-quimico das fases dos cristais liquidos. Em seguida, com
seus estudos, Lehmann publicou uma série de artigos entre os anos de 1890 e 1900, tratando
de investigacdes em vdarios outros materiais que mantinham o comportamento peculiar, bem
como o préprio benzoato de colesterilo que apresentava até trés pontos de fusdes diferentes [9].
Lehmann chamou uma das fases encontradas de Fliessende Krystalle (cristais que fluem) ou
Schleimig fliissige Krystalle (cristais liquidos viscosos). Cristais liquidos que fluem é o tema
que foi pertencente ao seu primeiro artigo publicado em 1889 na Revista de Quimica-Fisica
(Zeitschrift fiir Physicalische Chemie), volume 4, paginas 462-472 [9]. Em seguida, ha uma

reproducdo, em portugués, do paragrafo inicial deste mesmo artigo:

2Que em alemio é escrito como: Beitrige zur Kennetnis des Cholesterins.
3Figura adaptada de Fluidos Fora da Lei. A histéria dos cristais liquidos: de curiosidade a tecnologia, Sluckin, T.
J., 2006, p. 52.
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Sobre os cristais que fluem

Por O. Lehmann
(Incluindo a Tabela Il e 3 ilustracoes)

Cristais que fluem! Ndo estaremos aqui perante uma contradi¢do dos termos? Pois o leitor po-
deria legitimamente interrogar-se como hd-de um cristal, que habitualmente concebemos como
um sistema molecular rigido e bem ordenado, ser capaz dos estados de movimento internos e
externos a que nos fluidos chamamos “fluir”, habituados como estamos a explicar tais estados
como devendo-se as miriades de translacoes e rotacdes de que as moléculas, gracas ao seu

estado térmico, se encontram animadas, e que as levam a entrecruzar-se perpetuamente?

No entanto, para a outra fase, Lehmann chamou de Krystalline Fiissigkeit ou Tropfbar fliissige
Krystalle (cristais liquidos que formam gotas) de aparéncia turva e observada a uma temperatura
maior do que os cristais liquidos viscosos, que eram transparentes e apresentavam cristalinos.
Na Fig.1.3, hd uma representacdo dos cristais liquidos viscosos observados ao microscopio de

luz plarizada [9].

Figura 1.3: Cristais liquidos viscosos vistos ao microscépio de luz polarizada. A apari¢do de cristalinos
é notada nas duas ilustragdes”.

Os cristais liquidos que formavam gotas possuiam uma propriedade atrelada ao estado sélido
conhecida como birrefringéncia. Sabe-se que, em maior parte, as onda luminosas apresentam
uma mistura de polariza¢des, no entanto podem apresentar uma polarizacdo em uma certa di-
recdo bem definida. Ao penetrarem nos sélidos, as ondas luminosas podem ser refratadas de
formas diferentes, pois as ondas de polarizacdes devem percorrer velocidades diferentes. De
forma mais precisa, as ondas de polarizacdes devem ser divididas em dois feixes de luz (on-
das ordindria e extraordindria), ou seja, que refratam a luz duas vezes. Esses materiais que

apresentam este tipo de propriedade sdo denominados materiais birrefringentes [9].

“Figura adaptada de Fluidos Fora da Lei. A histéria dos cristais liquidos: de curiosidade a tecnologia, Sluckin, T.
J., 2006, p. 57.
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Como na época (final do século XIX), a birrefringéncia era observada na maioria das subs-
tancias cristalinas, Lehmann, mesmo com seu microscépio de luz polarizada hesitou, a princi-
pio, quanto a nomenclatura da substincia que investigara. Considerando a responsabilidade de
Lehmann naquele periodo, era inevitdvel o conflito em proclamar o nome de cristais liquidos,
sabendo que o que se conhecia até ali eram materiais que apresentavam apenas trés fases: gés,
liquido e sélido. Entretanto, como o liquido tanto investigado por Lehmann apresentava carac-
teristica de sélidos, como birrefringéncia, causada pela anisotropia na estrutura em conjunto ao
posicionamento e ordenamento das moléculas, e ainda insistia em fluir [10], com muito grado
Lehmann consagrou em 1900 o material com um nome apropriado: cristais liquidos (fliissige
Krystalle).

As investigacdes acerca dos cristais liquidos continuaram a crescer, ndo sé com Lehmann,
mas logo no inicio do século XX outro cristalégrafo, o francés George Fridel (1865-1933), que
conduzia diversos experimentos com os cristais liquidos, se destacou nas suas investigacoes.
Além disso, Fridel propds a primeira classificacdo dos cristais liquidos baseada nas formas de
ordenamento de suas moléculas [11]. Fridel tentou modificar a terminologia “cristal liquido”
utilizada por Lehmann, até iniciando uma discussao com o préprio, mas que ndo foi correspon-
dida devido o falecimento de Lehmann. No entanto, Fridel ndo foi bem sucedido, pois estava
consagrada e difundida a intitulac@o “cristal liquido” desde o final do século XIX [10].

Uma base matematica foi desenvolvida em 1933 por Carl Wihelm Oseen e Hans Zocher
para descrever os fendmenos de elasticidade em cristais liquidos. Em 1958, esta mesma base
matematica desenvolvida por Oseen e Zocher foi aprimorada por Frederick Charles Frank da In-
glaterra, consolidando a teoria eldstica do continuo, em que consagra-se a energia livre eléstica
de Frank [11].

E claro que outros grandes pesquisadores participaram de forma assidua no decorrer dos
anos ao investigarem os cristais liquidos. No entanto, neste trabalho um pesquidador que merece
destaque pelos seus trabalhos acerca dos sistemas liquido-cristalinos € o fisico tedrico francés
Pierre-Gilles de Gennes (1932-2007). Seu retrato estd ilustrado na Fig.1.4. P. G. de Gennes
recebeu o prémio Nobel de Fisica em 1991 por investigar os métodos utilizados para estudar
os fendmenos de ordenacao em sistemas simples e que poderiam ser generalizados para formas

mais complexas da matéria, em particular, os polimeros e os cristais liquidos [11].
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Figura 1.4: Retrato de Pierre-Gilles de Gennes’(1932-2007), fisico teérico vencedor do prémio Nobel
de Fisica em 1991.

No capitulo seguinte, uma aten¢do maior € dada a sua teoria, a teoria de Landau-de Gennes
para fendmenos de transicao em cristais liquidos, construida a partir dos estudos de Lev Davi-
dovich Landau (1908-1968) sobre as propriedades de simetrias contidas nos cristais. Mas antes,

uma breve descricao sobre as classificagdes dos cristais liquidos € realizada na préxima secao.

1.2 Propriedades e classificacoes dos cristais liquidos

Com um breve estudo da etimologia das palavras cristal e liquido, e outras palavras ligadas
as mesmas, mesmo que sucintamente, uma defini¢do para os materiais que apresentam as pro-
priedades peculiares de sélido e liquido, simultanemente, pode ser realizada. “Liquido” ¢ uma
palavra que deriva do latim liquidus e exprime a palavra “fluidez” [9]. Qualquer acdo sobre os
liquidos € capaz de colocd-los em movimento (ato de fluir), ou entdo, de deforma-los. Por outro
lado, a etimologia da palavra “cristal” € um pouco mais interessante. Cristal possui origem
na palavra grega ypvoeir, que expressa o verbo “reluzir’, da qual os gregos poderam extrair
a palavra “ouro” (xpvs) e a frase “aquilo que reluz” (kpvoTailos) [9]. O segundo exemplo
se assemelha a etimologia da palavra “gelo”, em que os gregos aderiram a palavra “cristalino”
(kpvoTaAAiros) ou o “solido que reluz” nas suas definicdes. Os sdlidos cristalinos sdo ca-
pazes de preservarem a sua forma e sdo estruturados em configuragdes regulares. Além disso,
fragmentam-se com facilidade e sdo propicios a trasmitirem luz como uma fonte secundéria.

A palavra anisotropia, caracteristica dos sélidos cristalinos, tem sua etimologia em uma
jungdo de elementos gregos. O prefixo a/an (a/av) significa negagdo a alguma coisa, em parte,

o elemento iso (too) quer dizer “igual” e o ultimo elemento trope (7pomn) expressa a palavra

Disponivel em: <http://www.nndb.com/people/816/000099519/>. Acesso em: 4 de fevereiro de
2017.
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“direcdo”. Portanto, um solido cristalino possui o comportamento fisico da matétria que varia
com a direcdo, pois a simetria dos materiais cristalinos manifesta-se por meio da anisotropia, em
razao de as moléculas que o compde devem estar proximas entre si (de maneira relativa) [11].

A ordem orientacional e posicional dos liquidos isotrépicos em relacdo aos cristais liqui-
dos € muito menor, uma vez que os liquidos sdo sujeitos a ndo apresentarem nenhuma ordem
preferencial. No entanto, os mesmos tipos de ordens estudadas (orientacional e posicional) sdo
maiores quando comparados os s6lidos cristalinos aos cristais liquidos.

Os cristais liquidos devem ser classificados quanto a sua simetria (estruturas em que as
moléculas se encontram no meio cristalino) e quanto a ordem molecular (o grau de ordena-
mento) [12].

No que diz respeito a estrutura dos cristais liquidos, trés classes sdo consideradas: os cris-
tais liquidos termotrdpicos, os cristais liquidos liotrépicos e os cristais liquidos poliméricos.
Cada classe possui parametros diferentes, que auxiliam na identificacdo das transi¢des entre as
diversas mesofases que cada uma pode apresentar [12]. Em relacdo a ordem molecular que os
cristais liquidos apresentam, as mais comuns sdo conhecidas como: cristais liquidos nematicos,
cristais liquidos colestéricos e cristais liquidos esméticos.

Em seguida, de maneira concisa, as classificacdes dos cristais liquidos sao apresentadas.

1.2.1 Ciristais liquidos poliméricos

Os cristais liquidos poliméricos, também conhecidos como cristais liquidos dispersos em
polimeros, t€m sua estrutura molecular formada por mondomeros [10]. Ou seja, as microgotas
de cristais liquidos devem estar dispersas em uma matriz polimérica, i.e., em uma cadeia de
pequenas moléculas que sdo capazes de formar uma molécula maior [12].

Os cristais liquidos poliméricos se dividem em trés formas de constitui¢do, de acordo com o
grau de flexibilidade e arranjo molecular [10]. A flexibilidade maior é encontrada em polimeros
do tipo Vinyl, no entanto os cristais liquidos poliméricos conhecidos como Dupont Kevlar sao
de um tipo semi-flexivel e a maior rigidez (menor flexibilidade) pode ser detectada em cristais
liquidos que possuem cadeias polipeptidicas.

As aplicagdes dos cristais liquidos dispersos em polimeros sdo fortemente notadas no ramo
optico de mostradores (displays) [12]. Nas Figs.1.5 - 1.7, estdo representadas as trés classes de

cristais liquidos poliméricos anteriormente citadas.
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Figura 1.5: Férmula estrutural plana do cristal liquido polimérico do tipo Vinyl.
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Figura 1.6: Férmula estrutural plana do polimero Kevlar [10].
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Figura 1.7: Férmula estrutural plana do cristal liquido polimérico constituido por cadeias polipeptidicas.

Nas se¢oes seguintes, as duas principais classificacdes dos cristais liquidos, os termotrépicos

e os liotrépicos, respectivamente, sdao discutidos também de maneira sucinta.

1.2.2 Cristais liquidos termotrépicos

Os cristais liquidos termotropicos podem ser constituidos, usualmente, por moléculas aniso-
métricas organicas de duas maneiras: ou alongadas, ou em forma de discos [11]. Os termotr6-
picos estdo classificados em certas mesofases, por exemplo, as mesofases neméticas calamitica
e discotica, a colestérica, a twist-bend (mais recente), a esmética, as blue phases e a isotrd-
pica. Nesta secdo, destaque-se as trés principais mesofases no estudo das classificagdes dos
cristais liquidos termotrépicos sdo destacadas: as mesofases nemadtica, colestérica e esmética.
Os parametros determinantes nas transicdes de fases dos cristais liquidos termotrépicos sdo a
temperatura e a pressao [12].

O presente trabalho se desenvolve dispondo como objeto de estudo umas das principais
classificagdes dos cristais liquidos termotrépicos, a mesofase nemdtica (uniaxial). No entanto,
uma breve discussdo sobre essas principais mesofases dos termotrdpicos € realizada na sec¢ao
seguinte. Esta mesma discussdo pode ser estendida para os cristais liquidos liotropicos, pois
as moléculas ndo sdo distinguidas entre os termotrépicos e os liotrépicos. Portanto, as molé-
culas dos cristais liquidos termotrépicos sdo subentendidas como aglomerados de moléculas

anfifilicas nos cristais liquidos liotrépicos, também conhecidas por micelas [10].
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Devido a estabilidade quimica dos termotrdpicos, hd uma extensa lista de aplicagdes que
pode ser mencionada, por exemplo, mostradores (displays) de TV’s, celulares, relégios, com-
putadores, etc. Portanto, de maneira experimental, a textura das amostras de cristais liquidos
termotrépicos deve ser o fator crucial de reconhecimento das fases, pois € um efeito visual
obtido quando a amostra é submetida a luz branca e observada entre polarizadores cruzados,
levando a constatacdo de imagens ricas em colaracdo gragas aos efeitos de birrefringéncia dos

cristais liquidos [10, 12].

Mesofase nematica

Dando prioridade a semelhanca das moléculas anisométricas orgéanicas de cristais liqui-
dos termotrépicos a bastdes, i.e., considerando a mesofase nemética constituida de moléculas
alongadas (calamiticas), as principais caracteristicas notadas nesta mesofase sdo uma ordem
orientacional de longo alcance e a ndo representatividade, por parte das moléculas, de uma or-
dem posicional de longo alcance. No que diz respeito a ordem orientacional de longo alcance,
percebe-se que o eixo longo das moléculas tende a se alinhar ao longo de uma dire¢ao preferen-
cial [10,12]. Contudo, de maneira aleatdria, os centros de massas das moléculas sdo espalhados
e a correlagdo de suas posicdes perantes as moléculas vizinhas — assim como em um cristal
liquido isotrépico —, variam no tempo devido a difusdo [10]. Logo, isto explicita a razdo das
moléculas na mesofase nemadtica nao apresentarem ordem posicional de longo alcance.

Na realidade, a organiza¢do das moléculas esté relacionada em como elas se orientam. Em
média, as moléculas na mesofase nematica se orientam paralelamente em uma dire¢io comum
e esta, por sua vez, pode ser representada por um vetor unitario denominado diretor n [12].
Uma ilustracio desta orientacdo na mesofase nematica € realizada na Fig.1.8. Além do mais,

na mesofase nematica os estados representados pelos diretores n e - n sdo indistinguiveis.

Figura 1.8: Ilustracdo das moléculas calamiticas em uma mesofase nemdtica, em que elas tendem a se
alinhar paralelamente & direcio do vetor n. Além disso, ha a indistinguibilidade dos estados n e - n nesta
mesofase.
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Ao estender-se em grandes distancias, a organiza¢do das moléculas é maior se comparada
ao proprio tamanho das moléculas [10], ao contrdrio do que se observa em liquidos isotrépicos.
Macroscopicamente, a caracteristica anisotropica dos cristais liquidos € considerada local e a
direcdo do diretor n deve variar de maneira gradual de regido a regido, em uma amostra liquido-

cristalina julgada de forma mais realistica.

Mesofase colestérica

Assim como descrito na mesofase nematica, na mesofase colestérica é também constatada
a ordem orientacional de longo alcance e a auséncia da ordem posicional dos centros de massas
das moléculas que constituem esta mesofase. A mesofase colestérica demonstra organizacdo
em uma estrutura helicoidal [10]. Os colestéricos também sdo conhecidos como uma mesofase
quiral ®, pois se assemelham aos nemdticos girados em torno de um eixo perpendicular ao
diretor n, como representado na Fig.1.9.

Os colestéricos sdo conhecidos pela sua estrutura disposta de forma periddica, razao esta
que esta estritamente ligada a quiralidade das moléculas [10]. Os cristais liquidos nematicos
sao definidos como cristais liquidos de periodicidade igual a zero [1]. Logo, entende-se que
a mesofase nemdtica ¢ uma mesofase colestérica, sem apresentar qualquer tipo de tor¢do na
direcdo do diretor n. Portanto, a orientacdo do diretor deve variar regularmente ao longo do
meio liquido-cristalino em uma mesofase colestérica, diferentemente do que ocorre na mesofase

nematica [12].

>

== £ :
Figura 1.9: Esquematizacdo da estrutura molecular dos cristais liquidos colestéricos. Os planos sdo

igualmente espacados entre si e cada um representa uma direcdo preferencial das moléculas descrito
pelo diretor n.

%
\\\\
\\ \\ \\

Quiralidade é a descrico que é dada a um objeto ou sistema que ndo pode ser sobreposto 3 sua imagem especular,
e.g., a propriedade assimétrica da mao.
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Como mostrado na Fig.1.9, além da orientacao preferencial das moléculas em uma direcao
comum descrita por n, as moléculas contidas nos planos tendem a se orientar sempre em uma
direcdo paralela ao plano anterior a torcdo. A distincia entre dois planos consecutivos chama-
se “passo de colestérico” [12]. Em experimentos, o controle do passo do colestérico pode ser
realizado por meio da variagdo de temperatura, ou por meio da aplicacdo de um campo externo,

como o campo eletromagnético.

Mesofase esmética

A mesofase esmética ocorre a determinadas temperaturas abaixo da mesofase nematica, ou
seja, € uma mesofase, do ponto de vista estrutural, mais organizada [12]. Nos cristais liquidos
esméticos, os centros de massas das moléculas, em média, se arranjam (ou se ordenam) em
camadas sobrepostas umas as outras, sendo estas, igualmente espagadas entre si. Logo, nos
esméticos, ao contrdrio dos neméticos, constata-se uma ordem posicional de longo alcance [10].
No entanto, ndo existe correlacdo entre as camadas sobrepostas, isto permite que uma camada
deslize sobre a outra [1]. Com flutuagcbes menores, a ordem orientacional nos cristais liquidos
esméticos também pode ser definida com os estados n e - n.

Na Fig.1.10 estdo as representa¢des dos trés tipos principais de cristais liquidos esméticos.
O primeiro, conhecido como esmético A’, tem as moléculas que constituem a mesofase orien-
tadas perpendicularmente com o seu eixo de simetria ao plano das camadas sobrepostas [1].
KN 1 ins
i o o a0 i S 0

n[NIOININW W41 [ n

(a) (b)

Figura 1.10: Diagramas das mesofases esméticas®: (a) esmética A, (b) esmética C e (c) esmética C*.

No entanto, nos esméticos do tipo C, as moléculas possuem um certo grau de inclinagao do
seu eixo normal em relacdo ao plano das camadas. O vetor diretor n indica essa inclinagao
molecular. Por outro lado, os esméticos do tipo C* possuem moléculas com um certo grau de
rotacdo do diretor n de forma particular em cada camada considerada [10].

Nos cristais liquidos liotrépicos hd uma equivaléncia da mesofase esmética com a mesofase

conhecida como lamelar, pois o arranjo estrutural nesta mesofase também é dado por planos

"Reconhecido primeiramente pelo cristalégrafo francés George Fridel [9].

8Disponivel em: <https://www.researchgate.net/publication/250985743_Cristais_
liquidos_um_sistema_complexo_de_simples_aplicacao/figures?lo=1>. Acesso em: 8 de
fevereiro de 2017.

14


https://www.researchgate.net/publication/250985743_Cristais_liquidos_um_sistema_complexo_de_simples_aplicacao/figures?lo=1
https://www.researchgate.net/publication/250985743_Cristais_liquidos_um_sistema_complexo_de_simples_aplicacao/figures?lo=1

1.2. Propriedades e classificacoes dos cristais liquidos

de camadas [10, 12]. A seguir, na préxima se¢do, uma breve descricdo dos cristais liquidos

liotrépicos € realizada.

1.2.3 Ceristais liquidos liotrépicos

De forma geral, os cristais liquidos liotropicos sdo obtidos a partir da dissolu¢do de um
composto em algum solvente ou surfactante, i.e., a partir de uma mistura. As misturas mais
conhecidas sdo as bindrias e as terndrias. Esta dltima envolve uma mistura entre dgua, dlcool
e um sal constituido por moléculas anfifilicas. As moléculas anfifilicas sdao moléculas que
apresentam uma parte hidrofilica (“‘cabeca” carbonica polar) que interage com a dgua, € uma
parte hidrofébica (“cauda” orgénica apolar) que € insolivel em dgua (veja Fig.1.11) [11,12].

Dos compostos envolvidos na constituicdo dos cristais liquidos liotrépicos, além da dgua e
do alcool, podem também estar envolvidos os surfactantes. Os surfactantes sdo agentes de su-
perficie e desempenham o papel de diminuir a tensdo superficial de uma solugdo, por exemplo,
os detergentes. Nos cristais liquidos liotrépicos, a variacdo de concentracdo dos compostos (por
exemplo, solventes) altera as propriedades fisicas da amostra, e € o fator crucial na determina-
cdo da fase [12]. No entanto, além das varia¢des na concentragao dos compostos anfifilicos, no
que diz respeito as transi¢des de fase, as variacdes de temperatura e pressdao também devem ser

levadas em conta [10].
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Figura 1.11: Ilustragdo de uma molécula anfifilica que contém uma “cabeca” hidrofilica e uma “cauda”
hidrofébica.

As moléculas anfifilicas, quando diluidas em solventes, devido a sua bipolaridade e o in-
cremento na concentracdo de surfactantes excedendo uma certa criticidade, acabam formando
aglomerados de moléculas denominados micelas e estas, por sua vez, podem assumir variadas
formas e dimensoées [10-12].

Assim como os cristais liquidos termotrdpicos anteriormente citados, os cristais liquidos
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liotrépicos também possuem mesofases. Entretanto, estas mesofases sao classificadas de acordo
com as simetrias das micelas formadas de maneira aleatéria na solu¢ao, quando as moléculas
anfifilicas encontram-se dispersas no composto. Ou seja, as estruturas formadas pelas micelas
sdo dependentes da variacdo da concentracdo dos solventes [11,12]. Um dos exemplos € se
as micelas formarem estruturas cilindricas, entdo, a mesofase constatada deve ser a mesofase
nemadtica calamitica (N¢), ou ainda, mesofase nemditica cilindrica. Por outro lado, se as micelas
se organizarem em forma de discos, a mesofase que pode ser observada é mesofase nemdtica
discotica (Np).

Outros varios tipos de arranjos na forma estrutural das micelas em cristais liquidos liotro-
picos podem ser observados. Porém, uma mesofase que desperta interesse em aplicagcdes de
cunho bioldgico, e na drea de cosméticos, € a mesofase lamelar, pois se assemelha as membra-
nas celulares, em particular as moléculas de lipidio [11]. Na Fig.1.12 esta ilustrada a formagao

de bicamadas da mesofase lamelar, tendo a 4gua como solvente.

Figura 1.12: Ilustragdo dos cristais liquidos liotropicos em uma formacao de bicamadas preenchidas por
dgua (solvente) constituindo-se a mesofase lamelar®.

Vistos quais sdo os principais parametros determinantes na ocorréncia das possiveis transi-
¢coes de fase em cada uma das classificagdes dos cristais liquidos, uma discussao sobre quais
tipos e como sucedem as transi¢des de fase (ndo somente no meio liquido-cristalino) € realizada

no capitulo subsequente.

9Disponivel em: <http://www.volp.com.br/site/br/informativo/BRIJS2_BRIJS21/>.
Acesso em: 8 de fevereiro de 2017.
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CAPITULO 2

TRANSICOES DE FASE

Virios fendmenos termodindmicos manifestam-se por meio de inimeras transi¢cdes de fase
e, no caso dos cristais liquidos, isto ndo é uma excecdo. Para melhor entendimento da ocor-
réncia de alguns tipos de transicdes de fase em um sistema fisico, pode-se abordar, a principio,
uma descri¢do fenomenoldgica das transi¢des de fase chamada teoria de Landau. A questdo
chave neste tipo de teoria é determinar quais tipos de simetria que cada fase do sistema fisico
apresenta, e como estas fases estdo relacionadas [13]. Além do mais, a teoria de Landau é
uma abordagem de cardter simples e poderoso e d4 suporte para descricdo de transicoes de fase
em vdrios modelos, e.g., modelo de Ising, ferromagneto de Heisenberg e inumeros sistemas
cristalinos.

Nos cristais liquidos, uma das transicdes de fase mais comum, a transi¢do nematica-isotropica,
pode ser investigada com a teoria fenomenoldgica de Landau-De Gennes, na qual hd uma con-
tribui¢do de Pierre G. de Gennes na teoria de Landau para uma melhor abordagem neste tipo de
sistema. H4 outras formas de investigacdes para o mesmo tipo de transi¢cao de fase nematica-
isotropica, como € o caso da teoria de Maier-Saupe. Nas proximas secdes, algumas conside-
racOes acerca da teoria de Landau devem ser feitas, mas primeiramente, uma breve discussao
sobre os dois tipos de transicdes de fase (primeira e segunda ordem) se faz importante para

tratar dos fendmenos comumente descritos por uma teoria de Landau.

2.1 Energias livres de um sistema termodinamico

Considerando uma substancia qualquer, é sabido que a mesma pode apresentar-se em di-
ferentes estados de agregacdo. Por exemplo, em temperaturas elevadas e baixas pressoes a
substancia pode se encontrar na sua forma gasosa. Em baixas temperaturas e altas pressoes
esta, por sua vez, pode ser encontrada na sua forma sélida. Comumente, em temperaturas e
pressoes intermedidrias, a substancia podera ser encontrada na sua forma liquida. As caracte-
risticas principais de uma substancia gasosa sdo sua alta compressibilidade e baixa densidade.
Substancias sélidas e liquidas apresentam baixa compressibilidade e possuem densidade alta ou

moderada, diferenciando-se principalmente, pela substancia liquida oferecer menos resisténcia
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2.1. Energias livres de um sistema termodinamico

a deformacgdo do que a substancia sélida.

Outra caracteristica marcante dos estados da matéria € observado a nivel microscépico, pois
a forma de arranjo das moléculas que compdem a substancia pode definir se a mesma esta
em seu estado liquido, gasoso ou sélido [13, 14]. Por exemplo, as moléculas podem possuir
muita mobilidade, tanto em um gas, quanto em um liquido, encontrando-se assim, espacial-
mente desordenadas. Em contraste ao liquido, em um gés, a distancia média entre as moléculas
e a mobilidade sao maiores. Por outro lado, em um sélido, a mobilidade das moléculas é re-
duzida fazendo com que seus movimentos sejam apenas de curto alcance, o que possibilita
ordenamento espacial das moléculas em estruturas regulares (sélidos cristalinos). Como uma
substancia pode apresentar mais de um tipo de estrutura cristalina, grupos de simetria sdo en-
carregados de classificar como as moléculas em um sélido cristalino se arranjam nas chamadas
classes cristalinas.

A priori, toda aten¢do € voltada a estes trés estados de agregacdo da matéria, mas também
pode haver outros estados, que surgem devido a complexidade das moléculas que constituem um
certo tipo de substincia. Como no caso dos cristais liquidos termotrdpicos, em que na mesofase
nemadtica as moléculas longas que os constituem favorecem este tipo de estado mais complexo,
por possuir ordem orientacional de longo alcance, mas ser destituida de ordenamento posicio-
nal, a inversao destas caracteristicas pode levar os cristais liquidos a um estado isotrépico. Mas
a questdo é: como isto pode ser alcangado?

Qualitativamente, as transi¢Oes de fase podem ocorrer quando o estado de equilibrio de um
sistema muda em fun¢do de alguns parametros impostos externamente, tais como temperatura,
pressdo, potencial quimico, campos elétricos ou magnéticos, etc [15]. Se a restricdo do sistema
¢ feita pela temperatura, comumente a fase de maior temperatura serd classificada como a de-
sordenada, ou seja, com uma maior simetria em relacio a fase de temperatura mais alta. Logo,
caso alguma quantidade — pode haver védrias — que varia com a temperatura seja observada
nas transi¢des, a mesma pode ser considerada pardmetro de ordem da transicao de fase, o que
auxilia muito na identificacdo das mudancas de caracteristicas de um certo sistema.

Apo6s a constatagdo de uma possivel transicdo de fase em um sistema termodinamico, é
crucial a identificacdo desta transi¢do de fase: se serd de primeira ou de segunda ordem. O
fisico austriaco Paul Ehrenfest (1880 - 1933) foi um dos pioneiros em classificar as transi¢des
de fase baseando-se no comportamento das energias livres termodindmicas como fun¢des de
variaveis termodinamicas [16]. Para melhor entendimento acerca das classificacdes das transi-
coes de fase, € considerado para uma substincia pura qualquer, a descri¢io de suas propriedades
termodindmicas por meio da energia interna molar u(s, v) como fun¢o da entropia molar s e
volume molar v. Como a energia interna ¢ uma grandeza extensiva, ou seja, depende da quan-
tidade de material, a sua relacdo fundamental pode ser também descrita em fun¢do do nimero
de mols N da substancia como U (S, V, V), mas para o seguinte exemplo a energia interna mo-
lar u(s,v) demonstra-se suficiente. A partir da energia interna molar, realizam-se as seguintes

transformacoes de Legendre:
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2.1. Energias livres de um sistema termodinamico

f(r) = msin{u(s)—Ts}, (2.1)
h(p) = min{u(v) +pvy, (2.2)
o(p) = min{f(v)+po}, 3

obtendo respectivamente, os seguintes potenciais termodindmicas molares: energia livre de
Helmholtz descrita como uma fungéio da temperatura 7' e volume molar v, f(7,v); entalpia
h(s,p), descrita como uma fun¢@o da entropia s e pressdo p e energia livre de Gibbs ¢(7, p),
descrita como uma funcao da temperatura 7’ e pressao p, os quais descrevem, a altura da energia
interna molar, as propriedades termodinamicas de uma substancia pura [13, 14].

A primeira energia citada, a eneria livre de Helmholtz, contabiliza a parte de energia interna
de um sistema que pode ser utilizada em forma de trabalho. Logo, a energia descrita pela

Eq.(2.1) pode ser escrita na forma:

f(T) =wu(s) —Ts, (2.4)

e apos sua diferenciacdo € obtida

df = du — Tds — sdT, (2.5)

e comparando com a relagdo fundamental na representacao da energia interna molar

du = Tds — pdv, (2.6)

a Eq.(2.5) pode ser reescrita como a relagdo fundamental na representacao da energia livre de

Helmholtz molar

df = —sdT — pdw, 2.7)

permitindo obter suas respectivas equacoes de estado

__(9f __ (%
), o), e

Estas sdo cruciais na determinacdo da continuidade, ou ndo, da sua respectiva energia livre em
respeito as varidveis termodinimicas, i.e., permite ter conhecimento se as derivadas de f(7,v)
sdo continuas ou descontinuas em relacdo as varidveis 7' e v [13,14]. De forma andloga, o

potencial entalpia molar

h(p) = u(v) + pv, (2.9)

¢ diferenciado e comparado com a relacdo fundamental na representacdo da energia interna
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2.1. Energias livres de um sistema termodinamico

molar (Eq.(2.6)), obtendo-se a relagdo fundamental na representacao da entalpia molar

dh = Tds + vdp, (2.10)

e assim, suas equacdes de estado sdo:

oh oh
T——(%)p e U__(a_p)s' 2.11)

As variagOes da entalpia estdo associadas as energias recebidas por um sistema fisico na forma

de calor [14]. Para a energia livre de Gibbs molar, tem-se:

9(p) = f(v) + pv, (2.12)

que por diferencia¢do e comparagdo com a Eq.(2.6) € obtida a relagdo fundamental na represen-

tacdo da energia livre de Gibbs molar

dg = —sdT — vdp, (2.13)

e suas respectivas equacdes de estado

_ (% __ (9%
s = (8T>p e v = <3P>T' (2.14)

A energia livre de Gibbs também contabiliza a energia interna de um sistema, que pode ser
utilizada na forma de trabalho. No entanto, diferencia-se da energia livre de Helmholtz ao
ser considerada em experimentos em laboratdrios, pois a pressdo levada em conta € dificil de
ser variada. Entretanto, para fins computacionais, a energia livre de Helmholtz mostra-se mais
apropriada pela simplicidade em realizar os cdlculos computacionais a temperaturas constantes.

Ha outros potenciais termodindmicos molares que também podem ser obtidos a partir da
energia interna molar, mas os trés potenciais mencionados anteriormente sdo suficientes para

uma réapida ilustracdo da transi¢do de fase de uma substancia pura qualquer.

2.1.1 Transicao de fase de primeira ordem

Supondo a coexisténcia do estado liquido de uma substancia pura, com seu vapor com pres-
sdo mantida constante enquanto recebe gradualmente calor, identifica-se uma transicdo de fase
devido a variacdo de volume. Dando sequéncia, o calor recebido gradualmente por esta subs-
tancia pode transformar parte do liquido em vapor, resultando em um aumento de volume total
do sistema que ainda coexiste entre liquido e vapor. Durante este processo, a temperatura per-
manece inalterada enquanto houver coexisténcia das fases liquido-vapor [13]. Considerando
que as densidades do liquido e do vapor sao bem definidas e permanecem constantes, i.e., que
cada fase é considerada homogénea, os volumes molares do liquido vy, e do vapor v se mantém

constantes. Entdo, encerra-se a coexisténcia de fases, caso um certo nimero de mols /N da fase

20



2.1. Energias livres de um sistema termodinamico

liquida se transformar em vapor, o que acarreta uma variagao do volume, que sé ocorre quando
o liquido, que tem volume molar menor, se transforma em vapor, e este, possui volume maior,
portanto
Av = M =vg — v, (2.15)
N
e é correspondente a transformagao de um mol da substincia no estado liquido em um mol de
vapor.

Supondo que uma certa quantidade de gas seja comprimido isotermicamente, a pressao
deste gis deve aumentar e seu volume diminuir, at€ um certo ponto em que o decréscimo do
volume ndo altera a pressdo, ou seja, neste ponto, a pressdo gradativamente aumentada ndo se
altera mais e esta, por sua vez, € denominada de pressdo de vapor p*. O vapor comecard a
se condensar e quando completar a total condensacdo, a pressdao deverd voltar a crescer, como

demonstrado na Fig. 2.1.

PFl =

> U
Vg, UG

Figura 2.1: Diagrama da pressdo p versus volume molar v, na qual a pressdo p de um géds decresce
conforme o processo de compressao isotérmica, correspondendo a uma transicdo de fase de primeira

ordem. Aqui p = —% e p* é a pressdo de vapor.

Enquanto a pressdo se manteve inalterada, a transi¢do de fase ao longo de uma isoterma
¢ representada no diagrama p versus volume molar v como um segmento de reta horizontal.
Os pontos conjugados (vy,, p*) e (vg, p*) nos extremos do segmento desta reta representam os
limiares de coexisténcia entre as fases liquida e gasosa, e assim, a reta que os une é denominada
linha de conjugacao [13].

Escolhendo-se um ponto (v, p*) sobre a linha de conjugacao é possivel determinar a fracao
das duas fases em termos do niimero de mols, N e Ng, nimero de mols do liquido e do gas,

respectivamente. Logo, o nimero de mols total deve ser dado pela seguinte soma
N = Np + Ng, (2.16)
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2.1. Energias livres de um sistema termodinamico

e as fracdoes em cada fase em nimero de mols sdo r;, e rg e podem ser obtidas dividindo a
Eq.(2.16) resultando em

r,+rqe =1, 2.17)

em que r; = % erg = % Sendo assim, é determinada a regra da alavanca

v =vLry + vara, (2.18)

uma regra utilizada para encontrar a propor¢do entre volume molar, entropia molar, etc., € o
nimero de mols de duas fases que estdo em equilibrio. Estas fracdes em nimero de mols de
uma fase qualquer devem ser proporcionais a distancia entre o ponto de consideracdo da linha
de conjugacao, por exemplo (v, p*), € um ponto de extremo, (v, p*) ou (vg, p*) da mesma linha
em consideracdo [13]. A Eq.(2.18) s6 € possivel, pois

V=V, 4+ Vg=uvrrLN +vgrgN, (2.19)

comv = % Com esta equacao em conjunto a Eq.(2.17), as fracdes em niimero de mols para a

fase liquida e gasosa s@o reescritas como
rp=—C"% e pg=——"1 (2.20)

Vg — VL Vg — VL

Retornando ao ponto em que a substincia pura no estado liquido coexiste com seu vapor —
cuja pressao deve ser mantida constante — constata-se que o nimero de mols desta substancia
em seu estado liquido transformada em vapor € proporcional ao calor latente L., ou seja, pro-
porcional a quantidade de calor introduzido para a transformag¢do do liquido em vapor, sem que
haja mudanca na temperatura. E dada importincia em como discrimina-se a forma com que o
calor deve ser recebido, pois se hd um certo incremento na temperatura AT, sdo as capacidades

térmicas isocdrica e isobdrica, representadas respectivamente por

0s ds
=T (G_T)v e ¢ =T (8_T)p’ (2.21)

que devem ser calculadas. Tendo em vista que este processo € isotérmico, a variagao de entropia

molar deve ser igual ao calor introduzido dividido pela temperatura de coexisténcia 7™, logo
Le
T

em que [, = % ¢ denominado calor latente molar, pois € a quantidade de calor necessario

As=58qg— 8 = (2.22)

para evaporar um mol do liquido [13], além do mais, s; e s s@o as entropias molares da
fase liquida e gasosa, respectivamente, que permanecem invariantes se a pressiao for mantida
constante no limiar de coexisténcia. Sendo assim, para um diagrama da temperatura I’ versus

entropia molar s, a transicdo de fase (que neste caso ocorre ao longo de uma curva isobdrica)
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2.1. Energias livres de um sistema termodinamico

também apresenta uma linha de conjugacao, possuindo nas suas extremidades os pontos (s, 7™)

e (s¢, T™) indicando os limiares de coexisténcia liquido-vapor, veja Fig. 2.2.

T

T*F - -

SL SG

Figura 2.2: Diagrama da temperatura 7' versus entropia molar s, em que a temperatura é dada por
T = g—’; e T* é chamada de temperatura de vapor. A isobdrica na linha de conjugacio indica também
uma transicao de primeira ordem.

De forma andloga, € valida também a regra da alavanca caso seja escolhido um ponto qual-

quer (s, T™) sobre a linha de conjugacdo, logo

s=srry + sara, (2.23)

e como descrito pela Eq.(2.17), o célculo para as fracdes em nimeros de mols de cada fase em
termos das entropias € efetuado, portanto
sp=—CS"2 o gg=—_"E (2.24)
SG — SL S — SL
Tendo em maos as fragdes em nimero de mols, em termos do volume e entropia em cada
fase (liquido e vapor), € interessante investigar com o auxilio dos potenciais termodinamicos
molares as transi¢des de fase em alguns diagramas de fase. Para o diagrama da energia livre de
Helmholtz molar f versus o volume molar v (veja Fig. 2.3) hd uma linha de conjugacio cuja
inclinagdo € igual a —p*, pois se faz uso da equacdo de estado p = — (%) . descrita na Eq.(2.8).
Baseando-se na Fig. 2.3, mais especificamente no intervalo v;, < v < vg, pode-se calcular
a energia livre de Helmholtz molar como uma média ponderada de f e fs, as energias livres
de Helmholtz nas fases liquida e gasosa, respectivamente, logo

§(1,0) = NeeTon) }NGfG(T’ LI (2.25)

e utilizando as Egs.(2.20) € possivel obter

Ye—v LT KT ), (2.26)
Vg — U, Vg — VL
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>

Figura 2.3: Energia livre de Helmholtz molar f versus volume molar v. A Fig. 2.1 corresponde a taxa
de variac@o de f em relacdo a v calculada a partir deste diagrama.

e a partir da equagdo de estado p* = — (g—fj) o € obtida, neste mesmo intervalo, a seguinte

pressdo de vapor

P (T) = —— [[(Tivy) ~ F(T.v6)] . 27)
Vg — VL

O salto no volume molar na linha de coexisténcia do diagrama de fase, Av = vg—wvy, representa
uma transi¢do de fase descontinua, ou de primeira ordem, i.e., exibe uma descontinuidade na
primeira derivada da energia livre de Helmholtz molar, quando levadas em consideracdo suas

variaveis termodindmicas, que neste caso, € o préprio volume molar.
De forma andloga, em um diagrama da entalpia molar /& versus entropia molar s, veja Fig.
2.4, nointervalo s < s < S¢, pode-se ter também a entalpia molar como uma média ponderada
de s;, e s¢ que nada mais sdo do que as entalpias nas fases liquida e gasosa, respectivamente,

portanto

Nphi(se,p) + Neha(sa, p)

h(s,p) = N = T’LhL + Tghg, (228)
e assim, utilizando as Eqs.(2.24) obtém-se
sG— S 5—5
h(s,p) = —“——h(sp,p) + ———h(sc,p), (2.29)
SG — SL Sg — SL

e como uma das equacdes de estado, calculada a partir da relacdo fundamental na representacao
da entalpia molar (Eq.(2.10)) é dada na forma 7" = (g—’;)p, pode-se calcular no intervalo da linha
de conjugacdo a temperatura de coexisténcia 7™ a pressdo p*, logo

1

T*(p) = — [h(sc, p) = h(sL,p)]- (2.30)
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> o

> S

SI SG

Figura 2.4: Entalpia molar h versus entropia molar s. A Fig. 2.2 corresponde a taxa de variacdo de h em
relacdo a s calculada a partir deste diagrama.

Neste ponto, a transi¢do de fase deve ser representada por um salto na entropia molar no
intervalo descrito pela Eq.(2.22) ocorrida a temperatura 7. Isto demarca uma grande caracte-
ristica das transi¢Oes de fase de primeira ordem, pois com o salto na entropia molar hd também
um salto no calor latente molar da substancia, em razdo de sy, sg € [. dependerem apenas de
um ponto qualquer sobre a linha de coexisténcia da Fig. 2.2 [13]. Outra caracteristica marcante
das transi¢des de fase descontinuas, ou de primeira ordem, diz respeito as primeiras deriva-
das dos potenciais termodinamicos apropriados ao sistema em questdo (como energia livre de
Helmholtz, energia livre de Gibbs, entalpia, etc.), as quais exibem descontinuidades. A razdo
estd nas quantidades termodinamicas associadas a estes potenciais (energia interna, entropia,
volume, etc.) que apresentam um salto [15, 16], como demonstrado anteriormente nos calculos
— Eq.(2.27) e Eq.(2.30). Por outro lado, com as primeiras derivadas dos potenciais termodina-

micos continuas, a transi¢ao de fase de segunda ordem € discutida na préxima secao.

2.1.2 Transicoes de fase de segunda ordem

Conhecida também como transicao de fase continua, as transi¢des de fase de segunda ordem
sdo caracterizadas por possuir a primeira derivada continua da energia livre de um sistema
termodindmico qualquer, ao contrdrio do que ocorre com as transi¢des de fase de primeira
ordem descritas na se¢ao anterior.

Apenas as derivadas de segunda ordem da energia livre exibem o cardter descontinuo para
este tipo de transic@o [16]. Esta caracteristica das transi¢des de fase de segunda ordem foi no-
tada apds os estudos de W. H. Keesom e colaboradores (inclusive sua filha Anna P. Keesom)
acerca do hélio liquido em 1932, de forma que em um grafico da capacidade térmica por tem-
peratura proximo aos valores criticos de transicdo do hélio liquido apresentava certa anomalia

bem pronunciada. Posteriormente esta descontinuidade no gréfico do calor especifico por tem-
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2.2. Teoria de Landau

peratura do hélio liquido foi batizada por W. H. Keesom e sua filha Anna P. Keesom de “curva
lambda”, pela semelhanca do formato da letra grega A (veja Fig. 2.5). Este estudo de Keesom
levou Paul Ehrenfest a introduzir as classificacdes das transicoes de fase, baseadas nas descon-
tinuidades das derivadas das energias livres que um sistema termodinamico deve possuir [16].
Dai em diante, principalmente na década de 40, as discussdes acerca das classificacdes de Eh-
renfest, e da possibilidade de haver transi¢Oes de fase de segunda ordem em alguns sistemas,
cresceram alicercadas em estudos das transi¢des liquido-gds de substancias, ordem-desordem de
alguns sistemas, paramagnéticos-ferromagnéticos de alguns materiais e normal-super de alguns
condutores. Em meios a estes estudos, uma teoria fenomenolégica foi concebida por Landau a
partir das transicdes de fase de segunda ordem e depois estendida também para as transi¢oes de

fase de primeira ordem, e esta € descrita logo em seguida [13].
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Figura 2.5: Gréfico da capacidade térmica por temperatura confeccionado a partir dos experimentos de
Keesom, em 1932, com hélio liquido [16]. A curva neste grafico se assemelha bastante a letra grega .

2.2 Teoria de Landau

O fisico russo Lev Davidovich Landau (1908-1968) concedeu uma teoria fenomenoldgica
para as transi¢des de fase de segunda ordem, no ano de 1937, a partir de estudos de propriedades
de simetria contida nos cristais [17]. Esta teoria que leva seu nome, teoria de Landau, desempe-
nha um papel crucial em alguns campos da fisica da matéria condensada, a qual incluem tran-
sicdes de fase estruturais, magnetismo e supercondutividade (originalmente conhecida como
teoria de Landau-Ginzburg).

Trata-se de uma teoria que descreve apenas o comportamento universal de um sistema, nao
entrando em detalhes de interagdes que possam ocorrer no nivel atdmico. Ou seja, a teoria de
Landau tem sua formula¢do pautada na teoria de campo médio. Em uma teoria de campo médio

¢ estudado, a partir de modelos mais simples, o comportamento de sistemas mais complexos
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que envolvem um nimero grande de corpos interagindo entre si [18]. Assim, nessa teoria, 0
problema que pode ser entre muitos corpos € transformado em um problema de um sé corpo,
pois um problema de muitos corpos interagentes com vdrias equagdes diferenciais acopladas
pode se tornar dificil de resolver de forma precisa'.

Para a formulacdo, em geral, é considerado na fisica da matéria condensada o parametro
de ordem como um novo ingrediente na teoria de campo médio e este, por sua vez, pode ser

substituido pelo seu valor médio com adicao de um termo de flutuagao, por exemplo,

n= () +n-(), (2.31)

em que o termo de flutuacdo trata-se de uma pequena perturbacido podendo ser até desprezado
[19]. Fisicamente, a teoria de campo médio ndo envolve flutuagdes, pois seu ponto de partida
¢ a reducdo de todas as interagdes dos corpos por um corpo com interacao média, ou efetiva
conhecida como “campo molecular”, ou seja, coincidindo com a ideia de que todas as intera¢des
sdo substituidas por um “campo médio” [18,19]. Existem outros problemas formulados a partir
da teoria de campo médio, como o potencial de interacdo de Van der Waals para os fluidos
(a formulacdo mais antiga concebida em 1873). Ha também a teoria de campo molecular de
Weiss para o ferromagnetismo de1906, para a resolugdo do problema introduzido por Pierre
Curie em 1895. Descrita em 1934, a teoria de Bragg-Willians para o ferromagnetismo de Ising
também compde uma das formulagdes da teoria de campo médio. No final da década de 1950,
Wilhelm Maier e Alfred Saupe foram um dos pioneiros em propor um modelo para descrever
a transi¢do de fase nemadtica-isotropica que ocorre nos cristais liquidos [3]. Maier e Saupe
sugeriram um potencial efetivo, no qual a interagdo entre as moléulas vizinhas eram de cararater
orientacional e admitiram que ndo h4 anisotropia nas correlacdes posicionais [10]. Concluiram
também, que a distribuicao das orienta¢des de cada molécula € descrita pela média do parametro
de ordem [3, 10]. Por fim, a teoria de campo médio que tem destaque neste trabalho (como
anteriormente mencionada) € a teoria de Landau para as transi¢cdes de fase.

Portanto, a teoria de Landau descreve apenas o comportamento universal de um sistema,
pois sua investigacdo estd baseada nas simetrias e graus de liberdade que um sistema pode ter,
ou seja, uma teoria efetiva do parametro de ordem. No entanto, para constatar a transi¢ao entre
as fases de um sistema, primeiramente é considerada a distin¢do entre as simetrias de cada
fase do sistema, uma em que o parametro de ordem tem valores ndo nulos (fase ordenada) e
outra em que o parametro de ordem desaparece (fase desordenada) [17]. A construcdo da teoria
de Landau permeia na descricdo energética do sistema na vizinhanga, em que pode ocorrer
a transicdo de fase. Para isso € preciso designar uma energia livre do sistema, comumente
¢ considerada a energia livre de Helmholtz (também pode ser a energia livre de Gibbs) por
unidade de volume F dependente da temperatura, ou algum outro pardmetro externo relevante

[15]. Caso o sistema em estudo possua uma série de outros parametros externos, o estado

'H4 varios problemas de muitos corpos interagentes, tal como é o caso do modelo de Ising unidimensional, que
podem ser resolvidos precisamente.
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estdvel deste sistema poderd ser encontrado se a energia livre de Landau for minima em funcado
de todos os graus de liberdade internos.

Por consideracdes simétricas do sistema, conforme o descrescimento da temperatura, deve-
se ter uma série de transi¢des entre fases de diferentes simetrias (veja o esquema na Fig. 2.6).
Ou seja, o comportamento da temperatura para cada parametro de ordem préxima a transi¢cao de
fase pode ser obtido [20]. Logo, a reducgdo sistemadtica da simetria do sistema € dada geralmente
a partir de um estado de temperatura mais alta, ou seja, a partir de um estado de “alta simetria”
(fase desordenada) [15].

T
Fase de baixa simetria
m#F0en #0

Figura 2.6: Série de transicOes de fases de diferentes simetrias, conforme o decrescimento da tempe-
ratura (I'" < Ty < T71). Com a diminui¢do da simetria de cada fase, novos parametros de ordem sdo
introduzidos, por exemplo, 11, 12, etc.

Consequentemente a energia livre de Helmholtz por unidade de volume pode ser escrita da

seguinte maneira:

F(T,n) = Fo(T,0) + AF(m:), (2.32)

em que Fo(7,0) é a energia livre da fase de alta temperatura e ndo depende do pardmetro
de ordem 7 (ndo possuindo influéncia na transi¢do de fase). O ultimo termo do lado direito
da Eq.(2.32) é muito pequeno nas vizinhancas da transi¢do de fase e depende dos distintos
parametros de ordem 7);. A energia livre de Helmholtz € suficiente para uma descri¢do do
sistema em termos da temperatura e a pressdo constante [21], mas para os casos mais gerais, a
energia livre de Gibbs, ou o grande potencial termodindmico, podem ser candidatos para uma
descricao mais apropriada do sistema, em que pode envolver a variagdao da pressdo ou a adi¢do
de mais parametros externos.

Antes de dar sequéncia na descricdo da energia livre, € importante mencionar o ponto de
partida na anélise de Landau que esta ligeiramente conectado as simetrias dos sistemas crista-
linos, comumente incluindo invariancias rotacionais e translacionais do sistema, assim como
outros graus de liberdade internos regidos pela natureza do parametro de ordem. Neste ponto
de partida, Landau conclui que para qualquer valor dos parametros de ordem, AF deve ser in-
variante por qualquer que seja a operacdo de simetria que constitua um grupo de simetria. Por
exemplo, a transi¢do de fase em sistemas mais comuns corresponde a uma quebra de simetria,
pois pode haver uma passagem do sistema de uma fase ordenada para uma fase desordenada

(ou vice-versa), conforme a mudanga no valor da temperatura [15]. Constituidas por varias fa-
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ses ordenadas distintas, a fase ordenada pode coexistir em estruturas similares. Estas estruturas
podem estar ligadas umas as outras por uma certa operaciao de simetria, as quais constituem
um grupo de simetria. Estas operacdes transformam um estado ordenado em outro, produ-
zindo todos os outros estados ordenados coexistentes a partir de um deles [17]. Porém, na fase
desordenada, por ndo possuir os estados ou simetrias que hd em uma fase ordenada, torna-se
invariante perante as transformagdes do mesmo grupo de simetria. Mas como os estados or-
denados devem possuir a mesma energia livre — no presente caso a mesma energia livre de
Helmholtz por unidade de volume —, segundo Landau [17,20], esta, por sua vez, também deve
manter-se invariante frente as operacdes de simetria do grupo de simetria.

Reconhecido que AF é uma quantidade pequena e F(7,7n) é invariante em respeito as
operacdes de simetria, a Eq.(2.32) € expandida em série de Taylor em poténcias do parametro

de ordem préximo ao ponto de transi¢do entre as fases ordenada e desordenada, logo

1 1 1
F(T,n) = Fo(T,0) + A\ + §An2 + an?’ + ch‘* + .., (2.33)

conhecida como a expansdo de Landau para a energia livre. Os coeficientes \, A, B e C sdo
adotados por conveniéncia e podem depender, a principio, da pressdo p (para outras energias
livres) e temperatura 7' [21]. O termo linear do parametro de ordem na Eq. (2.33) nem sempre
precisa estar presente, pois pode ndo haver campos externos aplicados ao sistema. No entanto,
a Eq.(2.33) deve possuir um valor minimo e o procedimento de minimizacdo, para qualquer

temperatura, leva em conta as seguintes derivadas:

oOF 0*F
— =0 — >0 2.34
e e G0 (2.34)
0 que implica em
A An+ B + O + ... =0, (2.35)

portanto, para que a primeira derivada da energia livre seja zero, i.e., para que haja a condi¢ao
de minima energia, o coeficiente A\ na expansao descrita pela Eq.(2.33) deve ser zero, assim 0s
estados 7 = 0 e 1 # 0 devem ser distinguidos por simetrias das fases [20].

O coeficiente associado ao termo quadratico na Eq.(2.33), A, pode possuir sinais contrarios
dependendo da fase em que se encontra. Por exemplo, na fase de alta simetria, quando 7 = 0

corresponde a um minimo da energia deve-se ter os seguintes resultados:

8_}" =0, (2.36)
on
n=0
e, também
& =A(T)>0 (2.37)
on? . N ’ '
n=
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ou seja, o coeficiente A deve ser positivo (A > 0). Por outro lado, na fase menos simétrica
deve-se ter A < 0 para poder fornecer um minimo na energia livre para um valor finito do
parametro de ordem 1 # 0 [21]. Na teoria de Landau, para uma transicdo de fase ocorrer
a temperatura critica, 7' = T, o coeficiente associado ao termo quadratico do parametro de
ordem considerado na expansdo de Landau (veja Eq. (2.33)) deve mudar de sinal, por exemplo,
do positivo para o negativo (veja Fig. 2.7(a)), e pode ser escrito em fun¢do da temperatura da

seguinte forma:

A=a(T - Tp), (2.38)

i.e., como uma série de Taylor préxima a temperatura critica 7, em que os termos de ordem

mais altas sd@o desprezados, ainda:

_ dA(T)
a=—=" > 0. (2.39)
To
f
A
A>0 )
|
/
/ A <O

(a) (b)

Figura 2.7: Comportamento do coeficiente A(T") associado ao termo quadrdtico em 7 na expansdo da
energia livre de Helmholtz molar mostrado na Eq.(2.33). Na Fig. (a) estd representada a energia livre de
Helmholtz molar versus pardmetro de ordem delimitando o coeficiente A(7T') para fase de alta simetria
(A > 0) e para fase de baixa simetria (A < 0) . Na Fig. (b) estd ilustrado o coeficiente A versus
temperatura 7'. Note que hd mudanga de sinal de A(7") na temperatura de transi¢do 7" = T¢.

Percebe-se que para T' = T, ou seja, no ponto de transi¢do, A(T¢) = 0, porém os outros
coeficientes da expansdo, B e (', permanecem positivos [15]. Logo, nem sempre os coeficientes
B e C devem estar representados como termos dependentes da temperatura, ou qualquer outro
parametro na expansio da energia livre considerada. Além do mais, o coeficiente A, escrito em
termos da temperatura T, estd associado ao termo 7?. Este termo garante um minimo global
para a expansdo da energia livre de Landau. Pr6ximo ainda ao ponto de transicdo de fase a
pequena quantidade AF pode ser calculada como o excesso de energia livre adquirida pela fase

menos simétrica [21], sendo esta escrita como
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1 1 1
AF = F(T,n) — F(T,0) = §a(T —Te)n? — an3 + ZC#‘ + .., (2.40)

em que o sinal negativo para o termo ctibico em 7 é posto por convencao. Este sinal negativo
garante que em um grafico de energia livre por parametro de ordem, a mudang¢a do ponto de
minimo global — que ocorre durante a transicdo de fase — seja realizada na parte positiva do
eixo do parAmetro de ordem 7). Caso contrdrio, um sinal positivo associado a 7%, essa mudanca
no ponto de minimo global ocorre na parte negativa do eixo de 7 e acaba ndo sendo muito

interessante no caso dos cristais liquidos. No entanto, a condi¢do de estabilidade termodindmica

requer que
0A
il =0, (2.41)
on
logo, € obtida a seguinte equacdo de segundo grau:
a(T —Te)yn— B> +Cnp® + ... =0, (2.42)

e assim, sdo encontradas trés raizes como solucdo para a Eq.(2.42): uma para a fase mais

simétrica 17 = 0, e outras duas para a fase menos simétrica

B+ /B2—4aC(T - T¢)
= 2C

Considerando B = 0 como um caso particular na fase ordenada, a Eq.(2.43) torna-se

: (2.43)

CL(TC - T)
C Y

ainda permanecendo dois valores minimos. E importante notar que com a temperatura 7' se

n=+ (2.44)

aproximando da tempertatura critica 7>, os minimos da Eq.(2.44) se aproximam continuamente
de zero, i.e., o parametro de ordem na fase menos simétrica deve se anular continuamente

comportando-se na seguinte forma:

n~|T —Tel. (2.45)

Na Eq.(2.44), o surgimento de duas solugdes na fase menos simétrica (ou mais ordenada)
quando 7" < T, refere-se a manifestacdo da quebra espontanea de simetria [13] (veja Fig. 2.8).
Para temperaturas 7' > T¢, na fase mais simétrica n = 0, a energia livre F(7T',7) apresenta-se
como uma fun¢do convexa que possui um unico valor minimo. Na temperatura ' = T, a
energia livre ainda permanece como uma fun¢do convexa do pardmetro de ordem 7 (veja Fig.

2.9), com um minimo também em n = 0.
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T

Figura 2.8: Energia livre de Helmholtz molar versus pardmetro de ordem para 7' < T (fase menos
simétrica), no caso em que B = 0, na solug@o para o pardmetro de ordem 7.

A F

(a) (b)

Figura 2.9: Energia livre de Helmholtz molar versus parametro de ordem para 1" > T, ilustrada em (a),
e paraT = T ilustrada em (b). Em ambas as figuras F (T, 1) é fungdo convexa de 1 possuindo minimos
em 7 = 0, quando B = 0.

Reparando-se que o termo cubico em 7 na expansdo de Landau esteve ausente nos resultados
anteriores (Eq.(2.44) e Eq.(2.45)), conclui-se a insensibilidade do sistema frente ao sinal do
parametro de ordem.

Os termos ctibicos na expansdo de Landau sdo importantes, pois quando B # 0 o sistema
sempre serd forcado a uma transicao de fase de primeira ordem [15]. Isto pode ser analisado a
partir dos pontos de extremo da energia livre descrita na Eq.(2.40) e dos sinais de suas segundas
derivadas, logo,

8;%? =a(T — Tg) — 2Bn + 3Cn* > 0, (2.46)
indicando quais pontos em um gréfico da energia livre por parametro de ordem podem aparecer
convexidades e concavidades da curva conforme os valores do parametro de ordem ao variar a

temperatura 7' (veja Fig. 2.10).
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! i ~
(a) ParaT > T¢. (b) ParaT =T¢. (c) ParaT < T¢.

Figura 2.10: Gréficos da energia livre de Helmholtz molar versus parametro de ordem para as transi¢des
de fase descontinuas ou de primeira ordem quando o coeficiente B associado ao termo ctbico em 7 é
considerado na expansao de Landau.

No entanto, em alguns casos, os termos ctibicos na expansao de Landau nao devem ser per-
mitidos por simetria, pois a transformagao 7 — —n deve manter a energia livre invariante. Esta
¢ uma condi¢do de Landau para a continuidade da transi¢do de fase, caso contrario, o parametro
de ordem e outras fun¢des termodinamicas devem mudar descontinuamente caracterizando uma
transicao de fase de primeira ordem no sistema em estudo [21]. O fisico francés Pierre-Gilles
de Gennes (1932-2007) foi um dos pioneiros a utilizar a equagdo fenomenolégica de Landau
de forma efetiva para estudar os fenomenos de ordem exibidos pelos cristais liquidos, em parti-
cular para a mesofase nematica [22,23]. Na proxima secao € discutida a abordagem de Landau

para a transi¢cdo de fase do tipo nemadtica-isotropica, que pode ocorrer nos cristais liquidos.

2.3 Teoria de Landau-de Gennes

Para delinear a transicdo de fase nematica-isotrépica (N-I) que ocorre nos cristais liquidos
torna-se indispensdvel uma breve demonstracdo da defini¢do de ordem orientacional em meios
nemadticos. Assim, primeiramente deve-se estabelecer um modelo de simetria e de compor-
tamento para as moéleculas que constituem uma amostra de cristal liquido nematico (CLN).
Considerando a aparéncia das moléculas dos CLN como um elipséide de revolu¢do — também
chamadas na literatura de “moléculas calamiticas” —, estas acabam sendo caracterizadas por
possuirem um eixo molecular maior a e dispondo uma melhor descricdo do modelo quando
abordado com simetria cilindrica, como demonstrado na Fig. 2.11.

Em média, o comprimento do eixo longo da molécula calamitica pode ser de até cinco
vezes maior que seu proprio didmetro. Porém, a escala que € constatada o tamanho desse tipo de
molécula é a nanométrica. No entanto, os atomos de carbono sdo mais abundantes em moléculas
calamiticas e distam entre si cerca de 1,5 A, logo, o comprimento e didmetro da molécula

calamitica podem ser encontrados com cerca de 2 nm e 0,5 nm, respectivamente [4,24].
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2.3. Teoria de Landau-de Gennes

Figura 2.11: Elipséide de revolugdo representando uma molécula de CLN com eixo molecular longo
definido pelo vetor a.

Estao claros na literatura outros exemplos de formas para as moléculas nemadticas, tais como,
a forma discética com o raio do cilindro maior que o comprimento da prépria molécula e a forma
esferocilindrica descrita por cilindros com semi-esferas nas suas extremidades. Destes exem-
plos citados, nenhum € levado a cabo neste trabalho, mas € importante ressaltar que as duas
formas de moléculas (discética e esferocilindrica) também podem ser abordadas com simetria
cilindrica [27]. Além do mais, na teoria de Landau-de Gennes ndo hé distin¢ao entre as molécu-
las para que haja descri¢des das possiveis transi¢des de fase em meios liquido-cristalinos [23].

Como a mesofase nematica possui direcdo preferencial média para a orientacdo de suas
moléculas, hd uma grandeza necessdria a ser definida conhecida como vetor diretor n. Esta
direcdo preferencial provém da energia de interacdo intermolecular que tende a alinhar os eixos
moleculares maiores a das moléculas em uma direcdo paralela comum [28]. Portanto, fixado um
sistema de coordenadas qualquer em uma amostra possuindo a mesofase nematica, pode haver
uma simetria em torno do vetor diretor n, caracterizando os nemdticos como cristal liquido
uniaxial. Adicionalmente, as propriedades fisicas dos nemdticos estdo estritamente ligadas a
distribui¢do espacial do diretor n, e, portanto, torna-se indispensavel a determina¢do de um
parametro de ordem que caracterize o alinhamento das moléculas em relag@o ao diretor n, ou
seja, que descreva o grau de ordenamento nos CLN. Hé dois tipos de pardmetros de ordem que
descrevem o grau de ordenamentos nos nemadticos: um de dimensdes escalares (parametro de
ordem microscépio), e outro de dimensdes tensoriais (pardmetro de ordem macroscopico), e

estes se relacionam entre si como demonstrado em seguida.

2.3.1 Parametro de ordem escalar microscopico

Definido um vetor unitario a que indica a direcdo do eixo longo da molécula disperso em
torno da direcdo preferencial média dos CLN descrito pelo diretor n (veja Fig. 2.12), uma
funcdo de distribui¢do f(f, ) em uma regido do espago pode ser definida. Esta fun¢do de
distribui¢do indica a probabilidade de encontrar as moléculas nematicas calamiticas na direcdo

(0, ») em fungdo de um determinado angulo sélido.
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2.3. Teoria de Landau-de Gennes

Figura 2.12: Dispersao do vetor unitdrio a em torno do diretor n.

E importante lembrar que mesmo o problema na mesofase nematica sendo abordado com si-
metria cilindrica, os vetores diretores n € —n tém igual contribui¢do para a descri¢do da dire¢do

das moléculas, portanto

f=10)=f(r=90) (2.47)

Como a relagdo cos(m — §) = — cos(#) implica na ndo concordancia com a Eq.(2.47), logo,
deve-se relacionar o pardmetro de ordem da mesofase nematica a partir de caracteristicas qua-
drupolares do meio, em vez de relacionar o parametro de ordem com as caracteristicas apenas
dipolares. Entdo, se o vetor unitdrio a estd disperso em torno do diretor n, a medida desta

dispersdo pode ser escrita na forma

{(n-a)?), (2.48)

em que (...) denota uma média estatistica da ordenagio das moléculas. Reparando na Fig. 2.12,
nota-se que em meios nematicos existe a situacio na qual # = 0, caracterizando uma unica
direcdo de ordenamento provavel, logo, (cos® #) = 1, implicando no que seria uma orientagdo
perfeita.

Entretanto, em meios isotrépicos, a ordem orientacional possui resultado diferente ao ser
analisada, pois as moléculas podem estar orientadas em qualquer dire¢@o. Ou seja, as diregdes
de a sdo distribuidas com igual probabilidade no espago. Levando-se em conta o elemento de
volume de uma amostra liquido-cristalina esférica em termos do angulo sélido, como represen-

tado na Fig. 2.13, tem-se que:

dS2 = sen 0dfAdo, (2.49)
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e a dispersdo nada mais é do que a média de cos? 6 calculada em termos da fun¢io de distribui-

cdo, logo,

20dQ) [ cos?Osenfdfdp 1
2.y — 005" 0d2 _ == 2.50
{cos”6) [d [sen 0dfdo 3 (2.50)

e assim, constata-se que a mesofase nematica € mais ordenada (menos simétrica) que a mesofase

1sotrépica (mais simétrica).

Figura 2.13: Ilustracdo do elemento de volume de uma amosta liquido-cristalina esférica em termos do
angulo sdlido.

Na literatura é conhecida a relacio do parametro de ordem microscépico S dado pelo valor
médio do segundo polindmio de Legendre (para mais detalhes veja o apéndice A), e este é dado

por

P = a{cos® ) + b = (Py(cosh)) = S, (2.51)

e os coeficientes a e b sdo calculados dos resultados anteriores para 0s meios nematicos e isotré-
pico, respectivamente, com (cos? #) = 1 (caso alinhado) e (cos? #) = 1/3 (caso desalinhado).
Como S = 0 na mesofase isotrépica e devido a falta de simetria na mesofase nemadtica, S tem
seu valor entre —1/2 e 1 (orientag@o perfeita), resulta-se em @ = 3/2 e b = —1/2 permitindo

reescrever a Eq.(2.51) na forma

3 1
Py(cos ) = 2 cos? 6 — Y (2.52)

logo, o parametro de ordem microscépico € escrito da seguinte maneira:
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1 1
2 2
== : —=| == —1). 2.
S 5 [((n a)) 3} 2(3 cos“ 6 — 1) (2.53)
Por esta razdo, uma quantidade anisotrépica () pode ser definida, tal que, () = 0 para o meio
isotropico e () # 0 para os meios menos simétricos [28]. Esta quantidade () é descrita em

seguida, e é conhecida como parametro de ordem macroscopico.

2.3.2 Parametro de ordem macroscopico

Comumente o parametro de ordem macroscopico € conectado com grandezas fisicas do
meio liquido-cristalino como o tensor cartesiano de segunda ordem Y, o qual representa a sus-
cetibilidade diamagnética do sistema. Logo, se as moléculas possuem caracteristicas aniso-
tropicas € esperado das quantidades fisicas, que representam a mesofase, um comportamento
também anisotrépico [28]. O momento magnético deve estar conectado ao campo magnético

aplicado devido ao magnetismo molecular podendo ser escrito como

i = ZXinj7 (2.54)
J

parai,j = x,y, z. Neste ponto, os elementos da suscetibilidade magnética sdo representados

por

Xij = X0ijs (2.55)

em que 0;; € a delta de Kronecker, e estd definida no apéndice B deste trabalho. Em uma

mesofase nematica y;; pode ser inserido na sua forma diagonal

xt 0 0
X = O XL 0 ) (2.56)
0 0 XH

com Y e x| referindo-se as dire¢Oes perpendiculares e paralelas, respectivamente, ao eixo de
simetria que € o proprio diretor n.
No sentido de obter cada termo do tensor Q - muito semelhante ao tensor quadrupolar

estudado na eletrodindmica - este, pode ser escrito como

1

também representado por uma matriz 3 x 3, logo

Qll Q12 le
Q: Q21 QQQ Q23 . (2.58)
Q31 Q32 Q33
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Calculando-se o segundo termo da Eq.(2.57) com o auxilio da matriz descrita na Eq.(2.56),

obtém-se

Zij = X11 + Xe2 + X33 = XL+ XL+ X|=2xL+X|
J

implicando, a partir da Eq.(2.57), em

1 XL —X| 1
p— —_ = —————--= ——6
Qu = x11 3(XJ_+XJ_+X||) 3 3%
1 XL — X| 1
= _ = = —— = ——5
Q22 = X22 3(XL+XL+X||) 3 3%
1 3| —2xL—x; 2
Q33 = X33 — g(XL +x1L+x)) = | 3 [ §5X,

com a anisotropia diamagnética sendo representada por 6, = x| — x.. Assim, a matriz Q

representada na Eq.(2.58) pode ser reescrita como

0 , (-
0 0
0

0

0

(2.59)

N |—=

_ o O

Logo, como o esperado, o tensor Q deve se anular na mesofase isotropica, pois x1 = x|,
implicando em dxy = 0. E possivel notar que a matriz Q de elementos (),,,,, € um tensor

cartesiano de ordem dois, simétrico e possui trago nulo, portanto

1 1
Tr[Q] = Qi + Qn + Q33 = —5—54'1:07
com o valor §5X sendo a magnitude do tensor Q. Se por um lado o valor minimo para o
parametro de ordem macroscopico é alcangado, por outro pode-se definir um valor maximo

para Q quando sua forma matricial for escrita como

-5 0 0
Q=Q| o -5, o |, (2.60)
0 0 4

com ) = 5%, conhecida como a constante de normalizacdo, a qual possui valor inverso ao
Xméx

valor maximo da anisotropia diamagnética, logo, a Eq.(2.57) € reescrita na forma

— 1

e, como mencionado, deve se anular na mesofase isotropica () = 0. Por outro lado, nas fases
menos simétricas (ou para a mesofase nemdtica perfeitamente alinhhada) o pardmetro de ordem

macroscopico pode atingir valor maximo igual a 1. A partir deste ponto, € possivel estabelecer
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uma conexao entre o parametro de ordem microscépico S, veja Eq.(2.53), que possui dimensdes
escalares e o parametro de ordem macroscépico (), que possui dimensdes tensoriais. Esta

conexao € estabelecida por meio da anisotropia diamagnética [28], sendo assim

Oy = X|| — XL xS,

logo, a forma geral para o pardmetro de ordem macroscépico em meios liquido-cristalinos é

dada por

3

com S descrito pela Eq.(2.53) e n; representando a ¢-ésima componente do diretor n.

E importante notar a relevancia do pardmetro de ordem Q com sua simetria quadrupolar
contendo todos os elementos de simetria da mesofase nemdtica. O grande significado por de-
trds desta afirmacdo € que todos os tensores que caracterizem a mesofase nematica podem ser
decompostos em termos dos elementos de simetria da fase e, para que isto ocorra, ha duas ma-
neiras de decomposicao de tensores. Primeira: os tensores podem ser decompostos em termos
de n, da delta de Kronecker (tensor unitdrio d;;) e do tensor de Levi-Civita, €;;;, também descrito
no apéndice B deste trabalho. Este tipo de decomposi¢@o de tensores € interessante no sentido
em que as consagradas densidades de energia eldstica, a de Frank ou de Nehring e Saupe, sdao
obtidas variando-se o diretor n em diferentes posi¢des em uma amostra liquido-cristalina ne-
madtica com possiveis deformagdes. Segunda: de uma maneira alternativa, os tensores podem
também ser decompostos em termos de Q, da delta de Kronecker e do tensor de Levi-Civita.
Mas essa segunda maneira de investigacdo permite uma descricdo da dependéncia direta do

parametro de ordem com a temperatura por meio da teoria de Landau-de Gennes [28].

2.3.3 Equacao de Landau-de Gennes

A forma tensorial do parametro de ordem no caso uniaxial descrita na Eq.(2.62) permite que

a energia livre seja expandida em série de poténcias de ();;, logo,

1 1 1
Fn = Fiso + §AQiiji - gBQiijkai + ZC<Qiiji)2 + .. (2.63)

e esta, por sua vez, é conhecida como a expansio de Landau-de Gennes. Nesta expansdao A =
a(T —T),com T sendo a temperatura critica de transi¢ao das mesofases nemética-isotropica
(N-I). Note que na Eq.(2.63) € implicito o somatdrio sobre os indices repetidos, ou seja, a
convencao de somatorio de Einstein (veja apéndice B). No caso isotrdpico, o valor do pardmetro
de ordem () deve se anular, logo, o termo F;,,, estd assegurado na expansio, Eq.(2.63), como
um estado de minima energia [29].

Escolhendo um sistema de coordenadas apropriado, tal que torne as matrizes ();; diagonais,

€ possivel, a partir da expansdao de Landau-de Gennes descrita na Eq.(2.63), multiplicar os

39



2.3. Teoria de Landau-de Gennes

elementos diagonais dos tensores contraindo seus indices e calculando seus tracos com o auxilio
da Eq.(2.62), portanto

QiijQji = S (nmj — %(5”-) S (njni — %%) = ;SQ, (2.64)
QiiQikQri = S (nmj - %&j) S (njnk - %5jk> S (n;mZ — %&gl)

= 353, (2.65)

(QiQsi)? = (%5'2)2 = 354, (2.66)

com ¢;; = 3, vide apéndice B. Também leva-se em conta a condi¢do de normalizacio para o

campo vetorial continuo em meio distorcido

n(r) - n(r) = n,;(r) - n;(r) = 1. (2.67)

Com os resultados descritos nas Eqgs.(2.64)-(2.66), a expansdo de Landau-de Gennes pode ser

reescrita como

2
27

E importante notar na expressio dada pela Eq.(2.68) o ndo desaparecimento do termo ciibico

1 1
Fn = Fiso + ga(T —T"S* - —BS* + 5054. (2.68)

do parametro de ordem S, a qual o coeficiente B estd associado. Isto significa que a condig¢ao
de Landau para continuidade da transicdao de fase ndo é necessariamente respeitada, pois para
os nemdticos: S = 1/2e S = —1/2 (parAmetro de ordem assimétrico) sdo diferentes, carac-
terizando uma transi¢do de fase de primeira ordem [21]. Para adentrar um pouco mais nesta
questdo de descontinuidade da transi¢do das mesofases N-I, deve-se investigar a dependéncia
da temperatura do parametro de ordem nemaético. Para isso, o excesso de densidade de energia

livre pode ser calculado a partir da Eq.(2.68) como
2
27

na qual, a equacao de estabilidade pode ser obtida por meio de

1 1
AF =Fn — Fiso = ga(T —TNS? — =BS* + 5054, (2.69)

OAF 1 2
—_— - — T T* B 2 3 . 2'
5 a( S 3 S+ 3 cS° =0 (2.70)

A partir da Eq.(2.70) obtém-se trés solugdes possiveis que descrevem o parametro de ordem,

S = 0 para a mesofase isotropica, e outras duas para a mesofase nematica

5 _ B {1:|: {1_24a0(T_T:)]2}_ 271

Ts] B2
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Porém, dentre as solu¢des para o caso nematico a indagagao que fica é: qual delas € a mais
correta? Olhando para a Eq.(2.69) quando as energias livres das mesofases nematica e isotrépica
sdo iguais, i.e., quando AF = 0, define-se uma temperatura critica 7, a qual, a principio, ndo
¢ necessariamente igual a temperatura 7" [21]. Assumindo na Eq.(2.70) a condi¢do T' = T,

tem-se

0AF
oS

com S, sendo o parametro de ordem em torno do ponto critico entre as fases. Multiplicando a

1 2
=a(T.—TH)S, — ngf + 5053 =0, (2.72)

Eq.(2.72) por S./3 e substraindo-a de AF = 0, também a temperatura 7' = T, resulta em

—“~—— _AF =0
3 08 ’
1 1 2 1 2 1
—a(T.—TF)S? — =BS?+ ~CSY — |sa(T. — T})S? — —BS?+ ~CS}| = 0
3a< C) c 9 C+9 c 3@( C) c 27 C+9 C ’
1 1
—08*— —BS® =0
9 ¢ 21 °°¢ ’
B
S, = —.
3C
(2.73)
Portanto, a Eq.(2.73), se substituida na Eq.(2.71), pode resultar em
B B 24aC(T, — T*)] 2
= =—=—<1+|1- <
= %= 30 40{ { B2 } }
BQ
T. = T/ 4+ ——, 2.74
e T 27aC ( )

sendo esta chamada de temperatura caracteristica quando a solug¢do apresenta um salto positivo
do pardmetro de ordem com valor igual a B/3C'. Isto s6 é possivel quando analisada a solugio
mais estdvel S} na Eq.(2.71), pois o Unico valor possivel para S_ é dado por S. = 0 a mesma
temperatura caracteristica 7' = 77 [21]. Outra caracteristica observada na Eq.(2.74) € o fato da
temperatura 7, ser maior do que a temperatura 7', e esta tltima, é descrita na literatura como
temperatura de transi¢do “virtual” de segunda ordem [21].

Reescrevendo a Eq.(2.71) na sua forma estdvel

g_ B {H[l_zzlaC(T—Tc*)r}_ 2.75)

Yol B?

deve-se obter uma temperatura mais critica 7}/, caso a seguinte relagdo provinda da Eq.(2.75)

seja satisfeita
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24aC/(T — T7)
1— =

=0,

logo

32

W = Tr+ ——
c+24CLC’

[

(2.76)

em que TCJr € uma temperatura mais alta em relagdo a 7;, e, além do mais, ndo ha outras solugdes
reais para a equacao de estabilidade. Sendo assim, as trés temperaturas criticas discutidas até o

momento podem ser representadas na seguinte forma:

2 2

* _ — T: *
Tr<T. TC+27GO(A}' 0) < T TC+24aC

e na Fig. 2.14 € ilustrada a dependéncia do parametro de ordem conforme as temperaturas

(salto em S),

criticas na transicao das mesofases N-I [21].

S

3

> T’

Figura 2.14: Pardmetro de ordem dependente da temperatura no modelo de Landau-de Gennes. Préximo
a transi¢ao N-I a temperatura Ty_; =~ T, como usualmente considerada pelos experimentais [21].

E importante notar o comportamento de S (T) como uma fungdo da temperatura na Fig.

2.14 denotado por

St = c o 17 (2.77)
s = B T="T,; (2.78)
~ o3 M T '

s = L oemro1 (2.79)
T o0 M T e |
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2.3. Teoria de Landau-de Gennes

culminando na descri¢ao do parametro de ordem nematico em ambos os “lados” da transicdo de
fase. Levando em conta valores experimentais do CLN 5CB, os pardmetros de ordem descritos
nas Eqs.(2.77)-(2.79) podem ser calculados, bem como as suas respectivas temperaturas TCT , T
e T quando os valores dos coeficientes na densidade de energia livre de Landau-de Gennes,
veja Eq.(2.70), sdo dados pora = 0,004, B =1e C = 0,838 [21]. A ilustragcdo da dependéncia
do pardmetro de ordem experimental frente as temperaturas caracteristicas esta representada na
Fig. 2.15. Para o valor experimental da temperatura 7" = 7, = 33,7 ° C, ha a coexisténcia das
mesofases nemadtica e isotropica, ou seja, a densidade de energia livre deve ter o mesmo valor

para as duas mesofases caracterizando, portanto, como a temperatura de transi¢ao de fase N-1.

S
06} === = S
V| susvasanssannd \,\
g R
0’3 .............. ..... ,.1
. . |
|
g |
0 : 1 T(OC)

22,7 33,7 353

Figura 2.15: Pardmetro de ordem versus temperatura dada em © C para o CLN 5CB. De acordo com o
modelo descrito pela Fig. 2.14, os valores dos parametros de ordem sdo dados por S* = 0,6, S = 0,4
e ST = 0,3 com suas respectivas temperaturas criticas 7 = 22,7 ° C, T, = 33,7 ° C (temperatura de
transicdo) e T = 35,3 ° C [21].

Para um melhor entendimento fisico das temperaturas criticas considera-se um processo de

resfriamento de uma amostra liquido-cristalina em uma fase isotrépica estivel (veja Fig. 2.16).

Fase Fase Fase Fase
nematica isotrdpica
estavel metaestavel metaestavel estavel

1
I
I
nematica 1 isotrépica
I
I

T

I
I
I
1
1
1
T T, T}

Figura 2.16: Sequéncia das fases observadas conforme o processo de resfriamento de uma amostra
liquido-cristalina com as temperaturas criticas em torno da transicao N-I.

Na fase isotopica estdvel T > T, é de se esperar um minimo absoluto para a densidade
de energia livre (descrita na Eq.(2.69)) em S = 0. No intervalo 7, < T < Tj , a fase cor-

respondente é a nemdtica metaestdvel com S > 0 e representando um segundo minimo para
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2.3. Teoria de Landau-de Gennes

a Eq.(2.69). Em T' = T,, a densidade de energia livre deve ter dois minimos, um para a fase
nematica estavel S # 0 e outro para a fase isotropica metaestavel S = 0. Estes minimos men-
cionados ainda sdo coexistentes entre as temperaturas 7. € 77'. Por fim, o minimo da densidade
de energia livre da fase isotrépica metaestdvel deve desaparecer para 1" < T'', ou seja, a fase
isotrépica torna-se instdvel enquanto a fase nematica torna-se absolutamente estavel [4,21,30]
(vide Fig. 2.17).

Figura 2.17: Ilustragdo da assimetria na densidade de energia livre de Landau-de Gennes quando o
coeficiente B associado ao termo ctibico do pardmetro de ordem S néo ¢ desconsiderado. Para T" > TCJr
a fase isotrépica € estavel (S = 0). Em T' = T, as fases isotrépica metaestavel (S = 0) e nematica
estavel (S # 0) estdo separadas por uma barreira. Para 7" < T, a fase isotropica € instavel enquanto a
fase nemdtica € estdvel [4,30].

A teoria de Landau-de Gennes € uma teoria que desempenha bem seu papel proximo as
temperaturas criticas de transi¢do de fase. E também uma teoria que possui inimeras variagoes,
dentre elas, uma em que a densidade de energia livre é expressa em termos da variacdo do
parametro de ordem ponto a ponto no volume de uma amostra liquido-cristalina.

O capitulo seguinte € destinado as descri¢des da variacdo da teoria de Landau-de Gennes
e de problemas formulados contendo funcionais com a equagdo de Landau-de Gennes modifi-

cada.
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CAPITULO 3

DETERMINACAO DO PERFIL
ESPACIAL DO PARAMETRO DE
ORDEM

No capitulo precedente, a teoria de Landau-de Gennes para as transi¢des de fase liquido-
cristalinas, em especial, a transi¢cdo nemadtica-isotropica, foi introduzida no sentido de compre-
ender algumas das propriedades termodinamicas do parametro de ordem, calculadas em termos
dos coeficientes a, B e C, e das temperaturas criticas 7., T, e T)/. Os problemas propostos no
presente capitulo estdo baseados, também, na teoria de Landau-de Gennes, mas com uma pe-
quena e importante consideracio na equagao de Landau-de Gennes: a variacao espacial gradual

do pardmetro de ordem.

3.1 Variacao espacial do parametro de ordem

A energia livre expandida em termos do pardmetro de ordem tensorial () reportada no ca-
pitulo anterior (veja Eq.(2.63)) pode levar em conta os seguintes termos contendo a variagao

espacial de Q:

1 1 1
§L13sz‘j3ing‘ + §L23ka3iji + §L4€iijilaijl7 3.1

em que Ly, L, e Ly sdo constantes associadas aos parametros materiais do meio liquido-
cristalino. A derivada parcial esta sujeita a convencao de somatorio de Einstein e € denotada por
0; = 0/0x; e €5 € o tensor de Levi-Civita (para melhores exemplos, consulte apéndice B). O
ultimo termo na Eq.(3.1) é responsdvel por violar a condi¢ao de paridade e pela formacio de um
estado helicoidal [25], por esta razdo, ndo serd utilizado ao longo do trabalho. A contribui¢ao

dada por
1
§L3ainjanika
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3.1. Variagao espacial do pardmetro de ordem

¢ omitida na Eq.(3.1), assim como, de Gennes o fez em seus trabalhos, pois é um termo escrito
como uma combinagdo linear entre termos de superficie e termos elésticos [22,25] e estes, por
sua vez, sdo inclusos nas expansoes dadas pela Eq.(2.63) e Eq.(3.1). No entanto, conforme
os tipos de problemas abordados, por exemplo, campos elétricos ou magnéticos aplicados a
uma amostra de cristal liquido, a Eq.(3.1) pode possuir mais termos com a variagdo espacial do
pardmetro de ordem tensorial Q'

Como o tensor () estd definido na Eq.(2.62), deve-se utilizd-lo para calcular os termos a mais
da equacdo de Landau-de Gennes que estio representados na Eq.(3.1). Entdo, para a variacdo

do pardmetro de ordem tensorial, segue que

1
8inj = GkS (nmj — §5U> + S (nmm + njnz-k) . (32)

Portanto, substituindo a Eq.(3.2) no primeiro termo da Eq.(3.1), obtém-se

n;n ik nin; k
+ (OS)S (nmmjnj,k + njngning g — == — >

3 3
3

Tk

+ S(akS) (nmmjnj?k —

+ NN NNy | —
2
+ 5% (i kg + Ming k1N g 4 N N g + njnjnzknlk)l ,
(3.3)
mas neste ponto, novamente a condicdo de normalizacdo descrita pela Eq.(2.67) e a delta de

Kronecker, com ¢;; = 3, devem ser levadas em conta. Outra propriedade importante a ser

considerada € acerca do diretor n, em que

9 (neng) = ( Oni | a—"n) —0, (3.4)

8xj nla_flﬁj 8xj

indicando a seguinte expressao:

8ni
nmi,j = Ny—— = 0

aa:j

Entdo, a Eq.(3.3) é suprimida com os termos lineares em S sendo cancelados, logo,

1 1 2
§L18inj8inj = §L1 5(3k5)2 + 52 (njemjp + nignik) | (3.5)

como n; 1Nk = N, kN k- O segundo termo da Eq.(3.5) possui duas vezes a mesma contribuicdo

!Para melhores informacdes acerca da variacdo espacial de @, consulte [25].
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3.1. Variagao espacial do pardmetro de ordem

e esta, por sua vez, ¢ definida por

-

nignie=(V-n)?2=V-mV-n+nxVxn)+m-Vxn?+mnxVxn?i (3.6)

A prova da Eq.(3.6) pode ser encontrada nas referéncias [26,27]. Sendo assim, a Eq.(3.5) em

conjunto a Eq.(3.6) pode ser reescrita na seguinte forma

1 1 = = - - -
§L18inj8inj = ng(VS)2 + LiS*(V-n)?—L;S?°V-(nV-n+nxV xn)
+ L1S*(n-V xn)?+ L;S%nx V xn). (3.7)

Por ora, o segundo termo da Eq.(3.1) pode ser calculado seguindo o mesmo raciocicnio:
utiliza-se a Eq.(3.2) (trocando-se apenas os indices) e em seguida, substitui-se 0s termos asso-
ciados ao coeficiente L,. Logo, o resultado obtido para o termo associado a L, na Eq.(3.1) é

aquele seguido por Ping Sheng [30], e é dado por

1 1 = 1 o 4 - - -
5Lga,gcg,m-ajcgﬁ:ELZ(VS)2 + 6L2(n-VS)2+ngS(Vm)(n-VS)+2LQSQ(V-n)2

+ %LQS(n x V xn)-(VS)+2L,5%(n x V x n)?,
(3.8)

A Eq.(3.7) e a Eq.(3.8) podem ser incluidas na Eq.(2.68) descrita no capitulo anterior, se¢ao

2.3.3, e esta, sendo reescrita, rende

2

1
= F —a(T —TF)S* -
Fn= Fiso + 3a( S o

1 1 1 -
BS? + 5034 +3 (L1 + 6Lg) (VS)?

+  S?|(Ly+2L)(V-n)?+ Li(n-V x n)? + (L 4+ 2Ly)(n X V x n)?

L . 4 . .
— LiV-nV-n+nxVxn) +§LQS<DXVXD)'(VS)

1 e d 4 d —
+ 6L2(n - VS)? + 5LQS(V -n)(n-V5S). (3.9)
E importante notar que, na Eq.(3.9) os termos associados ao pardmetro de ordem S2, exceto a
expressdo a(1" — T7)/3, sdo andlogos aos termos descritos pela densidade de energia eldstica

de Frank [31]. A energia eléstica de Frank € representada por:
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3.1. Variagao espacial do pardmetro de ordem

1 = 1 — 1 —
SFrank = §(K11)(V -n)® + §(K22)(n -V xn)® + §(K33)(n x V xn)’

-

1 - -
— §[K22+K24][V'(HV'H+HXvxn)], (310)

em que, K1, € a constante eldstica associada ao termo de splay (divergéncia), Koo € a constante
eldstica associada ao termo de twist (tor¢do) e K33 € a constante eldstica associada ao termo
de bend (flexdao) [28]. O resultado da soma das constantes eldsticas Koo e K54 estd associada
a um termo de superficie, e esta, por sua vez, é chamada de constante elastica de saddle-splay.
Comparando-se a Eq.(3.9) com a Eq.(3.10), obtém-se as relacdes entre as constantes associadas

aos parametros materiais ; e as constantes elasticas K;;, dadas por

K11 = L1 +2L2,
K22 = L17

com K11 = Ks3e K3 =0.

Portanto, conclui-se que a teoria de Landau-de Gennes é um tanto geral para a descri¢ao
das contribui¢des das energias livres de uma amostra nematica, pois além de levar em conta as
variagOes espaciais do diretor n e do pardmetro de ordem S, também leva em conta a variagio da
temperatura da amostra de CLN. A densidade de energia eldstica de Frank descrita na Eq.(3.10),
assim como outras densidades de energia eldstica, como a de Nehring-Saupe, obtida em 1972
a partir dos trabalhos de Frank [4, 31], podem ser consideradas como casos particulares da
energia eldstica descrita na teoria de Landau-de Gennes. Nesses casos, o parametro de ordem
microscépico S € uniforme e a temperatura 7" é fixa e bem menor que T, e 7).

Contudo, para os problemas propostos nas secdes seguintes, além da equacdo da energia
livre de Landau-de Gennes descrita na Eq.(2.68) infere-se que apenas a variagdo espacial do
parametro de ordem S deve ser considerada. Ou seja, os termos na Eq.(3.9) contendo a varia-
cdo espacial do vetor diretor n sdo cancelados. Além do mais, a complexidade em permitir a
variagdo de S quanto de n, simultaneamente, na equacdo de Landau-de Gennes, torna-se mais
alta [30], ndo sendo adequada para os propdsitos deste trabalho. Mas a aproximacdo € razoa-
vel, desde que seja considerada uma amostra uniforme sem a presenca de campos externos. O
termo na Eq.(3.9), em que n se mantém fixo e estd associado ao parametro de ordem que varia

espacialmente (pentltimo termo na mesma equagdo), dado por

1 -
6[/2(11 : VS)2,

pode contribuir de duas maneiras, a saber, uma em que n L VS e outra em que n || V.S. Mais

especificamente, caso a variagao do parametro de ordem for perpendicular a dire¢do de n, a sua
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3.2. Método variacional aplicado aos CLN

contribui¢do na energia livre descrita na Eq.(3.9) serd nula e o termo associado (ﬁS )? continua

sendo descrito por

1 1 -
3 <L1 + 6L2> (VS)2

Por outro lado, se a variagdo do pardmetro de ordem for paralela a dire¢cdo de n, a sua contri-

buicdo na energia livre descrita na Eq.(3.9) € dada na seguinte forma

1 2 -

Rearranjando-se as constantes L; e Ly nas duas situacdes a pouco descritas, de tal forma que

s(Li+3L) se mL VS

h
Il

% (L1 + %Lg) Ss€ n || 63,

finalmente a Eq.(3.9) pode ser reescrita, resultando em

1 2 1 -
Fn = Fiso + ga(T —T5)S? - 2—7353 + §054 + L(VS)?, (3.11)

e considerando o parametro de ordem uniforme nas dire¢cdes & e ¢, apenas uma coordenada

cartesiana € levada em considera¢do, a coordenada z, logo, descreve-se a Eq.(3.11) por

1 2 1 ds\?
o —a(T —THS*>— —BS*+-CS8*+L[(—) . 12
Fn Eso+3a( S > S +905 + (dz) (3.12)

A Eq.(3.12) pode ser utilizada para uma melhor descricdo do pardmetro de ordem .S con-
forme a temperatura proxima ao ponto de transi¢do de fase N-I em uma amostra liquido-
cristalina. Em indmeros contextos em que uma amostra de CLN contenha contornos, a den-
sidade de energia livre descrita pela Eq.(3.12) pode estar inserida em funcionais caracterizando
a energia livre total da amostra considerada. No entanto, as contribuicdes dos proprios con-
tornos, as vezes chamado de ancoramento, devem estar contidas ao descrever a energia livre
total. Portanto, em sistemas confinados, os efeitos de superficie em meios liquido-cristalinos
na mesofase nemadtica se fazem presentes e é de extrema importancia a abordagem do cdlculo
variacional para a caracterizacdo do estado de equilibrio do sistema e também para uma pos-
sivel caracterizacdo do parametro de ordem. Por essa razdo, a secdo seguinte ¢ dedicada ao

entendimento do método variacional aplicado aos nemdticos em amostras confinadas.

3.2 Meétodo variacional aplicado aos CLN

Desenvolvido a partir do ano de 1696 pelo matematico sui¢o Johann Bernoulli (1667-1748),
o cdlculo variacional iniciou-se a partir de um problema conhecido como Braquistécrona (a

curva que uma particula percorre no menor tempo possivel) que posteriormente foi estudado e
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3.2. Método variacional aplicado aos CLN

aperfeicoado também por um matematico suico chamado Leonhard Paul Euler (1707-1783). A
partir de uma integral definida no préprio problema da Braquistocrona, Euler pdde obter uma
equagdo diferencial que auxiliou na obtencdo da solu¢do do mesmo problema. Entre os anos
de 1762 e 1770, o matemadtico italiano Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) revolucionou os
problemas variacionais ao publicar um novo método analitico de obtencdo das equacgdes dife-
renciais a partir de integrais de problemas mais complexos. Neste método, Lagrange era capaz
de trocar uma fungdo qualquer f(z) por uma fungfo na qual continha uma certa variagdo ¢ f ()
e assim, esta nova funcao era substituida nas integrais definidas dos problemas formulados. En-
tdo, por essa troca de funcdes varidveis deu-se a razdo do nome ser cdlculo variacional, que
também passou a ter uma propria equacdo diferencial caracteristica, chamada de equacao de
Euler-Lagrange, ap6s Euler ter adotado o método proposto por Lagrange.

A defini¢@o do cdlculo variacional estd pautada na investiga¢do de maximos e minimos de
funcionais. Funcionais sdo nimeros que dependem de outras funcdes que os extremizem. Estas
fun¢des podem depender de varidveis dependentes e independentes. A investigacdo realizada
em funcionais se assemelha a investigacdo de pontos de extremos do cdlculo ordindrio. Nos
problemas de extremizacdo, determinam-se fung¢des extremas dos funcionais e podem estar di-
vididos em: problemas de minimo, e.g., menor caminho possivel entre dois pontos fixos em um
plano (reta), menor curva sobre uma superficie esférica (geodésica); e também em problemas
de maximo, e.g., maior volume alcancado dado uma certa quantidade de material, maior drea
obtida com um certo comprimento fixo de corda (problema de Dido) [32].

Como nos cristais liquidos o método variacional € imprescindivel para a determinacdo de
equilibrio do sistema, seu uso se faz presente neste trabalho. O célculo variacional é carac-
terizado por fornecer automaticamente um numero de condi¢des de contorno apropriado para
solucionar equagdes diferenciais, obtidas a partir de funcionais dos sistemas em estudo. No
entanto, uma breve introducao das contribui¢cdes das energias de superficies dos nematicos em

amostras confinadas € apresentada.

3.2.1 Contribuicoes de superficie: ancoramento

Nos cristais liquidos neméticos, as contribui¢cdes das energias de superficie sao obtidas ao
analisar-se as intera¢des molécula-superficie em uma amostra confinada. As moléculas mais
proximas a superficie do meio liquido-cristalino considerado podem interagir com as bordas
da amostra, afetando o comportamento das moléculas pertencentes ao volume da mesma e,
portanto, no estudo da teoria da elasticidade, denomina-se ancoramento este tipo de interagao.

Entretanto, as influéncias dos contornos das amostras sobre as moléculas préximas da su-
perficie podem ser grandes ou moderadas dependendo da real origem de ancoramento. As
provéveis origens reais para a contribuicdo da energia de ancoramento provém, a saber, das
interagdes quimicas das moléculas com a superficie da amostra de CLN e das interacdes de van

der Waals que sdo de cardter geométrico [10]. E denominada subsuperficie a regido na qual as
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3.2. Método variacional aplicado aos CLN

moléculas sofrem influéncias da superficie da amostra liquido-cristalina [10, 31].

No entanto, nesta regido, alguns procedimentos fenomenol6gicos podem ser apontados
como candidatos para a descricdo da energia de ancoramento. Um desses procedimentos,
levado a cabo neste trabalho, e que também foi levado em conta em um dos trabalhos de
Sheng [5], é uma extensdo do modelo de descricdo da influéncia das superficies de amostras
liquido-cristalinas nas transicdes de fase de primeira ordem [33]. Nesse modelo de Sheng,
consta-se a interacdo direta entre volume e superficie das amostras de CLN, cujo potencial de

superficie que representa esta interagdo € de curto alcance, e expresso na forma

v(2,0) = —G6(2) [Pa(cos ) + bPy(cos§) + cPs(cos0) + ...], (3.13)

e este, € descrito como um potencial de alinhamento uniaxial ao longo da direcdo do diretor n
(mantido fixo na amostra). A magnitude do potencial de interacdo entre superficie e volume da
amostra nemadtica em consideracio € descrito por (G. A funcdo delta de Dirac na coordenada 2
reforca o carater de curto alcance da interagdo, pois tem validade préxima a interface da amostra.
A expansdo em polindmios de Legendre contribui para a descri¢do angular do potencial. O
angulo 6 estd entre o eixo das moléculas préximas a superficie e a direcdo do vetor diretor
n [5]. Ao truncar a Eq.(3.13) em P»(cos ) e calcular a média sobre as moléculas da amostra,

determina-se o seguinte potencial macroscépico:

V = (v(z,0)) = —Go(2)(Py(cos)) = —Go(2)S, (3.14)

com o parimetro de ordem escalar .S sendo a média do segundo polindmio de Legendre.
Uma outra abordagem proposta por G. Barbero e L. R. Evangelista [33], consiste em con-
siderar o potencial de interacdo nas subsuperficies das amostras liquido-cristalinas na seguinte

forma:

Vs(2) = —H(2)P3(0) = —— Po(0), (3.15)

em que P»(0) denota novamente o segundo polindmio de Legendre, 6 é o dngulo entre o eixo
molecular e a direcdo z do diretor n e A sendo uma constante de acoplamento. O potencial
descrito na Eq.(3.15) possui uma caracteristica de interacao similar a amostras de CLN sub-
metidas a um campo externo, a qual a magnitude deste campo pode ser dado por uma fungdo
H(z). Além disso, consta-se uma interacdo minima descrita pelo potencial Vs(z) quando o ali-
nhamento das moléculas a superficie € classificado como homeotrépico, i.e., quando § = 0. O
potencial de interacdo de superficie proposto por Barbero e Evangelista, também leva em conta
a interacao do tipo van der Waals das moléculas nemdticas com a superficie, quando esta € abor-
dada em uma amostra liquido cristalina semi-infinita. No entanto, neste modelo, constitui-se um
termo de interacdo que leva em conta a parte incompleta do volume de interacdo da molécula
devida a presenca da superficie (veja Fig. 3.1). A principio, o potencial tem suporte neces-

sario para descrever as influéncias das superficies nas transicdes de fase nemaética-isotropica.
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3.2. Método variacional aplicado aos CLN

Contudo, a determinagdo da dependéncia da temperatura nas intermediagcdes da superficie da
amostra se faz importante, pois permite que haja a descricdo qualitativa dos diagramas corres-
pondentes a transi¢ao de fase de primeira ordem, mesmo com uma abordagem de um potencial

relativamente mais rigoroso [33].

:'-\ I

- . L Z
- >

L]

Figura 3.1: Ilustrac@o das moléculas de CLN limitadas pelo volume de interacdo (linhas pontilhadas) pré-
ximas a uma superficie. O potencial de interacdo de Barbero e Evangelista descreve a parte incompleta
do volume de intera¢do das moléculas causada pela presenca da superficie.

Todavia, ha distin¢do entre os ancoramentos que podem ser observados em amostras liquido-
cristalinas. Esta distin¢do se d4 em como estd descrita a proporcionalidade entre a energia de

volume e a energia de superficie. As proximas secdes sdo dedicadas a este tipo de discussao.

3.2.2 Ancoramento forte

Se uma amostra liquido-cristalina nemdtica possui placas lisas e paralelas, e distam entre
si uma distancia d, de tal modo que z; = —d/2 e zo = d/2, a energia livre elastica total por

unidade de drea pode ser escrita na forma

/ flg "(2); 2]dz + (1) + Y2(22), (3.16)

em que F[g(z)] é um funcional, ou seja, um valor que depende da funcéo g(z). A derivada da
fungdo g(z) pode representar alguma deformagdo no meio liquido-cristalino e f é representada
como uma fun¢do dependente dessas possiveis deformagdes, conhecida como a densidade de

energia eldstica de volume [31]. As contribui¢cdes na densidade de energia de superficie, pro-
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3.2. Método variacional aplicado aos CLN

venientes de ambas as placas z; e 2, sdo indicadas pelas fungdes 71 (21) e 72(22) na Eq.(3.16),
respectivamente.

Como a situacio posta € aquela em que o diretor n esta fixo em toda a amostra (ndo variando
espacialmente), as contribui¢des tanto de volume quanto de superficie ndo sdo descritas por
fungdes que dependam de um angulo # e sua variagdo, como comumente descritas em outras
abordagens (por exemplo [1,10,31]). No entanto, caso as fungdes que contribuam com a parte

superficial na densidade de energia eldstica se sobressaiam as contribui¢des de volume

> / " Flo(2),9'(2); 2,

a situac@o em que se encontra o presente problema é conhecida como ancoramento forte.
Pelo método variacional, é possivel determinar uma fungio g(z) € C; — com derivada de
primeira ordem continua — que extremiza o funcional descrito na Eq.(3.16), assumindo nos

contornos, as seguintes condicoes

d d
Gi—g(:=-3) ¢ t=9(:-3) (3.17)

Variando-se a fun¢do g(z) por pequenos deslocamentos, obtém-se uma fungio §(z), também
pertencente a classe ', e que satisfaz as condi¢des de contorno dadas na Eq.(3.17) e esta, por

sua vez, estd muita proxima a fungéo g(z) como representado na Fig. 3.2.

Figura 3.2: Ilustracdo gréfica da situacdo de ancoramento forte com uma pequena variagdo na fungdo
g(z) e com condigdes de contorno fixas.

A fungido g(z) pode ser escrita de acordo com esta técnica variacional, resultando em

g9(z) = g(2) + av(z), (3.18)

em que « é um pardmetro muito pequeno, proposto para a variagao da curva pertencente a g(z),
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3.2. Método variacional aplicado aos CLN

e v(z) é uma func@o arbitraria, tal que v(z) € Cy. Por hipétese, a fungdo g(z) deve minimizar
o funcional F'[g(z)], mas para isso, hd condigdes impostas, a saber, uma em que garante que
Flg(z)] tenha um extremo

dFg(z)]

——= =0 3.19
o ; (3.19)

e uma segunda que garante que este extremo seja um minimo [10], dada por

d’Flg(2)]
dz?
Portanto, substituindo a Eq.(3.18) na Eq.(3.16), o funcional reescrito é dado por

> 0. (3.20)

Flg(2)] = / fl3(z) + av(2),¢'(2) + av'(2); 2]dz, (3.21)

21
em que, pelo fato das condi¢des de ancoramento forte estarem presentes, a funcdo g(z) também
assume as condic¢des de contorno descritas pela Eq.(3.17). A Eq.(3.21) € interpretada como uma

funcdo ordindria do parametro o e obedece a condi¢do de minimo somente se, primeiramente,

seguir a condi¢do de extremo dada pela Eq.(3.19), em o = 0, logo,

ol T 2 [ 186+ 2.0 + v ;e s
) /leg B_gv(z) N 2_5,0/(2)} da azo: 0, (3.22)

e a segunda integral na Eq.(3.22) pode ser resolvida integrando-se por partes, sendo assim

22
z2 z2 d
/ a—]fv'(z)dz = G_va(z) —/ v(z)— (a—f/) dz, (3.23)
5 0 g’ I dz \ 07
mas, como v(z; = —d/2) = v(zy = d/2) = 0, o primeiro termo na Eq.(3.23) é cancelado, logo

o segundo termo na mesma equacao € substituido na Eq.(3.22), resultando em

/Zl [8_9 Z (@)} w(e)de =0 (324)

Dessa forma, € obtida a equacdo de Euler-Lagrange para o caso de ancoramento forte, re-

presentada por
of d (Of
L _Z (==L )Y=0 3.25
0g dz (8§’> ’ (3-25)
uma equacao diferencial ordindria de segunda ordem que, em conjunto as condi¢des de contorno

dadas pela Eq.(3.17), pode ser solucionada garantindo o perfil da fungdo g(z) no caso em que

a amostra liquido-cristalina nemadtica encontra-se na situa¢do de ancoramento forte. Uma outra
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3.2. Método variacional aplicado aos CLN

situacdo de contribuicao de superficie ¢ chamada de ancoramento fraco e esta, é discutida logo

em seguida.

3.2.3 Ancoramento fraco

A situacdo de ancoramento fraco € descrita quando as contribui¢des de superficie da amos-
tra liquido-cristalina sdo da mesma ordem que as contribui¢des de volume [31]. Logo, por ndo
terem valores fixos nos contornos da amostra, as fungdes 7 (z1) e Y2(22) descritas na Eq.(3.16)
podem ser afetadas por possiveis distor¢des que possam ocorrer no volume da amostra ne-
matica. Novamente, o problema variacional deve ser utilizado e persiste em determinar uma
funcdo g(z) € C) que extremiza o funcional F[g(z)] e, pela condi¢do dada na Eq.(3.20), hd
uma garantia que g(z) seja a fun¢do que o minimiza.

Nesse caso, além de uma fungio g(z) com pequena varia¢@o a ser considerada, como repre-

sentada na Eq.(3.18), as fun¢des nos contornos da amostra podem assumir valores arbitrarios,

d d
§1:§(22—5) € ggzg(Z:§>, (326)

indicando que

e, portanto

S P )| I O

Ou seja, as funcOes representadas na Eq.(3.27) se encontram ndo fixas nos contornos (veja Fig.
3.3).

Figura 3.3: Ilustragdo grdfica da situagdo de ancoramento fraco com variagdo na fungio g(z) e com
condicdes de contorno nio fixas (veja Eq.(3.27)).

Para a obtencdo do valor estaciondrio da Eq.(3.16), novamente a condi¢do de extremo dada

55



3.3. Problemas de transigoes de fase nematica-isotropica

pela Eq.(3.19) é evocada em o = 0, logo

dF[g(2)]
dz

/ flg de 4 D) delz)) (3.28)

do da

a=0

e com o auxilio da Eq.(3.18) e sua derivada, calcula-se na Eq.(3.28), a seguinte integral

=0, (329

a=0

dz 95" do do

dF[g<z>]‘ _ / Bﬁ )+ % o] ds 4 ) | Dalz)

que mais uma vez, tem o segundo termo no integrando calculado pelo método de integracdo
por partes (veja Eq.(3.23)). Feito isso, a equagdo diferencial de Euler-Lagrange descrita pela
Eq.(3.25) é obtida novamente. Como desta vez, os pontos v(z) = v(£d/2) ndo se encontram
fixos, as contribuicdes de superficie ndo se anulam e, com o uso das Eqs.(3.27), as seguintes

condi¢Oes de contorno sdo obtidas

of | dn _ of | dy _
8g+ =0 e 8§’+ =0

A Eq.(3.25), equagdo de Euler—Lagrange, pode ser solucionada no caso de ancoramento fraco

(3.30)

quando utilizadas as condi¢des de contorno descritas pela Eq.(3.30).

Com o auxilio do método variacional aplicado aos cristais liquidos nematicos, alguns pro-
blemas abordados, utilizando a teoria de Landau-de Gennes inserida em funcionais, podem ser
demonstrados. Assim, algumas propriedades do parametro de ordem nas transi¢cdes de fase
nematica-isotropica (N-I) podem ser descritas dependendo do tipo da amostra e de como varia

a temperatura. A secdo seguinte € dedicada a alguns exemplos com este tipo de abordagem.

3.3 Problemas de transicoes de fase nematica-isotropica

Ap6s a elaboracdo da equacdo de Landau-de Gennes e da demonstra¢do do cdlculo varia-
cional aplicado aos CLN, alguns problemas com estas abordagens podem ser descritos. Nesta
secdo, alguns problemas em diferentes tipos de amostras nemdticas sdo demonstrados a fim de

descrever o perfil do parametro de ordem préximo as transi¢oes de fase N-I.

3.3.1 Amostra nematica planar de espessura semi-infinita

Com intuito de estudar as propriedades da transi¢do de fase N-I com a teoria de Landau-
de Gennes, Ping Sheng demonstrou em um problema de amostra planar semi-infinita o perfil
do parametro de ordem microscopico S em fun¢do da temperatura e também em funcdo da

espessura da amostra [5,34].
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3.3. Problemas de transigoes de fase nematica-isotropica

A principio, com uma descri¢io de um potencial de superficie de curto alcance, Sheng
levou em conta neste problema o alinhamento das moléculas nemaéticas na interface proximas a
superficie da amostra (na subsuperficie). O ordenamento considerado na subsuperficie pode se
estender por toda amostra liquido-cristalina dependendo da interacdo das moléculas da interface
com as moléculas do volume da amostra. Isto s6 pode ocorrer, pois o ordenamento na superficie
€ transmitido para o volume da amostra por meio de forgas elasticas [34].

Como a amostra liquido-cristalina é semi-infinita, a superficie dessa pelicula nematica se
encontra ao longo da direcdo z e deve estar em z = (. O parametro de ordem € considerado
uma fung¢do que varia continuamente a partir da superficie em z = 0 ao longo da dire¢do em que
estd localizada a amostra. Como a configuracio do diretor no sistema € uniforme, a densidade
de energia livre na teoria de Landau-de Gennes, em conjunto com a proposta da descricdao
de ancoramento realizada por meio de um potencial de interagdo de superficie (descrita na

Eq.(3.14)), pode ser escrita na seguinte forma:

@
dz

uma equacao analoga a Eq.(3.12) descrita na secao 3.1, pois

) - G5(2)8(2), (3:31)

902900+f(5)+L< 1

f(S) =a(T —T*)S* + BS® 4+ CS*, (3.32)

com ¢y sendo a parte da densidade de energia livre independente do parametro de ordem; a,
B, C' e L sdo os parimetros materiais que podem ser determinados conforme o tipo de CLN
(MBBA, 5CB, PCB, etc.) e conforme suas respectivas propriedades termodindmicas. O termo
A na Eq.(3.31), nada mais € que a drea da amostra liquido-cristalina. A fung¢ao delta de Dirac

indica a natureza de curto alcance do potencial, e é representada por

1 em z=0
i(z) = (3.33)
0 para 2z #0.

O valor entre as temperaturas (7' — 7™*) na Eq.(3.32), caracteriza o comportamento da pré-
transi¢cdo de fase [34].
Dada a densidade de energia livre descrita na Eq.(3.31), a energia livre total por unidade de

area € obtida pela seguinte integral:

G [o-wla= [

e utilizando a condicdo para a funcio delta dada pela Eq.(3.33), a Eq.(3.34) pode ser reescrita

F(S)+ L <§ﬂ dz — %/OOO 5(2)S(2)dz, (3.34)

como
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3.3. Problemas de transigoes de fase nematica-isotropica

d D
N

em que, Sy denota o valor do pardmetro de ordem na interface localizada em z = 0 [5]. Com

dz A

2
F(S) 4+ L (§> ] - — S, (3.35)

a minimizac¢do da Eq.(3.35), o valor de equilibrio do pardmetro de ordem S(z) pode ser obtido

pela equacdo de Euler-Lagrange, dada por

9 _dOp _
S  dzo8
, d ds\1
f(S)—%{2L<£>} = 0,
, %S
f1(8) = 2L (3.36)

em que, Sy deve ser mantido fixo neste procedimento. Multiplicando-se por dS/dz a Eq.(3.36)

e integrando-a em relacdo a coordenada z, o resultado obtido €, portanto

s\’
S)+K=L|— 3.37
rsy ek =1(5) 6.37)
com a constante K sendo determinada pela seguinte condi¢ao:

as
— =0. 3.38
7 (3.38)

Z—00

Combinando a Eq.(3.38) com a Eq.(3.37), implica em

K = —f(5), (3.39)

com S, conhecido como o pardmetro de ordem no volume da amostra.
Ap6s a determinacdo da constante K, a Eq.(3.37) pode ser reescrita utilizando a Eq.(3.39),

e tem como resultado

L(%) = - ss,

d 2
(%) = re)-Fs, (.40

com &y = (L/aTy) 2, conhecido como o comprimento de correlac@o para as pequenas variagoes
de S(z) e T} é a temperatura de transi¢do de fase de primeira ordem no volume da amostra [34].

As densidades de energia livre, lado direito da Eq.(3.40) [5], sdo rearranjadas como
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f(5)

o
aTly

- 0
aly

O procedimento deste ponto em diante, € fazer com que a Eq.(3.40) seja substituida no

funcional dado pela Eq.(3.35), resultando em

o b L G
- {f<s>+§—g[F<s>—F<sb>]}dz—ZSo
O (€ 7 v L G
am%“Oﬂwﬁ”Aammmw*Aam%”wmwm%%
D D
_ 530 / F<s>dz_£lo / F(Sy)dz — gSo, (3.41)
0 0

pois & = (L/aT?)? e também g = G/aTP A&, conhecido como o parimetro admensional, que
estd estritamente ligado a magnitude do potencial de interagdo da interface com o volume da

amostra. Com a adi¢ao e subtracdo do seguinte termo na Eq.(3.41):

1 D
— d
50 \/0 F(Sb) Z,

obtém-se

P 2 [P 1 [P 1 [P 1 [P

1 [P 2 [P
-2 /0 F(Sd+ /0 [F(S) - F($)] d= — g5

_ 9F<s,,)+£30 /O [F(S) — F(S))]dz — gSo. (3.42)

€o

e substituindo

§o
[F(S) = F(S)]

adquirido a partir da Eq.(3.40), na integral da Eq.(3.42), permite reescrevé-la na forma

dz =

ds,

NI

© _Drsyt2 [ RS - F(S))EdS — g8 343
aTPAE, & () + Lb[()— (Sb)]? dS — gSo. (3.43)

A Eq.(3.43) é expressa em duas partes, pois o primeiro termo consiste na parte da energia
livre de volume proporcional a D e o segundo e terceiro termos s@o as contribui¢des das interfa-
ces da amostra. Além do mais, a mesma equagdo deve ser resolvida numericamente. Os termos

de superficie na Eq.(3.43), podem ser representados pelo funcional escrito da seguinte maneira:
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by [ )
0 =2, ) - Fstas - g5 (3.44)

Logo, determina-se o parametro de ordem na interface localizada em z = 0, com a condicao

ddg
——2 =90 3.45
P (3.45)
aplicada a Eq.(3.44), resultando em
g2
F(So) = F(S) + 7, (3.46)

e independentemente do pardmetro de ordem .5, o valor de Sy que minimiza a Eq.(3.44) pode
ser encontrado. Se o perfil de Sy € tragado, S(z) pode ser estipulado por meio do calculo

numérico da integral

5o dS
Z_ / - (347)
S st [F(S) - F(Sy)?
Levando-se em conta os valores dos parAmetros materiais do CLN PCB?, tal que, a =
0,065[J/cm*K], B = —0,53[J/cm®], C = 0,98[J/cm®], L = 4,5 x 107"“[J/cm] e T* =

307, 14[K], nos célculos numéricos, Sheng representou as curvas de transicdo de fase na in-
terface da amostra em z = (), dado o parAmetro de ordem S em fungo da temperatura 7' — T
(veja Fig. 3.4).

0.34
0.32
0.30]
0.28
0.24]
0.24)
0.22]
0.20|

5, 0.18
0,16
0.14]
0,12
0.10 Fa =
o8k % ° 0.01078 //' i
0.08 55 =0.20 e o.0m &
0.041 TE =Tp +0.143K g=0
0,02 =

008 007 7B 1 (8 N 8 3 R %2 S - N R Y

T—TE (K)

Figura 3.4: Parimetro de ordem de superficie .Sy em funcio da temperatura 7" — T,? para vdrios valores
de g em uma amostra planar semi-infinita contendo CLN PCB?.

2Segundo Sheng, os valores dos parimetros do CLN PCB sio estimados a partir dos valores dos pardmetros do
CLN MBBA (veja referéncias de [5]).

3Figura adaptada de Boundary-layer phase transition in nematic liquid crystals, P. Sheng, Physical Review A, v.
26, 1982, p. 1612.
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Como a amostra considerada é semi-infinita, para o limite de espessura D — o0, 0 va-
lor admensional g ligado a magnitude do potencial de interacdo superficie-volume da amostra
representa as curvas na Fig. 3.4. Portanto, Sy transita descontinuamente com g < 0,0056 a
temperatura de transi¢do de volume 7} [5]. Para a transi¢do de Sy em uma temperatura maior

do que 17, o seguinte intervalo de g deve ser considerado:

go = 0,0056 < g < g. = 0,012.

A variacdo de Sy em funcdo da temperatura torna-se continua somente quando g > g., pois
quando g < g., mas ainda g > gg, o potencial associado a interface é suficientemente forte para
aumentar o valor da parte eldstica da energia livre e diminuir o valor do parametro de ordem no
volume Sy,

Neste processo, a temperatura 7T} ndo deve influenciar no potencial de interagdo de super-
ficie, a qual alinha as moléculas na interface da amostra. No entanto, com o acréscimo de T,?
ocorre uma transicao de fase de primeira ordem préximo a superficie da amostra, acarretando
no decrescimento do parametro de ordem na superficie Sy de maneira abrupta [5].

Assim, o ganho de energia potencial de superficie ¢ compensado pela perda da energia
livre elastica. Contudo, uma possivel explicacdo para os efeitos ocorridos nas energias livres
€ a existéncia de duas forcas que atuam nas interfaces da amostra de CLN, a saber, uma forca
eldstica responsavel pela interacdo das moléculas da superficie com as moléculas do volume
da amostra e, também, a forca responsdvel pelo alinhamento das moléculas nas interfaces da
amostra [5].

Em seguida, todo o contexto utilizado até aqui para tratar da amostra de CLN planar semi-
infinita com contribuicdo de um potencial de superficie de curto alcance € reaproveitado para

uma breve discussao acerca da amostra de CLN planar de espessura finita.

3.3.2 Amostra nematica planar com espessura finita

No caso particular de uma amostra nemadtica planar de espessura finita, z = 2D por exem-

plo, a condi¢@o de contorno dada pela Eq.(3.38) deve mudar para

s

2l = 3.48
P 0, (3.48)

z=D
i.e., uma condi¢do no meio da amostra planar, caracterizando outro tipo de simetria no pro-
blema, diferente daquela mencionada na se¢do anterior sobre a amostra planar semi-infinita.
Novamente, o parametro de ordem denotado no volume da amostra, em z = D, € representado
por Sp e o parametro de ordem nas interfaces da amostra é representado por Sy.
Mesmo com espessura finita, a amostra liquido-cristalina pode ser descrita pela mesma ener-
gia livre total dada pela Eq.(3.43), pois com S, em z = D, significa que ainda sim hd a separacao

da energia livre de volume (proporcional a D) da energia livre de superficie dada pela Eq.(3.44).

61



3.3. Problemas de transigoes de fase nematica-isotropica

Entretanto, neste caso, devido ao confinamento da amostra, os valores dos parametros de ordem
Sp e S, ndo devem ser encontrados de forma independente como no caso anterior (veja se¢ao
3.3.1). Logo, a Eq.(3.46), resultado da imposic¢ao da condi¢cdo dada pela Eq.(3.45) na Eq.(3.44),
utilizada para a determinacdo de S, na interface localizada em z = 0 de forma independente
do pardmetro de ordem .5, no presente caso, deve ser resolvida de forma acoplada a seguinte

condicdo:

d P _
dS; aT,gAgo 7

=

F(sy) |1- % / ~ 0, (3.49)
S (Sb)]

obtida a partir da Eq.(3.43). Além do mais, para /D — oo, a Eq.(3.49) se reduz a condigio
F'(Sy) = 0, pertencente ao caso da amostra planar semi-infinita.

Portanto, a minimizacdo da Eq.(3.43) pode ser obtida apds o teste de varios pares de so-
lugdes dos parametros de ordem Sy e S,. O par (Sy, S,) correto deve minimizar o funcional
dado pela Eq.(3.43) e assim, pelo método numérico para os valores do CLN PCB, as variacdes
de Sy e S podem ser representadas em fungdo da temperatura 7 — T [5]. Na Fig. 3.5, para
vdrias espessuras D /£y, o comportamento de Sy e S, na amostra planar com o parametro ligado

a magnitude do potencial de intera¢do da interface igual a ¢ = 0, 008 deve ser ilustrado®.

004 008 0.2 016 020 024 028 032 036 040 044 0.48 052 056 060 064 0.68
T8 (K)

ol ' s
012 -0.08 -0.04

Figura 3.5: Parametros de ordem Sy e S, em funcdo da temperatura com g = 0,008. As curvas de
transicdo de fase s@o ilustradas para vérias espessuras da amostra. A partir de D /§y = 15, as transi¢des
tanto de Sy quanto para Sy passam a ser de segunda ordem [5].

Neste caso, para g = 0, 008 representado na Fig. 3.5, S, tem seu comportamento de tran-
sicdo de fase de primeira ordem, para transicdo de fase de segunda ordem, conforme o decres-

cimento da espessura e o aumento da temperatura. Com o pardmetro de ordem S, também &

“Figura adaptada de Boundary-layer phase transition in nematic liquid crystals, P. Sheng, Physical Review A, v.
26, 1982, p. 1614.
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possivel notar este tipo de comportamento, mas de uma maneira mais peculiar. Para a espessura
D/& = 300, na Fig. 3.5 sdo demonstrados dois tipos de efeitos que influenciam na transi¢ao
de fase de Sy, a saber, a influéncia da transicdo de S, e as influéncias provindas das interfaces
da amostra, como descritas no caso da amostra planar semi-infinita. A transi¢cdo de volume,
rotulada pelas descontinuidades em S, e Sy, estd de acordo com o limite de espessura da amos-
tra dado por D/&, — oo [5]. Neste limite, a temperatura de transi¢do de fase na interface da
amostra planar finita deve ser invariante em relacdo a espessura DD e com o aumento desta tem-
peratura, a partir de D /&, = 160 até D /&, = 25, nota-se que a transi¢do de fase na interface da
amostra coincide com a transi¢ao de fase no volume.

Além do mais, as transi¢oes de fase de segunda ordem tanto para S, quanto para S sé sdo
notadas a partir da espessura D /£, = 15 (espessura critica), ou seja, conforme o decrescimento
de D — e o aumento da temperatura — hé o desaparecimento das transi¢des de fase de primeira
ordem (veja Fig. 3.5).

De forma similar ao caso do parametro ligado a magnitude do potencial de interagao super-
ficie - volume da amostra g = 0,008, para g = 0,012, as variacdes dos pardmetros de ordem
So € Sy sdo ilustradas® na Fig. 3.6. A espessura critica neste caso, i.e., a espessura na qual as
transi¢des de fase de primeira ordem se tornam transi¢des de fase de segunda ordem, ocorre
em D/&, ~ 25 [5]. Nota-se também, de forma andloga ao caso g = 0,008 para as espessuras
D/& < 160, que o pardmetro de ordem na interface da amostra Sy demonstra sua descontinui-
dade coincidentemente com a transi¢ao de primeira ordem do pardmetro de ordem no volume
Sp. Retornando ao caso da amostra planar semi-infinita na Fig. 3.4, é importante notar que .S,
ndo possui uma transi¢ao abrupta para o mesmo parametro ligado a magnitude do potencial de
interacao da interface da amostra com valor g = 0,012, em contraste ao caso da espessura da

amostra com tamanho bem definido (veja Fig. 3.6).

0.36 T o rryrrcrryrr v rrrr v T T T T

— 50 1
g =0012 —— Sb -

0.321
0.28

0.24-

So
Sb

0.041

Blcibon- ey [ (NN ... 0] R PP (OO | T Ty T i =t
-0.12 -0.08 -0.04 0.04 008 0.12 0.16 020 024 028 032 036 040 044 048 052 056 060 064 068

T~TK" (K)
Figura 3.6: Parametros de ordem Sy e .S, em funcdo da temperatura com g = 0,012. As curvas de
transicdo de fase também sdo ilustradas para vdrias espessuras da amostra. A partir de D /&y = 25, as
transicdes tanto de Sy quanto para Sp, passam a ser de segunda ordem [5].

SFigura adaptada de Boundary-layer phase transition in nematic liquid crystals, P. Sheng, Physical Review A, v.
26, 1982, p. 1615.

63



3.3. Problemas de transigoes de fase nematica-isotropica

Outros tipos de amostras podem ser utilizadas para descrever o perfil do parametro de ordem
préximo a transicdo N-I. Em seguida, o caso de uma amostra de CLN confinada em um cilindro,
também abordado com a teoria de Landau-de Gennes € discutido. Assim como no caso da
amostra planar finita, um potencial de interacdo de curto alcance das moléculas da interface

com as moléculas do volume da amostra € considerado.

3.3.3 Amostra de CLN cilindrica

Empregando-se o formalismo de Landau-de Gennes em uma amostra cilindrica contendo
material liquido-cristalino nemético [36], a densidade de energia livre que descreve o sistema

pode ser expressa na seguinte forma:

L.~
f=fo+ ASW)]+ F VS = GS(r)a(r), (3.50)
a qual, contém a expansao em termos do parametro de ordem microscopico, dada por

B

a 3 C
fl[S(T)]=§ 55 (7”)+Z

Na Eq.(3.50), a parte da densidade de energia livre independente do parametro de ordem ¢é

(T —T*)S*(r) — SA(r). (3.51)

representada por f, e a funcdo delta, novamente, caracteriza a interacdo de curto alcance do
potencial descrito pelo alinhamento uniaxial das moléculas na subsuperficie da amostra. Como
mencionado anteriormente, o parametro G é a magnitude do potencial de interagdo entre a
superficie e volume da amostra liquido-cristalina.

A Eq.(3.51), contida na Eq.(3.50) possui os pardmetros materiais a, B, C', L e T comu-
mente utilizados na teoria de Landau-de Gennes, descritos nas secdes anteriores para 0S pro-
blemas de amostras planares. A razdo para que o parametro de ordem microscopico dependa
apenas da coordenada » — uma distancia do eixo cilindrico até as bordas da amosta —, provém
da consideracdo da simetria rotacional e translacional do parametro de ordem no volume ao
longo do eixo cilindrico posicionado em z (veja Fig. 3.7). Ou seja, as coordenadas ¢ e z ndo
contribuem para a descricdo do parametro de ordem microscopico do problema.

Para a obten¢do da energia livre total, deve-se integrar a Eq.(3.50) sobre todo o volume da

amostra, logo, o funcional para o presente problema tem a seguinte forma:

F = /OI/OZﬂ/OR{fQ-Fﬁ[S(T)]-Fg [dfiy)r}rdrdgbdz

_% /0 l /0 v /0 * G5 rdrdods.

B L [dS(r)]? 1
F = /vol{f0+f1[8(r>]+§|: = } }dV—iGASO, (3.52)
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3.3. Problemas de transigoes de fase nematica-isotropica

em que A = 27lR, € definida como a drea da superficie do cilindro e Sy é o parametro de
ordem na interface da amostra [36]. O perfil do pardmetro de ordem S(r) pode ser obtido
minimizando o funcional descrito na Eq.(3.52), mas para isso S(r) deve satisfazer a equacdo de

Euler-Lagrange do caso cilindrico. Portanto, pelo método variacional, obtém-se

of _dof _
89S dros
: d*S(r)
AISE)] = L—3—. (3.53)
Z A

Figura 3.7: Ilustragcdo da amostra liquido-cristalina cilindrica de raio R e comprimento /. O parametro
de ordem é descrito como uma fung¢do da coordenada r, S(r), pois devido a sua simetria rotacional e
translacional, ndo héd dependéncia em relagdo as respectivas coordenadas ¢ e z.

Como pode-se negligenciar em uma primeira aproximag¢ao proxima a transi¢do de fase,
os termos com S3(r) € S*(r) na expansdo de Landau-de Gennes expressa na Eq.(3.51), com
intuito de descrever a densidade de energia livre da amostra bem préximo a fase isotrdpica,
uma possivel solu¢do para o pardmetro de ordem no volume, que leva em conta a orientagdo

das moléculas induzidas pela superficie, pode ser representada por

o cosh(r/¢)
S(r) =5 cosh (R/€)’

em que, € obtida por meio de uma readequagdo da Eq.(3.53), dada por

(3.54)
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3.3. Problemas de transigoes de fase nematica-isotropica

d?S(r) a . _
- (0 =T)S() = 0
2
d j; (f) - 5—125@) 0. (3.55)

Na Eq.(3.54), o raio da cavidade total da amostra € descrito por R e além do mais, o parametro

¢ é conhecido como o comprimento de correlagdo para as pequenas variagdes de S(r), dado por

L T+
§= Um = &oy\/ T e (3.56)

em que {2 = L/aT*, conhecido como comprimento de correlagdo dependente da temperatura
de transi¢ao.
A partir da Eq.(3.54), obtém-se o pardmetro de ordem no meio da amostra, ou seja, um
parametro localizado no eixo do cilindro (S(r = 0) = S,,,) [36], logo
So

Outro caso que pode ser explorado a partir da Eq.(3.54) € a redug@o da solugdo S(r) em sua
forma exponencial, quando considerado um efeito mais provavel na amostra liquido-cristalina,
a condi¢do do raio da cavidade da amostra R ser muito maior que o comprimento de correlacdo
dado pela Eq.(3.56). Portanto, com £ < IR na Eq.(3.54), resulta em

(R—r)

S(r)=Spe” €, (3.58)

pois, utiliza-se a seguinte relacao hiperbdlica

cosh(z) = % (e"+e7).

E caso a mesma condi¢do ¢ < R for aplicada a Eq.(3.57), tem-se que .S,,, ~ 0 [36]. Logo, o
perfil completo do parametro de ordem no volume da amostra em funcao da coordenada r pode
ser estabelecido ap6s utilizar o método variacional no problema da amostra cilindrica. Ou seja,
pelo processo de minimizagdo do funcional dado pela Eq.(3.52), uma descricdo qualitativa de
S(r) pode ser obtida.

Por outro lado, o processo de minimizac¢ao pode ser novamente utilizado para obter o perfil
do parametro de ordem na superficie da amostra. Portanto, o valor de equilibrio de .Sy, que torna
minimo o funcional expresso na Eq.(3.52), pode ser encontrado quando a seguinte condi¢do for

satisfeita:

dF
M =0 3.59
dS[) _R ’ ( )
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3.3. Problemas de transigoes de fase nematica-isotropica

e no mesmo limite, em que £ < R, uma possivel solucio para Sy pode ser dada por

G 1
= =S, , (3.60)
VLT =T [ - )

com Soo = G/ (aLT*)%. A Eq.(3.60) indica que o valor de equilibrio para o pardmetro de
ordem na interface da amostra depende diretamente da magnitude do potencial de interagcdo
superficie-volume, dado por (G. Assim, para uma certa magnitude do potencial de superficie,
¢ esperada a transicdo de S devido a forma do alinhamento das moléculas na interface, bem
como a mesma transicao também é devido as interacdes entre as moléculas da superficie e do
volume da amostra e na mudanga de temperatura que esta sujeita a amostra cilindrica.

No préximo capitulo, a principal discussdo é acerca de uma amostra de CLN confinada
entre cilindros concéntricos. Todos os problemas vistos nas secdes prévias sdo utilizados como
motivagdo para a abordagem da teoria de Landau-de Gennes neste tipo de amostra que possui
geometria cilindrica. Para a andlise, além de recursos analiticos para a solucdo do problema

proposto, a importancia dos métodos computacionais € numéricos se faz presente.

67



CAPITULO 4

TRANSICOES DE FASE N-I EM UMA
AMOSTRA DE CLN CONFINADA
ENTRE CILINDROS CONCENTRICOS

A andlise do perfil do parametro de ordem microscdpico no volume e na superficie em uma
amostra de CLN confinada entre cilindros concéntricos € realizada no presente capitulo. Con-
tudo, a abordagem da teoria de Landau-de Gennes e o uso do método variacional apresentados
nos capitulos anteriores sao indispensdveis nesse problema, que envolve geometria cilindrica.
Além do mais, com posse da equacdo de Euler-Lagrange e suas condi¢des de contorno do pro-
blema, a inviabialidade em obter-se a soluc¢do por vias analiticas faz com que outros recursos
sejam requisitados, logo, o uso do método computacional e do cdlculo numérico pode auxiliar

na obtencio de uma solugdo para o presente problema.

4.1 Métodos computacionais

Quando célculos sofisticados se encontram incapacitados de serem resolvidos de forma ana-
litica, os métodos de simulacdo computacionais podem ser ferramentas imprescindiveis a pro-
cura de uma solu¢do. Entre varios métodos computacionais, as abordagens de dindmica mole-
cular e o método de Monte Carlo sdo os tipos de simulagdes computacionais mais utilizadas,
mas como se mostra mais eficiente no tempo de programagdo e mais simples de construir o
programa, o método de Monte Carlo possui um grande destaque [2]. Em seguida, é discutido
acerca do método de Monte Carlo e sua versao particular, chamado algoritmo de Metropolis,
aplicado aos CLN utilizando um potencial de interagdo entre as moléculas provindo do modelo
de Lebwohl-Lasher.
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4.1.1 Meétodo de Monte Carlo

Baseado em conceitos e principios do estudo da mecanica estatistica de equilibrio, o método
de Monte Carlo utiliza de processos estocdsticos gerados a partir de um certo critério para que
o sistema fisico abordado atinja o estado de equilibrio termodindmico [2,39]. Para que isso
ocorra, um sorteio de uma grande quantidade de nimeros aleatérios deve ser realizada e em
seguida, os célculos das médias dos observaveis devem ser realizados de acordo com cada
estado do sistema fisico em questdo. Ou seja, a constitui¢do do presente método estd embasada
no cdlculo da fun¢do de particdo de um sistema fisico, em que, ao decorrer todos os estados,
a simulagdo € feita aleatoriamente para a flutuacdo térmica deste sistema [40]. No entanto,
como cada estado possui uma distribui¢cdo de probabilidade (peso), ao calcular a média dos
seus respectivos observdveis — realizada a medida em que hd as mudancas de estado —, cada
peso pode variar conforme os parametros ao qual o sistema fisico estd relacionado. Entretanto, a
distribui¢do de probabilidade comumente utilizada nas simulagdes para os CLN € a distribuicao
de Boltzmann [2].

O algoritmo constituido para a simulacdo deve regir as passagens de um estado para outro
de acordo com a dindmica por de trds do sistema fisico [40]. Como € clara a dependéncia
da simulagdo de Monte Carlo no que diz respeito a sequéncia de nimeros aleatdrios gerados
durante a simulacg@o, os resultados obtidos a cada processo de geracdo de nimeros aleatdrios
nao serdo idénticos, porém em um intervalo de erro estatistico, os resultados de varias dessas
sequéncias de ndmeros aleatérios podem estar em pleno acordo [39,40].

Além dos cristais liquidos, outros sistemas fisicos podem ser explorados com o método
de simulacdo de Monte Carlo, por exemplo, a visualizacdo dos orbitais atdbmicos no dtomo
de Hidrogénio [41], sistemas baseados em caminhada aleatéria ou no movimento Browniano,

transporte de cargas em materiais semicondutores, entre outros [40].

4.1.2 Distribuicao de Boltzmann

Considerando um sistema fisico qualquer w suficientemente pequeno, a ponto de suas varia-
veis termodindmicas apresentarem flutuagdes (como considerado em sistemas microscopicos ou
mesoscopicos), o procedimento chamado “banho térmico” pode ser definido quando w estiver
em equilibrio termodindmico com um outro sistema €2 > w a temperatura 7' [42].

Uma distribui¢do de probabilidade de energia entre os estados pode ser definida a partir
de um certo microestado m € w em qualquer instante de tempo, pois m é considerado uma

variavel aleatoria [39]. Logo, esta distribui¢ao pode ser escrita como

_Em_
e kpT

Pp(m) = —% 4.1

e € conhecida como a distribuicdo de Boltzmann, ou distribuicdo candnica, em que £, € a
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energia do microestado m, 1" € a temperatura na qual se encontra o sistema, kg € a constante de
Boltzmann e F,,, sdo os estados com energia entre F,, e E,, + dF,,. Em mecanica estatistica,
estuda-se esta distribuicdo de Boltzmann baseada nos principios de conservacdo de energia e
maximizagao da entropia nos sistemas fisicos e, assim, o “banho térmico” € um grande exemplo
para se estudar sistemas que se encontram isolados e em equilibrio [39,42].

O denominador da Eq.(4.1) nada mais € que a fun¢do de particao do sistema 2, dada por

E

Z =Y e Far, 4.2)

definida como uma condicdo de normaliza¢cdo imposta a distribui¢do de probabilidade, resul-
tando na soma de probabilidades igual a um. Além do mais, descreve as propriedades estatis-
ticas do sistema em equilibrio termodindmico a temperatura 7' e em termos de suas varidveis
macroscopicas [39].

Calculando-se a média de ensemble das energias sobre os microestados do sistema, a energia

interna pode ser obtida na seguinte forma:

U=(E)=-" 4.3)

e a partir desta, uma outra forma em obté-la é dada pela derivada logaritmica da Eq.(4.2), ou

seja, pode ser representada por

OlnZ
U= kpT? . 4.4
s —— (4.4)
Por fim, a variancia da energia, dada por

op = (B%) = (E)*, (4.5)

pode ser conectada a capacidade térmica do sistema por meio de

ou 1

Oy = — = —_52. 4.6
VTOT T kT2’ " (*0)

Outro célculo realizado apds a definicdo da distribuicdo de Boltzmann é a média de en-
semble por amostragem modificada para média temporal, pois a abordagem ao sistema fisico
envolve sua evolugdo [39,40]. Como no ensemble pode ser considerado um nimero grande de
sistemas e estes, por sua vez, podem ser caracterizados e encontrados cada um em um micro-
estado m, um célculo da média de um observavel caracteristico de cada sistema fisico pode ser

realizado da seguinte forma:
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(M) == M(a), (4.7)

mas com uma pequena modificacdo. A soma sobre « € substituida pela soma sobre os microes-
tados do sistema, i.e., em vez de somar sobre todos os sistemas, sorteia-se varios microestados
(m = my,ma,...,mj,...,my) com probabilidade P(m;) conforme a distribui¢do de proba-

bilidade descrita na Eq.(4.1). Logo, a Eq.(4.7) pode ser reescrita como

mn

(M) :% > M(m), (4.8)

m=m1
em que /V sdo todos os sistemas do ensemble e a Eq.(4.8) € conhecida como o calculo da média
por Monte Carlo.

Na proxima se¢do, o algoritmo de Metropolis baseado nos célculos de processos estocasti-

cos e na distribui¢do de Boltzmann € brevemente discutido.

4.1.3 Algoritmo de Metropolis

Proposto para a busca do macroestado de equilibrio de um sistema fisico a uma certa tem-
peratura 7', o algoritmo de Metropolis € considerado como uma versao particular do método de
Monte Carlo [39]. Construido por Nicolas Metropolis et al. em 1953 [40], o presente algoritmo
¢ um dos mais utilizados na tarefa de atingir o estado de equilibrio em sistemas fisicos diversos,
apesar de existirem outros algoritmos mais eficientes em relacdo ao tempo de convergéncia [2].

Em modelos ou sistemas fisicos simples, em que ndo ha um nimero grande de microestados,
os valores de equilibrio das varidveis macroscépicas podem ser determinados pelo calculo de
suas respectivas médias utilizando como peso a distribui¢do de Boltzmann [42]. A tarefa a ser
realizada pelo algoritmo de Metropolis inicia-se a partir de um microestado arbitrario, no qual
transi¢des aleatérias em sequéncia sdo realizadas até atingir o macroestado de equilibrio, onde
os valores das varidveis macroscopicas sdo obtidos por meio de médias sobre os microestados
percorridos e assim, estes valores obtidos tornam-se constantes [40].

Para que isto ocorra, a condi¢ao de ergodicidade deve ser satisfeita pelo sistema fisico, pois
no algoritmo de Metropolis sdo efetuadas médias temporais em vez de médias de ensemble.
A condi¢do de ergodicidade requer que qualquer um dos microestados acessiveis de um sis-
tema pode ser alcancado a partir de um microestado arbitrario apés uma sequéncia finita de
transi¢cdes aleatorias [39,40]. Logo, para um intervalo de tempo suficientemente longo, a er-
godicidade torna-se uma média temporal equivalente a uma média de ensemble (“defini¢dao de
ergodicidade”) [39].

Uma outra condi¢c@o imposta ao sistema fisico, é a de ndo levar em conta qual “percurso”
que o sistema deve utilizar para que seja encontrado em equilibrio a partir de um microestado

qualquer. Qualquer que seja a sequéncia aleatdria de transicdo, esta deve ser responsavel por
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levar o sistema ao macroestado de equilibrio. Ou seja, fica a critério do algoritmo selecionar
qualquer sequéncia de transi¢do de estados para que a distribuicao final de microestados seja
aquela caracterizada como a de equilibrio, i.e., seja caracterizada pela distribui¢do de Boltz-
mann [39].

Com isso em mente, uma breve descri¢do dos passos do algoritmo de Metropolis deve ser
realizada. A principio, € necessdrio o sorteio das transi¢des entre os microestados, em que se
um microestado m; for sorteado, este deve ocorrer no tempo ¢;. Em um segundo sorteio de um
microestado mo, este deve ocorrer no tempo ¢, e assim por diante. Portanto, para um sistema
que se encontra em um microestado m sorteado no tempo qualquer, os seguintes passos sao

realizados:

1. Tendo em vista que o sistema atinge o equilibrio a partir de qualquer configuracdo, apds

ter sorteado um microestado m, um outro microestado m’ deve ser sorteado;

2. Compara-se as energias entre os dois microestados m e m'. Caso E,,, < E,,, m' é aceito
como um novo microestado, pois o sistema foi levado a uma configuracdo de menor
energia AF = E,, — E,, < 0, mas caso F,,, > FE,,, o préximo item possui uma

descricao mais apropriada;

3. Se AE > 0, a configurag@o do sistema deve ser limitada por uma distribui¢do de proba-
bilidade que, neste caso, € a distribuicdo de Boltzmann. Sorteia-se um novo nimero x

_7AE . . ~
entre 0 e 1 (distribuido uniformemente). Caso x < e *BT, aceita-se a transi¢cao, mas se
—AE . . - . C e
x > e kT € rejeitado, a transicao e os passos no algoritmo de Metropolis sao iniciados

novamente a partir do item 1;

4. Neste presente passo, os valores das macro-varidveis sao calculados e arquivados. Ge-
ralmente, o cdlculo das macro-varidveis € dado como a soma sobre todas as respectivas

variaveis microscopicas [39];

5. Os itens 1- 4 podem ser repetidos apds o sorteio de outros microestados. Diz-se um
passo de Monte Carlo do sistema quando todos os microestados possiveis do mesmo
forem sorteados em média ao menos uma vez. O nimero de passos de Monte Carlo é
particular para cada sistema fisico em estudo, pois é dado de acordo com a relaxacdo do
problema [40]. Os passos devem ser realizados quantas vezes forem necessdrios, para

que o macroestado de equilibrio seja alcancado;

6. Com um ndmero grande de sorteios, calcula-se as médias das macro-varidveis que foram

arquivadas e descritas no item 4.

Em seguida, uma breve discussdo acerca de um modelo de interagdo entre as moléculas
liquido-cristalinas, baseado no estudo de orientagdo do sistema e suas possiveis transicoes de

fase € realizada. A interacdo a ser descrita € conhecida como o modelo de Lebwohl-Lasher.
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4.1.4 Modelo de Lebwohl-Lasher

Em uma rede cubica contendo sitios com moléculas uniaxiais, o potencial de interacao entre
moléculas vizinhas em pequenos dominios com orientacdo média bem definida [2,40], pode ser

repr esentado por

U=-> €;Pa(cosBiy), 4.9)
(i.5)

em que ¢; ; € conhecido como a intensidade de interacdo entre as moléculas, na qual €; ; = € no
caso de ¢ e j forem os primeiros vizinhos e ¢; ; = 0 para as outras situacdes. O angulo entre as
moléculas 7 e j € descrito por 3; ; € I € o segundo polinomio de Legendre (veja Apéndice A).
O modelo de Lebwohl-Lasher € caracterizado pela liberdade dos dominios moleculares po-
derem estar apontados em qualquer direcdo do espago, ou seja, pelo alto grau de liberdade no
sistema que os dominios moleculares possuem [40]. Mesmo em geometrias complexas, o po-
tencial estabelecido por Lebwohl-Lasher € utilizado para analisar as propriedades térmicas dos
CLN [2]. Além do mais, o potencial é bem implementado, tanto no ramo da teoria, quanto
no ramo dos métodos computacionais, no que diz respeito das possiveis transicoes de fase dos

sistemas liquido-cristalinos, especialmente para a transi¢ao N-I [40].
A duvida acerca do potencial descrito na Eq.(4.9) paira sobre como obter o comportamento
do parametro de ordem. A seguir, com todo o escopo previamente apresentado a respeito dos
métodos computacionais, uma descri¢do dos detalhes da simulagdo computacional em uma

amostra de CLN cilindrica concéntrica deve ser realizada.

4.2 Meétodos computacionais aplicados a amostra cilindrica

concéntrica

O estudo dos CLN por meio de simulagdes computacionais tornou-se uma das ferramentas
mais poderosas para tratar das possiveis transicdes de fase que podem ocorrer em sistemas
liquido-cristalinos. Considerando apenas a simulacdo para a mesofase nemadtica uniaxial, uma
breve descricdo de como o algoritmo de Metropolis € aplicado a amostra de CLN cilidrica
concéntrica e a obtencdo do comportamento do parametro de ordem na mesma amostra se faz
presente.

Considerando que as superficies do cilindro sdo localizadas em r; e 75, uma rede plana
xy reproduzida para todos os planos na direcdo z pode ser construida para poder descrever a
amostra a ser simulada. Esta mesma rede plana em zy pode dispor de vetores representantes
dos eixos longos de cada molécula situadas na rede, ou ainda, representantes de um pequeno
dominio em que as moléculas se encontram. Esses vetores na literatura sdo tratados como spins
sem cabeca (headless spins), pois ndo ha necessidade em distinguir para qual o sentido eles

devam apontar [2]. Os spins sdo localizados em toda a regido 7, — r; da amostra cilindrica
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concéntrica e nas superficies eles devem ser fixados para que possam simular as condicdes de
ancoramento. Porém, no intervalo a qual a amostra de CLN se encontra confinada, os spins
tém a liberdade de assumir uma configuracdo em uma direcao qualquer, ou seja, ndo importa a
dire¢do no espaco em que 0s spins sdo permitidos rotacionar.

Nesta rede cibica, em ambas as superficies, as condi¢des de ancoramento sdo iguais. Na
Fig. 4.1, as duas situagdes de ancoramento, radial e longitudinal, estdo ilustradas em uma

amostra nemadtica confinada entre cilindros concéntricos utilizadas na simulacao.

() (b)

Figura 4.1: Amostra cilindrica concéntrica a ser simulada com raios dos cilindros interno e externo iguais
ary e ro, respectivamente. Na figura (a) estd representada a situagdo de ancoramento radial, no entanto,
na figura (b) a situacao representada é a de ancoramento longitudinal.

Como demonstrado na se¢do 4.1.4, a interacio entre os spins € estabelecida via o modelo
de Lebwohl-Lasher (veja Eq.(4.9)). Logo, a configuracao inicial imposta aos spins do volume
deve seguir o alinhamento que primeiramente lhes fora atribuido nas superficies da amostra.
No entanto, o procedimento de atualizacdo dos spins € descrito com o algoritmo de Metropolis
aplicado a simulag¢do da amostra cilindrica concéntrica.

A energia de interagdo de um spin (com uma certa orienta¢do na rede), escolhido aleatori-
amente na simula¢do, deve ser calculada em relagdo a seus vizinhos e esta, por sua vez, deve
ser denotada por E,. Em seguida, pode ser sorteada uma nova orientagdo qualquer que seja a
direcdo 7,y ou z, de tal maneira que, o spin rotaciona um angulo « radianos a partir da antiga
configuragdo, ao redor da direcao sorteada.

No entanto, uma taxa de aceita¢do para as novas configuracdes estd estritamente ligada ao
intervalo em que o angulo « € sorteado. O valor da taxa de aceite no intervalo na qual «
pode ser ajustado é de aproximadamente 50%, pois dependendo da temperatura, caso o sistema
esteja livre para escolher qualquer configuracio sem ser regida pela taxa de aceite imposta, uma
porcentagem pequena dos microestados pode ser aceita, invalidando — do ponto de vista da

mecanica estatistica — os resultados da simulacao [2].
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Assumindo a nova posicdo, a energia de interacdo do spin rotacionado em relacdo a seus
vizinhos € calculada novamente e é dada por F}. A quantidade AE = E, — E,, variacdo de
energia € avaliada (segundo o algoritmo de Metropolis, consulte secdo 4.1.3), e o algoritmo
decide se a nova configura¢do é ou ndo aceita, a saber: se AE < 0, F, < FE,, logo, a con-
figuracdo sorteada € aceita e o spin tende a permanecer nesta nova configuraciao [40]; mas se
AFE > 0, entdo E, > E,. Portanto, a distribui¢do de Boltzmann deve ser calculada com o
peso p = exp([(E, — Ep)/kpT)|, em que kp é a constante de Boltzmann e 7' é a temperatura
do sistema. Para isso, sorteia-se um nimero com distribuicao uniforme entre 0 e 1; se este
for menor que o peso p, a nova configuracao do spin deve ser aceita, caso for menor que p, a
configuragdo € rejeitada e entdo, a direcao do spin volta a ser aquela em que estava antes de ser
rotacionado [40].

Como mencionado, o sistema evolui um passo de Monte Carlo quando em média todos os
spins da rede forem sorteados pelo menos uma vez. Outro importante detalhe na simulacgdo € a
variag¢do de temperatura, iniciando-se em uma dada temperatura inicial 7; e finalizando em uma
temperatura final 7', apés incrementos de intervalos d1'. Em cada incremento de temperatura, o
sistema evolui uma certa quantidade de passos até que atinja o equilibrio e, em seguida, a média
das varidveis € calculada com outros [Ny passos, totalizando Nj;c passos em cada temperatura.

A andlise do parametro de ordem do sistema, a principio, pode ser feita para a direcao
radial da amostra cilindrica concéntrica. Na simulagdo, o valor médio do segundo polindmio
de Legendre em relacdo a direcdo preferencial n do sistema pode ser obtido calculando-se os

autovalores da seguinte matriz:

1 1
QIZ = N ;uikuil — 0 = (uikuil — g%) ) (4.10)

em que, u;; € a orientacdo do i-ésimo spin na k-ésima coordenada cilindrica na rede ctbica
considerada. A delta de Kronecker é denotada por d;;, em que tem valor igual a 1 se k =l e
0 para k # [. A Eq.(4.10) pode descrever a média do parametro de ordem em uma amostra
que possua sua configuragdo do tipo radial, azimutal ou longitudinal, em que, P, — 1. Paraa
configuracdo completamente aleatéria na amostra o parametro de ordem segue a relacdo Pop —
0 [2]. Outra caracteristica da Eq.(4.10) é o fato dela ser uma matriz construida a partir de
elementos que representam as somas dos seus respectivos parametros sobre todos os spins, em
que apenas os autovalores sdo obtidos apds a Eq.(4.10) ser dividida pelo niimero total de spins
[2]. No entanto, destes autovalores obtidos, apenas o de maior valor representa o parametro de
ordem P,y da matriz Qf; em coordenadas cilindricas.

Porém, os menores autovalores correspondem a ordem nas direcdes perpendiculares ao vetor
diretor n. Caso o sistema for uniaxial, os dois menores autovalores da matriz dada pela Eq.(4.10)
sdo iguais. Entretanto, pode haver diferenca entre os dois menores autovalores dessa mesma
matriz, quando o sistema exibe biaxialidade.

Ainda na simulacdo da amostra cilindrica concéntrica, nos ultimos passos de Monte Carlo
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(Ny), o pardmetro de ordem Psp € calculado para todos os spins que se encontram a uma certa
distancia r (inteiro) a partir do centro da amostra, bem como sua média também ¢é avaliada
nesses ultimos passos Ny, constituindo-se assim, o perfil do pardmetro de ordem na diregdo
7 denotado por Pyg(r), conhecido também como o pardmetro de ordem radial da amostra em
estudo.

Na secdo seguinte, alguns resultados de simulagdes computacionais sdo discutidos para
amostras cilindricas concéntricas com diferentes raios do cilindro interno. O perfil do para-
metro de ordem em relacdo a temperatura indicando as possiveis transicdes de fase N-I também

€ reportado.

4.2.1 Resultados da simulacao computacional

Com diferentes valores para o raio do cilindro interno r;, mas mantendo fixo o raio do
cilindro externo r,, a simulagdo computacional da amostra de CLN cilindrica concéntrica pdde
ser realizada. Os valores que r; assume sdo os seguintes: v = 4, 12, 20, 32 e 38, enquanto o
raio externo € mantido com ry = 48.

O ancoramento na simulacdo é considerado em duas situacdes, uma em que € considerada
o ancoramento radial nos limites da amostra, ou da rede de spins, e outra com a situagdo de an-
coramento longitudinal. Nos casos estudados aqui, o perfil em que se encontra os spins da rede
proxima as superficies pode ser estendido ao longo de toda a dire¢do r da amostra. As energias
internas proximas as superficies, assim como no volume, também devem ser calculadas.

Os dados obtidos a partir das simulagdes sdo guardados em arquivos de dados e depois
compilados por meio do software chamado Gnuplot, executado em sistemas operacionais Linux.
O perfil do parametro de ordem P,i em relacdo a r € ilustrado na Fig. 4.2. Nesta mesma
figura, Por(r) é delineado préximo as temperaturas de transi¢do de fase N-I que ocorre no
volume da amostra. E possivel notar a dependéncia das temperaturas criticas de transi¢do de
fase de volume, no que diz respeito as possiveis espessuras da amostra cilindrica. Conforme o
crescimento da temperatura reduzida T, dado por T = kpT'/e (com € sendo a intensidade de
interac@o entre as moléculas descrita na Eq.(4.9)), ndo € dificil percerber que P»r(r) decresce.
Isto € bem ilustrado no caso r; = 32 e r; = 38 para as temperaturas 7r = 1,05, 1,15, 1,20 e
1,50 na Fig. 4.2.

Contudo, bem como demonstrado na Fig. 4.3, préximo a interface do cilindro externo,
nao ha uma variacdo relevante na ordem do sistema liquido-cristalino em relagdo a variacdo da
temperatura Tz para as espessuras estudadas. Assim como, préximo a interface ry, também
ndo hd grande variacdo na ordem do sistema, mesmo com o aumento gradativo da distancia
considerada a partir do centro da amostra r. No entanto, o valor do parametro de ordem préximo
a interface externa se mostra maior que o parametro de ordem préximo a interface interna da
amostra cilindrica concéntrica. Esta diferenca se atenua com o crescimento da temperatura,

porém diminui conforme o decrescimento da espessura da amostra (veja Fig. 4.3). A razdo na
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Figura 4.2: Comportamento do parametro de ordem em relacdo as diferentes espessuras da amostra
cilindrica concéntrica com temperaturas distintas dadas por: (a) Tr = 1,05, (b) Tr = 1,15, (¢c) T =
1,20 e (d) Tr = 1, 50. O ancoramento radial é considerado para os presentes resultados.

qual ocorre esta diferenca entre os parametros de ordem analisados esté ligada ao tamaho da drea
de contato que as moléculas de cristal liquido estdo submetidas. Ou seja, a drea de contato da
superficie do cilindro interno € menor que area de contato da superficie do cilindro externo. As
curvas que indicam as transi¢oes de fase proximo as interfaces da amostra se mostram continuas
(transi¢do de fase de segunda ordem), enquanto que em um certo ponto no volume da amostra, a
transicdo N-I, se apresenta de maneira descontinua (transi¢ao de fase de primeira ordem). Para
o gréfico (a) da Fig. 4.3 esta descontinuidade € observada em r = 24 e r = 28, no grafico
(b) é percebida em r = 28 e r = 32, no gréfico (c) da mesma figura a descontinuidade se faz
presente nas distancias r = 34 e r = 36. No grafico (d) da Fig. 4.3, apenas o comportamento
de transi¢do de fase continua pode ser observado.

A energia interna do sistema também pode ser outro fator calculado na simula¢do da amos-
tra. Logo, as energias internas U em funcdo da temperatura Ty podem ser ilustradas por meio
dos graficos (a), (b) e (c) da Fig. 4.4, levando em conta os diferentes valores do raio do cilindro
interno ;. Na Fig. 4.4(a), estd ilustrada a energia interna para valores de r proxima a superficie

interna da amostra. Por outro lado, na Fig. 4.4(b), préximo a superficie externa em 7, estao
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Figura 4.3: Perfil do pardmetro de ordem P,y conforme a temperatura 7' ilustrada para vérios valores
da distancia 7, a partir do centro do cilindro. Em (a) o raio do cilindro interno € dado por r; = 4, em
(b)ry =12, em (c) 1 = 24 e em (d) r; = 38. Note que, préximo as superficies onde é considerado o
ancoramento radial, as curvas das transicdes de fase sdo mais suaves e de caracteristicas continuas.

demonstrados os valores da energia interna. Na Fig. 4.4(c), os valores da energia interna estdao
plotados considerando apenas o volume da amostra, em que, o parametro de ordem demonstra
Ser menor.

Com auxilio da Eq.(4.6), a capacidade térmica Cy pode ser calculada para os valores de
r =9, 29 e 47 na amostra com 7; = 4 e esta, por sua vez, deve ser ilustrada no grafico (d) da
Fig. 4.4, a fim de evidenciar a ocorréncia das transi¢des de fase nas superficies interna e externa
da amostra. As curvas se assemelham com a letra grega A\ (consulte [16]). No entanto, os picos
para as curvas das capacidades térmicas sdo observados em torno da temperatura T = 1,05
parar =5, Tpr = 1,10 parar =29e TR = 1,15 para r = 47 . Contudo, o valor da capacidade
térmica € maior para a distancia a partir do centro da amostra » = 29 (veja Fig. 4.4(d)).

Na situacao de ancoramento na dire¢ao longitudinal (dire¢do z) para as moléculas de CLN
proxima as bordas da amostra cilindrica concéntrica considerada na simulacdo computacional,
formada por uma rede cuibica de spins, os perfis dos pardmetros de ordem em relacio a espessura

e temperatura da amostra podem ser determinados.
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Figura 4.4: Os gréficos (a), (b) e (c) representam o comportamento da energia U em funcio da tempera-
tura Ty para diferentes valores r;. Na figura (d), em que r; = 4, estd demonstrada a capacidade térmica
a volume constante C'y para as distancias r = 5, 29 e 47, a partir do centro da amostra.

A principio, o comportamento de P, em relagdo a r, utilizando os mesmos valores para
o raio do cilindro interno abordados no caso do ancoramento radial (veja Fig. 4.2), pode ser
ilustrado na Fig. 4.5. No presente caso de ancoramento longitudinal, assim como no caso
de ancoramento radial, nota-se a dependéncia das temperaturas criticas de transicdo com as
espessuras da amostra cilindrica.

O pardmetro de ordem P,r(r) é apresentado préximo as temperaturas de transi¢ao de fase,
dadas por T = 1,05,1,10,1,15 e 1,20, que também ocorrem no volume da amostra. O au-
mento no valor de T faz com que os valores de Pog(r) decrescam, e é possivel notar este fato
comparando os gréficos (b) e (c) da Fig. 4.5 em que ha uma brusca queda no ordenamento do
sistema. Constata-se a exigéncia de uma temperatura maior para causar uma possivel desor-
dem no sistema quando os valores do raio do cilindro interno sdo maiores, ou seja, quando a
espessura da amostra € menor, pois o raio do cilindro externo estd fixo em 7, = 48. Isto é mais
facilmente notado na Fig. 4.5(d), para r; = 32 e r; = 38 a temperatura T = 1,20 (a maior
considerada na presente situacao).

A andlise do parametro de ordem em relac@o a variacao da temperatura T'r € realizada para

79



4.2. Métodos computacionais aplicados a amostra cilindrica concéntrica

a) 07 . .« - » b) 0,7
¥
0,6
— 05
=) A ] =)
a:% 0,6 « = o Qf“u 0.4
0,3
0,2
0,5
0,1
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
r
+ =4 mr =20 &1 =38 0,7
0,7 *x1r,=12 e r, =32
C) 1 1 d) 0.6
0,6 ¥ L] L4 2 " ’ % | | [ ] A
- 0,5 +
0,5 I
. ° 0.4
g 0’4 * A%ﬁ 8 ’ ] [ J o ﬁ
9 + ° ~ %
Q:\] 0,3 ¥ . ° . Q.N 0,3 + A A
L]
02t x5 - 0.2 . " o 4
+ * .. [ + - ° "
0,1 + yé( . 0’1 + * ] [ ) a
E MW—%W E HE%%%%M
0 - 0 T
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
r r

Figura 4.5: Perfil do pardmetro de ordem em relacdo as diferentes espessuras da amostra cilindrica
concéntrica com temperaturas distintas dadas por: (a) Tr = 1,05, (b) Tr = 1,10, (c) Tg = 1,15 e (d)
Tr = 1,20. O ancoramento considerado estd ao longo da direcdo z para os presentes resultados.

as amostras cilindricas concéntricas e ilustrada na Fig. 4.6. Nos gréficos (b), (c) e (d) ilustrados
na Fig. 4.6, para as mesmas distancias, a partir do centro da amostra utilizada no caso do
ancoramento radial, o comportamento dos parametros de ordem proximos as superficies da
amostra cilindrica diferenciam-se mais se comparados ao caso de ancoramento radial, a medida
em que Tr aumenta e a espessura da amostra decresce (veja Fig. 4.3). Assim como na situagcdo
de ancoramento radial, no caso do ancoramento ser longitudinal hd também um maior valor
constatado para o parametro de ordem proximo a interface do cilindro externo.

Ainda observando a Fig. 4.6, € valido mencionar as curvas que representam as transicoes de
fase que podem ocorrer na amostra. Novamente, as curvas proximas as interfaces dos cilindros
interno e externo sdo continuas, como reportado na situacdo de ancoramento radial (veja Fig.
4.3). Contudo, nos graficos (a), (b) e (c) da Fig. 4.6, sdo notados que em uma certa distancia r
a partir do centro da amostra, ha curvas que sao caracterizadas como descontinuas, denotando
uma transi¢do de fase de primeira ordem. As transi¢des N-I descontinuas de volume sdo repor-
tadas para amostras de espessuras mais grossas € estas estdo bem representadas na Fig. 4.6(a),

na Fig. 4.6(b) e também na Fig. 4.6(c). Entretanto, constata-se que na Fig. 4.6(d), ha apenas
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curvas que representam as transi¢des de fase de forma continua.
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Figura 4.6: Comportamento do pardmetro de ordem P, em relacdo a temperatura T’y para vérios valores
de r. Novamente em (a) o raio do cilindro interno é dado por 1 = 4,em (b) r; = 12, em (c) r; = 24 e
em (d) 1 = 38. Préximo as superficies, onde € considerado o ancoramento longitudinal, as curvas das
transicdes de fase sdo mais suaves e, em algumas situacdes no volume da amostra, hd transicdes de fase
descontinuas.

A partir das simula¢des computacionais, como mencionado na sec@o sobre o algoritmo de
Metropolis 4.1.3, as energias internas do sistema em funcdo da temperatura podem ser obti-
das. Bem como, as capacidades térmicas do sistema, por meio da Eq.(4.6), podem ser também
delineadas.

A Fig. 4.7 contém os gfaficos do comportamento da energia interna U em relagcdo a tem-
peratura T (graficos (a), (b) e (c)) para diferentes valores de r; e também, o grafico (d) re-
presentando a capacidade térmica C'y para as distancias » = 5,29 e 47 para a amostra com
r1 = 4. Na Fig. 4.7(a), a energia interna estd representada para valores de r mais préximos
da superficie interna da amostra. Contudo, na Fig. 4.4(b), proximo a superficie externa em 75
estdo demonstrados os valores da energia interna. Na Fig. 4.4(c), os valores da energia interna
estdo representados para o volume da amostra (pardmetro de ordem menor).

Novamente se assemelhando a forma da letra grega A\, as curvas de C'y por Tk t€m seus

picos denotados a temperaturas T = 1,10 parar = 5er = 29e Tr = 1,15 parar = 47
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e as transi¢des de fase nas superficies interna e externa da amostra sdo demonstradas na Fig.
4.4(d). Comparando-se os valores das capacidades térmicas calculadas nas mesmas distancias
do centro da amostra r = 5, 29 e 47 na situac¢do de ancoramento longitudinal ao caso anterior de
ancoramento radial, os valores das mesmas se mostram um pouco menores, em que em r = 5,

o valor de Cy € encontrado possuindo seu maior valor (consulte Fig. 4.7(d).
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Figura 4.7: Os gréficos (a), (b) e (c) representam o comportamento da energia U em funcio da tempera-
tura T'r para diferentes valores r1. Na figura (d), em que r; = 4, também estd demonstrada a capacidade
térmica a volume constante C'y, para as distdncias r = 5, 29 e 47.

Nas proximas se¢des, o foco em tentar obter o perfil do parametro de ordem na amostra de
CLN cilindrica concéntrica é mantido, mas por meio de outro método aplicado a mesma. Com
o auxilio do método variacional e do método numérico, a busca em tentar descrever, por meio
da teoria de Landau-de Gennes, as possiveis transicdes de fase N-I, tanto no volume quanto nas

superficies da amostra entre cilindros concéntricos, continua na proxima se¢ao.
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4.3 Método variacional aplicado a ameostra cilindrica con-

céntrica

Na Fig. 4.8, a amostra formada por dois cilindros concéntricos de raio r € comprimento [ é
ilustrada. Como o cilindro externo possui raio r, € o cilindro interno possui raio 1, as superfi-
cies da amostra cilindrica devem distar entre si uma espessura dada por o — ;. Assim como
na secdo 3.3.3, no exemplo da amostra cilindrica, considera-se também a simetria rotacional e
translacional do parametro de ordem no volume da amostra em torno da direcdo z, tornando-o
dependente apenas da coordenada r. Portanto, um funcional geral que descreve a energia total

da amostra pode ser dado por

]:///@[S(r),S’(r),r]dr+jéfs(S)dE, @.11)

em que, o primeiro termo na Eq.(4.11) descreve as contribuicdes de volume da amostra e o
segundo as contribui¢des de superficie da mesma. Além disso, o pardmetro f;(.S) deve depender

dos parametros de ordem nas interfaces da amostra.
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Figura 4.8: (a) Ilustracdo da amostra de CLN cilindrica concéntrica. (b) A vista de topo da amostra
demonstra os raios dos cilindros interno e externo os quais sdo dados por 1 € 79, respectivamente.

Como o pardmetro de ordem microscépico ndo depende das coordenadas ¢ e z, a integra-
cdo sobre as mesmas coordenadas pode ser realizada, obtendo-se um funcional que descreve a

energia total por unidade de comprimento, e este € representado na seguinte forma:

I

:ﬁ:

F1S(r)] /r2 Q[S(r), S (r), rlrdr 4+ fs,(S1) + fs,(S2). (4.12)

T1
Logo, pelo método variacional, deve-se obter uma fun¢do que permite extremizar o funcional

descrito na Eq.(4.12). Com base nos célculos apresentados na se¢des 3.2.2 e 3.2.3, indica-se
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uma fungdo S(r) € C} que extremiza o funcional e esta, por sua vez, pode ser variada por um
pequeno pardmetro € associado a uma fungdo arbitraria v(r) € C4.

Considerando o funcional dado pela Eq.(4.12) como uma funcdo ordindria do parametro
€, sua minimizag¢do pode ser obtida quando ¢ = 0, i.e., pelo método variacional a seguinte

operacdo deve ser efetuada:

OF = {@} = { d /TQCD[S(T),S’(T),T]T‘dT%- fs:(S1) +f52(52)} =0,

de de J,, o

_ {/ PMS 92 o rdr+df81(51)+df”(52)} =0,
1 e=0

S e + 05’ Oe de de
(4.13)

portanto, no integrando da Eq.(4.13), em conjunto as derivadas em relagao a € das contribuicdes
de superficie fs, e fs,, representadas por

dfsl o af81 aSl o 8f81U<T ) e df82 o 8f52 852 o afsgv
de ~ 0S, 9¢  9S, ' de ~ 0Sy, 0c 05,

reescreve-se a Eq.(4.13) na seguinte forma:

dF B T2 a_(I) 0o , afsl afs2
{ELO{/H [8SU<T)+85’U(T)1 rdr + aslv(n)+ 8520(7«2)} :0. (4.15)

O segundo termo do integrando na Eq.(4.15) deve ser integrado por partes, logo, a variacao do

(r2), (4.14)

funcional descrita na mesma equacdo pode ser reescrita como

5] L a ] o]
*6), 5] op

[ /00 ofs,
+ { - (aS/)rl + 851] v(rl)} :0, (4.16)

e=0

portanto, a equacdo diferencial de Euler-Lagrange pode ser obtida a partir da Eq.(4.16), repre-

sentada por

od d [8@1 —0, 4.17)

aS  dr |09

e esta, por sua vez, deve ser solucionada com as seguintes condi¢des de contorno:
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D\  Of, 00\ = Of,
_ (aS') tae =0 e (an) + 55 =0 (4.18)

para 7 e 1o, respectivamente, com as fungdes arbitrarias v(r1) # v(re) nas superficies da
amostra cilindrica concéntrica.

Em seguida, o formalismo de Landau-de Gennes deve ser empregado na energia total da
amostra, na qual utiliza-se o método variacional previamente descrito nesta secdo como fer-
ramenta para a obten¢do da equacdo diferencial do problema em conjunto as suas respectivas

condicdes de contorno.

4.3.1 Abordagem da teoria de Landau-de Gennes

O problema da amostra de CLN cilindrica concéntrica em torno do formalismo de Landau-

de Gennes leva o funcional, dado pela Eq.(4.11), a ser escrito da seguinte maneira

= [ f{rmsm] 2 (g)ﬂ}dmm
- /0 l /0 " / N GS(r)6(r — r)rdrdédz — /0 l /O - / N GS(r)o(r — ry)rdrdedz,

(4.19)

definido como a energia total da amostra em estudo. De forma andloga ao problema apresentado
nasec¢do 3.3.3, otermo f;[S(r)], i.e., a densidade de energia livre na teoria de Landau-de Gennes
sem a variacao espacial do parametro de ordem pode ser dada pela Eq.(3.51), escrita como

B . C

553(7“) + ZS‘*(r). (4.20)

Novamente, os parametros materiais, a, B, C, L e T, comumente utilizados na expansio de

AISE) = 5T - T1)5(r) -

Landau-de Gennes estdo contidos em f1[S(r)]. As duas dltimas integrais triplas na Eq.(4.19)
referem-se as contribuicdes superficiais da amostra, na qual analogamente ao caso cilindrico
da secdo 3.3.3, os potenciais de interacdo entre as moléculas liquido-cristalinas e as superficies
sdo caracterizados como de curto alcance. Assim, se faz presente as fungdes delta de Dirac
nas duas superficies 7, e o da amostra cilindrica (veja Eq.(4.19)). Considera-se o parametro GG
como a magnitude do potencial de interacdo com o mesmo valor préximo as duas superficies
do substrato.

Integrando o funcional dado pela Eq.(4.19) em relacdo as coordenadas ¢ e z, pois como
mencionado, o parametro de ordem microscopico deve depender apenas da coordenada 7,
obtém-se como resultado a energia livre total da amostra por unidade de comprimento e com o

auxilio da Eq.(4.12), tem-se o seguinte funcional:
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F[S(T’)] — % _ /TQ{Tfl[S(T)] -+ g (%) T}d?” — G517’1 — GSQ?”Q. (421)

Portanto, utilizando-se a Eq.(4.17), a equacdo de Euler-Lagrange obtida no formalismo de

Landau-de Gennes pode ser escrita como

oo [1dS &S
sl =215+ 55 @)
ou ainda
_TS(r) — BS? sy — | 195, &5
ao(T — T*)S(r) — BS*(r) + CS (r)_L[T i dr2]’ (4.23)

ao considerar todos os termos na expansao de Landau-de Gennes. A defini¢do que se tem acerca
da equacgdo de Euler-Lagrange obtida (Eq.(4.23)), € de uma equacdo diferencial ordindria de se-
gunda ordem ndo linear e de grau trés. Logo, uma equacao diferencial deste tipo dificilmente
¢ solucionada de forma analitica, no entanto, o uso de métodos numéricos sao indispensaveis
para poder contornar este problema. Como a Eq.(4.17) deve ser solucionada com as condi-
coes de contorno indicadas pela Eq.(4.18), a equacdo de Euler-Lagrange do presente problema
dada pela Eq.(4.22) também deve ser solucionada pelas mesmas condi¢des. Na Eq.(4.21), sao

considerados os seguintes termos

f51 =—-GSir e fsz = —GSor,

os quais sdo definidos como as contribuicdes superficiais provindas de cada borda da amostra,

com o uso da Eq.(4.18), o seguinte resultado pode ser obtido:

©) -« (®

r=ri
O problema da amostra de CLN cilindrica concéntrica, daqui em diante, se resume em poder

G
=7 (4.24)

r=ro

determinar o perfil do parAmetro de ordem S(r) utilizando a equacgdo de Euler-Lagrange (veja
Eq.(4.23)) com auxilio das suas condi¢cdes de contorno descritas na Eq.(4.24). Em seguida, de-
vida a complexidade em solucionar o problema proposto de forma analitica, o método numérico

¢ aplicado a amostra cilindrica.
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4.4 Método numérico aplicado a ameostra cilindrica concén-

trica

ApO6s a obtencdo da equacdo de Euler-Lagrange e suas condicdes de contorno no problema
de tentar delinear o perfil do pardmetro de ordem microscopico na transi¢do de fase N-I em
uma amostra de CLN cilindrica concéntrica, uma maneira alternativa em solucionar a Eq.(4.23)
pode ser imposta numericamente.

O método numérico utilizado estd embasado em um software de computador chamado
Mathematica®, mas também pode ser empregado em outros softwares. Entretanto, para a
insercdo do método no software citado e, consequentemente, a realizacdo da construcao do
algoritmo, é preciso que a equacgdo diferencial do problema dada pela Eq.(4.23) seja rearranjada

na seguinte forma:

r
L

em que o termo de temperatura associado ao parametro material a na expansiao de Landau-de

(atS — BS* +CS*) = S +rS”, (4.25)

Gennes € escrito como ¢t = T — T* (temperatura reduzida). Os termos S’ ¢ S” sdo, respecti-
vamente, as derivadas de primeira e de segunda ordem em relagdo a r do parametro de ordem.
Além disso, os valores dos parametros materiais na densidade de energia livre de Landau-de
Gennes (veja Eq.(4.20)) devem ser definidos no cabegalho do algoritmo. No entanto, estes
parametros sdo os mesmos utilizados no trabalho de Sheng apresentado na secdo 3.3.1 para o
CLN PCB confinado em amostras planares [5], em que, a = 0, 065[J/cm®*K], B = 0, 53[J/cm?],
C =0,98[J/cm®] e L = 4,5x10714[J/cm]. O valores de r devem ser dados em 107 centimetros
([em]).

Com o cabegalho do algoritmo pré-estabelecido, a busca para a solu¢do da Eq.(4.25) e, con-
sequentemente, o perfil do parametro de ordem microscépico, pode consistir em duas maneiras:
a primeira em que o perfil de S dependa da espessura da amostra e a segunda sendo a depen-
déncia de S em relagdo a temperatura da amostra. Assim, hd a necessidade da construg¢do de
um segundo algoritmo, mas com o mesmo cabegalho anteriormente pré-estabelecido possuindo

pequenas modificagdes, as quais sdo posteriormente discutidas.

4.4.1 Parametro de ordem dependente da espessura da amostra

Na primeira situacdo, além do cabecalho mencionado na secdo prévia, o algoritmo deve
conter os valores dos raios dos cilindros interno e externo da amostra. Para resolver o problema
numericamente se faz necessdria uma condic@o inicial (S(r;)) e a derivada (S'(r)). Porém, o
que o problema oferece sdo apenas as derivadas nas bordas da amostra (veja Eq.(4.24)). Assim
sendo, o algoritmo deve definir uma fun¢do cujo valor de entrada seja o valor do pardmetro de
ordem S na superficie r; para resolver a equacdo de Euler-Lagrange, dada pela Eq.(4.25), e

fornecer um valor de saida que seja dado por S’ na superficie localizada em r3. Desse modo,
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4.4. Método numérico aplicado a amostra cilindrica concéntrica

quando o valor de S’(r9) satisfizer a segunda condi¢do da Eq.(4.24), entdo essa serd a solugdo
do problema para as condic¢des fornecidas.

As duas condi¢des de contorno descritas na Eq.(4.24), no presente algoritmo, assumem o
valor G = 75 x 1071°[J/cm?] nas interfaces da amostra. O ajuste da solugdo da Eq.(4.25)
deve percorrer pequenos intervalos — ajustados em 1000 intervalos entre r; € o — ao longo
da amostra, i.e., a partir da primeira condi¢do dada pela Eq.(4.24) averiguada na superficie
do cilindro interno, conforme o passo (1o — 71)/1000, a constru¢do do perfil do pardmetro de
ordem ¢é efetuada até que em r = r,, a segunda condic¢do descrita na Eq.(4.24) seja satisfeita.
Em seguida, os valores obtidos a partir do algoritmo descrito sdo exportados para um arquivo
de dados e, a partir deste, com o auxilio do software Gnuplot utilizado em computadores com
sistemas operacionais Linux, os graficos contendo informacdes acerca do parametro de ordem,

em funcdo da espessura da amostra, podem ser confeccionados (veja as Figs. 4.9 - 4.11).

0,42 0,34
— t=18 — t=22
0,4 0,32]
0,38 0,3
0,36 0,28
0 N
0,34 0,26]
0,32 0,24
0,3 0,22
0,26 0,21
0,2
0,24 0,19]
0,22 0,18
= 2017
0 A
0,2 0,16 |
0,15
0,18 -
0,14
0,161 \ \ \ | | | | 0,131 \ \ \ \ | | |
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
(1077 cm) (1077 cm)
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Figura 4.9: Pardmetro de ordem em funcdo da espessura da amostra delineado a partir dos resultados
numéricos. A amostra cilindrica concéntrica estd confinada entre cilindros de raios r; = 1 x 10~ "[cm] e
r9 = 8x 1077 [cm], com G = 75 x 10~ 1°[J/cm?] nas duas interfaces da amostra i diferentes temperaturas
t.

Fixado o valor do raio do cilindro interno, de tal maneira que r, = 1 X 1077 [cm], a partir de

alguns valores para o raio do cilindro externo dados por o = 8rq, 127, e 18r; — compondo-

88



4.4. Método numérico aplicado a amostra cilindrica concéntrica

se assim, trés amostras de espessuras diferentes — os perfis de S(r) podem ser obtidos para
diferentes valores de temperatura.

Na Fig. 4.9, estdo ilustradas algumas solugdes para S(r) em uma amostra de CLN cilindrica
concéntrica com ry = 8ry, em que € notado conforme o acréscimo de ¢ hd o decréscimo no
valor do parametro de ordem em funcao da espessura da amostra. Assim como é notado para as
amostras o = 12r; e ro = 18r; 0 mesmo comportamento de S(r) conforme o acréscimo de ¢
e, portanto, as solu¢des numéricas para estas mesmas amostras cilindricas estao ilustradas, nas

Fig. 4.10 e Fig. 4.11, respectivamente.
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0,46]

0,441

0,34
0,32]
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0,28]
£0,26]
0
0,24]

0,22
0,2
0,18

Figura 4.10: Solugdes numéricas de S(r) em fungdo da espessura da amostra. A amostra cilindrica
concéntrica estd confinada entre cilindros de raios 71 = 1 x 10~ "[cm] e 72 = 12 x 10~ "[cm], com
G = 75 x 10719[J/cm?] nas duas interfaces da amostra seguindo diferentes temperaturas ¢.

E importante notar que em ambos resultados numéricos de S(r) nas amostras o = 8ry, 121
e 18ry, representados nas Figs. 4.9 - 4.11, em um certo ponto nos volumes das amostras abor-
dadas, o parAmetro de ordem S(r) possui um valor minimo. Ou seja, conforme a temperatura
t € aplicada em toda a amostra cilindrica concéntrica, o ordenamento das moléculas de CLN ¢é
maior proximo as interfaces da amostra, onde hd a atua¢do da magnitude do potencial de inte-

racdo (G. Na Fig. 4.9, esta regido no volume da amostra r, = 8ry, onde é encontrado o valor de
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Figura 4.11: Parimetro de ordem S(r) obtido a partir dos resultados numéricos, em que a amostra
cilindrica concéntrica estd confinada entre cilindros de raios 71 = 1 x 10~ "[cm] e 9 = 18 x 1077 [cm],
com G = 75 x 107°[J/cm?] nas duas interfaces da amostra para diferentes temperaturas ¢.

minimo de S(r) estd denotada aproximadamente em torno de 7 = 3 x 10~7 [cm] para ambas as
temperaturas. Na Fig. 4.10, para a amostra r, = 127, 0 ponto em que se encontra 0 parametro
de ordem assumindo seu valor minimo, est4 aproximadamente em torno de r = 4 x 10~" [cm]
(também para as amostras contendo diferentes valores de ¢). Por outro lado, na Fig. 4.11, em
torno de r = 5 x 1077 [m] para a amostra r, = 187, com diferentes valores de temperatura ,
encontra-se o ponto em que S(r) possui seu menor valor.

Esta caracteristica notada nas amostras, v, = 87y, 127, e 18r, possibilita a identificacao
da transi¢@o de fase N-I em algum ponto do volume da amostra, quando S(r) assume seu valor
minimo para valores arbitrarios de temperatura t. Nota-se que ao extrapolar a espessura da
amostra, os valores de r s3o maiores para que S(r) assuma seu valor de minimo, mas ainda sdo
valores que nao estao centralizados na amostra.

Provavelmete, este fato ocorre devido a geometria cilindrica abordada, pois como men-
cionado, as dreas de contato dos cilindros interno e externo que as moléculas de CLN estdao
submetidas sdo diferentes.

Um outro fator que influencia na configuracao da solu¢do numérica do parametro de ordem
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S(r), além da temperatura ¢ e as condi¢des de contorno descritas na Eq.(4.24), sdo as proprias
espessuras das amostras cilindricas concéntricas.

Este fato € notado comparando-se os graficos (a), (b), (c) e (d) das Figs. 4.9 - 4.11, em
que para as suas respectivas temperaturas reduzidas, os valores do pardmetro de ordem S(r)
vao diminuindo conforme o acréscimo da espessura e temperatura da amostra. Na Fig. 4.9(a),
ou seja, para a amostra 7o = 8r, os perfis de S(r) sdo delineados em valores maiores se
comparados as amostras 7, = 12r; e 7o = 18ry, levando em conta as mesmas temperaturas
(veja, respectivamente, a Fig.4.10(c) e a Fig.4.11(d)).

Em seguida, a discussao de um segundo algoritmo e de seus respectivos resultados obtidos
¢ feita para a caracterizacdo dos parametros de ordem de volume e superficie, em relacdo a

temperatura da amostra de CLN cilindrica concéntrica.

4.4.2 Parametros de ordem dependentes da temperatura da amostra

Em um segundo algoritmo, com mesmo cabecalho descrito na secdo anterior, contendo
os parametros materiais do CLN PCB, os perfis dos parametros de ordem no volume e nas
superficies da amostra cilindrica concéntrica, conforme a variagdo da temperatura, podem ser
delineados.

Seguindo as mesmas espessuras da amostra descritas anteriormente, com o = 8rqy, 12r;
e 18ry, a busca de S(t) também consiste no ajuste da solugio da Eq.(4.25) ao passo de (ry —
r1)/1000, diferenciando-se no simples fato do novo algoritmo ser executado entre um certo
intervalo de temperatura t,,;, € tmi. Logo, dado os valores numéricos de ., € tms no cabeca-
lho do algoritmo, um intervalo de variagdo de temperatura para a execucdo de tal algoritmo €
adotado e este, por sua vez, é igual a dt = 0, 01.

Assim, a partir da constru¢do da soluc@o que reflete o pardmetro de ordem, quando esta-
belecida a condigdo inicial S(r1) e a primeira condi¢do da Eq.(4.24) em r = r; é fixada, a
cada passo (1 — 71)/1000 realizado no programa um passo dt também deve ser executado.
Portanto, o algoritmo em questdo fica encarregado de configurar a solu¢io da Eq.(4.25) até que
esta assuma novamente (assim como no caso do primeiro algoritmo da sec¢do 4.4.1) a segunda
condicdo de contorno da Eq.(4.24) em r = r5 e o valor de ¢,,4 seja atingido.

No entanto, nas condi¢des de contorno descritas na Eq.(4.24) também implementadas neste
novo algoritmo, além de utilizar novamente o valor da magnitude do potencial de interagdo
superficie-volume, G = 75 x 107'°[J/cm?], outros dois valores de G (também assumidos
nas duas interfaces da amostra) sdo empregados para a execugdo do algoritmo, a saber, G =
25 x 107[J/em?] e G' = 150 x 107'°[J/cm?]. Logo, no presente algoritmo, para cada espessura
da amostra considerada, 7, = 8ry, 179 = 127, € ro = 18r; contendo seus respectivos intervalos
particulares de temperatura (f.,;, € tmsx) € a cada valor de G mencionado, um arquivo de dados
pode ser obtido com os valores dos parametros de ordem de volume e superficie gerados e,

assim, como o primeiro algoritmo descrito na se¢do anterior (caso do perfil de S(r)), os grafi-
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cos dos mesmos parametros de ordem em funcdo da temperatura ¢ podem ser confeccionados.
Denotando-se o parimetro de ordem no volume como S, S7 como o parametro de ordem na
superficie localizada em » = 7, € S como o pardmetro de ordem na superficie r = 79, em

seguida, ilustra-se para as amostras citadas o comportamento de Sy, S; e S5 diante de .
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Figura 4.12: Pardmetros de ordem de volume (Sp) e de superficie (S e S2) na amostra cilindrica con-
céntrica 5 = 871 em funcio de ¢. A magnitude do potencial é dada por G' = 25 x 10~1[J/cm?].

Na Fig. 4.12 é demonstrado o grafico de S, S; e S; em relagdo a ¢ para a amostra r, = 81
com a magnitude do potencial de interagdo superficie-volume igual a G = 25 x 107'°[J/cm?]
nas duas interfaces. O intervalo de temperatura nesta situacdo vaide t = —0,8 at = 3,0,
lembrando que t = 7" — T™. Aproximadamente em ¢ = 1,7, o ponto em que 0s parametros
de ordem, tanto de volume, quanto os de superficie transitam continuamente € identificado.
Ainda na Fig. 4.12, constata-se que Sy, S7 € S ndo possuem valores discrepantes, levando em
conta que a amostra considerada € de menor espessura e também possui a menor magnitude do
potencial de interacdo G'.

Por outro lado, ainda com a abordagem na amostra ry = 8r;, mas com G = 75x 10719 [J/cm2]
(veja Fig. 4.13), os perfis de S, S; € S2 mostram-se um pouco mais discrepantes. O parame-
tro de ordem de superficie Sy apresenta-se com valores um pouco maiores que S, no entanto,
S e S5 possuem valores maiores do que o parimetro de ordem de volume S,. O intervalo de
temperatura para S, S; e So também estd entre t = —0,8 et = 3, 0.

Seguindo o mesmo raciocinio, na amostra cilindrica concéntrica o = 8r; com G = 150 x
1071°[J/cm?] também nas duas interfaces, os resultados obtidos para os pardmetros de ordem
diferem-se ainda mais, como demonstrado na Fig. 4.14. Nota-se que, com o aumento gradativo
da magnitude do potencial de interagcdo superficie-volume denotado por (=, contempla-se o
aumento na temperatura de transi¢do N-I dos pardmetros de ordem Sy, S e Ss.

A partir das Figs. 4.12 - 4.14, em que os valores de GG sdo dados, respectivamente, por
G = 25 x 1071%J/em?], G = 75 x 1071%[J/em®] e G = 150 x 107'°[J/cm?] na amostra de
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Figura 4.13: Comportamento dos pardmetros de ordem de volume (S3) e de superficie (S e S2) na
amostra cilindrica concéntrica o = 871, em fungdo de ¢ com G = 75 x 10~19[J/cm?].

0,8

0,7

0,6
o 0,5

0,4

0,3

0,2 | | | | | | | |

Figura 4.14: Comportamento do parametro de ordem de volume (S;) e dos parametros de ordem de
superficie (51 e S2) em fungdo de ¢ na amostra cilindrica concéntrica 7o = 8ry, em que nas duas
superficies tem-se G' = 150 x 10~19[J/cm?].

CLN cilindrica concéntrica de espessura o = 8r1, a diferenca entre os parametros de ordem de

superficie, S e Ss, representada por

0S5 =5y — 54, (4.26)

pode ser ilustrada conforme a temperatura ¢ (veja a Fig. 4.15). Como foi constatado que os
pardmetros de ordem na amostra 7, = 8r; pouco se diferenciam, na Fig. 4.15, para cada
valor de GG considerado, observa-se que pouco se acentuam as curvas das diferencas entre os

parametros de ordem das superficies.
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Figura 4.15: Diferenca entre os parametros de ordem de superficie S; e S versus temperatura ¢ na
amostra ro = 8r; para diferentes valores de GG (dado em [J/ch]).

Partindo para andlise em outra amostra, vy = 1271, em que, G = 25 X 10*10[J/cm2] nas duas
superficies, os perfis dos parametros de ordem no volume e na superficie também podem ser
esbocados. De forma andloga ao caso demonstrado anteriormente da amostra 7, = 8r; com 0
mesmo valor da magnitude do potencial de interagdo (ver Fig. 4.12), pouco se diferem Sy, Sy e
S, no gréfico representado na Fig. 4.16. Além do mais, no intervalo de temperaturat = —0,8 a
t = 3,0 também se encontra um ponto em comum para a identifica¢do da transicao N-I, mas de
forma descontinua (ou de primeira ordem), cujo valor estd em tornode ¢ = 1,4 na Fig. 4.16. Ou
seja, com o baixo valor de (G ainda permanece pouca a discrepancia nos valores dos parametros
de ordem de volume e de superficie, mesmo sendo uma amostra maior (r, = 12r7).

O cendrio na amostra cilindrica concéntrica ro = 12r;, com G' = 75 x 107'°[J/cm?] nas duas
interfaces ndo é muito diferente daquele constatado na Fig. 4.13 para a amostra r, = 8r;. Com
um valor de G um pouco maior, nota-se também que hd uma diferenca maior entre os valores
dos parametros de ordem S, S; e S5. Na Fig. 4.17, com intervalo de temperatura ¢ também
entre t = —0,8 et = 3,0, a partir de ¢ = 2, 2 identifica-se o0 menor valor de temperatura para a
transicdo N-I pertencente ao parametro de ordem no volume S,. Gradativamente, os respectivos
valores da temperatura de transicdo para S; e So podem ser encontrados na Fig. 4.17, pois S,
possui temperatura de transicdo maior que S;. Além do mais, diferentemente do caso em que
G = 25 x 107'%[J/cm?] para a amostra r, = 12r; (veja Fig. 4.16), a transi¢io N-I de Sj, S; e
S, torna-se continua (ou de segunda ordem).

O tltimo caso abordado na amostra r, = 12r; é tal que, G = 150 x 107'°[J/cm?] nas duas
interfaces. Assim, também de forma andloga ao mesmo valor da magnitude do potencial de
interacao superficie-volume aplicado a amostra 7o = 8ry (veja Fig. 4.14), a discrepancia entre
os valores dos pardmetros de ordem 5, S; e Sy torna-se ainda maior. Bem como, é preciso

temperaturas maiores do que as consideradas anteriormente na Fig. 4.16 e na Fig. 4.17 para
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Figura 4.16: Comportamento dos pardmetros de ordem de volume (S;) e de superficie (S e S2) na
amostra cilindrica concéntrica v = 1211, em funcdo de t com G = 25 X 10_10[J/cm2]. Ha pouca
discrepancia entre Sy, S1 € Sz e também as transi¢des de fase N-I sdo de primeira ordem.
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Figura 4.17: Parametros de ordem de volume (Sp) e de superficie (S e S2) na amostra cilindrica con-
céntrica 75 = 127 em fungdo de t. A magnitude do potencial é dada por G = 75 x 1071°[J/cm?] e as
transi¢des de fase N-I sdo continuas.

que S, S e S, transitem apds o aumento no valor de G. A Fig. 4.18 ilustra a situacdo de uma
diferenca ainda maior entre os valores dos pardmetros de ordem.

Utilizando novamente a Eq.(4.26), mas para o presente caso na amostra 7, = 121, as dife-
rengas entre os parimetros de ordem de superficie S; e Sy em fungdo da temperatura ¢ a cada
valor de GG podem ser ilustradas na Fig. 4.19. Na mesma figura, constata-se que conforme o
aumento da magnitude do potencial de interacio, os pontos de méximo das curvas vao se des-

locando no sentido positivo do eixo da temperatura t. Além disso, com a discrepancia gradativa
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Figura 4.18: Comportamento do parimetro de ordem de volume (5;) e dos parimetros de ordem de
superficie (S7 e S9) em funcgdo de ¢ na amostra cilindrica concéntrica ro = 1271, em que nas duas
superficies tem-se G = 150 x 107'[J/cm?]. Uma maior diferenga entre os valores de Sy, Si e So é
notada.

entre os valores de S; € S, conforme o aumento de G, i.e., na ordem G = 25 X 10_10[J/cm2],
G =75 x 107'°]J/cm?] e G = 150 x 107°[J/cm?], nota-se que as curvas na Fig. 4.19 vio se
acentuando cada vez mais, ligeiramente mais pronunciadas do que as curvas constatadas na Fig.

4.15 para a amostra ro = 8ry.
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Figura 4.19: Diferenca entre os parametros de ordem de superficie S; e Sy conforme a temperatura ¢ na
amostra ro = 127 para diferentes valores de G (dado em [J/cm?)).

Em uma dltima amostra de CLN cilindrica concéntrica, ro = 18r, a andlise dos perfis dos
parametros de ordem Sj, S; e S; perante a temperatura ¢ também € realizada. Com o mesmo

intervalo de temperatura estabelecido nas amostras o = 87y e ro = 127y, a Fig. 4.20 representa
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as curvas de 5,, S; e Ss no caso, em que a magnitude do potencial de interagdo superficie-
volume € igual a G = 25 x 107'°[J/cm?] nas superficies 7 = r; e r = r, da amostra em
consideragdo. De forma andloga ao que ocorre nas amostras cilindricas de espessuras 7y = 87
e, em especial, 7o = 12r; com o mesmo valor de G, como demonstrado na Fig. 4.12 e na Fig.
4.16, no caso r, = 181y, as diferencas entre os parametros de ordem se destacam mais (veja a
Fig. 4.20).

Portanto, com o aumento da espessura da amostra e mantendo-se 0 mesmo valor da mag-
nitude do potencial de interacdo G, percebe-se uma ligeira discrepancia entre Sy, S; e Sy para
temperaturas relativamente mais baixas. Contudo, com a diferenga entre os valores dos para-
metros de ordem, nota-se também a distin¢@o entre as temperaturas de transi¢cdo N-I para S,
S1 e Sy, como ilustrado na Fig. 4.20. Em torno do ponto ¢ = 1, 2, nota-se que a transi¢do de
fase N-I para os parametros de ordem .S, S; e S5 € de primeira ordem, ou seja, caracteriza uma

transicao N-I descontinua.
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Figura 4.20: Comportamento do parimetro de ordem de volume (S5;) e dos parimetros de ordem de
superficie (S7 e S2) em funcdo de ¢ na amostra cilindrica concéntrica ro = 187, em que nas duas
superficies tem-se G' = 25 x 10719[J/cm?]. Uma pequena diferenca entre os parimetros de ordem pode
ser notada. A transicdo N-I é descontinua em torno da temperatura t = 1, 2.

Uma diferengca maior entre os parametros de ordem pode ser notada a partir da Fig. 4.21,
pois o aumento no valor de GG nas duas superficies da amostra r, = 18r; é considerado, de
tal maneira que, G = 75 x 107'°[J/cm?]. Em relagio ao caso da amostra anterior 7, = 187,
com G = 25 x 1071%[J/cm?] ilustrada na Fig. 4.20, as respectivas temperaturas de transi¢io
pertencentes a .S, S e S5 sdo um pouco maiores (veja a Fig. 4.21). Entretanto, com o aumento
no valor de G a transi¢do N-I também passa a ser de segunda ordem (compare com a amostra
r9 = 121, no caso G = 75 x 107'°[J/cm?], Fig. 4.17).

Uma dltima situacdo abordada na amostra cilindrica concéntrica v, = 18r; € analisada

quando nas duas interfaces da amostra G' = 150 x 107'°[J/cm?]. Na Fig. 4.22, estdo ilustrados
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Figura 4.21: Parametros de ordem de volume (Sp) e de superficie (S; e S9) na amostra cilindrica
concéntrica 72 = 18r; em funcdo de ¢{. A magnitude do potencial nas duas superficies é dada por
G = 75 x 10719[J/cm?]. H4 o aumento na discrepancia entre os valores de S, S1 e So.

os perfis dos parametros de ordem 5y, 57 e S, em relag@o a temperatura . Assim como nos casos
das amostras r, = 8ry e ro = 12r; possuindo a magnitude do potencial de interac@o superficie-
volume igual a G = 150 x 107'°[J/cm?] nas duas interfaces (consulte, respectivamente, a Fig.
4.14 e a Fig. 4.18), para a amostra 7o = 18r; constata-se que a diferenga entre os valores Sy,
S; e S é ainda maior quando comparados a situagio em que G = 25 x 1071%[J/cm?] e G =
75 x 1071°[J/cm?] nas duas interfaces da amostra de mesma espessura. Isto pode ser analisado
comparando-se a Fig. 4.22 com a Fig. 4.20 e a Fig. 4.21, respectivamente. Logo, seguindo este
raciocinio, as temperaturas para as transicdes N-I dos pardmetros de ordem S;, S; e S, acabam
sendo ainda maiores do que nos casos G = 25 x 107°[J/cm®] e G = 75 x 107'°[J/cm?] na
amostra cilindrica concéntrica ro = 187, (veja Fig. 4.22 e compare com Fig. 4.20 e Fig. 4.21).

Na Fig. 4.23, a diferenca entre os valores dos pardmetros de ordem de superficie S; e S5 em
relag@o a temperatura ¢ conforme o aumento gradativo de GG € ilustrada para amostra cilindrica
concéntrica de espessura ro = 187;.

Como anteriormente mencionado na Eq.(4.26), o termo 0.5 refere-se a diferenga entre .S,
e S5. Novamente, assim como demonstrado na Fig. 4.19 para a amostra r, = 127, nota-
se que as curvas de 0.5 se acentuam cada vez mais conforme o aumento das magnitudes dos
potenciais de interacdo atuantes nas interfaces da amostra ro = 18r;, na seguinte ordem G =
25 x 1071°0J/cm?], G = 75 x 107 °[J/em?] e G = 150 x 107'°[J/cm?]. Adicionalmente, os
pontos de maximo das curvas 6.5 estdo deslocados se comparados ao sentido positivo do eixo
da temperatura ¢t na mesma ordem em que o valor de G aumenta (veja Fig. 4.23). Ou seja, ha
a necessidade de temperaturas mais altas, para que haja a transi¢do de fase dos parametros de
ordem de superficie quando os valores de GG s30 maiores.

Os resultados obtidos por meio do método numérico sdo de grande serventia para a com-
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Figura 4.22: Parametros de ordem de volume (Sp) e de superficie (S; e S2) na amostra cilindrica
concéntrica 72 = 18r; em funcdo de ¢{. A magnitude do potencial nas duas superficies é dada por
G =150 x 10_10[J/cm2] e, neste caso, a diferenca entre os valores de Sy, S € S2 é ainda maior.
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Figura 4.23: Diferenca entre os parimetros de ordem de superficie S7 e So em relacio a temperatura ¢
na amostra 72 = 1871. As curvas de §S sdo plotadas para diferentes valores de G' (dado em [J/cm?]).

paracdo e constatacao dos resultados obtidos pelo método computacional. Porém, as principais
caracteristicas acerca dos parametros de ordem de volume (S5;) e de superficie (57 e S;) em
relacdo a temperatura ¢ sdo o aumento da diferenca entre seus valores, conforme o aumento
da espessura da amostra considerada e o aumento da diferenga entre seus valores, conforme o
aumento da magnitude do potencial de interacdo superficie-volume . Consequentemente, em
cada amostra de espessura diferente o = 87y, 79 = 1217 € ro = 18r, constata-se o aumento da
temperatura de transi¢do N-I dos pardmetros de ordem .Sy, S; e So conforme o crescimento do

valor de G. Particularmente, a discrepancia entre os valores dos pardmetros de ordem na super-

99



4.4. Método numérico aplicado a amostra cilindrica concéntrica

ficie r = 1 (51) e na superficie r = ry (S3) pode ser apurada de acordo com a temperatura ¢
em todas as amostras cilindricas concéntricas anteriormente citadas.

De maneira geral, os graficos dos parametros de ordem obtidos na simulacao apontam para
uma diferente temperatura de transicao nas duas interfaces e, essas sao diferentes da temperatura
de transicdo do volume, diferentemente dos graficos dos parametros de ordem obtidos pelo
método numérico, em que a transi¢ao de fase N-I ocorre na amostra inteira. Isso provavelmente
se deve a drea de contato da amostra com a superficie, que € diferente nas duas paredes. A
medida que os raios aumentam, mas a espessura se mantém pequena, deve-se esperar que 0s

resultados se assemelhem aqueles obtidos por Sheng [5].
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Neste trabalho, diversos problemas envolvendo a determinagdo dos perfis do pardmetro de
ordem microscépico em relagdo a espessura e temperatura da amostra foram investigados. Para
1sso, um compreendimento melhor acerca das transicoes de fase que podem ocorrer em sistemas
liquido-cristalinos se fez necessario, como abordado no capitulo 2 desta dissertacdao. Logo,
uma descri¢do termodinamica da teoria de Landau-de Gennes no caso dos nemaéticos uniaxiais
foi realizada, na qual mostrou-se possivel determinar a temperatura critica para uma transi¢ao
nemadtica-isotrépica (N-I) 7. ~ Tx_;. Em seguida, no capitulo 3, a fim de caracterizar de
forma mais realistica a densidade de energia livre de Landau-de Gennes, levou-se em conta a
variagdo espacial do parametro de ordem. No entanto, nos calculos para a obten¢do da variagdo
espacial de S, as variagdes espaciais do vetor diretor n também sao obtidas, mas estas ndo foram
consideradas para o presente propdsito. A contribui¢do de n na densidade de energia livre esteve
presente somente quando este, por sua vez, se manteve fixo e associado a um termo da variagao
espacial do parametro de ordem (n - S ).

Seguindo os trabalhos de Ping Sheng, na qual os cristais liquidos nematicos (CLN) eram
confinados em amostras planares, se fez necessdrio conceber um potencial de interacdo entre
as moléculas e superficie da amostra. Este mesmo potencial é caracterizado pelo parametro de
ordem, uma magnitude de interacdo superficie-volume (G ou ainda g) e pela fungéo delta de
Dirac reforcando sua validade apenas proximo as interfaces da amostra. De posse da densidade
de energia livre de Landau-de Gennes contendo a variagdo espacial do pardmetro de ordem e
o potencial de curto alcance, o primeiro exemplo estudado foi o problema da amostra planar
semi-infinita. Apds descrever a energia total da amostra e obter uma equacgdo diferencial do
problema por meio do método variacional, o método de Sheng € empregado e essa equacao
diferencial é resolvida integrando-a numericamente. Neste problema, levou-se em conta os
valores dos parametros materiais do CLN PCB, e o perfil do parametro de ordem de superficie
pdde ser esbogado em fungdo da temperatura para valores diferentes de g. Constata-se que, o
comportamento da transi¢cao de fase N-I proxima a interface, a principio, € de primeira ordem,
mas conforme o aumento da temperatura, para um certo valor de g critico, a transicao de fase
se torna continua (ou de segunda ordem).

No exemplo seguinte, a amostra planar finita também foi analisada. Neste problema, além
da determinagdo do parametro de ordem de superficie como no caso anterior, 0 comportamento

do parametro de ordem no volume da amostra também podde ser delineado em func¢do da tem-
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peratura. Analisados ambos os parametros de ordem tanto de volume quanto de superficie para
apenas dois valores distintos de g, notou-se que conforme o acréscimo da temperatura e o des-
créscimo da espessura da amostra, as curvas que representam as transi¢oes de fase passaram de
descontinuas para curvas continuas a uma certa espessura critica da amostra. Mais uma vez, os
valores dos parametros materiais do CLN PCB foram levados em conta. Observou-se que com
a variacdo de g houve a mudanga no valor da espessura critica em que ocorria a mudanga das
transi¢oes de fase de primeira para segunda ordem.

Finalizando o capitulo 3, a densidade de energia livre no formalismo de Landau-de Gennes
discutida anteriormente foi empregada em uma amostra cilindrica. Levando-se em conta a
simetria rotacional e longitudinal do parametro de ordem e, também, o potencial de interacao
de superficie de curto alcance, uma descricdo da energia total da amostra foi realizada e com sua
minimizac¢do, uma equacdo de Euler-Lagrange do problema foi obtida. No entanto, neste caso,
desconsiderando os termos S* e S* na expansdo de Landau-de Gennes, obtém-se como solugio
da equacao diferencial o perfil do parametro de ordem do volume da amostra em funcdo do
raio da mesma e do comprimento de correlacdo . A minimizacdo do funcional em termos do
parametro de ordem de superficie no caso cilindrico leva esse mesmo parametro a ser descrito
em termos da temperatura e dos valores de G.

O dltimo capitulo desta dissertacao foi destinado ao estudo das transicdes de fase N-I em
uma amostra de CLN confinada entre dois cilindros concéntricos. Para isso, foram fundamen-
tais as descri¢des dos parametros de ordem de volume e de superficie em termos da espessura
e temperatura da amostra. No entanto, a principio, este problema foi tratado pelo método de
Monte Carlo via algoritmo de Metropolis, em que as interacdes entre as moléculas eram regidas
pelo potencial de interacdo de Lebwohl-Lasher. Amostras de diferentes espessuras, com raio
do cilindro externo mantido fixo, a diferentes temperaturas foram simuladas. Duas situacdes
na simulagdo permearam sobre a amostra em questdo. Uma em que o ancoramento era consi-
derado radial e outra em que o ancoramento era axial nas duas superficies da amostra, porém,
de maneira geral, ndo houve muitas discrepancias observadas nas duas situacdes. Conclui-se
que, o parametro de ordem delineado a temperaturas proximas a transicdo de fase N-I tem seu
valor diminuido nio apenas com o aumento na temperatura, mas também pelo decréscimo da
espessura da amostra.

Se tratando dos perfis dos parametros de ordem das superficies e do volume da amostra em
relacdo a temperatura, uma maior diferenciacio entre os seus respectivos valores é observada.
Nas duas situacdes de ancoramento, constatou-se que os parametros de ordem de superficie
transitam continuamente conforme o aumento da temperatura, no entanto, o parametro de or-
dem préximo a interface externa possui valores maiores do que o parametro de ordem préximo a
interface do cilindro interno. O parametro de ordem de volume em funcao da temperatura sem-
pre manteve um valor menor em relagdo aos parametros de ordem nas duas superficies, além
disso, para amostras de espessura maior, o parametro de ordem de volume transita desconti-

nuamente, correspondendo a uma transicao de fase N-I de primeira ordem no volume. Porém,
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para espessuras mais finas esta transicdo se torna continua, como esperado se comparada aos
resultados de Sheng acerca da amostra planar.

Outro fator levado em conta a partir da obteng¢do dos dados da simulacdo, em ambos os casos
de ancoramento, € a energia interna da amostra. Ilustrada em termos da temperatura reduzida,
a energia interna pdde ser analisada proxima as superficies interna e externa da amostra, bem
como, no volume da mesma onde o parametro de ordem demonstrou ter valores menores. A
capacidade térmica da amostra também foi calculada e ilustrada, porém para uma amostra de
espessura mais grossa, evidenciando que préximo as superficies também ocorrem transi¢des de
fase a certos valores criticos de temperatura.

O capitulo 4 € finalizado com a descri¢do variacional do problema da amostra de CLN ci-
lindrica concéntrica. Utilizando o formalismo de Landau-de Gennes descrito nos trabalhos de
Sheng, uma energia total da amostra com contribui¢des de volume e superficie foi esbocada.
Com sua minimizagdo obteve-se a equacdo de Euler-Lagrange e suas respectivas condi¢oes
de contorno, considerando o mesmo valor de GG nas duas superficies. Trata-se de uma equa-
cdo diferencial invidvel para ser solucionada de forma analitica, logo, o método numérico foi
empregado por meio de algoritmos em um software de computador apropriado. Com os da-
dos obtidos, os perfis dos parametros de ordem de volume e superficie em relacdo a espessura e
temperatura da amostra também foram analisados utilizando os mesmos valores dos parametros
materiais do CLN PCB.

No contexto em que os perfis dos parametros de ordem foram esbocados em termos da es-
pessura da amostra, a conclusao observada foi a mesma analisada pelo método computacional,
em que conforme o acréscimo na temperatura ¢ o decréscimo na espessura da amostra, os va-
lores dos parametros de ordem no volume decresciam. No entanto, no caso dos pardmetros de
ordem de volume e superficie serem concebidos em termos da temperatura, alguns valores de
G foram levados em conta. Constatou-se que, além do aumento da temperatura, o acréscimo
gradativo de (G nas interfaces da amostra levou os valores dos pardmetros de ordem se dife-
renciarem ainda mais. A diferenca entre os parametros de ordem nas superficies foi ilustrada
em relacdo a temperatura para os diferentes valores de G com o intuito de demonstrar que as
transi¢des de fase N-I ocorrem proximas as interfaces da amostra.

De forma geral, o trabalho viabilizou a concordincia entre a maioria das conclusdes ob-
tidas a partir dos resultados da simula¢do computacional. Entretanto, teoria e simulagdo nao
concordam quando se trata dos valores das temperaturas para as transi¢des de fase que ocorrem
proximas as interfaces da amostra cilindrica concéntrica, mas concordam que as mesmas devem
ter valores de temperaturas de transi¢ao diferentes daquelas observadas no volume. Logo, deve-
se levar em conta que as dreas de contato das duas superficies da amostra sdo diferentes. Para o
caso numérico, € esperado uma semelhanga com os resultados obtidos por Sheng para os perfis
dos parametros de ordem quando ha uma espessura menor considerada na amostra cilindrica

concéntrica.
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POLINOMIOS DE LEGENDRE

Neste apéndice, para uma melhor compreensdo da apari¢do do imprescindivel segundo po-

lindmio de Legendre na descri¢dao do parametro de ordem dos cristais liquidos nemaéticos, inicia-
se a proposta dada a equacgdo diferencial de Legendre

d dy

— (1 =2*)—=| = Ay =0. Al
dx {( v )dx} Y A1)
Impondo-se a condi¢do de limitagdo entre x = +1 para a solug@o y(x), a Eq.(A.1) torna-se

uma equacdo caracteristica. Assim, as possiveis solucdes podem ser representadas por séries de
Maclaurin em torno de = = 0, no entanto, em geral, elas divergem em |z| = 1.

Logo, obtém-se as funcdes caracteristicas deste problema caso as solugdes se reduzirem a
polindmios por meio da exce¢do

A=—=l(l+1), (A.2)
com/ =0,1,2,.... Portanto, a Eq.(A.1) € reescrita como
d dy
— (1 =2)=| +l(l+1)y= A3
-] =0 (a3)
e possui como solucdo o seguinte polindmio
[i/2]
20 — 2k)!
Ple) = 3 (~1)b | 2 A4
(o) =2 (1) I — 2k (I — k)T A4

que nada mais € o conhecido polindmio de Legendre, e, além do mais, o simbolo [/ /2] refere-se
ao maior inteiro contido em [/2, i.e., tem-se

L] _ L se 1 é par;
21 7] =L

5~ se [ € impar.

H4 vérias propriedades importantes obtidas a partir dos polindmios de Legendre dada pela

Eq.(A.4), no entanto, com diferentes métodos as mesmas propriedades também podem ser facil-
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mente deduzidas. Um dos métodos diz respeito a fung¢do geradora dos polinomios de Legendre,
uma funcao caracteristica muito util para a aplicagdo e obtencao dos polindmios de Legendre
a partir dos problemas de Sturm-Liouville [43]. Por outro lado, além da funcio geradora, um
outro método ttil no estudo das propriedades dos polindomios de Legendre - € também uma

maneira de escrever os polindmios - € dada pela férmula de Rodrigues

1 d

P(z) = ﬁ@(x -1 (A.5)

na qual, em conjunto com a Eq.(A.4) esta relacdo € verificada e por meio desta, alguns dos

polindmios de Legendre de ordem mais baixa sdo obtidos e listados' logo abaixo

PO = 1,
P =
1 2
P, = 5(33: —1);

1
Py = 5(5x3 — 3x);

1
P, = g(3591;4 — 302° + 3);

1
Py = g(63x5 — 702 + 157),

e estdo representados na Fig. A.1.

+-1.0.

Figura A.1: Representagio dos polindmios de Legendre de ordem mais baixa?.

Para melhor entendimento acerca das definicdes, aplicagdes e das propriedades gerais dos

polindmios de Legendre, vide referéncia [43].

'Inclusive o segundo polindmio de Legendre bastante utilizado na caracterizacio do parimetro de ordem nematico.
2Figura adaptada de Fisica Matemdtica, Butkov, 2011, p. 353.
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A convencdo de Einstein para somatérios deve ser empregada ao célculo da forma tensorial
do parametro de ordem na expansdo de Landau-de Gennes, como demonstrado na secdo 2.3.3,
do capitulo 3. E importante notar que esta mesma convencio ¢é ttil para a obtencio das energias
eldsticas dos cristais liquidos nemadticos em outros contextos, por exemplo a energia eldstica
de Frank [31]. Em seguida, a importincia das grandezas denominadas delta de Kronecker e
o simbolo de Levi-Civita sdo levadas em conta para a reduc@o de calculos na qual apresentem
notacdes de somatorios [44].

Um vetor qualquer ¥ = 7,6, + 22€> + x3¢3 contida em uma base candnica R? (veja Fig.

B.1), pode ser reescrito da seguinte forma:
3
T = E T;€;, (B.1)
i=1
em que a base ortonormal é dada por {¢}, €5, €3}, logo,
€i'€j:51'j, ei’ekzéik c ej~ek:§jk,

sendo ¢,,,,, a delta de Kronecker, a qual possui as seguintes condicoes

1 se m =n.

5mn = { 0 sem 7é " (BZ)
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Figura B.1: Vetor & contido na base candnica R3.

Portanto, o produto entre dois vetores € calculado como:

8y

i J %
= inyj(sijzzmi Yi Oii :inyi-
2y 7 1 2

Na Eq.(B.1), o indice de somatério i € as vezes chamado de indice mudo, pois sua variagao
indica as expressdes que podem ser somadas, além disso, o mesmo indice ¢ pode ser substituido
por outro que ndo seja utilizado, i.e., ¥ = x;6; = x;€;. Este indice, por ndo ser livre para
representar qualquer um dos valores possiveis — de 1 a 3 neste caso —, € denominado também
de indice ligado, pois estd condicionado em um somatério com a funcao de gerar termos que sao

somados em um intervalo de 1 a 3. H4 alguns exemplos desta convengdo para produto escalares

entre vetores:

— —

* Ty =€ Y€ = Y0 = Ty Ou Ty

o fé’zzxjé;é;:xzéwle ou l’]é}a,

o |Z]*> = x;z; = 2? = (0 que justifica admitir o indice 7 em z? repetido e indicando um
somatorio).

Supondo a expressao

1171 + G12T9 + @133 + A1474
aijxj = 211 -+ A929T9 + 233 -+ 244

(31%1 + 3202 + A33T3 + A3474
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emque: = 1,2,3ej = 1,2, 3,4, ndo € dificil notar que j € o indice mudo no somatério, pois
apenas ¢ pode possuir qualquer valor entre 1 e 3, ou seja, ¢« é o indice livre ou identificador.
Se por acaso um indice repetido ndo indicar um somatorio, este por sua vez, deverd ser escrito
explicitamente. Por exemplo, se V; for autovetor correspondente ao i-ésimo autovalor \; de uma

matriz qualquer A, entdo

AV, = \,V, (B.3)

nao havendo somatdrio em ¢. Outras formas de indicar o ndo uso do somatério num indice

repetido consistem em colocd-lo entre parentéses, logo, a Eq.(B.3) pode ser reescrita na forma:

AV = 2oV, (B-4)

ou ainda, pd-lo maidsculo, logo,

AVy = A\ V. (B.5)

Para o cdlculo do produto vetorial entre vetores alguns passos devem ser listados:

i) Uma permutagdo par (impar) da triade 1 — 2 — 3 € outra triade dos mesmos algarismos
restaurada por um ndmero par (impar) de transposicdes adjacentes como demonstrado na Fig.
B.2.

Figura B.2: A figura a esquerda ilustra a triade de permutacdes pares 1 —2 —3,2 -3 —1e3 —1— 2,
enquanto a figura a direita ilustra a triade de permutacdes impares 1 —3 —2,3 -2 —-1e2 -1 —3.

i) Baseando-se na Fig. B.3 e na Fig. B.4, que seguem a triade  — j — k, ou seja, uma

permutacdo par, as seguintes operagdes podem ser realizadas
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51 X 52 = 537
€y X €3 = €q,
53 X 51 = 52,

e seguindo a Fig. B.5 com permutagdes impares, obtém-se

51 X 53 = —52,
€3 X € = —€7,
52 X 51 = —eé€3

x>

o

N
<

—

Figura B.3: Ilustragdo da base candnica €; — €; — €.

R

T
o

~

Figura B.4: Ilustracdo da triade da base canonica de versores i—j— k, ou seja, que segue uma permutacao

par.
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ad

T
Y

~

Figura B.5: Ilustracdo da triade da base canonica de versores i—k —j, ou seja, que segue uma permutacio
impar.

Logo, deve-se definir com os passos i) e ii), o simbolo de Levi-Civita na seguinte forma:

1sei—j— k for uma permutacdo parde 1 —2 — 3
€k =4 —1 se i — 3 — k foruma permutacdo imparde 1 —2 — 3

0 se dois ou mais indices forem iguais.

De uma outra maneira o simbolo de Levi-Civita pode ser escrito como

ek = (=1)F, (B.6)

em que P € o nimero de transformacdes de indices adjacentes em ¢;;, ordenando a triade

1 — 2 — 3. Portanto, para as permutacdes pares ¢ obtido

eij = (—1)* =1,

ordenando a triade 1 — 2 — 3, e para permutacdes impares
1

eijr = (—1) = -1,

bem como a ocorréncia da ordenacdo na triade 1 — 3 — 2.

Identidades envolvendo a delta de Kronecker e o simbolo de Levi-Civita

i) Demonstra-se o seguinte resultado d;; = 3, caso:

bi =& &+ Bt

mas se ¢ = j = k, entdo

110



Apéndice B. Identidades vetoriais e tensoriais

dii=¢€ € +¢€-€+e-ep=1+1+1=3,

em que parai # j # k, tem-se 0;; = 0.
ii) E com a Eq.(B.7) em maos, calcula-se

5ij5ij = 5“ = 5jj = 3, pOiS 52351k = 5jk-

iii) Novamente baseando-se nas Fig. B.4 e Fig. B.5, mostra-se que

€ijk = €kij = €jki — —€ikj = —€kji = —E€jik -
~ Vv vV
permutagdes pares de i-j-k permutacdes impares de i-j-k

Para verificar as demais identidades, utiliza-se

it Oim  Oin

(B.7)

(B.8)

(B.9)

€ijk€imn = | 01 Ojm  Ojn | = 0it(OjmOkn—0in0km ) +0im (0jn0ri—0510kn ) +0in (8516 km —0jmOri).

6kl 5km 6kn

iv) Caso haja n = £, obtém-se a identidade €€k

€ijk€mk = 0i1(30jm — 20jm) + 0im (265, — 351) = 0510 jm — Gimdii-

v) Com j = m na Eq.(B.10) € obtida a seguinte identidade: €;,,,x€pmk

€imk€imk = 6zl5mm - 5im5jl
= 30i — Oy
Emki€mil = 204.

vi) A partir da identidade descrita na Eq.(B.11), pode-se ter

Emki€mkl = 2041,

e, caso [ = 1, o seguinte resultado € alcancado

Emki€mki = 20;; = 2.3 = 6.
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Algumas operacoes diferenciais em coordenadas cartesianas

Definido ¥ = x;€; como vetor posi¢do, em seguida, denota-se um campo escalar ¢(7) =

¢(z;) e um campo vetorial V (7') = V(z;), com o operador -2~ escrito na forma 9;, com intuito
oz

i

de demonstrar as seguintes operacoes:
i)ﬁ = €;0; => Operador nabla:
—é; = €;0;. (B.13)
'I,
ii)ﬁqﬁ = €;0;¢ = Gradiente de ¢:
= o . .

all'i
iii)ﬁ V= 0;V; = Divergente de V:

V-V = (aié) - (V&) = 0,Vi(& - &) = 9Vi. (B.15)

iv)V2¢ = 0,0;¢0 = Laplaciano de ¢:

Como o2 o2 92

2—_ -
v _8x2+8y2+8z2’

logo,

0? 0? 0? 0 0

V?= = ——— = 0,0,
ox? + o3 + oz Owx; Ox;
e ao ser aplicado ao campo escalar ¢ resulta-se em
V26 = 0,0,0. (B.16)

V)V2V = €;0;0,;V; = Laplaciano de V:
Aplicando-se o laplaciano calculado em iv) no campo vetorial V, obtém-se

V2V = 9,0,(Vi&;) = 0,0,V (B.17)

Vi)V x V = €;;k0;V;€, = Rotacional de V:

V x V = (&) x (Vi&;) = O,Vj(& x &) = 8;Vjeijuéh,
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logo
6 X ‘7 = eijk@ij?k. (BIS)

Vii)(ﬁ X 17) r = €ij50;V; = k-ésimo componente de V x V:

(6 X V)k = (€:0;)r x (Vj€;)r = 0iV;(€; x €;)r = (€ix0iVi€x)r = €ijx0; V. (B.19)

Logo, algumas das operacdes matemdticas complexas utilizadas nas descri¢des das energias
livres de um meio liquido-cristalino podem ser minimizadas e, até mesmo facilitadas quando

abordadas com o que fora apresentado neste apéndice.
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