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RESUMO

Para a realização deste trabalho, primeiramente, fez-se necessário separá-lo em duas par-

tes, uma teórica e outra experimental, e ambas apresentam divisões que ao final conver-

giram no confronto dos modelos teóricos com os resultados experimentais. Com o intuito

de verificar qual o melhor ajuste teórico em relação aos dados experimentais, utilizaram-

se três modelos teóricos: O primeiro modelo é de circuitos equivalentes, formados por

resistores, indutores, capacitores e um artifício empírico conhecido como elemento de fase

constante. O segundo é baseado nas equações de Poisson-Nernst-Planck, que são funda-

mentadas a partir da equação de continuidade de cargas iônicas e da equação de Poisson,

proveniente de um potencial elétrico externo aplicado na amostra. Nesse modelo, várias

situações são estudadas, cada uma com um tipo de condição de contorno para a densidade

de corrente, na região de interface entre eletrodo e amostra. O terceiro modelo é uma

analogia entre osciladores harmônicos amortecidos e forçados, e ele tem um fundamento

elétrico, formado por um circuito RLC mais um elemento de fase constante, e um fun-

damento mecânico, idealizado por sistema do tipo massa-mola, porém modificado. Além

disso, foram feitas medidas experimentais, via técnica de espectroscopia de impedância,

em água destilada e deionizada ao variar da temperatura e também em uma solução com-

pletamente iônica, chamada de fluido corpóreo simulado, do inglês Simulated Body Fluid.

Por fim, são apresentados resultados com algumas possíveis comparações.

Palavras chave: Espectroscopia de impedância; circuitos; oscilador harmônico; CPE;

PNP; RLC; SBF.





ABSTRACT

To realize this work, firstly, was necessary to divide it in two parts, a theoretical and

another experimental, and both parts shows divisions which at the end converged in the

confrontation of theoretic models with experimental results. Three theoretical models

were used to verify the best theoretical fit in relation to experimental data. The first

model is equivalent circuit, formed by resistors, inductors, capacitors and an empirical

artifice known as Constant Phase Element. The second is based on the equations of the

Poisson-Nernst-Planck equations, which are grounded in the continuity equation for ionic

charges and of the Poisson’s equation, from external electric potential applied on sample.

Many situations were studied in this model, each one with a kind of boundary condition

for current density in the interface region between the electrodes and the sample. The

third model is an analogy between forced over damped harmonic oscillators, whereupon

one have an electrical basement formed by a RLC circuit plus a CPE, and another have a

mechanical basement idealized by a system like mass-spring, however modified. Further-

more, experimental measurements were made in distilled and deionized water in different

temperatures and also in a solution completely ionic, called of Simulated Body fluid. At

the end the results and some possible comparisons were presented.

Key words: Impedace spectroscopy; circuits; harmonic oscilator; CPE; PNP; RLC; SBF.
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1 INTRODUÇÃO

A espectroscopia de impedância (EI) é uma técnica muito utilizada por profis-

sionais e estudantes das áreas de física, físico-química ou ciências dos materiais, que

necessitam caracterizar o comportamento elétrico de materiais sólidos ou líquidos, sendo

eles iônicos, semicondutores ou dielétricos (CHINAGLIA et al., 2008). Tal técnica é um

método poderoso para se determinar diversas propriedades elétricas do meio em análise

(BARSOUKOV; MACDONALD, 2005).

De modo geral, a técnica consiste em colocar uma amostra do material que se quer

investigar em contato com dois eletrodos. Por conveniência, neste trabalho o conjunto

de porta-amostras, eletrodos e o fluido analisado será chamado de célula eletrolítica ou

apenas célula. Depois aplica-se um estímulo elétrico externo, que geralmente é uma

tensão senoidal ou cossenoidal do tipo V = V0e
ıωt, em que V0 é a amplitude da diferença

de potencial aplicada à amostra, ı =
√

1 é o número imaginário e ω = 2πf é a frequência

angular, sendo f a frequência de oscilação, e, como resultado, mede-se a corrente elétrica

I que passa por esse sistema (CHINAGLIA et al., 2008). Admitindo que o sistema seja

linear, a corrente I também é harmônica como a tensão aplicada V , e a amplitude da

corrente é proporcional a V0 (FREIRE, 2008), ou seja, V = ZI, sendo Z a impedância

elétrica do meio. Quando se faz uma medida dessa para vários valores de frequência,

obtém-se o espectro de impedância e por meio dele é possível obter a constante dielétrica

e a condutividade do meio (UEMURA, 1972) ou, ainda, as compoenetes, real e imaginária,

da constante dielétrica (BARBERO et al., 2006).

Geralmente, os parâmetros obtidos mediante de um espectro de impedância são

divididos em duas categorias. Uma que diz respeito ao material em si, tais como condu-

tividade, constante dielétrica, mobilidade de cargas, concentração de equilíbrio de cargas,

taxa de geração e/ou recombinação de cargas. Já a outra categoria diz respeito à inter-

face entre o eletrodo e o material estudado como, por exemplo, a capacitância da região

de interface, coeficiente de difusão e injeção e acumulação de carga (CHINAGLIA et al.,

2008; BARSOUKOV; MACDONALD, 2005).

A interpretação dos dados experimentais obtidos, isto é, da medida de impedân-

cia, pode ser feita por meio de vários modelos. Alguns desses modelos são baseados

em circuitos equivalentes (ANDRADE et al., 2016b), outros modelos estão relaciona-

dos com fenômenos macroscópicos (DAVIDSON; COLE, 1951; HAVRILIAK; NEGAMI,

1967) e, ainda, modelos que relacionam os comportamentos e propriedades que existem

em sistemas microscópicos que ocorrem nas amostras ou na interface com os eletrodos

(ANDRADE et al., 2016a).
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As amostras estudadas neste trabalho foram: água destilada e deionizada (em

diferentes temperaturas) e uma solução conhecida por Fluido Corpóreo Simulado, do in-

glês: Simulated Body Fluid (SBF). Soluções salinas, como por exemplo o KCl (cloreto de

potássio) e o NaCl (cloreto de sódio) são muito investigadas por meio da técnica de espec-

trocospia de impedância, isso porque essas soluções constituem fluidos iônicos estáveis,

do ponto de vista químico, pois não apresentam reações químicas ao longo do tempo, o

que simplifica a análise das medidas experimentais. Já o SBF é uma solução com uma

variedade grande de íons, o que faz com que ele produza muitas reações químicas ao longo

do tempo, e por esse motivo é utilizado para substituir o plasma sanguíneo em alguns

experimentos de bioatividade. O plasma sanguíneo humano possui uma razão molar de

2,5 de Ca/P (cálcio/fósforo) e pH entre 7,35 e 7,45 (TAS, 2013). Nos últimos anos, muitos

pesquisadores elaboraram meios de se produzir SBF acelular, em que as concentrações

iônicas são muito próximas ao do plasma sanguíneo humano (KOKUBO et al., 1990).

Após essas pesquisas, a comunidade cientifica relacionada ao campo de biomateriais, re-

latou a formação de apatita (material cristalino que possui propriedades semelhantes ao

osso) em alguns materiais imersos em SBF e, assim, verificou-se um modo viável de testar

a bioatividade de materiais e, consequentemente, um provável uso em ligações com osso

vivo (BOHNER; LEMAITRE, 2009).

Um dos objetivos desse trabalho foi de comparar três modelos teóricos diferen-

tes, frequentemente usados na espectroscopia de impedância, com medidas experimentais

de espectroscopia de impedância dos líquidos citados acima. E, ao final, comparar os

resultados obtidos dos três modelos.

O primeiro modelo é baseado em circuitos equivalentes juntamente com um ele-

mento de fase constante, do inglês Constant Phase Element (CPE). Tal modelo é muito

utilizado em análises teóricas de espectroscopia de impedância (ANDRADE et al., 2016b).

O segundo é baseado no modelo de Poisson-Nernst-Planck (PNP), fundamentado

na equação de continuidade para íons positivos e negativos e na equação de Poisson do

potencial elétrico efetivo que atravessa a amostra investigada (ANDRADE et al., 2016a).

Outro objetivo desse trabalho foi de deduzir uma equação para a impedância elétrica

de um fluido qualquer usando esse modelo. Isso foi feito considerando a combinação

de condições de contorno diferentes para a densidade de corrente, que são: o modelo

de eletrodos ôhmicos (BARSOUKOV; MACDONALD, 2005) e o modelo de Chang-Jaffé

(CHANG; JAFFÉ, 1952); e, ainda, adicionamos um parâmetro de teste na relação de

Einstein-Smoluchoswki com a finalidade de verificar variações na lei de Stokes relacionada

com a mobilidade iônica do fluido.

O terceiro e último modelo teórico é feito da comparação entre um circuito elétrico

equivalente com seu análogo eletromecânico (FREIRE; ANDRADE, 2016), como em um

sistema massa-mola, mas levando em consideração a viscosidade do sistema. Ambos os
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sistemas, elétrico e mecânico são osciladores harmônicos amortecidos e forçados, porém,

como uma novidade deste trabalho, será feito uma modificação em um dos componentes

eletromecânico para ficar equivalente a um circuito elétrico com CPE, possibilitando a

conversão entre um modelo e outro.

Este trabalho, de forma inédita, realizou medidas experimentais de admitância de

SBF em função do tempo, possibilitando, do ponto de vista experimental, a determinação

do tempo de meia vida das reações desse fluido.

O presente trabalho está divido da seguinte maneira: no capítulo 2 é feita uma

discussão sobre impedância elétrica em circuitos de corrente alternada. No capítulo 3 é

apresentado o modelo Poisson-Nernst-Planck (PNP) levando em consideração três condi-

ções de contorno distintas e uma quarta condição geral, feita da soma das condições ante-

riores. O capítulo 4 apresenta a comparação entre os sistemas de osciladores amortecido

e forçado elétrico, representado por um circuito RLC com CPE, e mecânico, representado

por um sistema massa-mola modificado. O capítulo 5 mostra os resultados teóricos, aqui

obtidos, para cada modelo. O sexto capítulo traz os procedimentos experimentais para a

realização das medidas e os resultados obtidos, juntamente com suas análises e discussões.

Por fim, no capítulo 7 dissertam-se as conclusões deste trabalho.





2 IMPEDÂNCIA ELÉTRICA

2.1 FUNDAMENTOS TEÓRICOS

A resposta de uma célula eletrolítica devida a um estimulo elétrico externo é usu-

almente investigada por meio da técnica de espectroscopia de impedância. Quando a

tensão externa é uma função harmônica simples no tempo, com frequência angular ω, da

análise do espectro das partes real, R, e imaginária, X, da impedância elétrica, Z, da

célula é possível retirar informação de parâmetros como o coeficiente dielétrico efetivo

e a condutividade. Para o caso da condutividade iônica, a descrição da influência dos

íons na resposta elétrica da célula, devida a uma tensão externa periódica, é feita em

termos de circuitos elétricos equivalentes, onde cada elemento, resistor, capacitor e in-

dutor, está relacionado com processos específicos (BARSOUKOV; MACDONALD, 2005;

ORAZEM; TRIBOLLET, 2008).

Todo circuito elétrico real contém uma certa resistência R, indutância L e capaci-

tância C. A indutância e a capacitância, sob regime de corrente alternada (c.a.), atuam

como elementos resistivos, chamadas de reatâncias indutiva e capacitiva, representadas

por χL e χC respectivamente. Os circuitos de c.a., por essa razão, contêm três fatores

que se opõem à corrente elétrica: a resistência, R, a reatância indutiva, χL, e a reatância

capacitiva, χC . Em determinados circuitos, alguns destes fatores podem ser tão peque-

nos que se tornam desprezíveis, podendo ser relevantes ou não as suas representações no

circuito (VALKENBURGH, 1960).

Do ponto de vista da energia dissipada, a diferença entre resistência e reatância

é que, na resistência, a energia é dissipada unicamente na forma de calor, enquanto que

na reatância, a energia é armazenada periodicamente em campos elétricos (capacitores)

ou magnéticos (indutores) sem que haja perdas por calor. A ação conjunta de resistên-

cias e reatâncias é definida como impedância elétrica (CHINAGLIA et al., 2008), que na

literatura é representada pela letra Z.

O conceito de impedância elétrica foi introduzido por Oliver Heaviside, na dé-

cada de 1880 e, alguns anos depois, A. E. Kennelly e C. P. Steinmetz desenvolveram

a representação em termos de diagrama vetorial e em números complexos (LVOVICH,

2012). A impedância Z∗, onde o símbolo ∗ quer dizer que se trata de um número com-

plexo, pode ser representada de duas formas. A primeira é na forma retangular; na

literatura existem várias representações para a impedância nesta forma, por exemplo

Z∗ = Z ′ + ıZ ′′ = Re [Z] + ıIm [Z] = R + ıX. Neste trabalho será usada a representação

descrita pelo último termo do exemplo anterior, onde R e X são números reais e ı =
√

−1
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é o número imaginário (note que no texto a letra ı aparecerá sem o ponto, o motivo é

para diferenciar do símbolo da corrente i ou do subíndice i que irão aparecer no decorrer

do texto). Desse modo, R está relacionado com a parte real e X com a parte imaginária

da impedância. Para um melhor entendimento, é possível apresentar a impedância Z∗ na

forma de diagrama, onde na abscissa ficam representados os valores reais R, relacionados

com a resistência do sistema, e os valores imaginários, X, na ordenada, que é representada

pela soma das reatâncias do circuito. Outro modo de se representar a impedância é na

forma polar, expressa por Z∗ = Z∠θ, onde Z =
√

R2 + X2 é o módulo da impedância,

e θ = arctan(X/R) é o ângulo em relação à abcissa, como pode ser visto no diagrama

apresentado pela figura 2.1. Algumas vezes, é mais fácil trabalhar com o inverso da im-

pedância, Y ∗ = 1/Z∗, sendo Y ∗ conhecida por admitância, geralmente expressa em sua

forma complexa Y ∗ = G + ıB, sendo G a condutância e B a susceptância do sistema

(BARSOUKOV; MACDONALD, 2005). As unidades de medida usadas no Sistema In-

ternacional de Unidades (SI) são: para a impedância, o Ohm (Ω), e para a admitância, o

siemens (S).

Figura 2.1 – Diagrama da impedância.

Diagrama da impedância complexa Z na representação vetorial.

Para se determinar a impedância de um circuito composto por resistores, capa-

citores e indutores é necessário analisar e entender como cada um destes componentes

se comportam em c.a. Supõe-se que, além da corrente, a tensão aplicada ao circuito,

proveniente de uma fonte externa, também possa ser alternada, e tal ideia é expressa por

υ = Re[υ0e
ıωt] = υ0 cos(ωt), (2.1)

lembrando da relação de Euler eıx = cos(x)+ ısen(x) e dos termos da equação (2.1) temos

que υ0 é a amplitude da tensão e ω = 2πf é a frequência angular, sendo f a frequência

linear de oscilação da tensão. O caso mais simples é o circuito formado por uma fonte e

um resistor, como pode ser observado pela figura 2.2. Da lei das malhas têm-se

υ − RiR = 0 (2.2)
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ou

iR =
υ

R
. (2.3)

Usando a equação (2.1), obtém-se

iR =
υ0

R
cos(ωt) = i0,R cos(ωt). (2.4)

Figura 2.2 – Circuito resistivo.

υ R

Circuito formado por uma fonte c.a. e um resistor em série.

A equação (2.4) informa que a corrente e a tensão no resistor estão em fase; isso

quer dizer que a corrente e a tensão atingem os valores máximos, nulos, mínimos, etc,

simultaneamente. Pode-se representar graficamente essa situação utilizando a ideia de

fasor. Um fasor é a representação vetorial de uma grandeza escalar que varia de forma

senoidal ou cossenoidal (MACHADO, 2006). O diagrama de fasores para o circuito em

análise é mostrado na figura 2.3. Como pode-se observar, a corrente está sobreposta à

tensão devido ao fato de estarem em fase.

Figura 2.3 – Diagrama de fasores em um circuito resistivo.

Comportamento da corrente, i0,R, e da tensão, υ0, em um circuito puramente resistivo.

No livro de Alexander e Saidiku (2013, p. 348) é demonstrado que as leis de

Kirchhoff podem ser usadas em corrente e tensão alternadas. Dessa forma, para um

circuito puramente capacitivo, como o descrito pela figura 2.4, a lei das malhas fornece
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Figura 2.4 – Circuito capacitivo

υ C

Circuito formado por uma fonte c.a. e um capacitor em série.

υ − Q

C
= 0; (2.5)

reorganizando (2.5), vem

Q = Cυ = Cυ0 cos(ωt). (2.6)

Lembrando que

i =
dQ

dt
, (2.7)

com isso a corrente no capacitor é dada por

iC = −ωCυ0sen(ωt). (2.8)

Usando a identidade trigonométrica cos(a ± b) = cos(a) cos(b) ∓ sen(a)sen(b), obtém-se

cos
(

ωt +
π

2

)

= cos (ωt) cos
(

π

2

)

− sen (ωt) sen
(

π

2

)

= −sen (ωt) . (2.9)

Dese modo pode-se reescrever a equação (2.8) da seguinte maneira

iC = ωCυ0 cos
(

ωt +
π

2

)

. (2.10)

Agora, definindo uma grandeza chamada reatância capacitiva χC , dada por

χC =
1

ωC
, (2.11)

a corrente no capacitor pode ser expressa por

iC =
υ0

χC
cos

(

ωt +
π

2

)

= i0,C cos
(

ωt +
π

2

)

, (2.12)

sendo i0,C = υ0/χC a amplitude da corrente iC . Comparando a corrente elétrica do circuito

puramente resistivo, equação (2.4), com a corrente do circuito puramente capacitivo,

equação (2.12), verifica-se que R e χC têm a mesma unidade, o ohm (Ω), com a diferença

que R é a resistência de um resistor, no qual ocorre dissipação de energia em forma de

calor (efeito Joule), e no capacitor isso não ocorre. Outro fato que é possível observar

é a presença de uma diferença de fase na corrente do capacitor; isso quer dizer que a

corrente está adiantada da tensão por um valor de π/2, ou 90◦. Portanto, devido a essa



27

diferença de fase, a corrente e a tensão não atingem os valores máximos e mínimos ao

mesmo tempo. É importante ressaltar, ainda, que a reatância capacitiva χC depende do

inverso da frequência, e possui maior influência na passagem da corrente elétrica na região

de baixa frequência e diminui com o aumento de ω (MACHADO, 2006). O diagrama de

fasores para um circuito puramente capacitivo está representado na figura 2.5.

Figura 2.5 – Diagrama de fasores em um circuito capacitivo

Comportamento da corrente, i0,C , e da tensão, υ0, em um circuito puramente capacitivo.

A mesma análise pode ser realizada para um circuito puramente indutivo, como é

representado pela figura 2.6. Neste caso a lei das malhas fornece

Figura 2.6 – Circuito indutivo

υ L

Circuito formado por uma fonte c.a. e um indutor em série.

υ − L
diL

dt
= 0, (2.13)

ou ainda
diL

dt
=

υ

L
, (2.14)

e, usando a equação (2.1), pode-se escrever:

diL

dt
=

υ0

L
cos (ωt) . (2.15)

Integrando a equação anterior tem-se
∫ diL

dt
dt =

∫ υ0

L
cos (ωt) dt,
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ou

iL =
υ0

ωL
sen (ωt) . (2.16)

Note que

cos
(

ωt − π

2

)

= cos (ωt) cos
(

π

2

)

+ sen (ωt) sen
(

π

2

)

= sen (ωt) . (2.17)

Assim, a corrente no indutor é expressa por

iL =
υ0

ωL
cos

(

ωt − π

2

)

. (2.18)

Definindo a reatância indutiva χL por meio de

χL = ωL, (2.19)

a (2.18) pode ser reescrita da seguinte maneira

iL =
υ0

χL
cos

(

ωt − π

2

)

= iL = i0,L cos
(

ωt − π

2

)

(2.20)

sendo i0,L = υ0/χL a amplitude máxima da corrente iL. Comparando a corrente do cir-

cuito puramente indutivo com as correntes dos circuitos anteriores, nota-se que a corrente

está atrasada em relação à tensão em π/2 radianos ou 90◦, havendo, portanto, uma de-

fasagem entre elas. Como a reatância capacitiva, χC , a reatância indutiva, χL, também

é medida em ohms, mas não é uma resistência real, pois não dissipa energia. Esse fator

torna-se mais importante à medida que a frequência ω aumenta, pois haverá grande in-

dução eletromagnética e a força eletromotriz de retorno será grande, fazendo com que se

tenha maior dificuldade para a passagem da corrente elétrica. A representação gráfica de

fasores é mostrada na figura 2.7.

Figura 2.7 – Diagrama de fasores em um circuito indutivo.

Comportamento da corrente, i0,L, e da tensão, υ0, em um circuito puramente indutivo.

Como as reatâncias capacitiva χC e indutiva χL não dissipam energia, mas a ar-

mazenam, pode-se dizer que são "resistências imaginárias", e a resistência R, por dissipar
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energia, é dita como uma "resistência real". Assim, a impedância de resistor pode ser

expressa por
Z∗

R =R + ıX = R + ı0

Z∗
R =R.

(2.21)

Já para um capacitor têm-se que χC = 1/ωC, mas transformar para a forma imaginária,

basta substituir ω por ıω, assim ıχC = 1/ıωC = −ı/ωC, logo

Z∗
C =R + ıX = 0 + ıχC

Z∗
C = − ı

ωC
.

(2.22)

Note que a impedância de um capacitor tem um sinal negativo. Isso deve-se ao fato de

a corrente no capacitor estar adiantada em relação à tensão. Agora, para um indutor,

sabe-se que χL = ωL, e sua forma imaginária fica ıχL = ıωL, assim

Z∗
L =R + ıX = 0 + ıχL

Z∗
L =ıωL.

(2.23)

Nas próximas seções, será demonstrado como é calculada a impedância para alguns cir-

cuitos formados pelos componentes analisados nesta seção.

2.2 CIRCUITOS EQUIVALENTES CAPACITIVOS

2.2.1 CIRCUITO RC EM SÉRIE

A figura 2.8 mostra um circuito composto por uma resistência R em série com um

capacitor C. Com as equações (2.21) e (2.22) é possível calcular a impedância desse cir-

cuito fazendo um análogo da lei de Kirchhoff para resistores em série. Assim, a impedância

é dada por

Figura 2.8 – Circuito RC em série

R C

Circuito RC formado por um resistor e um capacitor ligados em série.

Z∗
RCs = R + ıX

Z∗
RCs = R + ıχC

Z∗
RCs = R − ı

ωC

(2.24)

Da equação (2.24) é fácil observar as partes real e imaginária da impedância Z∗
RCs, e para

uma melhor análise é possível esboçar os gráficos de Re(Z∗
RCs) e Im(Z∗

RCs) em função de
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ω, como é feito na figura 2.9. Nota-se que a parte real não muda com a frequência ω; já

a parte imaginária é inversamente proporcional a ω.

Figura 2.9 – Gráfico da impedância ZRCs.
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Gráficos com as partes real (linha sólida) e imaginária (linha tracejada) da impedância ZRCs, com R =
1000Ω e C = 1µF.

2.2.2 CIRCUITO RC EM PARALELO

Agora a análise será feita para um circuito RC em paralelo, cujo esquema elétrico

pode ser visualizado na figura 2.10. Novamente, utilizando as equações (2.21) e (2.22) e

a lei de Kirchhoff, porém para uma associação de elementos em paralelo, pode-se calcular

a admitância do sistema (mais fácil de calcular neste caso) que é descrita por

Figura 2.10 – Circuito RC em paralelo

R

C

Circuito RC formado por um resistor e um capacitor ligados em paralelo.

YRCp =
1
R

+ ıωC, (2.25)

e da admitância é possível calcular a impedância, dada por

ZRCp =
1

YRCp
=

R

1 + (ωRC)2 − ı
ωCR2

1 + (ωRC)2 . (2.26)

A figura 2.11 mostra o comportamento das partes real e imaginária da impedância ZRCp

para o circuito RC paralelo, lembrando que a parte imaginária está multiplicada por −1

apenas para uma melhor visualização. Diferentemente do caso anterior, agora a parte real
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é função da frequência ω, e a parte imaginária ainda é função de ω. Porém, neste caso,

apresenta um mínimo quando ω = 1/(RC), sendo os valores dos componentes usados para

esse gráfico R = 1000Ω e C = 1µF.

Figura 2.11 – Gráfico da impedância ZRCp.

Re Z

-Im Z

-1 0 1 2 3 4 5

0

200

400

600

800

1000

log ω [rad s-1]

Z
[Ω

]

Gráficos com as partes real (linha sólida) e imaginária (linha tracejada) da impedância ZRCp, com R =
1000Ω e C = 1µF.

2.3 CIRCUITOS EQUIVALENTES INDUTIVOS

2.3.1 CIRCUITO RL EM SÉRIE

Seguindo o mesmo raciocínio, a figura 2.12 mostra um circuito RL em série, e

utilizando as equações (2.21) e (2.23), juntamente com a lei Kirchhoff para elementos em

série, pode-se determinar a impedância deste circuito dada por

ZRLs =R + ıX

ZRLs =R + ıωL
(2.27)

Figura 2.12 – Circuito RL em série

R L

Circuito RL formado por um resistor e um indutor ligados em série.

O comportamento das partes, real e imaginária, da equação (2.27) pode ser vi-

sualizada na figura 2.13. É possível observar que a parte real da impedância ZRLs é

independente da frequência ω, como ocorre para o circuito RC em série. Observa-se, tam-

bém, que a parte imaginária cresce conforme ω aumenta, mas da equação (2.27) nota-se

que esse acréscimo é linear e proporcional ao valor da indutância L.
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Figura 2.13 – Gráficos com as partes real e imaginária da impedância ZRLs.
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Gráficos com as partes real (linha sólida) e imaginária (linha tracejada) da impedância ZRLs, com R =
100Ω e L = 1mH.

2.3.2 CIRCUITO RL EM PARALELO

A impedância do circuito RL em paralelo, cujo esquema elétrico está representado

pela figura 2.14, será calculada de maneira análoga ao que foi feito para o circuito RC

em paralelo. Primeiramente, encontra-se a admitância usando as equações (2.21) e (2.23)

com a lei Kirchhoff para elementos em paralelo; assim

Figura 2.14 – Circuito RL em paralelo

R

L

Circuito RL formado por um resistor e um indutor ligados em paralelo.

YRLp =
1
R

− ı

ωL
. (2.28)

A impedância é dada por

ZRLp =
1

YRLp

=
RL2ω2

L2ω2 + R2
+ ı

LωR2

L2ω2 + R2
. (2.29)

As partes, real e imaginária, da equação (2.29) podem ser observadas na figura 2.15.

Note que ambas as partes dependem de ω, sendo que, conforme a frequência aumenta, os

valores da parte real e da parte imaginária também aumentam.
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Figura 2.15 – Gráfico da impedância ZRLp.
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Gráficos com as partes real (linha sólida) e imaginária (linha tracejada) da impedância ZRLp, com R =
100Ω e L = 1mH.

2.4 CIRCUITOS EQUIVALENTES MISTOS

2.4.1 CIRCUITO RLC EM SÉRIE

Agora, todos os componentes estudados serão colocados em um único circuito e

dispostos em série, como é mostrado na figura 2.16. O cálculo da impedância é o mesmo

para os circuitos em série, feito nas seções anteriores, usando a lei de Kirchhoff para

elementos em série e as equações (2.21), (2.22) e (2.23), assim

Figura 2.16 – Circuito RLC em série

R C L

Circuito RLC formado por um resistor, um indutor e um capacitor ligados em série.

ZRLCs = R − ı

ωC
+ ıωL. (2.30)

A parte real da equação (2.30) é independente da frequência ω e permanece constante

com o valor da resistência R, como ocorre nos casos anteriores com os elementos em série.

Já a parte imaginária é função de ω, mas, na região de baixa frequência, a maior oposição

à passagem da corrente elétrica é devido ao capacitor C e, por outro lado, na região com

ω muito grande, quem se opõe à passagem da corrente elétrica é o indutor L, como pode

ser visto no gráfico da figura 2.17.
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Figura 2.17 – Gráfico da impedância ZRLCs.
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Gráficos com as partes real (linha sólida) e imaginária (linha tracejada) da impedância ZRLCs, com
R = 106Ω, C = 10µF e L = 1mH.

2.4.2 CIRCUITO RLC EM PARALELO

A figura 2.18 mostra o esquema elétrico de um circuito com todos os seus elementos

ligados em paralelo. Como nos casos anteriores, em circuitos em paralelo, primeiramente

será encontrada a admitância e depois a impedância deste circuito; assim

YRLCp =
1
R

− ı

ωL
+ ıωC (2.31)

e, ainda,

ZRLCp =
1

YRLCp

=
L2Rω2

(CLRω2 − R)2 + L2ω2
+ i

(

LR2ω

(CLRω2 − R)2 + L2ω2
− CL2R2ω3

(CLRω2 − R)2 + L2ω2

)

.

(2.32)

Figura 2.18 – Circuito RLC em paralelo

R

C

L

Circuito RLC formado por um resistor, um indutor e um capacitor ligados em paralelo.

A figura 2.19 mostra as partes real e imaginária da impedância ZRLCp do circuito

descrito acima. Observa-se que ambas as partes da impedância são funções de ω. A parte
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real possui um valor máximo igual a R quando ω = 1/
√

CL. A parte imaginária tem

um máximo e um mínimo, cujos valores em módulo são de R/2, quando ω = (−L +√
L2 + 4CLR2)/2CLR e ω = (L +

√
L2 + 4CLR2)/2CLR respectivamente.

Figura 2.19 – Gráfico da impedância ZRLCp.
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Gráficos com as partes real (linha sólida) e imaginária (linha tracejada) da impedância ZRLCp, com
R = 100Ω, C = 0, 1µF e L = 1mH.

Com base nestes circuitos estudados anteriormente, pode-se obter a impedância

de outros circuitos elétricos equivalentes formados por essas associações de elementos. A

técnica de Espectroscopia de Impedância (EI) mede tensão, corrente e ângulo de fase e,

assim, é possível obter informações físicas ou químicas de amostras analisadas e comparar

com circuitos elétricos equivalentes.

2.5 ELEMENTO DE FASE CONSTANTE (CPE)

O Elemento de Fase Constante, do inglês Constant Phase Element (CPE), é um

artifício empírico utilizado em ajustes de dados experimentais com circuitos elétricos,

muito comum em análises de medidas de EI. Seu comportamento geralmente é atribuído

à interação entre o eletrodo e o eletrólito, que está relacionado com o surgimento de uma

distribuição de tempos de relaxação observados em medidas experimentais. O primeiro

trabalho referente ao CPE foi escrito por Hugo Fricke em um artigo de 1932 (FRICKE,

1932), em que o autor relata a mudança na distribuição de tempo de relaxação devida a

mudanças na capacitância em função da frequência. Em 1941, Kenneth S. Cole e Robert

H. Cole, em um artigo (COLE; COLE, 1941), estudaram dispersão e absorção em dielé-

tricos, e por consequência, o parâmetro sob investigação foi a capacitância. Os trabalhos

subsequentes relacionados a esse fenômeno, consideraram que o CPE está associado a

uma distribuição de diferentes tempos de relaxação dieletrica decorrente de processos de

relaxação diferentes, e, consequentemente, um modelo de eletrodo idealmente polarizável

para correspondentes análises experimentais (JORCIN et al., 2006).
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Na literatura existem várias equações que descrevem o comportamento do CPE.

Nas equações seguintes, ı é o número imaginário (ı =
√

−1), e ω = 2πf é a frequência

angular, sendo f a frequência linear. Lasia (LASIA, 2002) propõe a seguinte equação para

o CPE

ZCP E =
1

T (ıω)φ (2.33)

onde T é uma constante com unidades em F (s/rad)φ−1, e φ está relacionado com o ângulo

de rotação de uma linha puramente capacitiva no plano complexo (JORCIN et al., 2006).

Brug e colaboradores (BRUG et al., 1984) propuseram

ZCP E =
Q

(ıω)1−α (2.34)

onde Q é uma constante, com dimensões de Ω (rad/s)α, e o termo (1 − α) tem o mesmo

significado que φ na equação (2.33) (JORCIN et al., 2006). Zoltowski, em um artigo de

1997 (ZOLTOWSKI, 1998), propôs duas equações para o CPE, que são

ZCP E =
1

Aa (ıω)α (2.35)

e

ZCP E =
1

(Abıω)α . (2.36)

De acordo com Zoltowski (ZOLTOWSKI, 1998), a equação (2.35) é mais recomen-

dada, pois Aa é diretamente proporcional à área ativa dos eletrodos. As dimensões de Aa

e Ab são [S m−2 s] e [(Ω m2)−1/α sα] respectivamente (JORCIN et al., 2006).

O CPE pode ser considerado como um elemento de um circuito e seus parâmetros

vão ter comportamentos limitantes. Usando a equação (2.35) como referência, quando

α = 1, o CPE comporta-se como um capacitor, tem aspectos de um resistor quando α = 0

e de um indutor para α = −1 (BARSOUKOV; MACDONALD, 2005; JORCIN et al.,

2006; ZOLTOWSKI, 1998).

Na figura 2.20 pode-se observar o comportamento das partes, real e imaginária,

para a impedância de CPE descrita pela equação (2.35). Note que ambas as partes

dependem da frequência, a parte imaginária está multiplicada por -1 apenas para uma

melhor visualização.
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Figura 2.20 – Gráfico da impedância ZCP E .
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Gráficos com as partes real (a) e imaginária (b) da impedância ZCP E descrita pela equação (2.35), com
Aa = 1 e alguns valores de α.

Mais adiante, no capítulo 6, ajustes dos dados experimentais com o modelo de

circuitos equivalentes serão apresentados com a teoria apresentada neste capítulo.





3 MODELO POISSON-NERNST-PLANCK

A polarização na região de interface, nas proximidades dos eletrodos, de uma célula

acontece devido ao acumulo de íons presentes na solução eletrolítica quando a célula

é submetida a um campo elétrico externo. A formação de duas camadas superficiais

carregadas intervém, e muito, na resposta elétrica desta célula, quando um campo elétrico

externo, periódico, é aplicado. Mesmo se o meio em que os íons estão presentes não

seja dispersivo, os íons são responsáveis por uma dispersão dielétrica típica na região de

frequência acima de alguns mHz (ANDRADE et al., 2016a).

O modelo Poisson-Nernst-Planck (PNP) é uma aproximação que descreve a in-

fluência de íons na resposta elétrica de uma célula quando se aplica um campo elétrico

externo. Esse modelo baseia-se na equação de continuidade para íons positivos e nega-

tivos e na equação de Poisson para o potencial elétrico real no interior da célula ele-

trolítica (MACDONALD, 1953; BARBERO; ALEXE-IONESCU, 2005). O modelo PNP

tem sido proposto para investigar teoricamente as propriedades dielétricas de sólidos e

líquidos que são caracterizados por uma condução iônica. A versão original do modelo

PNP foi construída pressupondo que os eletrodos são completamente bloqueantes, ou

seja, não há trocas de cargas entre o fluido e os eletrodos sem a presença de uma ten-

são externa. Uma extensão desse modelo leva em conta características não bloquean-

tes dos eletrodos, como proposto por (CHANG; JAFFÉ, 1952), (MACDONALD, 1971),

(MACDONALD; FRANCESCHETTI, 1978), (BARBERO; BATALIOTO; NETO, 2007)

e (MACDONALD, 2010). Admitindo que, na região de baixa frequência, a condução da

densidade de corrente de origem iônica, no instante de tempo t, depende das propriedades

da superfície no mesmo instante de tempo t.

Neste trabalho, dois modelos fenomenológicos são propostos para descrever a na-

tureza real dos eletrodos em que existe uma corrente de condução. No primeiro modelo,

desenvolvido por Chang e Jaffé, a corrente de condução é proporcional à variação da con-

centração de íons do volume apenas na região próxima à superfície dos eletrodos. Este

modelo relembra a lei de Newton para a condução térmica externa, ou o modelo usado

para investigar evaporações em líquidos (CRANK, 1975). No segundo modelo, conhecido

como modelo Ôhmico, considera-se que a corrente de condução é proporcional ao campo

elétrico na superfície. De acordo com este modelo, a interface solução-eletrodo é caracteri-

zada por uma condutividade elétrica responsável pela corrente contínua que cruza a célula

(BARBERO; BATALIOTO; NETO, 2007). Contudo, a corrente de condução que passa

pelos eletrodos é limitada por barreiras de energia que determinam a energia de ativação

das correspondentes reações eletroquímicas responsáveis do processo de transferência de
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cargas entre a solução e o circuito externo (DERFEL, 2009; BUCZKOWSKA; DERFEL,

2014). O acumulo de cargas carregadas na interface eletrodo-eletrólito aumenta a pola-

rização nos eletrodos, o que influencia nas propriedades de transporte de íons no volume

do material (PATIL et al., 2013; PATIL et al., 2014). Consequentemente a corrente de

condução que passa pelo eletrodo pode ser descrita por uma aproximação linear contendo

duas contribuições: uma proporcional à variação da concentração de íons no volume na

região de interface, em frente dos eletrodos, como no modelo de Chang-Jaffé, e outra

proporcional ao campo elétrico superficial, como é no modelo ôhmico (ANDRADE et al.,

2016a).

O intuito aqui é descrever uma equação para a impedância com base em efeitos

fenomenológicos, levando em conta a junção de duas condições de contornos diferentes,

citadas acima, que influenciem no comportamento da mesma em função da frequência.

No trabalho de Evangelista e colaboradores (EVANGELISTA et al., 2011), os autores

sugerem que o comportamento na região de baixa frequência é devido a uma difusão

anômala, descrita com derivadas fracionárias. Na dissertação de mestrado do Thiago

Petrucci (2013) e no artigo de Lenzi e colaboradores (LENZI et al., 2013), é possível

observar ajustes teóricos usando o modelo de difusão anômala em dados experimentais

de água e, dos resultados, nota-se ótima concordância entre a curva teórica e os dados

experimentais. Contudo, um dos objetivos desse trabalho é encontrar uma equação para

a impedância elétrica usando o modelo PNP alterando apenas as condições de contorno

da densidade de corrente combinando os modelos de Chang-Jaffé e de eletrodos ôhmicos,

sem a influência do fenômeno de difusão anômala como os dos trabalhos citados acima.

É importante destacar que o modelo PNP usa a relação de Einstein-Smoluchoswki:

"O coeficiente de difusão de uma substância em suspensão, por con-
sequência, depende (exceto para constante universal dos gazes e a tem-
peratura absoluta) somente do coeficiente de viscosidade do líquido e do
tamanho das partículas em suspensão"(EINSTEIN, 1905).

3.1 RELAÇÃO EINSTEIN-SMOLUCHOSWKI

A relação de Einstein - Smoluchoswki é a conexão central entre detalhes micros-

cópicos do movimento das partículas e os parâmetros macroscópicos relacionados com a

difusão (por exemplo, o coeficiente de difusão e a viscosidade, através da relação Einstein

- Stokes). Ela também nos traz de volta um círculo completo das propriedades de um gás

perfeito (ATKINS; PAULA; WALTERS, 2006). Essa relação pode ser obtida através do

seguinte cálculo:

µ =
q

6πηa
, (3.1)
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onde µ é a mobilidade do íon, q é a carga do íon em análise, η é a viscosidade do fluido

e a é o raio de Stokes (supondo que o íon seja esférico). Pode-se relacionar o coeficiente

de difusão D com o fluxo de íons em uma única direção, derivada da lei de Fick (FICK,

1855) em uma direção, expressa na seguinte forma

jdifusão = −D
dn

dz
(3.2)

em que n é o número de íons por volume, que é equivalente à concentração molar. O fluxo

de íons devido à densidade corrente de deriva é

jderiva = νn, (3.3)

sendo ν a velocidade média em que os íons se movem, dada por

ν = µE, (3.4)

onde E é o campo elétrico aplicado ao sistema. Igualando as equações. (3.2) e (3.3)

obtêm-se

νn = −D
dn

dz
ou ν = −D

n

dn

dz
.

Da termodinâmica, sabe-se que a força devida à um gradiente de concentração, em uma

dimensão, é dada por

F = −RT

n

(

dn

dz

)

P,T

, (3.5)

de modo que F é a força atuando no sistema, R é a constante dos gases e T a temperatura

absoluta. Assim, a velocidade ν pode ser reescrita na forma

ν =
DF

RT
. (3.6)

Da eletrostática, pode ser obtida a Força exercida pelo sistema da seguinte forma:

F = NaqE, (3.7)

onde Na é o número de Avogadro. Substituindo a eq. (3.7) na eq. (3.6), vem

ν =
DNaqE

RT
. (3.8)

Igualando a eq. (3.4) com a eq. (3.8), segue que

µE =
DNaqE

RT
, (3.9)

lembrando que R/Na = kB, em que kB é a constante de Boltzmann. Reorganizando a

(3.9) obtém-se
µ

D
=

q

kBT
,
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que é a expressão para a relação de Einstein-Smoluchoswki.

Neste trabalho será adicionado um parâmetro de ajuste γ alterando essa relação,

tal modificação foi introduzido para verificar o quanto a relação de Stokes (c = 6πηa)

pode ser modificada. Tal adição, até o presente momento, é inédita. Portanto a nova

relação modificada é
µ

D
= γ

q

kBT
. (3.10)

3.2 CONDIÇÕES DE CONTORNO DO MODELO PNP

Consideramos uma geometria em que duas placas condutoras paralelas de área S

cada uma, separadas por uma distância d, com S ≫ d, entre as quais o líquido isotrópico

será inserido. Usando como referência o eixo-z, no sistema cartesiano de coordenadas, diz-

se que as placas condutoras estão localizadas em z = ±d/2. Admitimos que o sistema está

em equilíbrio termodinâmico e que o líquido possui densidade de íons n0 uniformemente

distribuídos. Nesta condição e admitindo ausência de adsorção seletiva de íons, o líquido

é local e globalmente neutro, ou seja, não há trocas de cargas entre o eletrodo e o fluido

(localmente neutro) e a variação da quantidade de íons no volume é nula (globalmente

neutro). Admita-se, ainda, que apenas um tipo de íon possa se mover no sistema com

mobilidade µ; para essa situação escolheu-se que apenas os íons positivos se movessem.

Supõe-se, também, que é aplicada uma diferença de potencial sinusoidal com amplitude

V0, e frequência f = ω/(2π), tomando o cuidado que esse potencial aplicado seja menor

que o potencial térmico em um estado de equilíbrio, ou seja, V0 < VT , com VT = kBT/q.

No estado de equilíbrio, quando V0 = 0, a densidade de íons que se movem no fluido é

n(z, t) = n0. Assim, a conservação do número de partículas implica que
∫ d

2

− d
2

n(z, t) dz = n0d. (3.11)

Quando uma diferença de potencial V0 6= 0 é aplicada a amostra, a densidade de íons

n que se movem difere muito pouco da densidade de íons no equilíbrio n0, que pode ser

expresso por

n(z, t) = n0 + δn(z, t), (3.12)

sendo δn a variação da densidade de íons tal que δn(z, t) ≪ n0. Supomos que o potencial

aplicado é do tipo senoidal com amplitude V0, ou seja, V (z, t) = V0 exp(iωt). Da (3.11),

levando em conta a (3.12), obtemos
∫ d

2

− d
2

δn(z, t) dz = 0, (3.13)

em que o anular-se da integral acima decorre da neutralização global. A condição de

contorno imposta para o potencial nos eletrodos é

V (±d/2, t) = ±V0

2
eiωt, (3.14)
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de forma que a diferença de potencial pode ser descrita por ∆V = V0e
iωt. A equação de

continuidade é dada por
∂n

∂t
= − ∂

∂z
j(z, t), (3.15)

sendo j(z, t) a densidade de corrente elétrica que atravessa a célula. Porém, do eletro-

magnetismo sabe-se que
−→
E = −−→∇V e

−→∇ · −→
E =

ρ

ε
,

onde, neste caso, ρ = q [n(z, t) − n0] = qδn(z, t) é a densidade de carga, e a equação de

Poisson pode ser escrita por

∂2V

∂z2
= −q

ε
(n − n0) = −q

ε
δn, (3.16)

em que ε é a constante dielétrica do meio. Agora a densidade de corrente j(z, t) pode ser

escrita por
j(z, t) =jdifusão + jderiva

= − D
∂n

∂z
+ µnE

= − D
∂n

∂z
− µn

∂V

∂z
.

(3.17)

Usando a relação de Einstein-Smoluchoswki modificada, descrita pela relação (3.10), e

substituindo (3.16) na (3.15), obtêm-se

∂n

∂t
= D

(

∂2n

∂z2
+ n

γq

kBT

∂2V

∂z2

)

. (3.18)

Fazendo uso da relação (3.12) e tendo em mente que δn ≪ n0, encontra-se

∂

∂t
(n0 + δn) = D

[

∂2

∂z2
(n0 + δn) + (n0 + δn)

γq

kBT

∂2V

∂z2

]

Como n0 é uma constante e δn ≪ n0, pode-se negligenciar δn do último termo da relação

anterior, que se reduz a

∂δn

∂t
= D

(

∂2δn

∂z2
+ n0

γq

kBT

∂2V

∂z2

)

. (3.19)

Substituindo a equação de Poisson, descrita por (3.16), na equação (3.19) obtemos

∂δn

∂t
= D

(

∂2δn

∂z2
− n0δnγq2

εkBT

)

. (3.20)

Ao se aplicar uma voltagem numa célula eletrolítica surgem camadas de íons polarizados

na região próxima aos eletrodos. Essa polarização possui um comprimento característico

conhecido como comprimento de Debye, que geralmente é da ordem de 10−9m. Para este

caso, onde foi suposto que apenas o íons positivo pudessem se mover, o comprimento de

Debye é descrito por

Λ =

√

εkBT

n0q2
. (3.21)
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Assim a equação de continuidade (3.20) pode ser reescrita como

∂δn

∂t
= D

(

∂2δn

∂z2
− δnγ

Λ2

)

.

Como o parâmetro γ, introduzido na relação de Einstein-Smoluchoswki, é apenas um

número real e adimensional ele pode ser colocado no comprimento de Debye, assim o

novo comprimento de Debye é

λ =
1

√
γ

√

εkBT

n0q2
=

√

εkBT

n0γq2
.

A que a equação de continuidade se torna

∂δn

∂t
= D

(

∂2δn

∂z2
− δn

λ2

)

. (3.22)

Impondo que δn possa ser separado em uma parte espacial e outra temporal, de modo

que

δn(z, t) = u(z)eıωt, (3.23)

e fazendo com que a equação (3.23) seja reescrita por

∂

∂t

(

u(z)eıωt
)

= D

[

∂2

∂z2

(

u(z)eıωt
)

− u(z)eıωt

λ2

]

ıωu(z) = D

(

∂2

∂z2
u(z) − u(z)

λ2

)

,

(3.24)

obtemos
(

ıω

D
+

1
λ2

)

u(z) =
∂2

∂z2
u(z), (3.25)

que é uma equação diferencial de segunda ordem. Fazendo ωD = D/λ2, que é conhecida

como a frequência circular de Debye, (3.25) se torna

λ−2
(

ıω

ωD
+ 1

)

u(z) =
∂2

∂z2
u(z),

ou, ainda,

λ−2 (ıΩ + 1) u(z) =
∂2

∂z2
u(z), (3.26)

onde Ω = ω/ωD é uma frequência circular adimensional, introduzida para facilitar os

cálculos. Para resolver a equação diferencial 3.26 é necessário considerar as condições de

contorno para a densidade de corrente. Este trabalho analisou quatro situações diferentes,

impondo um tipo de condição de contorno para cada situação.

A primeira condição de contorno é para a situação em que não há trocas de cargas

entre os eletrodos e o líquido, ou seja, nenhuma carga do eletrodo interage com a amostra
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mudando sua densidade iônica. Essa condição de contorno é conhecida como a de eletrodos

bloqueantes, expressa por

j(±d/2, t) = jb(±d/2, t) = 0. (3.27)

A segunda condição de contorno é dita como sendo condição de eletrodos ôhmicos.

Como na lei de Ohm, a densidade de corrente é proporcional ao campo elétrico aplicado

à amostra na região de contato entre o eletrodo e a amostra, e tal situação é expressa por

j(±d/2, t) = jOh(±d/2, t) = sE(±d/2, t), (3.28)

onde s é um número real a ser encontrado e E é o campo elétrico.

A terceira condição de contorno é baseada no modelo de Chang e Jaffé (1952), em

que a corrente iônica nos eletrodos é proporcional à variação da densidade volumétrica dos

íons na região de interface, em frente os eletrodos (BARBERO; SCALERANDI, 2012).

Tal situação é expressa por

j(±d/2, t) = jCJ(±d/2, t) = κ (n(±d/2, t) − n0) = κδn(±d/2, t), (3.29)

onde κ é um número real a se determinar e, lembrando, δn é a variação da densidade

iônica na amostra.

Por último será analisada uma situação geral, feita pela soma de todas as condições

de contorno anteriores, ou seja,

j(±d/2, t) = jg(±d/2, t) = jb(±d/2, t) = 0 + jOh(±d/2, t) + jCJ(±d/2, t)

= 0 + sE(±d/2, t) + κδn(±d/2, t)

= sE(±d/2, t) + κδn(±d/2, t).

(3.30)

Observando a ultima condição de contorno, situação geral, pode-se notar que quando

os parâmetros κ e s são iguais a zero, obtém-se a condição de contorno de eletrodos

bloqueantes; quando κ = 0 e s 6= 0, obtém-se a condição de contorno de eletrodos ôhmicos

e, de forma análoga, quando κ 6= 0 e s = 0, tem-se a condição de contorno de Chang-

Jaffé. Na sequência será feita a rotina para encontrar a impedância para cada condição

de contorno citada acima.

3.2.1 ELETRODOS BLOQUEANTES

Com o intuito de facilitar os cálculos que serão realizados e não carregar muitos

termos faz-se a seguinte abreviação

b =
1
λ

√
ıΩ + 1
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A solução geral para a equação diferencial (3.26) é dada por

u(z) = A senh (bz) + B cosh (bz) , (3.31)

onde A e B são constantes de integração a serem determinadas mais adiante. Lembrando

das seguintes relações
∫ d/2

−d/2 δn(z, t)dz = 0 e δn(z, t) = u(z)eıωt, pode-se concluir que

∫ d/2

−d/2
u(z)dz = 0,

tal que

A
∫ d/2

−d/2
senh (bz) dz + B

∫ d/2

−d/2
cosh (bz) dz = 0. (3.32)

Devido a paridade da função,
∫ d/2

−d/2 cosh bz 6= 0, e que para a relação anterior possa ser

satisfeita, concluímos que B = 0, dessa forma

u(z) = A senh (bz) . (3.33)

No interior da célula eletrolítica, o potencial resultante pode ser expresso por

V (z, t) = φ(z)eıωt. (3.34)

Da relação (3.16) e da imposição (3.23), pode-se deduzir que

∂2

∂z2
φ(z) = −q

ε
u(z). (3.35)

E usando a solução (3.33) na relação acima, obtém-se

φ(z) = −q

ε

A

b2
senh (bz) + βz, (3.36)

onde β é uma constante de integração a ser determinada futuramente junto com A.

Usando a condição de contorno (3.14) para o potencial na relação anterior encontra-se:

−2
q

ε

A

b2
senh

(

±b
d

2

)

± βd ∓ V0 = 0. (3.37)

Substituindo as relações (3.33) e (3.35) na equação da densidade de corrente (3.17), têm-se

j(z, t) = −D
[

Ab cosh (bz)
(

1 − 1
λ2b2

)

+ β
]

eıωt. (3.38)

Usando a condição de contorno para eletrodos bloqueante, descrita pela equação (3.27),

obtém-se

Ab cosh

(

±b
d

2

)

(

1 − 1
λ2b2

)

+ β = 0. (3.39)

As equações (3.37) e (3.39) formam um sistema a partir do qual é possível encontra as

contantes A e β, que são expressos por

A = − V 0ελ (−ı + Ω)

dεΩ
√

1 + ıΩ cosh
(

M
√

1 + ıΩ
)

− ı2qλ3senh
(

M
√

1 + ıΩ
) (3.40)



47

e

β =
V 0εΩ

√
1 + ıΩ cosh

(

M
√

1 + ıΩ
)

dεΩ
√

1 + ıΩ cosh
(

M
√

1 + ıΩ
)

− ı2qλ3senh
(

M
√

1 + ıΩ
) (3.41)

sendo M = d/(2λ) um comprimento adimensional inserido para facilitar os cálculos. Das

equações (3.34) e (3.36) pode-se deduzir o seguinte potencial

V (z, t) =
[

−qA

εb2
senh (bz) + βz

]

eıωt. (3.42)

Substituindo os valores encontrados para A e β em (3.42), obtém-se o potencial elétrico,

no interior da célula, para a condição de contorno de eletrodos bloqueantes. Devido

ao grande número de termos, não serão apresentados os próximos cálculos, mas serão

relatados os procedimentos de como encontrar a impedância elétrica utilizando o modelo

PNP para a condição de contorno que está sendo analisada. Então, após a substituição

de A e β na equação (3.42), encontra-se o campo elétrico por meio do seguinte cálculo

E(z, t) = − ∂
∂z

V (z, t). Por meio do teorema de Gauss é possível determinar a densidade

de carga superficial nos eletrodos a partir do campo elétrico, ou seja, σ = −εE(±d/2, t).

A carga elétrica total na superfície dos eletrodos pode ser expressa por Q = σS,

onde S é a área superficial de cada eletrodo. A corrente elétrica externa do circuito é

I = dQ/dt. A impedância elétrica de uma célula é definida como Z = ∆V/I. Dessa

maneira é possível encontrar a impedância elétrica do sistema, para este caso, usando a

condição de contorno de eletrodos bloqueantes. Tal impedância é expressa por

ZB = R∞

MΩ
√

1 + ı − ı tanh
(

M
√

1 + ı
)

MΩ (1 + ıΩ)3/2
. (3.43)

onde foi definido

R∞ =
λ2d

εDS
. (3.44)

Por meio de uma análise dimensional, observa-se que R∞ possui unidade de resistência,

Ohm (Ω). Mais adiante, na figura 3.1, é possível observar como γ atua nas partes, real

e imaginária, da impedância ZB em um intervalo de impedância de 100 à 107 Hz. Para

essas curvas, foram utilizados os valores de 1022 m−3 para n0, D = 2, 3 × 10−9 m2/s,

80ε0 para ε (sendo ε0 a permissividade elétrica do vácuo). A referida figura mostra o

comportamento da impedância ZB para alguns valores de γ, podendo-se observar que

quando esse parâmetro aumenta, os valores máximos da impedância diminuem.
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Figura 3.1 – Gráfico da impedância ZB
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Gráfico com as partes (a) real e (b) imaginária da impedância ZB, calculada com alguns valores de γ

com a condição de contorno para eletrodos bloqueantes.

3.2.2 ELETRODOS ÔHMICOS

Os cálculos para essa situação são muito parecidos com os da seção anterior, mu-

dando apenas a condição de contorno da densidade de corrente nos eletrodos, em que

agora é descrito pela condição (3.28). Assim, substituindo (3.28) na densidade de cor-

rente calculada em (3.38), têm-se

A

[

cosh

(

b
d

2

)

(

1 − 1
λ2b2

)

+
sq

Dεb2
senh

(

b
d

2

)]

+ β

(

1 − d

2

)

= 0,

que agora possui o parâmetro s característico da condição de contorno de eletrodos ôh-

micos. Fazendo ωc = sq/ε e Ωc = ωc/ωD, que são introduzidos apenas com o intuito de

facilitar os cálculos e ficarem adimensionais, obtemos:

A

[

cosh

(

b
d

2

)

(

1 − 1
λ2b2

)

+
Ωc

1 + ıΩ
senh

(

b
d

2

)]

+ β

(

1 − d

2

)

= 0. (3.45)

Agora um novo sistema é formado com as equações (3.37) e (3.45), de modo que se podem

obter os novos valores de A e β, que são

AO =
2εV0(1 + ıΩ) (εΩc + λ2q)

λq
[

dε
√

1 + ıΩ(Ωc − ıΩ) cosh
(

M
√

1 + ıΩ
)

− 2λ (εΩc + λ2q) senh
(

M
√

1 + ıΩ
)]

(3.46)

e

βO =
2εV0

√
1 + ıΩ(Ωc − ıΩ) cosh

(

M
√

1 + ıΩ
)

dε
√

1 + ıΩ(Ωc − ıΩ) cosh
(

M
√

1 + ıΩ
)

− 2λ (εΩc + λ2q) senh
(

M
√

1 + ıΩ
) ,

(3.47)

Do mesmo modo que na seção anterior, a impedância é calculada por Z = ∆V/I, sendo

que a corrente total agora é I = SqjO(±d/2, t) + dQ/dt, onde jO(±d/2, t) = sE(±d/2, t)

é a condição de contorno para eletrodos bloqueantes, lembrando ainda que s é um número
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real a ser encontrado nos ajustes teóricos que serão feitos posteriormente no capítulo 6.

Assim,

ZO = R∞

M (Ω − ıΩc)
√

1 + ı − ı (1 − Ωc) tanh
(

M
√

1 + ıΩ
)

M (Ω − ıΩc) (1 + ıΩ)3/2
. (3.48)

Usando os mesmos valores dos parâmetros da seção anterior, porém, nesta situação, γ = 1

e, ainda, variando os valores de s, foi possível obter as curvas apresentadas na figura 3.2

para as partes, real e imaginária, da impedância para eletrodos ôhmicos ZO. Note que para

s = 0, a curva apresentada é a mesma para eletrodos bloqueantes, porém, quando s 6= 0,

surge um novo platô para a parte real e um segundo mínimo para a parte imaginária,

mais especificamente, na região de baixa frequência.

Figura 3.2 – Gráfico da impedância ZO
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Gráfico com as partes (a) real e (b) imaginária da impedância ZO, calculada com γ = 1 e alguns valores
de s usando a condição de contorno para eletrodos ôhmicos.

3.2.3 CONDIÇÃO DE CONTORNO DE CHANG-JAFFÉ

A condição de contorno de Cheng-Jaffé para a densidade de corrente é expressa pela

equação (3.29). De modo análogo aos das seções anteriores, substituindo essa condição

de contorno na densidade de corrente (3.38), obtém-se

A

[

ωk

λωD
senh

(

b
d

2

)

+ b cosh

(

b
d

2

)

(

1 − 1
λ2b2

)

]

+ β = 0

onde foi imposto que ωk = κ/λ, fazendo uma análise dimensional verifica-se que ωk possui

unidade de frequência, Hz, e ainda pode-se fazer Ωk = ωk/ωD, de modo a se escrever essa

razão em uma forma adimensional, assim

A

[

Ωk

λ
senh

(

b
d

2

)

+ b cosh

(

b
d

2

)

(

1 − 1
λ2b2

)

]

+ β = 0. (3.49)

Novamente é formado um sistema de equações, mas agora os componentes são as equações

(3.37) e (3.49). Resolvendo esse sistema de equações, obtêm-se os novos valores de A e β,
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que são

ACJ =
ελV0(1 + ıΩ)

ıdεΩ
√

1 + ıΩ cosh
(

M
√

1 + ıΩ
)

+ (2qλ3 + dεΩk(1 + ıΩ)) senh
(

M
√

1 + ıΩ
)

(3.50)

e

βCJ =
εV0

(

Ωk(1 + ıΩ)senh
(

M
√

1 + ıΩ
)

+ ıΩ
√

1 + ıΩ cosh
(

M
√

1 + ıΩ
))

ıdεΩ
√

1 + ıΩ cosh
(

M
√

1 + ıΩ
)

+ (2qλ3 + dεΩk(1 + ıΩ)) senh
(

M
√

1 + ıΩ
)

(3.51)

A corrente elétrica para essa condição de contorno é I = qk(n − n0)S + dQ/dt ou ainda,

I(t) = qkδnS+dQ/dt. Realizando os mesmos cálculos das seções anteriores, a impedância

elétrica, neste caso, é descrita por

ZCJ = R∞

MΩ
√

1 + ıΩ − ı(1 + MΩk(1 + ıΩ)) tanh
(

M
√

1 + ıΩ
)

M(1 + ıΩ)
(

Ω
√

1 + ıΩ − ıΩk(1 + ıΩ) tanh
(

M
√

1 + ıΩ
)) . (3.52)

Como nas seções anteriores, a figura 3.3 mostra os gráficos das partes, real e imaginária,

da impedância ZCJ , cuja condição de contorno utilizada foi a de Chang-Jaffé. É possível

observar um comportamento análogo ao da impedância com eletrodos bloqueante ZO.

Fisicamente as duas condições de contorno são diferentes, porém são matematicamente

semelhantes; observa-se também que, quando κ = 0, obtém-se a curva de eletrodos blo-

queantes e, ao se aumentar o valor de κ, diminui-se o valor da resistência de platô da

parte real, como ocorre na situação de eletrodos ôhmicos.

Figura 3.3 – Gráfico da impedância ZCJ
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Gráfico com as partes (a) real e (b) imaginária da impedância ZCJ , calculada com γ = 1 e alguns valores
de κ usando a condição de contorno de Chang-Jaffé.

3.2.4 CONDIÇÃO DE CONTORNO GERAL

Aqui está uma das inovações desta tese. A adição do parâmetro γ na relação de

Einstein-Smoluchoswki faz com que esse cálculo seja inédito na literatura. O cálculo da
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impedância elétrica nesta situação é o mesmo das seções anteriores, mas agora é feito com

a soma de todas as outras condições de contorno, como é representado na condição (3.30).

Substituindo tal condição na equação da densidade de corrente descrita por (3.28),

verifica-se que

Ab

[(

1 − 1 + Ωc

1 + ıΩ

)

cosh

(

b
d

2

)

+
Ωk√

1 + ıΩ
senh

(

b
d

2

)]

+ β

(

1 +
εΩc

qλ2

)

= 0. (3.53)

Com as equações (3.37) e (3.53) é possível montar, novamente, um sistema de equações

para encontrar os valores de A e β, que, para a condição de contorno aqui analisada, são

dados por

Ag =
εV0(1+ıΩ)(εΩc+λ2q)

λq(dε
√

1+ıΩ(Ωc−ıΩ) cosh(M
√

1+ıΩ)−(2λ3q+ε(2λΩc+dΩk(1+ıΩ)))senh(M
√

1+ıΩ)) (3.54)

e

βg = − εV0(
√

1+ıΩ(Ωc+ıΩ) cosh(M
√

1+ıΩ)+Ωk(1+ıΩ)senh(M
√

1+ıΩ))
dε

√
1+ıΩ(Ωc−ıΩ) cosh(M

√
1+ıΩ)−(2λ3q+ε(2λΩc+dΩk(1+ıΩ)))senh(M

√
1+ıΩ) . (3.55)

Portanto, a impedância geral Zg é expressa por

Zg = R∞
M(Ωc+ıΩ)

√
1+ıΩ+(1−Ωc+MΩk(1+ıΩ)) tanh(M

√
1+ıΩ)

M(1+ıΩ)3/2[Ωc+ıΩ+Ωk

√
1+ıΩ tanh(M

√
1+ıΩ)] . (3.56)

Na figura 3.4 é possível observar o comportamento das partes, real e imaginária,

para a impedância usando a condição de contorno geral.

Figura 3.4 – Gráfico da impedância Zg
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Gráfico com as partes (a) real e (b) imaginária da impedância Zg, calculada com γ = 1 e alguns valores
de κ e s usando a condição de contorno geral.

Nota-se que, quando s = 0 e κ = 0, recupera-se a curva com a condição de contorno

dos eletrodos bloqueantes. De modo semelhante, quando s 6= 0 e κ = 0, têm-se a curva

para a condição de contorno para eletrodos ôhmicos e, seguindo com a linha de raciocínio,

quando s = 0 e κ 6= 0 obtém-se o gráfico com a condição de contorno de Chang-Jaffé.

Para a situação em que s e κ são diferentes de zero aparece uma curva com a junção das
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duas últimas condições de contorno, que possui valores menores tanto pra parte real tanto

pra parte imaginária, ou seja, é uma combinação das condições de contorno de eletrodos

ôhmicos e de Chang-Jaffé (ANDRADE et al., 2016a). A tabela 3.1 resume todos os casos

particulares da equação da impedância (3.56), como explicado acima.

Tabela 3.1 – Condição de contorno resultante de acordo com os parâmetros usados.

Parâmetros Condição
s = 0 κ = 0 Eletrodos bloqueantes
s 6= 0 κ = 0 Modelo ôhmico
s = 0 κ 6= 0 Modelo de Chang-Jaffé
s 6= 0 κ 6= 0 Chang-Jaffé + ôhmico

Mais adiante, no capítulo 5, serão feitas algumas análises de caráter teórico. No

capítulo 6, será feita uma comparação entre medidas experimentais de água com as curvas

teóricas da equação (3.56), descrita neste capítulo.



4 MODELO OSCILADOR HARMÔNICO

Este capítulo tem como intuito comparar dois sistemas distintos, um elétrico, for-

mado por um circuito RLC alimentado por uma fonte de ca, e outro mecânico, formado

pelo movimento oscilatório de um íon em um fluido na presença de um campo elétrico ex-

terno. Ambos os sistemas são osciladores harmônicos amortecidos e forçados, sendo esta

a segunda inovação apresentada nesta tese, como será descrito mais adiante. O objetivo

é fazer uma analogia do modelo mecânico com o modelo de circuito elétrico idealizado e,

principalmente, mostrar qual seria o análogo mecânico para o CPE.

A ideia dessa comparação tem como base o artigo publicado em 2006 por H. Sa-

nabria e colaboradores (SANABRIA; MILLER, 2006). Nesse artigo, o autor compara o

modelo de um circuito elétrico idealizado com um modelo mecânico de oscilador harmô-

nico amortecido e forçado (como num sistema massa-mola). Para isso, os autores usaram

medidas de espectroscopia de impedância de alguns fluidos iônicos, no caso, soluções de

água e alguns sais. O artigo mostra que os melhores ajustes experimentais são feitos

quando se replica um oscilador pra cada tipo de íon.

Neste capítulo serão feitas comparações parecidas com as de Sanabria e Miller,

usando o modelo elétrico e o modelo mecânico. Entretanto, aqui será usado um modelo

com apenas um oscilador harmônico amortecido e forçado, porém modificado, ao invés de

um oscilador para cada tipo de íon da solução.

4.1 OSCILADOR HARMÔNICO AMORTECIDO E FORÇADO

O movimento de um íon de carga q e massa m, na presença de um campo elétrico

externo E(t), num modelo de oscilador harmônico amortecido e forçado, é governado pela

seguinte equação diferencial (JACKSON, 1999; SANABRIA; MILLER, 2006):

d2x

dt2
+

c

m

dx

dt
+

k

m
x =

F

m

ou
d2x

dt2
+ ζ

dx

dt
+ ω2

0x =
q

m
E (t) , (4.1)

onde x é o deslocamento do íon, ω0 =
√

k/m é a frequência natural de ressonância, sendo

k uma constante elástica, e ζ = c/m é um termo ligado a forças dissipativas, como a

viscosidade ρ do fluido. Da lei de Coulomb sabe-se que o módulo da força elétrica é

Fe = qE. Para pequenas amplitudes de uma tensão alternada, o campo elétrico aplicado

pode ser expresso por E(t) = E0eıωt. Deste modo, pode-se supor que a solução da equação
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(4.1) é dada pela forma geral x(t) = x0e
ıωt. Assim, o resultado de (4.1), em termos da

frequência, é
(

ω2
0 − ω2 + ıωζ

)

x0 =
q

m
E0,

ou, ainda,

x0 =
q

m

E0

ω2
0 − ω2 + ıωζ

. (4.2)

A densidade de corrente nesse modelo é dada por

J =
n0q

V

dx

dt
, (4.3)

onde n0 é a densidade de íons, V = dS é o volume da amostra, sendo d a espessura e

S a área superficial. Nesta densidade de corrente, a corrente de deslocamento não está

sendo considerada, e o motivo será explorado mais adiante. Fazendo J = J0eıωt e usando

a mesma solução para a equação (4.1), tem-se

J0 =
ıωσm

ω2
0 − ω2 + ıωζ

E0, (4.4)

em que σm = n0q2/mV . Com essa solução é possível escrever a condutividade complexa

da seguinte forma

σ∗ (ω) =
J0

E0
=

ıωσm

ω2
0 − ω2 + ıωζ

(4.5)

e

Y ∗ =
S

d
σ∗ =

S

d
ıωσm

ω2
0 − ω2 + ıωζ

, (4.6)

onde Y ∗ é a admitância complexa. Com as equações acima, podem-se obter as partes,

real, σ′, e imaginária, σ′′, da condutividade complexa, σ∗, que são, respectivamente,

σ′ (ω) =
σmζω2

(ω2
0 − ω2) + ζ2ω2

(4.7)

e

σ′′ (ω) =
σmω (ω2

0 − ω2)
(ω2

0 − ω2) + ζ2ω2
. (4.8)

As características principais do espectro de condutividade podem ser obtidas por

meio da condutância, que é a parte real da admitância, G = Re[Y ], e da susceptância,

que é a parte imaginária da admitância, B = Im[Y ], respectivamente, dadas por

G (ω) =
S

d
σmζω2

(ω2
0 − ω2) + ζ2ω2

(4.9)

e

B (ω) =
S

d
σmω (ω2

0 − ω2)
(ω2

0 − ω2) + ζ2ω2
. (4.10)

Esse modelo simples de oscilador amortecido e forçado, representado pelas equações (4.9)

e (4.10), é, também, o análogo mecânico do circuito RLC, que está representado na figura

4.1, cujo comportamento é governado pela clássica equação diferencial da carga q(t):
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Figura 4.1 – Circuito RLC em série

Rs

Cs Ls

Circuito RLC formado por um resistor, um indutor e um capacitor ligados em série.

Ls
d2q

dt2
+ Rs

dq

dt
+

q

Cs

= υ (t)

ou
d2q

dt2
+ ζE

dq

dt
+ ω2

0q =
υ (t)
Ls

(4.11)

onde, como no caso mecânico, ζE = Rs/Ls é o termo ligado à dissipação de energia e

ω0 =
√

1/(LsCs) é a frequência natural de ressonância. Como foi visto no capítulo 2

equação (2.30), a impedância elétrica do circuito representado na figura 4.1, pode ser

expressa por:

Z = Rs + ı
(

ωLs − 1
ωCs

)

. (4.12)

ou ainda, pelas partes, real e imaginária, da admitância elétrica, Y ∗
E = 1/Z, respectiva-

mente expressas por

GE =
Rs (ωCs) 2

(1 − ω2CsLs) 2 + R2
s

e

BE = − ωCs (ω2CsLs − 1)
ω2C2

s (ω2L2
s + R2

s) − 2ω2CsLs + 1
.

Desse modo, as equações acima podem ser comparadas com as equações (4.9) e (4.10)

que representam o modelo mecânico.

Uma das estratégias apresentadas por Sanabria e Miller (SANABRIA; MILLER,

2006) usa o modelo de oscilador amortecido e forçado, como foi visto anteriormente neste

capítulo (equação 4.1), porém eles consideraram a contribuição de cada íon presente na

solução (em um sistema de multicomponentes) para a condutividade de amostras com

altas concentrações. Para isso é necessário considerar uma condutividade de corrente

contínua, σcc, que normaliza a condutividade total da amostra, assim

σ∗
T = σcc +

∑

i

σ∗
i . (4.13)

De modo que as partes real e imaginária da condutividade complexa, σ∗
T , possam ser

reescritas, respectivamente, por

σ′
i (ω) = σmi

ζω2

(ω2
0i − ω2)2 + ζ2

i ω2
(4.14)

e

σ′′
i (ω) = σmi

ω (ω2
0i − ω2)

(ω2
0i − ω2)2 + ζ2

i ω2
, (4.15)



56

onde σmi = n0iq
2
i /mV , com i = 1, 2 para cada tipo de íon. Com esse modelo é pos-

sível produzir bons ajustes em dados experimentais de amostras com altas concentra-

ções, tendo em vista a presença de camadas de óxidos nas superfícies dos eletrodos

(SANABRIA; MILLER, 2006). Por outro lado, é possível obter um bom ajuste dos dados

experimentais sem considerar a contribuição de uma condutividade extra ou um modelo

multicomponente. Para isso, na próxima seção, será proposto um modelo de oscilador

amortecido modificado, que leva em conta, de forma geral, os efeitos de superfície.

4.2 CIRCUITO MISTO COM CPE

O modelo de circuito equivalente formado por um circuito RLC em série juntamente

com um CPE, também em série, como é mostrado na figura 4.2, é um modelo que leva

em conta o efeito de polarização próxima aos eletrodos na região de baixa frequência.

Para soluções iônicas, um dos motivos desse comportamento à baixa frequência, é devido

a uma interação entre o eletrodo e o eletrólito, cuja impedância possui a seguinte forma:

Figura 4.2 – Circuito RLC com CPE em série

Rs

Cs Ls CPE

Circuito RLC com CPE formado por um resistor, um indutor, um capacitor e um elemento de fase
constante ligados em série.

ZCP E =
1

A (ıω)p , (4.16)

onde A e 0 6 p 6 1 são duas constantes e ZCP E é conhecida como elemento de fase

constante. Para esse circuito, a impedância elétrica total é:

Z = Rs + ıωLs +
1

ıωCs

+
1

A (ıω)p . (4.17)

Façamos uma simplificação, escrevendo uma capacitância equivalente como segue:

1
Ceq

=
1

Cs
+

1

A (ıω)p−1 ,

de forma que a impedância final possa ser reescrita da seguinte maneira

Z = Rs + ıωLs +
1

ıωCeq
. (4.18)

Com a equação (4.18) é possível obter boa concordância, apenas na parte de baixa frequên-

cia, com dados experimentais de espectroscopia de impedância de soluções iônicas.
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4.3 OSCILADOR HARMÔNICO AMORTECIDO MODIFICADO

Um modelo de oscilador harmônico amortecido modificado (OHAM) pode ser ob-

tido considerando a adição de um elemento oscilante em paralelo com o modelo de os-

cilador amortecido usual, como mostra a figura 4.3. Este termo destina-se a explicar as

interações entre a superfície do eletrodo com a amostra analisada (FREIRE; ANDRADE,

2016), como será discutido posteriormente. Considerando duas molas ao invés de apenas

uma, o termo ω2
0 torna-se agora ω2

0 + ω2
k.

Figura 4.3 – Modelo análogo mecânico.

(A) Modelo de oscilador harmônio amortecido simples com a adição de uma mola em paralelo. (B)
Modelo de oscilador harmônico amortecido modificado, com um termo de superfície, representado pelo
parâmetro de elasticidade efetiva K. (C) Detalhes da superfície ilustrando suas não-homogeneidades.

Doravante, admitiremos que ω2
k = ωs/(ıω)α−1, e ainda ζs = c/m, ω0 = k/m e

ωs = K/m, onde, ωk depende da frequência e c é um coeficiente de amortecimento. Com

isso, a equação diferencial desse sistema é expressa por

d2x

dt2
+ ζs

dx

dt
+
(

ω2
0 + ω2

k

)

x =
q

m
E (t) . (4.19)

Seguindo os mesmos passos que conduziram da equação (4.1) até a equação (4.5) e levando

em conta a adição de uma mola em paralelo (figura 4.3), pode-se reescrever a solução para

a condutividade complexa na seguinte forma

σ∗ (ω) = σm
ıω

ıγsω − ω2 + ω2
0 + ωs (ıω)α−1 (4.20)

que fornece uma admitância complexa expressa por

Y ∗ (ω) =
S

d
σm

ıω

ıζsω − ω2 + ω2
0 + ωs (ıω)α−1 . (4.21)

Com base nesse cálculo, o modelo permite introduzir um análogo mecânico para a im-

pedância, ou seja, uma resposta mecânica global análoga à resposta elétrica tipicamente

característica de um circuito elétrico, responsável pela impedância. Tal resposta mecânica

seria a "amortecitência", com a forma

O (ω) = ıωm + c +
k

ıω
+

K

(ıω)α . (4.22)
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Definindo um parâmetro elástico equivalente, que é dependente da frequência, dado por

Keq =

[

k +
K

(ıω)α−1

]

, (4.23)

a "amortecitência"pode ser reescrita na forma

O (ω) = ıωm + c +
1
ıω

Keq, (4.24)

que é uma solução estruturalmente parecida com a equação (4.18), sendo esta a analogia

comentada no início deste capítulo.

4.4 MODELO OHAM COMPARADO COM CIRCUITO MISTO

USANDO CPE

Por meio das operações descritas na seção anterior, a reposta mecânica desse mo-

delo de OHAM pode ser transformada em uma resposta equivalente à impedância elétrica

de um circuito por meio de uma expressão do tipo Zosc = βO, ou seja,

Zosc = β
[

ıωm + c +
1
ıω

Keq

]

(4.25)

na qual o fator de proporcionalidade, β, é

β =
S

d
V

n0q2
=

S2

n0q2
=

1
n0

( 1
σs

)2

(4.26)

e σs é a densidade superficial de carga. Essa correspondência é útil porque, ao se obter

um bom ajuste usando o modelo de circuito equivalente, juntamente com o elemento de

fase constante, o mesmo ajuste é obtido com o modelo OHAM, apenas usando o fator de

conversão β. Isso quer dizer que, quando se conhece Rs, Ls, Cs, A e p pode-se facilmente

obter γ, m, ω0, ωs e α = p. Assim é possível comparar o modelo mecânico com o elétrico,

como pode-se observar na tabela 4.1.

Tabela 4.1 – Comparação entre os modelos mecânico e elétrico

Mecânico Elétrico

x ⇔ q
m ⇔ Ls

c ⇔ Rs

k ⇔ 1/Cs

K ⇔ 1/A
α ⇔ p

Por meio de uma simples análise dimensional da equação da impedância elétrica

(4.17), as dimensões de ωL são [C]/[m2] no sistema SI. Por outro lado, as unidades da



59

equação (4.1) são [m]/[s2]. Assim, faz-se necessário introduzir um fator de conversão, β,

entre os modelos elétrico e mecânico. Tal fator possui dimensões de ([C]/[m])2, que são

as dimensões de uma densidade de carga superficial ao quadrado.

Empregando um procedimento parecido com o que foi feito para se obter o análogo

mecânico de uma reatância capacitiva de um circuito RLC, com o modelo de oscilador

harmônico, pode-se encontrar uma quantidade na forma

Ok =
k

ıω
, (4.27)

que pode ser considerada como um tipo de "reatância restauradora". O mesmo procedi-

mento pode ser feito para a impedância de CPE e obtêm-se

OK =
K

(ıω)α . (4.28)

Desta forma, os efeitos, devido à impedância de CPE em um circuito elétrico,

podem ser reproduzidos no modelo análogo mecânico pela simples adição de molas que

governam o comportamento superficial do sistema, como pode-se observar na figura 4.3.

Em torno disso, a partir de um ponto de vista fenomenológico, o modelo mecânico também

traz alguma influência na estrutura da superfície (dos eletrodos) na resposta do espectro

de impedância da amostra.

4.5 A DENSIDADE DE CORRENTE DE DESLOCAMENTO

Adicionando a contribuição da densidade de corrente de deslocamento na equação

(4.3), de modo que possa ser reescrita por

Jc =
n0q

V

dx

dt
+ ε

dE

dt
(4.29)

a expressão da admitância complexa, eq. (4.21), pode ser modificada com a presença do

termo ıωε, que reflete o comportamento na região de alta frequência

Y ∗
c =

S

d
σm

ıω

ıζsω − ω2 + ω2
0 + ωs (ıω)1−α + ıωε

S

d
(4.30)

ou

Y ∗
c =

1
Zosc

+ ıωε
S

d
, (4.31)

onde ε = εrε0 é a permissividade absoluta, sendo εr a permissividade relativa da amostra

investigada e ε0 = 8.85 × 10−12 F/m a permissividade do vácuo. Em geral, para medidas

de espectroscopia de impedância da água pura a temperatura ambiente, a contribuição da

corrente de deslocamento na admitância complexa fica significativa em frequências acima

de 10MHz, sendo que a permissividade fica em torno de 80ε0 (MALMBERG; MARYOTT,
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1956). Por essa razão, a densidade corrente de deslocamento é negligenciada em (4.3),

visto que seu comportamento não afeta a admitância na região de baixa frequência, e

os termos de superfície são cruciais para a interpretação dos dados experimentais nessa

região de frequência. A adição do termo de corrente de deslocamento na densidade de

corrente total é obrigatória do ponto de vista físico, mas não altera o modelo análogo

mecânico, proposto neste capítulo, que leva em conta, de forma cuidadosa, a resposta

elétrica da amostra (FREIRE; ANDRADE, 2016). Quando se leva em consideração a

corrente de deslocamento, é o mesmo que adicionar um capacitor geométrico, Cg = εS/d,

em paralelo com todos os componentes do circuito representado na figura 4.2, como foi

feito na figura 4.4. Como o nome já diz, o capacitor geométrico surge devido à forma

com que a célula eletrolítica foi construída, levando em consideração a área superficial

dos eletrodos, a distância entre eles e a constante dielétrica do meio em investigação. O

que implica, para o análogo mecânico, adicionar uma mola, kg, em série com todos os

elementos da figura 4.3. Desta forma, a impedância elétrica e a amortância podem ser

reescritas, respectivamente, como

Figura 4.4 – Circuito RLC em série com um capacitor geométrico, Cg, em paralelo

Cg

Rs
Cs Ls CPE

Circuito RLC formado por um resistor, Rs, um indutor, Ls, e um capacitor, Cs, ligados em série e em
paralelos a um capacitor geométrico, Cg.

Z =
ıωCs − A(ıω)p (1 + ωCs (ωLs − ıRs))

ω (ωCgCs + ıA(ıω)p (Cs + Cg (1 + ωCs (ωLs − ıRs))))
. (4.32)

e

O =
Kkgω + kg(ıω)α(ω(c + ımω) − ık)

ω ((ıω)α(ω(ıc − mω) + k + kg) + ıKω)
. (4.33)

No juste teórico, todo o procedimento é notavelmente simples: um circuito elétrico

equivalente (como o da figura 4.4) é usado para ajustar os dados experimentais e, a partir

dos melhores parâmetros obtidos no ajuste, encontram-se as informações sobre as propri-

edades mecânicas da amostra, principalmente nesses sistemas na presença de um único

tipo de íon. Além disso, observa-se que o procedimento pode ser aplicado a qualquer tipo

de circuito elétrico, em série ou paralelo, modificando ou estendendo o modelo mecânico

correspondente, com a inclusão de componentes de massa ou de superfície, como ilustrado

na figura 4.3. Este tipo de abordagem pode aumentar a possibilidade de análise de dados
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experimentais complicados em que os efeitos de superfície são pronunciados no domínio

de baixa frequência. Os ajustes dos dados experimentais usando o modelo mecânico serão

feitos no capítulo 6 desse trabalho.





5 RESULTADOS TEÓRICOS

5.1 MODELO DE CIRCUITOS EQUIVALENTES

Nesta seção apresentamos os resultados teóricos obtidos para a análise com modelo

de circuito equivalente. Tais análises foram feitas com três circuitos elétricos diferentes,

os mesmos que foram usados no trabalho de Andrade e colaboradores (2016b) . Na figura

5.1, estão representados os diagramas elétricos dos circuitos usados nesta análise.

Figura 5.1 – Esquema elétrico dos circuitos analisados

CPE

Cg

Rv
Cv

L

(a)

Cg

Rv CPE

L

(b)

CPE

Cg

Rv

L

(c)

Três modelos de circuitos usados nas análises. (a) é um circuito baseado no modelo de Debye ligado
em série com um CPE; (b) também é o circuito baseado no modelo de Debye, porém o CPE está no
lugar do capacitor Cv do circuito anterior; o circuito observado em (c) representa, de modo simples, o
comportamento na interface eletrodo-amostra. O indutor L, em série com todos os circuitos, é devido a
uma indutância parasita dos cabos e conexões entre o porta-amostra e o equipamento de medida.

O circuito 1 (figura 5.1-a) é um circuito proposto por Cole e Cole (1941) usando a

teria de Debye para modelos com um único tempo de relaxação. Esse circuito é composto

por um capacitor geométrico, Cg, e está relacionado com a capacitância formada pela

geometria do porta-amostra; ele ainda é proporcional à constante dielétrica do meio ε, ou

seja, Cg = ε0εS/d. Esse capacitor está ligado em paralelo à uma associação em série de um
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resistor Rv e um capacitor Cv. O resistor está relacionado com a condutividade iônica no

volume da amostra, e o capacitor Cv está relacionando com a formação da dupla camada

devido à polarização dos íons em frente aos eletrodos. O indutor L, em série com todos

os circuitos, deve-se a uma indutância parasita dos cabos e conexões entre o aparelho de

medida e a célula contendo a amostra.

O comportamento da impedância na região de interface eletrodo-amostra é re-

presentado pelo CPE. Como visto no capítulo 2, a impedância do CPE é descrita por

ZCP E = 1/(A(ıω)α), onde A e α são constantes. A impedância total deste circuito é dada

por

Zt1 = ZCP E +
1 + ıωRvCv

ıω (Cg + Cv) − RvCvCgω2
+ ıωL. (5.1)

Alguns trabalhos, voltados para a investigação da resposta do meio devido a um

campo elétrico externo, usam o CPE para descrever uma característica capacitiva não-

ideal na camada superficial (BRUG et al., 1984; HSU; MANSFELD, 2001). Isso é equiva-

lente a dizer que, na camada superficial, devido ao confinamento dos íons, as propriedades

físicas do meio são diferentes daquelas na região do volume da amostra. Neste caso, o

circuito elétrico equivalente da célula é o que é mostrado na figura 5.1-(b). A impedância

do CPE agora está encarregada em descrever a formação da dupla camada na superfície.

Esse circuito é composto pelo CPE em série com um resistor de volume Rv e ambos estão

em paralelo com o capacitor geométrico Cv. A impedância total deste circuito é expressa

por

Zt2 =
Rv + ZCP E

1 + ıωCg (Rv + ZCP E)
+ ıωL. (5.2)

Uma descrição simplória do que ocorre quando a célula é submetida a uma tensão externa

pode ser obtida, para a região de alta frequência, supondo que a célula é descrita, do ponto

de vista elétrico, por uma resistência de volume Rv em paralelo com o capacitor geométrico

cg (BARBERO; LELIDIS, 2008). A correspondente impedância de volume agora é

Zv =
Rv

1 + ıωCgRv
. (5.3)

A resistência Rv aqui tem uma origem na condutividade iônica. Já a capacitância Cg

coincide com a do líquido isento de íons. A impedância elétrica descrita pela equação (5.3)

coincide, na região de alta frequência, com a impedância elétrica do circuito de Debye. É

claro que, na região de baixa frequência, este simples circuito elétrico equivalente não está

de acordo com os dados experimentais, pois este circuito possui apenas um comportamento

ôhmico, o que não é consistente com os dados experimentais obtidos pela EI. Mais adiante,

na figura 5.2, pode-se observar um exemplo de medida experimental de EI. Assim, na

região de baixa frequência, o comportamento da resposta elétrica é dominado pelo efeito

iônico, responsável pela polarização nos eletrodos e por efeitos dissipativos. Todas essas

contribuições na impedância elétrica total da célula podem ser descritas em termos do
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CPE, com impedância elétrica ZCP E = 1/(A(ıω)α), em série com a impedância Zv. O

correspondente circuito elétrico equivalente é mostrado na figura 5.1-(c), cuja impedância

total é descrita por

Figura 5.2 – Medidas de impedância elétrica de água à 25◦C
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Medidas de impedância elétrica de água à 25◦C. A curva da esquerda é a parte real e a curva da direita
é o módulo da parte imaginária.

Zt3 = ZCP E +
Rv

1 + ıωCgRv
+ ıωL. (5.4)

O comportamento das partes real e imaginária das impedâncias dos circuitos descritos

acima, podem ser observados na figura 5.3.Os parâmetros usados para construir essas

curvas foram: Rv = 5000Ω, Cv = 100µF, Cg = 100nF,L = 0, 1µH, A = 10−5S m−2sα e

α = 0, 7. O capacitor de volume, Cv, está presente apenas no circuito 1. Note que as

curvas de ambas as partes da impedância se sobrepões para os três circuitos.

Figura 5.3 – Resultado teórico obtido no modelo de circuitos elétricos equivalentes ideais
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Resultado teórico da impedância elétrica obtido no modelo de circuitos elétricos ideais. A curva da
esquerda é a parte real e a curva da direita é o módulo da parte imaginária da impedância.

Dos resultados obtidos acima segue que, como já destacado por Orazem e Tribollet

(2008), um ajuste satisfatório feito em dados experimentais utilizando um circuito elétrico

equivalente contendo um CPE não implica que se saiba em detalhes os processos físicos
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responsáveis pela resposta elétrica da célula devida a um estímulo externo. Neste caso, o

circuito 1 foi construído supondo a validade do "circuito de Debye"para um único tempo

de relaxação, e o CPE foi introduzido para melhorar a conformidade na na região de baixa

frequência.

O circuito 2, figura 5.1-b, foi elaborado admitindo um comportamento capacitivo

não ideal da dupla camada superficial devido ao confinamento iônico. Porém, esse efeito

implica uma separação da capacitância geométrica, que está conectada com o líquido sem

íons, e uma resistência de volume em série com a dupla camada superficial.

Partindo de um entendimento fundamental, o circuito 3, figura 5.1-c, baseia-se no

pressuposto de que o CPE leva em conta todas as propriedades da interface eletrodo-

eletrólito, o que pode ser considerado como algo satisfatório. Em nosso entendimento,

para os sistemas considerados nessas análises, um circuito equivalente razoável é formado

por um capacitor geométrico em paralelo com um resistência de volume, que possui uma

origem iônica, ligados em série com o CPE, colocado intencionalmente para descrever as

propriedades da interface líquido-eletrodo.

Esta hipótese de que o CPE representa, neste circuito equivalente, a impedância

elétrica somente na interface equivale a admitir, em uma versão generalizada do mo-

delo PNP, uma condição de contorno na densidade de corrente iônica, j. No passado,

as condições de contorno na densidade de corrente iônica propostas a modelar um com-

portamento não ideal nos eletrodos foram o modelo de Chang-Jaffé e o modelo ôhmico

(CHANG; JAFFÉ, 1952; BARBERO; BATALIOTO; NETO, 2007).

No primeiro modelo, a densidade de corrente superficial é proporcional à variação

da densidade iônica, n, na superfície em relação ao valor correspondente no equilíbrio

termodinâmico, n0, isso quer dizer j = κ(n − n0), referente ao modelo de Chang-Jaffé.

No segundo modelo, j é proporcional ao campo elétrico superficial, ou seja, j =

sEs, como no modelo de eletrodos ôhmicos. Nos trabalhos de Chang e Jaffé (1952), e

Barbero, Batalioto e Neto (2007), os parâmetros fenomenológicos pertencentes às condi-

ções de contorno de Chang-Jaffé e eletrodos ôhmicos, κ ou s respectivamnetente, têm

sido admitidos como independentes da frequência. No caso em que a corrente contínua

tende a zero, equivalendo a uma característica bloqueante, a adsorção iônica nos eletrodos

influencia a resposta elétrica da célula (BARBERO; EVANGELISTA, 2004). O fenômeno

é descrito, no âmbito da aproximação de Langmuir, por meio dos coeficientes de adsorção

e/ou dessorção, sendo estes, independentes da frequência angular, ω, da fonte externa.

O circuito 3 corresponde ao caso em que κ ou s e consequentemente os coeficientes

de adsorção ou dessorção, dependam da frequência angular, ω, da tensão aplicada. No

artigo de Almeida e colaboradores (ALMEIDA et al., 2013), os autores relatam que o

parâmetro κ do modelo de Chang-jaffé é dependente da frequência e está relacionado com
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o coeficiente de adsorção, proveniente da aproximação de Langmuir usada na equação da

cinética do sistema. Para o modelo de eletrodos ôhmicos, uma análise foi publicada recen-

temente por Serghei et al. (2009), Patil et al. (2013) e Patil et al. (2014), onde os autores

admitem, para a condutividade superficial complexa, uma dependência com a frequência

proposta por Dyre e Schroder (DYRE; SCHRØDER, 1996; SCHRØDER; DYRE, 2000).

5.2 MODELO PNP

O principal resultado desse modelo foi a construção de uma equação para impe-

dância elétrica a partir da combinação linear de duas condições de contorno, que são o

modelo de Chang-Jaffé e de eletrodos ôhmicos. Nesse caso, a impedância é dada pela eq.

(3.56), representada aqui por comodidade:

Zg = R∞

M(Ωc + ıΩ)
√

1 + ıΩ + (1 − Ωc + MΩk (1 + ıΩ)) tanh
(

M
√

1 + ıΩ
)

M (1 + ıΩ)3/2
(

Ωc + ıΩ + Ωk

√
1 + ıΩ tanh

(

M
√

1 + ıΩ
)) .

Essa é uma equação geral para a impedância elétrica, pois com o uso adequado dos

parâmetros k e s obtêm-se os casos particulares de impedância de eletrodos bloqueantes,

eletrodos ôhmicos ou o modelo de Chang-Jaffé. Outro ponto a se destacar aqui foi a adição

do parâmetro de ajuste γ, que serve para verificar alterações no modelo de Stokes usado

na relação de Einstein-Smoluchoswki. O comportamento das partes, real e imaginária,

pode ser observado na figura 3.4 no capítulo 3.

Resta ainda realizar uma análise, do ponto de vista teórico, da equação (3.56).

Como dito anteriormente, essa equação possui os casos particulares para os modelos de

Chang-Jaffé e ôhmico. Quando s = 0, obtém-se a equação para impedância com o modelo

de Chang-Jaffé, ou seja:

Zcjg = R∞

ıMΩ
√

1 + ıΩ + (1 + MΩk (1 + ıΩ)) tanh
(

M
√

1 + ıΩ
)

M (1 + ıΩ)3/2
(

ıΩ + Ωk

√
1 + ıΩ tanh

(

M
√

1 + ıΩ
)) . (5.5)

Note que a equação de impedância (5.5), obtida da equação de impedância geral Zg, é

identica à (3.52). Agora, fazendo κ = 0, a impedância geral, Zg, adquire a seguinte forma

Zog = R∞

M (Ωc + ıΩ)
√

1 + ıΩ + (1 − Ωc) tanh
(

M
√

1 + ıΩ
)

M (1 + ıΩ)3/2 (Ωc + ıΩ)
, (5.6)

que coincide com a equação de impedância para o modelo ôhmico, descrita por (3.48).

Nossa discussão prova, como dito acima, que a impedância (3.56) possui os casos

particulares dos modelos ôhmico e Chang-Jaffé. A partir das equações (5.5) e (5.6), é

possível encontrar uma correspondência entre Ωk e Ωc, ou seja, uma correlação entre os

parâmetros k e s que aparecem nos modelos de Chang-Jaffé e ôhmico. Para isso basta
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impor Zcjg = Zog e resolver essa igualdade para Ωk. Um pouco de álgebra mostra que,

tal equivalência entre os modelos é expressa por

Ω∗
k =

Ωc

√
1 + ıΩ coth

(

M
√

1 + ıΩ
)

1 − Ωc

. (5.7)

Dessa correspondência, nota-se que, Ω∗
k é uma função complexa e que depende da frequên-

cia enquanto que Ωc é real e independente da frequência (BARBERO; SCALERANDI,

2012). Todavia, as propriedades não bloqueantes dos eletrodos são importantes apenas

no limite de corrente contínua (Ω → 0) e, na equação (5.7), desse limite observa-se que

Ω∗
k = Ωc, visto que em uma situação real, M ≫ 1. Sendo assim, o espectro das partes,

real (R) e imaginária (X), da impedância elétrica da célula coincide em toda a extensão

de frequência.

A mesma equivalência também pode ser estabelecida entre a equação da impedân-

cia elétrica geral, Zg, e a equação para o modelo puramente ôhmico, Zog. Isso é feito

igualando-se as equações (3.56) e (5.6), e resolvendo essa igualdade para o parâmetro fe-

nomenológico do modelo ôhmico que aparece na equação (5.6). Após um simples cálculo,

a correspondência do parâmetro fenomenológico do modelo puramente ôhmico é dada por

Ω∗
c =

Ωc

√
1 + ıΩ + Ωk tanh

(

M
√

1 + ıΩ
)

√
1 + ıΩ + Ωk tanh

(

M
√

1 + ıΩ
) . (5.8)

Na figura 5.4 é possível observar o comportamento das partes real, Sr = Re[Ω∗
c ], e

imaginária, Si = Im[Ω∗
c ], em função da frequência.

Figura 5.4 – Partes, real e imaginária, da equação (5.7)
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Comportamento das partes, real (preto) e imaginária (azul), da equação (5.7), as linhas tracejadas são
os limites para Ω → 0 e as linhas pontilhadas para Ω → ∞.

Os valores de Ωc e Ωk, usados para fazer esse gráfico, foram 1 × 10−2 e 3 × 10−2

respectivamente. Observa-se que Sr é uma função decrescente monotônica de Ω, por outro

lado, o módulo de Si tende a zero no limite de corrente contínua, bem como na região de
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alta frequência, apresentando um máximo próximo a frequência de Debye. Supondo que

M seja muito grande, os limites de Sr e Si são

lim
Ω→0

Sr =
Ωc + Ωk

1 + Ωk

,

lim
Ω→∞

Sr = Ωc,

lim
Ω→0

Si = −Ωk (1 − Ωc)

2 (1 − Ωk)2 Ω,

e

lim
Ω→∞

Si = −Ωk (1 − Ωc)√
2Ω

.

A curva paramétrica de Si = Si(Sr) é mostrada na figura 5.5.

Figura 5.5 – Curva paramétrica de Si(Sr)
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Curva paramétrica de Si(Sr) equivalente aos diagramas Nyquist e Cole-Cole.

Comparando as previsões do modelo completo com o do modelo equivalente ôh-

mico, fazendo Ω∗
c = limΩ→0 Sr, e o acordo é bom para toda a extensão de frequência, como

pode se ver na figura 5.6. Uma consideração similar é válida quando se compara o modelo

geral com o modelo de Chan-Jaffé apenas. Nesse sentido, deve-se encontrar um possível

ω∗
k que coincida com todo o espectro de frequência. Essa análise pode ser encontrada no

trabalho de Andrade et al. (2016a).
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Figura 5.6 – Comparação entre duas situações para a equação (3.56)
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Partes real (esquerda) e imaginária (direita) da impedância geral Zg. As linhas contínuas são para a
equação (3.56) com Ωc = 10−5 e Ωk = 3 × Ωc; as linhas tracejadas são da mesma equação porém
Ωc = limΩ→0 Sr.

A figura 5.5 é apenas uma curva paramétrica de Si em função de Sr como dita

acima, mas vale lembrar que os diagramas Nyquist e Cole-Cole também são curvas pa-

ramétricas. A diferença entre uma e outra é que, no diagrama Nyquist é apresentada a

parte imaginária da impedância elétrica, X, em função da parte real, R, ou seja, X=X(R).

Já no diagrama de Cole-Cole é feita a mesma apresentação, mas no lugar da impedância

elétrica usa-se a constante dielétrica, ε∗ = ε′ + ıε′′. Portanto, o diagrama de Cole-Cole

é feito com a parte imaginária da constante dielétrica em função da parte real, de modo

que ε′′ = ε′′(ε′). Ambos os diagramas são muito utilizados em análises de espectroscopia

de impedância, pois trazem muitas informações, tais como o valor da resistência de platô,

a frequência de Debye e entre outras, isso para o diagrama Nyquist.

5.3 MODELO OSCILADOR HARMÔNICO

O resultado obtido por esse modelo foi a analogia entre um sistema elétrico com

um mecânico. Tal analogia é feita de tal modo que simples componentes mecânicos, como

o coeficiente de viscosidade, constantes elásticas e massa dos íons, sejam comparáveis à

componentes elétricos, como os resistores, capacitores e indutores, respectivamente. É

importante ressaltar que o elemento de fase constante, CPE, também pode ser compa-

rado, por meio de um análogo mecânico, com uma constante elástica modificada do meio,

lembrando que essa constante elástica é função da frequência, do potencial externo apli-

cado à amostra, como foi visto no capítulo 4. Essa constante elástica modificada, assim

como o CPE, tem origem devido às interações na região de interface entre o eletrodo e o

fluido.

O fator de conversão β possui um papel muito importante nessa comparação,

pois esse fator de conversão faz uma ponte entre o sistema elétrico com o mecânico, ou

seja, por meio dele é possível obter, a partir dos ajustes feitos em análises de circuitos
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equivalentes, os valores esperados para o coeficiente de viscosidade, as constantes elásticas

do meio, a massa dos íons do fluido e, também, o número de íons por volume da amostra.

Portanto, o fator de conversão β pode ser considerado a resposta elétrica do modelo

mecânico. A comparação entre as curvas teóricas, dos modelos aqui analisados, com

os dados experimentais de água, em função da temperatura, será apresenta no próximo

capítulo.





6 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

6.1 APARATO EXPERIMENTAL

Para a realização das medidas experimentais, foi utilizado um analisador de im-

pedância da marca Solartronr, modelo 1260 Impedance/Gain-Phase Analyzer. Este

aparelho realiza medidas de impedância em um intervalo de frequência que vai de 10 µHz

até 32 MHz, com alta precisão. Além de fazer medidas em função da frequência, este

equipamento permite realizar medidas em função da diferença de potencial, com variação

de 0, 0 a 3, 0 V (SOLARTRON GROUP LTD., 1996). Tal equipamento encontra-se no

Laboratório de Fluidos Complexos, no Departamento de Física da Universidade Esta-

dual de Maringá. As medidas experimentais deste trabalho foram realizadas usando tipos

diferentes de porta amostras segundo cada necessidade.

A aquisição dos dados experimentais foi realizada em um computador ligado ao

analisador de impedância, via porta GBPIB, usando o software Labviewr, com uma rotina

modificada por nós, que salva os dados em arquivo com extensão txt. Tais dados foram

analisados posteriormente com os programas Mathematicar e Matlabr.

6.2 MEDIDAS EM ÁGUA

Nas medidas de água, foi utilizado um banho térmico acoplado ao porta-amostra

para o controle da temperatura, a representação desse esquema de ligação pode ser visto

na figura 6.1. O banho usado é da marca Brookfieldr, modelo TC-502, com precisão de

0.01◦C.

O porta-amostra utilizado neste trabalho para fazer medidas em água é da marca

Solartronr, modelo 12962 Sample Holder. Tal porta-amosta, figura 6.1, é composto por

dois eletrodos de aço inoxidável, sendo que o eletrodo superior possui um diâmetro de

2,86 cm, e o eletrodo inferior possui diâmetro de 2,00 cm. O eletrodo inferior possui um

invólucro, também feito de aço inoxidável, cujas finalidades são: conter o fluido analisado

em contato com os eletrodos, controlar a temperatura da amostra quando conectado a um

banho térmico e fazer um papel de anel de guarda, que diminui o efeito de borda devido ao

campo elétrico dos eletrodos. O isolamento elétrico do eletrodo inferior com seu invólucro

é feito por meio de uma peça plástica. Neste trabalho, as medidas experimentais foram

feitas usando um espaçamento de 0,5 mm entre os eletrodos, ajustado por um micrômetro

que vem acoplado ao suporte do porta-amostra, como podemos ver no lado esquerdo da

figura 6.1. O intervalo de frequência utilizado para realizar as medidas de impedância foi
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de 1.0×10−1 a 1.0×107 Hz. No trabalho de Grasso, Musumeci e Triglia (1990), podem-se

observar medidas experimentais semelhantes a essas, porém os autores usam um porta

amostra diferente do que nós usamos, mas os resultados experimentais são da mesma

ordem de grandeza.

Figura 6.1 – Esquema de ligação do aparato experimental para medidas em água.
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E
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À esquerda está a representação do esquema de ligação entre o equipamento de medida, o porta amostra,
o banho térmico e o computador. Na direita estão as vistas, superior e lateral, do porta amostra apenas.
Note que com o anel de guarda, os efeitos de borda ficam fora da região de medida, delimitada pelo
eletrodo Low.

A água, usada neste estudo, foi obtida no Departamento de Química da Univer-

sidade Estadual de Maringá. O procedimento de medida inicia-se com a higienização

do porta amostra utilizado, que é feita do seguinte modo: lavam-se todas as partes do

porta-amostras com água e detergente neutro, enxágua-se com água corrente até retirar

todo resíduo de detergente; em seguida, todas as peças do porta-amostra são colocadas

em um béquer contendo uma mistura de água e detergente. O béquer é inserido em um

aparelho de ultrassom para retirar impurezas com as vibrações. Após um tempo de cinco

minutos o ultrassom desliga-se e as peças do porta amostras são retiradas do béquer.

É feito um enxágue em água corrente e outro com água destilada e deionizada e, por

último, é feito um enxágue com acetona para acelerar a secagem, feita em uma estufa

com temperatura ajustada em 100◦C por cerca de 30 minutos. Após a higienização, o

porta-amostra é montado e está pronto para ser conectado ao analisador de impedância

e ao banho térmico.
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6.2.1 RESULTADOS DAS MEDIDAS EM ÁGUA

6.2.1.1 MODELO DE CIRCUITO IDEALIZADO

A análise deste modelo foi feita em duas etapas. A primeira utiliza os circuitos

propostos pelo capítulo 4, que depois serão comparados com o modelo mecânico. A

segunda etapa é realizada com os circuitos vistos no capítulo 5, que são os mesmos da

referência (ANDRADE et al., 2016b).

Primeira etapa. Com o auxílio do software Mathematicar, foi possível realizar os

ajustes teóricos nos dados experimentais de água. Tais ajustes utilizaram as equações

(4.12), (4.17) e (4.32), que são expressas respectivamente por

Z = Rs + ı
(

ωLs − 1
ωCs

)

, (6.1)

Z = Rs + ıωLs +
1

ıωCs

+
1

A (ıω)p , (6.2)

e

Z =
ıωCs − A(ıω)p (1 + ωCs (ωLs − ıRs))

ω (ωCgCs + ıA(ıω)p (Cs + Cg (1 + ωCs (ωLs − ıRs))))
. (6.3)

A figura 6.2 mostra os diagramas dos circuitos elétricos para cada equação de impedância

acima, respectivamente.

Figura 6.2 – Circuitos RLC em série e em paralelo

Rs

Cs Ls

Rs

Cs Ls CPE

Cg

Rs
Cs Ls CPE

Diagramas elétricos dos circuitos usados nessa etapa de análise.

Esta parte da análise está sendo feita apenas com a temperatura de 25◦C, porque a

intensão aqui é fazer uma apresentação didática, pois é óbvio que as equações (6.1) e (6.2)

não possuem concordância com todos os dados experimentais na extensão de frequência

usada neste trabalho, pois não apresentam um componente formado por um resistor e um

capacitor ligados em paralelo.
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A figura 6.3, mostra as partes, real e imaginária, da impedância descrita pelas

equações (6.1), (6.2) e (6.3). Note que a parte real da equação (6.1) (linha pontilhada

azul) é independente da frequência; por isso, na figura 6.3, só aparece uma linha contínua

na região de platô. No módulo da parte imaginária percebe-se um comportamento de

decaimento proporcional a 1/f , na região de baixa frequência, devido à predominância do

capacitor. Para a região de alta frequência a curva não acompanha o pico característico

da medida, geralmente centrada na frequência de Debye, mas apresenta um acréscimo

devido aos efeitos predominantes do indutor. A linha tracejada vermelha é o resultado

da equação (6.2). Note que não houve muitas mudanças na parte imaginária, só que

o decaimento agora é proporcional à 1/(f)p. Por outro lado, a parte real apresentou

uma grande mudança com relação à equação anterior. Isso deve-se ao fato da adição do

elemento de fase constante na equação (6.2). Os resultados obtidos para a equação (6.3)

podem ser observados na mesma figura pela linha contínua cinza. Note que essa curva

possui todo o perfil de uma medida experimental de impedância de água.

Figura 6.3 – Curvas experimental de água e teórica da equação (6.1)
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Comparação entre os dados experimentais com a dependência com a frequência das partes real (direita),
imaginária (esquerda) para a temperatura de 25 ◦C, utilizando os melhores ajustes feitos com as equações
6.1, 6.2 e 6.3.

A comparação da curva experimental com a curva teórica da equação (6.3) pode

ser observada na figura 6.4. Note que no circuito referente a esta equação houve a adição

de um capacitor em paralelo com o sistema RLC mais CPE em série. Como já dito

nos capítulos anteriores, esse capacitor é conhecido como capacitor geométrico, Cg; como

o nome já diz, sua constituição se dá pela forma geométrica da célula de medida e a

constante dielétrica do meio inserido nela. Com a adição desse capacitor, nota-se que

a curva teórica apresenta uma boa coerência com os dados experimentais de ambas as

partes da impedância elétrica por toada a extensão de frequência analisada.



77

Figura 6.4 – Curvas experimentais de água e teórica da equação (6.1)
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Comparação entre os dados experimentais (círculos) com a dependência com a frequência das partes,
real (esquerda) e imaginária (direita), da impedância elétrica para a temperatura de 25 ◦C, utilizando o
melhor ajuste feito com a equação 6.3 (linha contínua).

Com a análise desse três circuitos, pode-se verificar que ao adicionar elementos

no circuito RLC, obtém-se uma melhora na convergência da curva teórica com a curva

experimental. Como visto, o CPE melhora a curva na região de baixa frequência e o

capacitor geométrico encarrega-se da parte de alta frequência.

A equação (6.3) também será usada para comparar o modelo de circuito ideali-

zado com o modelo de oscilador harmônico mecânico. O restante dos resultados obtidos

com esta equação, em função da temperatura, serão mostrados na seção referente a esta

comparação entre os modelos elétrico e mecânico.

Segunda etapa. Do mesmo modo que foi feito na análise anterior, os dados ex-

perimentais foram ajustados com o programa Mathematicar usando as expressões de

impedância dadas pelas equações (5.1), (5.2) e (5.4). O valor inicial de Rv foi escolhido

próximo ao valor da resistência de platô da parte real da impedância R = Re[Z], obtido

experimentalmente para cada temperatura investigada. De maneira similar, o valor inicial

de Cv, para cada temperatura, foi retirado dos valores experimentais da frequência de re-

laxação de Debye, que correspondem ao máximo valor do módulo de X = Im[Z]. No que

concerne ao valor inicial de Cg, foram usados os valores relatados por Malmberg e Maryott

(1956) para constante dielétrica relativa da água ε para cada temperatura. O valor inicial

de α foi escolhido dentro de um intervalo de 0,5 a 1,0. O parâmetro A ficou livre. O

valor da indutância parasita foi determinado da região de alta frequência do espectro de

impedância e manteve-se constante para todas as temperaturas. O valor estimado foi de

aproximadamente de 6, 5×10−7H. Os ajustes para os dados experimentais são muito bons

para todas as temperaturas.

A figura 6.5 ilustra a comparação entre os dados experimentais e os melhores

ajustes obtidos com os três circuitos equivalentes da figura 5.1, referentes as partes, real
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e imaginária, da impedância elétrica e o diagrama Nyquist, para a temperatura de 25 ◦C.

Nota-se que os ajustes teóricos estão de acordo com os dados experimentais para todo o

intervalo de frequência. Pequenos desvios são observados no limite de baixa frequência

que são visíveis no diagrama Nyquist.

Figura 6.5 – Ajuste teórico de circuitos equivalentes em medidas de água

○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○
○
○
○
○
○
○
○
○
○
○
○
○
○
○○○
○
○

0 2 4 6

0

1

2

3

4

log f [Hz]

lo
g

R
[Ω

]
(a)

○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○
○○
○○
○○
○○
○○
○○
○○
○○
○○
○○○
○○○○○○○○○○○○○○

○
○
○
○
○
○
○
○
○

○

0 2 4 6
1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

log f [Hz]

lo
g
|X
|
[Ω

]

(b)

○

○

○

○

○
○
○
○
○
○
○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○○

○○○
○○
○○
○
○
○

○
○○○○○○○

○
○

○○○○○○○○○○○○○○○○○

○ Dados expermentais

Circuito 1

Circuito 2

Circuito 3

0 1000 2000 3000 4000 5000
0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

R [Ω]

|X
|
[Ω

]

(c)

Comparação entre os dados experimentais com a dependência com a frequência das partes, real (a) e
imaginária (b), da impedância elétrica e o diagrama Nyquist (c) para a temperatura de 25 ◦C, utilizando
os melhores ajustes feitos com os circuitos equivalentes da figura 5.1.

Na figura 6.6 é relatada a dependência com a temperatura de ε determinada pelo

procedimento de ajuste teórico para os três circuitos análisados. É de se esperar que essa

quantidade coincida com a constante dielétrica da água livre de íons. Na mesma figura

mostram-se também os dados publicados por Malmberg e Maryott para a água pura. A

concordância é ótima para o intervalo de temperatura aqui investigado.
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Figura 6.6 – Valores de ε obtidos no procedimento de ajuste
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Dependência com a temperatura da constante dielétrica de volume da água encontrada no processo de
ajuste teórico usando os circuitos elétricos equivalente mostrados na figura 5.1. Note que os valores de ε

dos melhores ajustes são independentes do circuito elétrico equivalente usado nessa análise. As estrelas
são os dados experimentais obtidos na literatura (MALMBERG; MARYOTT, 1956).

A dependência com a temperatura para a resistência de volume, Rv, pode ser

observada na figura 6.7. Repare que os valores obtidos são muito próximos e decaem com

a temperatura.

Figura 6.7 – Valores de Rv obtidos no procedimento de ajuste
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Dependência com a temperatura da resistência de volume Rv obtidos no procedimento de ajuste teórico
para os três circuitos analisados.

Dos parâmetros referente ao CPE, temos a dependência com a temperatura do

expoente α mostrado na figura 6.8. Nela está evidente que α é praticamente independente

da temperatura e, os valores obtidos, são próximos de 0.8. E na figura 6.9 podemos

observar o comportamento do parâmetro A em função da temperatura. Para todos os

circuitos analisados, esse parâmetro aumenta com a temperatura; porém, para os circuitos

2 e 3 os valores obtidos são praticamente os mesmos.
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Figura 6.8 – Valores do expoente α obtidos no procedimento de ajuste
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circuitos analisados.

Figura 6.9 – Valores do parâmetro A obtidos no procedimento de ajuste
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Dependência com a temperatura do parâmetro A obtidos no procedimento de ajuste teórico para os três
circuitos analisados.

O acréscimo na temperatura favorece os processos de adsorção e dessorção , de

modo a incrementar a polarizabilidade na região de superfície dos eletrodos. Com isso,

a transferência de carga também aumenta na interface eletrodo-amostra. Como Zt1, Zt2

e Zt3 são uma resistência quando α = 0 e uma reatância capacitiva quando α = 1, o

mecanismo relatado anteriormente leva ao incremento do parâmetro A com a temperatura

(ANDRADE et al., 2016b).

Analisando os melhores ajustes mostrados na figura 6.5 e os resultados mostrados

na figuras 6.8 e 6.9, que dizem respeito ao expoente α e do parâmetro A do CPE, respecti-

vamente, verifica-se que o circuito 2 e o circuito 3 são equivalentes, apesar de descreverem

situações diferentes. A razão desta equivalência é que, para o limite de corrente contínua

(ω → 0), a dupla camada de Debye é responsável por uma capacitância de volume da or-

dem de Cv ∼ εS/λ, onde S é a área superficial dos eletrodos e λ é o comprimento de Debye

(BARBERO; ALEXE-IONESCU, 2005). Essa capacitância está presente no circuito 1 e

é muito grande se comparada a capacitância geométrica Cg = εS/d. Porém no circuito 2
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o CPE está fazendo o papel da capacitância de volume, e ele difere de 1/(ıωCv) do valor

esperado da capacitância, sendo esse valor muito pequeno em relação a impedância do

capacitor geométrico,que é 1/(ıωCg). Ao expandir Zt2, descrita pela equação (5.2), em

série de potencia em termos da impedância do CPE (ZCP E) até primeira ordem, e depois

tomando o limite de ω → 0, encontramos que a impedância do circuito 2 é equivalente a

impedância do circuito 3 no mesmo limite, ou seja, Zt2 ∼ Zt3 para ω → 0, o que justifica

os resultados numéricos da figura 6.5.

6.2.1.2 MODELO PNP

Com base no fundamento teórico visto no capítulo 3, essa parte do trabalho

traz os resultados obtidos dos ajustes teóricos, feitos automaticamente pelo software

Mathematicar, do modelo PNP usando a condição de contorno geral, descrita pela equa-

ção (3.56). Essa equação leva em consideração efeitos fenomenológicos, que é a base desse

modelo, como a difusão iônica, o número de íons por volume, a constante dielétrica do

meio, a carga do íon e outros parâmetros que foram descritos no capítulo 3.

Para a realização dos ajustes teóricos alguns parâmetros ficaram fixos, que, para

os resultados aqui obtidos, foram a área superficial dos eletrodos (S = 3, 16 × 10−4 m2),

a distância entre eles (d = 5, 0 × 10−4 m), a carga do íon, que neste caso coincide com o

módulo da carga elementar do elétron (q = 1, 6 × 10−19 C). A temperatura também era

fixa para cada uma das medidas experimentais. Nos ajustes da seção anterior, constatou-

se que o capacitor geométrico, que é função da permissividade elétrica relativa da água

pura, não teve muitas variações, por tanto, a permissividade elétrica relativa usada foi a

mesma apresentada no artigo de Malmberg e Maryott (1956). Os valores foram fixos de

acordo com cada temperatura utilizada no momento de se fazer o ajuste. A densidade

de íons, n0, nos primeiros testes, não apresentou grandes variações, ficando em torno de

3, 35 × 1025 m−3, que é aproximadamente o número de moléculas de água em um volume

de 1 m3. Desse modo, para os resultados aqui obtidos, a densidade de íons, n0, ficou fixa

no valor citado acima.

Os parâmetros livres deste modelo foram a difusão D, o parâmetro γ, introduzido

na relação de Einstein-Smoluchoswki, o parâmetro s, introduzido pela condição de con-

torno de eletrodos ôhmicos, e o parâmetro k, introduzido pela condição de contorno de

Chang-Jaffé. Na tabela 6.1, pode-se verificar os resultados obtidos para o modelo PNP

usando a equação de impedância geral (3.56) para cada temperatura analisada.
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Tabela 6.1 – Parâmetros obtidos com os melhores ajustes da equação (3.56).

T[◦C] D[m2/s] s[mVs]−1 k[m/s] γ
15 1.27 × 10−12 7.66 × 108 5.82 × 10−11 1.00
20 2.01 × 10−12 7.67 × 108 4.88 × 10−11 1.00
25 2.95 × 10−12 7.71 × 108 2.93 × 10−11 0.99
30 4.07 × 10−12 7.72 × 108 2.42 × 10−11 1.00
35 5.36 × 10−12 7.74 × 108 1.80 × 10−11 1.00
40 7.41 × 10−12 7.86 × 108 1.82 × 10−12 0.99
45 1.14 × 10−11 8.04 × 108 1.68 × 10−13 0.99
50 1.77 × 10−11 8.06 × 108 2.03 × 10−14 1.00
55 2.88 × 10−11 8.10 × 108 1.31 × 10−11 1.00
60 4.05 × 10−11 8.15 × 108 3.61 × 10−11 1.00
65 5.20 × 10−11 8.18 × 108 5.75 × 10−11 1.00
70 6.49 × 10−11 8.23 × 108 8.99 × 10−11 1.00
75 7.92 × 10−11 8.28 × 108 1.33 × 10−10 1.00
80 8.74 × 10−11 8.31 × 108 1.57 × 10−10 0.99

A figura 6.10 mostra uma comparação entre os dados experimentais de impedância

de água à 25◦C e uma curva teórica usando a equação (3.56) com os parâmetros obtidos

nos melhores ajustes feitos no computador. Diferente do que foi obtido no modelo de

circuito idealizado, como se pode verificar na figura 6.10, o modelo PNP com condição de

contorno geral não possui uma boa convergência entre os pontos experimentais e a curva

teórica na região de baixa frequência, mas à alta frequência, a convergência é muito boa,

como é previsto neste modelo.

Figura 6.10 – Ajuste teórico usando o modelo PNP em medidas de água
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Comparação entre os dados experimentais (círculos) e a curva teórica da equação (3.56) (linha contínua).

A figura 6.11 explana como o coeficiente da difusão iônica, D, obtido nos ajus-

tes teóricos, muda com a temperatura. Como o esperado, a difusão aumenta com a

temperatura. Porém, a ordem de grandeza dos resultados obtidos estão entre 10−12 e



83

10−11 m2/s, enquanto que a referência (KRYNICKI; GREEN; SAWYER, 1978), traz os

resultados experimentais do coeficiente de difusão da água na ordem de 10−9 m2/s. Tal di-

ferença pode ser devido ao porta amostra utlizado, que é muito diferente do que foi usado

neste trabalho e também à frequência pois, como se sabe, a difusão depende da mesma

(EVANGELISTA et al., 2011; SCALERANDI; BARBERO; ALEXE-IONESCU, 2014) e

no trabalho de Krynicki, Green e Sawyer as medidas foram feitas em uma frequência de

20,8 MHz, enquanto que o ajuste teórico, aqui realizado, procurou o melhor resultado

para a difusão na região de baixa frequência.

Figura 6.11 – Difusão iônica, D, versus temperatura
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Comportamento da difusão iônica, D, em função da temperatura obtida pelos melhores ajustes da equação
(3.56).

Nas figuras 6.12 e 6.13, consegue-se visualizar os gráficos dos parâmetros s e k,

respectivamente, em função da temperatura. Ambos os parâmetros apresentam compor-

tamentos similares, que aumentam com a temperatura. Isso é de se esperar, pois ambos

os parâmetros estão relacionados com a densidade de corrente na região de interface

eletrodo-solução, que aumenta com o acréscimo da temperatura, assim como a densidade

de corrente total do sistema.

Figura 6.12 – Parâmetro, s, versus temperatura
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Comportamento do parâmetro s em função da temperatura obtida pelos melhores ajustes da equação
(3.56). No centro detalhe em menor escala.
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Figura 6.13 – Parâmetro, k, versus temperatura
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Comportamento do parâmetro k em função da temperatura obtida pelos melhores ajustes da equação
(3.56). No centro detalhe em escala logarítmica.

A figura 6.14 mostra o comportamento do parâmetro γ em função da temperatura.

Visualiza-se que γ é praticamente independente da temperatura.

Figura 6.14 – Parâmetro, γ, versus temperatura
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Comportamento do parâmetro γ em função da temperatura obtida pelos melhores ajustes da equação
(3.56). No centro detalhe em menor escala.

A figura 6.15 mostra o comportamento de R∞ em função da temperatura. Este

termo foi obtido usando os parâmetros encontrados nos melhores ajustes da equação

(3.56). Note que esta curva é semelhante a curva obtida para a resistência de volume, Rv,

usando o modelo de circuitos elétricos equivalentes. Como o modelo PNP prediz, o termo

R∞ comprova que a resistência de volume, do modelo de circuitos, possui origem iônica.

Com as informações que estão no capítulo 3, encontramos a seguinte expressão para R∞

R∞ =
d

εωDS
=

d

S

kBT

n0Dq2
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Figura 6.15 – Termo R∞ da equação (3.56) versus temperatura
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Comportamento do termo R∞ da equação (3.56) em função da temperatura obtido com os parâmetros
dos melhores ajustes.

6.2.1.3 MODELO DE OSCILADOR HARMÔNICO

A análise feita nesta seção usa a teoria vista no capítulo 4, que trata da compara-

ção de um modelo de circuito elétrico equivalente com um modelo mecânico de oscilador

harmônico amortecido e modificado. Tal comparação serve para se obter um análogo me-

cânico para o elemento de fase constante. Os ajustes teóricos, aqui realizados, utilizaram

a equação (4.32), que é a impedância elétrica do circuito equivalente idealizado proposto

na figura 4.4, e a equação (4.33), que é a amortância; a equivalência da resposta elétrica

do modelo mecânico foi obtido com o uso do fator de conversão β. Os resultados dos

ajustes teóricos deste modelo podem ser vistos nas tabelas 6.2 e 6.3.

Tabela 6.2 – Parâmetros obtidos com os melhores ajustes da equação (4.32)

T[◦C] Rs[Ω] Cs[F] Cg[F] A[Sm−2sp]
15 6069.75 9.54 × 10−5 4.55 × 10−10 7.12 × 10−5

20 3886.72 1.10 × 10−4 4.46 × 10−10 6.50 × 10−5

25 2631.56 1.09 × 10−4 4.36 × 10−10 6.66 × 10−5

30 1918.74 9.96 × 10−5 4.26 × 10−10 7.37 × 10−5

35 1479.35 9.51 × 10−5 4.16 × 10−10 8.23 × 10−5

40 1097.18 9.66 × 10−5 4.07 × 10−10 8.90 × 10−5

45 727.383 1.01 × 10−4 3.97 × 10−10 9.45 × 10−5

50 476.129 9.67 × 10−5 3.89 × 10−10 1.09 × 10−4

55 305.628 8.94 × 10−5 3.80 × 10−10 1.33 × 10−4

60 227.035 8.61 × 10−5 3.72 × 10−10 1.52 × 10−4

65 184.726 8.49 × 10−5 3.63 × 10−10 1.63 × 10−4

70 163.355 8.50 × 10−5 3.55 × 10−10 1.68 × 10−4

75 143.021 8.32 × 10−5 3.47 × 10−10 1.74 × 10−4

80 129.993 8.57 × 10−5 3.39 × 10−10 1.84 × 10−4
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T[◦C] c[Kg/s] k[N/m] K[N/m] kg[N/m] m[Kg] n0[m3] β
15 5.29 × 10−2 9.13 × 10−2 1.22 × 10−1 1.91 × 104 2.82 × 10−26 3.35 × 1025 1.15 × 105

20 3.39 × 10−2 7.91 × 10−2 1.34 × 10−1 1.96 × 104 2.82 × 10−26 3.35 × 1025 1.15 × 105

25 2.29 × 10−2 8.02 × 10−2 1.31 × 10−1 2.00 × 104 2.82 × 10−26 3.35 × 1025 1.15 × 105

30 1.67 × 10−2 8.75 × 10−2 1.18 × 10−1 2.05 × 104 2.82 × 10−26 3.35 × 1025 1.15 × 105

35 1.29 × 10−2 9.17 × 10−2 1.06 × 10−1 2.09 × 104 2.82 × 10−26 3.35 × 1025 1.15 × 105

40 9.56 × 10−3 9.02 × 10−2 9.79 × 10−2 2.14 × 104 2.82 × 10−26 3.35 × 1025 1.15 × 105

45 6.34 × 10−3 8.62 × 10−2 9.22 × 10−2 2.19 × 104 2.82 × 10−26 3.35 × 1025 1.15 × 105

50 4.15 × 10−3 9.00 × 10−2 8.01 × 10−2 2.24 × 104 2.81 × 10−26 3.35 × 1025 1.15 × 105

55 2.66 × 10−3 9.75 × 10−2 6.53 × 10−2 2.29 × 104 2.82 × 10−26 3.35 × 1025 1.15 × 105

60 1.98 × 10−3 1.01 × 10−1 5.72 × 10−2 2.34 × 104 2.82 × 10−26 3.35 × 1025 1.15 × 105

65 1.61 × 10−3 1.03 × 10−1 5.35 × 10−2 2.40 × 104 2.82 × 10−26 3.35 × 1025 1.15 × 105

70 1.42 × 10−3 1.03 × 10−1 5.19 × 10−2 2.45 × 104 2.82 × 10−26 3.35 × 1025 1.15 × 105

75 1.25 × 10−3 1.05 × 10−1 5.01 × 10−2 2.51 × 104 2.82 × 10−26 3.35 × 1025 1.15 × 105

80 1.13 × 10−3 1.02 × 10−1 4.73 × 10−2 2.57 × 104 2.82 × 10−26 3.35 × 1025 1.15 × 105
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Lembrando que o capacitor geométrico, Cg, depende da constante dielétrica do

meio, e para realizar os ajustes teóricos com o modelo de circuitos equivalente, necessário

para se obter o parâmetro de conversão β, a constante dielétrica foi fixada usando os

valores da referência (MALMBERG; MARYOTT, 1956), de acordo com cada temperatura

analisada. Assim, o comportamento de Cg em função da temperatura pode ser observado

na figura 6.16.

Figura 6.16 – Capacitância Cg versus temperatura
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Comportamento da capacitância Cg em função da temperatura obtida pelos melhores ajustes da equação
(4.32).

O expoente p = α da impedância de CPE foi fixado em 0,77, valor que mais se

ajustou para se encontrar os outros parâmetros. A indutância Ls também ficou fixa e o

valor usado foi de 3, 23 × 10−21H. O motivo de fixar o valor de Ls no ajuste teórico foi

que, nos primeiros testes, os resultados obtidos para esse parâmetro eram negativos, o que

fisicamente não existe. Já a escolha do valor de Ls foi pegar o módulo dos valores obtidos

nos testes. Após realizar o ajuste com o modelo elétrico utilizando a equação (4.32) e

tendo como resposta os parâmetros da tabela 6.2, realizou-se um outro ajuste para se

encontrar o fator de conversão β juntamente com equação (4.33). Como β depende da

densidade de íons, n0, os ajustes feitos com a equação (4.33) teve apenas a densidade de

íons como parâmetro livre. Assim, os outros parâmetros do modelo análogo mecânico

foram encontrados diretamente dos parâmetros do modelo de circuitos usando o fator de

conversão β, e os resultados representados na tabela 6.3.

A figura 6.17 é mais um exemplo de comparação entre o ajuste teórico e as medidas

experimentais de impedância elétrica. Contudo, nessa figura é possível observar ambas as

partes, real e imaginária,1 da impedância elétrica do circuito equivalente, equação (4.32),

juntamente com a resposta elétrica do seu análogo mecânico, equação (4.33), usando

o fator de conversão β. Note que as duas curvas teóricas se sobrepõe uma à outra, e

ambas possuem uma ótima concordância com os dados experimentais em toda extensão

de frequência media.
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Figura 6.17 – Ajuste teórico com modelo OHAM em medidas de água
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Comparação entre os dados experimentais (círculos) com as curvas teóricas do modelo de circuito equi-
valente, eq. (4.32) (linha contínua azul), e do modelo de oscilador harmônico eletromecânico eq. (4.33)
(linha tracejada vermelha).

A figura 6.18 mostra o comportamento da resistência Rs em função da tempe-

ratura, note que essa resistência tem o mesmo perfil que os obtidos anteriormente com

outros circuitos analisados. Pode-se observar que o valor de Rv decai com a tempera-

tura. Esse aumento na condutividade pode ser explicado pelo mecanismo de Hopping

(MITCHELL; NELLIS, 1982; APSLEY; HUGHES, 1974; MOTT, 1969), em que a ca-

pacidade de transporte de carga aumenta devido ao acréscimo da agitação térmica das

moléculas da água.

Figura 6.18 – Resistência Rs versus temperatura
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Comportamento da resistência Rs em função da temperatura obtida pelos melhores ajustes da equação
(4.32).

O capacitor Cs versus a temperatura pode ser visto na figura 6.19, veja que tal

elemento não apresentou muitas variações, apenas um leve decaimento com a temperatura,

porém foram obtidos valores relativamente altos de capacitância, da ordem de 100 µF, se

comparados com os valores obtidos para o capacitor geométrico, da ordem de 400 pF.
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Figura 6.19 – Capacitância Cs versus temperatura
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Comportamento da capacitância Cs em função da temperatura obtida pelos melhores ajustes da equação
(4.32).

O comportamento de A (um dos parâmetros do elemento de fase constante) em

função da temperatura pode ser observado na figura 6.20. O gráfico traz um resultado

similar ao dos circuitos anteriormente analisados. Como explicado anteriormente, o acrés-

cimo de A esta relacionado com o aumento de transporte de carga na região de interface

devido o aumento de temperatura.

Figura 6.20 – Parâmetro A versus temperatura
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Comportamento do parâmetro A em função da temperatura obtido pelos melhores ajustes da equação
(4.32).

Da tabela 6.3, observa-se que o fator de conversão, β = S2/(n0q2), é praticamente

constante e o valor médio de β é 1, 14774 × 105 (m/C)2. Isso ocorre porque não houve

grandes variações na densidade de íons n0 em função da temperatura, como pode ser visto

na figura 6.21. Dessa tabela, pode-se verificar, ainda, que a massa m, obtida do indutor

Ls usando o fator β, está praticamente constante, isso ocorre devido a Ls ter sido fixado

no ajuste teórico usando a equação (4.32).



90

Figura 6.21 – Densidade de íons, n0, versus temperatura
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Comportamento da densidade de íons, n0, em função da temperatura obtido pelos melhores ajustes da
equação (4.33). No centro, detalhe em escala menor.

A constante elástica kg ( tabela 6.3) aumenta linearmente com a temperatura e

seu comportamento não será mostrado graficamente, pois como foi obtida da capacitân-

cia geométrica Cg, cujo os valores foram fixos para cada temperatura, não trás muitas

informações.

Na figura 6.22 está o gráfico da viscosidade, c, em função da temperatura, tal curva

foi obtida com o fator de conversão β e os valores de Rs em função da temperatura. Como

é de se esperar, a viscosidade decai com o aumento da temperatura.

Figura 6.22 – Viscosidade, c, versus temperatura

●

●

●

●

●

●

●
●

● ● ● ● ● ●

20 30 40 50 60 70 80
0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

T [◦C]

c
[K

g
/s
]

Comportamento da viscosidade, c, em função da temperatura obtido pelos melhores ajustes da equação
(4.33).

A figura 6.23, mostra o comportamento da constante elástica k em função da

temperatura, por ser inversamente proporcional a Cs, esta constante apresenta um leve

aumento com a temperatura. Já a constante K, obtida do parâmetro A utilizando o fator

β, pode ser observada na figura 6.24. Note que esta constante decai com a temperatura,

e como o parâmetro A está relacionado com as interações na interface eletrodo-líquido,

isso nos leva a pensar que a força na região de interface diminui com a temperatura.
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Figura 6.23 – Constante elástica, k, versus temperatura
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Comportamento da constante elástica, k, em função da temperatura obtido pelos melhores ajustes da
equação (4.33).

Figura 6.24 – Constante elástica, K, versus temperatura
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Comportamento da constante elástica, K, em função da temperatura obtido pelos melhores ajustes da
equação (4.33).

Apenas para comparação, vamos observar como os valores dos parâmetros ligados

a resistência de cada modelo em função da temperatura. Para isso, usaremos a resistência

Rv, obtida dos melhores ajustes da equação (5.4), o termo de resistência R∞ da equação

(3.56), a resistência em série Rs da equação (4.32) e a média da resistência de platô

obtida da parte real dos dados experimentais. Note que todos esses valores se sobrepõe

praticamente, mostrando uma equivalência entre os modelos aqui analisados.
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Figura 6.25 – Termos resistivos versus temperatura
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da temperatura.
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6.3 ANÁLISE EM MEDIDAS DE SBF

MEDIDAS EM SBF

O SBF utilizado nas análises deste trabalho foi preparado nas dependências dos

laboratórios experimentais do Departamento de Física, na Universidade Estadual de Ma-

ringá. Apesar de existirem vários procedimentos de preparo do SBF, usou-se a "receita",

publicada por Kokubo e Takadama (2006). A solução usada nesse trabalho apresenta as

seguintes concentrações em mM: Na+ → 142,0; K+ → 5,0; Mg2+ → 1,5; Ca2+ → 2,5;

Cl− → 147,8; HCO−
3 → 4,2; HPO2−

4 → 1,0 e SO−
4 → 0,5. Com exceção dos íons Cl−

e HCO−
3 , as concentrações iônicas do SBF são muito próximas à do plasma sanguíneo

(KOKUBO; TAKADAMA, 2006).

As medidas do SBF foram feitas utilizando-se um banho de imersão com controla-

dor de temperatura marca Novusr, modelo N-321, ligado a uma resistência para aquecer

a água de um recipiente, usado especificamente para isso. A temperatura nas medidas

do SBF foi fixada em 36,5◦C, que é a temperatura média do corpo humano. Em algu-

mas das análises a medida de impedância foi realizada apenas no fluido, e em outras, foi

inserida uma pastilha cerâmica de hidroxiapatita no fluido. Tal pastilha foi preparada

pelo grupo de materiais do departamento de Física da UEM, sob orientação do professor

Wilson Ricardo Weinand.

Nessa parte do trabalho, para uma maior agilidade, foi construído um dispositivo

comutador, para aumentar em até oito o número de amostras a serem analisadas simul-

taneamente. Tal dispositivo consiste em uma associação de relés, controlados por uma

placa de prototipagem eletrônica de hardware livre do tipo ARDUINO. Esse comutador

está ligado ao mesmo computador que o analisador de impedância, e via software é feito

o controle da amostra a ser analisada.

Para a realização das medidas experimentais de espectroscopia de impedância em

SBF foi necessário modificar os tubos de ensaios plásticos (tubo falcon), de modo a fixar

os eletrodos de aço inoxidável nas tampas dos tubos, para que ficassem alinhados e com

espaçamento correto entre eles. Essa modificação consistiu em fazer uma base rígida, e

o material utilizado para isso foi uma resina acrílica, a mesma que se utiliza na produ-

ção de próteses dentárias. Após o tempo da resina endurecer, os cabos elétricos foram

soldados nos eletrodos para fazer as conexões com o comutador descrito acima e, conse-

quentemente, ao aparelho de medida. O espaçamento entre os eletrodos foi de 0,5 mm

em algumas amostras e outras com 1,0 mm, sendo que todos os eletrodos possuem 2,0

cm de diâmetro. O material utilizado nos eletrodos foi o aço inoxidável. A figura 6.26

mostra uma representação do esquema de ligação do todo aparato experimental que foi

usado para medir a impedância do SBF.
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Figura 6.26 – Representação do aparato experimental utilizado nas medidas em SBF.
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À esquerda está a representação do esquema de ligação entre o equipamento de medida, o comutador, os
porta amostras, o banho térmico e o computador. Esse porta amostras é composto por um tubo de ensaio
plástico, onde é inserido o fluido. Na tampa do tubo foram fixados dois eletrodos, confeccionados em aço
inoxidável, para que os eletrodos fossem inertes para a amostra, como pode ser observado na imagem da
direita.

A higienização foi feita de duas formas diferentes, uma para o tubo de ensaio

plástico e outra para os eletrodos. A limpeza dos tubos de ensaio foi realizada da seguinte

maneira: lavagem dos tubos com água e detergente neutro; enxágue com água corrente,

de modo a retirar todo o resíduo de detergente; enxágue com água destilada; enxágue com

uma solução de hipoclorito de sódio; outro enxágue com água destilada; enxágue com uma

solução de ácido clorídrico; mais um enxágue com água destilada, e por fim, enxágue com

água. Nesse último enxágue, foi utilizada a mesma água do preparo do SBF, assim não é

necessário esperar os tubos secarem em uma estufa para colocar o SBF. Porém, para os

eletrodos, a limpeza é feita usando um béquer, onde se prepara uma solução de água e

detergente, no qual são colocados os eletrodos e levados a um aparelho de ultrassom por

cerca de 5 minutos. Em seguida é feito um enxágue em água corrente e depois com água

destilada; em outro béquer com álcool etílico os eletrodos são mergulhados e levados ao

ultrassom novamente por mais 5 minutos; depois são retirados do béquer com álcool e

levados à uma estufa, regulada em aproximadamente 50◦C, para secarem.

Com a higienização dos tubos e dos eletrodos feita, então pode-se inserir o SBF

nos tubos. Neste estudo foram analisadas várias amostras de SBF, mas os melhores

resultados foram obtidos em lote de medidas, composto por um tubo contendo apenas

SBF e dois tubos com o mesmo fluido e uma cerâmica de hidroxiapatita, sendo que

uma dessas amostras que continha hidroxiapatita, teve o seu fluido renovados a cada

quatro dias (aproximadamente 96 horas entre as trocas). Após o preparo dos tubos, ver

figura 6.26, são colocadas as tampas com os eletrodos e, para vedar, foi utilizado fita de

teflon. Na sequência os tubos são colocados em uma banho de imersão, com temperatura

controlada em 36,5◦C. Depois os cabos são ligados ao dispositivo comutador que, por sua



95

vez, está conectado ao analisador de impedância. Após alguns minutos de espera, para

que as amostras fiquem com a mesma temperatura do banho, são iniciadas as medidas de

impedância, que foram realizadas de forma automática com intervalos de uma hora entre

uma medida e outra, num período de 28 dias consecutivos. Este completo procedimento

foi o terceiro de uma série, que resultou na configuração mais precisa e confiável.

RESULTADOS DAS MEDIDAS DE SBF

Para verificar se o SBF foi preparado corretamente é necessário submergir materiais

bioativos, ou também conhecidos por biomateriais, no SBF e após algum tempo, que

depende de cada tipo de biomaterial submerso, observa-se a formação ou não de apatita,

que é um grupo de minerais formado basicamente por cálcio e fósforo e está presente

no osso humano (BONADIO, 2014; DAMA, 1974). O material bioativo utilizado neste

trabalho foi uma cerâmica de hidroxiapatita (HA), sendo sua fórmula química dada por

Ca5(PO4)3(OH), sintetizada a partir de ossos de peixes de rios brasileiros, preparada nos

laboratórios de materiais do departamento de física da Universidade Estadual de Maringá

(UEM), com a supervisão do professor Dr. Wilson Ricardo Weinand (COELHO et al.,

2006). As dimensões das peças cerâmicas eram discos com aproximadamente 10 mm de

diâmetro e 1,5 mm de espessura.

Na seção anterior, foi descrito como as amostras foram preparadas. Nesta parte do

trabalho os resultados obtidos da análise das medidas em SBF serão apresentados. Para a

realização deste trabalho várias amostras foram analisadas, mas apenas três delas deram

resultados mais precisos. A amostra número 1 continha apenas SBF e será chamada de

CH0. A segunda continha SBF e uma cerâmica de hidroxiapatita submersa, mas não

houve renovação do fluido, e será nomeada CH1. A última amostra também continha

SBF com hidroxiapatita imersa; no entanto, o fluido era renovado a cada quatro dias e

sua nomenclatura é CH2.

Após 28 dias de imersão no SBF, tanto as peças cerâmicas de HA quanto os eletro-

dos de aço inoxidável usados nas medidas de espectroscopia de impedância foram levadas

ao Complexo de Centrais de Apoio à Pesquisa (COMCAP), situado nas dependências da

UEM, para serem analisadas em um microscópio eletrônico de varredura e verificar a for-

mação de apatita. Nas amostras cerâmicas foram confirmadas as formações de apatita via

técnica de microscopia eletrônica de varredura (MEV), um exemplo de escaneamento é

mostrado na figura 6.27. Já os eletrodos de aço inoxidável não apresentaram formação de

apatita, como pode ser visto na figura 6.28. Na sequência pode se observar os resultados

obtidos da análise do SBF, via técnica de espectroscopia de impedância.
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Figura 6.27 – Imagem obtida com a técnica de microscopia eletrônica de varredura (MEV) na amostra
de HA

Imagem de uma região da amostra de HA analisada em um microscópio eletrônico de varredura.

Figura 6.28 – Imagem obtida com a técnica de microscopia eletrônica de varredura no eletrodo de aço
inoxidável

Imagem de uma região do eletrodo de aço inoxidável analisado em um microscópio eletrônico de varredura.

MEDIDAS DE SBF EM FUNÇÃO DO TEMPO

As propriedades dielétricas do SBF foram determinadas via técnica de espectrosco-

pia de impedância (EI) usando um analisador de impedância da marca Solartron, modelo

1260. As amostras de SBF foram submetidas a uma tensão periódica externa, e a ad-

mitância Y = 1/Z foi medida. A pequena amplitude de tensão aplicada ao SBF foi

de V0 = 25 mV, isso é feito para que a célula de medida tenha um comportamento

de um sistema linear, e a admitância elétrica da célula, Y , seja independente de V0

(BARBERO; ALEXE-IONESCU; LELIDIS, 2005). A extensão de frequência usada foi

de 1 Hz à 1 MHz. Os dados experimentais foram adquiridos através de um software

modificado pelo autor deste trabalho.
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O comportamento do espectro de condutividade dado por meio de G = Re(Y ) e

B = Im(Y ), que está representado na figura 6.29, são, respectivamente, a condutância e

a susceptância. Esta figura indica a presença de mais de uma região sensível (em torno

de 1 KHz). A figura 6.29 mostra o montante de 28 dias de medidas, as cores das curvas

variam do azul até o vermelho, referente a amostra CH0.

Figura 6.29 – Medidas experimentais de SBF em função do tempo, amostra 1

Gráficos com as partes, real (G) e imaginária (B), respectivamente, do espectro de admitância para
medidas com a amostra que contém apenas SBF (CH0).

Mutuamente, a figura 6.30 exibe a quantidade de medidas feitas em 28 dias, sendo

que as cores das curvas também variam do azul até o vermelho, para a amostra CH1.

Neste porta amostras havia SBF mais HA, porém não houve renovação do fluido.

Figura 6.30 – Medidas experimentais de SBF em função do tempo, amostra 2

Gráficos com as partes, real (G) e imaginária (B), respectivamente, do espectro de admitância para
medidas com a amostra que contém SBF e hidroxiapatita (CH1), sem renovação do fluido.

E finalmente, na figura 6.31, pode-se notar o comportamento da admitância do

SBF mais hidroxiapatita, com SBF sendo renovado a cada 4 dias (CH2).
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Figura 6.31 – Medidas experimentais de SBF em função do tempo, amostra 3

Gráficos com as partes, real (G) e imaginária (B), respectivamente, do espectro de admitância para
medidas com a amostra que contém SBF e hidroxiapatita (CH2), com renovação do fluido a cada quatro
dias.

COMPARAÇÃO COM CIRCUITOS EQUIVALENTES

Aqui é feita uma comparação de uma medida experimental do SBF com um circuito

RLC simples e, também, com um circuito RLC mais CPE.

CIRCUITO RLC SIMPLES

Das partes, real (G) e imaginária (B), da admitância Y = 1/Z, versus a frequência

da tensão aplicada, f = ω/(2π), é possível determinar o comportamento dielétrico usando

um circuito equivalente composto por componentes RLC. O primeiro modelo proposto é

um circuito equivalente composto por: um circuito paralelo representando a interação de

volume (Rb e Cb), que forma a impedância Zb; em série com um resistor Rs, um capacitor

Cs e um indutor Ls, Rs e Cs representam a interação na região da superfície do eletrodo

em contato com a amostra. A impedância é tal que

Z =
1
Y

= Zb +
1

ıωCs

+ Rs + ıωLs

=
Rb

1 + ıωRbCb

+
1

ıωCs

+ Rs + ıωLs.
(6.4)

CIRCUITO RLC COM ELEMENTO DE FASE CONSTANTE

De acordo com Alexe-Ionescu et al. (2010), a dependência da frequência na impe-

dância, para soluções iônicas na região de baixa frequência, é bem demonstrada admitindo
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que os eletrodos são responsáveis por uma impedância descrita por

Zint =
1

A (ıω)p (6.5)

onde A e p são constantes e Zint é conhecido como a impedância do elemento de fase cons-

tante (Constant Phase Element – CPE), introduzida por Cole e Cole (1941). Neste caso,

a impedância elétrica total, Z = 1/Y , é a soma da contribuição da impedância elétrica

de volume, Zb, com a impedância Zint e o indutor Ls, que corresponde a uma indutância

parasita dos cabos de ligação do aparelho, como é descrito por Sanabria e Miller (2006).

Neste caso a impedância total é dada por

Z = Zb + Zint + ıωLs

=
Rb

1 + ıωRbCb
+

1
A (ıω)p + ıωLs.

(6.6)

Os ajustes teóricos dos dados experimentais foram feitos utilizando um programa

chamado de Algorítimo Genético. Maiores detalhes sobre esse algorítimo genético podem

serem encontrados no trabalho de Delsanto et al. (1998). Os modelos teóricos usados

nestes ajustes, anteriormente mencionados, são as equações (6.4) e (6.6). Na figura 6.32,

pode-se observar um exemplo de ajuste teórico utilizando os modelos com circuito equi-

valente com componente RLC, e o modelo de circuito com componentes RLC mais CPE.

Está claro que o modelo RLC mais CPE se ajusta muito melhor que o outro modelo.

Figura 6.32 – Ajustes teóricos em medidas experimentais de SBF

Comparação entre os modelos de circuito RLC e RLC mais CPE com as medidas experimentais da
amostra 1.

Usando o modelo descrito pela (6.4), foi possível obter os parâmetros que podem

ser observados na tabela 6.4. Os outros parâmetros apresentaram um comportamento

levemente exponencial e podem ser vistos na figura 6.33.
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Tabela 6.4 – Valores obtidos para os parâmetros significantes do modelo RLC - Eq. (6.4).

Parâmetro Simbolo CH0 CH1 CH2
Resistência de volume [Ω] Rb 4.0 4.5 4.5
Resistência em série [Ω] Rs 2.1 2.0 1.5
Indutância em série [µH] Ls 2.3 2.3 2.3

Figura 6.33 – Dependência temporal da capacitância de volume Cb

Decaimento exponencial da capacitância de volume Cb para: CH0 em vermelho, CH1 em verde, CH2 em
azul e o ajuste exponencial com linha tracejada.

É possível ver que a contribuição de volume (Cb e Rb), apesar da capacitância pos-

suir um decaimento exponencial, é praticamente o mesmo para todas as amostras, sendo

que as diferenças principais estão na contribuição de superfície, como na capacitância de

superfície Cs, que pode ser vista na figura 6.34.

Figura 6.34 – Dependência temporal da capacitância de superfície Cs

Decaimento exponencial da capacitância de superfície Cs para: CH0 em vermelho, CH1 em verde, CH2
em azul, o ajuste exponencial com linha tracejada vermelha para CH0, e o ajuste exponencial com linha
tracejada preta para CH1 e CH2.

Por outro lado, usando o modelo RLC-CPE, descrito pela equação (6.6), foi obtido,
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Tabela 6.5 – Valores obtidos para os parâmetros significantes do modelo RLC + CPE - Eq. (6.6).

Parâmetro Simbolo CH0 CH1 CH2
Resistência de volume [Ω] Rm 1.82 1.78 1.25

Capacitância de volume [nF] Cm 0.16 0.18 0.16
Indutância em série [µH] Ls 2.3 2.3 2.3

Potência do CPE p 0.65 0.70 0.74

para os três casos, os seguintes parâmetros constantes, que podem ser vistos na tabela

6.5. Os valores de Ls podem ser identificados como uma indutância parasita dos cabos.

O outro parâmetro apresentou um comportamento exponencial diferente. A figura 6.35

mostra um decaimento exponencial para o parâmetro A do modelo RLC-CPE. Neste caso,

pode-se propor um decaimento exponencial em função do tempo do tipo: f (t) = ae−t/b+c.

Para o CPE, pode-se reescrever o parâmetro A como

A (t) = ae−t/b + c (6.7)

Figura 6.35 – Dependência temporal do parâmetro A do CPE

Decaimento exponencial do parâmetro A do CPE para: CH0 em vermelho, CH1 em verde, CH2 em azul
e os ajustes exponenciais descritas pelas linhas tracejadas.

Na tabela 6.6 é possível visualizar que o tempo de decaimento b para o SBF puro

(CH0) é mais lento do que nas amostras com SBF mais HA (CH1 e CH2) em ambos os

ajustes.

A constante de tempo, em ambos os modelos, é duas vezes mais lenta do que quando

a HA é imersa no SBF, sugerindo que há interações entre os íons para a nucleação de

apatita na pastilha de HA. Ainda pode ser visto, também na tabela 6.6, que, no primeiro

modelo, a constante de tempo para a capacitância de superfície é mais devagar para a

amostra com SBF puro, do que para as amostras que continham SBF e HA. A constante

de tempo para a contribuição de volume é a mesma para os três casos, propondo que os

elementos de superfície governam os efeitos da contribuição iônica.
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Tabela 6.6 – Valores obtidos para os parâmetros significantes do modelo que envolvem a exponencial que
decai com o tempo.

Parâmetros a [mS] b [horas] c [mS]

Cb (todas amostras) 18.0 50 6.0
Cs (CH0) 20.0 125 20.0

Cs (CH1-CH2) 20.0 75 14.0
A (CH0) 1.60 100 1.20
A (CH1) 1.10 50 0.80
A (CH2) 0.90 50 0.55

No trabalho de Sanabria e Miller (2006), eles mostram que a "dimensão fractal" p

é diferente para íons distintos usados em uma solução, isso quer dizer que, neste caso,

quando houve crescimento de apatita na superfície da hidroxiapatita, diferentes concen-

trações iônicas ocorreram para cada caso analisado. O valor de p para CH0 está muito

próximo aos valores de CH1 e CH2. É de se esperar que o comportamento de A seja

similar ao da condutividade σ, multiplicado por um fator geométrico d/S, onde d é o

espaçamento entre os eletrodos e S a área superficial de cada eletrodo. Esses resultados

são mostrados na figura 6.35. A concentração dos íons de cálcio e fósforo decaem no SBF

quando a apatita é formada.

Segundo Miyazaki et al. (2002), a variação da concentração dos elementos do SBF

é uma função do tempo de imersão do metal tântalo tratado com Plasma Indutivamente

Acoplado (Inductively Coupled Plasma – ICP). Neste trabalho os autores mostram que,

no SBF, há um incremento abrupto na concentração de sódio (Na), e um grande decres-

cimento nas concentrações dos íons de cálcio (Ca) e fósforo (P) em função do tempo, o

que explica as trocas de concentrações devido à nucleação de apatita.

Na mesma linha de pensamento, Barbero e Alexe-Ionescu (2005) mostram que as

condutividades equivalentes de KCl e NaCl são diretamente proporcionais às concentra-

ções iônicas. Ou seja, se a condutividade é proporcional a contração de íons, o resultado

mostra que, com o crescimento de apatita, a condutividade diminui com o tempo.

Por outro lado, temos a cinética química, que é o estudo quantitativo de sistemas

químicos que estão mudando com o tempo. Habitualmente, as reações ao longo do tempo

são proporcionais às mudanças nas concentrações dos reagentes e dos produtos, isso quer

dizer que a razão k é proporcional à derivada temporal da concentração. Supondo que

essa reação obedeça uma lei de velocidade de primeira ordem, de tal forma que essa lei

de velocidade possa ser escrita por

k [C] = −d [C]
dt

(6.8)

onde [C] é a concentração de um reatante ou de um produto. Integrando a expressão
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acima, obtém-se a lei de velocidade integral, ou seja,

[C] = [C]0 e−kt (6.9)

que relaciona a concentração com o tempo (YOUNIS et al., 2014; CONNORS, 1990).

Qualitativamente, pode-se comparar o comportamento exponencial da capacitância de

volume (Cb), a capacitância de superfície (Cs) e o parâmetro A do CPE com a lei de

velocidade integral citada acima. Assim, pode-se concluir que a razão k, comparando com

os resultados obtidos, varia de 0,008 à 0,02 hora−1, e da tabela 6.6 é possível observar

que b ≈ 1/k. Esta razão traz uma descrição do quão rápido a reação está ocorrendo, e

a meia-vida fornece uma medida aproximada da velocidade da reação. E neste caso, a

meia-vida é t1/2 = ln(2)/k, que vai de 35 a 90 horas aproximadamente.





7 CONCLUSÕES

Estudar a resposta elétrica, em função da temperatura, de uma célula preenchida

com alguns tipos de soluções, foi o intuito deste trabalho. Tal abordagem ocorreu de

forma teórica e experimental, e as conclusões seguirão abaixo de forma particionada para

melhor compreensão.

Inicialmente, os espectros das partes real e imaginária, da impedância elétrica da

célula, foram ajustados utilizando-se três circuitos elétricos equivalentes, todos contendo

um CPE e uma indutância “parasita” devido aos cabos de ligação entre a célula e o

aparelho de medida. Dos ajustes teóricos dos dados experimentais realizados nesse tra-

balho, deduziu-se a dependência do expoente α e do parâmetro A do CPE, para cada

circuito. De acordo com os resultados aqui obtidos, o expoente α é praticamente indepen-

dente da temperatura e da concentração para todos os circuitos analisados. Por isso, nos

ajustes aqui apresentados, esse expoente ficou fixo em 0,79, enquanto que o parâmetro

A apresentou um acréscimo em função da temperatura. Sanabria e Miller reportaram

sobre a resposta elétrica de algumas soluções salinas em um intervalo de frequência de

1Hz à 1MHz (SANABRIA; MILLER, 2006). Eles observaram um comportamento tipo a

relaxação de Debye que muda com a concentração iônica. Eles ajusturam os seus dados

experimentais por meio de um elemento de fase constante, e encontraram que o expoente

não depende do tipo de íon ou da concentração, enquanto que o parâmetro A dependia

da quantidade de íons. A análise, aqui apresentada, indica que é possível obter ajustes

coerentes com os dados experimentais utilizando os três circuitos equivalentes propostos.

Dessas análises segue ainda que um "bom"modelo circuital represente bem a resposta de

uma célula eletrolítica devido a uma tensão periódica externa, ele é formado por uma

associação de capacitores de volume, resistências de origem iônica e um CPE, este úl-

timo “está” encarregado de simular os efeitos de interface eletrodo-eletrólito. Do ponto

de vista matemático, isso é equivalente a assumir que os parâmetros fenomenológicos que

descrevem propriedades não ideais de eletrodos bloqueantes, tais como nos modelos de

Ghang-Jaffé, Ôhmico e Langmuir, são dependentes da frequência.

Já no modelo PNP foi considerada a resposta elétrica de uma célula eletrolítica

limitada por eletrodos não bloqueantes, excitada por uma tensão elétrica externa de pe-

quena amplitude. Supondo que a corrente de condução através dos eletrodos era limitada

por barreiras de energia, as quais determinavam a energia de ativação das correspondentes

reações eletroquímicas, responsáveis pelos processos de transferências de cargas entre a

solução e o circuito externo, desta hipótese, seguiu-se que a característica não bloque-

ante dos eletrodos é, num limite linear, uma combinação de condições de contorno usadas
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nos modelos de Chang-Jaffé e Ôhmico. Neste quadro geral, foi obtida uma impedância

elétrica generalizada para a célula. Essa expressão contém os casos particulares da im-

pedância propostos pelos modelos citados acima, além de um parâmetro introduzido na

relação de Einstein-Smoluchoswki, para verificar alterações na lei de Stokes, usada na

mobilidade iônica. Da análise dos ajustes teóricos feitos neste trabalho, observou-se que

a curva teórica não tem uma boa concordância com os dados experimentais na região

de baixa frequência. Isso se deve ao fato de que os parâmetros κ e s, dos modelos de

Chang-Jaffé e Ôhmico, usados neste trabalho, foram números reais e independentes da

frequência. O grupo de pesquisa continua investigando o que acontece ao se usar esses pa-

râmetros como sendo formados por números complexos e/ou dependentes da frequência.

Os resultados mostram-se promissores, mas sua análise não fará parte deste trabalho. O

parâmetro γ, que foi introduzido para verificar alterações na lei de Stokes, usado na re-

lação de Einstein-Smoluchoswki, permaneceu muito próximo de ser unitário, ou seja, não

teve muitas variações com a temperatura. Assim, a lei de Stokes permanece inalterada

na relação de Einstein-Smoluchoswki. Mesmo não tendo uma boa convergência entre a

curva teórica e os dados experimentais, principalmente no domínio de baixa frequência,

como ocorre para o modelo de circuitos elétricos equivalentes, os resultados aqui obtidos

com este modelo são bem interessantes, já que foi possível deduzir o comportamento da

difusão iônica e dos parâmetros κ e s em função da temperatura, que de certa forma é

novidade na literatura.

Olhando por uma outra perspectiva, apresentamos um modelo eletromecânico,

usado para interpretar dados de espectroscopia de impedância, que é um sistema de

oscilador harmônico que foi modificado para incluir uma nova interpretação, àquela de

um íon na região de interface com o eletrodo. Esta interação adicional é representada

por uma mola em paralelo à do modelo original, a fim de explicar um efeito interfacial

adicional. Tais efeitos estão conectados com a polarização de superfície e/ou a não-

homogeneidade das superfícies dos eletrodos, visando uma perspectiva fenomenológica.

Foi demonstrado que o modelo mecânico modificado pode ser colocado em correspondência

com o modelo de circuito elétrico equivalente de tal forma que, ao se obter um bom ajuste

para os dados experimentais usando o circuito elétrico equivalente, o mesmo ajuste pode

ser imediatamente obtido por meio do modelo mecânico, ligação feita pela constante

β. Assim, se for utilizado um circuito eléctrico equivalente para ajustar os dados, a

partir dos parâmetros de melhor ajuste obtidos, consegue-se também a informação sobre

as propriedades mecânicas da amostra. Este procedimento geral pode ser aplicado a

qualquer tipo de circuito elétrico, em série ou paralelo, modificando ou estendendo o

modelo mecânico correspondente, com a inclusão de mais componentes de massa ou de

superfície. Em poucas palavras, qualquer solução para circuitos elétricos deve ter um

análogo mecânico, como foi demonstrado. Espera-se que este tipo de abordagem possa

aumentar a capacidade de análise de dados experimentais complicados, incluindo efeitos
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de superfície, principalmente no domínio de baixa frequência. Da comparação das curvas

teóricas com os dados experimentais da espectroscopia de impedância, obteve-se uma

ótima concordância entre um e outro. Isso é de se esperar, pois com a escolha adequada

de um circuito elétrico equivalente, sempre se obtém ótimos ajustes, e consequentemente,

para o análogo mecânico, será obtido os mesmos resultados encontrando-se o fator correto

de conversão β.

Medidas de espectroscopia de impedância foram realizadas em amostras de SBF

com diferentes atividades, uma amostra com apenas SBF, uma amostra com SBF e hi-

droxiapatita, mas o fluido nesta não foi renovado, e uma amostra contendo SBF e hi-

droxiapatita, porém o SBF era renovado após um tempo de aproximadamente 100 horas

(equivalente a quatro dias). As medidas foram realizadas em um tempo total de aproxi-

madamente 600 horas e sem interrupções, em que uma curva de admitância era coletada

a todo momento para cada uma das três configurações. Dois modelos correspondentes de

circuitos elétricos equivalentes foram usados para quantificar a interface eletrodo-eletrólito

e separar as contribuições de volume e de superfície da amostra. O comportamento tempo-

ral da admitância foi apresentado e, usando a lei de taxa integrada, de modo qualitativo,

encontramos um tempo de vida média. Um outro aspecto importante é que, apesar do

comportamento exponencial, as variações na condutividade dos fluidos foram pequenas,

mostrando a estabilidade (qualidade) dos fluidos analisados neste trabalho. Esse controle

é muito importante para que, logo após a síntese do SBF, possamos verificar com a técnica

de espectroscopia de impedância, que haverá crescimento de apatita em amostras de ossos

ou similares, isto é, o SBF está bom para o uso. Por enquanto, a comprovação é feita

somente após vários dias, quando se nota ou não a formação de apatita. Devido a grande

variedade de íons no SBF, só foi possível analisar as medidas experimentais de admitân-

cia apenas com o modelo de circuitos elétricos equivalente, isso porque tal modelo dá um

comportamento global da corrente que passa pela amostra e o equipamento de medida,

dando um perfil generalizado das interações iônicas da amostra. Assim, esse trabalho abre

uma linha de pesquisa para investigar outros modelos teóricos que possam se ajustar aos

dados experimentais de admitância do SBF levando em conta a grande variedade de íons

desse fluido.

De modo geral, este trabalho analisou três modelos teóricos usados em espectros-

copia de impedância, sendo: o modelo de circuitos elétricos equivalentes; o modelo de

Poisson-Nernst-Planck com uma condição de contorno geral, definida da combinação li-

near das condições de contorno do modelo de interação iônica de Chang-Jaffé e o modelo

Ôhmico e, por último, o modelo de oscilador harmônico mecânico amortecido modificado.

O modelo PNP não apresentou um ajuste perfeito, se comparado com os outros modelos,

principalmente na região da baixa frequência. Contudo os resultados obtidos são im-

portantes, pois foi possível estimar, do ponto de vista fenomenológico, o comportamento
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principalmente da difusão iônica e do número de íons por metro cúbico de uma amostra

em função da temperatura. Com o modelo mecânico também foi possível estimar o nú-

mero de íons por metro cúbico, além de estimar outros parâmetros como as constantes

elásticas da amostra, o coeficiente de amortecimento e a massa dos íons em uma solução.
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