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Abstract

Statistical physics has proved to be fruitful in the study of systems far from traditional physics.
Physicists have applied techniques and concepts from statistical mechanics in the study of data
from complex systems of the most diverse areas of knowledge. Several studies focus on time series
of financial markets, social and biological systems. Many of these approaches use concepts derived
from phase transition physics and anomalous diffusion. In this thesis, we apply the concepts of
scale invariance and anomalous diffusion in the study of urban and biological complex systems.
In Chapter 1, we investigate a metric that takes into account the nonlinearites in the relationship
between urban indicators and population size, where we show that this scale-ajusted metric can be
used to quantify and predict urban indicators. In Chapter 2, we show that the spatial correlation in
the number of per capita homicides decays exponentially and that this correlation is independent of
the population dynamics. We also show that this correlation leads to clusters of cities that can be
modelled as a percolation-like transition. In Chapter 3, we make a complete characterization of the
diffusion patterns of four species of protozoa. We show that the spread of these protozoan is su-
perdiffusive and that there are long-range correlations in the radial velocities. In Chapter 4, we use
a similar approach showing that C. Elegans is also characterized by superdiffusion and long-range
correlations in the velocities. We further show that the exponents characterizing their dynamics
change with ageing and diseases, similar to what was previously found in human physiology. Fi-
nally, in Chapter 5, we propose an extension for the comb-model via Langevin-like equations driven
by fractional Gaussian noises (long-range correlated). We show that the correlations can affects the
diffusive behavior in a non-trivial fashion, resulting in a quite rich diffusive scenario, that can be
applied in the context of complex systems such as living cells.

Key words: Complex Systems. Statistical Physics. Anomalous Diffusion. Urban System.

Systems Biology.



Resumo

A fisica estatistica tem se mostrado frutifera no estudo de sistemas ndo comuns da fisica tradicional.
Fisicos tém aplicado técnicas e conceitos de mecanica estatistica no estudo de dados de sistemas
complexos das mais diversas dreas do conhecimento. Varios estudos focam em séries temporais
de mercados financeiros, sistemas sociais e biologicos. Essas abordagens, frequentemente, usam
conceitos provenientes da fisica de transi¢do de fase e difusdo andmala. Nessa tese, aplicamos os
conceitos de invariancia de escala e difusdo andmala no estudo de sistemas complexos urbanos e
biolégicos. No Capitulo 1, investigamos uma métrica que leva em consideracio as ndo linearida-
des na relacdo entre indicadores urbanos e o tamanho populacional para mostrar que essa métrica
ajustada a escala pode ser usada para quantificar e prever indicadores urbanos. No Capitulo 2,
mostramos que a correlacio espacial no numero de homicidios per capita decai exponencialmente
e que essa correlacdo € independente da dindmica populacional. Mostramos também que essas
correlagdes levam a aglomerados de cidades que podem ser modeladas no contexto de transicao
de fase e percolagdo. No Capitulo 3, apresentamos uma caracterizacdo completa dos padrdes de
difusdo de quatro espécies de protozodrios. Mostramos que as trajetorias desses protozodrios t€m
uma dindmica superdifusiva e que ha correlagdes de longo alcance nas velocidades radiais. No
Capitulo 4, usamos uma abordagem similar para mostrar que a dindmica dos C. Elegans é super-
difusiva e que suas velocidades apresentam correlagdes de longo alcance. Mostramos também que
0s expoentes que caracterizam essa dindmica mudam com envelhecimento e doengas, semelhante
ao que foi encontrado anteriormente na fisiologia humana. Finalmente, no Capitulo 5, propomos
uma extensdo para o modelo de pente via equacdes de Langevin governadas por ruidos gaussia-
nos fraciondrios (com correlacio de longo alcance). Mostramos que as correlagdes podem afetar o
comportamento difusivo de forma nio trivial, resultando em um cendrio difusivo bastante rico.
Palavras-chave: Sistemas Complexos. Fisica Estatistica. Difusdo Andémala. Sistemas Urba-

nos. Sistemas Bioldgicos.
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Introducao

A abordagem de problemas interdisciplinares por meio de métodos de fisica tedrica tem se
tornado cada vez mais comum nas ultimas décadas [1-6]. Conceitos de fisica estatistica, teoria da
informacdo e dinamica nao linear t€ém sido usados na modelagem de problemas de biologia [7],
economia [8], sociologia [9], fisiologia [10], musica [11], literatura [12] entre outras disciplinas.
Esta tese enquadrada-se nesse contexto multidisciplinar, com o emprego de ferramentas de fisica
estatistica para o estudo de sistemas complexos urbanos e biolégicos [13—-17].

Sistemas Complexos [S] € um campo da ciéncia que estuda como as partes de um sistema dao
origem a comportamentos coletivos. Exemplos de sistemas complexos incluem sistemas sociais
formados por pessoas, o cérebro formado a partir de neurdnios e moléculas formadas por dtomos.
O campo de sistemas complexos abrange todas as disciplinas tradicionais da ciéncia (e.g., fisica,
quimica, biologia), assim como engenharia, gestdo e administracao.

Os temas que abordamos nesta tese sdo sistemas complexos do ponto de vista que existe um
comportamento emergente devido a interacdo das partes que compdem o sistema. Por exemplo,
no contexto de sistemas urbanos, o nimero de pessoas da cidade parece interferir no nimero de
conexdes entre elas, fazendo com que indicadores urbanos versus o tamanho da populacdo nao seja
uma relacdo linear [14]. No contexto de sistemas biolégicos, 0 movimento dos organismos geram
padrdes complexos que emergem da superposicao de fatores externos (por exemplo, temperatura)

e internos (por exemplo, mecanismos reguladores do movimento) [17].



Nesse sentido, o objetivo desta tese € usar métodos tradicionais da fisica estatistica e termodi-
namica para o estudo de sistemas complexos urbanos e biolégicos, dando enfoque a conceitos e
técnicas de invariancia de escala e autossimilaridade, andlise de flutuacdo, fractalidade, transicoes
de fases e difusdao andmala. Esses conceitos, de certa forma, sdo o ponto em comum nos problemas
aqui abordados, visto que os temas sdo de disciplinas distintas e buscam respostas bem diferentes.
Por exemplo, no caso de cidades, existe uma necessidade de entender melhor os padrdes urbanos
para criacdo de novas politicas publicas, prevencdo de crimes e polui¢do, assim como o gerenci-
amento e alocacdo de recursos; para o caso de sistemas bioldgicos, procura-se entender melhor
organismos causadores de doengas ou organismos modelos para buscar meios de prevencdo de
doengas.

Meétodos e técnicas inspiradas em fisica estatistica s@o Uteis na busca por caracteristicas ocul-
tas em sistemas complexos [1-6]. As origens da fisica estatistica estdo enraizadas nos trabalhos
seminais sobre teoria cinética dos gases do ano de 1738 desenvolvidos pelo fisico e matematico
suico Danielis Bernoulli em seu livro Hydrodynamica [18]. Bernoulli postulou o argumento de que
os gases consistem de um grande nimero de moléculas movendo-se em todas as direcdes. Dessa
forma, o impacto dessas moléculas sobre uma superficie provoca a pressao do gis que sentimos,
assim como o calor seria simplesmente a energia cinética dessas particulas em movimento. Mais
tarde, em 1860, esses conceitos possibilitaram o fisico escocés James Clerk Maxwell formular a
distribuicao de Maxwell das velocidades das particulas [19,20]. Alguns anos mais tarde, o entdo es-
tudante de fisica da Universidade de Viena, Ludwig Eduard Boltzmann, aprofundou-se nos estudos
de Maxwell e, assim, deu uma interpretacdo estatistica para as leis da termodinamica [21]. Junta-
mente a Boltzmann, o fisico matematico americano Josiah Willard Gibbs formalizou a mecanica
estatistica [22].

Os avancgos da fisica estatistica permitiram explicar e descrever quantitativamente a supercondu-
tividade, superfluidez, turbuléncia, fendmenos coletivos em s6lidos e em plasmas e caracteristicas
estruturais de liquidos [22-27]. A fisica estatistica ajudou no desenvolvimento de cristais liqui-
dos [28] e na construgdo da teoria de transi¢ao de fase e fendmenos criticos [29,30]. A teoria de
transicdo de fase e fendmenos criticos teve papel importante no avango dos estudos de sistemas
complexos nas décadas de 1980 e 1990 [31-33]. Apesar de ndo ser recente o envolvimento de

fisicos em outras areas do conhecimento [34], conceitos e métodos da fisica estatistica tém sido ex-



tensivamente aplicadas no estudo de fendmenos correlacionados e nio correlacionados, fendmenos
criticos e difusdo em ci€ncias naturais, biologia e economia, na tentativa de compreender e modelar
tais sistemas. Particularmente, nesta tese, empregamos alguns desses conceitos para o estudo de
sistemas urbanos e bioldgicos [13—17].

O primeiro deles € o conceito de invaridncia de escala, que é uma caracteristica de objetos ou
leis que nao mudam se a escala de comprimento, energia, tamanho ou outras varfaveis podem ser
reescaladas por meio de uma operagdo de multiplicacdo por um fator em comum. A invariancia
de escala é uma forma exata de autossemelhanca em que em qualquer ampliacdo (escala) hd uma
parte menor do objeto que é semelhante ao todo. Outro conceito € a autosemelhanca, que € uma
propriedade tipica de geometrias fractais, em que partes do objeto mostram propriedades seme-
lhantes em muitas escalas [35]. Em matemdtica, um objeto € autossimilar se ele é exatamente ou
aproximadamente semelhante a uma parte de si mesmo (isto €, o todo tem a mesma forma de uma
ou mais partes). Por exemplo, podemos considerar as propriedades de escala de uma funcao ou
curva f(x) sob operagdes de escala na varidvel z, isto é, desejamos uma fun¢@o na forma f(\x)
para alguma escala )\, em que A pode ser o comprimento, tamanho ou energia. Usualmente, para

que f(x) seja invariante de escala e autossimilar, a seguinte propriedade é necessdria:

fQAz) =X f()

para algum valor de ¢ e dilatagdo (escala) A\, de forma que essa rela¢do estabelece uma equagio
homogénea de primeira ordem [25].

Leis de escalas autossimilares (ou leis alométricas) foram encontradas em diversos contextos,
de sistemas biologicos [36—40] a sistemas urbanos [41—44]. Uma das mais famosas relacdes alo-
métricas foi encontrada por Kleiber em 1932 [36] e é conhecida como lei dos 3/4 de Kleiber. Essa
lei alométrica estabelece que a relac@o entre a taxa metabdlica e a massa de mamiferos aumenta de
uma forma lei de poténcia com expoente 3/4 (Figura 1). Em outras palavras, animais maiores s&o
mais eficientes em relacdo ao consumo de energia por massa corporal [36—40].

Um dos resultados mais recentes a respeito de sistemas urbanos relata sobre leis de escalas na
relacdo entre indicadores urbanos e o tamanho da cidade. Alguns exemplos de indicadores urbanos

que exibem leis de escalas com a populacdo sdo patentes, postos de gasolina, produto interno
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Figura 1: Lei dos 3/4 de Kleiber. Grifico log-log da produgio de calor por dia (kcal) em fung¢do do peso
corporal (kg) para varios animais. Gréfico reproduzido do artigo de Kleiber M., Physiological Reviews, 27 ,
511-541, 1947 [37].

bruto [41,42,45,46], crime [43,44,46—49], indicadores de educacdo [50], nimero de candidatos
as elei¢des [51,52], redes de transportes [53,54], funciondrios de diversos setores [55], medidas de
interagdo social [56]. Analogamente a lei de Kleiber, em que mamiferos maiores sdo mais eficientes
em relagdo ao consumo de energia por massa corporal, cidades maiores sdo mais eficientes (em
termos per capita) com relagdo ao consumo de recursos como nimero de postos de gasolinas,
comprimento de cabos de energia e drea de malha vidria (relacdes sublineares) [41]. Por outro
lado, cidades maiores produzem mais riqueza, patentes, problemas sociais € ambientais (também
em termos per capita) do que as pequenas cidades (relagdes superlineares) [41]. E nesse contexto
de leis de escalas autossimilares que sdo desenvolvidos os resultados do primeiro capitulo dessa
tese. Nesses capitulos, mostramos que devido as ndo linearidades presentes nas relacdes entre
indicadores urbanos e a populacio, as métricas per capita nao sdo boas para comparar e classificar
de cidades. Dessa forma, empregamos uma abordagem que leva em conta essas ndo linearidades
para a classificacdo/comparacao de cidades de uma forma mais justa.

A invariancia de escala também estd presente no contexto de transi¢des de fase. Quando um

sistema sofre transi¢c@o de fase, as flutuagdes do sistema podem ser aproximadamente descritas pela



teoria campo médio, em que os expoentes que caracterizam o sistema sdo chamados de expoentes
criticos [29]. O termo transicao de fase é mais comumente usado para descrever transi¢des entre
estados solidos, liquidos e gasosos da matéria [23-27]. Os estados fisicos e fase da matéria usu-
almente apresentam propriedades fisicas uniformes que durante a transicido de fase sdo alterados
de maneira, muitas vezes, abrupta e descontinua como resultado da mudanca de alguma condicao
externa, como temperatura ou pressao [27].

Outro exemplo de transi¢@o de fase € a a transi¢do do estado ferromagnético para o paramagné-
tico em temperatura critica. Os spins magnéticos de um material magnético (por exemplo, niquel)
interagem uns com os outros. Acima da chamada temperatura de Curie, em média, metade dos spins
apontam em uma direcdo e a outra metade na dire¢do oposta. Assim, seus momentos magnéticos se
cancelam e o niquel ndo tem nenhum momento magnético liquido: o material € paramagnético [23].
Abaixo da temperatura de Curie, a maioria dos spins no niquel sio paralelos e seus momentos mag-
néticos somam construtivamente € o pedaco de niquel tem um momento magnético resultante nao
nulo: o material é ferromagnético. Na rede de 4tomos que compdem o material, os spins formam
aglomerados/clusters que apontam na mesma direcdo. O tamanho desse aglomerado/cluster muda
com a temperatura até que, acima da temperatura critica, o material sofre uma transi¢ao de fase
tipo percolacdo em que o maior cluster é quebrado em vdrios fragmentos menores. Baseado nes-
sas ideias de percolagdo e transicao de fase, no segundo capitulo, apresentamos um estudo sobre
homicidios per capita nas cidades do Brasil. Além disso, vamos discutir as correlagdes espaciais
no nimero de homicidios per capita e como essa dindmica poderia ser modelada no contexto da
cinética estocdstica de superficies na presenca de difusdo e aleatoriedade ambiental.

O conceito de difusdo também € um tema central em mecénica estatistica. A difusdo é o mo-
vimento de moléculas ou dtomos de uma regido de alta concentragdo para uma regido de baixa
concentracdo. Desde os primeiros relatos feitos pelo botanico Robert Brown, por volta de 1828, a
respeito do movimento altamente irregular de particulas suspensas em um fluido [57], e a explica-
cdo proposta por Einstein para este fenomeno [58] e também por Smoluchowski [59] de forma inde-
pendente, os processos difusivos tém sido amplamente investigados em véarios contextos. Enquanto
em fisica os estudos de difusdo se concentram em particulas e moléculas [60] em um material ou
meio, em biologia, economia e sociologia, o estudo da difusdo estd focado em microrganismos ou

células [16,17,61,62], valores de precos, ideias ou rumores [6], respectivamente.



Muitas vezes, em fendmenos naturais, a difusdo ocorre de maneira ndo linear no tempo, em
contraste com o processo tipico de difusdo em que a variancia das posicdes da particula (depen-
dendo do contexto, microrganismos, ideia ou preco, etc) cresce linearmente no tempo. Nesse caso,
a difusdo € dita ser anomala [60]. A difusdo também pode ser andmala devido a barreiras geomé-
tricas que dificultam (ou facilitam) o movimento [13]. E no contexto de difusdo andmala que serao
apresentados os resultados dos outros trés capitulos dessa tese, sendo que o terceiro € o quarto ca-
pitulo estdo relacionados a dindmica de organismos bioldgicos (protozodrios e vermes) € 0 quinto
capitulo é de uma vertente tedrica que pode ter aplicacdes diretas para descrever a difusdo em
sistemas complexos, tais como as células vivas.

Em resumo, essa tese aplica métodos de fisica estatistica no estudo dos problemas que apa-
recem na organizacdo deste trabalho da seguinte forma: capitulo 1: quantificacio e predicdo do
desempenho de cidades [14]; capitulo 2: correlagdes espaciais e transicdes de fase tipo percolacao
no crime de homicidios per capita [15]; capitulo 3: andlise de correlacdo e difusdo na motilidade de
protozoarios [16]; capitulo 4: anélise de correlag@o e dinamica fractal em C. elegans [17]; capitulo
5: investigacdo de mecanismos de difusdo andmala [13]. Além dos artigos descritos nessa tese, 0s
quais constituem cada um dos capitulos aqui apresentados, cabe mencionar, por completeza, que
o autor também participou de outros projetos que resultaram em publicagdes nas dreas de ruidos

crepitantes [63], mecanica quantica [64] e vazdo de rios [65].



CAPITULO 1

Métricas ajustadas a escala para prever a evolucao de

indicadores urbanos e quantificar o desempenho de cidades

Neste capitulo, estudamos a relagao entre oito indicadores urbanos e o tamanho da populacao
nas cidades brasileiras. Mostramos que as relagdes entre métricas urbanas e a populacio sdo, em
geral, ndo lineares e podem ser descritas por leis alométricas. Por isso, argumentamos que o uso
de métricas per capita para comparar o desempenho de cidades favorecem cidades pequenas ou
grandes, dependendo se as alometrias sdo do tipo superlinear ou sublinear. Assim, levamos em
conta esse viés, avaliando a diferenca entre o valor real de um indicador urbano e o valor esperado
pela alometria com o tamanho da populacdo. Proposta inicialmente por Bettencourt et al. [46],
essa métrica ajustada a escala fornece uma forma mais adequada de avaliar/comparar cidades com
diferentes tamanhos de populacdo. Mostramos que essa métrica ajustada a escala é linearmente
correlacionada com seus valores passados, assim como a métrica ajustada a escala de cada indica-
dor possui correlagdes lineares com as demais métricas urbanas ajustadas a escala. Devido a essa
caracteristica, usamos modelos lineares para prever os valores dos indicadores urbanos. Ao em-
pregar esses modelos para vizualizar espacialmente suas previsdes para o ano de 2020, verificamos
o surgimento de aglomerados/clusters espaciais caracterizados por regides do territério brasileiro

onde se espera um aumento ou uma diminui¢ao nos valores desses indicadores urbanos.



1.1 Introducao e apresentacao do problema

Nas dltimas seis décadas, o mundo passou por um periodo de rdpida e notdvel urbanizagdao. De
acordo com as Nacdes Unidas [66] no ano de 2007, pela primeira vez, a populagdo urbana mundial
superou a rural e, se esse processo continuar, sdao esperados que dois ter¢cos da populagdo mundial
viva em areas urbanas até o ano de 2050. Por um lado, cidades sdo normalmente associadas a
niveis mais elevados de alfabetizacdo, cuidados de saide e melhores oportunidades. Por outro lado,
a urbanizac¢io nao planejada e as mas decisdes politicas geram polui¢do, degradacdo ambiental,
aumento da criminalidade, desigualdade de oportunidades e aumento do nimero de pessoas que
vivem em condigdes precdrias. Nesse sentido, hd uma grande necessidade de encontrar padroes,
quantificar e prever a evolucdo de indicadores urbanos, uma vez que essas investigacdes podem
fornecer orientagdes para melhores decisodes politicas e alocagdo de recursos.

Fomentados por essa necessidade e devido a disponibilidade de uma quantidade sem preceden-
tes de dados a nivel de cidades, recentemente, varios pesquisadores t€m promovido um progresso
impressionante no campo de pesquisa que tem sido chamado de “Science of Cities” [67]. Es-
ses novos dados permitiram aos pesquisadores investigarem padrdes relacionados as cidades em
um grau nunca antes possivel. Nesse contexto, um dos resultados mais surpreendentes e uni-
versais foi a descoberta de leis de escala alométricas robustas entre vdrios indicadores urbanos
com o tamanho da populagdo. Patentes, postos de gasolina, produto interno bruto [41,42,45,46],
crime [43,44,46-49,68], suicidios [50], nimero de candidatos as elei¢des [51,52], redes de trans-
portes [53,54], funciondrios de diversos setores [55], medidas de interacdo social [56], emissdo de
C0, [69-71] sdo apenas alguns exemplos de indicadores em que as leis de escala foram encontra-
das. Similarmente ao que acontece em biologia, em que animais maiores sdo mais eficientes em
relac@o ao consumo de energia [36,37], cidades maiores podem ser mais eficientes (em termos per
capita) dependendo do indicador urbano em questdo [41], mas, diferentemente do caso bioldgico,
cidades maiores também podem produzir mais recursos e problemas em termos per capita. Apesar
dessas relacdes nao lineares intrinsecas, ¢ comum encontrar trabalhos que tentam descobrir relagdes
entre o tamanho da populacdo e indicadores urbanos empregando regressao linear nos dados brutos.
Além disso, indicadores per capita (ou seja, indicadores divididos pelo tamanho da populacao) sao

onipresentes nos relatdrios de agéncias governamentais e, muitas vezes, sdo utilizados como um



guia para politicas publicas na andlise da evolucdo temporal de uma determinada cidade ou para
comparar/classificar o desempenho de cidades com diferentes tamanhos de populagcdao. No entanto,
essas regressoes lineares podem resultar em relacdes controversas [44,72]. Indicadores per capita
sdo indiferentes as leis de escala alométricas que fazem da cidade um aglomerado complexo que
nao pode ser modelado como uma combinacdo linear de seus componentes individuais [46,73,74].
Nesse sentido, hd uma escassez de métricas alternativas para indicadores urbanos que podem supe-
rar os problemas citados anteriormente e que fornegam uma comparacao mais justa entre cidades de
diferentes tamanhos, bem como uma melhor compreensio da evolugdo de cidades. Recentemente,
Bettencourt et al. [46] propuseram uma alternativa simples para superar essas nao linearidades por
meio do célculo da diferencga entre o valor real dos indicadores urbanos e o valor esperado pelas
alometrias com o tamanho da populagdo (isto €, os residuos nas relagdes alométricas). Essa métrica
ajustada a escala considera, explicitamente, as relacdes alométricas e ja provou ser util no contexto
econdmico [75,76] e para revelar as relacdes que ndo sdo devidamente observadas por andlise de
regressdo quando se investiga correlacdes entre crimes e métricas urbanas [44].

Nesse capitulo, observamos a evolug@o dessa métrica relativa em oito indicadores urbanos de
cidades brasileiras em trés anos (1991, 2000 e 2010), nos quais o censo nacional foi realizado.
Ao agrupar as cidades em acima e abaixo das leis alométricas, argumentamos que a média dessa
métrica ajustada a escala fornece uma forma mais adequada de resumir a evolu¢@o dos indicadores
urbanos, quando comparada aos valores per capita. Essa métrica também revela padrdes que nao
aparecem quando se analisa somente a evolucao dos valores per capita. Por exemplo, enquanto
os valores de homicidios per capita tém aumentado sistematicamente ao longo das ultimas trés
décadas, as médias da métrica ajustada a escala para cidades acima e abaixo da lei alométrica estao
se aproximando de zero, isto é, cidades onde o nimero de homicidios estd acima do esperado pela
alometria conseguiram reduzir esse crime, enquanto que esse crime aumentou nas cidades onde o
nimero de homicidios estd abaixo da alometria. Argumentamos que as ndo linearidades podem
afetar os indicadores per capita, criando um viés para cidades grandes em alometrias superlineares
e um viés para as cidades pequenas em alometrias sublineares. Mostramos ainda que essas métri-
cas ajustadas a escala estdo fortemente correlacionadas aos seus valores em tempos anteriores por
uma correspondéncia linear, tornando-as particularmente boas para prever valores futuros de indi-

cadores urbanos via regressoes lineares. Testamos essa hipétese por meio de um modelo linear em



que a métrica ajustada a escala para um indicador em um determinado censo foi prevista por uma
combinacdo linear de todas as oito métricas no censo anterior. Esses modelos simples explicam
de 31% a 97% da variancia observada nos dados e reproduzem o valor médio da métrica ajustada
a escala ao agrupar as cidades em acima e abaixo das leis alométricas. Motivados por esses bons
resultados, apresentamos uma previsdo para os valores dos indicadores urbanos do ano de 2020,
assumindo que os coeficientes lineares ao longo do tempo sejam constantes. Ao visualizar as mu-
dancgas previstas, verificamos o surgimento de aglomerados espaciais caracterizados por regides do
territorio brasileiro onde o modelo prevé um aumento ou uma diminui¢@o nos valores dos indica-
dores urbanos. Em Ref. [14] reportamos uma lista contendo todas as métricas ajustadas a escala,
bem como as previsoes para cada cidade, na expectativa de que as agéncias governamentais possam

empregar essas informacdes.

1.2 Apresentacao dos dados

Os dados analisados consistem no tamanho da populagdo, N (¢), e oito indicadores urbanos,
Y;(t), para cada cidade brasileira nos anos ¢ = 1991, 2000 e 2010 nos quais ocorreram o censo
nacional. Desses dados, selecionamos as 1605 cidades para as quais todos os oito indicadores ur-
banos estdo disponiveis, o que corresponde a 28,8% do niimero total de cidades brasileiras, mas que
representam 76,5% do total da populagdo do Brasil. Esses dados sdo mantidos e disponibilizados
gratuitamente pelo Departamento de Informética do Sistema Unico de Satide — DATASUS [77].

As oito métricas urbanas sao definidas da seguinte forma:

* trabalho infantil: a propor¢ao da populacdo com idade entre 10 e 15 anos que estd traba-
lhando ou procurando trabalho na semana de referéncia, em uma determinada drea geogra-

fica, no ano de referéncia;
* populacdo idosa: o nimero de habitantes de uma dada cidade com 60 anos ou mais;

* populacdo feminina: o nimero de habitantes de uma determinada cidade que € do sexo

feminino;

* homicidios: nimero de mortes causadas por ferimentos infligidos por outra pessoa com a

intencao de ferir ou matar, por qualquer meio;
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* analfabetismo: o nimero de habitantes de uma determinada 4rea geogréfica, no ano de refe-
réncia, com 15 anos ou mais, que ndo sabem ler e escrever pelo menos um bilhete simples

no idioma que eles falam;

* renda familiar: rendimento médio domiciliar dos residentes de uma determinada area geo-
gréfica, no ano de referéncia. Foi considerado como renda familiar a soma do rendimento

mensal do agregado familiar, em Reais, dividido pelo nimero de habitantes na residéncia;

* populacdo masculina: o nimero de habitantes de uma determinada cidade que € do sexo

masculino;

* desemprego: o nimero de habitante com 16 anos ou mais, que estd sem trabalhar ou a pro-
cura de trabalho na semana de referéncia, em uma determinada drea geografica, no ano de

referéncia.

Apesar de haver outras defini¢des [78], os resultados que apresentamos foram obtidos conside-
rando-se que as cidades sd@o as menores unidades administrativas com um governo local (munici-
pios). Uma outra definicdo amplamente utilizada é a de drea metropolitana, que € composta por
mais de um municipio e normalmente estd associada a coalescéncia de varios municipios. Como
discutido por Bettencourt et al. [79], a escolha da “unidade de andlise” € crucial quando se estuda
as propriedades de cidades. No que diz respeito a andlise de escala, por um lado, a desagregacao
da defini¢do correta de cidade pode introduzir um desvio no valor do expoente de escala (quer
reduzindo ou aumentando o seu valor esperado); por outro lado, a agregacdo da defini¢do correta
de cidade normalmente faz a alometria mais linear [79]. Mudancas nos expoentes de escala foram
relatadas na escolha de diferentes defini¢oes de cidade [70, 79, 80]. No entanto, ndo ha nenhum
procedimento a prova de falhas para a defini¢do correta dos limites de uma cidade [80—-82]. Além
disso, alguns indicadores urbanos sdo realmente mais espacialmente restritos do que outros (por
exemplo, homicidios versus renda familiar). Uma alternativa para identificar os limites urbanos
foi proposta por Rozenfeld et al. [83]. O método proposto, chamado de City Clustering Algorithm
(CCA), € baseado em distribui¢cdes espaciais da populacdo em uma escala geogréfica fina (escala
menor que a de nossos dados), definindo uma cidade além do alcance de seus limites administra-

tivos, formando as dreas metropolitanas de estatistica [83]. Nesse capitulo, também analisamos
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os dados depois de considerar simultaneamente os municipios que ndo pertencem a qualquer area
metropolitana e agregar os municipios das 39 dreas metropolitanas existentes no Brasil de acordo
com a definicdo do IBGE [84]. Apesar de observarmos algumas mudangas pequenas nos expoentes

de escala, nossas conclusdes permanecem inalteradas nesse cendrio.

1.3 Resultados e discussao

Comecamos considerando a média dos valores per capita dos oito indicadores urbanos descri-
tos na secdo anterior. Essa é uma pratica comum em agéncias governamentais para acompanhar
a evolugdo de uma determinada cidade ou para comparar um grupo de cidades com populagdes
diferentes. Observamos na Figura 1.1 que quase todos os indicadores per capita mostram uma ten-
déncia de evolucdo temporal clara: populagcdo de idosos, populagido feminina, homicidios e renda
familiar ttm aumentado ao longo dos anos; enquanto que trabalho infantil, analfabetismo e popu-
lagdo masculina diminuiram (as taxas de desemprego t€ém evoluido de uma forma mais complexa,
ndo exibindo uma tendéncia clara). Também poderiamos listar as cidades em que esses indica-
dores foram consideravelmente alterados ou classificar as cidades que fizeram mais progressos na
reducdo, por exemplo, das taxas de homicidios ou de analfabetismo.

Um dos principais problemas com essa andlise € que ela ignora completamente a hip6tese de
que a maioria dos indicadores urbanos Y;(¢) exibe uma relagdo alométrica (lei de poténcia) com a
populacdo N(t), isto é,

Yi(t) = 104 N(t)% (1.1)

em que 4; é uma constante, [3; é o expoente alométrico (ou expoente de escala) e ¢ € o ano. Essa
relacdo simples resume os efeitos (médios) nos indicadores urbanos quando aumentamos o tama-
nho da populacdo. Ela afirma que as cidades sdo autossemelhantes (self-similar) em termos de
sua populacdo, no sentido de que as propriedades médias de uma determinada cidade podem ser
inferidas apenas pelo conhecimento de sua populagdo. Portanto, sdo esperados que os indicado-
res urbanos exibam uma componente linear, emergindo de propriedades gerais das redes urbanas
relacionadas aos aspectos sociais e de infraestrutura das cidades [74]. Ao analisar os valores per
capita, assumimos, implicitamente, que o valor de um indicador urbano € proporcional ao tamanho

da populacdo (5; = 1), ou, em outras palavras, que as cidades sdo sistemas extensivos. Essa ideia
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Figura 1.1: Tendéncias na evolucdo dos valores per capita de indicadores urbanos brasileiros. Os
gréaficos de barra mostram a evolug@o temporal dos oito indicadores urbanos nos anos de 1991, 2000 e 2010,
nos quais o censo nacional ocorreu. As alturas das barras correspondem aos valores médios obtidos para
as cidades brasileiras, em que cada indicador urbano para cada cidade estd dividido pela populagio da ci-
dade correspondente, isto é, de forma per capita. A definicdo de cada indicador € fornecida na Secdo 1.2.
As pequenas barras de erro sdo intervalos de confianca de 95% para os valores médios, via bootstrapping.
Notamos que populagdo de idosos, populacdo feminina, homicidios e renda familiar exibem uma tendén-
cia crescente; enquanto trabalho infantil, analfabetismo e populagdo masculina tém diminuido ao longo do

tempo. Apesar de terem aumentado, as taxas de desemprego ndo mostram uma tendéncia muito clara.

€ oposta a abordagem de cidades como sistemas complexos: sistemas complexos sdo nio extensi-
vos (3; # 1), o que significa que suas partes isoladas ndo se comportam da mesma maneira como
quando estdo interagindo entre si. As cidades tém propriedades semelhantes e s6 fazem sentido
como um ‘“organismo” inteiro e, de fato, ha evidéncias robustas favorecendo a natureza nao exten-
siva e universal de cidades (ou seja, a hipotese de escala urbana) em diferentes culturas e periodos
histéricos [74, 85, 86]. Assim, vérias propriedades de uma cidade de um determinado tamanho néo
podem ser escaladas de forma linear para uma outra cidade com tamanho de populacdo maior ou
menor. Os processos dindmicos mediados pelas redes urbanas tornam a operacio de escala uma
transformacdo ndo linear para vdrios indicadores urbanos, muitas vezes, resultando em uma eco-

nomia per capita de infraestrutura material e no ganho de produtividade socioecondmica [41]. De
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um ponto de vista mais técnico, sempre que o expoente alométrico 3; é diferente de um, hd uma
componente remanescente relacionada ao tamanho da populagdo ao avaliar os valores per capita

desses indicadores urbanos, ou seja,
yi = ;N ~ NG, (1.2)

o que cria um viés para grandes cidades quando 3; > 1 e para as pequenas cidades quando f3; < 1.
Medidas per capita sé sdo eficientes na remocao correta do efeito do tamanho da populagdo em um
indicador urbano se 3; = 1.

Virios trabalhos relatam a existéncia de relacdes alométricas robustas entre varios indicadores
urbanos e o tamanho da populacdo. Em relacdo as cidades brasileiras, as leis de escala ja foram
identificadas para vérios indicadores urbanos [42—44,47-52], principalmente por causa da exis-
téncia de dados confidveis disponibilizados por agéncias brasileiras, tais como o DATASUS e o
IBGE. Queremos confirmar que a hipétese de escala urbana é valida para todos os nossos indi-
cadores urbanos e se essas alometrias mudaram ao longo do tempo. Especificamente, testamos a
hipétese de que um indicador urbano pode ser descrito por uma funcdo lei de poténcia do tamanho
da populacdo, ou seja,

Yi(t) = 1074 N ()%, (1.3)

em que [3; € o expoente alométrico (ou escala) e A; € uma constante. Para isso, analisamos a re-
lagdo entre o logaritmo de cada indicador urbano e o logaritmo da populagdo e via um modelo
de regressdo linear de distincia ortogonal (implementado no pacote scipy.odr da biblioteca
SciPy da linguagem Python [87]). Embora as relacdes empiricas apresentem diferentes graus de
dispersdo, todas elas exibem relacdes lineares de boa qualidade (correlagdo de Pearson variando
de 0,44 a 1,00 — Tabela 1.1) que sdo bem descritas por modelos lineares em escala logaritmica
(Figuras 1.2, 1.3 e 1.4). A partir da Tabela 1.1, notamos que os valores de 3; para analfabetismo,
renda familiar e desemprego exibem uma fraca tendéncia decrescente ao longo dos anos, enquanto
os outros indicadores mostram apenas pequenas flutuagdes (sem uma clara tendéncia evolutiva). A
tendéncia decrescente fraca para o desemprego também aparece na trabalho de Ignazzi [49] para
os mesmos dados nos anos de 2000 e 2010. Assim, os valores de 3; classificam nossos indicadores

em dois grupos: populacdo feminina, homicidios e desemprego t€m relacdes superlineares com a
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populagdo (5; > 0); enquanto trabalho infantil, populacdo idosa, analfabetismo, renda familiar e
populacio masculina tém relacdes sublineares (5; < 0). E interessante notar que, apesar dos ex-
poentes alométricos (3; estarem perto de um para as populagdes idosas, femininas e masculinas,
as alometrias entre esses indicadores e a populacgdo total sdo quase perfeitamente correlacionadas,
produzindo valores de 3; muito préximos, mas estatisticamente diferentes de um. Observamos, que
os valores para os expoentes alométricos (3; relatados aqui podem diferir ligeiramente dos resulta-
dos relatados anteriormente devido as definicdes urbanas diferentes e a outros procedimentos de
ajuste. No entanto, essas discrepancias sao frequentemente muito pequenas (por exemplo, conside-
rando minimos quadrados generalizados via procedimento de Cochrane-Orcutt e outra definicao de
cidade, Ignazzi [49] encontrou 3 = 1,23 e 8 = 1,19 para o desemprego, respectivamente, nos anos
de 2000 e 2010).

O problema com indicadores per capita nos conduz, portanto, a questao sobre como podemos
levar em conta essas alometrias e corretamente remover o efeito do tamanho da populacao sobre os
indicadores urbanos. Bettencourt et al. [46] propuseram um procedimento simples e eficiente para
superar esse problema, definindo o chamado indicador urbano ajustado a escala — ou, em inglés,
scale-adjusted metric. A abordagem consiste em avaliar a diferenca logaritmica entre o valor real
de um indicador urbano Y;(¢) e o valor esperado pela relagdo alométrica com a populagdo N (¢)

(isto €, os residuos nas relagdes alométricas) em um determinado ano ¢, ou seja,
Dy, (t) =logYi(t) - [A; + Bi log N ()] (1.4)

A quantidade anterior considera explicitamente a alometria entre um indicador urbano e o tama-
nho da populacao, criando uma medida relativa que ndo € influenciada pela tamanho da populacao
(independente do tamanho) para qualquer valor de /3;. A métrica ajustada a escala Dy, (t) assimila
a excepcionalidade (boa ou md) de uma cidade, que o resultado do processo de aglomeragdao nao
linear relacionado as escolhas sociecondmicas e ao percurso histérico de uma cidade [46]. Além
disso, Dy, estabelece uma escala mais “natural” para a comparacgdo entre cidades, identificando
se um indicador urbano de uma determinada cidade estd acima (Dy; > 0) ou abaixo (Dy, < 0) do
valor esperado para cidades de tamanhos semelhantes. Essa abordagem ja provou ser ttil no con-

texto econdmico [75,76] e também foi empregada para revelar relacdes que nao sdo devidamente
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Tabela 1.1: Relac¢des alométricas entre indicadores urbanos e o tamanho da populacdo. Os valores dos
pardmetros A; e (3; obtidos via regressdo de distancia ortogonal sobre a relagdo entre log Y;(¢) e log N(t)
para cada indicador urbano no ano ¢. Os valores dentro dos parénteses sdo os erros padrdo (SE) na dltima
casa decimal dos valores estimados dos pardmetros. A ultima coluna mostra os valores do coeficiente de
correlagdo linear de Pearson (p) para cada alometria.

Indicador Y;(t) Anot A;(SE) B (SE
1991 -0,64(5) 0,96(1
Trabalho infantil 2000  -0,55(5) 0,93 (1
2010 -0,80(5) 0,95(1
1991 -0,99(5) 0,992(6
Pop. idosa 2000  -0,83(2) 0,969 (5
2010 -0,72(2) 0,963 (5
1991 -0,367(3) L,014(1
Pop. feminina 2000 -0,361(2) 1,013(1

p
0,909

0,906
0,884
0,976
0,980
0,982
1,000
1,000

2010 -0,355(2) 1,012(1) 1,000
1991  —54(1) 1,35(3) 0,769
Homicidios 2000  -5,7(1) 1,41(2) 0,800

1991  -029(7) 0,2(2) 0,789
Analfabetismo 2000 -0,26(7) 0,87(2) 0,774
2010 -0,28(7) 0,85(2) 0,749
1991 0,82(6) 0,33(1) 0428
Renda familiar 2000 1,14(6) 0,31(1) 0,440
2010 1,63(5) 023(1) 0,440
1991 -0,239(3) 0,987(1) 1,000
Pop. masculina 2000 -0,243(2) 0,987(1) 1,000
2010 -0,249(2) 0,988(1) 1,000
1991 —350(3) 1,45(2) 0,880
Desemprego 2000 -2,07(5) 1,25(1) 0,940
2010 -2,09(5) 1,20(1) 0,931

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
]
2010  -5,04(9) 1,29(2) 0,827
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

compreendidas por andlises de regressao linear quando investigamos as correlagdes entre crime e
métricas urbanas [44]. A Figura 1.4 ilustra a defini¢do de Dy; () e mostra um exemplo de alometria
entre o ndmero de homicidios e tamanho da populacdo (0 mesmo mostrado na Figura 1.2).

A fim de mostrar as informacdes que essa métrica ajustada a escala fornece, estudamos a evo-
lu¢do da média de Dy, (t) para dois grupos de cidades: aquelas cujo indicador urbano Y;(t) estava
acima (Dy,(t) > 0) e aquelas cujo indicador Y;(¢) estava abaixo (Dy,(t) < 0) da lei alométrica
no ano de 1991. A Figura 1.5 mostra essas médias para os oito indicadores urbanos ao longo dos
trés anos dos nossos dados. Para a maioria dos indicadores urbanos, a média de Dy, (t) exibe uma

tendéncia decrescente e estatisticamente significativa para as cidades inicialmente acima da lei alo-
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Figura 1.2: Leis alométricas com o tamanho da populagido. Os grificos de dispersdo mostram as rela-
¢oes alométricas entre os indicadores urbanos (de cima para baixo: trabalho infantil, populagcdo de idosos,
populacdo feminina e homicidios) e o tamanho da populacdo para os anos ¢ = 1991 (pontos vermelhos),
2000 (pontos azuis) e 2010 (pontos verdes) em escala log-log. Os expoentes alométricos (5; sdo mostrados

na figura. Veja Figura 1.3 para os outros indicadores.

métrica; por outro lado, observamos uma tendéncia crescente para as médias de Dy, (t) para as
cidades que estavam inicialmente abaixo da lei alométrica. Por exemplo, cidades onde o nimero
de criangas trabalhando, homicidios e desemprego estava acima do valor esperado pela lei alomé-

trica foram bem sucedidas (em média) em reduzi-los; em contraste, cidades onde esses indicadores
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Figura 1.3: Leis alométricas com o tamanho da populacdo. O mesmo que a Figura 1.2 para os indica-

dores de analfabetismo, renda familiar, populagdo masculina e desemprego.

estavam abaixo das leis alométricas se mostraram incapazes (em média) de melhorar ou manter
essa situacdo. O caso do analfabetismo € uma excecdo ao padrao anterior, uma vez que a média
de Dy,(t) aumentou para cidades inicialmente acima da lei alométrica e é quase uma constante
para as cidades inicialmente abaixo. Assim, cidades nas quais o analfabetismo estava inicialmente
acima da lei alométrica falharam (em média) em aumentar o nimero de alfabetizados; por outro

lado, as cidades inicialmente abaixo da lei alométrica ndo apenas mantiveram essa situacao (em
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Homicidios, log (Y/)

Populagéo, log, (N)

Figura 1.4: Leis alométricas e a definicio da métrica ajustada a escala Dy, (¢). Os grificos mostram
as relacdes alométricas entre o nimero de homicidios e o tamanho da populagdo para os anos de 1991,
2000 e 2010 em escala log-log. Os expoentes alométricos 5; e o coeficiente de correlacdo de Pearson p
sdo mostrados nas figuras. Destacamos uma cidade em particular (Peixoto de Azevedo) nos trés anos para
ilustrar a evolugdo de Dy; (t). Para essa cidade, o nimero de homicidios estava bem acima da lei alométrica

no ano de 1991; no entanto, tornou-se mais proximo do valor esperado pela lei alométrica ao longo dos anos.

média), mas também conseguiram melhorar ainda mais os niveis de alfabetizacdo. Um fendmeno
parecido foi observado por Christakis ef al. [88] para o caso de obesidade. As chances de uma
pessoa se tornar obesa aumentam se ela tem algum um amigo ou parente préximo (irmao, marido,
esposa, etc) que se tornou obeso em um dado intervalo de tempo [88]. Nesse contexto, podemos
imaginar que os aumentos nos niveis de analfabetismo estdo relacionados as redes de interagdo
pessoa-pessoa nas cidades, de forma que a falta de conhecimento pode se espalhar de forma similar
as epidemias. No caso de métricas populacionais, especialmente sobre as populagdes feminina e
masculina, a aproximagdo as leis alométricas (juntamente com a diminui¢ao da proporcao de ho-
mens na populacdo) podem representar um bom aspecto com relag@o a reducdo da violéncia, uma
vez que um contingente excessivo de homens podem produzir um aumento no comportamento an-
tissocial [89]. Além disso, tanto a populagdo masculina acima e populacio feminina abaixo da lei
alométrica correlacionam com o nimero de homicidios acima da lei alométrica [44]. Da mesma
forma, a renda familiar acima da lei alométrica correlaciona-se com homicidios acima, enquanto a
renda familiar abaixo da lei alométrica correlaciona-se com homicidios abaixo [44]. Notavelmente,
essas informacdes permanecem ocultas ou distorcidas quando olhamos apenas para os valores per
capita desses indicadores urbanos.

As tendéncias nos valores médios das métricas ajustadas a escala levam a questdo de como

os valores dessa métrica relativa sdo afetados por seus valores anteriores, ou seja, os valores de
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Figura 1.5: Tendéncias na evolu¢io dos valores médios das métricas ajustadas a escala. Os graificos
de barra mostram a evolugdo da média de Dy, () ao agrupar as cidades cujos indicadores urbanos estavam
A) acima e B) abaixo da lei alométrica no ano de t = 1991. As barras coloridas sdo os dados empiricos
(vermelho para t = 1991, azul para ¢ = 2000 e verde para ¢t = 2010) e as barras cinzas representam as previsoes
obtidas a partir do modelo linear da Equacdo 1.8 (ver discuss@o no texto principal). As barras de erro sdo
intervalos de confianca de 95% via bootstrapping para os valores médios. Notamos que a média de Dy; (t)
exibe uma tendéncia decrescente e estatisticamente significativa para as cidades cujo indicador urbano estava
inicialmente acima da lei alométrica, e é observada uma tendéncia crescente para as cidades cujo indicador
urbano estava inicialmente abaixo da lei alométrica. A Unica exce¢do é o caso do analfabetismo, para o qual
o valor médio de Dy; (t) aumentou para cidades inicialmente acima da lei alométrica e é aproximadamente
constante para as cidades inicialmente abaixo. Observamos, ainda, que os valores previstos (barras cinza)
mantém a tendéncia principal dos dados empiricos. O modelo para prever Dy; serd discutido mais adiante.
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Dy, (t + At) e Dy;(t) sdo correlacionados de alguma forma particular? Para responder essa per-
gunta, analisamos os graficos de dispersdo da métrica ajustada a escala em um determinado ano
versus os seus valores em tempos anteriores para cada indicador urbano para todas as cidades.
A Figura 1.6 mostra esses graficos de dispersdo, considerando os valores de Dy, (2010) versus
Dy, (2000) e a Figura 1.7 mostra os gréficos para Dy, (2000) versus Dy,(1991). Observamos que,
apesar dos diferentes graus de dispersao (correlacdo de Pearson variando de 0,47 a 0,98), funcdes
lineares sdo boas aproximagdes para a tendéncia média dessas relacdes. Portanto, ajustamos o
seguinte modelo linear

para cada indicador urbano usando o método dos minimos quadrados e os melhores parametros
«; (assim como os coeficientes de correlagao de Pearson) sdo mostrados na Tabela 1.2 para as
duas combinacdes de anos. Omitimos os valores de A;, porque eles sdo muito pequenos (~ 1076).
Apesar da tendéncia crescente observada para os valores de «; ao longo dos anos (para homicidios
e renda familiar), observamos que «; < 1 para quase todos os indicadores urbanos, exceto para o
analfabetismo («; = 1,01 £ 0,01 para 2000 versus 1991 e «; = 1,05 + 0,01 para 2010 versus 2000).
Esses resultados estdo de acordo com a evolu¢do da média de Dy;(t), ou seja, os indicadores
caracterizados por «; < 1 apresentam uma tendéncia de se aproximar das leis alométricas médias,
enquanto para «; > 1 hd uma tendéncia de se afastar das leis alométricas médias.

A fim de compreender melhor o papel do pardmetro «;, consideramos o limite em que At é

muito pequeno para reescrever a Equagdo 1.5 como a seguinte equacao diferencial

DDy t) = A+ (0~ 1Dy, (1), (16

cuja solugdo é

Dy (1) = Ai/(1-ay) +[k=A;J(1-a;)] exp[-(1—a;)t] (sea#1), 17

Ait+k (sea=1),

onde % é uma constante de integracdo. Assim, a Equacdo 1.7 prevé que Dy, (t) aproxime exponen-

cialmente do valor A;/(1 — «;) para a; < 1 e que Dy, (t) aumente exponencialmente ao longo do
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Figura 1.6: Efeitos de memdria na evolucio da métrica ajustada a escala Dy (¢). Os pontos roxos mos-
tram os valores de Dy, (2010) versus Dy, (2000) para cada cidade [veja também a Figura 1.7 para Dy; (2000)
versus Dy,(1991)]. Apesar dos diferentes graus de dispersdo (ver o valor do coeficiente de correlagdo de
Pearson p), observamos uma correspondéncia linear entre Dy, (2010) e Dy, (2000). As linhas tracejadas
sao os ajustes do modelo linear Dy;(2010) = A; + «; Dy; (2000) (Equagdo 1.5) obtidas via regressdo por
minimos quadrados. Os valores de «; e seus erros padrio estdo apresentados nos graficos e também resu-
midos na Tabela 1.2. Notamos que «; < 1 para quase todos os indicadores, fato que estd de acordo com a
aproximagcdo as leis alométricas observadas para o valores médios de Dy, (¢) (Figura 1.5). Analfabetismo é
a Unica excecdo, no qual a; 2 1. Esse resultado também concorda com o afastamento da lei alométrica da

média de Dy; (t) no caso do analfabetismo.

tempo para «; > 1. Para o; = 1, temos um comportamento linear para a evolucdo de Dy; (¢). Vale
a pena lembrar que A; é um nimero muito pequeno (~ 107%) para todos os indicadores urbanos

e, portanto, os valores de Dy;(t) estdo na verdade se aproximando de zero para «; < 1 (isto é, os
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1.2

Métrica ajustada a escala em 1991, D, (1991)

Figura 1.7: Efeitos de memoéria na evolucdo da métrica ajustada a escala Dy, (t). Os pontos roxos

mostram os valores de Dy; (2000) versus Dy, (1991) para cada cidade. As linhas tracejadas sao os ajustes do

modelo linear Dy, (2000) = A; + a; Dy; (1991) (Equagdo 1.5) obtidas via regressdo de minimos quadrados.

Os valores de «; e seus erros padrao sdo mostrados nas figuras e resumidos na Tabela 1.2.

valores dos indicadores urbanos estdo ficando mais perto do valor esperado pela lei alométrica).

Observamos ainda que 1/(1-«;) desempenha o papel de um tempo caracteristico e assumindo que

a; < 1, quanto menor o valor de «;, mais rapidamente esperamos que sejam as mudancas no indi-

cador urbano. Para os indicadores relacionados a populagdo, observamos uma tendéncia crescente

nos valores de «; e também que esses valores estao entre os maiores, o que concorda com a redugao

do crescimento da populacdo brasileira nas dltimas décadas. Para os indicadores socioecondmicos,

temos, por um lado, que os valores de «; para o trabalho infantil e o desemprego também aumen-

taram (apontando uma moderacdo de sua dinamica); por outro lado, homicidios e renda familiar
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Tabela 1.2: Coeficientes lineares «; das relacdes de memdria entre as métricas ajustadas a escala
em anos diferentes. Valores dos parimetros «; obtidos por meio do ajuste de minimos quadrados para
modelo da Equacdo 1.5 para as relagdes entre as métricas ajustadas a escala: Dy; (2000) versus Dy, (1991)
e Dy, (2010) versus Dy, (2000). Omitimos os valores dos pardmetros A;, porque eles sdo muito pequenos
(~ 107%). Os valores dentro dos parénteses sio os erros padrio (SE) na tltima casa decimal do pardmetro
estimado. A ultima coluna mostra os valores dos coeficientes de correlagdo linear de Pearson p para cada
relacdo.

Indicadores Anos a; (SE) p
2000-1991  0,54(2) 0,53
2010-2000  0,73(2) 0,62
2000-1991  0,84(1) 0,92
2010-2000  0,89(1) 0,92
2000-1991 0,66(1) 0,83
2010-2000  0,90(1) 0,89
2000-1991  0,60(2) 0,59
2010-2000 0,41(2) 0,47
2000-1991 1,010(5) 0,98
2010-2000 1,050(5) 0,98
2000-1991  0,89(1) 0,91
2010-2000  0,80(1) 0,94
2000-1991  0,70(1) 0,84
2010-2000 0,91(1) 0,89
2000-1991 0,34(1) 0,53
2010-2000 0,68(2) 0,64

Trabalho infantil

Pop. idosa

Pop. feminina

Homicidios

Analfabetismo

Renda familiar

Pop. masculina

Desemprego

tiveram seus valores de «; reduzidos, sugerindo que suas taxas de variacdo aumentaram. Além da
evolucdo nos valores de «; maiores, indicadores relacionados a populacio apresentam (em geral)
valores de o; do que os observados para os indicadores socioecondmicos, apontando que esses
ultimos sdo mais suscetiveis as mudangas naturais ou de politicas publicas. O analfabetismo tem
um comportamento tnico porque o seu valor de «;, que estava muito perto de um [ Dy, (2000) ver-
sus Dy,(1991)], aumentou, resultado que concorda com o distanciamento da alometria relatado na
Figura 1.5 e sugere uma acelera¢io nesse processo.

Além dos Dy, (t + At) serem autocorrelacionados com seus valores em tempos anteriores, eles
também exibem correlacdes cruzadas significativas uns com os outros (Figura 1.8). Esses efeitos
de memoria e o fato de que os residuos em torno das relagdes Dy, (t + At) versus Dy, (t) estdao
muito perto de distribui¢des gaussianas (Figura 1.9) com desvios padrio praticamente constantes,
(Figura 1.10) fazem essas métricas ajustadas a escala particularmente boas para serem usadas em

modelos de regressao linear visando previsdes. Assim, ajustamos o seguinte modelo linear genera-

24



lizado (via método dos minimos quadrados)

8
Dy, (t+At) = Co+ Y Ci Dy, (t) +m;(t) (1.8)
k=1

considerando as relagdes (t + At) = 2000 versus t = 1991 e (t + At) = 2010 versus t = 2000. Na
Equacdo 1.8, Cj, é o coeficiente linear que quantifica o poder preditivo de Dy, (t) em Dy, (t + At)
(Cp é o coeficiente de interceptacéo) e 1;(t) é o termo de ruido que representa o efeito de fatores
nao mensurdveis. Notamos que esses modelos simples descreverem de 31% a 97% da variancia
observada em Dy, (t + At) e reproduzem corretamente os valores médios da métrica ajustada a
escala acima e abaixo das leis alométricas para os anos de 2000 e 2010, usando apenas os dados
dos anos de 1991 e 2000, respectivamente (Figura 1.11). Comparamos ainda as distribuicdes dos
valores empiricos de Dy, com as previsdes desses modelos lineares e observamos que o acordo €
bom para os indicadores de populagdo idosa, feminina e masculina, bem como para o analfabetismo
e renda (Figuras 1.12 e 1.13). Motivados por esses bons acordos, propusemos prever os valores de
Dy, (t+ At) no ano de 2020 (pr6ximo censo nacional brasileiro). A fim de fazer isso, consideramos
que os coeficientes lineares C} sdo constantes ao longo do tempo e empregamos o valor médio
de C} nas duas combinacdes de anos utilizados na Equagdo 1.8 para prever os valores de Dy, (¢ +
At). Vale a pena notar que, assumindo C constante, estamos ignorando a evoluc¢ao dos fatores
socioecondmicos e politicos. Numa situacao ideal, poderiamos investigar a evolucao dos valores
de C}; para conseguir predi¢cdes mais confidveis. No entanto, nossos dados (isto €, os dois valores
para Cj) ndo nos permitem investigar possiveis comportamentos evolutivos nos valores de Cj.
Mesmo assim, como apontado por Bettencourt [47], a dindmica dos indicadores urbanos parece
ser dominada por prazos longos (~ 30 anos) e, portanto, a abordagem de coeficientes constantes
deve ser vista como uma primeira aproximag¢ao. As barras cinzas na Figura 1.5 mostram as médias
Dy, (2020) apés agrupar as cidades em que Dy;(1991) > 0 e Dy,(1991) < 0. Observamos que
as previsodes para os valores médios, basicamente, mantém as tendéncias apresentadas nos anos
anteriores. Para o desemprego, em que a tendéncia nao foi muito clara, as previsdes colocam esse
indicador junto com a maioria dos indicadores, em que a média de Dy, (t) tem diminuido para

cidades inicialmente acima da lei alométrica e aumentando para aqueles inicialmente abaixo.
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Figura 1.8: Correlacdo cruzada entre os indicadores urbanos. A matriz na esquerda mostra os valores

do coeficiente de correlagdo de Pearson entre a métrica ajustada a escala Dy, (¢) para um dado indicador
(um indicador por linha) no ano ¢ = 2000 e todos os outros indicadores no ano de ¢ = 1991 (um indicador

por coluna). A matriz da direita representa o mesmo para os anos ¢t = 2010 e ¢ = 2000. O valor dentro de

cada célula € a correlacdo de Pearson e cada uma € colorida de acordo com esse valor. Notamos que todos

os indicadores estdo fortemente correlacionados aos seus proprios valores no passado. Além disso, todos os

indicadores apresentam correlacdes relevantes com pelo menos um outro indicador.
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Figura 1.9: Distribuicdes acumuladas das flutuacdes normalizadas em torno das relacdes entre as
métricas ajustadas a escala Dy, (¢ + At) e Dy, (t). Os graficos mostram as distribui¢des acumuladas dos
residuos normalizados & da regressdo linear entre Dy; (¢ + At) e Dy, (t) (Figuras 1.6 e 1.7) para os anos
2000-1991 (linhas azuis) e 2010-2000 (linhas verdes) em comparagdo com a gaussiana de média nula e
variancia unitdria (linhas tracejadas). Também mostramos os p-valores do método Cramér von Mises que
testa a hipotese nula de que os residuos £ sdo distribuidos normalmente. Observamos que a normalidade dos
dados é rejeitada na maioria dos casos (provavelmente, devido a heterocedasticidade presente nessas relacdes
— Figura 1.10). No entanto, ndo s@o observadas grandes diferencas entre a curva gaussiana acumulada e
as distribui¢des empiricas acumuladas, o que sugere que ¢ pode ser aproximadamente descrito por uma

distribuicdo gaussiana.
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Figura 1.10: Desvio padrio o calculado em janelas para a relacido entre as métricas ajustadas a
escala Dy, (¢t + At) e Dy,(t). Esses graficos mostram o desvio padrio o da métrica ajustada a escala
Dy, (t + At) versus a média de Dy, (t) calculada em cinco janelas igualmente espacadas a partir da relagdo
entre Dy, (t + At) e Dy,(t) (Figuras 1.6 e 1.7) para os anos 2000-1991 (painel a esquerda) e 2010-2000
(painel a direita). Notamos que o desvio padriao pode ser aproximado por uma constante para a maioria dos
indicadores em ambas as combina¢des de anos. Observamos ainda que as pequenas flutuagdes em o sdo,
provavelmente, o motivo do teste de Cramér von Mises rejeitar a normalidade das flutuacdes & mostradas
na Figura 1.9. Ao ajustar os modelos lineares da Equacdo 1.8, também levamos em conta essa pequena
heterocedasticidade (modelo implementado no Stata 13 — http://www.stata.com — via a opg¢ao

robust da fun¢do regress), mas os coeficientes lineares permanecem praticamente 0s mesmos.
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Figura 1.11: Comparacoes entre os valores médios das métricas ajustadas a escala obtidas a partir
dos modelos lineares e os empiricos. Aplicamos o modelo linear da Equagdo 1.8 para prever os valores
de Dy, (t) no ano de 2000 usando apenas os dados do ano de 1991 e também para prever Dy, (¢) no ano
2010 apenas usando os dados de 2000. Em ambos os casos, calculamos a média de Dy, (t) para as previsdes
(barras em cinza) apds agrupar as cidades em acima A) e abaixo B) das leis alométricas (nesse ano) e
comparamos esses resultados com as mesmas médias utilizando os dados empiricos (barras azuis para o
ano de 2000 e barras verdes para o ano de 2010). As barras de erros sdo intervalos de confianca de 95%
calculados via bootstrapping para os valores médios. Observamos que os valores médios previstos estdo em

boa concordancia com os valores empiricos para todos os indicadores urbanos em ambos 0s anos.
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Figura 1.12: Comparacdes entre as distribuicoes das métricas ajustadas a escala obtidas a partir

dos modelos lineares e os empiricos. Obtivemos os valores de Dy, (¢) no ano de 2000 usando o modelo

linear da Equacdo 1.8 e empregando os dados do ano de 1991. Calculamos as distribuigdes acumuladas de

Dy, (t) para os valores previstos (linhas pretas) e os empiricos (linhas azuis). Observamos que o acordo é

muito bom para os indicadores de populagao, analfabetismo e renda familiar. Para o restante dos indicadores,

observamos que o modelo falha em reproduzir as caudas das distribui¢des.
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Figura 1.13: Comparacaes entre as distribuicoes das métricas ajustadas a escala obtidas a partir dos

modelos lineares e os empiricos. O mesmo que a Figura 1.12 considerando o ano 2010.
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A fim de obter mais informagdes sobre as previsdes, construimos uma visualiza¢do geografica
das mudangas esperadas em Dy, () entre os anos de ¢t = 2010 e ¢ = 2020. Os circulos sobre
os mapas na Figura 1.14 mostram a localizacdo geografica de cidades brasileiras; os raios desses
circulos sdo proporcionais a | Dy, (2020) — Dy, (2010)| e s@o coloridos com tons de azul para as
cidades onde [ Dy; (2020) — Dy;(2010)] < 0 (o indicador deverd diminuir) e com tons de vermelho
para as cidades onde [ Dy, (2020) — Dy.(2010)] > 0 (o indicador deverd aumentar). Em ambos
o0s casos, quanto mais escuro o tom da cor, maior é o valor absoluto da diferenga [ Dy, (2020) —
Dy,(2010)]. Talvez, a caracteristica mais marcante dessas visualizacdes seja o fato de que as
mudangas previstas aparecem espacialmente agrupadas para quase todos os indicadores, o que de
alguma forma reflete as desigualdades geograficas existentes no Brasil; no entanto, alguns padrdes
intrigantes sao dependentes do indicador.

Para o trabalho infantil, Dy, (¢) deverd aumentar em torno das trés das regides mais povoadas
que contém as areas metropolitanas de Sao Paulo, Rio de Janeiro e as dreas metropolitanas de
quase todas as capitais do nordeste; observamos que a diminui¢do dos casos de trabalho infantil é
esperada, em sua maioria, nas cidades do interior e do sul. Para os indicadores de populagdo idosa,
feminina e masculina a aglomeragdo das mudancas em Dy, (¢) é bastante evidente: populacdo idosa
e feminina devem diminuir na maior parte das cidades do nordeste e exibem uma tendéncia cres-
cente em grande parte das outras regides (populagdo masculina comporta-se antissimetricamente
comparada a populagdo feminina). No caso dos homicidios, 0 nosso modelo prevé uma diminuicao
de Dy, (t) para a grande maioria das cidades do sul e observamos uma faixa perto da costa leste,
onde Dy, (t) devera diminuir na maioria das cidades (ambas as dreas densamente povoadas). Por
outro lado, o modelo prevé que cidades do interior (especialmente cidades do interior do estado de
S@o Paulo e da regido nordeste) aumentem Dy, (), sugerindo que esse crime violento pode estar se
deslocando para areas menos povoadas do interior do Brasil.

Para o analfabetismo, mais uma vez, o agrupamento das mudancas € facilmente perceptivel:
esperamos um aumento de Dy, (¢) para a maior parte do nordeste e de cidades mais ao norte.
Ja, para a maioria das cidades de outras regides (excluindo varias cidades do interior da regido
mais ao sul), o valor de Dy,(t) deverd diminuir. Para renda familiar, observamos também um
agrupamento nas mudancas, no qual esperamos que a maioria das cidades do norte aumentem o

valor de Dy, (t) (especialmente as cidades do interior dessas regides), enquanto que para a maioria
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Figura 1.14: Visualizacio geografica das mudancas previstas nas métricas ajustadas a escala Dy (t)
entre os anos de ¢ = 2010 e ¢t = 2020. Cada circulo representa uma cidade e o raio do circulo é proporci-
Dy;(2020) — Dy;(2010)|. Os circulos sdo coloridos de acordo com a diferenga entre Dy, (2020) e

Dy, (2010): os tons de azul indicam que esperamos uma diminui¢do nos valores de Dy, (2020), enquanto os

onal a

tons de vermelho mostram as cidades onde esperamos um aumento nos valores de Dy, (2020). As cidades
marcadas sdo as capitais das vinte e sete unidades federativas do Brasil (os estados brasileiros e o Distrito
Federal). As previsdes para os valores de Dy; (2020) foram obtidas usando o modelo linear da Equagdo 1.8,
em que os coeficientes lineares Cj, sdo os valores médios das duas combinagdes de anos 2000 —1991 e 2010 —
2000. Notamos que as mudangas em Dy; () aparecem espacialmente agrupadas para a maioria dos indica-
dores, com regides onde se espera que a maioria das cidades aumentem ou diminuam o valor da métrica

ajustada a escala.
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das cidades na parte central do Brasil o valor de Dy; (t) deverd diminuir. Essas mudangas esperadas
podem ser (pelo menos em parte) relacionadas ao programa “bolsa familia” — um programa de
bem-estar social em grande escala do governo brasileiro (mais de 14 milhdes de familias foram
beneficiadas em 2013) para fornecer ajuda financeira as familias pobres por meio de transferéncia
direta de renda — visto que grande parte das familias nesse programa sdo das regides norte e
nordeste. Vale a pena notar que, para a participagdo no programa, as familias devem assegurar que
os seus filhos frequentem a escola e, portanto, seria natural de se esperar uma redugio Dy, (t) para o
analfabetismo nas mesmas regides em que se concentram os beneficidrios do programa, o que nao
foi previsto pelo modelo. Esse resultado sugere que simplesmente reforcar a frequéncia escolar
pode nido ser eficiente para reduzir o analfabetismo, o que também pode ser explicado por mds
condicdes observadas na rede publica de ensino dessas regides. Finalmente, para o desemprego
ndo hd um agrupamento claro das alteragdes em Dy, (t). Em vez disso, esperamos uma diminui¢ao
de Dy, (t) difundida em todo o territdrio brasileiro (exceto no extremo sul do pafs, onde podemos

constatar a prevaléncia de tons leves de vermelho).
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1.4 Conclusoes e perspectivas

Nesse capitulo, argumentamos que apesar de serem amplamente utilizados em relatérios do
governo e também em trabalhos académicos, indicadores per capita ignoraram completamente
as leis alométricas universais que emergem na dinamica de crescimento de cidades. Discutimos
que os indicadores per capita podem apresentar tendéncias para pequenas ou grandes cidades,
dependendo se a alometria € sublinear ou superlinear. Assim, empregamos uma métrica ajustada a
escala avaliando a diferenca entre os valores reais dos indicadores urbanos e os que sao esperados
pelos relacdes alométricas. Ao investigar a evolucdo das métricas ajustadas a escala, relatamos
padrdes que ndo aparecem nos indicadores per capita. As métricas ajustadas a escala também
exibem uma correspondéncia linear com seus valores em tempos anteriores, uma caracteristica que
facilita o uso de regressao linear para modelar os indicadores urbanos. Com o emprego de modelos
lineares simples para descrever as métricas ajustadas a escala, baseados apenas em seus valores
anteriores, verificamos que esses modelos representam de 31% a 97% da variancia observada e
que eles reproduzem corretamente os valores médios das métricas ajustadas a escala. Assumindo
os coeficientes lineares constantes ao longo do tempo, apresentamos previsdes para os valores das
métricas ajustadas a escala no ano de 2020, quando o proximo censo brasileiro devera acontecer.
Observamos que as mudangas previstas para os indicadores urbanos aparecem (na maioria dos
casos) espacialmente agrupadas, ou seja, formando regides onde se espera que a maioria das cidades
aumentem ou diminuam o valor da métrica ajustada a escala. Acreditamos que a nossa andlise pode
encontrar aplicacdes potenciais no desenvolvimento e atribuicdo de novas politicas e recursos no
contexto do planejamento urbano. Finalmente, vale mencionar que os métodos empregados aqui
também podem ser diretamente aplicados em outros contextos relacionados as alometrias, como

para indices econdmicos e quantidades bioldgicas.
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CAPITULO 2

Correlacdes espaciais, aglomeracgao e transicoes tipo

percolacao em crimes de homicidio

A dinamica espacial de atividades criminosas tem sido estudada via métodos de fisica estatis-
tica. No entanto, modelos e resultados costumam ser restritos a escalas locais (escala de cidades) e
muito menos é conhecido sobre esses padroes em escalas maiores, como a nivel de um pais. Nesse
capitulo, relatamos uma caracterizacao da dinamica espacial dos crimes de homicidio ao longo do
territorio brasileiro usando dados de todas as cidades (~ 5000) em um periodo de mais de trinta
anos. Nossos resultados mostram que a func¢do de correlagcdo espacial nos homicidios per capita
decai exponencialmente com a distancia entre as cidades e que o comprimento de correlacdo ca-
racteristica apresenta uma tendéncia crescente notdavel nos ultimos anos. Também investigamos a
formacdo de agrupamentos/clusters espaciais de cidades por meio de uma andlise de percolagao,
na qual observamos agrupamentos de cidades e comportamentos similares a transicdao de fase ao
descrever o tamanho do maior cluster como fun¢ao do limiar de homicidios. Esse comportamento
semelhante a uma transicao de fase apresenta caracteristicas evolutivas caracterizadas por um au-
mento do limiar de homicidios (onde as transi¢des ocorrem) e por uma diminui¢ao nas magnitudes

de transi¢do (comprimento dos saltos no tamanho do cluster).
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2.1 Introducao e apresentacao do problema

O estudo dos fendmenos sociais € atualmente onipresente na agenda de pesquisa do fisico. Em
particular, métodos baseados na Fisica Estatistica mostram-se muito poderosos quando aplicados
a sistemas sociais [6,9,90,91]. Um exemplo importante estd relacionado as investigacdoes € mo-
delagens empiricas de atividades criminosas [14,41-44,46-48], que foram recentemente revistos
por D’Orsogna e Perc [92]. Em uma escala local (nivel municipal), um padrdo bem conhecido
estd relacionado a chamada “teoria das janelas quebradas”. Proposta por Wilson e Kelling [93]
em 1982 e amplamente aceita entre criminologista, essa teoria pode ser resumida pela ideia de
que ambientes urbanos degradados fomentam atividades criminosas em suas vizinhangas. De fato,
resultados empiricos sugerem que criminosos tendem a voltar para locais anteriormente visita-
dos [94] e a violagdo de normas/regras sociais faz com que a desordem se propague [95]. Esses
comportamentos foram modelados por equacdes de reagao—difusao [96-98] e por processos pon-
tuais auto-excitante — em ingl€s, self-exciting point processes [99-101]. Notavelmente, métodos
estatisticos baseados nesses modelos foram efetivamente utilizados para a identificagdo de possi-
veis dreas de criminalidade em vérios departamentos de administracao de seguranca dos Estados
Unidos da América [92,95, 102].

Em escalas maiores, como por exemplo, ao pensarmos em pais, conhecemos muito menos sobre
a dindmica espacial de atividades criminosas. Perguntas sobre se as atividades criminosas em uma
determinada cidade tém influéncia nas cidades vizinhas ou se as atividades criminosas também
formam aglomerados/clusters espaciais de cidades ainda ndo foram abordadas. Nesse contexto, o
Brasil € (infelizmente) um lugar ideal para abordar essas questdes: € um dos paises mais violentos
do mundo e é também um pais com dimensdes continentais. Assim, investigamos as correlagdes
espaciais e os padrdes de agrupamento de homicidios per capita em todas as cidades brasileiras;
quantificamos ainda como esses dois aspectos da dindmica espacial de homicidios t€ém evoluido ao
longo do periodo de 1980 a 2011.

Nossos resultados mostram que a func¢ao de correlagdo espacial dos homicidios per capita decai
exponencialmente com a distancia entre as cidades. Observamos, ainda, que o comprimento de
correlagcdo caracteristico apresenta uma tendéncia crescente notavel nos dltimos anos (~ 14 km

por ano). Esses comportamentos ndo estdo diretamente relacionados as correlagdes espaciais do
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tamanho da populacdo, que apresentam decaimento tipo lei de poténcia com um expoente bastante
estavel. Os resultados revelam a emergéncia de agrupamentos/clusters espaciais e que o tamanho
do maior aglomerado depende do limiar empregado de forma ndo trivial. De modo semelhante ao
que acontece em transi¢des de fase, o tamanho do maior grupo muda abruptamente em torno de
um valor especifico do limiar de homicidios. Esse comportamento de transi¢do também evoluiu: o
limiar de homicidios em que as transi¢cdes ocorrem aumentou, enquanto a magnitude das transicoes
(comprimento dos saltos no tamanho do cluster) tem diminuido ao longo dos anos. Assim, 0s
resultados ap6iam a ideia de que o nimero de homicidios de uma cidade afeta o valor dessa métrica
urbana em cidades vizinhas (a dezenas de quilometros de distdncia) e que esse comportamento

correlacionado se intensificou nos altimos anos.

2.2 Apresentacao dos dados

Acessamos dados de todas as cidades brasileiras no periodo de 1980 a 2011 (32 anos), dis-
ponibilizados gratuitamente pelo Departamento de Informatica do Sistema Unico de Satde [77].
Para cada cidade ¢ e em um determinado ano ¢, temos o ndmero de homicidios H;(t), o ta-
manho da populagdo N;(t) e a localizagdo geogrifica da cidade (latitude e longitude). A Fi-
gura 2.1 ilustra o conjunto de dados, mostrando a evolu¢do do homicidio per capita no Bra-
sil h(t) = [ H;(t)]/[X Ni(t)] e a distribuicdo espacial do homicidio per capita nas cidades
hi(t) = H;(t)/N;(t), sobre o territdrio brasileiro. Apesar de mostrarmos anteriormente que indica-
dores urbanos per capita possuem uma componente extra relacionada a populacio (o que poderia
distorcer o nossos resultados), os resultados sobre homicidios per capita nesse contexto nao sao
afetados pela populacdao. Quando escalamos o nimero de homicidios por Niﬂ , 0os resultados sobre
percolagdo e formacgdo de clusters permanecem inalterados. Por simplicidade, mostramos os resul-
tados apenas para métrica per capita. Notamos que o homicidio per capita, no Brasil, mais que
duplicou durante o periodo de 32 anos cobertos por nossos dados. Os mapas dessa figura também
fornecem indicios de correlagdes espaciais e agrupamentos na distribuicdo espacial de h;(t); espe-
cificamente, observamos o surgimento de areas (grupo de cidades) com valores pequenos e grandes
de h;(t). Um resultado que se assemelha aos resultados do capitulo anterior para o agrupamento

espacial da evoluc¢ao da métrica ajustada a escala (Figura 1.14).
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Figura 2.1: Evolugio temporal do homicidio per capita no Brasil e sua distribuicio espacial entre as
cidades brasileiras. O grifico mostra a evolugdo do total per capita de homicidios h(t) no Brasil durante o
periodo de 1980 a 2011 e os trés mapas ilustram a distribui¢éo espacial de h;(t) sobre o territdrio brasileiro
nos anos de 1980, 1995 e 2011. Nos mapas, cada ponto representa uma cidade e o c6digo de cores representa
o valor de h;(t). O tamanho do ponto também € proporcional h;(t).

2.3 Resultados e discussao

Para comecar a quantificar a dindmica espacial em h;(t), calculamos a fungdo de correla¢do

espacial
([hz(t) - M(Tat)] [hj(t) - M(T,t)] )Tij=’l"

o?(rt) ’

Ch(rt) = 2.1)
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em que h;(t) e h;(t) sdo os homicidios per capita nas cidades i e j, (7, t) € a média, 02(r,t) é a
variancia dos homicidios per capita de cidades separadas por r quilometros e (... ),, -, representa
a média sobre todos os pares de cidades separadas por r quilometros. Consideramos efetivamente
intervalos de r para calcular C}, (7, t) devido a discretiza¢@o natural de nossos dados. A Figura 2.2A
mostra a dependéncia espacial da funcéo de correlagdo C),(r,t) para o ano de ¢ = 2005 em escala
mono-log. Observamos que a fun¢do Cj,(r,t) é bem aproximada por um decaimento exponencial

abrangendo centenas de quildometros, ou seja,

Ch(r,t) ~exp[-r[r.(t)] (2.2)

em que 7.(t) é o comprimento de correlagdo caracteristico no ano ¢. Similarmente, observamos
decaimentos exponenciais para todos os anos em nosso conjunto de dados (Figura 2.3). No en-
tanto, o valor de r.(t) varia de ano para ano, como representado na Figura 2.2B. Entre 1980 ¢
2003, r.(t) mostra uma tendéncia decrescente aproximadamente linear de 1,8 km por ano, seguida
de uma tendéncia linear crescente de 14 km por ano no periodo de 2003 a 2011. Portanto, os re-
sultados indicam que o valor do homicidio per capita em uma cidade tem influéncia nos valores
de suas cidades préximas, por meio de correlagdes de curto alcance. No entanto, € interessante
notar que os valores de 7.(t) sdo comparaveis com as distancias tipicas entre as cidades brasileiras
(valor médio de ~ 1000 km). Além disso, a tendéncia notdvel de aumento de r.(¢) ao longo dos
ultimos anos, sugere que a influéncia/correlacdo que cidades exercem umas sobre as outras tem
sido intensificada. E muito dificil apontar origens concretas para explicar essa variacio acentu-
ada nos valores de r.(t) e, talvez, a investigacdo de outros indicadores urbanos poderia ajudar a
esclarecer esse comportamento. Casos de homicidios sdo correlacionados com varios outros indi-
cadores urbanos [14,44]. Além disso, como vimos no capitulo anterior (Figura 1.8), o nimero de
homicidios também € positivamente correlacionado no tempo com indicadores de analfabetismo
e desemprego. Visto que analfabetismo e desemprego também passaram por um periodo de vari-
acdo rapida ao longo dos tltimos anos, esses indicadores também podem ter contribuido para as
mudancas na dindmica espacial de h;(t).

Além de serem correlacionados com outros indicadores urbanos, as caracteristicas evolutivas

de C,(r,t) também podem estar relacionadas a dindmica espacial do tamanho da popula¢do N;(t),

40



A _ B
~ 0 =

S 10 T T T T T 5 200 T T T

O = S

xS 2

S S ro=80[76, 86] 2 150

a O o}

O X5 -1 4 ©

& o ‘e S 100

& .9 S ©

© 9 SO S

g o Ano: 2005 @ N ] c 0

&) g 1072 ] ] ] ] | «4(% S ] ] ]
< 0 50 100 150 200 250 300 A~ 1980 1990 2000 2010

Distancia, r (km) Ano, t

C D

© 10" 1.8 1 . . ,

E q of N~

S 100F o=114[1.00,128]7 =

O .9 K J =

g O o1 3

58 ool : g

o ’80 107°F ° . qu>

3 100k °* Ve Q

s a 0°F o @V, o o

© 9 LN x

E 2 10tk s

o Ano: 2005

(@] 10—5 06 L 1 1 1

10° 10" 102 10° 10* 1980 1990 2000 2010
Distancia, r (km) Ano, t

Figura 2.2: Correlacoes espaciais nos homicidios per capita ¢ no tamanho da populacio. A) Depen-
déncia espacial da fungdo de correlagdo Cj(r,t) calculada para os homicidios per capita h;(t) no ano de
t = 2005. Os pontos vermelhos sdo os valores empiricos de C,(7,t) e a linha tracejada é um ajuste ex-
ponencial (via método dos minimos quadrados) aos dados em escala mono-log. O valor do comprimento
caracteristico de correlag@o r.(t) e seus limites de confian¢a de 95% sdo mostrados no grafico. B) A linha
vermelha mostra a evolug@o de r.(¢) ao longo dos anos em nosso conjunto de dados. As dreas sombreadas
séo os intervalos de confianca de 95% para r.(t) e as duas linhas tracejadas sdo ajustes lineares para os
valores 7.(t) versus t, nos periodos de 1980-2003 e 2003-2011 (os coeficientes lineares e seus limites de
confianga sdo mostrados no gréfico). C) Dependéncia espacial da funcdo de correlagdo C,(r,t) calculada
para o tamanho da populagéo N;(t) no ano de ¢ = 2005. Os pontos azuis sdo os valores empiricos e a linha
tracejada € um ajuste lei de poténcia para os dados em escala log-log (o expoente da lei de poténcia o € mos-
trado no gréfico). D) A linha azul ilustra o comportamento aproximadamente constante de «(¢) ao longo
dos anos (4reas sombreadas representam intervalos de confianca de 95%), caracterizado por um valor médio
de 1,10.
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Figura 2.3: Correlacio espacial nos homicidios per capita. Cada gréfico mostra a dependéncia espacial
da funcdo de correlagdo Cj(r,t) calculada para o homicidio per capita h;(t) em um dado ano ¢ (como
indicado nos graficos). Os pontos vermelhos sdo os valores empiricos de Cj,(r,t) e as linhas tracejadas sdo

ajustes exponenciais (via métodos de minimos quadrados) para esses dados na escala mono-log.

devido a defini¢do de h;(t) envolver essa quantidade. Para investigar essa hipStese, calculamos a
fungdo de correlacao C,(r,t) considerando o tamanho da populagdo N;(t) no lugar de h,;(t) na

Equacgdo 2.1. A Figura 2.2C mostra que a correlacdo espacial para o tamanho da populacio é bem
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descrita por uma decaimento lei de poténcia,
Cp(r,t) ~ o), (2.3)

com um expoente «(t) = 1,14 no ano de ¢ = 2005. Comportamentos andlogos sdo obtidos para
todos os outros anos (Figura 2.4) com praticamente os mesmos expoentes. De fato, como mostrado
na Figura 2.2D, o comportamento de «(¢) é bem aproximado por seu valor médio global («(t) »
1,10). Resultados semelhantes foram relatados para as correlagcdes no tamanho da populacdo de
cidades dos Estados Unidos da América [103]. Dessa forma, a evolugio de C},(r, t) para homicidios
per capita nao pode ser diretamente explicada pela dinamica espacial do tamanho da populagao.
Outro aspecto interessante da correlagdo exponencial h;(t) é que ela pode ser considerada ndo
trivial no contexto da equacdo Edwards-Wilkinson [104]. Essa equagdo é geralmente empregada
para descrever a cinética estocdstica de crescimento de superficies na presenca de difusdo e alea-
toriedade ambiental. No limite do continuo, podemos escrever a equacao de Edwards-Wilkinson

para os homicidios per capita como
9 2
ah(ri) =DV h(r,t) +n(rt), (2.4)

em que h(r,t) representa homicidios per capita em um ponto localizado pelo vetor r, D é o co-
eficiente de difusdo, V2 é o Laplaciano e 7(r,t) é um ruido ndo correlacionado (no espago e no
tempo): (n(r,t)n(r’,t")) o< §(r —r')d(t —t'). Para esse modelo, a correlagdo é geralmente obtida
pelas transformadas de Fourier no espaco e no tempo e retornando para o espago usual via transfor-
mada inversa de Fourier (veja Refs. [104—106] para mais detalhes). Seguindo esses procedimentos,

podemos escrever a correlacao espacial em d dimensdes e para grandes valores de ¢ como

r2-d sed+2
Ch(T) ~ (25)

In(1/r) sed=2.

O resultado anterior deve ser entendido como um modelo nulo para nossos dados e, portanto, se-
ria de esperar um decaimento muito lento (um decaimento logaritmo, uma vez que 0 nosso sistema

¢ essencialmente bidimensional) para a correla¢do espacial em h;(t), assumindo que a dindmica
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Figura 2.4: Correlacio espacial na populacgio. Cada grafico mostra a dependéncia espacial da fungéo de
correlagdo C)p(r,t) calculado para a populagdo N;(t) em um dado ano ¢ (como indicado nos grificos). Os
pontos vermelhos sao os valores empiricos de C,,(7,t) e as linhas tracejadas sdo ajustes lei de poténcia (via

métodos de minimos quadrados) para esses dados na escala log-log.

espacial de homicidios € exclusivamente governada por aspectos difusivos e pela aleatoriedade
ambiental. De fato, uma aproximac¢do de decaimento logaritmo para a correlagdo espacial foi ob-

servada em alguns sistemas sociais (taxas de participac@o nas eleicoes [107,108] e obesidade [103])
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e também para as taxas de ocorréncias de raios [109]. Naturalmente, o modelo da Equagado 2.4 é
bastante grosseiro diante da complexidade envolvida em sistemas sociais. Talvez, um primeiro in-
grediente a ser adicionado a esse modelo seria um termo de reacio (levando-nos a uma equacao
de reacdo-difusdo). Outro aspecto importante do nosso sistema € a distribui¢do espacial discreta e
nao homogénea das cidades, que também pode desempenhar um papel importante nas correlacdes
espaciais.

As correlagdes espaciais em h;(t) também fornecem um indicativo da existéncia de aglome-
rados/clusters espaciais de cidades com valores similares de homicidios per capita. Para analisar
essa questdo, estudamos a formagao de aglomerados/clusters espaciais de cidades por meio de
uma andlise de percolacdo [103,110, 111]. Especificamente, definimos um limiar de homicidios
T e selecionamos todas as cidades para as quais h;(t) > 7. Para o conjunto de cidades que sa-
tisfaz essa condicao, aplicamos o algoritmo baseado na densidade espacial de aglomeracdo para
aplicacdes com ruidos (DBSCAN — implementado na biblioteca scikit—-1learn da linguagem
Python [112]) para a identificacdo de possiveis agrupamentos espaciais. Esse algoritmo encontra
grupos estatisticamente significativos e, assim, podemos investigar como o tamanho do maior aglo-
merado/cluster S (isto é, o nimero de cidades no maior cluster) muda em funcio do limiar 7', como
mostrado na Figura 2.5 (linha vermelha) para o ano de ¢ = 1980. Analogamente a uma transi¢ao
de fase, S sofre uma mudanca abrupta em torno de um valor especifico de 7' = T*(t), a partir do
qual o maior cluster comeca a ser quebrado em aglomerados menores. Um comportamento seme-
lhante foi observado para as taxas de obesidade nos Estados Unidos da América [103]. No nosso
caso, o valor de 7%(t) é definido como o ponto no qual o salto em S € maximo. Definimos ainda
a magnitude de transicdo M (¢) como sendo o tamanho desse salto maximo. Nesse exemplo em
particular, temos que em 7™ (¢ = 1980) = 5,67 x 1075 o0 ndmero de cidades no maior cluster diminui
em M (t = 1980) = 314. Observamos ainda a existéncia de mudangas subsequentes e abruptas de
magnitudes menores em S, produzindo um comportamento tipo cascata. A fim de confirmar que
esse comportamento semelhante ao de transicao de fase nao esta relacionado a localizacdo espacial
das cidades, embaralhamos os valores de h;(t) entre as cidades e investigamos novamente a relacdo
entre S e 1'. Para os dados aleatorizados, a Figura 2.5 mostra que o tamanho do maior aglomerado
vai continuamente para zero conforme aumentamos 7' (linha azul). Assim, o comportamento de

S versus T observado para os dados originais nao pode ser diretamente relacionada a distribuigcdo
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espacial das cidades brasileiras.
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Figura 2.5: Formacao de aglomerados/clusters espaciais de cidades e analise de percolacio. O grifico
mostra o tamanho do maior cluster S (definido como o nimero de cidades que pertencem ao cluster) em
funcdo do limiar 7" do nimero de homicidios per capita. A linha vermelha mostra os resultados considerando
os dados do ano ¢ = 1980 e a linha azul mostra os resultados apds o embaralhamento dos valores dos
homicidios per capita h;(t) entre as cidades. Para os dados originais (linha vermelha), observamos que S
sofre uma mudanga abrupta em torno de um valor especifico de T' = T (), seguido de mudangas abruptas
menores. A inser¢do mostra uma ampliacdo da regido onde esse comportamento semelhante a uma transi¢ao
de fase ocorre. O valor de 7 (t) é definido como o ponto em que o salto em .S é mdximo e definimos ainda a
magnitude de transi¢do M (t) como o tamanho desse salto maximo (7 (¢) e M (t) sdo ilustrados na figura).
Os trés mapas ilustram os aglomerados/clusters identificadas pelo algoritmo DBSCAN para os valores de T’

indicados pelas setas verdes.

Aplicamos a andlise de cluster para todos os anos em nosso conjunto de dados e encontramos
um comportamento de semelhante ao de uma transicao de fase em todos eles (Figura 2.6), mas com
algumas caracteristicas evolutivas. O valor critico 7*(¢) tem aumentado ao longo dos anos com

uma taxa linear de aproximadamente (0,10 + 0,01) x 10~* homicidios per capita por ano, como
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Figura 2.6: Formacao de clusters espaciais das cidades e analise de percola¢do. Os grificos mostram
o tamanho do maior cluster S (definido como o nimero de cidades que pertencem ao cluster) como fungio
do limiar T' nos homicidios per capita para um dado ano ¢ (tal como indicado nos gréficos). As linhas
vermelhas mostram os resultados considerando os dados originais e as linhas azuis mostram os resultados

ap6s o embaralhamento dos valores dos homicidios per capita h;(t) entre as cidades.

mostrado na Figura 2.7A. Naturalmente, o crescimento de 7*(t) deve estar relacionado a tendén-

cia crescente no homicidio per capita total do Brasil (Figura 2.1). A fim de explicar esse efeito,
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dividimos 7™ (t) pelo homicidio global per capita no Brasil h(t). A Figura 2.7B mostra que parte
do comportamento evolutivo de 7*(t) é realmente associado a h(t). No entanto, observamos uma
tendéncia estatisticamente significante para o limiar escalado 7*(¢)/h(t). O limiar de homicidios
escalado quase triplicou durante os 32 anos cobertos por nossos dados. Esse resultado concorda
com 0 aumento no comprimento caracteristico de correlagio r.(t), no sentido que a intensificacdo
das correlagdes nos dltimos anos requer maiores limiares 7 (¢) para dividir os clusters espaciais.
Para quantificar ainda mais os aspectos evolutivos dessas transi¢des, investigamos se a magnitude
de transicdo M (t) evoluiu ao longo dos anos. Apesar de ser uma relacdo mais ruidosa, a Fi-
gura 2.7C mostra que M (¢) tem uma tendéncia decrescente significativa que pode ser aproximada
por uma diminui¢do linear de ~5 cidades por ano. Suspeitamos que parte desse comportamento

também pode estar relacionado ao aumento de r.(t).
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Figura 2.7: Aspectos evolutivos do comportamento de transi¢io. A) Evoluc¢do no tempo do valor
critico 7 (t) em que o tamanho do maior cluster S sofre uma mudanga abrupta (pontos vermelhos). A linha
a tracejada é um ajuste linear aos dados e o coeficiente linear bem como o seu intervalo de confianca sdo
mostrados no gréfico. B) Evolugdo do limiar de homicidios escalado T (¢)/h(t) (pontos vermelhos). Mais
uma vez, observamos uma tendéncia crescente que € aproximada por uma funcao linear (linha a tracejado)
cujo coeficiente linear e seu intervalo de confianga sdo mostrados no grafico. C) Alteracdes na magnitude
de transi¢do M (t) ao longo dos anos (pontos vermelhos). Apesar da relagdo ruidosa, uma tendéncia de
diminuicdo estatisticamente significativa é observada e pode ser aproximada por um decaimento linear (linha

tracejada) cujo coeficiente linear e seu intervalo de confianga sdo mostrados no gréfico.

49



2.4 Conclusoes e perspectivas

Nesse capitulo, caracterizamos a dindmica espacial dos crimes de homicidio em todas as cida-
des brasileiras. Nossos resultados mostram que o homicidio per capita em uma cidade tem influén-
cia nas cidades proximas por meio de correlagdes de curto alcance. Ao investigar a evolugdo do
comprimento de correlacdo caracteristico, verificamos que a influéncia/correlacio entre as cidades
se intensificou consideravelmente ao longo dos tltimos anos. Devido a existéncia dessas correla-
coes, investigamos a formacao de aglomerados/clusters espaciais de cidades por meio de uma ana-
lise de percolacdo. Observamos aglomerados estatisticamente significativos € um comportamento
similar ao de transi¢@o de fase para o tamanho do maior cluster em funcio do limiar de homicidios.
Esse comportamento apresenta caracteristicas evolutivas caracterizadas por um aumento do limiar
de homicidios em que as transi¢des ocorrem e por uma diminui¢do nas magnitudes de transi¢ao
(comprimento dos saltos no tamanho do cluster). Essas duas caracteristicas podem ser relacio-
nadas ao aumento do comprimento de correlagc@o tipico, uma vez que correlagcdes mais intensas
requerem limiares de homicidios maiores para dividir os aglomerados/clusters espaciais e podem
contribuir também para a diminui¢do dos saltos nos tamanhos dos aglomerados. Assim, nossos
resultados contribuem para indentificar padrdes espaciais de atividades criminosas em grandes es-
calas e indicam que padrdes empiricos observados no contexto da “teoria das janelas quebradas™ no
nivel de cidade, isto €, o agrupamento de atividades criminosas, parecem emergir também em uma
escala espacial muito maior. Acreditamos, ainda, que os nossos resultados empiricos abrem novas
possibilidades para a modelagem de atividades criminosas. Por causa da descricdo bem-sucedida
(no nivel de cidade), modelos baseados em equacdes de reacao—difusdo e processos pontuais —
em inglés, pointing process — em conjunto com extensdes da equagdo Edwards-Wilkinson sdo

candidatos naturais a serem testados para reproduzir os padrdes observados em escalas maiores.
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CAPITULO 3

Transientes de superdifusao e correlagoes de longo alcance
nos padrdoes de motilidade dos protozoarios

tripanosomatideos flagelados

Nesse capitulo, relatamos uma anélise de difus@o no movimento de quatro espécies de proto-
zodrios flagelados. Esses parasitas sdo os agentes etiolégicos! de doencas tropicais negligenciadas:
leishmaniose causada pela Leishmania amazonensis e Leishmania braziliensis, a doenca do sono
africano causada pelo Trypanosoma brucei e a doenga de Chagas causada pelo Trypanosoma cruzi.
Ao rastrear as posi¢Oes desses parasitas e avaliar a variancia relacionada as posi¢des radiais, desco-
brimos que seus movimentos sdo caracterizados por um comportamento superdifusivo transiente.
Além disso, a distribuicdo de probabilidade das posicdes radiais sdo autossemelhantes e podem
ser aproximadas por uma distribuicdo gaussiana alongada. Investigamos também as distribui¢des
de probabilidade das velocidades radiais das trajetérias individuais. Entre as vérias distribui¢des
candidatas, descobrimos que a distribui¢cdo gama generalizada mostra uma boa concordancia com
as distribuicdes empiricas. As séries temporais das velocidades tém correlagdes de longo alcance,

exibindo um comportamento persistente (expoentes de Hurst proximos a um). A prevaléncia de

10s agentes etiolégicos sdo aqueles microrganismos e toxinas microbianas que causam doengas em seres humanos
e incluem bactérias, toxinas bacterianas, virus, fungos, rickettsias, protozodrios e parasitas [113].

51



padrdes aproximadamente “universais” em todas as espécies analisadas indica que mecanismos
semelhantes podem estar governando o movimento desses parasitas, apesar de suas diferentes ca-
racteristicas morfoldgicas. Além disso, uma anélise mais aprofundada desses padrdes poderia ser
uma ferramenta util para investigar a eficicia de novas drogas contra esses € outros parasitas rela-

cionados a doengas tropicais negligenciadas.

3.1 Introducao e apresentacao do problema

Protistas cinetoplastideos? sdo responsaveis por indmeras doengas em humanos e animais. Mui-
tos desses protozodrios sio os agentes etioldgicos de doengas tropicais negligenciadas [114]. Essas
doencas afetam a vida de cerca de um bilhdo de pessoas ao redor do mundo [115] e sdo conside-
radas um problema grave de saide publica em vdrios paises. As principais regides afetadas sao
paises localizados em areas tropicais, onde os parasitas t€ém condi¢des naturais adequadas para o
ciclo de vida e onde insetos sao normalmente abundantes [116]. Leishmaniose, doenca de Cha-
gas e a doenca do sono africano sdo exemplos de doengas tropicais negligenciadas causadas por
parasitas cinetoplastideos — Leishmania spp, Trypanosoma cruzi € Trypanosoma brucei, respecti-
vamente [117]. Esses protozodrios tém um ciclo de vida complexo, alternando entre invertebrados
(vetor) e hospedeiros vertebrados. Esses parasitas tém um flagelo, pelo menos durante uma das
formas evolutivas de seu ciclo de vida [118-120]. O flagelo é uma organela multifuncional res-
ponsdvel pela propulsdo da célula e esta associado ao controle da morfogénese celular (processo
de origem e desenvolvimento das formas e estruturas de um organismo) quimiotaxia (nome dado
ao processo de atracdo de células em direcdo a um gradiente quimico [121]), e ao processo de
citocinese’® durante a ultima etapa do ciclo de divisdo celular [122]. A motilidade* dos parasi-

tas € uma questdo chave para a invasdao hospedeiro—célula na fixacao e colonizagdo de tecidos do

2Reino protista agrupa organismos eucariontes, unicelulares, autétrofos e heterétrofos. Cinetoplastideos é um grupo
de protistas heterotréficos flagelados que inclui vérios parasitas [113].

3 A citocinese é o processo durante a divisdo celular em que o citoplasma de uma tinica célula eucariética é dividido
para formar duas células filhas [113].

“Motilidade é a capacidade que os seres vivos possuem de se mover de forma espontinea. Um sindnimo aproximado
€ mobilidade; no entanto, no caso de células vivas que possuem a habilidade de se mover devido a mecanismos proprios
(como o flagelo, no caso de parasitas flagelados) é mais comum o emprego da palavra motilidade, do inglés motility,
visto que mobilidade ndo necessariamente significa que o objeto ou individuo tem a capacidade de se mover. Por
exemplo, no caso do movimento do pélen em um liquido, o correto seria o emprego da palavra mobilidade para
expressar a ideia de movimento, visto que o movimento do pdlen € o resultado de forgas externas que o impulsiona.
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hospedeiro [122—-127].

Movimentos difusivos estdo onipresentes na natureza e desempenham um papel fundamental
na motilidade de nado de microrganismos em meios liquidos [60, 128—133]. Pesquisadores de me-
canica estatistica concentraram-se em fendmenos em que a difusdo andmala emergem [60, 61,134,
135]. Por exemplo, a difusdo andmala e distribui¢des de velocidade ndo gaussianas foram observa-
das no contexto de células Hydra [61] em que as densidades de entropia méxima associadas as me-
didas entrdpicas ndo usuais foram usadas para descrever o movimento dessas células. Motilidade e
padrdes de difusdo também foram investigadas em protozodrios [123,124,126,136-140]. Por exem-
plo, ha estudos sobre 7. brucei investigando o movimento de propulsao [126], flexibilidade e dire-
cionalidade [138] e adaptacdes ambientais do corpo [139]. As interac¢des célula-hospedeiro [123]
para Leishmania spp e os batimentos do flagelo [140] para T. cruzi também foram estudadas. A
motilidade estad fortemente relacionada a viabilidade celular em todas as espécies flageladas cine-
toplastideas e é amplamente utilizada como uma medida para viabilidade [124, 136, 137].

Cada espécie de protozodrio tem adaptagdes tnicas dependendo das diferentes condi¢des de
vida. A investigacdo da dindmica e difusdo desses microrganismos pode contribuir para um avanco
na compreensao dos mecanismos de patogénese microbiana e também para o campo de padrdes di-
fusivos. No entanto, ainda falta uma compreensdo mais completa e geral de padrdes de motilidade
desses parasitas. Para superar essa lacuna, estudamos a dindmica de difusio de agentes causadores
de doencas tropicais negligenciadas. Ao rastrear as posi¢des desses parasitas, apresentamos uma
caracterizacao completa de seus padroes de motilidade. Especificamente, mostramos que a propa-
gacdo das trajetorias € superdifusiva para tempos curtos e que as distribui¢des de probabilidades
relacionadas as posicoes radiais diferem das previsdes da equacdo de difusdo usual. Verificamos
ainda que a série temporal da velocidade das trajetdrias individuais tem correlagdes de longo al-
cance e sao bem aproximadas por uma distribui¢cdo gama generalizada. Nossos resultados revelam
alguns padrdes “universais” de motilidade dos parasitas que poderiam facilitar a identificacao de

novos alvos para intervengao terapéutica.
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3.2 Meétodos

3.2.1 Manutencao e cultura dos parasitas

Os experimentos descritos a seguir foram realizados em parceria com o Departamento de Far-
mdcia da Universidade Estadual de Maringd, no Laboratério de Inovacdo Tecnoldgica no Desen-
volvimento de Farmacos e Cosméticos.

Leishmania amazonensis (cepa MHOM/BR/75/Josefa) e Leishmania braziliensis em forma de
promastigotas foram cultivadas dentro de frascos de cultura celular contendo meio de Warren (in-
fusdo de cérebro e coragdo mais hemina bovina e acido félico, pH 7,2) suplementadas com 10%
de soro fetal bovino (FBS). Os parasitas foram incubados a 25°C por 48 h. Trypanosoma cruzi em
formas epimastigotas (cepa Y) foram mantidas em meio LIT (Liver Infusion Tryptose, pH 7,2), su-
plementado com 10% de FBS e incubados a 28°C durante 96 h. Tripomastigotas de Trypanosoma
brucei brucei (cepa EATRO-427) foram cultivadas em meio HMI-9, suplementados com 10% de
FBS e incubados a 37°C e 5% de pressao de CO, durante 24 h. Esses periodos de incubacdo sao
essenciais para colher os protozodrios em fase de crescimento exponencial. A Figura 3.1 ilustra as

formas amastigota, promastigota, epimastigota e tripomastigota dos protozoarios.

3.2.2 Configuraciao experimental, aquisicao de imagem e rastreamento

Ap6s os periodos de incubagdo, preparamos uma suspensdo contendo cerca de 6 x 106 para-
sitas para as espécies de Leishmania, T. cruzi € T. brucei em Warren, LIT, e DMEM (Dulbecco
Modified Eagle Medium, suplementado com 2 mM de L-glutamina, pH 7,4), respectivamente.
Os meios ndo foram suplementados com FBS. Em seguida, 10uL das suspensdes de protozoa-
rios foram colocadas entre uma lamina e laminula de vidro para iniciar a aquisicdo de imagens
(Figura 3.2A). A espessura entre a ldmina e laminula de vidro é compardvel com o tamanho do
protozoarios (~ 5 pm) [142-144], confinando o movimento em duas dimensdes. Usamos o micros-
copio BA410E da Motic equipado com uma cadmera CMOS de 5.0 Megapixels com uma resolucao
de 800 x 600 pixels (Figura 3.2B), taxa de aquisi¢do de 10 frames por segundo e ampliacao de 20
vezes. A drea coberta pelo microscopio nessa configuracdo é de 285,12 x 213,84 ym?. O compri-

mento dos videos adquiridos foi de 10 minutos para cada amostra. Repetimos esse procedimento
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Figura 3.1: Tlustracio das formas dos protozoarios. A estrutura maior em vermelho representa o ndcleo
da célula, enquanto que, a estrutura menor (também em vermelho) representa o cinetoplasto. A estrutura
citoplasmadtica fornece energia para a motilidade do flagelo. A forma amastigota € uma morfologia em que o
flagelo € muito curto [141]. A forma promastigota ¢ uma morfologia em que o flagelo estd na parte anterior
da célula e ndo estd anexado ao corpo celular [141]. A forma epimastigota é uma morfologia em que o
flagelo sai da extremidade anterior da célula e esta ligado ao longo de parte do corpo celular [141]. A forma
tripomastigota € uma forma em que o flagelo estd ligado & maior parte do corpo da célula por uma membrana
ondulante [141].

trés vezes para cada espécie de protozodrio. A fim de extrair as trajetorias dos videos, utilizamos
um algoritmo de rastreamento de movimento em sequéncias de imagens implementado em Ma-
tlab [145]. Excluimos as trajetérias com menos de 500 passos de tempo para garantir trajetorias

com tempo suficiente para a andlise estatistica. Para essas trajetorias, removemos 0s primeiros e
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ultimos 50 passos devido a imprecisdo do algoritmo em rastrear as posi¢des dos protozodrios>. Por
inspecdo visual, removemos também as trajetorias para as quais o algoritmo confundiu dois ou
mais microrganismos em algum passo ao longo da trajetéria. Todas as trajetdrias foram suavizadas
mediante a aplicagdo de um filtro de média mével de comprimento 10. A viscosidade do meio de
cultura foi medida num viscosimetro (Visco Star Plus) a 25°C e 50 rpm. Os valores da viscosidade

e o nimero de trajetdrias analisadas para cada protozodrio sao mostradas na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Resumo dos dados

Protozodrio Total de trajetérias Meio Viscosidade [mPa-s]
L. amazonensis 105 Warren 0,38
L. braziliensis 135 Warren 0,38
T. brucei 131 DMEM 0,71
T. cruzi 153 LIT 0,39

Na Figura 3.3A mostramos trajetorias tipicas da L. amazonensis, isto €,

ri(t) = [@:(t).y:(1)], (3.1)

em que z;(t) e y;(t) sdo as componentes horizontal e vertical do vetor posi¢do 7;(¢) no tempo ¢
para o i-ésima trajetoria. Na Figura 3.3B, mostramos a série temporal da velocidade radial corres-

pondente a essas trajetdrias, ou seja,

vi(t) = \/v2.(t) +v2 (1), (3.2)

em que

U, (8) = [m:(T + At) - 2;(8) ]/ At (3.3)

vy, (1) = [yi(t + At) —yi(t)]/ At (3.4)

com At = 1/10s. Exemplos de trajetérias e séries temporais de velocidades para os outros protozod-

rios sao mostrados na Figura 3.4. A partir desses dados, podemos observar padrdes circulares rela-

30 algoritmo de aquisicio de imagens depende da diferenca entre frames para detectar o movimento e identificar os
individuos (Figura 3.2). No comeco e fim das trajetdrias, o algoritmo ndo € tdo eficiente em identificar os objetos, ou
porque a sequéncia de imagens ndo € clara, ou porque o protozodrio saiu do foco do microscépio por algumas imagens.
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Figura 3.2: Configurac¢io experimental para aquisicio das trajetorias. A) Lamina e laminula de vidro.

B) Microscépio BA410E da Motic equipado com uma camera CMOS de 5.0 Megapixels com uma resolucio
de 800 x 600 pixels. C) Screenshoot de um dos videos dos protozodrios da espécie L. amazonensis. Os

circulos identificam os protozodrios para essa imagem.

cionados a possiveis interagdes hidrodinamicas com as paredes, como ji observado no movimento
de bactérias Escherichia coli [146]. Experimentos adicionais considerando diferentes limites e es-
pessura entre a 1amina a laminula de vidro poderiam clarificar melhor essa questio sobre os efeitos
das paredes sobre a motilidade desses protozoarios. Porém, nesse estudo, apenas essa configuracao
foi testada. Calculamos também a média (Figura 3.3C) e desvio padrdo (Figura 3.3D) das velocida-

des para cada espécie de protozodrio. E interessante notar que as velocidades dos microrganismos
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dependem da viscosidade do meio de cultura [139] e outros valores podem ser encontrados na lite-
ratura devido a viscosidades diferentes [126, 138—140]. Por exemplo, foi verificado que na forma
selvagem na corrente sanguinea o 7. brucei pode atingir velocidades muito mais elevadas (cerca de
30 um/s) [139]. Trypanosoma spp usam a motilidade como uma ferramenta para contornar as célu-
las do sistema imunolégico e remover a ligacdo entre sua superficie e as moléculas de anticorpos.
Nos vasos sanguineos, onde os protozodrios estdo adaptados para sobreviver, as células vermelhas
e brancas do sangue comportam-se como suporte para o flagelo que ajuda a impulsionar o corpo do
protozodrio. O mesmo comportamento € observado em liquidos mais viscosos, justificando o au-
mento da velocidade do parasita nesses ambientes [139]. Outros fatores que afetam as velocidades

incluem sinais quimicos, teor de oxigénio, pressao, vazao e confinamento [139].

3.3 Resultados e discussao

Comecamos pela caracterizagdo das trajetorias de todos os protozodrios. A fim de fazer isso,
consideramos a série temporal da magnitude do vetor posic¢do 7;(¢) depois de subtrair a sua posi¢do
inicial 7;(0) = [x;(0),4:(0)]. Medimos a difusdo calculando a dependéncia temporal da varidncia

da posic¢do radial

1) = ([0 - (O
=N CORLONS (.5
om que
(7:(¢)) Nk(t Ni(t)ﬂ (3.6)

é a posicdo média radial e Ny (t) é o nimero de trajetérias para a k-ésima espécie (Tabela 3.1). Para

processos difusivos usuais a variancia aumenta linearmente com tempo, isto &,

o?(t) ~t. (3.7)

Esse comportamento usual (movimento browniano) esta relacionado a falta de memoria ao longo

da trajetoria das particulas, assim como indica uma escala caracteristica finita para os incrementos

58



A —m——— B

1 1 1 1 1
200 | L. amazonensis - 15 L. amazonensis ]
_ 150 - @' ok |
€ €
= 100 F 4 =
> > 05} 1
50 | -
0.0 -
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 0 10 20 30 40
C X [um] D t[s]
— 40 _ 40 [
%’ —_
[7)
2 I
_(_U 30 E 3.0 I~
© oV
\GEJ 18
©T 20 F
(0] ©
© o
S 20t - fe) .
S 8 > 10} 8
o 3 o) 3
[) Q a Q
> ~ ~
1.0 - 0.0 -

Figura 3.3: Tlustracio de trajetérias e velocidades dos protozoarios. Mostramos em A) as trajetdrias
tipicas do protozodrio L. amazonensis e em B) as séries temporais correspondentes as velocidades radiais
v(t). A Figura 3.4 mostra essas quantidades para os outros protozodrios. Os gréficos de barras representam
as C) velocidades médias e D) os desvios padrdo da velocidade de todas as trajetdrias para cada espécie de

protozodrio. As barras de erro sdo intervalos de confianca de 95% calculados via bootstrapping.

de posi¢do e para os tempos de espera entre voos. No entanto, processos difusivos mais complexos
costumam exibir desvios desse comportamento linear. Quando isso acontece, um comportamento

tipico para a variancia € uma dependéncia lei de poténcia no tempo [147],
a?(t) ~t*, (3.8)

em que 0 < A < 1 corresponde a subdifusdo e A > 1 a superdifusdo. No nosso caso, a evolu-

¢do das variancias € mostrada na Figura 3.5A, em que € evidente que a difusdo das trajetorias dos
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Figura 3.4: Trajetorias e velocidades das quatro espécies de protozoarios. Os painéis a esquerda
mostram as trajetdrias tipicas dos quatro protozoarios. Os painéis a direita mostram as séries temporais das

velocidades v(t).

protozodrios ocorre muito mais rapidamente do que o esperado por um movimento browniano. Ob-
servamos, ainda, um comportamento aproximadamente lei de poténcia por mais de duas décadas

na escala temporal (¢ < 10 segundos). Ajustamos as relagcdes via métodos dos minimos quadrados
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em log-log (log 02(t) versus logt) e descobrimos que os valores de A sdo, de fato, muito maiores
do que um. Como mostrado na Figura 3.5B, \ varia de 1,69 para o L. braziliensis até 1,93 para
o T. brucei. Portanto, as quatro espécies de protozodrios flagelados exibem um comportamento
fortemente superdifusivo para tempos curtos. Foi observado um expoente semelhante para o movi-
mento de particulas intracelulares, com A » 1,8 [62]. Vale a pena notar que microrganismos podem
apresentar alguma persisténcia relacionada ao seu mecanismo de orientacdo para curtos periodos.
Assim, esperamos que a difusdo possa, eventualmente, aproximar do regime usual para trajetorias
mais longas. Portanto, os valores de A obtidos aqui, representam um comportamento inicial de
tempos curtos e outros regimes poderiam ser observados para trajetérias mais longas. De fato,
podemos constatar na Figura 3.5A que as curvas comec¢am a dobrar para baixo para ¢t > 10s. Na
Figura 3.5C, mostramos o expoente A calculado dentro de uma janela de tamanho 30 segundos
centralizada em ¢,, como func¢io de ¢,,, na qual observamos que os valores de A diminuem com ¢,,
e se aproximam do valor esperado pela difusdo usual A =1 .

Embora todas as espécies estudadas apresentem superdifusdo para periodos curtos, percebemos
um aspecto intrigante do movimento relacionado as velocidades e a andlise de difusdo para o T.
brucei. Esse protozodrio mostra a menor velocidade e o maior expoente de difusdo em meio de
cultura, sugerindo que a motilidade do 7. brucei € mais direcional do que as outras espécies de
protozodrios considerada nesse trabalho. A motilidade direcional, provavelmente, ocorre porque o
T. brucei é um parasita extracelular livre e se espalha por vérios tecidos. Formas tripomastigotas
de T. brucei sdo altamente adaptadas para viver em espacgos intercelulares [148—150]. Durante o
espalhamento no hospedeiro, parasitas 7. brucei penetram entre as células do tecido onde existem
fibras de coldgeno que podem facilitar ou dificultar o movimento. Para os tripanossomas atingi-
rem a velocidade maxima para a frente, uma densidade especifica de células € necessdria. Se a
densidade de obstdculos assemelha-se a das redes de coldgeno, os protozodarios nadam para trés, a
fim de evitar ficarem presos [139]. Esses parasitas tém um antigeno® na superficie inteira chamado
glicoproteina de superficie variante (VSG) [151]. A VSG ¢é diferente entre os individuos de uma
populacdo de T. brucei e impede a ligagdo especifica com os anticorpos que podem matar os para-

sitas [151]. Supomos que a presenca de moléculas de superficie, como a VSG, reduz a dificuldade

Antigeno é uma substincia organica, de natureza geralmente proteica que, inoculada no organismo, provoca a
producdo de anticorpos especificos como reacdo.
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Figura 3.5: Transiente superdifusivo nas trajetérias dos protozoarios. A) Mostramos os valores expe-
rimentais da variancia 0% (t) das posicdes radiais (pontos vermelhos) para as quatro espécies (como indicado
nos graficos) em escala log-log. As linhas tracejadas representam as relacdes lei de poténcia, o%(t) ~ ¢,
para as quais os valores de A\ foram obtidos (via método dos minimos quadrados) ajustando o modelo linear
para essas relagdes em escala log-log (considerando ¢ < 10 segundos). Mostramos os valores de A (e seus
intervalos de confianca de 95% via bootstrapping) nos graficos e também no painel B) como graficos de
barra, em que as barras de erro correspondem aos intervalos de confianca de 95% via bootstrapping. C)
Expoentes A calculados dentro de uma janela de tamanho 30 segundos centralizada em ¢,, como funcio de
t-

gides sombreadas representam os intervalos de confianga de 95% via bootstrapping e a linha cinza tracejada

As diferentes cores (as mesmas usadas em B) representam os quatro protozodrios. As pequenas re-

representa o regime usual A = 1.

de movimento de células nos meios e em seus arredores e permite o parasita 7. brucei se difundir
mais rapido.
Formas epimastigotas de 7. cruzi e promastigotas de Leishmania spp exibem velocidades e ex-

poente de difusdo semelhantes. Essas formas sdo mais rdpidas do que as formas tripomastigotas
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de T. brucei, t€tm menor expoente de difusdo e tém diferentes estratégias nesse estigio do ciclo de
vida. No ambiente natural, epimastigotas de 7. cruzi e promastigotas de Leishmania spp ndo pre-
cisam viajar/nadar longas distancias. Especificamente, as formas epimastigotas de 7. cruzi devem
migrar para o intestino do inseto vetor durante um periodo especifico do ciclo de vida para a pro-
lifera¢do [152]. No caso de formas promastigotas de Leishmania spp, elas devem ser fagocitadas’
pelas células de mamiferos para completar o seu ciclo de vida. Nessa fase, os parasitas Leishmania
secretam uma substancia chamada gel secretado por promastigotas (PSG). O PSG € um gel de tipo
mucina® e foi demonstrado ser um fator importante para o crescimento de amastigotas (Figura 3.1)
no seu ambiente intracelular [153, 154]. A producdo de PSG parece ser responsavel pela forma-
cdo de aglomerados (rosetas) e poderia desempenhar um papel de uma barreira para o0 movimento
difusivo [155,156]. Em geral, sugerimos que as mudangas nos parametros de motilidade e as molé-
culas de superficie, as quais afetam barreiras mecanicas ou fisicas que restringem a capacidade das
células de se difundir livremente, poderiam contribuir significativamente para a viruléncia desses
parasitas.

Outra caracteristica marcante dos processos difusivos estd relacionada as distribui¢des de pro-
babilidade das posi¢des. Para a difusdo usual com simetria radial, essa distribui¢ao pode ser obtida
ao resolver a seguinte equacao diferencial

OP(7t)

DV?P(7 t 3.
o VEP(7t) (3.9)

em que D é o coeficiente de difusdo e V? é o Laplaciano em duas dimensdes. Considerando
P(r—>ooit) >0 e P(7,0) = §2(#), podemos mostrar que a distribui¢do de probabilidade das

posicoes radiais é

r —r?2
P(rt) = 2DteXp(4Dt) : (3.10)

Vale a pena notar que essa solucao conduz a um comportamento linear para a variancia ao longo do

tempo, isto é, 02(t) = 4Dt. Além disso, as distribui¢des dadas pela Equagio 3.10 sdo autossimilares

"Fagocitado, que sofreu fagocitagio. A fagocitacio é o processo que engloba e ingere (os fagécitos) corpos estra-
nhos, bactérias, células mortas ou quase mortas do organismo.
$Mucina é constituida de proteinas fortemente glicolisadas e constituem o principal componente do muco.
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no tempo e colapsam em uma Unica curva,

P(&) =2&exp (-€?) (3.11)

para posicdo reescalada £(t) = r(¢)/o(t). A equagdo de difusdo usual (Equagdo 3.9) e sua solucéo
(Equacgdo 3.10) podem ser entendidas como um modelo nulo para as distribui¢des das posi¢cdes
radiais dos protozodrios se assumirmos que eles se comportam como particulas brownianas. Assim,
o desvio desse comportamento € outro indicativo de difusdo andmala.

Calculamos a evolugdo temporal das distribuicdes empiricas das posi¢des radiais (Figura 3.6A).
Essas distribuicdes deslocam-se para valores positivos de r e tornam-se de cauda mais longas com
o passar do tempo ¢. Depois de considerar a posicdo reescalada £(t) = r(t)/o(t), observamos que
todas as distribuicdes colapsam em uma tnica curva (Figura 3.6B). Esse resultado demonstra a
natureza autossimilar das trajetdrias dos protozodrios, mas também revela desvios notdveis entre as
distribui¢des empiricas e o esperado pela equagdo de difusdo usual (linhas tracejadas cinzentas na
Figura 3.6B).

Em uma tentativa de encontrar uma melhor descricio para essas distribuicdes empiricas, pro-
pomos uma substitui¢do da expressdo gaussiana na Equagdo 3.10 por uma gaussiana alongada (ca-
racterizada por um outro parametro J > 0). Especificamente, consideramos a seguinte distribuicao

de probabilidade para as posi¢des radiais

0 r —|r|°
P(rt) = T(2/3) @Dy exp(m) : (3.12)

em que ['(z) = f0°° y*Levdy é a fungdo gama. Observamos que d = 2 recupera a gaussiana usual.
No entanto, para 0 < 6 < 2 a cauda dessa distribuicdo vai a zero mais lentamente do que o caso
usual, enquanto para ¢ > 2 ela decai mais rapidamente. Uma generaliza¢do semelhante foi proposta
por Richardson [157] no contexto de difusdo atmosférica, considerando um coeficiente de difusao
dependente do espaco. Essa generalizacdo é considerada uma das primeiras equacdes de difusdo
andmala. A distribui¢do dada pela Equagdo 3.12 também € autossemelhante e para a posicao radial

reescalada £(t) = r(t)/o(t), ela pode ser escrita como

J

—lef
F(2/5)£e . (3.13)

P(&) =
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Ajustamos a Equacdo 3.13 para os valores médios por janela das distribuicdes empiricas via
método dos minimos quadrados. As linhas continuas na Figura 3.6B mostram que o ajuste esta
longe de ser perfeito, mas essa generalizagdo € uma descricao melhor quando comparada a distri-
bui¢do obtida a partir da equacao de difusdo usual (Equagdo 3.11). Portanto, o movimento difusivo
dos protozodrios exibe simultaneamente um comportamento de escala andmalo para a variancia
o%(t) e distribui¢des de posi¢do radial com caudas muito mais longas do que as esperadas para
caminhantes brownianos. Os valores dos melhores parametros de ajuste § sdo mostrados na Fi-
gura 3.6C, em que se observa que o L. amazonensis € o T. brucei exibem caudas maiores (o ~ 1)
quando comparados ao L. braziliensis e ao T. cruzi (0 ~ 1,25). Também € interessante notar que os
valores de § estdo relacionados aos valores de A. Na verdade, a dependéncia do tempo da variancia
calculada a partir da Equacdo 3.12 ¢

o?(t) oc t30, (3.14)

levando a § = 2/)\, uma relacdo que é aproximadamente vélida para os valores de § obtidos por
meio do procedimento de ajuste por minimos quadrados (Figura 3.6C).

Para caracterizar ainda mais o movimento difusivo dos protozodrios, investigamos a série tem-
poral da velocidade radial v;(¢) relacionada as trajetdrias individuais (Figura 3.3B). Primeiro per-
guntamos se essas séries temporais tém correlacdes de curto ou de longo alcance. Para responder
a essa pergunta, aplicamos a anélise de flutuacdo destendenciada (DFA — Detrended Fluctuation
Analysis) [7,158] para essas séries temporais. Essa técnica consiste em quatro passos: i) primeiro,
definimos o perfil integrado Y (t) = 35._; [vi(k) - ;], em que ©; = 1/tpax 20" v;(t) com tpax, sendo
o comprimento da i-ésima série temporal; i7) a seguir, dividimos Y (t) em N,, = ¢y, /n segmen-
tos ndo sobrepostos de tamanho n; #ii) para cada segmento, calculamos uma tendéncia polinomial
local e subtraimos de Y (¢) (aqui usamos uma fun¢@o linear, mas ordens superiores ndo alteram
nossos resultados), definindo Y,,(¢) = Y (¢) - p,(t), em que p,(t) representa a tendéncia local no

v-ésimo segmento; v ) finalmente, calculamos a fungéo de flutuagio
1 Np,
F(n) = F Z (Y, (1)), ], (3.15)

em que (Y,,(¢)?), é o valor quadrdtico médio de Y,,(¢) sobre os dados no v-ésimo segmento. Se a

série temporal de velocidade é autossimilar, a fungdo de flutuacdo F'(n) apresenta uma dependéncia
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Figura 3.6: Natureza autossimilar das posicoes dos protozoarios. A) Evolucdo temporal das distribui-
¢des acumuladas (CDFs) da posi¢do radial r(t) para cada protozodrio. O c6digo de cores indica o tempo t,
variando do azul (¢ = 2 s) ao vermelho (¢ = 10 s). B) As mesmas distribui¢cdes para as posi¢des reescaladas
&(t) = r(t)/o(t). Os pontos pretos representam médias por janela das CDFs e as barras de erro represen-
tam uma unidade de desvio padrdo. As linhas cinzas tracejadas representam a distribui¢do acumulada da
gaussiana radial normalizada (Equacdo 3.11). As linhas continuas sdo a versdo acumulada da distribui¢do da
Equagdo 3.13 e os melhores valores para o pardmetro § sdo mostrados nos graficos. C) Comparagio entre os
valores de § obtidos via ajuste das médias por janela das CDFs pelo métodos dos minimos quadrados e os
valores esperados pela dependéncia temporal dos desvios, isto &, 6 = 2/\.
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lei de poténcia na escala de tempo n, ou seja,
F(n) ~n" (3.16)

em que h é o expoente de Hurst. Se h = 1/2, as velocidades néo sdo correlacionadas ou apresentam
correlagdo de curto alcance, enquanto h # 1/2 indica que a série temporal € correlacionada de longo
alcance.

Aplicamos o procedimento acima descrito para todas as séries temporais de velocidade e um
comportamento tipico para a func¢do de flutuagdo F'(n) estd representado na Figura 3.7A. Mos-
tramos outros exemplos de fun¢do de flutuagdo para cada espécie de protozodrio na Figura 3.8.
Nesse grifico em log-log, ajustamos um modelo linear para a obteng@o do expoente de Hurst h,
que é de h = 1,12 para a série temporal original e estd perto de 1/2 para versdes embaralhadas da
série temporal. Calculamos o expoente de Hurst para todas as séries temporais e os valores médios
para cada protozodrio sdo mostrados na Figura 3.7B. Essas médias sao praticamente indistinguiveis
umas das outras e indicam que as velocidades do protozodrios t€ém correlagdes de longo alcance.
Além disso, essas velocidades apresentam um comportamento persistente forte (visto que h ~ 1),
isto €, incrementos positivos de velocidade sdo seguidos por incrementos positivos € incrementos
negativos sdo seguidos por incrementos negativos, muito mais frequentemente do que ao acaso.
Também avaliamos as distribui¢cdes de h para cada espécie protozodrio para todas as trajetorias.
Notamos na Figura 3.7C que essas distribui¢des t&€m um pico ao redor i » 1 e que elas sdo bastante
sobrepostas.

Outra questdo intrigante € se as distribuicdes de velocidade dos protozodrios exibem uma
forma funcional particular (Figura 3.9A). Nesse caso, a distribuicao bidimensional de Maxwell-

Boltzmann (ou, distribuicao de Rayleigh)
2v _ 2/T
P(v) = e v (v>0), (3.17)

€ um modelo nulo natural para a velocidade dos protozoarios (7' é um parametro da distribui¢do).
Essa distribui¢do representa a velocidade de particulas de um gds bidimensional em equilibrio ter-
modindmico (em uma temperatura 1) e também representa a distribuicdo da magnitude de vetores

de velocidades cujas componentes ndo sdo correlacionadas e sdo normalmente distribuidas (com
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Figura 3.7: Correlacoes persistentes e de longo alcance nas velocidades dos protozoarios. A) Anlise
de flutuacdo destendenciada (DFA) da série temporal das velocidades v(t). Um comportamento tipico para
a fungdo de flutuagdo F'(n) versus a escala n (em um gréfico log-log) de uma série temporal das velocidades
do protozodrio T. brucei (veja outros exemplos na Figura 3.8). Os pontos vermelhos sdo os valores de F'(n)
obtidos para a série temporal original, enquanto os pontos cinzas foram obtidos para uma versdo embaralhada
aleatoriamente. A linha tracejada preta é um ajuste de minimos quadrados a relagdo log,o[ F'(n)] versus
log,o[n] para a série temporal original e a linha continua cinza é o mesmo para a versdo embaralhada. O
valor do expoente de Hurst € de h = 1,12 para os dados originais e h ~ 0,5 para os dados embaralhados (um
comportamento similar é observado para todas as séries temporais). B) Os valores médios do expoente de
Hurst sobre todas as trajetdrias para cada protozodrio. As barras de erro sdo intervalos de confianca de 95%
calculados via bootstrapping. C) Distribui¢Ges de probabilidade (PDF) dos expoentes de Hurst / para cada

espécie de protozodrio obtidas via método de estimativa de densidade de kernel.

média nula) [159]. Essa forma funcional descreve muito bem as velocidades de seres humanos
em uma situacdo muito peculiar (mosh pit) [160] e ela também tem sido utilizada na tentativa de
modelar as distribuicdes de velocidade de células Hydra em uma configurag¢do bidimensional [61].
Desvios desse modelo também fornecem pistas sobre se as velocidades sdo correlacionadas ou

ndo. No nosso caso, testamos a hipétese de Maxwell-Boltzmann (bidimensional), ajustando essa

68



0.0 . < 0.0 - - -
. s . oy
L. amazonensis g"’ o L. braziliensis ﬂ'
—_ . -0.5 F ~. 4
= = .,0"
~ ~ [ )
= L 10} v,.; _
= 2
2 g Fa"
3 J 15t h=1.04
o
2.0 ) 1 1 1
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
Log, (n)
0.5 T T T P
T. cruzi . .
= ~ 00} o & i
= = -
L L 0 o,
) ~5 -05 } 4
2 g o
— - h=1.06
10} ‘)"" 1
()
-15 l‘. 1 1 1
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 1.0 1.5 2.0 2.5

Log, () Log, (n)

Figura 3.8: Funcio de flutuacdo. Outros exemplos tipicos de andlise de flutuagéo destendenciada (DFA)
para as séries temporais de velocidade.

distribui¢cdo para cada série temporal de velocidade e verificamos a qualidade do ajuste via teste de
Kolmogorov-Smirnov. Essa hipétese foi rejeitada em quase todas as séries temporais de velocidade
(~ 99%), um resultado que concorda com o comportamento mais complexo observado na andlise
de correlacao dessas séries temporais. Com o objetivo de encontrar uma melhor descri¢do para

essas distribui¢des empiricas, consideramos a distribui¢cdo gama generalizada

P(v) = ——— (v/B)* " e I8,

3T (v>0)

(3.18)

em que « e <y sdo os parametros de forma e 5 é um parametro de escala. Apesar de ser uma
generalizacdo ad hoc, vale a pena notar que essa distribuic@o recupera a Maxwell-Boltzmann bidi-
mensional (com o = 1, v = 2 e 82 = T) e tem sido empregada por varios pesquisadores como um
modelo de velocidades de vento [161-164]. Para os nossos dados, o teste de Kolmogorov-Smirnov

nao pode rejeitar a hipétese da gama generalizada em cerca de 50% das trajetorias (Figura 3.10),
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uma descri¢cdo melhor quando comparada com a distribuicio de Maxwell-Boltzmann bidimensi-
onal. Além disso, testamos as distribuicdes gama usual (Equagdo 3.18 com v = 1), log-normal,
Weibull e a g-exponencial. Verificamos que essas distribuicdes ndo superam a descri¢do da gama
generalizada (Tabela 3.2). Na Figura 3.9B, mostramos os valores médios dos melhores parametros
de ajuste «, v e 3. Esses valores s@o praticamente indistinguiveis entre os quatro protozodarios.
Uma excecdo ocorre para o 1. brucei, o qual € caracterizado por um valor significativamente menor
de 3. Esse fato é uma consequéncia direta do pequeno desvio padrao observado para as velocidades
de T. brucei (veja Figura 3.3 D), uma vez que o desvio padrdo de v calculado a partir Equagdo 3.18

¢ proporcional a [3.
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Tabela 3.2: Teste de Kolmogorov-Smirnov. Cada célula da tabela reporta o percentual de distribui¢des
empiricas de velocidades que ndo foram rejeitadas pelo teste de Kolmogorov-Smirnov para uma dada distri-
bui¢do (linhas) e uma dada espécie de protozodrio (colunas), isto é, aquelas cujo p-valor do teste ¢ maior que
0,05.

L. amazonensis L. braziliensis T brucei T. cruzi

Gama generalizada 51,4 48,9 58,0 56,2
Weibull 25,7 28,9 26,7 28,1
g—exponencial 12,4 14,1 19,1 29,4
Gama 14,3 14,8 14,5 20,2
Maxwell-Boltzmann 0,9 1,5 0,8 0,6
Log-normal 0,0 0,0 0,0 0,0
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3.4 Conclusoes e perspectivas

Apresentamos uma descri¢do dos padrdes de motilidade de quatro protozodrios flagelados tri-
panosomatideos. Ao analisarmos a evoluc@o temporal das posi¢des desses protozodrios, identifi-
camos que o espalhamento de suas trajetdrias € superdifusivo para tempos curtos e caracterizado
por distribui¢cdes de probabilidade autossimilares com caudas mais longas do que o esperado pelo
movimento browniano usual. Também investigamos as velocidades desses protozodrios e descobri-
mos que elas tém correlacdes de longo alcance e apresentam um forte comportamento persistente.
Observamos ainda que as distribuicdes de velocidade ndo podem ser descritas por uma distribuicao
de Maxwell-Boltzmann bidimensional (a candidata natural no caso de um processo completamente
aleatério). Em vez disso, a distribui¢do gama generalizada mostrou ser uma descricao melhor para
as distribui¢des. Assim, os nossos resultados mostram que os padroes de motilidade desses pro-
tozodrios sdo andmalos de vdrias maneiras e também revelam que esses quatro protozodrios apre-
sentam comportamentos semelhantes, apesar de suas diferencas morfoldgicas. Acreditamos que
desvios em relagdo aos comportamentos relatados aqui podem ser utilizados como um indicador da

atividade de medicamentos em testes de novas drogas.
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CAPITULO 4

Correlagdes de longo alcance e dinamica fractal em C.

elegans: mudangas com envelhecimento e estresse

O declinio mental e o controle motor reduzido sdo duas das caracteristicas mais marcantes
associadas ao envelhecimento e ao adoecimento [165-168]. Andlises ndo lineares e fractais prova-
ram ser Uteis na investigacdo de alteracdes fisioldgicas humanas com o envelhecimento e adoeci-
mento [10,169—-172]. No entanto, resultados semelhantes nao foram estabelecidos para organismos
multicelulares menos complexos. Se a fisiologia de um organismo modelo mais simples exibisse
as mesmas caracteristicas, isso abriria uma nova janela de pesquisa sobre 0os mecanismos de con-
trole que os organismos usam para regular os processos fisioldgicos durante o envelhecimento e o
estresse. Nesse capitulo, usamos uma tecnologia de rastreamento de animais recentemente intro-
duzida para seguir simultaneamente dezenas de Caenorhabdits elegans durante vérias horas [173]
e usamos ferramentas da fisiologia fractal para avaliar quantitativamente os efeitos do envelhe-
cimento e estresse de temperatura na motilidade desses nematéides !. De forma semelhante aos
sinais fisiolégicos humanos, a andlise de escala revela correlacdes de longo alcance em varidveis
de motilidade, propriedades fractais nas mudangas comportamentais e dinamicas de flutuacao em

uma ampla gama de escalas temporais. Essas propriedades mudam como resultado de uma super-

0s nematéides (nematodos) sdo um filo de animais cilindricos e alongados.
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posicdo de mecanismos de adaptagdo relacionados a idade e ao estresse que regulam a motilidade.

4.1 Introducao e apresentacao do problema

As irregularidades do tipo fractal sdo uma marca registrada de sistemas fisiolégicos sauda-
veis, tais como a frequéncia cardiaca e a dindmica da marcha dos seres humanos [172]. A grande
prevaléncia da dindmica fractal nos processos fisiologicos refutou as teorias cldssicas de controle
fisioldgico, que pressupunham que a saide é mantida por meio da homeostase? estrita e que as
flutuagdes longe da homeostase ndo devem ser correlacionadas. Em vez disso, sinais fisioldgicos
mostram padrdes autossimilares em varias escalas e exibem correlagdes de longo alcance em suas
flutuacdes.

Padrdes fractais s@o difundidos no comportamento animal, tais como o tempo de movimen-
tos especificos e padrdes difusivos nos caminhos de animais que se deslocam através de um certo
ambiente. Por exemplo, tem-se argumentado que os voos de Lévy sdo uma estratégia 6tima para
a exploracdo do ambiente na busca de alimentos, parceiros sexuais, objetos escondidos e assim
por diante [174, 175]. Foram observados voos de Lévy no comportamento de forrageamento de
formigas [176], albatroses [177], macacos [178], tubardes, peixes Osseos, tartarugas marinhas e
pinguins [179]. Padrdes fractais foram observados também no sincronismo de comportamentos
especificos, tais como a alimentag¢do, comportamento sexual, social e vigilante em cabras espanho-
las [180], peixes (Pimephales promelas) [181], chimpanzés selvagens [182] e galinhas domésti-
cas [182], respectivamente.

Examinamos se os comportamentos de um dos mais simples organismos-modelo multicelula-
res, Caenorhabdits elegans, é capaz de exibir dindmicas tipo fractal. C. elegans é um organismo
modelo proeminente com uma estrutura de corpo simples e uma linhagem de célula fixa contendo
302 neurdnios de um total de 959 células somaticas. Aspectos da motilidade do C. elegans foram
ligados a neurdnios especificos [183], genes [184] e estimulos ambientais [168]. Muitas métricas
comportamentais foram estudadas para o C. elegans, incluindo velocidade [185], frequéncia de

acoes particulares [168] e a configuracdo do corpo do verme ao longo do tempo [186]. Apesar de

2A homeostase é a habilidade de um organismo de manter um ambiente interno constante, um equilibrio de con-
dicdes, como a temperatura interna ou o conteddo de um fluido, através da regulacdo de processos fisioldgicos e
ajustamentos as mudangas no ambiente externo.
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ter um fundo quase isogénico’®, nematéides individuais criados sob as mesmas condi¢des podem
ter um alto grau de variabilidade individual em comportamentos relacionados ao movimento [173].
Além disso, mesmo um unico individuo C. elegans pode mostrar um comportamento altamente

varidvel para periodos de tempo mais longos do que apenas alguns minutos (Figura 4.3).

4.2 Métodos e apresentaciao dos dados

4.2.1 C. elegans: cultura e experimentos de motilidade

Os experimentos descritos a seguir foram realizados no Morimoto-Lab do Departamento de
Microbiologia da Northwestern University em parceria com o Amaral-Lab do Departamento de
Engenharia Quimica e Bioldgica da Northwestern University.

Os métodos usados para adquirir todos os dados de motilidade para este trabalho foram pre-
viamente descritos em detalhe em Winter er al. [173]. Utilizamos o Wild-type Bristol isolado de
Caenorhabditis elegans (N2), do Centro Gendémico de Caenorhabditis (CGC) para todos os experi-
mentos. Métodos padroes foram utilizados para cultivar e observar C. elegans [184]. Os nematdides
foram sincronizados com a idade, por meio da postura de ovos e cresceram até a idade adulta a 20°C
em placas de meio de crescimento de nematdides de 60 mm (Nematode Growth Media—NGM) se-
meadas com estirpe OP50 de Escherichia coli. Dez a quinze animais foram colocados dentro de
uma armacao de cobre com 2,5 x 1,5 cm de dimensdes internas em uma placa NGM de 60 mm
semeada com 200 pL de bactérias OP50. Todos os ensaios de motilidade foram realizados den-
tro de uma incubadora Percival I-36NL C8 para assegurar um ambiente de temperatura constante
(Figura 4.1). Para criar um niimero suficiente de séries temporais de vdrias horas acompanhando
o comportamento de animais individuais, usamos o software de aquisi¢do de dados em tempo real
Multi-Worm Tracker [187] e corrigimos os erros de imagem e de erro do indentificagdo de vermes
apos a aquisicao usando o Worm Analysis for Live Detailed Observation (WALDO) [173]. Nossa
infraestrutura experimental e de software nos permite rastrear dezenas de animais por vez durante
vdrias horas, mantendo a identidade de cada animal. Mostramos a trajetéria de um dos vermes e

algumas séries temporais extraidas de seus movimentos na Figura 4.2.

*Em um fundo isogénico os individuos sio geneticamente semelhantes em relacio a determinados pares de genes.
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Figura 4.1: Foto da configuracio experimental para os ensaios com C. elegans. Todas as gravagdes
foram realizadas dentro de uma incubadora Percival I-36NL C8 para garantir um ambiente de tempera-
tura constante. As gravagdes foram capturadas usando trés cadmeras Dalsa Falcon 4M30 (monocromaticas,
4 megapixel, 30 quadros por segundo) com lentes de aumento Rodenstock de 60 mm /4.0 conectadas a
computadores Dell Optiplex 790 (Intel i5-2400, 4 GB RAM) com cartdes de camera National Instruments
Link executando o Multi-Worm Tracker, conforme descrito por Winter et al. [173]. As placas de Petri sdo

posicionadas no foco dessas cAmeras para a aquisicao e o processamento das imagens.

Note que o problema de rastreamento de vermes desse capitulo difere um pouco do rastrea-

mento de protozoarios. Além do protozoario ser 10 vezes menor (0 que exige o uso do microscopio
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Figura 4.2: Rastreamento dos vermes. A) Dez minutos de trajetéria de um verme. Pontos verdes indicam
movimento para trds, pontos vermelhos representam eventos de reorientagdo e o ponto azul representa a
posicao atual. B) Forma do corpo do verme e sua trajetéria ampliada. A seta vermelha representa a orientacao
do verme e a seta azul representa a orientacdo da cabeca. C) Série temporal da velocidade do centrdide e

velocidade da cabeca. O ponto vermelho indica a velocidade do verme para o tempo indicado em A).

e dificulta ainda mais o ratreamento dos microrganismos), as condi¢des do experimento sdo di-
ferentes: i) enquanto os protozodrios estavam livres para sair do campo de visdo da cimera, os
vermes estdo confinados em uma regido que pode ser inteiramente visualizada; i7) enquanto os
protozodrios estavam em um meio totalmente liquido, os vermes ficam por cima de um substrato
s6lido na presenca de estirpe OP50 de Escherichia coli (que serve como alimento para os vermes).
O uso de corre¢des semelhantes as propostas por Winter et al [173], no caso de protozodrios, po-
deria melhorar a aquisi¢do de dados e, portanto, melhorar os resultados sobre o movimento de
protozodrios. No entanto, esta tecnologia ndo estava disponivel quando os resultados do capitulo

anterior foram obtidos.
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As séries temporais mostradas na Figura 4.3 exibem padrdes irregulares que estdo ligados a
forma com que o organismo processa informagdes sobre seu estado interno e as sugestdes quimicas
e mecanicas ao seu arredor (Figura 4.2). Vamos nos concentrar em trés tipos de andlises usadas para
detectar comportamentos fractais: deslocamento quadratico médio, dimensdo fractal e correlacao
de longo alcance [7, 10, 13, 16,60, 62, 171, 188]. Ao implementar todas essas abordagens, avalia-
mos se os vermes mudam sua posi¢do, realizam agdes e regulam os movimentos de uma maneira

consistente com a fisiologia fractal (Figura 4.4).

4.3 Resultados e discussao

O deslocamento quadratico médio quantifica como um animal se move da sua posi¢do atual, tal
como descrevemos no capitulo anterior. Consideramos as séries temporais das posi¢des 7;(t) para

medir a dependéncia temporal da variancia da posicao radial, isto €,

o(t) = ([7:(t) = (Fi(t)]?), (4.1)

em que (7;(t)) é a posicdo radial média de todas as trajetérias i no tempo ¢. Conforme ja descreve-
mos, para um processo aleatdrio (movimento browniano), a variancia da posi¢do de um individuo
aumenta linearmente com o tempo. De um modo mais geral, a varidncia aumenta com o tempo de

uma forma lei de poténcia [13, 16,60, 62],

o?(t) ~ 17, (4.2)

em que 0 < v < 1 corresponde a subdifusdo, v > 1 a superdifusdo e v = 1 € o regime de difusdo
browniano. Para os voos de Lévy em um espago delimitado, a variancia pode ser modelada como
uma lei de poténcia que satura para longos periodos [189]. Matematicamente, isso pode ser escrito
como,

Dtv t<t,

02(t) = , 4.3)
C t>t,
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Figura 4.3: Autossimilaridade da motilidade de C. elegans. A) Nosso sistema experimental permite ras-
trear de dez a quinze vermes ao mesmo tempo e confinados dentro de um compartimento de 2,5 cm x1,5 cm,
o equivalente a uma quadra de basquete para humanos. Tragamos as trajetérias de quatro vermes durante um
periodo de dez minutos. Observe a variabilidade nos comportamentos entre individuos. B) Comportamentos
intermitentes, como "movimento para frente", exibem um padrao semelhante ao de conjuntos fractais. C) Sé-
ries temporais das velocidade do centréide v e das velocidade da cabecga vy, exibem flutuagdes em diferentes

escalas de tempo.
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em que -y € o expoente de difusdo, D € uma constante relacionada ao coeficiente de difusdo, ¢, € o
tempo necessdrio para atingir as bordas e C' € constante decorrente do confinamento dentro de uma
area delimitada.

Os resultados da Figura 4.4A monstram que o expoente v € significativamente diferente de 1
para vermes de um dia de idade. Nossos dados experimentais permitem identificar o comporta-
mento superdifusivo lei de poténcia (v > 1) e o regime de saturagdo da variancia para ¢ > 100s
consistente com as previsoes tedricas de voos de Lévy em uma drea confinada [189].

As dimensodes fractais de contagem de caixas — em inglés, box-counting — sdo utilizadas
para quantificar a natureza fractal de comportamentos intermitentes. Os C. elegans engajam-se em
varios tipos de comportamentos intermitentes, tais como movimento para frente e para trds, reori-
entacao e enrolamento (Figura 4.3B). A série temporal desses eventos exibe uma geometria fractal,
ou seja, a estrutura dos sinais parece semelhante em diferentes escalas de tempo. Para avaliar quan-
titativamente a fractalidade desses sinais, utilizamos o método de contagem de caixas [188] para
calcular a dimensdo fractal do comportamento intermitente de cada nematéide. Especificamente,
contamos o nimero N(s) de caixas de tamanho s contendo pelo menos um valor ndo nulo. Para
um objeto fractal,

N(s)~ s, (4.4)

em que dy € a dimensdo fractal de Hausdorff do objeto [188]. Para séries temporais unidimen-
sionais de movimento (tais como a da Figura 4.3B), a dimens@o fractal deve ser confinada entre
d; = 0, o comportamento € praticamente ausente, € dy = 1, 0 comportamento ocorre com uma
probabilidade uniforme ao longo do tempo. Na Figura 4.4B mostramos um grafico do nimero de
caixas N(s) versus 1/s para um tnico verme. O exponente da dimensdo fractal dy < 1 é uma
consequéncia da imprevisibilidade do comportamento do verme e como ele reage a sinais no ambi-
ente, como alimentos ou a concentra¢do de substancias excretadas. O fato de encontrarmos dy < 1
para o movimento para frente implica que este ndo € um comportamento regular, ou seja, existem
intervalos de todos os comprimentos entre a ocorréncia de eventos de movimento para frente.
Assim como no capitulo anterior, empregamos a andlise de flutuacdo destendenciada — DFA
— para caracterizar as correlacdes de longo alcance nas velocidades. A DFA mostra que ambas
as séries temporais de velocidade do centréide e da cabeca exibem correlacdes de longo alcance

e apresentam persisténcia em suas flutuagdes de velocidade para vermes no primeiro dia de vida
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Figura 4.4: Fractalidade na motilidade de C. elegans. A) Determinagéo do comportamento difusivo dos
vermes no primeiro dia de vida adulta. Pontos vermelhos sdo os dados e a linha tracejada preta € um ajuste
para a Equagdo 4.3. Vale a pena notar que o valor de +y € significativamente maior do que 1, indicando que
0 movimento do verme ndo € descrito por uma difusdo usual. A dimensdo fractal dy € menor do que 1,
sugerindo que o movimento para frente ndo é um comportamento constante, ou seja, ha periodos de todos
os comprimentos entre os periodos consecutivos de movimento para a frente. C) Andlise de correlacdes de
longo alcance em séries temporais de velocidades. Cada linha cinza é a fungdo de flutuagdo log;, F'(n) em
fun¢do da escala log;y n para uma série temporal das velocidades do centréide (topo) e da cabega (abaixo).
Os pontos vermelhos quadrados representam médias por janela sobre todas as curvas e as barras de erro
s@o desvios padrdo. A linha preta tracejada é um ajuste via método dos minimos quadrados as médias.
O expoente de Hurst h > 1 indica que as velocidades t€m correlagGes persistentes de longo alcance. Os

nimeros entre parénteses em todas as figuras sdo o erro padrido no ultimo digito.
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adulta. O comportamento da fungdo de flutuacdo log,, F'(n) versus log,,n para a série temporal
de velocidade do centréide v(t) e velocidade da cabeca vy, (t) de todos os vermes sdo mostradas na
Figura 4.4C. Uma tendéncia lei de poténcia € clara para todos os individuos.

Sabemos que o envelhecimento e o adoecimento podem alterar drasticamente as caracteristi-
cas fractais dos sinais da fisiologia humana. A seguir, testaremos se isso também ¢é verdade para
o C. elegans. Para explorar como o envelhecimento afeta a dindmica da fisiologia do verme, re-
petimos a andlise anterior para vermes de um a seis dias idade na fase adulta (Figura 4.5). Vale
a pena notar que apds o sexto dia de idade a maioria dos vermes ja ndo apresentam movimento
devido a deterioragdo dos musculos e a capacidade motora limitada. Usando deslocamento médio
quadratico, observamos a prevaléncia de comportamento superdifusivo em todas as idades, embora
com diferencas estatisticamente significativas entre idades (Figura 4.5A). O expoente de difusdo y é
mostrado para cada idade na Figura 4.9 e as estimativas de -y obtidas via amostragem bootstrapping
sao mostradas na Figura 4.5A.

A dimensdo fractal que caracteriza 0 movimento para a frente também muda com a idade. Na
Figura 4.5B, mostramos a significancia estatistica das diferencas entre idades. Podemos observar
que o segundo dia € ligeiramente menor do que os outros dias (excluindo os dias 5 e 6) e isso pode
estar relacionado a postura de ovos, uma vez que quase 50% dos ovos sdo postos nesse dia [190].
De fato, uma diminui¢do na dimensdo fractal de séries temporais comportamentais bindrias foi
observada durante a gravidez de cabras espanholas [180]. O expoente de Hurst para cada faixa
(linhas cinzentas na Figura 4.4C) mostrou uma prevaléncia de correlacdes persistentes de longo
alcance nas séries temporais de velocidade do centrdide e da velocidade da cabeca em todas as
idades, conforme mostrado na Figura 4.5C.

Nossos resultados mostram que as propriedades da motilidade do verme dependem de sua idade
e estdgio da vida. Alteracdes relacionadas a idade, tais como a postura de ovos, busca de parceiros
ou alimentos e deterioracdo de 6rgdos e tecidos (sistema neuronal e muscular) podem estar relacio-
nadas a mudancas no expoente de difusio +y, dimensdo fractal d; e expoente de correlacdo de Hurst
h. A superposicdo desses efeitos é manifestada por pequenas (mas estaticamente significativas)
alteracoes nos valores dos expoentes.

Assim como o envelhecimento, o estresse pode alterar as propriedades fractal de sistemas fi-

siologicos. Em vermes, usamos a temperatura para testar diferentes condi¢des de estresse. A fim
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Figura 4.5: Mudancas nos expoentes de escala com o envelhecimento. A) Expoente de difusdo v como
funcdo da idade para amostras bootstrapping. Todas as diferencas s@o estatisticamente significativas para
p < 0,05/15. B) Dimensdo fractal dy como fungdo da idade. Todas as diferengas, exceto as marcadas com
n.s., sdo estatisticamente significativas para p < 0,05/15. C) As correlagdes persistentes de longo alcance
sdo prevalentes em todas as idades, apesar das mudancas no expoente de Hurst para as séries temporal da
velocidade do centrdide e da velocidade da cabeca. As diferencas que sdo estatisticamente significantes em
p < 0,05/15 estdo marcadas com *. A Figura 4.6 mostra os p-valores do teste ¢-Student para a hipStese nula
de média idéntica com correcdes de Bonferroni para comparacdes multiplas para cada expoente.

de fazer isso, analisamos as trajetérias de vermes crescidos em 20°C e os colocamos em uma tem-
peratura mais fria (15°C) e em uma temperatura mais alta (25°C) e gravamos suas trajetorias. Em
seguida, avaliamos como o expoente de difusdo v, a dimensdo fractal d; e o expoente de Hurst A
mudam com a temperatura (Figura 4.7).

Temperaturas diferentes de 20°C parecem introduzir um comportamento mais aleatério nas
trajetdrias e os efeitos sdo maiores para temperaturas mais baixas (Figura 4.7A). Observe que a
dimensdo fractal dy, para o comportamento do movimento para frente, diminui a medida que a
temperatura aumenta (Figura 4.7B). O expoente de correlacdo h para a série de tempos de velo-
cidades também muda com a temperatura (Figura 4.7C). Particularmente, podemos observar um

aumento estatisticamente significativo no expoente de Hurst & da velocidade da cabega a medida
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Figura 4.6: Comparacio de valores de exponentes para diferentes idades. Mostramos os p-valores
do teste t-Student da hipdtese nula de médias de amostra idénticas. Usamos a correcdo de Bonferroni para
contabilizar comparagdes multiplas. Os painéis referem-se ao A) expoente de difusdo ~, B) a dimensao

fractal dy e ao expoente de Hurst para a C) velocidade do centrdide e para a D) velocidade da cabega.

que a temperatura aumenta. A resposta ao estimulo a temperatura parece afetar mais a velocidade

da cabeca, uma vez que os movimentos da cabega estdo associados a exploracao/deteccdo durante

o forrageamento.
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da temperatura para as amostras bootstrapping. Todas as diferencas sdo estatisticamente significativas para
p < 0,05/3. B) Dimensao fractal d; como fungdo da temperatura. Somente a diferenga entre 15°C e 25°C é
estatisticamente significativa para p < 0,05/3. C) Correlagdes persistentes de longo alcance sdo prevalentes

em todas as temperaturas apesar das mudancas no expoente de Hurst para a série temporal das velocidade

do centréide e velocidade da cabeca. Todas as diferencas, exceto por aquelas marcadas com n.s., sdo estatis-
ticamente significativas para p < 0,05/3. A Figura 4.8 mostra os p-valores do teste ¢-Student para a hipdtese

nula de média idéntica com corre¢des de Bonferroni para comparagdes multiplas para cada expoente.
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Os nimeros entre parénteses em todos os graficos sdo o erro padrdo no ultimo digito.
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Figura 4.10: Correlagiio de longo alcance na velocidade do centréide dos C. elegans. Logaritmo da
funcdo de flutuagdo versus o logaritmico da escala de tempo para A) envelhecimento e B) temperatura. Cada
linha cinza é a fungfo de flutuacdo log;, F'(n) em fungdo da escala log;yn para uma série temporal de
velocidade do centréide. Os pontos vermelhos representam médias por janela em todas as curvas e as barras
de erro sd@o um desvio padrdo. A linha preta tracejada é um ajuste linear, via método dos minimos quadrados
as médias e h é o expoente Hurst. Os nimeros entre parénteses em todos os graficos sdo o erro padrdo no

ultimo digito.
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Figura 4.11: Correlagio de longo alcance na velocidade da cabeca dos C. elegans. Logaritmo da
funcdo de flutuagdo versus o logaritmico da escala de tempo para A) envelhecimento e B) temperatura. Cada
linha cinza é a fungfo de flutuagdo log;, F'(n) em fungdo da escala log;yn para uma série temporal de
velocidade da cabeca. Os pontos vermelhos representam médias por janela em todas as curvas e as barras
de erro representam os desvios padrdo. A linha preta tracejada é um ajuste linear, via método dos minimos
quadrados as médias e h € o expoente de Hurst. Os nimeros entre parénteses em todos os graficos s@o o erro
padrdo no ultimo digito.
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4.4 Conclusoes e perspectivas

Nesse capitulo, apresentamos uma descri¢dao dos padrdes de motilidades do nematéide C. ele-
gans. Assim como o no capitulo anterior, a evolucao temporal das posicdes desse microrganismo
tem um comportamento superdifusivo que satura para tempos longos. Além disso, observamos
que os comportamentos intermintentes do verme, como movimento para frente e para trds, exibem
padrdes semelhantes aos conjutos de fractais. De fato, verificamos que a dimensao fractal dessas
séries de comportamentos intermitentes € menor que um, indicando a natureza fractal desse com-
portamento. Também verificamos que as velocidades desses vermes sio correlacionadas de longo
alcance, tanto para a velocidade da cabeca, quanto para a velocidade do centréide do nematéide.
Encontramos diferencgas estatisticamente significativas no comportamento fractal da motilidade do
C. elegans para diferentes idades e niveis de estresse, similarmente ao que foi relatado para fisiolo-
gia humana [10, 170-172]. Embora o uso de C. elegans ja esteja presente no estudo de envelheci-
mento [166,168,173,183-187, 190], nossos resultados sugerem que a similaridade com o processo
de envelhecimento humano € mais profunda do que se pensava anteriormente. Acreditamos que
o C. elegans possa ser usado para estudar como a dinamica fractal é gerada a partir de processos
regulatdrios de sistemas fisioldgicos e fornecer ideias sobre os processos fundamentais necessarios

para manter uma fisiologia sauddvel, apesar do envelhecimento e estresse [10, 170—-172].

92



CAPITULO 5

Investigando a interagao entre mecanismos de difusao
anomala via caminhada browniana fracionaria em uma

estrutura de pente

O modelo de pente € uma descricdo simplificada para a difusdo andmala sob restricdes geomé-
tricas. Ele representa particulas se espalhando em um espaco bidimensional, onde 0os movimentos
na direcdo = s6 sdo permitidos quando a coordenada y da particula € zero. Nesse capitulo, pro-
pomos uma extensao para o modelo de pente via equagdes de Langevin impulsionadas por ruidos
gaussianos fraciondrios (com correlagdes de longo alcance). Por meio da realizacdo de simulagdes
computacionais, mostramos que as correlagdes na direcdo y afetam o comportamento difusivo na
direcdo x de uma forma nao trivial, resultando em um cendrio difuso bastante rico, caracterizado
por regimes usuais, superdifusivos ou subdifusivos para o segundo momento na dire¢ao z. Mostra-
mos que as correlagdes de longo alcance afetam a distribuicao de probabilidade das posi¢des das
particulas na direcao z, fazendo suas caudas mais longas quando o ruido na direcdo y € persistente
e mais curtas para ruidos antipersistentes. Nosso modelo combina e permite o estudo/andlise da
interacao entre diferentes mecanismos de difusdo andmala (restricdes geométricas e correlagdes de

longo alcance) e pode ter aplicagdes diretas para descrever a difusd@o em sistemas complexos, tais
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como em cé€lulas vivas.

5.1 Introducao e apresentacao do problema

Compreender movimentos difusivos ¢ um problema de longa data na agenda dos fisicos. Desde
os trabalhos de Einstein, Smoluchowski e Langevin, sabemos que um dos padrdes mais marcantes
da difusdo livre cléssica (usual) é o crescimento linear com o tempo do segundo momento das
posicdes das particulas. Enquanto essa caracteristica estd onipresente na natureza, muitos outros
padrdes t€m sido observados também para o segundo momento, tanto a partir de cdlculos analiticos
e dados experimentais [147], como os que reportamos nos dois capitulos anteriores. Conforme ja
mencionamos, esses desvios do comportamento usual sdo chamados de difusao anomala.

Hoje em dia, os esfor¢os t€m sido focados principalmente na compreensdo dos mecanismos
fisicos subjacentes que levam a tais desvios, ja que apenas a classificagdo dos comportamentos de
difusdo de um determinado sistema nao € suficiente para caracterizd-la totalmente. Nesse contexto,
as duas vias comuns que geram padrdes de difusdo andmala sdo correlacdes de longo alcance nas
posi¢cOes das particulas e restricoes geométricas relacionadas a complexidade estrutural do ambi-
ente onde as particulas estdo se movendo. O primeiro pode ser relacionado a efeitos de memoria
e um exemplo € o movimento browniano fraciondrio [191, 192], para o qual o segundo momento
tem uma dependéncia lei de poténcia com o tempo, ou seja, (x%(t)) o t?. Para esse caso, 0
expoente de Hurst £ classifica a difusdo andmala em subdifusdo (0 < h < 1/2) ou superdifusdo
(h > 1/2) [193, 194] e também recupera as difusdes usual ( h = 1/2) e balistica (h = 1) como casos
limites. A difusdo andmala devido a restricdes geométricas é bem exemplificada pelo modelo de
pente. Nesse modelo, as particulas difundem sobre um espaco bidimensional; no entanto, 0s movi-
mentos na dire¢do = s6 sdo permitidos quando a coordenada y das posi¢Oes das particulas € zero.
O resultado dessa restri¢do simples é um movimento subdifusivo (precisamente, (22(t)) ~ t* com
a = 1/2) e a aparéncia de uma espinha (em y = 0) e dentes (ao longo da dire¢éo do eixo y) que
lembram um pente [195-197].

Principalmente devido a sua simplicidade e capacidade de imitar aspectos da difusdo de siste-
mas altamente desordenados, o modelo pente tem sido extensivamente estudado e estendido por

meio de métodos analiticos [198—-204] e também empregado como uma descricao simplificada de
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fendmenos naturais, tais como a proliferacdo de cancer [205, 206], transporte de dendrites espi-
nhosas [207] e difusdo de atomos ultrafrios [206,208]. Além disso, como ambientes sobrecar-
regados tendem a abrandar o movimento difusivo de particulas por obstru¢ao e/ou prendendo as
particulas [209], o modelo de pente também pode ser utilizado como um modelo de simulagdao
para descrever a difusdo em processos intracelulares, nos quais varios pesquisadores relataram a
existéncia de subdifusido e quebra de ergodicidade no passeio aleatério de diferentes compostos
bioquimicos [209-216,216-219] usando rastreamento de uma udnica particula [220]. No caso de
processos intracelulares, os expoentes da lei de poténcia o descrevendo o segundo momento variam
de a ~ 0,1 aa ~ 0,9 (calculados tanto para um ensemble quanto para média no tempo) e, no caso de
atomos ultrafrios, o aparece como funcao da profundidade da estrutura e assume valores maiores
do que um (« > 1, superdifusao).

Além da escala andmala do segundo momento, o trabalho de Weiss [221] também mostrou
que os processos de difusdo de fluidos intracelulares podem apresentar corre¢des de longo alcance,
como no movimento browniano fraciondrio, uma observacao empirica que ndo tem sido explorada
no ambito do modelo de pente. Além disso, recentemente, Yamamoto et al. [222] forneceram
evidéncias (de simulacdo de dindmica molecular) que a difusdo anomala de moléculas de 4gua na
superficie da membrana celular surge tanto na divergéncia do tempo médio nas armadilhas quanto
nos ruidos com correlagdes de longo alcance. Nesse capitulo, estendemos o modelo de pente, consi-
derando uma equagdo de Langevin na qual os ruidos sdo correlacionados de longo alcance. Assim,
nosso modelo combina dois dos principais mecanismos de difusdo andmala: restricdes geométricas
e correlacdes de longo alcance, permitindo uma descri¢gdo mais completa dos movimentos difusivos
complexos e também a anélise da interac@o entre esses dois mecanismos. Por meio da realizacdo de
simulacdes computacionais, mostramos que as correlagdes na dire¢ao y afetam o comportamento
difusivo na direcdo = de uma forma nao trivial e que um cendrio difusivo bastante rico emerge des-
sas correlacdes de longo alcance. Relatamos que, esse processo difusivo na dire¢do x dessa versao
generalizada do modelo de pente pode ser usual, superdifusivo ou subdifusivo, dependendo de am-
bas as corre¢des nas direcdes = e y. Mostramos ainda que as correlacdes de longo alcance afetam a
distribui¢do de probabilidade das posi¢des das particulas na dire¢do x: a distribuicao torna-se mais
leptocurtica quando o ruido na direcdo y é persistente enquanto que, para o ruido antipersistente,

ela torna-se menos leptoctrtica e aproxima-se da distribui¢do gaussiana, como um caso limite.
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5.2 Generalizacao do modelo de pente e correlacoes de longo

alcance

Comecamos escrevendo a equagdo de difusdo generalizada descrevendo o movimento sob a

estrutura de pente [223]:

2(:lc i) =90( )Da—z(x 't)+Da—2(x i) (5.1)
8tp 7ya - y vaEQp 7ya y@yQp 7y7 . .

Aqui p(z,y;t) é a distribuicdo de probabilidade conjunta das posi¢des das particulas (coordenadas
x e y) em funcdo do tempo ¢, D, e D, sdo os coeficientes de difusdo nas dire¢des = e y. Note a
presenca da delta de Dirac §(y) multiplicando a derivada espacial em relagdo a z e, consequen-
temente, limitando a difusdo na direcdo = apenas para o valor de y = 0. Para investigar o papel
das correlacdes de longo alcance nesse processo difusivo, propusemos as seguintes equacoes de

Langevin (ap6s desconsiderar o termo de inércia e discretiza-las) acopladas

x(t +dt)

2(t) + B2 6(y)n.(t)
y(@) + By my(t) (5.2)

y(t + dt)

em que 0(y) é aproximado por uma banda estreita de largura € (onde é permitido o movimento
na diregdo ), 3, e (3, sdo constantes relacionadas a D, e D,, n,(t) e n,(t) sdo ruidos gaussianos
fraciondrios [191, 192], ambos com média zero ((n,(t)) = 0 e (n,(¢)) = 0), variancia unitaria

((nZ(t)) = Le (n2(t)) = 1) e fungdes de correlagdes (para t; # t) dadas por

<77x(t1)77x(t2)> ~ hx(th - 1)’t1 _t2’2h171 €

(ny(tl) ny(t2)> ~ hy(th - 1)|tl - t2|2hy_1 : (5~3)

Note que os ruidos 7, (t) e 1,(t) sdo correlacionados por uma dependéncia lei de poténcia com
expoentes de escala (2h,—1) e (2h,—1), em que h, e h, sdo os expoentes de Hurst. Para h,, , < 1/2,
as funcdes de correlagdo tém sinais negativos e os ruidos sio antipersistentes, o que significa que
valores positivos sdo seguidos por valores negativos (ou vice-versa) com mais frequéncia do que

por acaso; enquanto para h,, > 1/2, as correlagdes sdo positivas, o que significa que os valores
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positivos sdo seguidos por valores positivos e valores negativos sdo seguidos por valores negativos
mais frequentemente do que por acaso. Ruidos completamente persistentes ocorrem como um caso
limite quando h,, ,, = 1, enquanto ruidos brownianos normais correspondem ao limite de b, , = 1/2.

Ao executar as simulagdes das equagdes de Langevin, consideramos uma banda estreita de
espessura € ao longo do eixo z, no interior do qual a difusdo na direcdo x ocorre. Essa faixa
imita o efeito da delta de Dirac §(y) (que aparece multiplicando o ruido 7,(¢) na Equagdo 5.2).
Verificamos que o valor € ndo tem nenhuma influéncia no processo difusivo, desde que € e as
amplitudes dos ruidos 3, e 3, sejam da mesma ordem de grandeza. Essa restri¢do garante que a
variavel y ndo apresente dinAmica dentro dessa faixa. Para o nossos objetivos, fixamos ¢ = 3, =
By, = 0,1. Os ruidos fraciondrios gaussianos 7,(t) e 1,(t) foram gerados seguindo o método de
Hosking [224]. A Figura 5.1 mostra exemplos de trajetdrias simuladas para trés valores diferentes
de h, mantendo h, = 0,5. Por inspecdo visual, notamos que, dependendo se 0 movimento em y €
antipersistente (Figura 5.1A) ou persistente (Figura 5.1C), o comportamento de difusdo na dire¢ao
x muda drasticamente. A antipersisténcia em y(¢) faz com que a particula volte mais vezes para a
faixa onde o movimento de difusdo na dire¢do z é permitido. Consequentemente, z(¢) abrange um
intervalo maior ao longo do eixo x quando comparado ao modelo de pente usual (h, = h, = 0,5,
Figura 5.1B). Por outro lado, a persisténcia em y(t) faz a particula retornar com menos frequéncia
para a faixa e, consequentemente, x(t) abrange um pequeno intervalo ao longo do eixo .

Antes de quantificar os efeitos das correlagdes de longo alcance sobre as varidncias de x(t) e
y(t), verificamos primeiramente se as equacdes de Langevin (Equagdo 5.2) sdo realmente equiva-
lentes a equagio de difusdo generalizada (Equacédo 5.1) quando os ruidos 7, (t) e 1, (¢) ndo estdo
correlacionados (h, = h, = 0,5). Simulamos um conjunto de 105 posi¢des das particulas consi-
derando dt = 1 e h, = h, = 0,5. Usando esses dados, podemos avaliar a evolug¢do temporal das

variancias

((x(t) = (x(t)))?) e
((y() = (w())*), (5.4)

a;(t)

o, (t)

em que (...) denota a média de ensemble. As Figuras 5.2A e B mostram o comportamento de

02(t) e 02(t) versus tempo para vérios valores de tempo de integragao ¢m, nas equagdes de Lan-
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Figura 5.1: Simulacio do modelo de pente via a equacdo de Langevin. Exemplos de trajetérias simula-
das do modelo de pente generalizado descrito pela Equagdo 5.2 com € = 3, = 3, = 0,1. Mantivemos h,, = 0,5
e consideramos trés valores do expoente de Hurst h,: A) hy = 0,3, B) hy = 0,5 ¢ C) hy, = 0,7. Notamos que
o caminhante retorna com menos frequéncia para y ~ 0 quando o ruido € persistente na dire¢do y (h, > 0,5);
enquanto que, para um ruido antipersistente (h, < 0,5), o caminhante retorna mais vezes para y ~ 0 quando

comparado ao modelo de pente usual (h, = hy = 0,5).

gevin, abrangendo valores de 27 a 24 como indicado nesses graficos. Em ambos os casos, notamos
um efeito de tamanho finito caracterizado por um tempo de crossover t, em que o2(t) e o2(t)
mudam seus comportamentos. Apesar disso, e também descartando um regime transiente inicial
(t 5 10), observamos que os perfis de varidncia de 02(t) e 07 (t) estdo em boa concordancia com
as leis de poténcia preditas pelo modelo da equagdo de difusdo generalizada do modelo de pente

usual (Equagdo 5.1), isto &, 02(t) ~ t* e g2(t) ~ t* com o, = 0,5 e o, = 1 [223,225,226].

98



Também analisamos o comportamento do tempo de crossover t, em fungcdo do tempo de inte-
gracdo maximo. As Figuras 5.2C e D mostram que ¢, cresce linearmente com ¢, para o2(t)
e 02(t), confirmando que os regimes lei de poténcia simulados prevalencem quando #p., vai a

infinito. Para fortalecer ainda mais a equivaléncia entre nossas equacdes de Langevin (Equa-
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Figura 5.2: Equivaléncia entre as varidncias simuladas pelas equacées de Langevin e os resultados
analiticos obtidos a partir da equaciao de difusao generalizada no caso usual. Dependéncia temporal
das variancias A) ¢2(t) na diregio = B) UZ(t) na dire¢do y para vdrios valores do tempo de integragdo
maximo tp,x (como indicado nas figuras). As linhas tracejadas representam as previsdes da equacdo de
difusdo generalizada, ou seja, o2(t) ~ t% com a; = 0,5 ¢ ag(t) ~t% com oy, = 1 [223,225,226]. Notamos
um efeito de tamanho finito em ambos os graficos. Em C) e D), mostramos como o tempo de crossover
t« em que as varidncias o2 (t) e ag(t) comecgam a mudar os seus comportamentos em funcdo do tempo de
integracdo maxima tpn,x. Observamos que ¢y cresce linearmente com tp,,x €m ambos os casos. Portanto, no

limite em que tm,x se aproxima de infinito, os regimes lei de poténcia devem prevalecer.

cdo 5.2) e a equagdo de difusdo (Equacdo 5.1), também calculamos as func¢des de probabilidade

marginal P(z;t) = [ p(x,y;t)dy e P(y;t) = [ p(x,y;t)dx para os dados simulados. As Figu-
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ras 5.3A e 5.3B mostram essas distribuicdes para vérios valores de ¢ nas quais notamos o es-
palhamento dessas distribui¢des. Para uma melhor comparacdo com as previsdes analiticas da
Equacgdo 5.1, também calculamos as distribui¢des marginais considerando as posi¢cdes normaliza-
das &, = [z(t) — (z(t))]/o.(t) e &, = [y(t) — (y(t))]/o,(t). As Figuras 5.3C e 5.3D revelam um
bom colapso das distribui¢des empiricas e também um bom acordo com as distribui¢cdes analiti-
cas (linhas tracejadas) previstas pela Equagdo 5.1, a qual é uma gaussiana padrdo para P(§,) e
pode ser expressa em termos da funcdo de Fox H para P(z;t) [223,225,226] ou pelo seguinte
somatorio [194,218]

1 & (-1) e \"
P“””)‘wl/%n!r[l—(nu)/zl](ﬁ/4) | )

Assim, para o caso em que ndo hd correlagdes presentes nos ruidos 7, () e 7, (¢), os resultados mos-
trados na Figura 5.3 confirmam a equivaléncia entre nossas simulac¢des das equacdes de Langevin
e a equacdo de difusdo para o modelo de pente.

Convencidos da equivaléncia no caso usual, abordamos agora o papel das correlacdes de longo
alcance sobre as propriedades de difusao de um caminhante aleatério descrito por nossas equagdes
de Langevin (Equacdo 5.2). Em primeiro lugar, investigamos como os efeitos de memdria na
direcdo y modificam a difusdo nas dire¢des x e y. A fim de fazer isso, construimos um conjunto
de 10° posigdes das particulas considerando dt = 1 e h, = 0,5 para cada um dos dezenove valores
de h, homogeneamente distribuidos entre 0,05 e 0,95. Para cada valor de h,, podemos avaliar
a evolugdo temporal das varidncias 07 (t) e 07(t). As Figuras 5.4A e 5.4B mostram os perfis de
variincia nas dire¢des x e y, respectivamente. Nesses graficos, as linhas tracejadas representam
o comportamento para o modelo de pente usual, isto €, quando ndo ha correlagdes presentes. No
caso de 02(t), podemos constatar que quanto mais o ruido em y € antipersistente (h, < 0,5), maior
é o expoente da relagdo lei de poténcia o, descrevendo o comportamento de o2(¢); em contraste,
o ruido persistente em y retarda a difusdo e diminui o expoente da relacao lei de poténcia a,. Os
casos extremos em que h, = 0,05 e h, = 0,95 sdo caracterizados por o, ~ 0,95 e a, ~ 0,19,
respectivamente. Assim, como notado pela primeira vez na Figura 5.1, o ruido antipersistente
em y obriga o caminhante voltar com mais frequéncia para a faixa onde ele pode mover-se na

direcdo z e, consequentemente, a difusdo € mais rdpida quando comparada ao caso do modelo de
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Figura 5.3: Equivaléncia entre as distribui¢coes marginais P(z;t) e P(y;t) simuladas por meio das
equacoes de Langevin e os resultados analiticos obtidos a partir da equacao de difusao generalizada
no caso usual. Distribui¢des marginais A) P(x;t) e B) P(y;t) para vérios valores de ¢, como indicado
pelo cédigo de cores. Notamos o alargamento dessas distribui¢des e a normalidade de P(y;t). Distribui¢des
marginais das posi¢des normalizadas C) P(,) e D) P(&,) para os mesmos valores de ¢ das figuras ante-
riores. As linhas cinzas sdo as distribui¢des marginais para cada valor de ¢ e os circulos vermelhos sdo os
valores médios por janela sobre todas as distribui¢des (as barras de erro sdo intervalos de 95% de confianca
obtidos via bootstrapping). As linhas tracejadas sdo as previsdes analiticas da Equacdo (5.1). Especifica-
mente, em C), a linha tracejada representa a distribuicdo da Equacdo 5.5 e em D) é uma gaussiana padrao
P(&,) = (1/3/2m) exp(—fg /2). Além da boa concordancia (visual) entre as simulagdes e expressdes analiti-
cas, descobrimos que os p-valores do teste de Kolmogorov-Smirnov (que testa a igualdade das distribui¢des
empiricas e analiticas) sdo todas maiores do que 0,05, indicando que a hipdtese das distribuicdes analiticas

descreverem nossos dados ndo pode ser rejeitada em um nivel de confianga de 95%.

pente usual (h, = 0,5). Por outro lado, o ruido persistente em y impulsiona o caminhante longe
da faixa e, consequentemente, a difusdo desacelera em z. No caso de ag(t), 0 comportamento
¢ simples: o ruido antipersistente em y retarda a difusdo, enquanto o ruido persistente a torna-a

mais rapida (veja a Figura 5.4B). Para quantificar o papel das correlacdes de longo alcance em y
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Figura 5.4: O papel do ruido correlacionado de longo alcance na direcfio y sobre as variincias o2 ()
e az(t). Perfil de A) o2(t) e B) ag(t) para dezenove valores de h, homogeneamente distribuidos entre
0,05 e 0,95. Em ambos os casos, as linhas tracejadas representam o comportamento do modelo de pente
usual: o2(t) ~ t% com a; = 0,5 e ag(t) ~ t* com oy = 1. Aqui, omitimos o efeito de tamanho finito
nas variancias para melhor visualizagio do comportamento lei de poténcia. Para o2(t), observamos que
a difusdo € acelerada (quando comparada ao modelo de pente usual) para um ruido antipersistente em y
(hy < 0,5) e que € mais lenta quando o ruido em y € persistente. No caso de ag(t), o ruido antipersistente
retarda a difus@o, enquanto o ruido persistente a acelera. Em C) e D), mostramos a dependéncia de o, e ay,
em h,. Os valores de o, e «, foram obtidos via minimos quadrados ajustando um modelo linear para as
relacdes em escala log-log entre as varidncias e o tempo . As barras de erro (que sdo muito pequenas) sao
os erros padrdo de o, e ay,. Ao ajustar os dados, selecionamos apenas os valores de o2(t) e 05 (t) dentro
do intervalo de 30 < ¢ < 1600, a fim de evitar o regime transiente e o efeito de tamanho finito. Notamos um
decaimento monétono, mas ndo linear de o, em funcdo de h, e um comportamento linear de oy, versus h,

descrito por o, = 2h, (linha tracejada).

em 02(t) e 02(t), calculamos a dependéncia dos expoentes das relagdes leis de poténcia v, e oy

em h,,. Na Figura 5.4C, observamos um decaimento monétono, mas ndo linear de o, quando h,
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aumenta, enquanto que a Figura 5.4D confirma o comportamento simples de «,, como fun¢do de
hy (o, = 2hy).

Outra questdo interessante € se as combinagdes de ruidos correlacionados de longo alcance nas
direcdes x e y afetam os comportamentos de difusdo de uma forma nao trivial. Para responder a
essa pergunta, construimos um conjunto de 10° posi¢des das particulas para cada possivel par de
h, € h,, homogeneamente distribuido entre 0,05 e 0,95, com tamanho de passo de 0,05. Para cada
combinagdo de h, e h,, calculamos o perfil de 02(t) e 0;(t) e os expoentes lei de poténcia o, e
que descrevem a principal tendéncia dessas curvas (usando o mesmo processo da Figura 5.4). A
Figura 5.5A mostra um grafico de o, como fung¢do de h, e h, e a Figura 5.5B representa 0 mesmo
para «,,. Para a Figura 5.5A, notamos um cendrio difusivo bastante rico, em que, dependendo dos
valores de h, e h,, podemos ter subdifusdo mais lenta (o, < 0,5) ou mais rdpida (0,5 < o, < 1)
do que o modelo de pente usual, a difusdo usual (o, = 1) e até mesmo superdifusido (o, > 1).
Observamos ainda que v, ndo pode ser escrito como uma combinagdo linear de h, € h, (que seria
representado por linhas retas nessas figuras) e, assim, as correlagdes em x e y apresentam uma
interacdo nao trivial no comportamento de «,. Por outro lado, o caso da Figura 5.5B € bastante
simples, porque as correlagdes em x nao afetam o comportamento difusivo na direcdo y, isto se
torna evidente observando que as curvas de nivel de o, s@o linhas retas horizontais.

E importante investigar também se as correlacdes de longo alcance afetam os perfis das distri-
buicdes das posicdes das particulas. A fim de fazer isso, primeiramente calculamos as distribuicdes
marginais P(&,) e P(¢,) para diferentes valores de h, ( 0,05, 0,50 e 0,95) e mantendo h, = 0,5.
As Figuras 5.6A e 5.6B mostram essas distribui¢des. Notamos que as distribui¢cdes P (&, ) exibem
caudas mais longas do que aquelas do modelo de pente usual (regido escura sombreada) quando o
ruido na direc¢do y € persistente (1, = 0,95), enquanto que, para ruido antipersistente (h, = 0,05), as
caudas sdo mais curtas do que as do modelo de pente usual e estdo proximas da distribui¢do gaus-
siana (regido sombreada mais clara). As distribui¢des P(&,) das posi¢des normalizadas £, nao sdo
afetadas pelos ruidos correlacionados de longo alcance na direc¢ao y. Portanto, confirmamos que as
correlagdes de longo alcance em y tem influéncia sobre os perfis de P (&, ). Para uma caracterizagdo
melhor e quantitativa do papel do ruido correlacionado 7, (¢) na forma de P (¢, ), avaliamos o coe-
ficiente de curtose x,, = (£2)/(£2)? em funcgdo de h, e h,. Para k, > 3 a distribui¢do € leptociirtica,

enquanto para k, < 3 a distribuicdo € platicurtica, para x, = 3 temos uma distribuicdo gaussiana e
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Figura 5.5: Acdo combinada entre os ruidos correlacionados de longo alcance nas dire¢des x e y sobre
as variancias o2 (t) e 05 (t). Gréficos de A) ., e B) oy, em fungdo de h, e h,.. Notamos um cendrio difusivo
rico nas dire¢des x onde podemos ter subdifusdo mais lenta (a, < 0,5) ou mais rdpida (0,5 < o, < 1) do que

o modelo de pente usual, difusdo usual (o, = 1) e até mesmo superdifusdo (a, > 1). Observamos ainda que

o expoente da lei de poténcia cr, ndo pode ser expresso como uma combinagdo linear de b, € hy, sugerindo

um acoplamento mais complexo entre os expoentes de Hurst e difusdo na direcio x.

para k, ~ 4,71 recuperamos o modelo de pente usual (distribui¢do da Equagdo 5.5). A Figura 5.6C

mostra um grafico de x, como fung¢do de h, e h,, no qual observamos que os intervalos de curtose

de aproximadamente 3 (k, = 3,04 + 0,04 para h, = h, = 0,05) até quase 13 (x, = 12,55 + 0,87 para

hy = hy = 0,95). Vale a pena notar que, semelhante ao caso da varidncia (Figura 5.5A), a curtose

Kk, ndo € uma combinag@o trivial de /i, € hy,.
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Figura 5.6: Efeito dos ruidos correlacionados de longo alcance sobre as distribui¢oes marginais. Dis-
tribuigdes marginais das posi¢oes normalizadas A) P(&,) e B) P(&,) para alguns valores de h, (indicados
nos grificos) e h; = 0,5. Em ambos os gréficos, as regides sombreadas mais claras representam uma gaus-
siana padrdo, enquanto que a regido escura sombreada em A) € o perfil da distribuicdo marginal para £, do
modelo de pente usual (Equagdo 5.5). Para P(&;), notamos que as caudas das distribui¢do decaem mais
lentamente do que aquelas do modelo de pente usual quando o ruido na dire¢do y € persistente (h, = 0,95);
enquanto que para o ruido antipersistente (h, = 0,05), as caudas sdo mais curtas e aproximam-se da distri-
buigdo gaussina. No caso P(&,), as correlagdes de longo alcance em y praticamente ndo tem efeito sobre
o perfil dessas distribuicdes. C) Gréfico de nivel dos coeficientes de curtose #, = (£4)/(£2)? para a posi¢io
normalizada &, em func@o de h; € h,. O valor de ~, € uma média em ¢ dentro do intervalo de 30 < ¢ < 1600.
Notamos que, dependendo dos valores de h;, e h,, as distribui¢des P (¢, ) exibem perfis diferentes, podendo
ser mesociurticas (k; = 3, como no caso da gaussiana), leptoctrtica (k. > 3) ou platicurtica (k. < 3). Também
observamos que, semelhante ao caso da variancia, x, ndo pode ser expresso em termos de uma combinacdo

linear de h; € hy.
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5.3 Conclusoes e perspectivas

Propusemos uma extensdo para o modelo de pente por meio das equacdes de Langevin gover-
nadas por ruidos correlacionados de longo alcance (ruidos gaussianos fraciondrios). Inicialmente
mostramos que nossas equagdes de Langevin sdo equivalentes a equagao de difusdo generalizada
(descrevendo o modelo de pente usual) por meio da comparagdo das variancias e distribui¢des
marginais obtidas numericamente com os resultados analiticos previstos pela equacao de difusao.
A seguir, apresentamos uma extensa caracteriza¢ao das propriedades de difusdao das posi¢des das
particulas em fung¢do dos expoentes de Hurst /, e h,, definindo os ruidos correlacionados. Nossos
resultados mostram que o ruido na dire¢do y afeta as varidncias e as distribuicdes marginais ao
longo da direcdo x. Especificamente, a persisténcia de longo alcance em y retarda a difusdo em
x reduzindo o expoente da lei de poténcia «, e fazendo as caudas da distribui¢do marginal P(&,)
mais curtas com o aumento de i, > 0,5; enquanto a antipersisténcia de longo alcance em y acelera
a difusdo em x, aumentando o valor de «, e fazendo as caudas de P (&, ) mais curtas quanto menor
hy, < 0,5. Investigamos também a interagdo entre as correlacdes de longo alcance nas diregdes x e
y, na qual encontramos que tanto a, quanto o coeficiente de curtose «, de P(&,) ndo séo func¢des
triviais (uma combinagdo linear) de h, e h,,, mas, em vez disso, os nossos resultados sugerem um
acoplamento mais complexo entre os expoentes de Hurst e a difusdo na direcdo x. Em resumo,
um cendrio difusivo muito rico emerge do nosso modelo que pode ser aplicado diretamente para
descrever (pelo menos numa primeira aproximac¢do) alguns resultados empiricos relacionadas a
difusdo em sistemas complexos, incluindo células vivas. Além disso, o nosso modelo combina e
permite o estudo/anélise da interacdo entre diferentes mecanismos de difusdao andmala, restricoes
geométricas e correlacdes de longo alcance, um fato importante que ndo havia sido explorado no
ambito do modelo de pente e que pode proporcionar uma melhor compreensdo desses processos

como uma combinacdo de diferentes mecanismos.
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Visao geral

Nessa tese de doutorado estudamos sistemas complexos urbanos e bioldgicos via métodos de
fisica estatistica, simulacdo computacional e andlise de dados. Varias das técnicas aqui empregadas
sdo reminiscentes da fisica estatistica e termodinamica, incluindo conceitos de invaridncia de es-
cala, autossimilaridade, fractalidade, transi¢des de fases e difusdo andémala. Os resultados obtidos
por meio dos estudos desenvolvidos, nessa tese, sdo apresentados a seguir.

No primeiro capitulo, discutimos aspectos sobre invariancia de escala (leis de escalas) entre
indicadores urbanos e a populagdo. Mostramos que os indicadores urbanos tais como trabalho
infantil, crime, analfabetismo, desemprego, renda e indicadores de populacdo escalam com o tama-
nho da populag@o de uma maneira ndo linear, seguindo leis de escala com expoentes caracteristicos
que variam de regimes sublineares (e.g, expoente ~ 0,3 para renda familiar) a regimes superline-
ares (e.g, expoente ~ 1,3 para crimes de homicidio). Devido a essas ndo linearidades, propomos
uma métrica ajustada a escala para a classificagdo e previsdo de indicadores urbanos nas cidades
brasileiras. Com a nova métrica, modelos de regressao simples descrevem de 31% a 97% da vari-
ancia observada dependendo do indicador urbano em andlise. O alto poder de descri¢do permitiu,
entdo, fazer previsdes nas quais verificamos aumentos e diminui¢des nos valores dos indicadores,
dependendo da regido do territdrio brasileiro.

Ainda a despeito de métricas urbanas, no segundo capitulo, estudamos correlacdes espaciais,

aglomeracao/cluster e transicoes de fase tipo percolacdo no indicador de crime de homicidios per
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capita. Crime de homicidios per capita em cidades exibe correlacdes de curto alcance (decaimento
exponencial) e um comprimento de correlacio caracteristico que apresenta uma tendéncia crescente
com o tempo. Devido as correlagdes espaciais, observamos a formagdo de agrupamentos/clusters
de cidades similares. Por isso, usando uma anélise de percolacdo, investigamos como O maior
cluster se comporta em fun¢do de um limiar de nimero de homicidios per capita. Nesse cendrio,
observamos um comportamento tipo transicdo de fase na funcdo do tamanho do maior cluster
versus o limiar do nimero de homicidios per capita. Observamos também que esse comportamento
tipo transicao de fase tem ocorrido para limiares cada vez maiores e magnitudes de transi¢do cada
VeZ menores.

No terceiro capitulo, abordamos a questdo da motilidade de quatro espécie de protozodrios fla-
gelados causadores de doengas tropicais negligenciadas. Analisamos vérios aspectos relacionados
a difusdo dos protozodrios, como a evolug¢do da varidncia com o tempo, autossimilaridades nas
distribui¢cdes de probabilidades das posi¢des e correlagdes de longo alcance nas séries temporais
das velocidades. Foi encontrada uma dinamica andmala superdifusiva com distribui¢des de pro-
babilidades das posi¢des autossimilares e de cauda mais alongada (gaussiana alongada). Também
observamos que as séries das velocidades sao correlacionadas de longo alcance (expoente de Hurst
proximo de um) com distribui¢des de velocidades que podem ser aproximadas por uma generaliza-
cdo da distribuicdo gama. Apesar das diferencas morfoldgicas das quatro espécies de protozodrios,
padrdes aproximadamente universais parecem governar a dindmica desses organismos unicelula-
res. Sugerimos que desvios dos padroes relatados aqui poderiam ser usados como indicativo de
viabilidade celular no estudo de novas drogas.

No quarto capitulo, utilizamos técnicas similares aquelas utilizadas no capitulo 3 para o estudo
do movimento de vermes. Os resultados desse capitulo estabelecem uma analogia frutifera entre a
fisiologia humana e o comportamento do movimento do C. elegans. Da mesma forma que a fisio-
logia humana, descobrimos que as propriedades fractal do movimento desses nematdides mudam
com a idade e com o estresse ambiental. Nossos resultados sugerem que a fisiologia do C. elegans
compartilha uma similaridade mais profunda com a fisiologia humana do que se poderia esperar.
Essa maior similaridade abre novos espacos para o estudo da fisiologia e do envelhecimento por
causa das ferramentas disponiveis para alterar a genética e as condicdes ambientais desses inverte-

brados.
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Apresentamos um resultado tedrico sobre difusdo no quinto capitulo. Propomos uma extensao
do modelo de pente via equagdes de Langevin governadas por ruidos fraciondrios correlacionados
de longo alcance. Mostramos que as equacdes de Langevin propostas sdo equivalentes a equacao
de difusdo generalizada analitica descrevendo o caso usual no modelo de pente. Mostramos tam-
bém que o ruido na direcao y afeta os desvios e distribui¢des marginais ao longo da direcdo .
Especificamente, a correlacao persistente de longo alcance em y retarda a difusdo em x, enquanto
a correlacdo antipersistente de longo alcance em y melhora (aumenta) a difusdo na direcdo z. Esse
modelo combina e permite o estudo/andlise da interacdo entre diferentes mecanismos de difusdo
andmala (restricoes geométricas e correlacdes de longo alcance) e pode ter aplicacdes diretas para
descrever a difusdo em sistemas complexos, como as células vivas.

Em resumo, nessa tese encontramos varios padrdes e leis em sistemas complexos urbanos e bio-
16gicos, por meio da aplicacdo de métodos de fisica estatistica. Além das contribuicdes especificas
para cada problema descrito acima, as técnicas e resultados aqui encontrados podem ser aplicados a
outros problemas de sistemas complexos. Esperamos que os resultados e as técnicas aqui descritas
possam ser usados em trabalhos futuros em sistemas urbanos e biolégicos, assim como em outros

sistemas complexos.
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