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para a obtenção do t́ıtulo de

doutor em F́ısica.
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RESUMO

A conexão entre a resposta obtida pela espectroscopia de impedância, nos ter-

mos do modelo difusivo anômalo Poisson-Nernst-Planck (PNPA) e dos circuitos

equivalentes, que contém elementos de fase constante (CPEs), é estabelecida para

uma célula eletroĺıtica. Na presença de uma corrente elétrica, este dispositivo di-

reciona uma reação não espontânea (eletrólise) para promover a condução iônica

através da célula, tendo grande importância industrial na separação de ı́ons,

como a produção de alumı́nio. A análise é feita no limite de baixa frequência

para evidenciar os efeitos de superf́ıcie, explorando a maneira pela qual os mes-

mos são conectados devido à presença dos CPEs no circuito. Mostra-se que,

dependendo da escolha do circuito equivalente, a ação desses elementos pode

ser a mesma obtida através das condições de contorno ı́ntegro-diferenciais que

descrevem processos difusivos anômalos. Para isso, a resposta elétrica de uma

célula eletroĺıtica, na qual a difusão dos ı́ons da amostra é governada por uma

equação de difusão fracionária de ordem distribúıda, é analisada, além da teoria e

conceitos fundamentais sobre a espectroscopia de impedância e o modelo difusivo

usual Poisson-Nernst-Planck (PNP).
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ABSTRACT

A connection between the impedance spectroscopy response of an anomalous

Poisson-Nernst-Planck (PNPA) diffusional model and of equivalent circuits con-

taining constant phase elements (CPEs) is established for a typical electrolytic

cell. In the presence of an electrical current, this device directs a nonspontane-

ous reaction (electrolysis) to promote the ionic conduction through the cell, with

considerable industrial importance as the aluminum production. The analysis is

carried out in the limit of low frequency in order to highlight the surface effects

and to explore how they can be connected to the presence of CPEs in the circuit.

It shows that, depending on the choice of the equivalent circuit, the action of

these elements can be the same as the one obtained using integro-differential

boundary conditions to describe anomalous diffusive process. The electrical res-

ponse of an electrolytic cell in which the diffusion of mobile ions in the bulk is

governed by a fractional diffusion equation of distributed order is analyzed, be-

sides the theory and fundamentals concepts of impedance spectroscopy and the

usual Poisson-Nernst-Planck (PNP) diffusional model.
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2 O Modelo Clássico de Poisson-Nernst-Planck 18
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INTRODUÇÃO

A espectroscopia de impedância (EI) é, basicamente, a medida da impedância,

admitância, ou alguma outra quantidade relacionada, em função da frequência,

sendo um método eficaz utilizado para a caracterização de propriedades elétricas

de materiais [1, 2, 3]. Esta técnica tornou-se uma ferramenta anaĺıtica popu-

lar na pesquisa e desenvolvimento de trabalhos associados a EI, já que envolve

medidas elétricas relativamente simples. Os processos que podem ser definidos

pela espectroscopia de impedância dependem do tipo de material que está sendo

investigado. A condução iônica é predominante em materiais condutores, en-

quanto os dielétricos apresentam orientação dos dipolos elétricos [4]. Em sólidos

policristalinos, surge uma polarização devido à baixa condutividade presente nos

defeitos da interface, quando comparada com a condutividade do material.

A contribuição da EI vem crescendo em áreas como a Medicina e Biologia,

em experimentos que visam detectar doenças em células parasitadas. Assim, é

posśıvel realizar estudos de substâncias em células vivas para combater o para-

sita em questão [5, 6]. Uma outra aplicação de grande importância é o estudo da

corrosão nos metais, a partir da análise dos inibidores de corrosão. A eficiência

destes é medida através da espectroscopia de impedância, pelo aumento da re-

sistência de transferência de carga que ocorre devido ao aumento da concentração

de inibidores, facilitando a comparação entre diferentes agentes anticorrosivos

[7, 8, 9]. O efeito da corrosão em metais pode ser estendido para outros mate-
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Introdução 7

riais como cerâmicas, plásticos, borracha e outros, para entender procedimentos

como a deterioração da tinta e da borracha quando expostas à luz solar ou a pro-

dutos qúımicos. Portanto, a EI pode ser utilizada para estudar o revestimento

de materiais diversos, causando impacto ambiental e econômico [10, 11, 12].

Considerando um sistema composto pelo material mais os eletrodos, os da-

dos obtidos com a espectroscopia de impedância podem ser analisados por meio

de um modelo matemático baseado na teoria dos processos eletroqúımicos pre-

sentes no problema, resultando em um valor de impedância. Basicamente, esse

modelo teórico descreve o transporte de part́ıculas móveis por meio de equações

diferenciais, sujeitas a condições de contorno espećıficas devido a transferência

de cargas na superf́ıcie. Por outro lado, o sistema pode ser representado por

um circuito equivalente que também encontra um valor de impedância. Nesse

caso, os elementos passivos que formam o circuito, isto é, resistores, capacitores

e indutores, com propriedades elétricas bem definidas, representam os fenômenos

presentes na célula eletroĺıtica mediante associações bem estabelecidas. Em am-

bos os casos, os parâmetros estimados são comparados com aqueles obtidos no

experimento [13].

Os processos eletroqúımicos são, em geral, não lineares, significando que eles

não podem ser descritos por equações diferenciais lineares ou expressos em termos

dos elementos elétricos. Apesar dessa limitação, os métodos citados podem ser

aplicados caso a voltagem aplicada seja pequena, com a amplitude menor que

a voltagem térmica KBT/q, compondo um sistema linear permitindo a análise

em intervalos de baixas frequências. Assim, a relação entre voltagem e corrente

torna-se similar à lei de Ohm.

Inicia-se este trabalho considerando um modelo simplificado para exemplifi-

car apenas caracteŕısticas essenciais de uma situação real, denominado Poisson-

Nernst-Planck (PNP). Os ı́ons contribuem para a corrente elétrica e, desse modo,

para a impedância elétrica, a partir da aplicação de um campo elétrico ex-

terno. Esse cenário possibilita a aproximação do cont́ınuo, a qual dispõe de

duas equações fundamentais que devem ser resolvidas, sendo elas a equação da

continuidade, para as cargas positivas e negativas, e a equação de Poisson que

determina o perfil do campo elétrico no interior da amostra. As hipóteses empre-

gadas para a formulação do modelo PNP consistem em: eletrodos completamente
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Introdução 8

bloqueantes, não admitindo adsorsão seletiva dos ı́ons, os quais possuem a mesma

mobilidade, difundindo-se com o mesmo coeficiente de difusão [14, 15, 16]. No

entanto, muitos dados experimentais não são, de fato, reproduzidos a partir do

valor de impedância obtido nessas circunstâncias. Assim, é necessário construir

um modelo mais completo, o qual descreve todas as caracteŕısticas relevantes a

um sistema real.

Primeiramente, pode-se identificar a importância do fenômeno de combinação

e recombinação dos ı́ons, considerando, também, coeficientes de difusão diferentes

para os ı́ons positivos e negativos [17]. Um passo importante foi considerar o

fenômeno da adsorção, governado por uma equação cinética na interface, que

pode significar reações qúımicas [18]. Nesse contexto, a difusão anômala tem

sido introduzida no desenvolvimento de vários modelos para melhor interpretar

os resultados de impedância. Assim, a difusão de ı́ons é governada por uma

equação de difusão fracionária no tempo de ordem distribúıda e as condições

de contorno são descritas por uma equação ı́ntegro-diferencial que controla a

cinética na superf́ıcie da amostra. Essas condições incorporam, em especial,

um Kernel devidamente escolhido para abranger os casos cujo formalismo usual

com eletrodos bloqueantes não envolve. Com isso introduz-se o modelo Poisson-

Nernst-Planck com difusão anômala, conhecido como PNPA [19]. O principal

objetivo e resultado apresentado nesta tese refere-se à conexão entre o modelo

PNPA e os circuitos equivalentes, com a presença do elemento distribúıdo CPE

(CPE - Constant Phase Elements) [20].

Esta tese está dividida de modo que os conceitos básicos da espectroscopia

de impedância sejam introduzidos no primeiro caṕıtulo, a fim de facilitar a com-

preensão dos fenômenos e procedimentos envolvidos na construção dos modelos

apresentados. O segundo caṕıtulo expõe os processos que ocorrem em uma célula

eletroĺıtica comparando com os elementos de circuito elétrico associados. Com

isso, é posśıvel identificar os fenômenos com os circuitos equivalentes adequados.

Assim, o modelo Poisson-Nernst-Planck (PNP) usual é desenvolvido em detalhes,

seguido do PNPA que considera a difusão anômala, descrito no terceiro caṕıtulo.

Para finalizar, o quarto caṕıtulo mostra a conexão dos circuitos equivalentes com

o modelo PNPA.
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CAPÍTULO 1

CONCEITOS FUNDAMENTAIS

O conceito de impedância elétrica foi introduzido por Oliver Heaviside em

1880, sendo, em seguida, desenvolvido em termos de diagramas vetoriais da re-

presentação completa por Arthur Edwin Kennelly e Charles Proteus Steinmetz

[21]. Heaviside também fundamentou a base da espectroscopia de impedância,

aplicando as transformações de Laplace à resposta obtida em um circuito elétrico

a partir da voltagem ou corrente aplicada.

A resistência elétrica, caracteŕıstica natural dos materiais, é analisada através

dos resistores em um circuito elétrico de corrente cont́ınua, representando a re-

sistência à passagem de corrente elétrica. Esse conceito deve ser estendido ao

analisar um circuito de corrente alternada, uma vez que capacitores e indutores

oferecem resistência à passagem de uma corrente variável no tempo, a qual é

denominada de reatância. Resistências e reatâncias definem a impedância do

sistema [22].

A técnica da espectroscopia de impedância (EI) consiste, sobretudo, em de-

terminar experimentalmente a impedância de um dado sistema. Por conseguinte,

este caṕıtulo apresenta conceitos fundamentais que são associados à mesma, úteis

para o desenvolvimento teórico apresentado posteriormente.
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Impedância elétrica 10

Figura 1.1: Impedância Z no plano complexo.

1.1 Impedância elétrica

A impedância Z, dada em ohms (Ω) no Sistema Internacional (SI), é uma

quantidade complexa que caracteriza um circuito elétrico e reflete a oposição

total imposta à passagem da corrente alternada e a defasagem entre a voltagem

e a corrente, sendo expressa por Z = Z ′ + iZ ′′. O número imaginário i =√
−1 = e iπ/2 indica uma rotação de π/2 no sentido anti-horário relativo ao eixo

x. Portanto, a parte real e a imaginária de Z estão na direção dos eixos x e y,

respectivamente [23]. Mediante a figura (1.1), as coordenadas retangulares da

impedância são

Re {Z} ≡ Z ′ = |Z| cos θ e Im {Z} ≡ Z ′′ = |Z| sen θ , (1.1)

com o ângulo de fase

θ = arctan

(

Z ′′

Z ′

)

, (1.2)
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Circuito de corrente alternada 11

e módulo

|Z| =
√

(Z ′)2 + (Z ′′)2 . (1.3)

A forma polar é escrita como

Z = |Z|e iθ , (1.4)

podendo facilmente ser convertida em (1.1) através da relação de Euler e iθ =

cos θ + i sen θ.

Esses valores são detectados pela espectroscopia de impedância (EI), técnica

extremamente útil usada na caracterização do comportamento eletroqúımico de

materiais sólidos ou ĺıquidos, que podem ser iônicos, semicondutores ou dielétricos.

As medidas são realizadas em células eletroĺıticas, constitúıdas por dois eletrodos

idênticos que englobam a amostra, formando um capacitor.

O procedimento geral consiste na aplicação de uma pequena perturbação (po-

tencial ou corrente elétrica) aos eletrodos, observando a posśıvel diferença de fase

e amplitude na resposta resultante. Esses valores possibilitam a obtenção do es-

pectro de impedância para o sistema formado pelos eletrodos com a amostra,

viabilizando o estudo de duas categorias de parâmetros: os pertinentes ao ma-

terial em si, como condutividade, constante dielétrica, mobilidade iônica; e os

pertinentes à interface da amostra com o eletrodo, como transferência de carga

e taxas de adsorção [24, 25].

1.2 Circuito de corrente alternada

Para considerar, então, amplitudes e diferenças de fase, é conveniente a uti-

lização de fasores no tratamento de circuitos envolvendo corrente alternada. Os

elementos de circuito serão abordados separadamente, definindo os valores de

impedância associados.

Primeiramente, a corrente i(t) = Im cos(ωt + θ) percorre um ciruito con-

tendo apenas um resistor de resistência R. Através da lei de Ohm, calcula-se a

voltagem:

11



Circuito de corrente alternada 12

v(t) = i(t)R = RIm cos(ωt+ θ) . (1.5)

Pela notação de fasores, a corrente já mencionada pode ser escrita na forma

i(t) = Re {Im e i(ωt+θ)} = Re {Îe iωt} , (1.6)

sendo Î = Im e
iθ. Analogamente, para uma voltagem dada por v(t) = Vm cos(ωt+

θ), o fasor correspondente é dado por V̂ = Vm e
iθ. Portanto, é posśıvel reescrever

a equação (1.5) obtendo

V̂ = RÎ , (1.7)

ou seja, corrente e voltagem estão em fase.

Trocando o resistor por um capacitor de capacitância C, a voltagem v(t) =

Vm cos(ωt+ θ) é aplicada resultando na corrente

i(t) = C dv(t)
dt

= −ω C Vm sen(ωt+ θ) , (1.8)

a qual, utilizando a identidade trigonométrica apropriada, pode ser escrita como

i(t) = ω C Vm cos(ωt+ θ +
π

2
) = Re {iω C V̂ e iωt} . (1.9)

Comparando com a equação (1.6), a relação entre corrente e voltagem é dada

por

V̂ =
1

jω C Î , (1.10)

mostrando que a corrente está adiantada de π/2 em relação à voltagem no capa-

citor.

Finalmente, se houver apenas um indutor de indutância L, calcula-se a vol-

tagem a partir da corrente i(t) = Im cos(ωt+ θ) :

v(t) = L di(t)

dt
= ωLIm sen(ωt+ θ) , (1.11)

que a partir do mesmo procedimento adotado anteriormente, obtém-se a relação

12



Circuito de corrente alternada 13

V̂ = iωLÎ , (1.12)

porém com a corrente atrasada de π/2 em relação à voltagem no indutor.

A lei de Ohm geral para a impedância Z é deduzida a partir de (1.7), (1.10)

e (1.12) como

V̂ = ZÎ , (1.13)

que separadamente traz a impedância do resistor, capacitor e indutor, respecti-

vamente:

ZR = R , ZC =
1

iω C e ZL = iωL . (1.14)

Dessa forma, nota-se que em um circuito puramente resistivo, o qual apresenta

a diferença de fase nula, a impedância corresponde ao valor da resistência (parte

real). A parte imaginária diz respeito às reatâncias indutiva (XL) e capacitiva

(XC), dadas por

|ZL| = XL = ωL e |ZC| = XC =
1

ω C , (1.15)

definindo por conseguinte, a relação Z = R+iX , se X compreende uma reatância

equivalente.

Ao invés de analisar a impedância de um sistema, é comum utilizar sua função

inversa, a admitância Y , que representa a razão entre o fasor corrente e o fasor

voltagem:

Y =
1

Z
=

Î

V̂
, (1.16)

sendo facilmente obtida a partir das equações mostradas em (1.14).

Como a admitância é uma quantidade complexa, escreve-se

Y = Y ′ + Y ′′ = G + iB , (1.17)

em que Re {Y } = G é denominada condutância e Im {Y } = B é conhecida como

susceptância.

13



Circuito de corrente alternada 14

Da relação entre impedância e admitância como números complexos, tem-se

G + iB =
1

Z ′ + iZ ′′
, (1.18)

que deve ser racionalizada para

G + iB =
Z ′ − iZ ′′

|Z|2 . (1.19)

Portanto, as partes real e imaginária da função admitância serão dadas por

G =
Z ′

|Z|2 e B = − Z ′′

|Z|2 , (1.20)

das quais conclui-se que G = 1/Z ′ somente quando Z ′′ = 0, isto é, em circuitos

puramente resistivos.

Os elementos passivos de um circuito elétrico podem se combinar de diversas

maneiras. Para n elementos em série, a impedância equivalente da associação é

dada pela soma das impedâncias individuais, ou seja,

Z = Z1 + Z2 + ...+ Zn . (1.21)

Do mesmo modo, a admitância para esses n elementos associados em paralelo é

escrita como

Y = Y1 + Y2 + ... + Yn . (1.22)

Para exemplificar a associação de elementos passivos, considera-se o circuito

exposto na figura (1.2), a fim de encontrar a impedância do sistema relacionado.

A impedância equivalente é obtida empregando as regras de associação de

impedâncias, segundo a expressão [22]:

Z = R1 +
1

1/R2 + iω C1
, (1.23)

a qual deve ser racionalizada para obter

Z =
R1 +R2 +R1(ωR2 C1)2

1 + (ωR2 C1)2
− i

ωR2
2 C1

1 + (ωR2 C1)2
. (1.24)

14



Circuito de corrente alternada 15

Figura 1.2: Circuito com uma resistência R2 em paralelo com a capacitância C1
e, posteriormente, em série com a resistência R1 [26].

Este circuito tem como frequência caracteŕıstica o valor ωc = 1/R2 C1, a

qual corresponde à frequência de Z ′′ que apresenta um extremo, que neste caso

condiz com um valor de mı́nimo. Além do mais, é importante analisar os limites

da equação (1.24), isto é, quando ω = 0, a impedância é dada por Z = R1 +R2,

e se ω → ∞, tem-se Z → R1.

Um valor de impedância equivalente não significa que apenas um circuito é

capaz de produzi-la. De fato, para valores espećıficos de Ra, Rb e Cc, o circuito

apresentado na figura (1.3) exibe o mesmo valor de impedância equivalente obtida

através do primeiro circuito considerado. Assim sendo, calcula-se a admitância

do circuito (1.3):

YS =
1

Ra
+

1

Rb + 1/(iω Cc)
. (1.25)

A equação (1.25) é reescrita a partir da relação Z = 1/Y , tornando-se

ZS =
RaRb(Ra +Rb)(ω Cc)2 +Ra

1 + [ω Cc(Ra +Rb)]2
− i

ωR2
a Cc

1 + [ω Cc(Ra +Rb)]2
. (1.26)

Para que essa impedância seja análoga à impedância apresentada pelo circuito

da figura (1.2), deve-se considerar as correspondências

15



Circuito de corrente alternada 16

Figura 1.3: Circuito com a resistência Rb em série com a capacitância Cc, asso-
ciando o resultado em paralelo com a resistência Ra [26].

Z ′ = Z ′

S e Z ′′ = Z ′′

S , (1.27)

nas quais Z ′ e Z ′′ são encontradas através da relação (1.24). É necessário con-

siderar outra condição para que seja posśıvel determinar os valores de Ra, Rb e

Cc, visto que existem apenas duas equações.

Averiguando o circuito da figura (1.2), foi demonstrado que, para ω = 0,

Z = R1+R2. Essa mesma condição indica que o circuito da figura (1.3) apresenta

impedância ZS = Ra. Portanto, para ω = 0, obtém-seRa = R1+R2, diminuindo

para duas incógnitas a serem investigadas juntamente com as relações dadas em

(1.27). A solução é dada por

Rb = R1

(

1 +
R1

R2

)

e Cc = C1
(

1 +
R1

R2

)−2

. (1.28)

Deste modo, conclui-se que é fundamental a realização de experimentos com-

plementares para encontrar o valor da impedância, para assegurar a escolha do

circuito equivalente mais adequado para representá-la.

Além disso, um dos aspectos mais atrativos da espectroscopia de impedância,

como ferramenta de investigação de propriedades eletroqúımicas de materiais e

sistemas, é a correlação direta existente entre o comportamento de um sistema
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Circuito de corrente alternada 17

real e aquele idealizado por um circuito com componentes elétricos discretos.

Esses componentes representam os processos f́ısicos do sistema a ser investigado.

Por este motivo, é importante expor em detalhes os fenômenos da difusão e

adsorção para, posteriormente, definir e discutir a analogia entre os elementos de

circuito elétrico e os processos eletroqúımicos que ocorrem na célula eletroĺıtica.

17



CAPÍTULO 2

O MODELO CLÁSSICO DE

POISSON-NERNST-PLANCK

A impedância elétrica pode ser encontrada através de um circuito equiva-

lente, com combinações de resistências e reatâncias, como foi argumentado no

desenvolvimento dos conceitos fundamentais. Por outro lado, a impedância pode

ser encontrada através de modelos matemáticos que descrevem fenômenos f́ısicos

no cont́ınuo, como é o caso da difusão iônica. Essas teorias dizem respeito aos

processos que ocorrem na célula eletroĺıtica e enfatizam o papel das cargas móveis

na resposta elétrica do sistema.

O modelo Poisson-Nernst-Planck (PNP) usual é um modelo difusivo básico,

desenvolvido em outros trabalhos, que contém a informação essencial relacio-

nada aos processos de difusão de ı́ons, os quais são submetidos a um gradiente

de potencial elétrico. Os demais aspectos f́ısicos podem ser incorporados por

intermédio das condições de contorno, abordando fenômenos encontrados na in-

terface do sistema [16, 18]. Assim, o modelo se faz importante para a melhor

estruturação dos novos conceitos que aqui serão abordados.

18



Difusão iônica 19

2.1 Difusão iônica

O fenômeno da difusão ocorre quando um sistema, com determinadas condições

iniciais, não se encontra em equiĺıbrio. Um exemplo prático pode ser ilustrado

considerando uma sala fechada e um perfume aberto em um canto da mesma.

De ińıcio, apenas regiões próximas àquela considerada serão perfumadas. Após

um certo tempo, o cheiro difunde-se por todo o meio, tornando-o homogêneo.

Portanto, a difusão está relacionada à existência de um gradiente de concen-

tração. No caso da espectroscopia de impedância, o fenômeno aparece devido à

mobilidade iônica [27], a qual influencia as medidas contribuindo com a corrente

elétrica e, deste modo, com a impedância detectada. Essa influência acontece

quando se aplica uma voltagem dependente do tempo no material, o que causa a

movimentação de part́ıculas carregadas, sendo esta a migração dos ı́ons através

de defeitos na amostra e a polarização nas moléculas com momento de dipolo

elétrico. Logo, a difusão ocorrerá segundo o gradiente de potencial elétrico e

densidade de carga.

A diferença de potencial entre os eletrodos da célula eletroĺıtica gera um

campo elétrico externo dado pela equação de Maxwell [22]

∇ ·EEE =
ρ

ε
, (2.1)

em que ρ = qN é a densidade de cargas no volume da célula, sendo q a carga

elétrica eN o número de cargas por unidade de volume. Em (2.1), ε é o coeficiente

dielétrico do meio considerado. O campo é associado ao potencial elétrico V por

meio da expressão

EEE = −∇V , (2.2)

que, quando substitúıda em (2.1), resulta na equação de Poisson:

∇2V = −ρ
ε
. (2.3)

Grande parte dos fenômenos difusivos obedecem à primeira lei de Fick, que

relaciona o movimento das cargas (densidade de corrente jjj) com a concentração

das mesmas, por meio de
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Difusão iônica 20

jjj = −D∇ρ , (2.4)

com D representando o coeficiente de difusão do material [28].

Essa densidade de corrente é responsável pela variação do número N de

part́ıculas contidas em um volume τ que, em um dado instante de tempo, é

determinada por

N =

∫

τ

ρ dτ . (2.5)

Então,

dN

dt
=

d

dt

∫

τ

ρ dτ =

∫

τ

∂ρ

∂t
dτ . (2.6)

A variação do número de part́ıculas no volume é, de fato, a quantidade de

part́ıculas com velocidade vvv atravessando a superf́ıcie de área A que delimita esse

volume, isto é, jjj = ρvvv. Desse modo, tem-se

dN

dt
=

∫

τ

∂ρ

∂t
dτ = −

∮

A

(ρvvv) · n̂nn dA , (2.7)

com o vetor unitário perpendicular à superf́ıcie A, apontando para fora da mesma,

representado por n̂nn.

Usando o teorema do divergente (Gauss), com o volume τ arbitrário, a

equação de continuidade é obtida:

∂ρ

∂t
+∇ · jjj = 0 . (2.8)

Substituindo a equação (2.4) em (2.8), obtém-se a equação de difusão usual

∂ρ

∂t
−D∇2ρ = 0 . (2.9)

Além da corrente de difusão definida pela primeira lei de Fick, existe a cor-

rente de deriva que surge devido ao campo elétrico estabelecido na amostra. As

cargas livres do material sofrem uma força elétrica gerada por este campo, o qual

promove um movimento relacionado com a condutividade do material que pode

ser manifestada através da mobilidade iônica µ. A corrente de deriva é descrita
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Adsorção 21

por jjjE = µρEEE e deve ser considerada em conjunto com a corrente de difusão [29]

jjj = jjjD + jjjE = −D∇ρ+ µρEEE . (2.10)

A conexão entre o coeficiente de difusão e a mobilidade é dada pela relação

de Einstein-Smoluchowski:

D = KBTµ/q , (2.11)

em queKB é a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta, identificando

a energia térmica do sistema. Esta relação surgiu dos estudos sobre movimento

Browniano, sendo um importante exemplo de como uma flutuação em um sistema

em equiĺıbrio leva a comportamentos similares a presença de uma pequena força

no sistema [30].

Substituindo a equação (2.10) na equação de continuidade, obtém-se a equação

de Nernst-Planck, dada por

∂ρ

∂t
= ∇

(

D∇ρ+D
qρ

KBT
∇V

)

. (2.12)

A difusão é um processo de transporte de part́ıculas, no caso os ı́ons, intima-

mente ligado com fenômenos de condução dentro da célula eletroĺıtica. Assim

sendo, a representação em relação aos circuitos equivalentes deve ser dada em

função de parâmetros que traduzem efeitos ocorridos no volume da célula.

2.2 Adsorção

Em linhas gerais, adsorção é a acumulação de uma substância em uma in-

terface, que ocorre devido à presença de forças residuais. O fenômeno envolve

dois componentes: os adsorventes, que são as substâncias nas quais ocorre a ad-

sorção, e os adsorbatos que são adsorvidos na superf́ıcie. De acordo com Barbero

e Evangelista (2006), o processo de adsorção pode ser escrito como uma reação

qúımica, considerando a formação de uma camada de átomos e moléculas a partir

das part́ıculas adsorvidas pela superf́ıcie:

A(volume) + M(superf́ıcie) ⇋ AM(superf́ıcie) .
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Adsorção 22

Dependendo da natureza das forças existentes entre átomos adsorvidos e ad-

sorventes, a adsorção pode ser classificada em adsorção qúımica e adsorção f́ısica.

A primeira ocorre devido a ligações qúımicas, com força de atração considera-

velmente alta não sendo facilmente revertida (processo de dessorção). Por outro

lado, os átomos adsorventes interagem com os adsorvidos fisicamente, através de

forças de van der Waals. Por serem forças fracas, a reversibilidade da adsorção

é bastante acesśıvel. No processo de dessorção, a part́ıcula adsorvida precisa

adquirir energia suficiente para romper a ligação com a superf́ıcie, retornando à

solução [31].

Uma vez atingido o equiĺıbrio termodinâmico, a razão de ocupação ou cober-

tura da superf́ıcie é dada por [16]

σR =
σ

σ0
. (2.13)

As quantidades σ e σ0 representam o número de locais de adsorção ocupados e

dispońıveis, por unidade de área, respectivamente.

A adsorção é estudada, usualmente, através das isotermas, que relacionam

a quantidade de part́ıculas adsorvidas com a pressão do sistema, a uma tempe-

ratura constante. A partir de um valor cŕıtico de pressão, isto é, um valor de

saturação, a adsorção não continua devido a um número limite de locais permi-

tidos na superf́ıcie.

A isoterma mais simples é a de Langmuir, na qual a interface é coberta por

um grande número de locais de adsorção, sendo que cada um deles pode ser

ocupado por apenas uma part́ıcula adsorvida, que não interage com nenhuma

outra de locais diferentes.

Para entender o papel da adsorção na resposta elétrica da célula eletroĺıtica,

é necessário conhecer a relação entre adsorbatos e adsorventes. Segundo a ilus-

tração da reação qúımica mostrada no começo da seção, a taxa de adsorção é

proporcional à densidade de A e também ao número de locais adsorventes na

superf́ıcie através de

dσ

dt
= κa ρ (σ0 − σ) , (2.14)
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onde κa é a constante de adsorção, ρ é a densidade das part́ıculas do volume que

podem ser adsorvidas, próximas da superf́ıcie, e (σ0 − σ) é o número de locais

livres por unidade de área. A taxa de dessorção é proporcional ao número de

part́ıculas adsorvidas:

dσ

dt
= −κd σ , (2.15)

onde κd é a constante de dessorção.

Considerando o estado de equiĺıbrio, a soma das taxas mostradas em (2.14)

e (2.15) deve ser nula, de modo que

κa ρ (σ0 − σ) = κd σ . (2.16)

Utilizando a razão de ocupação (2.13) e, introduzindo a quantidade ρR =

ρ/ρ0, na qual ρ0 é a densidade de part́ıculas da amostra na ausência da adsorção,

pode-se reescrever a equação (2.16) como

κρ (1− σR) =
σ

τ
, (2.17)

com o tempo caracteŕıstico relacionado ao processo de dessorção τ = 1/κd e o

parâmetro κ = κa σ0 conectado à adsorção [32]. A partir da mudança de variáveis

d = κ τρ0/σ0, as quantidades σR e ρR são descritas por

σR =
ρR d

1 + ρR d
e ρR =

1

d

σR
1− σR

. (2.18)

As taxas de adsorção e dessorção também dão origem a uma equação cinética

na interface dada por

dσ

dt
= κρ

(

1− σ

σ0

)

− 1

τ
σ , (2.19)

que, manipulada através de σR e ρR, torna-se

dσR
dt

= κ ρR
ρ0
σ0

(1− σR)−
1

τ
σR , (2.20)

apresentando valor nulo no equiĺıbrio, ou seja, dσR/dt = 0. No limite em que σ0

é muito grande, levando a σ ≪ σ0, o termo σ/σ0 vai a zero na equação cinética,
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trazendo

dσ

dt
= κ ρ− 1

τ
σ , (2.21)

mostrando que a taxa de variação da densidade superficial de part́ıculas adsor-

vidas depende da densidade de part́ıculas nas proximidades da superf́ıcie e da

densidade superficial de part́ıculas já adsorvidas. A equação (2.21) é a forma

simplificada de uma equação cinética para a interface e será usada doravante

como um modelo para descrever o processo de adsorção-dessorção.

2.3 Influência da adsorção na difusão

A difusão de part́ıculas em um dado sistema pode ser alterada devido à pre-

sença da adsorção. Para compreender essa influência, considera-se uma célula

eletroĺıtica de espessura d, cujos eletrodos se encontram em z = ±d/2. O objetivo

desta seção é obter a concentração ρ(z, t), no estado de equiĺıbrio, quando não se

tem adsorção e na presença da adsorção seletiva na interface do sistema. O de-

senvolvimento dos cálculos segue a abordagem de Santoro (2014) [26], necessários

para a construção do modelo PNP na próxima seção.

O primeiro caso requer soluções para a equação de difusão unidimensional,

extráıda da relação (2.9), na ausência de adsorção, ou seja, quando a densidade

de corrente é dada pela primeira lei de Fick unidimensional:

j = −D∂ρ
∂z

. (2.22)

A simetria do problema estabelece que

ρ (z, t) = ρ (−z, t) , (2.23)

e a conservação do número de part́ıculas determina a relação

∫ d/2

−d/2

ρ (z, t) dz = ρ0 d , (2.24)

onde ρ0 = ρ (z, t = 0) representa a densidade inicial no volume da amostra.

Ademais, a condição de contorno devido a ausência de adsorção é escrita como
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j(±d/2, t) = 0 . (2.25)

Supondo uma solução para a equação de difusão unidimensional na forma

ρ (z, t) = ρeq (z) + δρ (z, t) , (2.26)

na qual a distruibuição das part́ıculas no estado de equiĺıbrio é a relação

ρeq = lim
t→∞

ρ (z, t) , (2.27)

conclui-se que

lim
t→∞

δρ (z, t) = 0 . (2.28)

Substituindo (2.26) em (2.9), obtém-se

d2ρeq (z)

dz2
= 0 , (2.29)

e

∂ (δρ)

∂t
= D

∂2(δρ)

∂z2
. (2.30)

Para a equação (2.29), escreve-se

ρeq (z) = ρeq + αz , (2.31)

e a condição (2.23) implica α = 0, trazendo a relação

ρeq (z) = ρeq = constante . (2.32)

Admitindo uma solução do tipo δρ (z, t) = Ψ(z)Θ(z), obtém-se da equação

(2.30):

1

Θ

dΘ

dt
= D

1

Ψ

d2Ψ

dz2
. (2.33)

Na equação (2.33), ambos os lados são iguais a uma mesma constante, pois o

lado esquerdo e direito dependem apenas da variável t e z, respectivamente. Es-
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colhendo a constante como −β2, obtém-se duas equações diferenciais ordinárias:

1

Θ

dΘ

dt
= −β2 , (2.34)

e

D
1

Ψ

d2Ψ

dz2
= −β2 . (2.35)

A equação (2.34) admite a solução

Θ(t) = e−β2t , (2.36)

e para a equação (2.35), considera-se a solução

Ψ(z) = A cos(ωβz) +B sen(ωβz) , (2.37)

onde A e B são constantes e ωβ = β/
√
D. Assim sendo, a solução completa tem

a forma

Ψ(z)Θ(t) = [A cos(ωβz) +B sen(ωβz)] e
−β2t . (2.38)

Através da equação (2.38), é fact́ıvel escrever uma solução geral para (2.30) como

δρ (z, t) =
∑

β

Cβ cos(ωβz)e
−β2t , (2.39)

e fazendo a substituição de (2.32) e (2.39) na equação (2.26), tem-se

ρ (z, t) = ρeq +
∑

β

Cβ cos(ωβz) e
−β2t . (2.40)

A condição (2.24), utilizada juntamente com a equação (2.40), assume

∫ d/2

−d/2

[

ρeq +
∑

β

Cβ cos(ωβz) e
−β2t

]

dz = ρ0 d , (2.41)

cuja integração resulta em

∑

β

Cβ
2

ωβ
sen(ωβ d/2) e

−β2t = (ρ0 − ρeq) d , (2.42)
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da qual obtém-se

∑

β

Cβ
sen(ωβ d/2)

ωβ d/2
e−β2t = ρ0 − ρeq . (2.43)

A corrente de difusão, dada por (2.22), é calculada a partir de (2.40) tornando-se

j = D
∑

β

Cβ ωβ sen(ωβz) e
−β2t , (2.44)

que, após a aplicação da condição (2.25), resulta em

∑

β

Cβ(ωβ d/2) sen(ωβd/2) e
−β2t = 0 . (2.45)

As equações (2.43) e (2.45) tem como soluções ρeq = ρ0 e Cβ = 0, nesta ordem,

indicando que a distribuição de part́ıculas no eletrólito permanece inalterada caso

não ocorra adsorção nas superf́ıcies.

Para analisar o perfil da concentração ρ (z, t) no estado de equiĺıbrio, tendo

em vista a presença da adsorção, consideram-se as mesmas equações válidas no

volume da amostra (2.26), e na interface (2.23).

A primeira condição que o sistema deve satisfazer é dada por (2.24), contendo

a densidade superficial de part́ıculas σ = σ(t), isto é,

2 σ(t) +

∫ d/2

−d/2

ρ (z, t) dz = ρ0 d , (2.46)

onde ρ0 d representa o número inicial de part́ıculas por unidade de área. A

segunda imposição é uma condição de contorno na superf́ıcie, dada por

j(±d/2, t) = −D
(

∂ρ

∂z

)

z=±d/2

=
dσ

dt
. (2.47)

O processo de adsorção será fundamentado pela equação cinética, (2.21), reescrita

como

dσ

dt
= κρ (±d/2, t)− 1

τ
σ(t) , (2.48)

sendo κ e τ parâmetros já mencionados na Seção (2.2). Recordando as dimensões
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de tempo e comprimento/tempo, exibidas através de τ e κ, a equação (2.48) é

reescrita como

τ
dσ

dt
= κτρ (±d/2, t)− σ(t) , (2.49)

mostrando a distância intŕınseca κτ , possivelmente associada ao alcance das

forças responsáveis pela adsorção na interface [33].

O problema é solucionado a partir de ρ (z, t) exposto na relação (2.26), com

as condições (2.27) e (2.28). A densidade de part́ıculas adsorvidas segue o padrão

estabelecido por (2.26), ou seja,

σ(t) = σeq + δσ(t) , com lim
t→∞

δσ(t) = 0 . (2.50)

A substituição de (2.26) e (2.50) na equação (2.48) permite obter, para o estado

de equiĺıbrio t→ ∞:

σeq = κτρeq . (2.51)

Além disso, em t→ ∞, a equação (2.46) pode ser dada na forma

2 σeq + ρeq d = ρ0 d . (2.52)

A partir de (2.51) e (2.52), encontra-se

ρeq =
ρ0

1 + 2κτ/d
e σeq =

κτ/d

1 + 2κτ/d
ρ0 d . (2.53)

O produto κτ detectado nas equações acima permite a conclusão de que o

fenômeno da adsorção, de fato, modifica a distribuição de part́ıculas no volume

da amostra. Nota-se que, caso κτ ≪ d quando σ ≪ σ0, então, ρeq ≈ ρ0. Isso

mostra que, se a interface do sistema exibe pouca adsorção, a distruibuição de

part́ıculas no volume assemelha-se à situação de completa ausência de adsorção.

2.4 Construindo o modelo PNP

Para o desenvolvimento do modelo, consideraremos aqui um sistema com-

posto por dois eletrodos planos e paralelos, localizados em z = ±d/2, se o eixo
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z do sistema de coordenadas cartesianas for perpendicular à superf́ıcie dos ele-

trodos, preenchido por um ĺıquido isotrópico. O sistema compõe uma célula ele-

troĺıtica de espessura d. Admite-se que, no equiĺıbrio termodinâmico, o ĺıquido

contenha a densidade N de ı́ons positivos e negativos distribúıdos uniforme-

mente, sem adsorção seletiva de ı́ons, mantendo o ĺıquido local e globalmente

neutro [14, 34, 35].

Uma diferença de potencial externa é aplicada ao sistema, ocasionando uma

perturbação na distribuição dos ı́ons no ĺıquido que permanece globalmente neu-

tro, porém localmente carregado. Nesse contexto, a amostra é submetida a uma

voltagem senoidal de amplitude V0 e frequência f = ω/(2π).

As densidades de ı́ons positivos e negativos são indicadas por Np e Nm, po-

dendo se relacionar de duas maneiras. A primeira, quando V0 = 0, resulta em

Np (z, t) = Nm (z, t) = N . Por outro lado, Np (z, t) 6= Nm (z, t) para V0 6= 0.

Com isso, a conservação do número de part́ıculas requer que

∫ d/2

−d/2

Np (z, t) dz =

∫ d/2

−d/2

Nm (z, t) dz = Nd , (2.54)

supondo que não haja recombinação e que os eletrodos sejam perfeitamente blo-

queantes. O modelo admite, como equações fundamentais, a equação de Nernst-

Planck

∂Nα

∂t
= −∂jα

∂z
, (2.55)

com o sinal + para α = p e − para α = m, correspondente unidimensional da

equação de continuidade dada por (2.8), e a equação de Poisson

∂2V

∂z2
= −q

ε
(Np −Nm) . (2.56)

A densidade de corrente jα considera a corrente de difusão jD e de deriva jE

encontradas na seção (2.1), definida como

jα = −Dα

(

∂Nα

∂z
± qNα

KBT

∂V

∂t

)

, (2.57)

Os eletrodos, perfeitamente bloqueantes, resultam na condição de contorno para

a densidade de corrente [36]:
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jα(±d/2, t) = 0 . (2.58)

A outra condição de contorno está relacionada com a imposição da diferença de

potencial:

V (±d/2, t) = ±
(

V0
2

)

e iωt . (2.59)

Uma importante consideração é feita sobre a amplitude V0 da voltagem externa,

admitindo que seu valor seja tal que as densidade dos ı́ons difiram muito pouco de

N . Trata-se da aproximação para pequenas amplitudes, essencial para a resposta

elétrica representada pela impedância. Nesse sentido, tem-se a relação:

Nα = N + δnα (z, t) , (2.60)

onde δnα ≪ N , trazendo a variação da densidade dos ı́ons em concordância com

a variação senoidal da voltagem para o estado estacionário:

δnα(z, t) = nα(z) e
iωt , (2.61)

e

V (z, t) = φ(z) e iωt . (2.62)

O campo elétrico na célula pode ser facilmente calculado, usando a equação

(2.62), a partir da expressão:

E(z, t) = − ∂

∂z
V (z, t) = −φ′(z) e iωt , (2.63)

com a derivada de φ em relação à coordenada z representada por φ′(z). Aplicando

a lei de Gauss na interface, encontra-se o campo elétrico de um capacitor de placas

pararelas, determinado por

E

(

d

2
, t

)

= −σ(t)
ε

, (2.64)
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sendo σ(t) a densidade de carga elétrica em z = d/2. Portanto, tem-se

σ(t) = εφ′

(

d

2

)

e iωt , (2.65)

e a carga elétrica total em z = d/2 será

Q(t) = σ(t)S = εφ′

(

d

2

)

Se iωt , (2.66)

onde S é a área superficial do eletrodo. Como a corrente no circuito externo é a

taxa de variação da carga total com o tempo, vê-se que

I(t) =
dQ(t)

dt
= iωεφ′

(

d

2

)

Se iωt , (2.67)

e a impedância da célula pode ser encontrada sabendo-se que a voltagem aplicada

é V (t) = V0 e
iωt:

Z =
V0

iωεφ′(d/2)S
. (2.68)

A relação (2.68) será utilizada na próxima seção para determinar a im-

pedância de um sistema no qual os ı́ons apresentam a mesma mobilidade e os

eletrodos são perfeitamente bloqueantes.

2.5 Influência dos ı́ons

Se os ı́ons apresentam a mesma mobilidade µ, a equação de difusão é go-

vernada pelo mesmo coeficiente de difusão D, ou seja, Dp = Dm = D. Desse

modo, µp = µm = µ e Np (z, t) = Nm (−z, t). Com isso, a densidade de corrente

governada pela equação (2.57) deve ser modificada para

jα = −D
(

∂δnα

∂z
± Nq

KBT

∂V

∂z

)

. (2.69)

Substituindo esse resultado na equação (2.55), tem-se

∂δnα

∂t
= D

(

∂2δnα

∂z2
± Nq

KBT

∂2V

∂z2

)

. (2.70)
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e, a equação de Poisson também é alterada, segundo as considerações aqui apre-

sentadas, para

φ′′(z) = −q
ε
[np(z)− nm(z)] , (2.71)

com a condição de contorno dada por

φ(±d/2) = ±V0/2 . (2.72)

Além disso, a equação da continuidade (2.54) também deve ser modificada para

∫ d/2

−d/2

δnp(z, t) dz =

∫ d/2

−d/2

δnm(z, t) dz = 0 . (2.73)

As funções nα(z) são soluções de equações diferenciais obtidas a partir de (2.70),

com as devidas alterações feitas levando em conta (2.61) e (2.71), de modo que

n′′

p,m +
Nq2

εKBT
2nm,p − np,m

iω

D
= 0 . (2.74)

Introduzindo o comprimento de Debye

λ =

√

εKBT

2Nq2
(2.75)

e a variável

l2 =
2λ2

1 + 2i(ω/D)λ2
, (2.76)

a equação (2.74) pode ser colocada na forma

n′′

p,m − 1

l2
np,m +

1

2λ2
nm,p = 0 . (2.77)

Supondo a solução nα(z) = Cα e
νz e substituindo na equação (2.77) com as

devidas simplificações, obtém-se o sistema de equações para Cp e Cm na forma:

(

ν2 − 1

l2

)

Cp +
1

2λ2
Cm = 0 , (2.78)
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(

ν2 − 1

l2

)

Cm +
1

2λ2
Cp = 0 . (2.79)

As equações (2.78) e (2.79) admitem uma solução diferente da trivial, Cp = Cm =

0, somente se

(

ν2 − 1

l2

)2

=
1

4λ4
, (2.80)

sendo resolvida para encontrar as ráızes do problema, ν1,2 = ±β e ν3,4 = ±γ,
dadas por

β =
1

λ

√

1 +
iω

D
λ2 e γ =

√

iω

D
. (2.81)

De (2.78), obtém-se a razão

Cm

Cp

= −2λ2
(

ν2 − 1

l2

)

, (2.82)

que, considerando as relações dadas em (2.81), fornece

C1
m

C1
p

=
C2

m

C2
p

= −1 e
C3

m

C3
p

=
C4

m

C4
p

= 1 . (2.83)

Assim, nα(z) pode ser escrita como uma combinação linear, usando os coeficientes

acima:

np(z) = C1
p e

βz + C2
p e

−βz + C3
p e

γz + C4
p e

−γz , (2.84)

nm(z) = −C1
p e

βz − C2
p e

−βz + C3
p e

γz + C4
p e

−γz . (2.85)

A partir da condição np (z) = nm (−z), o conjunto acima é satisfeito ao considerar

C1
p + C2

p = 0 e C3
p − C4

p = 0 . (2.86)

Portanto, realizando a mudança de variáveis

C1
p = −C2

p =
p0
2

e C3
p = C4

p =
m0

2
, (2.87)
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encontram-se as soluções da equação (2.77) para o poblema em investigação:

nα(z) = m0 cosh(γz)± p0 senh(βz) , (2.88)

com o sinal positivo e negativo representando os ı́ons positivos e negativos, nesta

ordem.

A condição (2.73), assume a forma

∫ d/2

−d/2

nα(z) dz = 0 , (2.89)

resultando em

∫ d/2

−d/2

[m0 cosh(γz)± p0 senh(βz)] dz = 0 . (2.90)

O segundo termo é nulo devido à função ı́mpar com integrandos simétricos, e o

primeiro termo indica que m0 = 0. Portanto, a solução se torna

nα(z) = ±p0 senh(βz) , (2.91)

na qual a constante p0 deve ser encontrada a partir das condições de contorno

expostas em (2.58) e (2.72).

Utilizando a solução para nα(z), o perfil do potencial elétrico dado por (2.71)

é governado pela equação

φ′′(z) = −2qp0
ε

senh(βz) , (2.92)

cuja solução se escreve como

φ(z) = −2qp0
εβ2

senh(βz)− cz , (2.93)

onde c é uma constante de integração. A densidade de corrente mostrada em

(2.69), juntamente com as relações expressas em (2.61) e (2.62), assume a forma

jα = −D
[

n′

α ± Nq

KBT
φ′(z)

]

e iωt , (2.94)

que, com n′

α(z) = ±βp0 cosh(βz) e a expressão encontrada para φ′, é reescrita
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como

jα = −D
[

± qNc

KBT
∓ 2Nq2p0
KBTεβ

cosh(βz)± βp0 cosh(βz)

]

e iωt . (2.95)

Em termos do comprimento de Debye, a densidade de corrente é dada por

jα = ∓D
[

qNc

KBT
+

(

β − 1

λ2β

)

p0 cosh(βz)

]

e iωt , (2.96)

com o termo λ2 sendo substitúıdo usando as ráızes ν1,2 = ±β, isto é,

λ =
1

β

√

1 +
iωλ2

D
e λ2 =

D

Dβ2 − iω
. (2.97)

Portanto, a equação (2.96) é reescrita como

jα = ∓D
[

iω

Dβ
p0 cosh(βz) +

Nq

KBT
c

]

e iωt . (2.98)

Com esses resultados obtidos, as condições de contorno (2.58) e (2.72) tornam-se

− 2q

εβ2
p0 senh

(

β
d

2

)

+ c
d

2
=
V0
2
, (2.99)

e

iω

Dβ
p0 cosh

(

β
d

2

)

+
Nq

KBT
c = 0 , (2.100)

com a resolução dada para p0 e c, respectivamente:

p0 = − Nqβ

2KBT

1

senh(βd/2)/(λ2β) + iωd cosh(βd/2)/(2D)
V0 , (2.101)

c = i
ω

2D

cosh(βd/2)

senh(βd/2)/(λ2β) + iωd cosh(βd/2)/(2D)
V0 . (2.102)

Finalmente, a impedância do sistema pode ser determinada utilizando a relação

(2.68), juntamente com a quantidade
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φ′

(

d

2

)

= −2q

εβ
p0 cosh

(

β
d

2

)

+ c (2.103)

e com os valores de p0 e c determinados em (2.101) e (2.102). Após simplificações,

tem-se

Z = −i 2

ωεβ2S

[

1

λ2β
tanh

(

β
d

2

)

+ i
ωd

2D

]

. (2.104)

Para o caso de um dielétrico verdadeiro, N = 0 levando a λ = ∞, que modifica

a equação (2.104) para

Z =
1

iωεS/d
, (2.105)

resultado esperado para a impedância de um capacitor ideal.

Para obter as partes real (Z ′) e imaginária (Z ′′) da impedância da célula

eletroĺıtica, é preciso, primeiramente, determinar as partes real e imaginária de

β = βr + iβi. Da equação (2.81), obtém-se

ββ∗ =
1

λ2

√

1 +

(

ωλ2

D

)2

, (2.106)

em que β∗ é o complexo conjugado de β. Introduzindo a quantidade

M =

√

1 +

(

ωλ2

D

)2

, (2.107)

tem-se a relação

ββ∗ = β2
r + β2

i =
M

λ2
. (2.108)

Por outro lado,

β2 =
1

λ2

(

1 + i
ωλ2

D

)

= β2
r − β2

i + 2iβrβi , (2.109)

ou seja,

β2
r − β2

i =
1

λ2
. (2.110)
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Resolvendo as equações (2.109) e (2.110) para βr e βi, obtém-se

βr =
1

λ

√

M + 1

2
e βi =

1

λ

√

M − 1

2
. (2.111)

Seja um número complexo escrito por z = a+ ib, é posśıvel utilizar a relação

tanh(z) =
tanh(x) + i tanh(y)

1 + i tanh(x) tanh(y)
, (2.112)

para escrever

tanh

(

β
d

2

)

=
A + iB

1 + iAB
, (2.113)

se A = tanh(βr d/2) e B = tanh(βi d/2). A racionalização da equação (2.113)

traz

tanh

(

β
d

2

)

=
A(1 +B2)

1 + (AB)2
+ i

B(1−A2)

1 + (AB)2
= m+ in , (2.114)

e a impedância dada por (2.104) se reduz à forma

Z =
2

ωεβ2S

[

n− im

λ2β
+
ωd

2D

]

, (2.115)

da qual é posśıvel obter as expressões para as partes real e imagnária da im-

pedância:

Z ′(ω) = R =
2λ2

ωεM2S

[

nβr −mβi
M

+
ωd

2D
− ωλ2

D

(

mβr + nβi
M

)]

, (2.116)

Z ′′(ω) = X = − 2λ2

ωεM2S

[

mβr + nβi
M

+
ωλ2

D

(

nβr −mβi
M

+
ωd

2D

)]

. (2.117)

Definindo a frequência ωr = D/λ2, nota-se que a quantidade M é tal que,

quando ω ≪ ωr, tem-se M → 1, enquanto que, para ω ≫ ωr, M → ω/ωr ≫ 1.

À vista disso, quando ω ∼ ωr, espera-se uma mudança no comportamento de R
e X em relação à frequência.

A análise gráfica da impedância é feita através de uma célula eletroĺıtica de
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espessura d = 50µm, preenchida com um ĺıquido isotrópico de permissividade

dielétrica ε = 6, 7ε0, sendo ε0 = 8, 854× 10−12 F/m a permissividade do vácuo.

Também considera-se a densidade de ı́ons N = 4, 2 × 1020 m−3, o coeficiente de

difusão D = 8, 2×10−12 m2/s e a superf́ıcie dos eletrodos S = 2×10−4 m2. Para

esses valores, λ ≃ 1, 05× 10−7 m e ωr ≃ 743 rad/s.

A figura (2.1) mostra a parte real R(ω) da impedância, a qual tende para um

valor constante quando ω → 0, exibe um platô até ω ∼ ωr e descresce até o zero

quando ω → ∞. A parte imaginária X (ω) é exposta na figura (2.2), tendendo a

−∞ se ω → 0 e a 0 quando ω → ∞, a partir de valores negativos. Entre os dois

extremos de X (ω) existe um máximo e, em sequência, um mı́nimo em ω ∼ ωr

[16].

Figura 2.1: Parte real (R) da impedância em função da frequência ω. Reprodução
autorizada pelo autor (Santoro, 2014) [26].
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Figura 2.2: Parte imaginária (X ) da impedância em função da frequência ω.
Reprodução autorizada pelo autor (Santoro, 2014) [26].
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CAPÍTULO 3

O MODELO DE

POISSON-NERNST-PLANCK

ANÔMALO

O modelo PNP descrito no Caṕıtulo [2] foi estabelecido a partir da consi-

deração de eletrodos perfeitamente bloqueantes, ausência de adsorção seletiva

de ı́ons na interface, os quais apresentam mesma mobilidade ocasionando um

mesmo coeficiente de difusão. Todavia, muitos resultados experimentais não são

retratados pela impedância encontrada por meio dessas circunstâncias. Conse-

quentemente, é necessário considerar outras hipóteses para generalizar o modelo

PNP, como admitir mobilidades diferentes para os ı́ons positivos e negativos, ou

ainda, a ocorrência da geração e recombinação desses ı́ons no volume da amostra.

Ademais, a presença da adsorção é um fator determinante para a obtenção da

impedância, sendo considerada a principal influência sobre os ı́ons [18].

É neste cenário que a equação de difusão fracionária tem sido utilizada no

desenvolvimento de modelos para a impedância, mostrando ter um papel crucial

na descrição dos resultados experimentais. Esse caṕıtulo apresenta o modelo

Poisson-Nernst-Planck com difusão anômala, PNPA, que consiste em resolver

uma equação de difusão fracionária de ordem distribúıda associada à equação de
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Poisson, seguindo as referências [19, 26].

3.1 Difusão anômala

Um processo difusivo pode ser naturalmente classificado a partir do desloca-

mento médio quadrático, ou seja, o segundo momento de uma distribuição de

probabilidade. Essa distribuição é extráıda da solução da equação de difusão e,

para o caso usual, com condições iniciais apropriadas, é dada pela distribuição

Gaussiana.

De maneira geral, o segundo momento é proporcional a uma lei de potência

〈x2(t)〉 ∼ tα, se x é a posição da part́ıcula. Se α = 1, tem-se a difusão usual

tratada na Seção (2.1). Caso α 6= 1, o fenômeno difusivo é anômalo, podendo

ser subdifusivo para α < 1 e superdifusivo para α > 1 [37].

A teoria da difusão usual está embasada nas equações da continuidade e

Poisson e, a equação de difusão dada pela relação (2.9), é colocada aqui para o

caso unidimensional:

∂ρ

∂t
= D

∂2ρ

∂z2
. (3.1)

Em casos de difusão anômala [38, 39], a equação (3.1) deve ser generalizada,

substituindo a derivada temporal de primeira ordem por uma derivada fracionária

de ordem γ ∈ (0, 1), o que resulta na equação de difusão fracionária no tempo

de ordem γ:

∂γρ

∂tγ
= D

∂2ρ

∂z2
. (3.2)

A integral e a derivada que conhecemos do Cálculo tradicional são extre-

mamente importantes para a ciência, essenciais para compreender e estudar a

dinâmica de sistemas naturais e artificiais. Paralelamente, o cálculo fracionário é

um campo de estudo matemático que apresenta um conceito intimamente ligado

com a ideia do intermediário. Da mesma maneira que entre o número 0 e o

número 1 há uma infinidade de outros números, ou entre a cor branca e a cor

preta pode haver inúmeros tons de cinza, entre uma derivada de ordem 1 e uma

integral pode haver uma derivada de grau não inteiro.
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A derivada de uma função f(x) pode ser vista como sua taxa de variação,

lembrando, por exemplo, do conceito de velocidade como sendo a variação da

posição em relação ao tempo. Ou seja, a derivada em relação ao tempo da

posição de uma part́ıcula é a sua velocidade e, generalizando, representa o quão

devagar uma função cresce ou decresce. Por outro lado, a integral identifica a

área abaixo da curva da função f(x), equivalendo à soma cont́ınua de retângulos

com altura f(x) e largura da base infinitesimal dx. Em outras palavras, tem-se

a soma de valores de f(x), cada qual com seu peso dx. Ordem superiores podem

ser obtidas calculando a integral da integral ou derivada da derivada, n vezes,

correspodendo ao grau ou ordem n [40].

O cálculo fracionário tem sua origem em 1695, em uma carta escrita por

L’Hospital para Leibniz questionando o significado de dny/dxn quando n = 1/2.

Nos últimos dois séculos, diversas definições de derivadas e integrais fracionárias

foram propostas, dentre as quais podemos citar as definições de Riemann-Liouville,

Grunwald-Letnikov, Weyl, Fourier e Caputo. A mais conhecida delas, Riemann-

Liouville, tem um papel importante no desenvolvimento da teoria de deriva-

das e integrais fracionárias no aspecto puramente matemático, como soluções

de equações diferenciais, definições de novas classes de funções, somas de séries,

entre outros. Contudo, problemas aplicados necessitam de uma definição que

permite condições iniciais com interpretação f́ısica. Em resumo, os operadores

fracionários representam funções da memória sobre a história de um sistema f́ısico

[41].

O operador referente à derivada fracionária temporal da equação (3.2) é o

operador de Caputo, sendo dado por [19]

∂γ

∂tγ
Nα(z, t) =

1

Γ(k − γ)

∫ t

t0

dt′
N

(k)
α (z, t)

(t− t′)γ−k+1
, (3.3)

já considerando a densidade dos ı́ons positivos e negativos ρ = Nα(z, t).

Essa generalização também deve ser feita na equação de continuidade, o que

implica em

∂γ

∂tγ
Nα(z, t) = − ∂

∂z
jα(z, t) . (3.4)

O conceito de derivada fracionária de ordem distribúıda permite reescrever
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a equação (3.4), a fim de obter a equação de difusão fracionária no tempo de

ordem distribúıda [34]:

∫ 1

0

dγ τ(γ)
∂γ

∂tγ
Nα(z, t) = − ∂

∂z
jα , (3.5)

sendo τ(γ) uma função distribuição de γ, com

τ(γ) ≥ 0 e

∫ 1

0

dγ τ(γ) = 1 . (3.6)

O sistema é submetido a potenciais periódicos e, por esse motivo, considera-se

o caso em que t → ∞ na equação (3.3) para analisar a resposta do sistema. De

acordo com Santoro (2014), é importante destacar que, para γ 6= 1, a expressão

(3.5) permite a abordagem de vários regimes difusivos para os ı́ons presentes no

sistema, de acordo com a distruibuição τ(γ) escolhida para o operador fracionário.

Por exemplo, consegue-se reproduzir o processo difusivo usual tomando-se τ(γ) =

Aδ(γ−1), onde A tem dimensão de tempo e representa um tempo caracteŕıstico

[42, 43].

3.2 O Modelo

O modelo Poisson-Nernst-Planck com difusão anômala (PNPA) consiste em

resolver a equação de difusão (3.5), para a densidade Nα de ı́ons positivos, quando

α = p e negativos, caso α = m, juntamente com a equação de Poisson

∂2V

∂z2
= −q

ε
[Np(z, t)−Nm(z, t)] . (3.7)

O potencial elétrico da amostra é representado por V , e a mesma se encontra em

uma célula de espessura d, cujos eletrodos estão posicionados em z = ±d/2 de

um sistema de coordenadas cartesianas com z perpendicular aos eletrodos.

O coeficiente de difusão para os ı́ons é dado por D, que assume o mesmo

valor para ı́ons positivos e negativos de carga q. Aqui também usamos a hipótese

de igual mobilidade iônica para ı́ons positivos e negativos. Uma extensão para

o caso de mobilidades diferentes também pode ser feita. Assim, a densidade de

corrente permanece retratada pela relação
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jα(z, t) = −D
(

∂Nα

∂z
± qNα

KBT

∂V

∂t

)

, (3.8)

na qual a constante de Boltzmann e a temperatura absoluta são dadas, respec-

tivamente, por KB e T .

Todavia, a condição de contorno para a equação (3.8) será dada, neste modelo,

pela expressão

jα(z, t)|z=±
d

2

= ±
∫ t

−∞

dtK(t− t)
∂

∂t
Nα(z, t)

∣

∣

∣

∣

z=±
d

2

, (3.9)

que pode indicar um processo de adsorção-dessorção. Conforme explica Santoro

(2014), esse fato é ilustrado ao considerar K(t) = κe−t/τ , que resgata o fenômeno

governado por uma equação cinética correspondente a uma aproximação de Lang-

muir, como a descrita pela equação (2.21). Efeitos memória ou outros proces-

sos de relaxação podem ser retomados ao escolher um valor diferente de K(t)

[19, 44, 45].

Com as equações mencionadas e seguindo o desenvolvimento de Santoro,

Paula, Lenzi e Evangelista (2011), pode-se entender o mecanismo e a dinâmica

do sistema, escrevendo a equação de balanço

∂

∂t

∫ d/2

−d/2

dzΨ+(z, t)+

∫ t

−∞

dtK(t−t) d
dt

[

Ψ+

(

d

2
, t

)

+Ψ−

(

−d
2
, t

)]

= 0 , (3.10)

com Ψ±(z, t) = Np(z, t) ± Nm(z, t). As condições aqui usadas implicam que
∫ d/2

−d/2
dzΨ+(z, t) = constante.

A solução para as equações apresentadas e, consequentemente, a expressão

para a impedância elétrica, é obtida utilizando a aproximação linear, já introdu-

zida no Caṕıtulo [3], isto é,

Nα(z, t) = N + δnα(z, t) , (3.11)

com N ≫ δnα(z, t) e

Nα(z, t) = N , (3.12)
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para t = 0. Além disso, no estado estacionário, tem-se

δnα(z, t) = nα(z)e
iωt (3.13)

e

V (z, t) = φ(z)e iωt (3.14)

com

V

(

±d
2
, t

)

= ±
(

V0
2

)

e iωt . (3.15)

Substituindo essas relações nas equações (3.5), (3.7) e (3.9), obtém-se um con-

junto com quatro equações acopladas. Para desacoplá-las, podem ser introdu-

zidas as funções ψ+(z) = np(z) + nm(z) e ψ−(z) = np(z) − nm(z). O primeiro

conjunto, composto por duas equações, é dado por

d2

dz2
ψ±(z) = α2

±ψ±(z) , (3.16)

com

α2
−
=

1

λ2
+
F (iω)

D
e α2

+ =
F (iω)

D
, (3.17)

nas quais utiliza-se o comprimento de Debye

λ =

√

εKBT

2Nq2
, (3.18)

e a relação

F (iω) =

∫

∞

0

dγ τ(γ)(iω)γ . (3.19)

O outro conjunto de equações, em z = ±d/2, é escrito como

D
d

dz
ψ−(z) +

2qD

KBT
N
d

dz
φ(z) = ∓iωK(iω)ψ−(z) (3.20)

e

45



O Modelo 46

D
d

dz
ψ+(z) = ∓iωK(iω)ψ+(z) , (3.21)

sendo

K(iω) = e−iωt

∫ t

−∞

dtK(t− t)e iωt . (3.22)

As soluções para o primeiro par, (3.16), tem a forma

ψ±(z) = C±,1e
α±z + C±,2e

−α±z , (3.23)

e, devido à simetria do potencial, isto é, V (z, t) = −V (−z, t), as constantes

introduzidas acima relacionam-se por C−,1 = −C−,2, permitindo as relações

ψ−(z) = 2C−,1 senh(α−z) (3.24)

e

φ(z) = − 2q

εα2
C−,1 senh(α−z) + C̃z . (3.25)

As constantes C−,1 e C̃ são determinadas a partir do sistema de equações:

EC−,1 +
qNDα−C̃

KBT cosh(α−d/2)
= 0 (3.26)

e

− 2q

εα2
−

C−,1 senh

(

α−

d

2

)

+
d

2
C̃ =

V0
2
, (3.27)

com

E = F (iω) + iα−ωK(iω) tanh

(

α−

d

2

)

, (3.28)

que resulta da aplicação da condição de contorno para ψ−(z), a partir da equação

(3.20) e da condição imposta para o potencial em z = d/2, por exemplo.

Uma vez determinadas as constantes C−,1 e C̃, o potencial dado pela equação

(3.25) é utilizado em um procedimento análogo àquele adotado na Seção (2.5),

obtendo a impedância da amostra:
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Z =
2

iωεSα2
−

tanh(α−d/2)/(λ
2α−) + Ed/(2D)

1 +K(iω)(1 + iωλ2/D) tanh(α−d/2)/(λ2α−)
, (3.29)

em que S é a área da superf́ıcie dos eletrodos.

A impedância encontrada em (3.29) apresenta um perfil muito geral devido ao

Kernel K(t−t) em K(iω) e na condição de contorno para a densidade de corrente

mostrada em (3.9). Se, por exemplo, τ(γ) = δ(γ− 1) e K(t) = κe−t/τ , reproduz-

se o caso cujos fenômenos de adsorção-dessorção são agregados na análise através

de uma equação cinética de balanço nas superf́ıcies da amostra, como a equação

(2.21). Além disso, caso τ(γ) = δ(γ − 1) e K = 0, a forma usual para a im-

pedância, considerando os eletrodos bloqueantes, é recuperada, assim como ex-

plica Santoro (2014).

Para os exemplos ilustrados a seguir, considera-se uma célula eletroĺıtica de

espessura d = 25µm, preenchida com um ĺıquido isotrópico de permissividade

dielétrica ε = 6, 7ε0, sendo que a permissividade do vácuo é ε0 = 8, 854× 10−12

F/m. Os eletrodos tem a área da superf́ıcie dada por S = 2×10−4 m2, a densidade

dos ı́ons é N = 1, 2× 1020 m−3 e o coeficiente de difusão D = 8, 0× 10−11 m2/s.

Com esses valores, tem-se λ ≃ 1, 96× 10−7 m.

As figuras (3.1) e (3.2) mostram o comportamento da impedância para γ = 1,

e a dinâmica do sistema é analisada a partir de três escolhas de K(iω). A linha

sólida ➀ representa o caso em que K(iω) = 0, correspondendo à difusão usual na

presença de eletrodos perfeitamente bloqueantes. Para ➁, K(iω) = κτ/(1+ iωτ),

com κ = 10−6 m/s e τ = 0, 1 s, o que pode estar conectado a um processo de

adsorção-dessorção. A linha ➂ considera K(iω) = κτ/(iωτ)v, com κ = 10−3 m/s,

τ = 10−4 s e v = 0, 35. Esse caso mostra que o efeito da condição de contorno

para jα é produzir a difusão anômala, comportamento manifestado na figura

(3.2) pela inclinação comparada com a linha reta indicada por ✴, compat́ıvel

com −X ∝ f−0,6.

Nas figuras (3.3) e (3.4), considera-se a influência da equação de difusão

fracionária sobre a impedância, através de τ(γ) = τ1δ(γ − 1) + τγδ(γ − γ), que

corresponde a um processo difusivo caracterizado por dois regimes diferentes:

usual e anômalo. Também considera-se, nessa análise, K(iω) = κτ/(iωτ)v. A
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linha ➀ é a situação usual, κ = 0 e γ = 1. A linha ➁ condiz com difusão

fracionária no volume com κ = 0, τ1 = 0, 8 s, τγ = 0, 2 sγ e γ = 0, 25. Para a

linha ➂, κ = 5 × 10−6 m/s, τ = 0, 1 s, γ = 0, 25 e v = 0, 25, indicando uma

combinação de difusão anômala e efeitos de superf́ıcies. A situação indicada pela

linha ➃ mostra a predominância das condições de contorno sobre os efeitos da

derivada fracionária de ordem distribúıda. Nesse caso, considera-se a difusão

usual fazendo γ = 1, porém com os valores de κ, τ e v utilizados em ➂.

As figuras (3.5) e (3.6) também expressam a influência da difusão anômala so-

bre a impedância quando τ(γ) = τ1δ(γ−1)+τγδ(γ−γ), no entanto com condições

de contorno dadas por K(iω) = κτ/(1 + iωτ). Percebe-se que os efeitos no vo-

lume, ou seja, difusão fracionária, governam a parte real R da impedância no

limite de baixas frequências, enquanto que os efeitos das condições de contorno

são verificados devido à presença de um segundo platô na região de frequências

intermediárias. A parte imaginária X exibe o comportamento assintótico gover-

nado pelos limites usuais, e apenas a região de baixas frequências manifesta os

efeitos da derivada fracionária e das condições de contorno na interface.

Figura 3.1: Parte real (R) da impedância em função da frequência f . Reprodução
autorizada pelo autor (Santoro, 2014) [26].
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Figura 3.2: Parte imaginária (X ) da impedância em função da frequência f .
Reprodução autorizada pelo autor (Santoro, 2014) [26].

Os resultados mostram que é fundamental a escolha adequada das condições

de contorno para reproduzir o comportamento da impedância. Portanto, é ne-

cessário identificar os processos que ocorrem na interface do sistema analisando

quais teriam maior influência sobre o perfil da impedância ou se existe a predo-

minância dos efeitos da difusão anômala no volume da amostra.
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Figura 3.3: Parte real (R) da impedância em função da frequência f . Reprodução
autorizada pelo autor (Santoro, 2014) [26].

Figura 3.4: Parte imaginária (X ) da impedância em função da frequência f .
Reprodução autorizada pelo autor (Santoro, 2014) [26].
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Figura 3.5: Parte real (R) da impedância em função da frequência f . Reprodução
autorizada pelo autor (Santoro, 2014) [26].

Figura 3.6: Parte imaginária (X ) da impedância em função da frequência f .
Reprodução autorizada pelo autor (Santoro, 2014) [26].
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CAPÍTULO 4

O MODELO PNPA: CIRCUITOS

EQUIVALENTES E CPE

Os circuitos equivalentes e os modelos matemáticos são as duas frentes utili-

zadas para encontrar um valor teórico para a impedância elétrica de uma célula

eletroĺıtica. Dada a importância dessas duas abordagens, que foram discutidas

ao longo deste trabalho, o objetivo deste caṕıtulo é estabelecer uma conexão en-

tre as previsões do modelo Poisson-Nernst-Planck, PNPA, detalhado no Caṕıtulo

[3] e os circuitos equivalentes com modelos envolvendo CPEs. A correta inter-

pretação do espectro de impedância é obtida utilizando os elementos distribúıdos,

pois resistores e capacitores envolvem apenas propriedades ideais. [20].

4.1 Elementos distribúıdos

Construir um modelo matemático detalhado envolvendo todos os processos

f́ısicos e qúımicos de um sistema eletrodo-material, pode ser extremamente com-

plicado ou até mesmo inviável. Uma boa aproximação é considerar um cir-

cuito equivalente constitúıdo de resistores, capacitores e indutores. Esses ele-

mentos passivos tem significado dentro do modelo e correspondem a fenômenos

espećıficos. Resistores podem representar a condutividade do material no vo-
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lume ou reações qúımicas nos eletrodos. Capacitores e indutores são associados,

geralmente, a regiões com cargas polarizadas e com processos de adsorção nos

eletrodos [46].

A amostra do material em conjunto com os eletrodos forma a célula ele-

troĺıtica, a qual é sempre finita em extensão. Portanto, a resposta do sistema,

isto é, a impedância encontrada requer elementos de circuito distribúıdos, já que

se estendem sobre uma região finita do espaço, ao invés de estarem em pon-

tos localizados. Com isso, verifica-se que não é fact́ıvel expressar exatamente a

impedância apenas pela combinação de elementos passivos. Deste modo, o cir-

cuito equivalente também deve conter elementos distribúıdos para reproduzir o

espectro de impedância observado. A resposta elétrica exibe, geralmente, dois

tipos genéricos de resposta distribúıda, denominados elementos de fase constante

(CPE - Constant Phase Elements) e impedância de Warburg (ZW ) [47, 48].

Esta seção segue trazendo elementos de circuito espećıficos e o significado

f́ısico análogo dos mesmos.

Resistência da amostra

A resistência RS do material (eletrólito), associada ao fluxo de corrente, de-

pende da concentração e dos tipos de ı́ons, da temperatura e da geometria da

área em que a corrente é transportada, sendo dada através da equação

RS = ρ̃
l

A
, (4.1)

na qual ρ̃ é a resistividade do material, A é a seção transveral (área) do condutor,

o capacitor formado pelos eletrodos da célula eletroĺıtica, e l o seu comprimento.

Resistência de transferência de carga

O processo de troca de elétrons na interface do sistema acontece segundo

reações de óxido-redução: Ox+e− ⇄ Red, que geram densidade de corrente

na superf́ıcie. A resistência de transferência de carga Rct está associada com

a corrente estabelecida, cujo comportamento segue a equação de Butler-Volmer

dada por
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j = j0

[

eα(V−V )nF/(RT ) − e−(1−α)(V −V )nF/(RT )
]

, (4.2)

na qual j é a densidade de corrente na interface, j0 é a densidade de corrente de

troca, α é o coeficiente de transferência de carga, n é o número de elétrons, F é

a constante de Faraday, R é a constante universal dos gases, T é a temperatura

absoluta, V é o potencial aplicado no sistema e V é o potencial de equiĺıbrio [49].

impedância de Warburg

A difusão geralmente é representada por uma impedância de Warburg, ZW ,

primeiramente introduzida em termos de uma camada de difusão semi-infinita,

sendo encontrada a partir da solução da segunda lei de Fick e da equação de

difusão unidimensional [1]:

ZW =
AW√
iω
, (4.3)

em que AW representa o coeficiente de Warburg. Um exemplo de sua aplicação

é a difusão do átomo de oxigênio em um eletrodo, considerando o limite em que

este seja infinitamente espesso.

No entanto, situações f́ısicas reais não envolvem comprimentos infinitos, ape-

sar de o resultado ser utilizado com boa aproximação, e a impedância de Warburg

deve ser estendida para um valor que corresponda a comprimentos finitos, escrita

como

ZW0 = AW0
tanhZW

ZW
. (4.4)

A impedância de Warburg é frequentemente utilizada quando ı́ons de mesmo

sinal são bloqueados pelo eletrodo, enquanto o restante pode ser adsorvido, ge-

ralmente com mobilidade menor [50].

Capacitância da dupla camada

Quando um potencial elétrico é estabelecido através da célula eletroĺıtica, os

eletrodos adquirem cargas de sinais opostos e os ı́ons da amostra se distribuem,
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aproximando-se da superf́ıcie de carga contrária.

A capacitância da dupla camada, Cdl, é formada devido à separação de carga

na interface do sistema, dependendo do potencial aplicado, temperatura, con-

centração iônica e adsorção. Em outras palavras, a interface se comporta como

um capacitor e existem diversos modelos que explicam sua estrutura [51].

O conceito da existência da dupla camada em uma superf́ıcie eletrodo-eletrólito

apareceu em 1879 (Helmholtz), assumindo a existência de uma camada compacta

de ı́ons em contato com a superf́ıcie carregada. O próximo modelo, descrito por

Gouy e Chapman, envolve uma dupla camada difusiva, na qual os ı́ons acumu-

lados que obedecem a distruibuição de Boltzmann, estendem-se até uma certa

distância da interface. Em outros desenvolvimentos, Stern (1924) sugere que essa

interface inclua tanto a camada ŕıgida de Helmholtz quanto a difusa de Gouy e

Chapman [52].

Constant Phase Elements - CPE

Elementos de fase constante (CPE) são muito utilizados em circuitos elétricos

equivalentes para reproduzir dados experimentais de impedância, sendo parâmetros

de ajuste extremamente flex́ıveis.

O comportamento de um CPE está geralmente atribúıdo aos diversos proces-

sos eletroqúımicos presentes na interface, à não homogeneidade da superf́ıcie dos

eletrodos, que podem ser porosos ou rugosos, e às distribuições de correntes ou

potenciais associadas à geometria do eletrodo. Portanto, a contribuição de re-

sistências e capacitâncias varia de acordo com a posição do eletrodo em torno de

um valor médio. Macroscopicamente, a impedância encontrada considera apenas

este valor para o eletrodo como um todo. Consequentemente, em uma análise

microscópica, aparece uma distribuição de resistências e capacitâncias [1].

Além disso, um eletrodo é idealmente polarizado quando não há transferência

de carga através da interface com a amostra, exibindo um comportamento capa-

citivo ideal. Os defeitos presentes nos eletrodos modificam essa situação, criando

uma dependência da impedância com a frequência. Além disso, aparece o efeito

da polarização na interface, podendo ser definida como uma perturbação na

distruibuição de cargas, induzida pelo campo elétrico aplicado nessa região. A
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polarização não ocorre instantaneamente, e uma constante de tempo, o tempo

de relaxação, é associada ao processo [53, 54].

A origem dos CPEs está ligada a uma distribuição de tempos de relaxação ao

longo da superf́ıcie do eletrodo e a distribuição de resistências e capacitâncias.

Geralmente, ocorre a substituição de um elemento distribúıdo por um CPE para

melhor descrever o sistema, com a impedância sendo uma função emṕırica dada

por

ZCPE =
1

A0(iω)α
, (4.5)

onde A0 é uma constante de dimensão Fsα−1 e 0 ≤ α ≤ 1. Nota-se que α = 1

corresponde a um capacitor ideal com A0 = C, α = 1 descreve um resistor ideal

com A0 = R e α = −1 resulta em um indutor ideal com A0 = L. Consegue-se,

ainda, reproduzir uma impedância de Warburg considerando α = 0, 5 [55].

Em uma situação simplificada, o sistema se comporta de maneira semelhante

a uma associação em série da capacitância da dupla camada Cdl com a resistência

RS da amostra considerada. Essa situação, mostrada na figura (4.1 a), indica

uma configuração com eletrodos bloqueantes, sem movimentação de cargas na

interface.

Nessa circunstância, a associação em série pode ser estendida, ao acrescentar

elementos distribúıdos, conforme deseja-se considerar outros fenômenos a fim

de uma maior proximidade entre situações reais. Para uma grande classe de

sistemas, adiciona-se em paralelo com Cdl, uma impedância Zf , indicada pela

figura (4.1 b), representando os processos da superf́ıcie que, até então, não foram

apontados. Em alguns casos, essa impedância é dividida em uma resistência de

transferência de carga Rct em série com a impedância de Warburg ZW . Esse

circuito, mostrado na figura (4.1 c), é denominado modelo de Randles, o qual

inclui processos ocorridos na superf́ıcie, envolvendo a adsorção que pode culminar

em transferência de cargas influenciando em toda a dinâmica do problema. A

capacitância da dupla camada pode ser substitúıda por CPE para considerar a

distruibuição dos tempos de relaxação.
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Figura 4.1: Circuitos elétricos equivalentes: (a) célula eletroĺıtica com eletrodos
bloqueantes; (b) fenômenos gerais na superf́ıcie dos eletrodos; (c) modelo de
Randles. Reprodução autorizada pelo autor (Santoro, 2014) [26].

4.2 O Modelo

Uma análise cuidadosa é necessária quando circuitos equivalentes são utiliza-

dos. Uma escolha incorreta dos mesmos, pode levar a conclusões erradas sobre

os processos que ocorrem na célula eletroĺıtica. Além disso, é posśıvel rearranjar

os elementos do circuito de diversas maneiras distintas, obtendo o mesmo valor

de impedância. Essa ambiguidade pode ser desfeita levando em consideração

a intuição f́ısica, que deve ser empregada juntamente com mais dados e mais

experimentos, para a correta representação de um certo processo f́ısico.

Primeiramente, é importante sintetizar o caminho seguido até este caṕıtulo,

cujo objetivo é a conexão entre a resposta elétrica de uma célula eletroĺıtica,

obtida através do modelo difusivo anômalo PNPA e os circuitos equivalentes,

contendo elementos de fase constante (CPEs). A análise é feita para estabelecer

a reprodução dos efeitos de superf́ıcie, que aparecem em eletrodos não ideais,

através da presença dos CPEs nos circuitos considerados.

A espectroscopia de impedância caracteriza as propriedades elétricas dos ma-

teriais e pode ser utilizada na investigação da dinâmica dos ı́ons presentes tanto

no material, como na superf́ıcie dos eletrodos. Para uma descrição teórica, os

modelos analisam os dados com base em uma equação de difusão para os ı́ons,

juntamente com a equação de Poisson para o potencial elétrico. Esse cenário

é detalhado no modelo clássico de Poisson-Nernst-Planck. Todavia, ainda não
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é posśıvel definir exatemente o comportamento dos ı́ons, o qual não é total-

mente descrito pelo modelo usual. Assim, o modelo anômalo generaliza a im-

pedância elétrica através do cálculo fracionário, conectando a difusão anômala

com a equação de Poisson, trazendo uma nova perspectiva para a análise expe-

rimental.

Por outro lado, Lenzi, Paula, Silva e Evangelista (2013) afirmam que esses

efeitos não usuais, presentes na interface da célula eletroĺıtica, podem ser descri-

tos por um CPE, em um circuito equivalente, no contexto da resposta elétrica.

Para estabelecer, então, a conexão desejada, considera-se a impedância encon-

trada no modelo PNPA, assumindo que o potencial elétrico periódico aplicado

tenha uma amplitude baixa. Portanto, a impedância é analisada no limite de

baixa frequência, ou seja, a equação (3.29) é modificada quando o termo F (iω)

vai a zero, alterando as funções α− e E levando a

ZPNPA ≈ 2λ2

εS

1

iω[λ+K(iω)]
+

λ2d

εSD
. (4.6)

A escolha γ = 1 simplifica a análise da resposta elétrica, estabelecendo ape-

nas um regime difusivo, que conecta os efeitos de volume com associações mais

diretas entre elementos resistivos e capacitivos, como ilustrado na figura (4.2).

Essas caracteŕısticas são esperadas para condições de contorno não bloqueantes,

e a resposta elétrica é, essencialmente, governada por termos de superf́ıcie res-

ponsáveis pela difusão anômala. Portanto, dependendo do sistema f́ısico, apenas

termos de derivadas fracionárias temporais pode não ser suficiente para obter

um comportamento consistente, para que a resposta elétrica reproduza os dados

experimentais.

Além disso, os efeitos da superf́ıcie são indicados por ZS, que representa um

elemento arbitrário ou uma associação de elementos. Consequentemente, é im-

portante saber como ZS está conectado com K(iω), já que esta quantidade indica

a condição de contorno para a densidade de corrente, relacionando a mesma com

processos de adsorção ou, até mesmo, a utilização de eletrodos bloqueantes. Uma

vez identificadas as propriedades na interface, é posśıvel verificar a que elemento

a impedância ZS se refere.

A informação necessária sobre a superf́ıcie dos eletrodos é obtida a partir de Z.

Analisando essa quantidade no limite de baixa frequência, dado por (4.6), nota-se
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que Z ∼ 1/(iω)δ, com 0 < δ < 1. Esse comportamento pode estar relacionado à

rugosidade da interface e, consequentemente, com a dimensão fractal da mesma,

com δ se aproximando de 1 conforme a superf́ıcie vai se tornando infinitamente

suave.

A partir das considerações já feitas, o comportamento da impedância pode

ser obtido a partir de uma escolha apropriada para o kernel presente na equação

(3.9), dependendo das condições de contorno que indicam a maneira como a

interface influencia o sistema. Por esse aspecto, a não homogeneidade dos ele-

trodos também pode guiar a escolha adequada para o kernel, descrevendo assim,

a impedância experimental.

O circuito da figura (4.2) tem impedância dada por

ZC =
R

1 + iωRC + ZS , (4.7)

que, quando se compara com ZPNPA no limite de baixa frequência, encontra-se

ZS ≈ 2λ2

εS

1

iω[λ+K(iω)]
, (4.8)

onde R = λ2d/(εSD), relacionando efeitos de volume com a primeira parte do

circuito. A equação (4.8) conecta os efeitos de superf́ıcie dados por K(iω) com o

elemento ZS. Consequentemente, para cada escolha de K(iω), é posśıvel procurar

um elemento ou uma associação de elementos com comportamento equivalente

para a impedância.

Uma situação comum é considerar os eletrodos perfeitamente bloqueantes, ou

seja, K(iω) = 0, o que corresponde a um elemento capacitivo. Essa conclusão

pode ser vista através da equação (4.5) com α = 1. Outras escolhas levam a

processos f́ısicos conectados a diferentes efeitos de superf́ıcie e, deste modo, a

diferentes elementos que contribuem para ZS.

Sendo assim, as condições de contorno utilizadas no desenvolvimento de mo-

delo PNPA podem ser relacionadas com um CPE, a partir da equação (4.8),

trazendo a conexão esperada entre essas duas frentes. Para isso, reescreve-se

(4.8) como

1

ZS
≈ εS

2λ
iω +

εS

2λ2
iωK(iω) , (4.9)
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Figura 4.2: Ilustração de um circuito no qual a primeira parte é uma associação
em paralelo entre uma resistência R e uma capacitância C. A segunda parte
é um elemento arbitrário ZS, ou uma associação de elementos conectados com
efeitos de superf́ıcie [20].

implicando uma associação paralela entre um capacitor e um CPE. A escolha de

K(iω) é feita para associar os efeitos da difusão anômala com a representação de

ZS. Portanto, tem-se K(iω) = κτ/(iωτ)ζ .

De fato, ZS pode ser identificado como

1

ZS
≈ 1

Z1
+

1

Z2
, (4.10)

em que
1

Z1
=
εS

2λ
iω e

1

Z2
=

εS

2λ2
κ(iωτ)1−ζ , (4.11)

representando a associação mostrada na figura (4.3), entre um elemento capaci-

tivo Z1 e um CPE Z2, com

Z1 =
1

iωC1
e Z2 =

1

(iω)1−ζ C2
, (4.12)

se C1 = εS/(2λ) e C2 = C1κτ
1−ζ/λ.

Outra posśıvel escolha é admitir

K(iω) =
κ1τ1

(iωτ1)ζ1
+

κ2τ2
(iωτ2)ζ2

(4.13)
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Figura 4.3: Elementos de cicuito que formam ZS, necessários para estabelecer a
conexão com o modelo PNPA no limite de baixas frequências, quando K(iω) =
κτ/(iωτ)ζ [20].

Figura 4.4: Elementos de cicuito que formam ZS, necessários para estabelecer a
conexão com o modelo PNPA no limite de baixas frequências, quando K(iω) =
κ1τ1/(iωτ1)

ζ1 + κ2τ2/(iωτ2)
ζ2 [20].
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que implica

1

ZS
≈ εS

2λ
iω +

εS

2λ2
κ1τ1(iωτ1)

1−ζ1 +
εS

2λ2
κ2τ2(iωτ2)

1−ζ2 , (4.14)

com o primeiro, segundo e terceiro termos representando 1/Z1, 1/Z2 e 1/Z3,

respectivamente, sendo Z1 um capacitor e Z2 e Z3 CPEs, representados pela

figura (4.4). Os valores correspondentes são dados por

Z1 =
1

iωC1
, Z2 =

1

(iω)1−ζ1 C2
e Z3 =

1

(iω)1−ζ2 C3
, (4.15)

se C1 = εS/(2λ), C2 = κ1τ
1−ζ1
1 /λC1 e C3 = κ2τ

1−ζ2
2 /λC1.

As figura (4.5) e (4.6) ilustram os resultados para o modelo Poisson-Nernst-

Planck com difusão anômala (PNPA) e o circuito equivalente que surge a partir

da conexão estabelecida na equação (4.9). Considera-se K(iω) = κτ/(iωτ)ζ com

os parâmetros dados por κ = 10−6 m, τ = 10−3 s, d = 37 × 10−6 m, ζ = 0, 287,

λ = 8, 6 × 10−8 m, D = 4 × 10−12 m2/s, S = 10−4 m2 e ε = 7, 5ε0. Esse caso

apresenta uma boa concordância entre os modelos PNPA e circuitos equivalentes,

quando a equação (4.8) é utilizada.
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Figura 4.5: Comportamento da parte real R da impedância elétrica para o mo-
delo PNPA, e o circuito equivalente associado, considerando a equação (4.8) [20].
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Figura 4.6: Comportamento da parte imaginária X da impedância elétrica para
o modelo PNPA, e o circuito equivalente associado, considerando a equação (4.8)
[20].
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Para complementar a conexão entre os modelos, proposta neste caṕıtulo,

considera-se um cenário experimental com dados obtidos por uma célula ele-

troĺıtica de sal (hidrato de cloreto de cádmio - CdCl2H2O) dissolvido em água

Milli-Q, que consiste em um tipo de água caracterizada por apresentar um alto

ńıvel de pureza (< 1 part́ıcula/mL) permitindo o trabalho direto sobre os ı́ons

provenientes da água, isto é, H+ e OH− [56]. A concordância observada entre

os modelos, mostrada na figura (4.5), é também verificada para os dados expe-

rimentais segundo a figura (4.8), utilizando a equação (3.29) com os parâmetros

obtidos pelo método ”Otimização por enxame de part́ıculas”, o qual ajusta as

partes real e imaginária da impedância simultaneamente com os dados experi-

mentais [57, 58]. Os parâmetros são: S = 3, 14×10−4 m2, ε = 80, 03ε0, γ = 0, 95,

A = 0, 98, B = 0, 02, D = 3, 05 × 10−9 m2/s, d = 10−3 m, κ1 = 8, 67 × 10−5

m/s, κ2 = 6, 24× 10−7 m/s, λ = 2, 80× 10−8 m, τ = 1, 64× 10−3 s, ζ1 = 0, 158 e

ζ2 = 0, 899.
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Figura 4.7: Comportamento dos dados experimentais com as previsões do modelo
proposto, para a parte real R da impedância [20].
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Figura 4.8: Comportamento dos dados experimentais com as previsões do modelo
proposto, para a parte imaginária X da impedância [20].
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CONCLUSÕES

Esta tese apresentou um conjunto de resultados e procedimentos utilizados

na investigação da resposta elétrica de uma célula eletroĺıtica, considerando,

primeiramente, a abordagem de Poisson-Nernst-Planck (PNP). Nesse contexto,

a evolução temporal das cargas móveis é governada pela equação de difusão,

enquanto o potencial elétrico efetivo da amostra do material que está sendo in-

vestigado é determinado pela equação de Poisson. Essas cargas apresentam mo-

bilidades iguais e o meio considerado é limitado por eletrodos bloqueantes. Um

próximo passo, que melhor retrata a impedância encontrada experimentalmente,

seria formular a teoria incorporando fenômenos de adsorção seletiva dos ı́ons,

além de considerar cargas com diferentes mobilidades apresentando associação

e dissociação iônica. Nesse contexto, investigou-se a impedância considerando

a difusão dos ı́ons por meio de uma equação de difusão fracionária de ordem

distribúıda, onde tem-se uma condição de contorno expressa por uma equação

ı́ntegro-diferencial, o que remete ao modelo Poisson-Nernst-Planck com difusão

anômala (PNPA). Os resultados mostram que, no limite de baixa frequência,

o comportamento da parte real da impedância é influenciado essencialmente

pela equação de difusão, enquanto os processos ocorridos devido as condições

de contorno dependem da escolha de K(iω). Os regimes difusivos dos ı́ons da

amostra tem direta influência na resposta elétrica do sistema e, seus aspectos

dinâmicos providenciam um importante v́ınculo entre a impedância experimen-

tal e a descrição teórica. Por outro lado, estabeleceu-se uma conexão entre o
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modelo PNPA e o modelo dos circuitos equivalentes com os elementos de fase

constantes (CPEs), na qual os efeitos de superf́ıcie exibem um papel importante

para a resposta elétrica da célula eletroĺıtica. Também considerando o limite

de baixa frequência, comparou-se as expressões obtidas pelo PNPA com uma

encontrada através de um ciruito com uma componente arbitrária ZS. Essa

comparação tem como consequência a conexão entre K(iω) e ZS. Com os resul-

tados, pode-se concluir que o efeito de um CPE em um circuito equivalente pode

ser representado por algum termo apropriado na condição de contorno do modelo

PNP ou PNPA, suprindo a necessidade de descrever fenômenos não usuais nas

interfaces.
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Anômala. Dissertação de Mestrado - Universidade Estadual de Maringá,
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