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RESUMO

A conexao entre a resposta obtida pela espectroscopia de impedancia, nos ter-
mos do modelo difusivo andémalo Poisson-Nernst-Planck (PNPA) e dos circuitos
equivalentes, que contém elementos de fase constante (CPEs), é estabelecida para
uma célula eletrolitica. Na presenca de uma corrente elétrica, este dispositivo di-
reciona uma reagao nao espontanea (eletrdlise) para promover a condugao idnica
através da célula, tendo grande importancia industrial na separacao de ions,
como a producao de aluminio. A andlise é feita no limite de baixa frequéncia
para evidenciar os efeitos de superficie, explorando a maneira pela qual os mes-
mos sao conectados devido a presenca dos CPEs no circuito. Mostra-se que,
dependendo da escolha do circuito equivalente, a acao desses elementos pode
ser a mesma obtida através das condigoes de contorno integro-diferenciais que
descrevem processos difusivos anomalos. Para isso, a resposta elétrica de uma
célula eletrolitica, na qual a difusao dos ions da amostra é governada por uma
equacao de difusao fracionaria de ordem distribuida, é analisada, além da teoria e
conceitos fundamentais sobre a espectroscopia de impedancia e o modelo difusivo
usual Poisson-Nernst-Planck (PNP).



ABSTRACT

A connection between the impedance spectroscopy response of an anomalous
Poisson-Nernst-Planck (PNPA) diffusional model and of equivalent circuits con-
taining constant phase elements (CPEs) is established for a typical electrolytic
cell. In the presence of an electrical current, this device directs a nonspontane-
ous reaction (electrolysis) to promote the ionic conduction through the cell, with
considerable industrial importance as the aluminum production. The analysis is
carried out in the limit of low frequency in order to highlight the surface effects
and to explore how they can be connected to the presence of CPEs in the circuit.
It shows that, depending on the choice of the equivalent circuit, the action of
these elements can be the same as the one obtained using integro-differential
boundary conditions to describe anomalous diffusive process. The electrical res-
ponse of an electrolytic cell in which the diffusion of mobile ions in the bulk is
governed by a fractional diffusion equation of distributed order is analyzed, be-
sides the theory and fundamentals concepts of impedance spectroscopy and the

usual Poisson-Nernst-Planck (PNP) diffusional model.
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INTRODUCAO

A espectroscopia de impedancia (EI) é, basicamente, a medida da impedancia,
admitancia, ou alguma outra quantidade relacionada, em funcao da frequéncia,
sendo um método eficaz utilizado para a caracterizagao de propriedades elétricas
de materiais [1, 2, 3]. Esta técnica tornou-se uma ferramenta analitica popu-
lar na pesquisa e desenvolvimento de trabalhos associados a EI, ja que envolve
medidas elétricas relativamente simples. Os processos que podem ser definidos
pela espectroscopia de impedancia dependem do tipo de material que esta sendo
investigado. A conducao ionica é predominante em materiais condutores, en-
quanto os dielétricos apresentam orientagao dos dipolos elétricos [4]. Em sélidos
policristalinos, surge uma polarizacao devido a baixa condutividade presente nos
defeitos da interface, quando comparada com a condutividade do material.

A contribuicao da EI vem crescendo em areas como a Medicina e Biologia,
em experimentos que visam detectar doencas em células parasitadas. Assim, é
possivel realizar estudos de substancias em células vivas para combater o para-
sita em questao [5, 6]. Uma outra aplicagao de grande importancia é o estudo da
corrosao nos metais, a partir da andlise dos inibidores de corrosao. A eficiéncia
destes é medida através da espectroscopia de impedancia, pelo aumento da re-
sisténcia de transferéncia de carga que ocorre devido ao aumento da concentragao
de inibidores, facilitando a comparacgao entre diferentes agentes anticorrosivos

[7, 8, 9]. O efeito da corrosao em metais pode ser estendido para outros mate-
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Introducao 7

riais como ceramicas, plasticos, borracha e outros, para entender procedimentos
como a deterioracao da tinta e da borracha quando expostas a luz solar ou a pro-
dutos quimicos. Portanto, a EI pode ser utilizada para estudar o revestimento
de materiais diversos, causando impacto ambiental e economico [10, 11, 12].

Considerando um sistema composto pelo material mais os eletrodos, os da-
dos obtidos com a espectroscopia de impedancia podem ser analisados por meio
de um modelo matematico baseado na teoria dos processos eletroquimicos pre-
sentes no problema, resultando em um valor de impedancia. Basicamente, esse
modelo tedrico descreve o transporte de particulas méveis por meio de equacoes
diferenciais, sujeitas a condigoes de contorno especificas devido a transferéncia
de cargas na superficie. Por outro lado, o sistema pode ser representado por
um circuito equivalente que também encontra um valor de impedancia. Nesse
caso, os elementos passivos que formam o circuito, isto é, resistores, capacitores
e indutores, com propriedades elétricas bem definidas, representam os fenomenos
presentes na célula eletrolitica mediante associagoes bem estabelecidas. Em am-
bos os casos, os parametros estimados sao comparados com aqueles obtidos no
experimento [13].

Os processos eletroquimicos sao, em geral, nao lineares, significando que eles
nao podem ser descritos por equacoes diferenciais lineares ou expressos em termos
dos elementos elétricos. Apesar dessa limitacao, os métodos citados podem ser
aplicados caso a voltagem aplicada seja pequena, com a amplitude menor que
a voltagem térmica KpT'/q, compondo um sistema linear permitindo a anédlise
em intervalos de baixas frequéncias. Assim, a relacao entre voltagem e corrente
torna-se similar a lei de Ohm.

Inicia-se este trabalho considerando um modelo simplificado para exemplifi-
car apenas caracteristicas essenciais de uma situagao real, denominado Poisson-
Nernst-Planck (PNP). Os fons contribuem para a corrente elétrica e, desse modo,
para a impedancia elétrica, a partir da aplicacao de um campo elétrico ex-
terno. Esse cendrio possibilita a aproximacao do continuo, a qual dispoe de
duas equacoes fundamentais que devem ser resolvidas, sendo elas a equacao da
continuidade, para as cargas positivas e negativas, e a equacao de Poisson que
determina o perfil do campo elétrico no interior da amostra. As hipéteses empre-

gadas para a formulagao do modelo PNP consistem em: eletrodos completamente



Introducao 8

bloqueantes, nao admitindo adsorsao seletiva dos ions, os quais possuem a mesma
mobilidade, difundindo-se com o mesmo coeficiente de difusao [14, 15, 16]. No
entanto, muitos dados experimentais nao sao, de fato, reproduzidos a partir do
valor de impedancia obtido nessas circunstancias. Assim, é necessdrio construir
um modelo mais completo, o qual descreve todas as caracteristicas relevantes a
um sistema real.

Primeiramente, pode-se identificar a importancia do fenémeno de combinacao
e recombinacao dos ions, considerando, também, coeficientes de difusao diferentes
para os ions positivos e negativos [17]. Um passo importante foi considerar o
fenomeno da adsorgao, governado por uma equacao cinética na interface, que
pode significar reagoes quimicas [18]. Nesse contexto, a difusao anémala tem
sido introduzida no desenvolvimento de véarios modelos para melhor interpretar
os resultados de impedancia. Assim, a difusao de fons é governada por uma
equacao de difusao fracionaria no tempo de ordem distribuida e as condicoes
de contorno sao descritas por uma equacao integro-diferencial que controla a
cinética na superficie da amostra. Essas condigbes incorporam, em especial,
um Kernel devidamente escolhido para abranger os casos cujo formalismo usual
com eletrodos bloqueantes nao envolve. Com isso introduz-se o modelo Poisson-
Nernst-Planck com difusdo anémala, conhecido como PNPA [19]. O principal
objetivo e resultado apresentado nesta tese refere-se a conexao entre o modelo
PNPA e os circuitos equivalentes, com a presenga do elemento distribuido CPE
(CPE - Constant Phase Elements) [20].

Esta tese esta dividida de modo que os conceitos basicos da espectroscopia
de impedancia sejam introduzidos no primeiro capitulo, a fim de facilitar a com-
preensao dos fenomenos e procedimentos envolvidos na construcao dos modelos
apresentados. O segundo capitulo expoe os processos que ocorrem em uma célula
eletrolitica comparando com os elementos de circuito elétrico associados. Com
isso, é possivel identificar os fendmenos com os circuitos equivalentes adequados.
Assim, o modelo Poisson-Nernst-Planck (PNP) usual é desenvolvido em detalhes,
seguido do PNPA que considera a difusao anomala, descrito no terceiro capitulo.

Para finalizar, o quarto capitulo mostra a conexao dos circuitos equivalentes com
o modelo PNPA.



CAPITULO 1

CONCEITOS FUNDAMENTAIS

O conceito de impedancia elétrica foi introduzido por Oliver Heaviside em
1880, sendo, em seguida, desenvolvido em termos de diagramas vetoriais da re-
presentacao completa por Arthur Edwin Kennelly e Charles Proteus Steinmetz
[21]. Heaviside também fundamentou a base da espectroscopia de impedancia,
aplicando as transformagcoes de Laplace a resposta obtida em um circuito elétrico
a partir da voltagem ou corrente aplicada.

A resisténcia elétrica, caracteristica natural dos materiais, é analisada através
dos resistores em um circuito elétrico de corrente continua, representando a re-
sisténcia a passagem de corrente elétrica. Esse conceito deve ser estendido ao
analisar um circuito de corrente alternada, uma vez que capacitores e indutores
oferecem resisténcia a passagem de uma corrente variavel no tempo, a qual é
denominada de reatancia. Resisténcias e reatancias definem a impedancia do
sistema [22].

A técnica da espectroscopia de impedancia (EI) consiste, sobretudo, em de-
terminar experimentalmente a impedancia de um dado sistema. Por conseguinte,
este capitulo apresenta conceitos fundamentais que sao associados a mesma, tteis

para o desenvolvimento tedrico apresentado posteriormente.



Impedancia elétrica 10

Cal

Im {Z} ,

Zu ________________________

0 7 Re {7}

Figura 1.1: Impedancia Z no plano complexo.

1.1 Impedancia elétrica

A impedancia Z, dada em ohms (£2) no Sistema Internacional (SI), é uma
quantidade complexa que caracteriza um circuito elétrico e reflete a oposicao
total imposta a passagem da corrente alternada e a defasagem entre a voltagem
e a corrente, sendo expressa por Z = Z' + iZ"”. O ntmero imagindrio i =
v/—1 = e™/? indica uma rotacio de 7/2 no sentido anti-horario relativo ao eixo
x. Portanto, a parte real e a imaginaria de Z estao na direcao dos eixos x e ¥,
respectivamente [23]. Mediante a figura (1.1), as coordenadas retangulares da

impedancia sao

Re{Z} =7 =|Z|cos§ e Im{Z}=2Z"=|Z|senb, (1.1)

com o angulo de fase
Z//
0 = arctan (?) : (1.2)

10



Circuito de corrente alternada 11

e modulo

2] = V(2) +(2")2. (1.3)

A forma polar é escrita como

Z =12, (1.4)

podendo facilmente ser convertida em (1.1) através da relagao de Euler e? =

cosf +isend.

Esses valores sao detectados pela espectroscopia de impedancia (EI), técnica
extremamente 1til usada na caracterizacao do comportamento eletroquimico de
materiais solidos ou liquidos, que podem ser i6nicos, semicondutores ou dielétricos.
As medidas sao realizadas em células eletroliticas, constituidas por dois eletrodos
idénticos que englobam a amostra, formando um capacitor.

O procedimento geral consiste na aplicagdo de uma pequena perturbacao (po-
tencial ou corrente elétrica) aos eletrodos, observando a possivel diferenga de fase
e amplitude na resposta resultante. Esses valores possibilitam a obtencao do es-
pectro de impedancia para o sistema formado pelos eletrodos com a amostra,
viabilizando o estudo de duas categorias de parametros: os pertinentes ao ma-
terial em si, como condutividade, constante dielétrica, mobilidade ionica; e os
pertinentes a interface da amostra com o eletrodo, como transferéncia de carga

e taxas de adsorgao [24, 25].

1.2 Circuito de corrente alternada

Para considerar, entao, amplitudes e diferencas de fase, é conveniente a uti-
lizagao de fasores no tratamento de circuitos envolvendo corrente alternada. Os
elementos de circuito serao abordados separadamente, definindo os valores de
impedancia associados.

Primeiramente, a corrente i(t) = I,, cos(wt + ) percorre um ciruito con-
tendo apenas um resistor de resisténcia R. Através da lei de Ohm, calcula-se a

voltagem:

11



Circuito de corrente alternada 12

v(t) = i(t)R = R1,, cos(wt +6) . (1.5)

Pela notacao de fasores, a corrente ja mencionada pode ser escrita na forma

i(t) = Re {I,, "9} = Re {Ie™!}, (1.6)

sendo I = I, e™. Analogamente, para uma voltagem dada por v(t) = Vp, cos(wit+
0), o fasor correspondente é dado por V =V, e Portanto, é possivel reescrever

a equacao (1.5) obtendo

V="RI, (1.7)

ou seja, corrente e voltagem estao em fase.
Trocando o resistor por um capacitor de capacitancia C, a voltagem v(t) =
Vi cos(wt 4 0) é aplicada resultando na corrente
du(t
i(t) :C% = —wCVy,sen(wt +0), (1.8)

a qual, utilizando a identidade trigonométrica apropriada, pode ser escrita como

i(t) =wCVy, Cos(wt+0+g) = Re {iwCVe™}. (1.9)
Comparando com a equagao (1.6), a relacdo entre corrente e voltagem é dada
por
o g (1.10)
-~ jwC '

mostrando que a corrente estd adiantada de 7/2 em relagao a voltagem no capa-
citor.
Finalmente, se houver apenas um indutor de indutancia L, calcula-se a vol-

tagem a partir da corrente i(t) = I,,, cos(wt + ) :

di(t)
dt

que a partir do mesmo procedimento adotado anteriormente, obtém-se a relacao

v(t) =L

= wLll,, sen(wt +0), (1.11)

12



Circuito de corrente alternada 13

V =iwll, (1.12)

porém com a corrente atrasada de /2 em relacao a voltagem no indutor.
A lei de Ohm geral para a impedancia Z ¢ deduzida a partir de (1.7), (1.10)
e (1.12) como

V=121, (1.13)
que separadamente traz a impedancia do resistor, capacitor e indutor, respecti-

vamente:

B 1
- wC

Dessa forma, nota-se que em um circuito puramente resistivo, o qual apresenta

ZR:R, Zc (S ZL =iwl . (114)

a diferenga de fase nula, a impedancia corresponde ao valor da resisténcia (parte
real). A parte imaginéria diz respeito as reatancias indutiva (X) e capacitiva
(Xc), dadas por
1
‘Z£| :Xﬁzwﬁ (S |ZC‘ :XC:—, (115)
wC
definindo por conseguinte, a relacao Z = R+iX, se X compreende uma reatancia
equivalente.
Ao invés de analisar a impedancia de um sistema, é comum utilizar sua funcao
inversa, a admitancia Y, que representa a razao entre o fasor corrente e o fasor

voltagem:

Y=—=—, 1.16
= (1.16)

sendo facilmente obtida a partir das equagoes mostradas em (1.14).

Como a admitancia é uma quantidade complexa, escreve-se

Y=Y +Y"=G+iB, (1.17)

em que Re {Y'} = G é denominada condutancia e Im {Y'} = B é conhecida como

susceptancia.

13



Circuito de corrente alternada 14

Da relacao entre impedancia e admitancia como nimeros complexos, tem-se

Q+i32m’ (1.18)
que deve ser racionalizada para
. Ay

Portanto, as partes real e imaginaria da funcao admitancia serao dadas por

Z/ Z//
das quais conclui-se que G = 1/Z’ somente quando Z” = 0, isto é, em circuitos
puramente resistivos.
Os elementos passivos de um circuito elétrico podem se combinar de diversas
maneiras. Para n elementos em série, a impedancia equivalente da associacao é

dada pela soma das impedancias individuais, ou seja,

Z2=7J1+2y+ ..+ 2Z,. (1.21)

Do mesmo modo, a admitancia para esses n elementos associados em paralelo é

escrita como

Y=Y1+Yo+..+Y,. (1.22)

Para exemplificar a associacao de elementos passivos, considera-se o circuito
exposto na figura (1.2), a fim de encontrar a impedancia do sistema relacionado.
A impedancia equivalente é obtida empregando as regras de associacao de

impedancias, segundo a expressao [22]:

1
Z=Ri+——"— 1.23
1+1/R2+iwC1’ ( )
a qual deve ser racionalizada para obter
_R1+R2+R1<MR2C1)2_Z, ngCl (124)
a 1+<WR2C1)2 1+<WR261)2 ) )

14
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R

VAN

v(t) GD Ry ¢

Figura 1.2: Circuito com uma resisténcia R, em paralelo com a capacitancia C;
e, posteriormente, em série com a resisténcia R; [26].

Este circuito tem como frequéncia caracteristica o valor w, = 1/RyCy, a
qual corresponde a frequéncia de Z” que apresenta um extremo, que neste caso
condiz com um valor de minimo. Além do mais, é importante analisar os limites
da equacao (1.24), isto é, quando w = 0, a impedancia é dada por Z = R; + Ra,
e se w — 00, tem-se Z — R;.

Um valor de impedancia equivalente nao significa que apenas um circuito é
capaz de produzi-la. De fato, para valores especificos de R,, R; e C., o circuito
apresentado na figura (1.3) exibe o mesmo valor de impedancia equivalente obtida
através do primeiro circuito considerado. Assim sendo, calcula-se a admitancia
do circuito (1.3):

1 1
TR, TRy 1/(wC)

A equagao (1.25) é reescrita a partir da relacdo Z = 1/Y, tornando-se

Ys

(1.25)

9 2
_ RaRb<Ra + Rb)(w CC) + Ra —i MR“ Cc (1.26)

Z i
5 1+ [wCe(Ra + Ry)2 1+ [wC(Ru + Ry)?

Para que essa impedancia seja andloga a impedancia apresentada pelo circuito

da figura (1.2), deve-se considerar as correspondéncias

15



Circuito de corrente alternada 16

Rh

o(t) G,) .

Figura 1.3: Circuito com a resisténcia R, em série com a capacitancia C,., asso-
ciando o resultado em paralelo com a resisténcia R, [26].

7=27 e Z'=27ZI, (1.27)

nas quais Z' e Z” sao encontradas através da relacao (1.24). E necessério con-
siderar outra condicao para que seja possivel determinar os valores de R,, R; e
C., visto que existem apenas duas equacoes.

Averiguando o circuito da figura (1.2), foi demonstrado que, para w = 0,
Z = R1+Rs. Essa mesma condigao indica que o circuito da figura (1.3) apresenta
impedancia Zg = R,. Portanto, paraw = 0, obtém-se R, = R1+Rs, diminuindo
para duas incégnitas a serem investigadas juntamente com as relacoes dadas em
(1.27). A solucao ¢ dada por

Ry R\
Rb R1 < + RQ) (S CC C1 < + RQ) ( 8)

Deste modo, conclui-se que é fundamental a realizacao de experimentos com-
plementares para encontrar o valor da impedancia, para assegurar a escolha do
circuito equivalente mais adequado para representa-la.

Além disso, um dos aspectos mais atrativos da espectroscopia de impedancia,
como ferramenta de investigacao de propriedades eletroquimicas de materiais e

sistemas, é a correlacao direta existente entre o comportamento de um sistema

16



Circuito de corrente alternada 17

real e aquele idealizado por um circuito com componentes elétricos discretos.
Esses componentes representam os processos fisicos do sistema a ser investigado.
Por este motivo, é importante expor em detalhes os fenomenos da difusao e
adsorcao para, posteriormente, definir e discutir a analogia entre os elementos de

circuito elétrico e os processos eletroquimicos que ocorrem na célula eletrolitica.

17



CAPITULO 2

O MODELO CLASSICO DE
POISSON-NERNST-PLANCK

A impedancia elétrica pode ser encontrada através de um circuito equiva-
lente, com combinagoes de resisténcias e reatancias, como foi argumentado no
desenvolvimento dos conceitos fundamentais. Por outro lado, a impedancia pode
ser encontrada através de modelos matematicos que descrevem fenomenos fisicos
no continuo, como é o caso da difusao ionica. Essas teorias dizem respeito aos
processos que ocorrem na célula eletrolitica e enfatizam o papel das cargas moveis
na resposta elétrica do sistema.

O modelo Poisson-Nernst-Planck (PNP) usual é um modelo difusivo basico,
desenvolvido em outros trabalhos, que contém a informacgao essencial relacio-
nada aos processos de difusao de fons, os quais sao submetidos a um gradiente
de potencial elétrico. Os demais aspectos fisicos podem ser incorporados por
intermédio das condigoes de contorno, abordando fendmenos encontrados na in-
terface do sistema [16, 18]. Assim, o modelo se faz importante para a melhor

estruturacao dos novos conceitos que aqui serao abordados.
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2.1 Difusao i0nica

O fenémeno da difusao ocorre quando um sistema, com determinadas condigoes
iniciais, nao se encontra em equilibrio. Um exemplo pratico pode ser ilustrado
considerando uma sala fechada e um perfume aberto em um canto da mesma.
De inicio, apenas regides proximas aquela considerada serao perfumadas. Apds
um certo tempo, o cheiro difunde-se por todo o meio, tornando-o homogéneo.
Portanto, a difusao estd relacionada a existéncia de um gradiente de concen-
tracao. No caso da espectroscopia de impedancia, o fenomeno aparece devido a
mobilidade ionica [27], a qual influencia as medidas contribuindo com a corrente
elétrica e, deste modo, com a impedancia detectada. Essa influéncia acontece
quando se aplica uma voltagem dependente do tempo no material, o que causa a
movimentacao de particulas carregadas, sendo esta a migracao dos ions através
de defeitos na amostra e a polarizacao nas moléculas com momento de dipolo
elétrico. Logo, a difusao ocorrera segundo o gradiente de potencial elétrico e
densidade de carga.

A diferenca de potencial entre os eletrodos da célula eletrolitica gera um

campo elétrico externo dado pela equagao de Maxwell [22]

V-Ezg, (2.1)

em que p = g¢N é a densidade de cargas no volume da célula, sendo ¢ a carga
elétrica e N o nimero de cargas por unidade de volume. Em (2.1), € é o coeficiente
dielétrico do meio considerado. O campo é associado ao potencial elétrico V' por

meio da expressao

E=-VV, (2.2)

que, quando substituida em (2.1), resulta na equagao de Poisson:

vy =2, (2.3)

€
Grande parte dos fenomenos difusivos obedecem a primeira lei de Fick, que
relaciona o movimento das cargas (densidade de corrente j) com a concentragao

das mesmas, por meio de
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j=-DVp, (2.4)

com D representando o coeficiente de difusdo do material [28].
Essa densidade de corrente é responsavel pela variacao do ntumero N de
particulas contidas em um volume 7 que, em um dado instante de tempo, é

determinada por

N:/Tpdr. (2.5)

i fei= [ (2.6)

A variacao do numero de particulas no volume é, de fato, a quantidade de

Entao,

particulas com velocidade v atravessando a superficie de area A que delimita esse

volume, isto é, j = pwv. Desse modo, tem-se

N [
R e fkpm~ﬁdA, (2.7)
dt g

.
com o vetor unitario perpendicular a superficie A, apontando para fora da mesma,
representado por n.

Usando o teorema do divergente (Gauss), com o volume 7 arbitrario, a

equacao de continuidade é obtida:

— 2.
atJer 0. (2.8)

Substituindo a equagao (2.4) em (2.8), obtém-se a equacao de difusdao usual

dp
ot

Além da corrente de difusao definida pela primeira lei de Fick, existe a cor-

— DV?p=0. (2.9)

rente de deriva que surge devido ao campo elétrico estabelecido na amostra. As
cargas livres do material sofrem uma forca elétrica gerada por este campo, o qual
promove um movimento relacionado com a condutividade do material que pode

ser manifestada através da mobilidade ionica p. A corrente de deriva é descrita
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por jr = upE e deve ser considerada em conjunto com a corrente de difusao [29]

j=Jp+je=—-DVp+ upE. (2.10)

A conexao entre o coeficiente de difusao e a mobilidade é dada pela relacao

de Einstein-Smoluchowski:

D = KgTu/q, (2.11)

em que K ¢ a constante de Boltzmann e T" a temperatura absoluta, identificando
a energia térmica do sistema. Esta relacao surgiu dos estudos sobre movimento
Browniano, sendo um importante exemplo de como uma flutuacao em um sistema
em equilibrio leva a comportamentos similares a presenca de uma pequena forca
no sistema [30].

Substituindo a equagao (2.10) na equagao de continuidade, obtém-se a equagao
de Nernst-Planck, dada por

o _
ot

qp
v (Dvp + DKBTVV) . (2.12)

A difus@ao é um processo de transporte de particulas, no caso os ions, intima-
mente ligado com fenomenos de conducao dentro da célula eletrolitica. Assim
sendo, a representacao em relacao aos circuitos equivalentes deve ser dada em

funcao de parametros que traduzem efeitos ocorridos no volume da célula.

2.2 Adsorcao

Em linhas gerais, adsorcao é a acumulacao de uma substancia em uma in-
terface, que ocorre devido a presenca de forcas residuais. O fendémeno envolve
dois componentes: os adsorventes, que sao as substancias nas quais ocorre a ad-
sorcao, e os adsorbatos que sao adsorvidos na superficie. De acordo com Barbero
e Evangelista (2006), o processo de adsorgao pode ser escrito como uma reacao
quimica, considerando a formacao de uma camada de atomos e moléculas a partir

das particulas adsorvidas pela superficie:

A(volume) + M(superficie) = AM(superficie)
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Dependendo da natureza das forcas existentes entre atomos adsorvidos e ad-
sorventes, a adsorcao pode ser classificada em adsorcao quimica e adsorcao fisica.
A primeira ocorre devido a ligagoes quimicas, com forca de atracao considera-
velmente alta ndo sendo facilmente revertida (processo de dessorgao). Por outro
lado, os a&tomos adsorventes interagem com os adsorvidos fisicamente, através de
forcas de van der Waals. Por serem forcas fracas, a reversibilidade da adsorcao
¢é bastante acessivel. No processo de dessorcao, a particula adsorvida precisa
adquirir energia suficiente para romper a ligacao com a superficie, retornando a
solugao [31].

Uma vez atingido o equilibrio termodinamico, a razao de ocupacao ou cober-
tura da superficie é dada por [16]

op=—. (2.13)
00
As quantidades o e og representam o nimero de locais de adsorcao ocupados e
disponiveis, por unidade de area, respectivamente.

A adsorcao é estudada, usualmente, através das isotermas, que relacionam
a quantidade de particulas adsorvidas com a pressao do sistema, a uma tempe-
ratura constante. A partir de um valor critico de pressao, isto é, um valor de
saturagao, a adsor¢ao nao continua devido a um ntmero limite de locais permi-
tidos na superficie.

A isoterma mais simples é a de Langmuir, na qual a interface é coberta por
um grande nimero de locais de adsor¢ao, sendo que cada um deles pode ser
ocupado por apenas uma particula adsorvida, que nao interage com nenhuma
outra de locais diferentes.

Para entender o papel da adsor¢ao na resposta elétrica da célula eletrolitica,
é necessario conhecer a relacao entre adsorbatos e adsorventes. Segundo a ilus-
tracao da reacao quimica mostrada no comeco da secao, a taxa de adsorcao é
proporcional a densidade de A e também ao nimero de locais adsorventes na
superficie através de

do

g = P (09 —0), (2.14)
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onde k, € a constante de adsorcao, p é a densidade das particulas do volume que
podem ser adsorvidas, proximas da superficie, e (o9 — o) é o nimero de locais
livres por unidade de area. A taxa de dessorcao é proporcional ao nimero de

particulas adsorvidas:

do
dt

onde k4 é a constante de dessorcao.

— —kq0, (2.15)

Considerando o estado de equilibrio, a soma das taxas mostradas em (2.14)

e (2.15) deve ser nula, de modo que

Ko p (00 —0) =Ko (2.16)

Utilizando a razao de ocupagao (2.13) e, introduzindo a quantidade pr =
p/po, na qual pg é a densidade de particulas da amostra na auséncia da adsor¢ao,

pode-se reescrever a equacao (2.16) como

o
kp(l—opg)=—, (2.17)

T
com o tempo caracteristico relacionado ao processo de dessor¢ao 7 = 1/k4 € 0
parametro k = K, 0y conectado a adsorcao [32]. A partir da mudanga de variaveis

d = KkTpy/0g, as quantidades o e pgr sao descritas por

P prd
" 1+ prd

As taxas de adsorcao e dessor¢ao também dao origem a uma equagao cinética

1 OR
== ) 2.18
PR d1—on ( )

na interface dada por
do o 1
= = 1— =) == 2.19
a P < 00) 7 (2.19)

que, manipulada através de or e pg, torna-se

dop 00 1
— 2= B 2.20
el o (1—o0g) —OR; (2.20)

apresentando valor nulo no equilibrio, ou seja, dog/dt = 0. No limite em que oy

¢ muito grande, levando a 0 < g, 0 termo /0y vai a zero na equacao cinética,
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trazendo

Cfl—jzﬁp—%a, (2.21)
mostrando que a taxa de variacao da densidade superficial de particulas adsor-
vidas depende da densidade de particulas nas proximidades da superficie e da
densidade superficial de particulas ja adsorvidas. A equagao (2.21) é a forma
simplificada de uma equacao cinética para a interface e serd usada doravante

como um modelo para descrever o processo de adsorcao-dessorcao.

2.3 Influéncia da adsorcao na difusao

A difusao de particulas em um dado sistema pode ser alterada devido a pre-
senca da adsorcao. Para compreender essa influéncia, considera-se uma célula
eletrolitica de espessura d, cujos eletrodos se encontram em z = +d/2. O objetivo
desta segao é obter a concentracao p(z,t), no estado de equilibrio, quando nao se
tem adsorcao e na presenca da adsorcao seletiva na interface do sistema. O de-
senvolvimento dos célculos segue a abordagem de Santoro (2014) [26], necessarios
para a construcao do modelo PNP na préxima secao.

O primeiro caso requer solucoes para a equacao de difusao unidimensional,
extraida da relacao (2.9), na auséncia de adsorcao, ou seja, quando a densidade

de corrente é dada pela primeira lei de Fick unidimensional:

dp
= —D—. 2.22
j 3, (2.22)
A simetria do problema estabelece que
e a conservacao do nimero de particulas determina a relacao
/2
/ p(z,t)dz = pod, (2.24)
—d/2
onde py = p(z,t = 0) representa a densidade inicial no volume da amostra.

Ademais, a condicao de contorno devido a auséncia de adsorcao é escrita como
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j(£d/2,t) =0. (2.25)

Supondo uma solugao para a equacao de difusao unidimensional na forma

p(2,1) = peq (2) +0p (2,1), (2.26)

na qual a distruibuicao das particulas no estado de equilibrio é a relagao

Peq = tliIgp (Zv t) ’ (227)
conclui-se que
tlgélo dp(z,t)=0. (2.28)

Substituindo (2.26) em (2.9), obtém-se

d2/)eq (2)

=0, (2.29)

9 (0p) _ ,0%(dp)
5= D=5 (2.30)

Para a equagao (2.29), escreve-se

Peq (2) = peq + @2, (2.31)

e a condicao (2.23) implica o = 0, trazendo a relacao

Peq (2) = peg = constante . (2.32)

Admitindo uma soluc¢do do tipo dp(z,t) = ¥(2)O(z), obtém-se da equagao
(2.30):
1 doe 1 d*¥
—— =D——. 2.33
O dt U dz? ( )
Na equacao (2.33), ambos os lados sdo iguais a uma mesma constante, pois o

lado esquerdo e direito dependem apenas da variavel ¢ e z, respectivamente. Es-
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colhendo a constante como — 32, obtém-se duas equacoes diferenciais ordindrias:

1d0

149 _
O dt s
e
ldQ_\p =52,
U dz?
A equagao (2.34) admite a solugao
o) =e 7",

e para a equacao (2.35), considera-se a solucao

U(z) = Acos(wsz) + Bsen(wgz) ,

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

onde A e B sao constantes e wg = 3/ V/D. Assim sendo, a solucio completa tem

a forma

U(2)O(t) = [Acos(wsz) + Bsen(wsz)] e 7t

(2.38)

Através da equagao (2.38), é factivel escrever uma solugao geral para (2.30) como

dp (z,t) = Z C5 cos(wgz)e 7t
B

e fazendo a substituicao de (2.32) e (2.39) na equagao (2.26), tem-se

p(z,t) = peg + Z Cj cos(wgz) e 7t
B

A condigao (2.24), utilizada juntamente com a equacao (2.40), assume

/2
/d/2

cuja integracao resulta em

Peq T Z C's cos(wpz) et dz = pod,
B

2 2
> G sen(ws d/2) e = (po = pua)d,
B

26
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da qual obtém-se

sen(wpgd/2) g,
—_— = po — . 2.4
; Cs wsdj2 © Po = Peq (2.43)

A corrente de difusao, dada por (2.22), é calculada a partir de (2.40) tornando-se

j = chﬁ wga sen(wgz)e_ﬁ%, (2.44)
B

que, apds a aplicagao da condi¢ao (2.25), resulta em

ZCB(Wg d/2) sen(wsd/2) e 7t = 0. (2.45)
B

As equagbes (2.43) e (2.45) tem como solucoes pe, = po € Cz = 0, nesta ordemn,
indicando que a distribuicao de particulas no eletrolito permanece inalterada caso
nao ocorra adsorcao nas superficies.

Para analisar o perfil da concentracao p(z,t) no estado de equilibrio, tendo
em vista a presenca da adsorcao, consideram-se as mesmas equacoes validas no
volume da amostra (2.26), e na interface (2.23).

A primeira condi¢ao que o sistema deve satisfazer é dada por (2.24), contendo

a densidade superficial de particulas o = o(t), isto é,

/2
20(t) + / p(z,t)dz = pod, (2.46)
—d/2

onde pgd representa o numero inicial de particulas por unidade de drea. A

segunda imposicao é uma condicao de contorno na superficie, dada por

dp do
(£d/2.t) = — — = —. 2.47
J(xd/2,1) <8z)z::l:d/2 dt ( )
O processo de adsorgao serd fundamentado pela equagao cinética, (2.21), reescrita
como
do 1
— = +d/2.t) — —o(t 2.48
o kp (£d/2,1) TU<>’ (2.48)

sendo K e 7 parametros ja mencionados na Se¢ao (2.2). Recordando as dimensoes
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de tempo e comprimento/tempo, exibidas através de 7 e k, a equacao (2.48) é

reescrita como

chi—(z = rTp(Xd/2,t) —o(t), (2.49)

mostrando a distancia intrinseca k7, possivelmente associada ao alcance das
forgas responsdveis pela adsor¢ao na interface [33].

O problema é solucionado a partir de p(z,t) exposto na relacao (2.26), com
as condigoes (2.27) e (2.28). A densidade de particulas adsorvidas segue o padrao

estabelecido por (2.26), ou seja,

o(t) = 0eg+60(t), com lim do(t) =0. (2.50)

t—o0
A substituicao de (2.26) e (2.50) na equacao (2.48) permite obter, para o estado
de equilibrio t — oc:

Oeq = KT Peq - (2.51)

Além disso, em t — oo, a equacao (2.46) pode ser dada na forma

200+ Pegd = pod. (2.52)

A partir de (2.51) e (2.52), encontra-se

Po KT/d

_ S 2.53
1+2k7/d ¢ Ta 1+2m‘/d'00 (2:53)

Peq

O produto k7 detectado nas equacoes acima permite a conclusao de que o
fenomeno da adsorcao, de fato, modifica a distribuicao de particulas no volume
da amostra. Nota-se que, caso k7 < d quando o < 0y, entao, pe; ~ po. Isso
mostra que, se a interface do sistema exibe pouca adsor¢ao, a distruibuicao de

particulas no volume assemelha-se a situacao de completa ausencia de adsorcao.

2.4 Construindo o modelo PNP

Para o desenvolvimento do modelo, consideraremos aqui um sistema com-

posto por dois eletrodos planos e paralelos, localizados em z = +d/2, se o eixo
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z do sistema de coordenadas cartesianas for perpendicular a superficie dos ele-
trodos, preenchido por um liquido isotrépico. O sistema compde uma célula ele-
trolitica de espessura d. Admite-se que, no equilibrio termodinamico, o liquido
contenha a densidade N de fons positivos e negativos distribuidos uniforme-
mente, sem adsorcao seletiva de ions, mantendo o liquido local e globalmente
neutro [14, 34, 35].

Uma diferenca de potencial externa ¢é aplicada ao sistema, ocasionando uma
perturbacgao na distribuicao dos fons no liquido que permanece globalmente neu-
tro, porém localmente carregado. Nesse contexto, a amostra é submetida a uma
voltagem senoidal de amplitude V; e frequéncia f = w/(27).

As densidades de ions positivos e negativos sao indicadas por N, e N,,, po-
dendo se relacionar de duas maneiras. A primeira, quando Vy = 0, resulta em
N, (z,t) = Ny, (z,t) = N. Por outro lado, N, (z,t) # N, (z,t) para V; # 0.
Com isso, a conservagao do nimero de particulas requer que

d/2 /2

N, (z,t)dz = Ny (z,t)dz = Nd,, (2.54)
—d/2 —d/2

supondo que nao haja recombinacao e que os eletrodos sejam perfeitamente blo-

queantes. O modelo admite, como equacoes fundamentais, a equacao de Nernst-
Planck

ONa __ O

o 0z’

com o sinal 4+ para a = p e — para a = m, correspondente unidimensional da

(2.55)

equagao de continuidade dada por (2.8), e a equacao de Poisson

0’V q

A densidade de corrente j, considera a corrente de difusao jp e de deriva jg

encontradas na sec¢ao (2.1), definida como

. ON,  qN, oV
o = —Da( S+ KBTE) , (2.57)

Os eletrodos, perfeitamente bloqueantes, resultam na condigao de contorno para

a densidade de corrente [36]:
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Ja(Ed/2,) = 0. (2.58)

A outra condicao de contorno esté relacionada com a imposicao da diferenca de

potencial:
V(d/2,t) = + <%) et (2.59)

Uma importante consideracao é feita sobre a amplitude Vj da voltagem externa,
admitindo que seu valor seja tal que as densidade dos fons difiram muito pouco de
N. Trata-se da aproximacao para pequenas amplitudes, essencial para a resposta

elétrica representada pela impedancia. Nesse sentido, tem-se a relacao:

Ny = N+ 6n, (2,1), (2.60)

onde dn, < N, trazendo a variacao da densidade dos fons em concordancia com

a variacao senoidal da voltagem para o estado estacionario:

Sng(z,t) = ng(z)e™", (2.61)

Viz,t) = ¢(z)e™". (2.62)

O campo elétrico na célula pode ser facilmente calculado, usando a equacao

(2.62), a partir da expressao:

E(z,t) = —%V(z,t) = —¢/(z)e™", (2.63)

com a derivada de ¢ em relagao a coordenada z representada por ¢/(z). Aplicando
alei de Gauss na interface, encontra-se o campo elétrico de um capacitor de placas

pararelas, determinado por

E (C—l,t) _ 70 (2.64)
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sendo 7 (t) a densidade de carga elétrica em z = d/2. Portanto, tem-se

G(t) =e¢ (g) et (2.65)

e a carga elétrica total em z = d/2 sera

d )
Q(t) =7a(t) S =g’ (5) Se™t, (2.66)
onde S é a area superficial do eletrodo. Como a corrente no circuito externo é a
taxa de variacao da carga total com o tempo, vé-se que

I(t) = %it) = iweg’ (g) Se™t (2.67)

e a impedancia da célula pode ser encontrada sabendo-se que a voltagem aplicada

§V(t) = Vyeit:

Vo
J=——. 2.68
iweg!(d/2)S ( )
A relagao (2.68) serd utilizada na proxima segao para determinar a im-
pedancia de um sistema no qual os ions apresentam a mesma mobilidade e os

eletrodos sao perfeitamente bloqueantes.

2.5 Influéncia dos ions

Se os fons apresentam a mesma mobilidade u, a equagao de difusao é go-
vernada pelo mesmo coeficiente de difusao D, ou seja, D, = D,, = D. Desse
modo, p, = iy, = pt € N, (2,t) = Ny, (—2,t). Com isso, a densidade de corrente

governada pela equacao (2.57) deve ser modificada para

‘ Aong, Nqg oV
o = —D( g Kﬂ%) . (2.69)

Substituindo esse resultado na equacao (2.55), tem-se

2 2
dong D (8 dng N Nq 0 V) (2.70)

ot 022 KgT 022
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e, a equacao de Poisson também é alterada, segundo as consideracoes aqui apre-

sentadas, para

#'(2) = 7 [ny(z) = (2], (2.71)

com a condicao de contorno dada por

P(£d)2) = £V, /2. (2.72)

Além disso, a equagao da continuidade (2.54) também deve ser modificada para

d/2 d/2
/ Iny(z,t)dz = / Inm(z,t)dz =0. (2.73)
—d/2 —d/2

As fungoes n,(z) sado solugdes de equagoes diferenciais obtidas a partir de (2.70),

com as devidas alteragoes feitas levando em conta (2.61) e (2.71), de modo que

N¢? w
Moym + cKpT 2 — Mpmy = 0. (2.74)

Introduzindo o comprimento de Debye

€KBT
A= | —= 2.75
2N ¢? ( )
e a variavel
2\
I? = 2.76
14 2i(w/D)N\?’ (276)
a equagao (2.74) pode ser colocada na forma
1 1
ng,m - l_2 Np,m + 2—)\2 Nmp = 0. (277)
Supondo a solugao n,(z) = C,e”* e substituindo na equacao (2.77) com as

devidas simplificacoes, obtém-se o sistema de equacoes para C), e (), na forma:

1 1
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1 1
(1/2 — l_2) Cm + ﬁ Cp =0. (279)

As equagoes (2.78) e (2.79) admitem uma solucao diferente da trivial, C,, = C,, =

1\* 1
(1/2 — 1—2) = 4—)\4 s (280)

sendo resolvida para encontrar as raizes do problema, vy o = £ e v34 = %7,

0, somente se

dadas por

1 W W
= —4/14+ —=)\2 =4/ —=. 2.81
p A D ¢ D <8)

De (2.78), obtém-se a razao

Cm _ —2)\? (:ﬂ — 1) : (2.82)

que, considerando as rela¢oes dadas em (2.81), fornece

ct C? c3 ct
mo__ m 1 e mo__ m

S Cm Emo_ Ymo (2.83)
oG G oG G

Assim, n,(z) pode ser escrita como uma combinagao linear, usando os coeficientes

acima;:

ny(2) =Che” +Cle P+ Cle™ +Che ™, (2.84)

Np(z) = —Che” —Cle ™+ Cle?* + Che . (2.85)
A partir da condicao n, (2) = n,, (—z), o conjunto acima ¢ satisfeito ao considerar

Cr+C2=0 e C3—Cr=0. (2.86)

Portanto, realizando a mudanca de variaveis

G=-Ci=2 e C=C==, (2.87)
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encontram-se as solugoes da equacao (2.77) para o poblema em investigagao:

na(2) = mg cosh(vz) + pgsenh(Bz) , (2.88)

com o sinal positivo e negativo representando os ions positivos e negativos, nesta
ordem.

A condigao (2.73), assume a forma

/d/2 ne(2)dz =0, (2.89)

—d/2

resultando em

d/
/ 2 [mg cosh(vz) £ posenh(5z)]dz = 0. (2.90)
—d/2

O segundo termo ¢ nulo devido a funcao impar com integrandos simétricos, e o

primeiro termo indica que my = 0. Portanto, a solucao se torna

na(z) = £posenh(pz), (2.91)

na qual a constante py deve ser encontrada a partir das condigoes de contorno
expostas em (2.58) e (2.72).
Utilizando a solucao para n,(z), o perfil do potencial elétrico dado por (2.71)

é governado pela equagao

" (z) = —@ senh(3z), (2.92)

cuja solucao se escreve como

o(z) = —26(];20 senh(f5z) — cz, (2.93)

onde ¢ é uma constante de integracao. A densidade de corrente mostrada em

(2.69), juntamente com as relagoes expressas em (2.61) e (2.62), assume a forma

N
Jo=-D {n’ + 4

o KBTaﬁ’(z)} e, (2.94)

que, com n! (z) = £fpg cosh(fz) e a expressao encontrada para ¢', é reescrita
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CcOomo

gNc _ 2Ng’pg
KT T KpT28

Jo=—D {j: cosh(Bz) £ Bpo cosh(ﬁz)} et (2.95)

Em termos do comprimento de Debye, a densidade de corrente é dada por

qNc
KgT

jo=FD [ n (/3 - ﬁ) m cosh(ﬁz)} it (2.96)

com o termo A? sendo substituido usando as rafzes vy, = £0, isto é,

1 TwA? D
A=—4/1 N=——— 2.97
V't © DA — iw (2.97)
Portanto, a equagao (2.96) é reescrita como
: N A
joz =D |:l,l)—wﬁp0 COSh(BZ) + Kqujcj| et (298)

Com esses resultados obtidos, as condi¢oes de contorno (2.58) e (2.72) tornam-se

2q d d W
—6—62p0 senh <B§) +c§ =5 (2.99)
e
w d Ngq
— h|p= = 2.1
DﬁpOCOS <52) + KBTC 0, (2.100)

com a resolucao dada para pg e ¢, respectivamente:

Nqgp 1

9K T senh(5d)2)/(28) + iwdcosh(3d/2)/(2D) O’ (2.101)

Po =

_ W cosh(5d/2)
2D senh(pd/2)/(N?B) + iwd cosh(5d/2)/(2D)

Finalmente, a impedancia do sistema pode ser determinada utilizando a relacao

V. (2.102)

(2.68), juntamente com a quantidade
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d d
¢ (5) = —f—g po cosh <B§) +c (2.103)

e com os valores de py e ¢ determinados em (2.101) e (2.102). Apés simplificagoes,

tem-se

.2 1 d wd
Z = _ZweﬁzS {W tanh (65) +Zﬁ} . (2.104)

Para o caso de um dielétrico verdadeiro, N = 0 levando a A = 0o, que modifica
a equagao (2.104) para
Z = ;, (2.105)
iweS/d

resultado esperado para a impedancia de um capacitor ideal.

Para obter as partes real (Z’) e imaginaria (Z”) da impedancia da célula
eletrolitica, é preciso, primeiramente, determinar as partes real e imaginaria de
B = B, +if;. Da equacao (2.81), obtém-se

. 1 w2\ ?
BB" = g1+ (7) : (2.106)
em que $* é o complexo conjugado de . Introduzindo a quantidade
A2\
M=/1+ (%) , (2.107)
tem-se a relagao
. M
BE =B+ B =55 (2.108)
Por outro lado,
1 A2
3% = 2 (1 + Z%) = B2 — B} +2iB.5; , (2.109)
ou seja,
2 R
B, — B = vE (2.110)
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Resolvendo as equagoes (2.109) e (2.110) para f3,. e 3;, obtém-se

1 /M+1 1 /M—-1

Seja um numero complexo escrito por z = a + ib, é possivel utilizar a relagao

tanh(z) + ¢ tanh(y)

o 2.112
anh(z) 1 + i tanh(z) tanh(y) ’ | |
para escrever
d A+iB
L(gd) _ AtiB 2.11

se A = tanh(B,d/2) e B = tanh(f;d/2). A racionalizacao da equacao (2.113)

traz

d A(l+ B? B(1— A?
tanh (55) = li&B); +i1(+(AB)2 =m+in, (2.114)

e a impedancia dada por (2.104) se reduz a forma

2 [n_im Wd}, (2.115)

7 = + —
welB2S | Ap 2D
da qual é possivel obter as expressoes para as partes real e imagnaria da im-

pedancia:

, 2)\2 nB. —mpB;  wd  wA? [(mpB, + np;
Z(w)_R_wsMQS[ i +ﬁ_ D < % )}, (2.116)

Z"w)=X =

 weM?S M D 2D

202 [mﬁr +nB;  wA? <nﬁr —mp; wd)}
n + (2117)
M 2D

Definindo a frequéncia w, = D/\?, nota-se que a quantidade M ¢ tal que,
quando w < w,, tem-se M — 1, enquanto que, para w > w,, M — w/w, > 1.
A vista disso, quando w ~ w,., espera-se uma mudanga no comportamento de R
e X em relacao a frequencia.

A analise grafica da impedancia ¢ feita através de uma célula eletrolitica de
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espessura d = 50 um, preenchida com um liquido isotrépico de permissividade
dielétrica e = 6, Teg, sendo gy = 8,854 x 107'? F/m a permissividade do vacuo.

3 0 coeficiente de

Também considera-se a densidade de fons N = 4,2 x 10%° m~
difusao D = 8,2 x 10712 m?/s e a superficie dos eletrodos S = 2 x 10~* m?. Para
esses valores, A =~ 1,05 x 1077 m e w, ~ 743 rad/s.

A figura (2.1) mostra a parte real R(w) da impedancia, a qual tende para um
valor constante quando w — 0, exibe um platd até w ~ w, e descresce até o zero
quando w — 0o. A parte imaginaria X' (w) é exposta na figura (2.2), tendendo a
—o0 se w — 0 e a0 quando w — oo, a partir de valores negativos. Entre os dois
extremos de X (w) existe um maximo e, em sequéncia, um minimo em w ~ w,

16].

R (x10°Q)

N W = Ot Oy
—_————

logyo (w)

Figura 2.1: Parte real (R) da impedancia em funcao da frequéncia w. Reprodugao
autorizada pelo autor (Santoro, 2014) [26].
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log (w)

Figura 2.2: Parte imagindria (X) da impedancia em fungdo da frequéncia w.
Reprodugao autorizada pelo autor (Santoro, 2014) [26].
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CAPITULO 3

O MODELO DE
POISSON-NERNST-PLANCK
ANOMALO

O modelo PNP descrito no Capitulo [2] foi estabelecido a partir da consi-
deracao de eletrodos perfeitamente bloqueantes, auséncia de adsorcao seletiva
de fons na interface, os quais apresentam mesma mobilidade ocasionando um
mesmo coeficiente de difusao. Todavia, muitos resultados experimentais nao sao
retratados pela impedancia encontrada por meio dessas circunstancias. Conse-
quentemente, é necessario considerar outras hipoteses para generalizar o modelo
PNP, como admitir mobilidades diferentes para os ions positivos e negativos, ou
ainda, a ocorréncia da geragao e recombinagao desses fons no volume da amostra.
Ademais, a presenca da adsorcao é um fator determinante para a obtencao da
impedancia, sendo considerada a principal influéncia sobre os fons [18].

E neste cenario que a equacao de difusao fraciondaria tem sido utilizada no
desenvolvimento de modelos para a impedancia, mostrando ter um papel crucial
na descricao dos resultados experimentais. Esse capitulo apresenta o modelo
Poisson-Nernst-Planck com difusao anomala, PNPA, que consiste em resolver

uma equacao de difusao fracionaria de ordem distribuida associada a equacao de
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Poisson, seguindo as referéncias [19, 26].

3.1 Difusao anomala

Um processo difusivo pode ser naturalmente classificado a partir do desloca-
mento médio quadratico, ou seja, o segundo momento de uma distribuicao de
probabilidade. Essa distribuicao é extraida da solucao da equacao de difusao e,
para o caso usual, com condicoes iniciais apropriadas, é dada pela distribuicao
Gaussiana.

De maneira geral, o segundo momento é proporcional a uma lei de poténcia
(22(t)) ~ t%, se x é a posicao da particula. Se a = 1, tem-se a difusao usual
tratada na Segao (2.1). Caso a # 1, o fenomeno difusivo é anémalo, podendo
ser subdifusivo para a < 1 e superdifusivo para a > 1 [37].

A teoria da difusao usual estd embasada nas equacoes da continuidade e
Poisson e, a equagao de difusao dada pela relagao (2.9), é colocada aqui para o

caso unidimensional:
P 2
% _ poe.
ot 022

Em casos de difusao anomala [38, 39], a equagao (3.1) deve ser generalizada,

(3.1)

substituindo a derivada temporal de primeira ordem por uma derivada fracionaria
de ordem ~ € (0,1), o que resulta na equacao de difusdo fraciondria no tempo

de ordem ~:

Np 9p
9P _pZr.
oty 0z

A integral e a derivada que conhecemos do Calculo tradicional sao extre-

(3.2)

mamente importantes para a ciéncia, essenciais para compreender e estudar a
dinamica de sistemas naturais e artificiais. Paralelamente, o calculo fracionario é
um campo de estudo matematico que apresenta um conceito intimamente ligado
com a ideia do intermediario. Da mesma maneira que entre o ntimero 0 e o
numero 1 ha uma infinidade de outros nimeros, ou entre a cor branca e a cor
preta pode haver intimeros tons de cinza, entre uma derivada de ordem 1 e uma

integral pode haver uma derivada de grau nao inteiro.
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A derivada de uma funcdo f(x) pode ser vista como sua taxa de variagao,
lembrando, por exemplo, do conceito de velocidade como sendo a variacao da
posicao em relacao ao tempo. Ou seja, a derivada em relacao ao tempo da
posicao de uma particula é a sua velocidade e, generalizando, representa o quao
devagar uma funcao cresce ou decresce. Por outro lado, a integral identifica a
area abaixo da curva da funcao f(x), equivalendo & soma continua de retangulos
com altura f(z) e largura da base infinitesimal dz. Em outras palavras, tem-se
a soma de valores de f(x), cada qual com seu peso dz. Ordem superiores podem
ser obtidas calculando a integral da integral ou derivada da derivada, n vezes,
correspodendo ao grau ou ordem n [40].

O célculo fracionéario tem sua origem em 1695, em uma carta escrita por
L’Hospital para Leibniz questionando o significado de d"y/dz"™ quando n = 1/2.
Nos ultimos dois séculos, diversas defini¢oes de derivadas e integrais fracionarias
foram propostas, dentre as quais podemos citar as definigoes de Riemann-Liouville,
Grunwald-Letnikov, Weyl, Fourier e Caputo. A mais conhecida delas, Riemann-
Liouville, tem um papel importante no desenvolvimento da teoria de deriva-
das e integrais fracionarias no aspecto puramente matematico, como solucoes
de equagoes diferenciais, definicoes de novas classes de fungoes, somas de séries,
entre outros. Contudo, problemas aplicados necessitam de uma definicao que
permite condigoes iniciais com interpretacao fisica. Em resumo, os operadores
fracionarios representam fungoes da memoria sobre a histéria de um sistema fisico
[41].

O operador referente a derivada fraciondria temporal da equagao (3.2) é o

operador de Caputo, sendo dado por [19]

o 1 b NP (2 0)

ja considerando a densidade dos fons positivos e negativos p = N,(z,1).

Essa generalizacao também deve ser feita na equacgao de continuidade, o que

implica em

o
o

O conceito de derivada fracionaria de ordem distribuida permite reescrever

No(z,t) = —%ja(z,t). (3.4)
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a equacao (3.4), a fim de obter a equagao de difusao fraciondria no tempo de
ordem distribuida [34]:

1d GVN J .
| g Nt = i (35)

sendo 7(y) uma fungao distribuigao de v, com

T(y) >0 e /0 dyr(y)=1. (3.6)

O sistema é submetido a potenciais periddicos e, por esse motivo, considera-se
0 caso em que t — oo na equagao (3.3) para analisar a resposta do sistema. De
acordo com Santoro (2014), é importante destacar que, para v # 1, a expressao
(3.5) permite a abordagem de varios regimes difusivos para os fons presentes no
sistema, de acordo com a distruibuicao 7() escolhida para o operador fracionério.
Por exemplo, consegue-se reproduzir o processo difusivo usual tomando-se 7(y) =

Ad(y—1), onde A tem dimensao de tempo e representa um tempo caracteristico
(42, 43].

3.2 0O Modelo

O modelo Poisson-Nernst-Planck com difusao anémala (PNPA) consiste em
resolver a equacao de difusao (3.5), para a densidade N, de {ons positivos, quando
«a = p e negativos, caso a = m, juntamente com a equacao de Poisson

rV._ _a [N,(2,t) — Np(z,1)] . (3.7)
022 gt PV e
O potencial elétrico da amostra é representado por V', e a mesma se encontra em
uma célula de espessura d, cujos eletrodos estao posicionados em z = +£d/2 de
um sistema de coordenadas cartesianas com z perpendicular aos eletrodos.

O coeficiente de difusao para os fons é dado por D, que assume o mesmo
valor para fons positivos e negativos de carga ¢q. Aqui também usamos a hipdétese
de igual mobilidade ionica para ions positivos e negativos. Uma extensao para
o caso de mobilidades diferentes também pode ser feita. Assim, a densidade de

corrente permanece retratada pela relacao
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ON, = qN, 8\/) | (3.8)

Jalzt) = =D < 0 T KuT ot
na qual a constante de Boltzmann e a temperatura absoluta sao dadas, respec-
tivamente, por Kg e T

Todavia, a condigao de contorno para a equagao (3.8) serd dada, neste modelo,

pela expressao

t

Jalz D]y = £ / d%lC(t—%)%Na(z,t) , (3.9)

o 0 et d
que pode indicar um processo de adsorgao-dessor¢ao. Conforme explica Santoro

~t/7_ que resgata o fenémeno

(2014), esse fato ¢é ilustrado ao considerar () = ke
governado por uma equagao cinética correspondente a uma aproximacao de Lang-
muir, como a descrita pela equagao (2.21). Efeitos memdéria ou outros proces-
sos de relaxagdo podem ser retomados ao escolher um valor diferente de K(t)
(19, 44, 45].

Com as equacoes mencionadas e seguindo o desenvolvimento de Santoro,
Paula, Lenzi e Evangelista (2011), pode-se entender o mecanismo e a dinamica

do sistema, escrevendo a equacao de balanco

o (2 - _d d - d

com Vi(z,t) = Ny(z,t) £ Np(z,t). As condigbes aqui usadas implicam que
filﬁ? dz WV, (z,1) = constante.

A solucao para as equagoes apresentadas e, consequentemente, a expressao
para a impedancia elétrica, é obtida utilizando a aproximacao linear, ja introdu-

zida no Capitulo [3], isto é,

No(z,t) = N + 0na(z, 1), (3.11)

com N > dn,(z,t) e

Ny(z,1)

I
=

(3.12)
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para t = 0. Além disso, no estado estaciondrio, tem-se
6na(2,t) = na(z)e™ (3.13)
e
Viz,t) = ¢(z)e™ (3.14)
com
d )
v <i§,t> — (%) et (3.15)

Substituindo essas relagdes nas equagoes (3.5), (3.7) e (3.9), obtém-se um con-

junto com quatro equacoes acopladas. Para desacopla-las, podem ser introdu-

zidas as fungoes ¥ (2) = n,(2) + nm(z) e Y_(2) = ny(2) — np(z). O primeiro

conjunto, composto por duas equagoes, ¢ dado por

d2
dz?

Ps(2) = aivL(z),

com

1 Fl(iw) F(iw)
a%zﬁJr D e ai: D

nas quais utiliza-se o comprimento de Debye
eKpT
A= =2
2Ng?

F(iw) = /OOO dy 7(7)(iw)” .

e a relacao

O outro conjunto de equagoes, em z = +d/2, é escrito como

d 2qD Niqb(z) = FiwK(iw)y_(2)

DLy
V-Gt FN o
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d —
DE?/#(Z) = FiwK (iw)y (2), (3:21)
sendo
K(iw) = e ™ /t ALK (t —T)e™ . (3.22)

As solugoes para o primeiro par, (3.16), tem a forma

Q/Ji(Z) = Ctleaiz + C:bgeiaiz s (323)
e, devido a simetria do potencial, isto é, V(z,t) = —V(—z,t), as constantes
introduzidas acima relacionam-se por C_; = —C_ 5, permitindo as relacoes
_(z) =2C_ 1 senh(a_z) (3.24)
e
2q ~
¢(2) = ——=5C_1senh(a_z) + Cz. (3.25)
e}
As constantes C_; e C sao determinadas a partir do sistema de equacoes:
gNDa_C
EC- =0 3.26
1t KpT cosh(a_d/2) (3:26)
e
2q d d~- W
—EC_J Senh (Oz_§> + 50 = ? s (327)
com
, : — . d
€ = Fl(iw) + ia_wK(iw) tanh (Ozi) : (3.28)

que resulta da aplicagao da condi¢ao de contorno para ¢_(z), a partir da equagao
(3.20) e da condicao imposta para o potencial em z = d/2, por exemplo.

Uma vez determinadas as constantes C_ ; e C', o potencial dado pela equacao
(3.25) ¢é utilizado em um procedimento anédlogo aquele adotado na Segao (2.5),

obtendo a impedancia da amostra:
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2 tanh(a_d/2)/(AN%a_) + Ed/(2D)
dweSa? 1+ K(iw)(1 + iwA?/D) tanh(a_d/2)/(XNa_)’

Z (3.29)
em que S é a area da superficie dos eletrodos.

A impedancia encontrada em (3.29) apresenta um perfil muito geral devido ao
Kernel K(t—1) em K(iw) e na condicdo de contorno para a densidade de corrente
mostrada em (3.9). Se, por exemplo, 7(7) = d(y —1) e K(t) = ke /7, reproduz-
se 0 caso cujos fenomenos de adsor¢ao-dessorcao sao agregados na andlise através
de uma equacao cinética de balango nas superficies da amostra, como a equacao
(2.21). Além disso, caso 7(y) = d(y — 1) e K = 0, a forma usual para a im-
pedancia, considerando os eletrodos bloqueantes, é recuperada, assim como ex-
plica Santoro (2014).

Para os exemplos ilustrados a seguir, considera-se uma célula eletrolitica de
espessura d = 25 um, preenchida com um liquido isotrépico de permissividade
dielétrica € = 6, 7<g, sendo que a permissividade do vacuo é gy = 8,854 x 10712
F/m. Os eletrodos tem a drea da superficie dada por S = 2x107% m?, a densidade
dos fons ¢ N = 1,2 x 10? m3 e o coeficiente de difusao D = 8,0 x 10~ m?/s.
Com esses valores, tem-se A ~ 1,96 x 10~7 m.

As figuras (3.1) e (3.2) mostram o comportamento da impedancia para v = 1,
e a dinamica do sistema é analisada a partir de trés escolhas de K(iw). A linha
solida @ representa o caso em que K (iw) = 0, correspondendo a difusao usual na
presenca de eletrodos perfeitamente bloqueantes. Para @, K(iw) = w7/ (1 +iwT),
com Kk =107 m/s e 7 = 0,1 s, 0 que pode estar conectado a um processo de
adsor¢ao-dessor¢ao. A linha ® considera K(iw) = x7/(iwT)?, com k = 1072 m/s,
7=10"*s e v = 0,35. Esse caso mostra que o efeito da condicao de contorno
para j, ¢ produzir a difusao andomala, comportamento manifestado na figura
(3.2) pela inclinacdo comparada com a linha reta indicada por *, compativel
com —X oc f706,

Nas figuras (3.3) e (3.4), considera-se a influéncia da equagao de difusdo
fraciondria sobre a impedancia, através de 7(y) = 70(y — 1) + (v — 7), que
corresponde a um processo difusivo caracterizado por dois regimes diferentes:

usual e anomalo. Também considera-se, nessa andlise, K(iw) = k7/(iwT)". A

47



O Modelo 48

linha @ é a situagdo usual, Kk = 0 e v = 1. A linha @ condiz com difusao
fraciondria no volume com k = 0, 71 = 0,8 s, 75y = 0,2 57 e v = 0,25. Para a
linha ®, k = 5x 10 m/s, 7 = 0,15, v = 0,25 e v = 0,25, indicando uma
combinacao de difusao anomala e efeitos de superficies. A situacao indicada pela
linha ® mostra a predominancia das condicoes de contorno sobre os efeitos da
derivada fracionaria de ordem distribuida. Nesse caso, considera-se a difusao
usual fazendo v = 1, porém com os valores de x, 7 e v utilizados em ®.

As figuras (3.5) e (3.6) também expressam a influéncia da difusado anomala so-
bre a impedancia quando 7(y) = 16(y—1)+750(7—7), no entanto com condicoes
de contorno dadas por K(iw) = k7/(1 + iwT). Percebe-se que os efeitos no vo-
lume, ou seja, difusao fracionaria, governam a parte real R da impedancia no
limite de baixas frequéncias, enquanto que os efeitos das condicoes de contorno
sao verificados devido a presenga de um segundo plato na regiao de frequéncias
intermedidrias. A parte imaginaria X exibe o comportamento assintotico gover-
nado pelos limites usuais, e apenas a regiao de baixas frequéncias manifesta os

efeitos da derivada fracionaria e das condicoes de contorno na interface.

l 0 ? L. *“‘.\ |

et 1 TP

10 - .

10. 1 1 1 [ i

Logo (f)

Figura 3.1: Parte real (R) da impedéncia em fungao da frequéncia f. Reprodugao
autorizada pelo autor (Santoro, 2014) [26].
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Logo (f)

Figura 3.2: Parte imaginaria (X) da impedancia em fungao da frequéncia f.
Reprodugao autorizada pelo autor (Santoro, 2014) [26].

Os resultados mostram que é fundamental a escolha adequada das condigoes
de contorno para reproduzir o comportamento da impedancia. Portanto, é ne-
cessario identificar os processos que ocorrem na interface do sistema analisando
quais teriam maior influéncia sobre o perfil da impedancia ou se existe a predo-

minancia dos efeitos da difusao anomala no volume da amostra.
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10

Logq (f)

Figura 3.3: Parte real (R) da impedéncia em fungao da frequéncia f. Reprodugao
autorizada pelo autor (Santoro, 2014) [26].

Logo (/)

Figura 3.4: Parte imaginaria (X) da impedancia em fungao da frequéncia f.
Reprodugao autorizada pelo autor (Santoro, 2014) [26].
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Figura 3.5: Parte real (R) da impedancia em fungao da frequéncia f. Reprodugao
autorizada pelo autor (Santoro, 2014) [26].
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Figura 3.6: Parte imaginaria (X) da impedancia em funcao da frequéncia f.
Reprodugao autorizada pelo autor (Santoro, 2014) [26].
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CAPITULO 4

O MODELO PNPA: CIRCUITOS
EQUIVALENTES E CPE

Os circuitos equivalentes e os modelos matematicos sao as duas frentes utili-
zadas para encontrar um valor tedrico para a impedancia elétrica de uma célula
eletrolitica. Dada a importancia dessas duas abordagens, que foram discutidas
ao longo deste trabalho, o objetivo deste capitulo é estabelecer uma conexao en-
tre as previsoes do modelo Poisson-Nernst-Planck, PNPA, detalhado no Capitulo
[3] e os circuitos equivalentes com modelos envolvendo CPEs. A correta inter-
pretagao do espectro de impedancia é obtida utilizando os elementos distribuidos,

pois resistores e capacitores envolvem apenas propriedades ideais. [20].

4.1 Elementos distribuidos

Construir um modelo matemético detalhado envolvendo todos os processos
fisicos e quimicos de um sistema eletrodo-material, pode ser extremamente com-
plicado ou até mesmo inviavel. Uma boa aproximagao é considerar um cir-
cuito equivalente constituido de resistores, capacitores e indutores. Esses ele-
mentos passivos tem significado dentro do modelo e correspondem a fenomenos

especificos. Resistores podem representar a condutividade do material no vo-
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lume ou reacoes quimicas nos eletrodos. Capacitores e indutores sao associados,
geralmente, a regioes com cargas polarizadas e com processos de adsorcao nos
eletrodos [46].

A amostra do material em conjunto com os eletrodos forma a célula ele-
trolitica, a qual é sempre finita em extensao. Portanto, a resposta do sistema,
isto é, a impedancia encontrada requer elementos de circuito distribuidos, ja que
se estendem sobre uma regiao finita do espaco, ao invés de estarem em pon-
tos localizados. Com isso, verifica-se que nao é factivel expressar exatamente a
impedancia apenas pela combinacao de elementos passivos. Deste modo, o cir-
cuito equivalente também deve conter elementos distribuidos para reproduzir o
espectro de impedancia observado. A resposta elétrica exibe, geralmente, dois
tipos genéricos de resposta distribuida, denominados elementos de fase constante
(CPE - Constant Phase Elements) e impedancia de Warburg (Zy) [47, 48].

Esta secao segue trazendo elementos de circuito especificos e o significado

fisico analogo dos mesmos.
Resisténcia da amostra

A resisténcia R do material (eletrdlito), associada ao fluxo de corrente, de-
pende da concentracao e dos tipos de ions, da temperatura e da geometria da

area em que a corrente é transportada, sendo dada através da equagao

_ ;L
_pA’

na qual p é a resistividade do material, A é a se¢ao transveral (drea) do condutor,

Rs (4.1)

o capacitor formado pelos eletrodos da célula eletrolitica, e [ 0 seu comprimento.
Resisténcia de transferéncia de carga

O processo de troca de elétrons na interface do sistema acontece segundo
reacoes de oOxido-reducao: Ox+e~ = Red, que geram densidade de corrente
na superficie. A resisténcia de transferéncia de carga R, estd associada com
a corrente estabelecida, cujo comportamento segue a equacao de Butler-Volmer

dada por
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i =7 [ea(VfV)nF/(RT) _ o —(1=a)(V=V)nF/(RT) ’ (4.2)
na qual j é a densidade de corrente na interface, j, é a densidade de corrente de
troca, a é o coeficiente de transferéncia de carga, n é o nimero de elétrons, F' é
a constante de Faraday, R ¢ a constante universal dos gases, T é a temperatura

absoluta, V' é o potencial aplicado no sistema e V' é o potencial de equilibrio [49].
impedancia de Warburg

A difusdo geralmente é representada por uma impedancia de Warburg, Zy,
primeiramente introduzida em termos de uma camada de difusao semi-infinita,
sendo encontrada a partir da solucao da segunda lei de Fick e da equacao de

difusdo unidimensional [1]:

Aw
Ty = 2

em que Ay representa o coeficiente de Warburg. Um exemplo de sua aplicagao

(4.3)

é a difusao do atomo de oxigénio em um eletrodo, considerando o limite em que
este seja infinitamente espesso.

No entanto, situacgoes fisicas reais nao envolvem comprimentos infinitos, ape-
sar de o resultado ser utilizado com boa aproximacao, e a impedancia de Warburg
deve ser estendida para um valor que corresponda a comprimentos finitos, escrita

Ccomo

tanh ZW
Iw

A impedancia de Warburg é frequentemente utilizada quando fons de mesmo

ZWO — AWO (44)

sinal sao bloqueados pelo eletrodo, enquanto o restante pode ser adsorvido, ge-

ralmente com mobilidade menor [50].
Capacitancia da dupla camada

Quando um potencial elétrico é estabelecido através da célula eletrolitica, os

eletrodos adquirem cargas de sinais opostos e os ions da amostra se distribuem,
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aproximando-se da superficie de carga contraria.

A capacitancia da dupla camada, Cy, é formada devido a separacao de carga
na interface do sistema, dependendo do potencial aplicado, temperatura, con-
centracao ionica e adsorcao. Em outras palavras, a interface se comporta como
um capacitor e existem diversos modelos que explicam sua estrutura [51].

O conceito da existéncia da dupla camada em uma superficie eletrodo-eletrélito
apareceu em 1879 (Helmholtz), assumindo a existéncia de uma camada compacta
de fons em contato com a superficie carregada. O préximo modelo, descrito por
Gouy e Chapman, envolve uma dupla camada difusiva, na qual os fons acumu-
lados que obedecem a distruibuicao de Boltzmann, estendem-se até uma certa
distancia da interface. Em outros desenvolvimentos, Stern (1924) sugere que essa
interface inclua tanto a camada rigida de Helmholtz quanto a difusa de Gouy e
Chapman [52].

Constant Phase Elements - CPE

Elementos de fase constante (CPE) sao muito utilizados em circuitos elétricos
equivalentes para reproduzir dados experimentais de impedancia, sendo parametros
de ajuste extremamente flexiveis.

O comportamento de um CPE esta geralmente atribuido aos diversos proces-
sos eletroquimicos presentes na interface, a nao homogeneidade da superficie dos
eletrodos, que podem ser porosos ou rugosos, e as distribuicoes de correntes ou
potenciais associadas a geometria do eletrodo. Portanto, a contribuicao de re-
sisténcias e capacitancias varia de acordo com a posicao do eletrodo em torno de
um valor médio. Macroscopicamente, a impedancia encontrada considera apenas
este valor para o eletrodo como um todo. Consequentemente, em uma andlise
microscépica, aparece uma distribuigao de resisténcias e capacitancias [1].

Além disso, um eletrodo é idealmente polarizado quando nao ha transferéncia
de carga através da interface com a amostra, exibindo um comportamento capa-
citivo ideal. Os defeitos presentes nos eletrodos modificam essa situacao, criando
uma dependéncia da impedancia com a frequéncia. Além disso, aparece o efeito
da polarizacao na interface, podendo ser definida como uma perturbacao na

distruibuicao de cargas, induzida pelo campo elétrico aplicado nessa regiao. A
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polarizacao nao ocorre instantaneamente, e uma constante de tempo, o tempo
de relaxagao, é associada ao processo [53, H4].

A origem dos CPEs esta ligada a uma distribuicao de tempos de relaxagao ao
longo da superficie do eletrodo e a distribuicao de resisténcias e capacitancias.
Geralmente, ocorre a substituicao de um elemento distribuido por um CPE para
melhor descrever o sistema, com a impedancia sendo uma funcao empirica dada
por

1

Zopp = ———

(4.5)
onde Ay é uma constante de dimensao Fs® ! e 0 < o < 1. Nota-se que o = 1
corresponde a um capacitor ideal com Ay = C, a = 1 descreve um resistor ideal
com Ag =R e a = —1 resulta em um indutor ideal com Ay = L. Consegue-se,

ainda, reproduzir uma impedancia de Warburg considerando a = 0,5 [55].

Em uma situagao simplificada, o sistema se comporta de maneira semelhante
a uma associacao em série da capacitancia da dupla camada Cy com a resisténcia
Rs da amostra considerada. Essa situac¢do, mostrada na figura (4.1a), indica
uma configuracao com eletrodos bloqueantes, sem movimentagao de cargas na
interface.

Nessa circunstancia, a associagao em série pode ser estendida, ao acrescentar
elementos distribuidos, conforme deseja-se considerar outros fenomenos a fim
de uma maior proximidade entre situacoes reais. Para uma grande classe de
sistemas, adiciona-se em paralelo com Cg4, uma impedancia Z;, indicada pela
figura (4.1b), representando os processos da superficie que, até entao, nao foram
apontados. Em alguns casos, essa impedancia ¢ dividida em uma resisténcia de
transferéncia de carga R, em série com a impedancia de Warburg Zy,. Esse
circuito, mostrado na figura (4.1c¢), é denominado modelo de Randles, o qual
inclui processos ocorridos na superficie, envolvendo a adsorcao que pode culminar
em transferéncia de cargas influenciando em toda a dinamica do problema. A
capacitancia da dupla camada pode ser substituida por CPE para considerar a

distruibuicao dos tempos de relaxacao.
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(a) (b) (¢)
Cal Car
Ry Cr‘” RH —1
D—i:]—H—o o—I1— o
Zs Ret Zw

Figura 4.1: Circuitos elétricos equivalentes: (a) célula eletrolitica com eletrodos
bloqueantes; (b) fenomenos gerais na superficie dos eletrodos; (¢) modelo de
Randles. Reproducao autorizada pelo autor (Santoro, 2014) [26].

4.2 0O Modelo

Uma andlise cuidadosa é necessaria quando circuitos equivalentes sao utiliza-
dos. Uma escolha incorreta dos mesmos, pode levar a conclusoes erradas sobre
o0s processos que ocorrem na célula eletrolitica. Além disso, é possivel rearranjar
os elementos do circuito de diversas maneiras distintas, obtendo o mesmo valor
de impedancia. Essa ambiguidade pode ser desfeita levando em consideracao
a intuicao fisica, que deve ser empregada juntamente com mais dados e mais
experimentos, para a correta representacao de um certo processo fisico.

Primeiramente, é importante sintetizar o caminho seguido até este capitulo,
cujo objetivo é a conexao entre a resposta elétrica de uma célula eletrolitica,
obtida através do modelo difusivo anomalo PNPA e os circuitos equivalentes,
contendo elementos de fase constante (CPEs). A andlise é feita para estabelecer
a reproducao dos efeitos de superficie, que aparecem em eletrodos nao ideais,
através da presenca dos CPEs nos circuitos considerados.

A espectroscopia de impedancia caracteriza as propriedades elétricas dos ma-
teriais e pode ser utilizada na investigacao da dinamica dos ions presentes tanto
no material, como na superficie dos eletrodos. Para uma descricao teorica, os
modelos analisam os dados com base em uma equacao de difusao para os ions,
juntamente com a equacao de Poisson para o potencial elétrico. Esse cenario

¢ detalhado no modelo classico de Poisson-Nernst-Planck. Todavia, ainda nao
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é possivel definir exatemente o comportamento dos ions, o qual nao é total-
mente descrito pelo modelo usual. Assim, o modelo anomalo generaliza a im-
pedancia elétrica através do cédlculo fracionario, conectando a difusao anomala
com a equagao de Poisson, trazendo uma nova perspectiva para a andlise expe-
rimental.

Por outro lado, Lenzi, Paula, Silva e Evangelista (2013) afirmam que esses
efeitos nao usuais, presentes na interface da célula eletrolitica, podem ser descri-
tos por um CPE, em um circuito equivalente, no contexto da resposta elétrica.
Para estabelecer, entao, a conexao desejada, considera-se a impedancia encon-
trada no modelo PNPA, assumindo que o potencial elétrico periédico aplicado
tenha uma amplitude baixa. Portanto, a impedancia é analisada no limite de
baixa frequéncia, ou seja, a equagao (3.29) é modificada quando o termo F(iw)

vai a zero, alterando as funcoes a_ e & levando a

2\2 1 \2d
A ~N— — + . 4.6
PAPAT S A+ K(iw)]  eSD (46)
A escolha v = 1 simplifica a andlise da resposta elétrica, estabelecendo ape-

nas um regime difusivo, que conecta os efeitos de volume com associagoes mais
diretas entre elementos resistivos e capacitivos, como ilustrado na figura (4.2).
Essas caracteristicas sao esperadas para condigoes de contorno nao bloqueantes,
e a resposta elétrica é, essencialmente, governada por termos de superficie res-
ponsaveis pela difusao anomala. Portanto, dependendo do sistema fisico, apenas
termos de derivadas fraciondrias temporais pode nao ser suficiente para obter
um comportamento consistente, para que a resposta elétrica reproduza os dados
experimentais.

Além disso, os efeitos da superficie sao indicados por Zg, que representa um
elemento arbitrario ou uma associagao de elementos. Consequentemente, é im-
portante saber como Zg est4 conectado com K(iw), ja que esta quantidade indica
a condicao de contorno para a densidade de corrente, relacionando a mesma com
processos de adsorcao ou, até mesmo, a utilizacao de eletrodos bloqueantes. Uma
vez identificadas as propriedades na interface, é possivel verificar a que elemento
a impedancia Zg se refere.

A informagcao necessaria sobre a superficie dos eletrodos é obtida a partir de Z.

Analisando essa quantidade no limite de baixa frequéncia, dado por (4.6), nota-se
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que Z ~ 1/(iw)?, com 0 < § < 1. Esse comportamento pode estar relacionado &
rugosidade da interface e, consequentemente, com a dimensao fractal da mesma,
com ¢ se aproximando de 1 conforme a superficie vai se tornando infinitamente
suave.

A partir das consideracoes ja feitas, o comportamento da impedancia pode
ser obtido a partir de uma escolha apropriada para o kernel presente na equacao
(3.9), dependendo das condigdes de contorno que indicam a maneira como a
interface influencia o sistema. Por esse aspecto, a nao homogeneidade dos ele-
trodos também pode guiar a escolha adequada para o kernel, descrevendo assim,
a impedancia experimental.

O circuito da figura (4.2) tem impedancia dada por

R
= —-- + 7
¢ 1+iw7€C+ o

que, quando se compara com Zpypa no limite de baixa frequéncia, encontra-se

(4.7)

22 1
A R — 4.8
57 eS iwh + K (iw)] (4.8)

onde R = A?d/(¢SD), relacionando efeitos de volume com a primeira parte do
circuito. A equagao (4.8) conecta os efeitos de superficie dados por K(iw) com o
elemento Zg. Consequentemente, para cada escolha de K(iw), é possivel procurar
um elemento ou uma associacao de elementos com comportamento equivalente
para a impedancia.

Uma situacao comum é considerar os eletrodos perfeitamente bloqueantes, ou
seja, K(iw) = 0, o que corresponde a um elemento capacitivo. Essa conclusio
pode ser vista através da equagao (4.5) com = 1. Outras escolhas levam a
processos fisicos conectados a diferentes efeitos de superficie e, deste modo, a
diferentes elementos que contribuem para Zg.

Sendo assim, as condigoes de contorno utilizadas no desenvolvimento de mo-
delo PNPA podem ser relacionadas com um CPE, a partir da equagao (4.8),
trazendo a conexao esperada entre essas duas frentes. Para isso, reescreve-se
(4.8) como

Zis ~ giw + g—iiwﬁ(m) : (4.9)
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Figura 4.2: ITlustracao de um circuito no qual a primeira parte ¢ uma associagao
em paralelo entre uma resisténcia R e uma capacitancia C. A segunda parte
é um elemento arbitrario Zg, ou uma associagao de elementos conectados com
efeitos de superficie [20].

implicando uma associacao paralela entre um capacitor e um CPE. A escolha de
K(iw) é feita para associar os efeitos da difusdo anomala com a representacio de
Zs. Portanto, tem-se K(iw) = k7/(iwT)C.

De fato, Zg pode ser identificado como

1 1 1

s 4.10
2.~ 7. "7 (4.10)
em que
1 es . 1 eS . 1¢
7 e 7 ﬁ/{(wﬁ) : (4.11)

representando a associa¢ao mostrada na figura (4.3), entre um elemento capaci-
tivo Z; e um CPE Z;, com

1 1
- A — 4.12
we, © 2 (4.12)

se C) = ES/(Z)\) e Cy = 01/{7—1*C/)\_

Outra possivel escolha é admitir

Z

- R1Ty RoTa

K(iw) =

(4.13)

(lwr)Sr  (lwTy)©
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A
i
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Zy

Figura 4.3: Elementos de cicuito que formam Zg, necessarios para estabelecer a
conexao com o modelo PNPA no limite de baixas frequéncias, quando K(iw) =
KT/ (iwT)¢ [20].
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Zf-,'
— (= —_——t—
Z,
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%

Figura 4.4: Elementos de cicuito que formam Zg, necessarios para estabelecer a
conexao com o modelo PNPA no limite de baixas frequéncias, quando K(iw) =
K171/ (iwT)St + Koo/ (iwTs)%? [20].
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que implica

Zs 2\ 22

com o primeiro, segundo e terceiro termos representando 1/7y, 1/7Z5 e 1/Z3,

. _ eS . _
k17 (i) 2 KoTo (1wTy) 742 (4.14)

respectivamente, sendo Z; um capacitor e Z, e Z3 CPEs, representados pela

figura (4.4). Os valores correspondentes sao dados por

1 1 1
L A — A —
Tl T )i, C T Gw)e gy

se C) = eS/(2)), Cy = 11y JACy e Cs = kara < /ACY.

As figura (4.5) e (4.6) ilustram os resultados para o modelo Poisson-Nernst-

(4.15)

Planck com difusao anémala (PNPA) e o circuito equivalente que surge a partir
da conexao estabelecida na equagao (4.9). Considera-se K(iw) = k7/(iwT)¢ com
os parametros dados por kK = 107 m, 7 =103 s, d = 37 x 107 m, ¢ = 0, 287,
A=86x10"%m, D=4x10"2m?/s, S =10""* m? e e = 7,5¢. Esse caso
apresenta uma boa concordancia entre os modelos PNPA e circuitos equivalentes,

quando a equagao (4.8) é utilizada.
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Figura 4.5: Comportamento da parte real R da impedancia elétrica para o mo-
delo PNPA, e o circuito equivalente associado, considerando a equagao (4.8) [20].
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Figura 4.6: Comportamento da parte imagindria X da impedancia elétrica para
o modelo PNPA| e o circuito equivalente associado, considerando a equagao (4.8)
[20].
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Para complementar a conexao entre os modelos, proposta neste capitulo,
considera-se um cenario experimental com dados obtidos por uma célula ele-
trolitica de sal (hidrato de cloreto de cddmio - CdClyH50) dissolvido em dgua
Milli-Q, que consiste em um tipo de agua caracterizada por apresentar um alto
nivel de pureza (< 1 particula/mL) permitindo o trabalho direto sobre os fons
provenientes da dgua, isto é, Ht e OH~ [56]. A concordancia observada entre
os modelos, mostrada na figura (4.5), é também verificada para os dados expe-
rimentais segundo a figura (4.8), utilizando a equagao (3.29) com os parametros
obtidos pelo método ”Otimizacao por enxame de particulas”, o qual ajusta as
partes real e imaginaria da impedancia simultaneamente com os dados experi-
mentais [57, 58]. Os parametros sao: S = 3,14 x 1071 m?, ¢ = 80, 03¢, v = 0, 95,
A=0,98 B=0,02, D=3,05x10°%m?/s,d =102 m, k; = 867 x 107°
m/s, ko = 6,24 x 107" m/s, A =2,80x 10 m, 7=1,64x 1073 s, (; = 0,158 e
G2 = 0,899.
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Figura 4.7: Comportamento dos dados experimentais com as previsoes do modelo

proposto, para a parte real R da impedancia [20].
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Figura 4.8: Comportamento dos dados experimentais com as previsoes do modelo

proposto, para a parte imaginaria X da impedancia [20].
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CONCLUSOES

Esta tese apresentou um conjunto de resultados e procedimentos utilizados
na investigacao da resposta elétrica de uma célula eletrolitica, considerando,
primeiramente, a abordagem de Poisson-Nernst-Planck (PNP). Nesse contexto,
a evolucao temporal das cargas mdveis é governada pela equacao de difusao,
enquanto o potencial elétrico efetivo da amostra do material que esta sendo in-
vestigado é determinado pela equacao de Poisson. Essas cargas apresentam mo-
bilidades iguais e o meio considerado ¢ limitado por eletrodos bloqueantes. Um
proximo passo, que melhor retrata a impedancia encontrada experimentalmente,
seria formular a teoria incorporando fenémenos de adsorgao seletiva dos ions,
além de considerar cargas com diferentes mobilidades apresentando associagao
e dissociacao ionica. Nesse contexto, investigou-se a impedancia considerando
a difusao dos fons por meio de uma equacao de difusao fracionaria de ordem
distribuida, onde tem-se uma condicao de contorno expressa por uma equacao
integro-diferencial, o que remete ao modelo Poisson-Nernst-Planck com difusao
anomala (PNPA). Os resultados mostram que, no limite de baixa frequéncia,
o comportamento da parte real da impedancia ¢é influenciado essencialmente
pela equacgao de difusao, enquanto os processos ocorridos devido as condicoes
de contorno dependem da escolha de K(iw). Os regimes difusivos dos fons da
amostra tem direta influéncia na resposta elétrica do sistema e, seus aspectos
dinamicos providenciam um importante vinculo entre a impedancia experimen-

tal e a descricao tedrica. Por outro lado, estabeleceu-se uma conexao entre o
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modelo PNPA e o modelo dos circuitos equivalentes com os elementos de fase
constantes (CPEs), na qual os efeitos de superficie exibem um papel importante
para a resposta elétrica da célula eletrolitica. Também considerando o limite
de baixa frequéncia, comparou-se as expressoes obtidas pelo PNPA com uma
encontrada através de um ciruito com uma componente arbitraria Zg. Essa
comparacao tem como consequéncia a conexao entre K(iw) e Zg. Com os resul-
tados, pode-se concluir que o efeito de um CPE em um circuito equivalente pode
ser representado por algum termo apropriado na condi¢ao de contorno do modelo
PNP ou PNPA, suprindo a necessidade de descrever fendbmenos nao usuais nas

interfaces.
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