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RESUMO

No presente trabalho, investigamos padrões no balanço postural que caracterizam

o equilíbrio estático em seres humanos via distribuição das velocidades do centro-de-

pressão (COP). Para medir o balanço postural, dezesseis voluntários jovens e saudáveis

realizaram a tarefa de ficar em pé sobre uma plataforma de força em três condições de

olhos abertos: posições bipodal, unipodal direita e unipodal esquerda. Coletamos a traje-

tória do COP para cada ensaio. A partir dessas trajetórias, obtivemos as séries temporais

das velocidades do COP. Inicialmente, verificamos que as distribuições das velocidades

exibem um comportamento não-Gaussiano e podem ser aproximadas por Gaussianas ge-

neralizadas com caudas longas. Também discutimos possíveis implicações na modelagem

da velocidade do COP usando equações de Fokker-Planck generalizadas, relacionadas às

estatística de Tsallis e difusão anômala de Richardson. Os modelos de distribuições Gaus-

sianas generalizadas foram, no geral, sensíveis em detectar diferenças entre as posições

bidodal e unipodal. Utilizando outra base de dados (disponível ao público), repetimos as

análises para investigar a distribuição das velocidades do COP em um grupo de jovens em

comparação com idosos, na posição bipodal e de olhos fechados. Todos os resultados en-

contrados apontaram para a existência de um comportamento universal para a distribuição

das velocidades.

Palavras-chave: Controle postural humano. Trajetória do centro-de-pressão. Equa-

ções de Fokker-Planck. Distribuição das velocidades.
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ABSTRACT

In the present study, we investigated patterns in the postural sway that characterize

the static balance in human beings through distribution of center-of-pressure (COP) veloci-

ties. To measure the postural sway, sixteen healthy young subjects performed tasks stance

upright under force platform in three conditions of open eyes: bipedal, right unipedal and

left unipedal stances. We collected the COP trajectory for each trial. From these trajecto-

ries, we obtained the COP velocities. Firstly, we verified that the velocity distributions exhibit

non-Gaussian behavior and can be approximated by generalized Gaussians with fat tails.

We also discussed possible implications of modeling COP velocity by using generalized

Fokker-Planck equations related to Tsallis statistics and Richardson anomalous diffusion.

The models of generalized Gaussian distributions were, in general, sensitive to detect diffe-

rences between bipedal and unipedal stances. By using another database (available to the

public), we repeated the analysis to investigate the distribution of COP velocities in a group

of young in comparison with elderly in the bipedal position and closed eyes. All the results

pointed to the existence of a universal behavior for the distribution of velocities.

Keywords: Human postural control. Center-of-pressure trajectory. Fokker-Planck equa-

tions. Distribution of velocities.
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INTRODUÇÃO

Em nossa vida diária, realizamos diversas tarefas que demandam uma constante ma-

nutenção e controle do equilíbrio postural para manter a posição do corpo no espaço, com

objetivos de estabilidade e orientação (por exemplo, caminhamos, dançamos e carrega-

mos sacolas de compras). O conjunto de vários processos fisiológicos que conduzem a

movimentos de correção postural que nos permitem ficar de pé é um exemplo de um sis-

tema de controle complexo. Esses movimentos de correção corporal refletem algumas

características do mecanismo de controle subjacente [1]. Do ponto de vista biológico, a

postura parada em pé ou postura em apoio bipodal requer do corpo o controle do Sistema

Músculo-Esquelético (SME). Tal controle é possível quando o Sistema Nervoso Central

processa as informações visual, vestibular1 e somatossensorial2 e as usa para selecionar

e controlar a resposta postural apropriada [4–8].

O estudo do balanço postural3 usando medidas baseadas no centro-de-pressão (center-

of-pressure) (COP) tem sido útil para caracterizar a dinâmica do sistema de controle pos-

tural associada à manutenção do equilíbrio. O COP é definido como a origem do vetor

da força resultante de reação do solo sobre a superfície de sustentação. Para o corpo

permanecer em equilíbrio estático, a força causada pela gravidade e a força de reação

da base devem ser iguais e opostas, e o COP deve estar diretamente abaixo do centro

de massa [9]. Há décadas, pesquisadores têm empregado o uso de plataformas de força

1O sistema ou aparelho vestibular é o conjunto de órgãos do ouvido interno dos vertebrados responsáveis
pela manutenção do equilíbrio [2].

2O sistema somatossensorial é a condição que permite ao ser vivo experimentar sensações nas partes
distintas do corpo humano. Podem ser sensações de tato, temperatura, da posição das partes do corpo ou
da dor [3].

3Definição de balanço postural/corporal: fenômeno de constante deslocamento e correção da posição do
centro de gravidade dentro da base de apoio.
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em seus protocolos experimentais para a caracterização do controle postural. Esse instru-

mento registra as trajetórias do centro-de-pressão (COP) em função do tempo, as quais

são medidas a partir das forças de reação do solo.

A dinâmica da posição do COP é frequentemente relacionada a uma caminhada aleató-

ria, tem sido investigada usando uma variedade de técnicas [10–20]. Em particular, alguns

estudos têm focado as velocidades do COP ao invés das trajetórias. De fato, alguns argu-

mentos corroboram para a concepção de que a velocidade do COP seja realmente mais

precisa do que a posição ou aceleração para modular a postura humana bipodal [21–23].

Como demonstrado experimentalmente na Ref. [22], quando uma informação sensorial é

removida ou atenuada, o comportamento do balanço postural indica maior degradação nas

séries temporais da velocidade do que na posição ou aceleração do COP. Várias carac-

terísticas da velocidade do COP, incluindo correlações temporais, têm sido amplamente

exploradas [23–29]. No entanto, investigações relacionadas às distribuições das veloci-

dades são raras. Por exemplo, existem testes de significância estatística (tais como os

testes de Shapiro–Wilk e Kolmogorov-Smirnov) indicando que as distribuições das veloci-

dades do COP não são Gaussianas [30,31], porém maiores detalhes sobre a forma dessas

distribuições não foram estudas aprofundadamente.

Recentemente, diversos métodos clínicos e laboratoriais têm focado a degeneração

do controle postural, especificamente em certas condições patológicas que afetam o equi-

líbrio, como, por exemplo, lesão no ligamento cruzado anterior, instabilidade crônica no

tornozelo, fratura no quadril, dor lombar, déficit mental e doença de Alzheimer [32–36].

Sabemos que a posição sobre um pé (apoio unipodal) é uma tarefa mais exigente e es-

tressante, cujo controle necessita de uma atividade motora mais intensa devido à base

de apoio ser mais estreita comparada com a bipodal [37]. Por esse motivo, o equilíbrio

sobre apoio unipodal é frequentemente estudado para que se compreenda melhor como a

estabilidade postural funciona quando há um déficit no equilíbrio [38–47].

Um dos testes muito utilizado para diagnosticar doenças relacionadas ao sistema de

controle de equilíbrio é o chamado one-leg stance test (OLST). O OLST trabalha com o

tempo máximo em que um indivíduo mantém a posição unipodal sem qualquer ajuda, im-

plicando, assim, que a melhor estabilidade postural estaria relacionada ao maior intervalo

de tempo mantido em pé sobre uma perna [48–56]. Esse teste pode ser uma ferramenta

para predizer condições debilitantes em centros médicos; entretanto, a informação restrita

15



apenas ao tempo pode não ser a ideal para quantificar outros aspectos do equilíbrio [36].

Estudos relacionados ao equilíbrio unipodal englobam inúmeras situações experimen-

tais (i.e., olhos abertos versus olhos fechados, diferenças relacionadas à idade e ao gê-

nero, entre outras), diferentes variáveis (posição, velocidade, velocidade angular) e uma

ampla variedade de técnicas, desde as mais clássicas (como velocidade média, desvio

padrão, análise de frequência e área do COP) até as mais sofisticadas (análise de re-

gressão linear, medidas de tempo limite, análise de flutuação destendenciada (Detrended

Fluctuation Analysis/DFA), entre outras) [18,57–64].

No caso da degeneração do sistema de controle postural, é sabido que o desequilí-

brio corporal na população idosa pode refletir patologias clínicas que afetam componentes

desse sistema e que contribuem para as quedas. O envelhecimento humano é, portanto,

associado a uma degradação na dinâmica complexa do equilíbrio postural humano. In-

tervenções terapêuticas que aumentam a complexidade fisiológica têm sido empregadas

com o objetivo de elevar o paciente a um certo status de “saudável”. Nesse sentido, a

quantificação de mudanças posturais com a idade pode ser a base de uma abordagem

para avaliar o risco e predizer a eficácia dessas intervenções clínicas [10, 11, 18]. Desse

modo, caracterizar as mudanças relacionadas à idade na estabilidade postural deve nos

proporcionar um melhor entendimento sobre como esse sistema está comprometido com o

processo de envelhecimento e, ainda, pode nos fornecer uma informação útil na identifica-

ção de pessoas idosas com risco de quedas. Por isso, a capacidade adaptativa deteriorada

da população idosa na posição bipodal tem sido amplamente estudada (análise de DFA-

Detrended Fluctuation Analysis, velocidade absoluta média do COP, análise de entropia,

análise de dimensão fractal, entre outras [1,11,18,26,65–71]).

Como deve estar claro, para o indivíduo se manter equilibrado na posição estática,

o controle postural necessita de uma série de tarefas e ações que ocorrem de forma inte-

grada e simultânea, exigindo uma grande capacidade coordenativa das informações visual,

vestibular e somatossensorial e dos segmentos corporais (SME) [72,73]. Tais característi-

cas do controle postural fazem dele um exemplo típico de sistema complexo.

O estudo de sistemas complexos vem se tornando reconhecido nos últimos anos como

uma nova vertente científica interdisciplinar. Apesar de se esperar que um sistema com-

plexo tenha várias propriedades típicas, não há uma definição precisa sobre esse tipo de

sistema. Em particular, é típico que um sistema complexo refira-se a um grupo composto
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de muitas partes interagindo. Essas partes individuais e as interações entre elas muitas

vezes conduzem a efeitos coletivos que não são intuitivos se conhecemos apenas as com-

ponentes individuais [74–76]. Nesse cenário, investigamos aspectos do equilíbrio humano

do ponto de vista dos sistemas complexos. Especificamente nesta tese, estudamos o con-

trole postural a partir das velocidades do centro-de-pressão.

No Capítulo 1, fazemos uma breve revisão bibliográfica, basicamente explanando so-

bre algumas técnicas estatísticas frequentemente empregadas no estudo das trajetórias do

COP. Além disso, apresentamos o procedimento experimental adotado para a coleta das

trajetórias do COP e o tratamento empregado nos dados. No Capítulo 2, propomos um

método de investigar as séries temporais do COP na condição bipodal. Nesse caso, suge-

rimos que a distribuição das velocidades do COP seria bem aproximada por distribuições

Gaussianas generalizadas com caudas longas (distribuições q-Gaussiana e Gaussiana

Alongada). Nossa principal meta no Capítulo 3 foi investigar se os parâmetros dessas dis-

tribuições teóricas para a condição unipodal (direita e esquerda) diferem daqueles obtidos

previamente para o experimento de bipodal, ou seja, se esses parâmetros são sensíveis a

essas mudanças posturais. Investigamos se tais parâmetros são sensíveis à degradação

no equilíbrio e, assim, se poderiam ser úteis na classificação de saudáveis e não-saudáveis

como aqueles outros mais tradicionais da literatura.

Como assinalamos previamente, a estabilidade postural é mais frequentemente carac-

terizada por medidas do COP coletadas por uma plataforma de força. Embora esse aparato

experimental seja largamente usado há pelo menos duas décadas, existem maneiras al-

ternativas para investigar a estabilidade postural [66, 68]. Nessa perspectiva, usando uma

base de dados de domínio público, obtida sem o uso de plataformas de força, estudamos

no Capítulo 4 o efeito do envelhecimento e de estímulos externos sobre as velocidades do

COP. Comparamos as distribuições das velocidades de indivíduos idosos saudáveis com

as de jovens saudáveis e investigamos o possível efeito do uso de palmilhas vibratórias

à base de gel sobre a estabilidade postural dos voluntários. No último capítulo, expomos

nossas considerações finais, abordando as principais implicações dos resultados obtidos

e suas possíveis perspectivas. Nos apêndices, apresentamos alguns detalhes técnicos

empregados ao longo desta tese, além de dados e resultados complementares.
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CAPÍTULO 1

REVISÃO BIBLIOGRÁFICA E METODOLOGIA
EXPERIMENTAL

Nas últimas décadas, diversas pesquisas têm-se dedicado a explorar as séries tem-

porais do centro-de-pressão (COP) no sentido de quantificá-las. Nesse contexto, várias

técnicas estatísticas são frequentemente utilizadas, principalmente com o propósito de de-

senvolver mais estratégias para facilitar a detecção de instabilidade em populações com

maior propensão ao desequilíbrio devido a patologias ou outra causa qualquer. Em vista

disso, apresentamos aqui uma breve revisão de algumas medidas usualmente empregadas

na trajetória do COP, bem como algumas de suas aplicações no contexto experimental.

Apesar dessas medidas não fazerem parte do foco desta tese, elas ilustram uma gama

de possibilidades no estudo e aplicação de séries temporais do COP. Além disso, fornecem

uma contextualização para nosso estudo sobre distribuição das velocidades do COP.

1.1 Medidas tradicionais do COP

Inicialmente, consideramos algumas variáveis de interesse no estudo do controle pos-

tural largamente utilizadas para caracterizar a dinâmica do COP. Antes, definimos Xi e Yi

para uma amostra com i = 1, 2, . . . , N como os valores das séries temporais do COP nas

direções médio-lateral (ML) e ântero-posterior (AP), respectivamente (Figura 1.1).
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Figura 1.1: Representação das direções ântero-posterior (AP) e médio-lateral (ML) do COP.

1.1.1 Deslocamento radial médio

O deslocamento radial médio do COP Rm é calculado como [77]

Rm =

∑N
i=1 ri
N

, (1.1)

sendo

ri =
√
X2
i + Y 2

i (1.2)

o deslocamento radial para a i-ésima amostra. Tipicamente, se há alguma perda de equi-

líbrio, espera-se que Rm seja maior que no caso com mais equilíbrio.

1.1.2 Velocidade média

A velocidade média do COP Vm é calculada como [65,78]

Vm =
L

N ∆t
, (1.3)

com
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L =
N∑
i=2

√
(Xi −Xi−1)2 + (Yi − Yi−1)2 (1.4)

representando a distância percorrida pelo COP e ∆t = 1/fs, sendo fs a frequência de

amostragem. Assim como Rm, essa medida é sensível a variações nas condições de

equilíbrio.

1.1.3 Desvios padrões do COP nas direções ML e AP

Os desvios padrões medem a dispersão da trajetória do COP nas direções ML e AP e

são calculados como [77]

σX =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

X2
i (1.5)

e

σY =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

Y 2
i , (1.6)

respectivamente, supondo que as médias são nulas. De certa forma, essas duas medidas

se assemelham a Rm, porém enfatizando separadamente flutuações em cada uma das

direções (ML e AP).

1.1.4 Área de 95% da elipse do COP

A área do deslocamento (elipse 95%) do COP é um método para estimar a área coberta

pela trajetória do COP que engloba aproximadamente 95% dos seus pontos. Essa área A

é calculada como

A = (2πF )
√
σ2
Xσ

2
Y − σ2

XY , (1.7)
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sendo F = 3.00 o valor crítico da distribuição de Fisher (obtido a partir da tabela de es-

tatística F ) ao nível de confidência de 95% quando o tamanho da amostra é maior que

120 [65, 79]. Supondo que os valores médios são nulos, o coeficiente de correlação entre

Xi e Yi, σXY , é dado como

σXY =
1

N

N∑
i=1

Xi Yi. (1.8)

Assim como Rm e Vm, essa medida enfoca um aspecto global da trajetória do COP, não

tratando separadamente as direções ML e AP.

1.1.5 Desvio padrão do deslocamento radial

Outra medida relacionada ao COP que leva em conta as direções ML e AP simultane-

amente é o desvio padrão do deslocamento radial, σr, calculado como

σr =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(ri −Rm)2, (1.9)

sendo Rm o deslocamento radial médio do COP, Equação 1.1 [78].

Além dessas medidas do COP que acabamos de apresentar, existem várias outras, tais

como amplitude de deslocamento do COP, análise de frequência, dimensão fractal, espec-

tro de potência [65,77,78,80]. Apesar dessas medidas convencionais serem consideradas

simples, são capazes de fornecer informações importantes sobre o problema estudado,

como, por exemplo para testar a hipótese de que há um déficit no controle postural de indi-

víduos com doença bipolar na presença/ausência da visão em comparação com indivíduos

saudáveis [14]. Como mostramos na Figura 1.2, é notável que o grupo bipolar tem sua área

do deslocamento do COP aumentada em relação ao de controle, independentemente da

condição visual.
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Figura 1.2: Trajetórias do COP (vermelho) e área do deslocamento do COP (azul) para um
indivíduo saudável (esquerda) e outro com doença bipolar (direita) nas condições A) e B)
olhos abertos (oa) e C) e D) olhos fechados (of). Adaptada de Bolbecker et al. [14].

Figura 1.3: Amplitude do balanço corporal durante os blocos de imagens perturbadoras
(P), agradáveis (A) e neutras (N). A: Área do deslocamento do COP média. B: Desvio
padrão médio na direção médio-lateral. As barras de erro referem-se aos erros padrões.
Adaptada de Azevedo et al. [81].
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Outro exemplo, dentre os vários possíveis, diz respeito à reação de voluntários ao visu-

alizar blocos de imagens perturbadoras (mutilações) em comparação com imagens agra-

dáveis e imagens neutras (objetos) [81]. A visão de figuras de mutilação influenciaram

significativamente a amplitude do balanço corporal (Figura 1.3). A análise da área do des-

locamento do COP média revelou uma redução durante o bloco de imagens perturbadoras

em relação às imagens agradáveis e neutras. O mesmo efeito também foi observado para

a análise de desvio padrão médio.

Recentemente, várias análises de sistemas dinâmicos têm sido aplicadas nas séries

temporais do COP. Dentre as mais novas ferramentas empregadas nesse campo, desta-

camos medidas de entropia, as quais têm se mostrado úteis para quantificar a informação

contida dentro do sinal (entropia de Shannon e entropia de Rényi) e a complexidade e

regularidade do sinal (entropia Aproximada e entropia de Amostra) [82–86].

1.1.6 Análise de correlação

A seguir, consideramos as análises do COP baseadas em correlação. Uma medida de

correlação bastante comum é o coeficiente de correlação linear de Pearson, ρ, o qual nos

permite medir o quão linear é a relação entre dois conjuntos de variáveis. O coeficiente ρ

é definido como [87]

ρ =

∑N
i=1(Xi −X) (Yi − Y )√∑N

i=1(Xi −X)2
∑N

i=1(Yi − Y )2

(1.10)

sendo X = (1/N)
∑N

i=1 Xi e Y = (1/N)
∑N

i=1 Yi os valores médios de Xi e Yi, respecti-

vamente. Se ρ = 1 significa uma correlação positiva (função crescente) perfeita, por outro

lado, se ρ = −1 temos uma correlação negativa (função decrescente) perfeita. Em outros

casos há correlação menos acentuada. Em particular, geralmente, quando ρ = 0, não há

correlação entre as variáveis.

Essa análise de correlação fornece uma abordagem quantitativa útil na comparação

da performance de diferentes medidas do COP em diversas condições de estabilidade,

e respondem a algumas questões que naturalmente surgem nesse cenário. Uma delas

refere-se ao possível efeito da interação das duas direções do COP (ML e AP) nas medi-
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das realizadas, visto que elas podem ser e são em muitos casos analisadas como séries

temporais independentes [29].

1.1.7 Análise de autocorrelação

O método mais comum para estudar as propriedades de (auto) correlação em séries

temporais do COP, se as correlações são de curto ou de longo alcance, é a análise de

flutuação destendenciada (Detrended Fluctuation Analysis) (DFA) [88,89]. O procedimento

básico envolvido no DFA - q é descrito pelos seguintes passos:

i) Considere a série temporal ξt com t = 1, 2, . . . , N , e calculamos a série acumulada

Θ(t) =
t∑

u=1

(ξu − 〈ξ〉), (1.11)

sendo

〈ξ〉 =
1

N

N∑
t=1

ξt (1.12)

a média global.

ii) Dividimos a série acumulada Θ em Nb janelas não sobrepostas e de tamanho τ .

Cada janela contém Nτ pontos. Dentro de cada janela, indexada pelo índice k, ajus-

tamos um polinômio de grau q, P k
q , representando a tendência local. Com isso, a

função de flutuação destendenciada em cada janela será

ψ(k)(t) = Θ(t)− P (k)
q . (1.13)

iii) Assim, para cada τ definimos a função de flutuação

F (τ) =

(
1

Nb

Nb∑
k=1

1

Nτ

Nτ∑
t=1

[
ψk(t)

]2)1/2

. (1.14)
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Quando a série acumulada exibe autosimilaridade, a função F (τ) terá uma dependên-

cia tipo lei de potência, ou seja,

F (τ) ∼ τα, (1.15)

sendo α o expoente de escala associado à série temporal, geralmente, conhecido como

expoente de Hurst.

O expoente de Hurst fornece informações sobre as propriedades de correlação da sé-

rie:

a) Se α = 0.5, a série é não-correlacionada (ruído branco) ou é correlacionada de curto

alcance;

b) Se α < 0.5, a série apresenta correlações antipersistentes de longo alcance;

c) Se α > 0.5, a série exibe correlações persistentes de longo alcance.

É conhecido na literatura que as séries temporais da posição e da velocidade do COP

exibem dois regimes de escala: um comportamento persistente para pequenos intervalos

de tempo e outro antipersistente para longos intervalos de tempo [23–25, 29]. A Figura

1.4 exemplifica esse aspecto para séries temporais da velocidade e da posição do COP.

Embora não haja um consenso sobre o papel desempenhado pelas séries da posição na

caracterização das correlações presentes nas séries temporais do COP, as séries da ve-

locidade têm-se tornado a principal variável de interesse nesse tipo de análise e de tantas

outras. De fato, como demonstrado experimentalmente na Ref. [22], quando uma infor-

mação sensorial (visão e propriocepção) é removida ou atenuada, o comportamento do

balanço postural indica uma maior degradação nas séries temporais da velocidade do que

na posição ou aceleração do COP. Na Ref. [90], os expoentes de Hurst correspondentes

às séries das velocidades do COP são calculados explicitamente.

As medidas relacionadas a uma série do COP, que apresentamos, ilustram bem a

grande variabilidade de aspectos que podemos analisar. De uma maneira geral, tem-se

duas grandes vertentes de aspectos de uma série temporal que podemos investigar: aque-

las relacionadas a correlações temporais e aquelas vinculadas à distribuição dos dados.

Nesta tese, focamos justamente na distribuição dos dados. Mais precisamente, explora-

mos a distribuição das velocidades do COP. No melhor do nosso entendimento, o material

apresentado nos próximos capítulos sobre a distribuição das velocidades do COP compõe

25



Figura 1.4: Típicos resultados do DFA-1 para séries temporais da velocidade e posição
do COP. (Topo) Valores de F (τ) para a série da velocidade do COP δx(t) na direção ML.
(base) Valores de F (τ) para a série da posição do COP y(t) na direção AP. Os índices S
e L indicam as regiões com pequenos intervalos de tempo (comportamento persistente) e
longos intervalos de tempo (comportamento antipersistente), respectivamente. Adaptada
de Blazquez et al. [29].

a vertente inédita desta tese. A seguir, expomos a base de dados que empregamos na

primeira parte de nossa análise.

1.2 Metodologia experimental

Neste trabalho, dezesseis indivíduos fisicamente ativos, jovens e saudáveis (oito ho-

mens e oito mulheres com idade entre vinte e vinte e oito anos) participaram do expe-

rimento. Pessoas fisicamente ativas foram definidas como aquelas que mantêm alguma

forma de atividade física regular durante a semana, como, por exemplo, caminhar, jogar
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bola e dançar. O estudo foi aprovado pelo Comitê de Ética da Universidade Estadual de

Maringá (UEM) e foi conduzido de acordo com os princípios da Declaração de Helsinki.

Todos os voluntários receberam instruções oral e escrita sobre o protocolo experimental e

assinaram um termo de consentimento antes de realizar as tarefas do experimento.

O procedimento experimental ocorreu nas dependências do Departamento de Educa-

ção Física da UEM, no Laboratório de Biomecânica e Comportamento Motor - Labicom,

durante o período de julho a agosto de 2013, no horário comercial. Os dados foram cole-

tados usando uma plataforma de força (EMG SYSTEM do Brasil) para registrar a trajetória

do COP, que é medida a partir das forças de reação do solo, com uma taxa de aquisição

de 100 Hz (Figura 1.5).

Coletamos os dados sob três condições posturais: bipodal (B), unipodal direita (UD) e

unipodal esquerda (UE). Na primeira delas, os voluntários ficaram descalços e solicitamos

que mantivessem uma posição bipodal (em pé parados e apoiados sobre os dois pés) so-

bre a plataforma de força com os olhos abertos [Figura 1.6 (esquerda)]. Cada um manteve

uma distância de cerca de 1.5 metro de um ponto fixo (pedestal) no plano horizontal, na

altura relativa de cada voluntário, com as pernas orientadas em paralelo com a largura do

quadril. Cada indivíduo foi submetido a essa tarefa por 60s e a mesma foi repetida 10 vezes

alternadamente.

A seguir, coletamos 10 medidas (cada uma de 60s) para cada indivíduo nas condições

unipodal direita e unipodal esquerda, ou seja, em pé parado e apoiado sobre apenas um

pé. Ambas as tarefas foram realizadas com os olhos abertos. Novamente, testamos os

voluntários sem os sapatos, olhando para um ponto colocado sobre um pedestal ao nível

dos olhos (a 1.5 metro de distância) e nenhuma restrição foi imposta sobre seus braços

[Figura 1.6 (direita)].

Realizamos todos os 30 ensaios (10 testes × 3 situações) para cada voluntário, com

um intervalo de 60s de descanso entre os testes. Alternamos as situações experimentais

para evitar a fadiga dos envolvidos. No total, coletamos N = 160 trajetórias do COP

para a posição bipodal, 160 para a unipodal direita e 160 para a unipodal esquerda. Para

cada trajetória do COP temos duas séries temporais: uma na direção ântero-posterior

(AP), movimento corporal para a frente e para trás, e outra na direção médio-lateral (ML),

movimento corporal de direita-esquerda.

As séries temporais referentes às trajetórias do COP coletadas foram filtradas por um
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Figura 1.5: Plataforma de força EMG SYSTEM do Brasil, com dimensão de 25 × 25 cm,
vista de cima (topo) e de lado (base).

filtro passa-baixa com uma frequência de corte de 20 Hz para eliminar flutuações de alta

frequência. Consideramos, então, uma frequência de amostragem de 50 Hz. A partir

das séries das posições do COP obtivemos as séries das velocidades (nas direções AP

e ML). Além disso, eliminamos a parte inicial de cada série (1.5s) para evitar anomalias

relacionadas à desestabilização do indivíduo no início do experimento.

O número total de dados analisados neste trabalho chega à casa dos 2.88 × 106 (16

indivíduos × 10 séries temporais × 3000 dados × 2 direções (AP e ML) × 3 condições).
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Figura 1.6: Configuração experimental das condições bipodal (esquerda) e unipodal es-
querda (direita), realizada no Labicom, Departamento de Educação Física da Universidade
Estadual de Maringá.
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CAPÍTULO 2

MOMENTOS, DISTRIBUIÇÃO DAS VELOCIDADES E
GAUSSIANAS GENERALIZADAS NA CONDIÇÃO

BIPODAL

Neste capítulo, apresentamos uma investigação da distribuição das velocidades do

centro-de-pressão na condição bipodal [91]. Verificamos o comportamento não-Gaussiano

das velocidades, propomos e analisamos duas distribuições Gaussianas generalizadas

com caudas longas como possíveis candidatas a modelos para os dados experimentais.

2.1 Velocidade do centro-de-pressão

A trajetória bidimensional do COP (ou estabilograma) de um indivíduo representativo,

em nosso estudo, pode ser vista na Figura 2.1(A). Usando Yt e Yt+1 para representar dois

termos consecutivos da série da posição do COP na direção ântero-posterior,

∆Yt = Yt+1 − Yt (2.1)

é definido como um elemento da série de incrementos sucessivos. Considerando que ∆Y

é proporcional à velocidade Vy = ∆Y/∆t, sendo ∆t constante, tratamos neste capítulo

como a própria velocidade (∆Y é a velocidade em que a unidade de tempo é ∆t). Ademais,

as velocidades normalizadas na direção ântero-posterior são escritas como

∆y =
∆Y − µy

σy
, (2.2)
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Figura 2.1: A) Uma típica trajetória do centro-de-pressão (COP) para um intervalo de tempo
de 60s, com X e Y correspondendo às direções médio-lateral e ântero-posterior, respecti-
vamente. B) Série temporal da posição do COP (topo), Y , e a sua correspondente série da
velocidade (base), ∆Y . C) Série temporal da posição do COP (topo), X, e a sua respectiva
série da velocidade (base), ∆X.
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sendo µy o valor médio e σy o desvio padrão de ∆Y . Nessa análise, descartamos valores

de ∆y acima de seis desvios padrões devido ao fato de serem raros e entendermos que

tais valores extremos representam estímulos involuntários dos indivíduos [81]. Usando o

mesmo tipo de notação, temos

∆Xt = Xt+1 −Xt (2.3)

e

∆x =
∆X − µx

σx
, (2.4)

para as velocidades e velocidades normalizadas do COP na direção médio-lateral. As

Figuras 2.1(B) e (C) mostram séries típicas das posições e suas correspondentes séries

das velocidades nas direções ântero-posterior e médio-lateral.

2.2 Comportamento não-Gaussiano das velocidades

Introduzimos as velocidades normalizadas, 2.2 e 2.4, para superar variabilidades dos

desvios padrões. Partindo dessas definições, voltamos nossa atenção para o estudo dos

caráteres assimétrico (assimetria) e de “achatamento” (curtose) de cada uma das séries

da velocidade do COP, bem como dos momentos de ordem k da distribuição.

Obtivemos os resultados apresentados a seguir depois de agruparmos as dez séries

da velocidade de cada um dos indivíduos em um único conjunto de dados. O desvio pa-

drão das velocidades para cada voluntário varia consideravelmente, dependendo das suas

características [Figuras 2.2(A) e 2.3(A)]; esse resultado se mostra consistente com a lite-

ratura [92]. A medida de assimetria de todas as distribuições das velocidades do COP não

indicaram desvios consideráveis quando comparadas com uma distribuição simétrica como

a distribuição Normal, ou seja, cada valor da assimetria é aproximadamente igual a 0 [Fi-

guras 2.2(B) e 2.3(B)]. A medida de assimetria empregada aqui é 〈(∆y)3〉, e 〈· · ·〉 denota a

média sobre as velocidades do COP normalizadas de um indivíduo. Por sua vez, a medida

de curtose que empregamos é 〈(∆y)4〉. Com isso, todas as medidas de “achatamento” da

distribuição de probabilidade indicaram um comportamento não-Gaussiano, uma vez que

os valores da curtose são consideravelmente maiores do que 3 [Figuras 2.2(C) e 2.3(C)].
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A fim de superarmos a variabilidade dos desvios padrões, como ocorre nos casos das

análises da assimetria e cutose, e tentarmos identificar mais padrões relacionados às velo-

cidades do COP, baseamos a próxima análise na velocidade normalizada do COP global,

em que para cada série usamos as Equações 2.2 e 2.4. Nessa direção, consideramos os

momentos mk definidos como

myk ≡ 〈|∆y|k〉 (2.5)

para a direção AP e

mxk ≡ 〈|∆x|k〉, (2.6)

para a direção ML. As Figuras 2.2(D) e 2.3(D) indicam que os momentos da distribuição
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Figura 2.2: Aspectos estatísticos das séries da velocidade do COP na direção ântero-
posterior. Valores de A) desvio padrão, B) assimetria e C) curtose da velocidade do COP
para cada indivíduo. As linhas pontilhadas representam o valor esperado para uma dis-
tribuição Normal. D) Os momentos da distribuição das velocidades do COP normalizada
(preto) em comparação aos momentos de uma Gaussiana (cinza).
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Figura 2.3: Aspectos estatísticos das séries da velocidade do COP na direção médio-
lateral. Valores de A) desvio padrão, B) assimetria e C) curtose da velocidade do COP para
cada indivíduo. As linhas pontilhadas representam o valor esperado para uma distribuição
Normal. D) Os momentos da distribuição das velocidades do COP normalizada (preto) em
comparação aos momentos de uma Gaussiana (cinza).

das velocidades desviam do caso Gaussiano, e esse efeito é mais visível à medida que k

cresce. Esse resultado estende a análise de curtose para os dados globais, visto que m4

é a curtose.

Em adição às análises, realizamos alguns testes de significância estatística para os

dados de cada indivíduo, tanto para a direção ântero-posterior quanto médio-lateral. A

hipótese nula de que os dados são distribuídos de acordo com uma distribuição Gaussiana

foi rejeitado ao nível de 1%, com base nos testes de Anderson-Darling e Cramér-von Mises

(veja o Apêndice A). Essa análise é consistente com estudos prévios, os quais também

indicaram que a distribuição das velocidades do COP são significativamente diferentes de

Gaussianas [30,31].
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2.3 Modelos não-Gaussianos para a distribuição das ve-
locidades

Na direção de sugerir candidatos para modelar as distribuições das velocidades do

COP, consideramos duas famílias de não-Gaussianas com caudas longas relacionadas a

equações de Fokker-Planck generalizadas.

Como os movimentos do COP podem ser vistos como caminhadas aleatórias, candida-

tos para a distribuições das velocidades do COP podem ser relacionados a equações de

Fokker-Planck. No caso usual de um movimento de uma partícula livre em uma dimensão,

a equação de Fokker-Planck para a velocidade v é dada por (para mais detalhes, veja o

Apêndice B)

∂P

∂t
=

∂

∂v

(
D
∂P

∂v

)
+ γ

∂

∂v
(vP ) , (2.7)

sendo D uma constante relacionada ao ruído, γ o coeficiente de fricção constante e P (v, t)

a distribuição de probabilidade da velocidade no tempo t.

No caso estacionário (∂P/∂t = 0), com P (v) → 0 para t → ∞, a Equação 2.7 é

reduzida a

D
dP

dv
+ γvP = 0 . (2.8)

A solução dessa última equação é a distribuição das velocidades de Maxwell em uma

dimensão, ou seja, a Gaussiana (brevemente discutida no Apêndice C)

P (v) = N ′ exp

(
−γv

2

2D

)
, (2.9)

com N ′ sendo a constante de normalização

N ′ =

√
γ

2Dπ
. (2.10)
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Verificamos que a distribuição das velocidades do COP exibe um comportamento não-

Gaussiano; assim, candidatas às distribuições das velocidades do COP (distribuições das

velocidades de Maxwell generalizadas) poderiam ser investigadas a partir de soluções

estacionárias de equações de Fokker-Planck generalizadas. Dois casos de equações de

Fokker-Planck generalizadas que, como tratamos na próxima seção, conduzem a uma

melhora na descrição da distribuição das velocidades do COP quando comparadas com

uma Gaussiana são focadas a seguir.

Em uma primeira generalização, consideramos

D = Dq P
1−q (2.11)

com Dq constante. Isso conduz a uma equação de Fokker-Planck não-linear [93, 94] que

recupera o caso usual quando q = 1. Nesse caso, a correspondente solução da Equação

2.8, com q > 1, é

Pq(v) = Nq

[
1− (1− q) b v2

] 1
1−q , (2.12)

sendo Nq uma constante de normalização escrita como

Nq =

[
b (q − 1)

π

]1/2 Γ
[

1
q−1

]
Γ
[

3−q
2 (q−1)

] (2.13)

e b um parâmetro de escala dado por

b =
γ N q−1

q

2Dq
. (2.14)

Devemos notar que a distribuição Gaussiana corresponde a Pq(v) no limite q → 1. Para

q > 1, Pq(v) tem caudas longas, já que

Pq(v) ∝ |v|2/(1−q) (2.15)
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para grandes valores de |v|. Além disso,

Pq(v) ≈ Nq (1− b v2) (2.16)

para v2 � 1/b. Consequentemente, a Equação (2.12) tem sua parte central semelhante a

uma Gaussiana. Uma discussão extra sobre a distribuição de probabilidade (2.12) está no

Apêndice C.

A Equação 2.12 tem sido empregada em muitos contextos, desde Física e Engenharia

até Economia e Biologia [95, 96]. Ela foi aplicada com sucesso para modelar a distri-

buição das velocidades não-Gaussiana da Hydra viridissima em dois tipos de agregados

celulares [97]. Devido à conexão da Equação 2.12 com a mecânica estatística generali-

zada de Tsallis, é usualmente referida como q-Gaussiana. Essa estatística tem sido uma

ferramenta teórica útil para discutir comportamentos anômalos, em particular quando rela-

cionados a distribuições não-Gaussianas [95, 96], como, por exemplo, quando a distribui-

ção de Maxwell usual é substituída pela Equação 2.12. Nesse cenário, muitos aspectos

relacionados à mecânica estatística usual (Boltzmann-Gibbs) têm sido generalizados. Um

exemplo é o uso das equações de Fokker-Planck não-lineares [93,94,98–100] substituindo

as usuais.

A exemplo da equação de Fokker-Planck não-linear que foi introduzida em conexão com

uma equação de difusão anômala não-linear (equação para meios porosos) [93], podemos

relacionar outra equação de Fokker-Planck generalizada com mais uma difusão anômala.

Nessa direção, a mesma forma funcional da equação de difusão anômala de Richardson

[101] é empregada aqui, mas substituindo r pela velocidade v. Essa proposta corresponde

a usar

D = Ds |v|2−s (2.17)

na Equação 2.7, com Ds e s sendo constantes. Nesse caso, a solução da Equação 2.8,

uma distribuição de Maxwell generalizada, torna-se (veja também o Apêndice C)

Ps(v) = Ns exp(−a |v|s), (2.18)
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com Ns uma constante de normalização dada por

Ns =
a1/s

2 Γ [1 + 1/s]
(2.19)

e

a =
γ

sDs
. (2.20)

A Equação 2.18 é referida, então, como Stretched Gaussian ou Gaussiana Alongada.

Analogamente à q-Gaussiana, a Gaussiana Alongada é comum em muitos cenários, tais

como difusão em fractais [102], turbulência bidimensional [103], encontros predador-presa

[104], deposição de átomo em um substrato poroso [105], distribuição da amplitude de

som em música [106] e quebra de ergodicidade em processos de difusão heterogêneos

[107,108].

Se o desvio padrão de v for igual a um (se for uma velocidade normalizada), os parâ-

metros b e a das distribuições q-Gaussiana e Gaussiana Alongada normalizadas devem

ser consistentes com ∫ ∞
−∞

v2 P (v) dv = 1. (2.21)

Como consequência, temos que

b =
1

5− 3q
(2.22)

(com q < 5/3) na Equação 2.12, assim como

a =

[
Γ(3/s)

sΓ(1 + 1/s)

]2/s

(2.23)

na Equação 2.18, com Γ(x) sendo a função Gama.

38



2.4 Distribuição das velocidades e Gaussianas generali-
zadas

Inicialmente, obtivemos as distribuições das velocidades do COP, isto é, P (∆y) e

P (∆x) usando todas as N = 160 séries para cada direção (AP) como um único con-

junto de dados normalizados. A partir da Figura 2.4, podemos verificar que a distribuição

das velocidades (nas direções AP e ML) lembra a distribuição Gaussiana para |∆y| . 3

e |∆x| . 3. Em contrapartida, para velocidades normalizadas maiores que aproximada-

mente 3, identificamos um comportamento que desvia-se do Gaussiano. Uma implicação

prática direta desse achado é a de que velocidades grandes ocorrem com uma maior pro-

babilidade do que o esperado para um processo Gaussiano.

Usando o método de máxima verossimilhança [Apêndice D], a distribuição das veloci-

dades do COP para nossos dados globais foi ajustada por uma q-Gaussiana e uma Gaus-

siana Alongada. A Figura 2.4 indica que o uso de q-Gaussianas e Gaussianas Alongadas

melhora consideravelmente o ajuste das velocidades do COP em comparação com uma

Gaussiana.

O mesmo procedimento foi repetido para analisar a distribuição das velocidades para

cada indivíduo, isto é, P (i)(∆y), com i = 1, 2, . . . , 16. Nesse caso, como mencionamos pre-

viamente, as dez séries de cada voluntário foram agrupadas em uma série e, cada P (i)(∆y)

foi aproximada por distribuições q-Gaussiana e Gaussiana Alongada. Uma ilustração de

distribuição das velocidades do COP para um indivíduo representativo é apresentada na Fi-

gura 2.5(A) para o caso AP. Mostramos os resultados da análise individual na Figura 2.5(B)

(1.165 ≤ q ≤ 1.309 e 1.179 ≤ s ≤ 1.488), indicando que o parâmetro q permanece maior

do que 1 e o parâmetro s é menor do que 2. Além disso, esses parâmetros são próximos

aos seus respectivos valores globais obtidos na análise anterior, q = 1.244 e s = 1.301. Os

testes de significância estatística (Anderson-Darling e Cramér-von Mises) indicaram que

mais de 70% (80%) das 160 séries da velocidade do COP na direção ântero-posterior não

são rejeitadas ao nível de 1% para q-Gaussianas (Gaussianas Alongadas).
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Figura 2.4: Distribuições das velocidades globais do COP normalizadas nas direções A)
ântero-posterior e B) médio-lateral. As linhas contínuas referem-se a uma q-Gaussiana
[Eq. 2.12] (vermelho) e uma Gaussiana Alongada [Eq. 2.18] (azul). A linha pontilhada
representa uma Gaussiana com média igual a zero e desvio padrão unitário. Para P (∆y)
foram obtidos os valores q = 1.244 e s = 1.301 e para P (∆x), q = 1.177 e s = 1.443. Os
valores dos parâmetros foram estimados a partir do método de máxima verossimilhança.
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Figura 2.5: A) Distribuição das velocidades do COP normalizada na direção ântero-
posterior, P (∆y), para um indivíduo representativo. As linhas pontilhadas representam
uma Gaussiana com média igual a zero e desvio padrão unitário. As linhas contínuas
referem-se a uma q-Gaussiana com q = 1.296 (vermelho) e uma Gaussiana Alongada
com s = 1.196 (azul). B) Valores dos parâmetros q (topo) e s (base) obtidos para cada
indivíduo. As linhas verticais sólidas são as distâncias entre os valores experimentais e
aqueles obtidos a partir de uma Gaussiana.

Também realizamos uma análise similar para a direção médio-lateral, como vemos na

Figura 2.6. Nessa situação, encontramos q = 1.177 e s = 1.443 para a distribuição das

velocidades global. Para os casos individuais, obtivemos 1.104 ≤ q ≤ 1.226 e 1.296 ≤

s ≤ 1.619. Os mesmos testes de significância estatística (Anderson-Darling e Cramér-von
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Mises) apontaram que mais de 50% (60%) das 160 séries da velocidade não são rejeitadas

ao nível de 1% para q-Gaussianas (Gaussianas Alongadas).
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Figura 2.6: A) Distribuição das velocidades do COP normalizada, P (∆x), na direção
médio-lateral para um indivíduo representativo. As linhas pontilhadas representam uma
Gaussiana com média igual a zero e desvio padrão unitário. As linhas contínuas referem-
se a uma q-Gaussiana (vermelho) e uma Gaussiana Alongada (azul), cujos valores obtidos
foram q = 1.21 e s = 1.3, respectivamente. B) Valores dos parâmetros q e s obtidos para
cada indivíduo na direção médio-lateral. As linhas verticais sólidas são as distâncias entre
os valores experimentais e aqueles obtidos a partir de uma Gaussiana.

Por fim, ilustramos os parâmetros individuais das distribuições q-Gaussiana e Gaussi-

ana Alongada, para as direções AP e ML, na Figura 2.7. Os valores de q e s encontrados
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indicam um maior desvio do comportamento Gaussiano na direção AP. Obtivemos interva-

los de confiança de 95% pelo método de bootstrap [Apêndice A].
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Figura 2.7: Valores médios de A) q e B) s obtidos para cada voluntário nas direções AP e
ML. As barras de erro indicam o intervalo de confiança de 95%.

Consideramos que utilizamos duas distribuições de probabilidade, podemos nos per-

guntar qual delas fornece o melhor ajuste aos dados empíricos. O ajuste por máxima

verossimilhança nos permite selecionar o modelo de melhor ajuste a partir de um grupo de

modelos que podem diferir no número de parâmetros. Quando comparamos modelos com

o mesmo número de parâmetros, um indicativo para o melhor poderia ser o próprio valor

de verossimilhança. Nesse sentido, a distribuição Gaussiana Alongada, quando compa-

rada à distribuição q-Gaussiana, fornece um melhor ajuste para descrever a distribuição

das velocidades empírica, visto que sua verossimilhança é maior.

O fato de termos usado variáveis normalizadas, como assinalamos no início deste capí-

tulo, permite que não nos preocupemos com o desvio padrão das amostras. Dito de outra

forma, o que fizemos neste capítulo foi basicamente investigar o quão não-Gaussianos são

os dados analisados. Retornamos a essa questão no final do próximo capítulo.

Antes de concluir este capítulo, tecemos uma rápida observação sobre as distribuições

de probabilidades das posições, apesar de não ser o foco central desta tese. Basicamente,

verificamos que essas distribuições de probabilidades são bem descritas por Gaussianas.

Uma discussão desse aspecto encontra-se no Apêndice E.
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CAPÍTULO 3

MOMENTOS E DISTRIBUIÇÃO DAS VELOCIDADES:
CONDIÇÃO UNIPODAL VERSUS BIPODAL

Neste capítulo, apresentamos uma aplicação dos métodos discutidos no capítulo an-

terior para o estudo da condição unipodal (posição sobre um pé) em comparação com a

condição bipodal. Além disso, incorporamos um modelo alternativo para a distribuição de

velocidades, que interpola q-Gaussianas e Gaussianas Alongadas.

3.1 Análise dos momentos

A Figura 3.1 (topo) mostra exemplos representativos da trajetória do COP para um

indivíduo nas condições unipodal e bipodal. Em cada painel, as origens das direções

médio-lateral (X) e ântero-posterior (Y) foram transladadas pelos seus valores médios com

o propósito de compará-las. As correspondentes séries temporais da velocidade, Vx =

∆X/∆t e Vy = ∆Y/∆t, nas direções ML e AP, respectivamente, podem ser vistas nas

Figuras 3.1(C) e (D) para um indivíduo representativo. Vemos claramente que a área de

deslocamento do COP na posição unipodal é consideravelmente maior que na bipodal. De

forma similar ao capítulo anterior, as velocidades normalizadas são definidas como:

vx =
Vx − µx
σx

(3.1)
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Figura 3.1: Exemplos típicos de trajetórias do centro-de-pressão para um ensaio (60s)
de um indivíduo nas condições A) unipodal (esquerda) e B) bipodal. Séries temporais
das velocidades Vx e Vy para o mesmo indivíduo: direções C) médio-lateral e D) ântero-
posterior. Em cada painel, as origens das direções médio-lateral (X) e ântero-posterior (Y)
foram transladadas pelos seus respectivos valores médios.
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e

vy =
Vy − µy
σy

, (3.2)

sendo µ denotado como o valor médio e σ como o desvio padrão das velocidades calcula-

das nas suas respectivas direções x e y. A partir deste capítulo, utilizamos as velocidades

Vx e Vy ao invés de ∆X e ∆Y . No que diz respeito às velocidades normalizadas, tem-se

vx = ∆x e vy = ∆y, pois os fatores ∆t se cancelam nas Equações 3.1 e 3.2. Essa mu-

dança, que não afeta a forma da distribuição das velocidades, facilita a comparação com

outros trabalhos sobre o tema.

Os momentos mk da distribuição das velocidades do COP normalizada (análise global)

são mostrados da Figura 3.2. Os momentos de ambas as condições unipodal (direita e

esquerda) têm características visivelmente não-Gaussianas e desviam-se mais do com-

portamento Gaussiano do que os momentos da condição bipodal. Em particular, a Tabela

3.1 mostra os resultados para as análises de curtose e assimetria em comparação com

aqueles valores obtidos para a bipodal. De acordo com a tabela, embora os valores da as-

simetria permaneçam próximos a zero, os valores da curtose são maiores do que 3. Mais

especificamente, os valores da curtose nesta análise global são maiores para a condição

unipodal em comparação com a bipodal.
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Figura 3.2: Momentos mk da distribuição das velocidades (análise global), calculados no
intervalo 3 ≤ k ≤ 7 para as direções A) ântero-posterior e B) médio-lateral. Comparação
entre bipodal (B), unipodal direita (UD), unipodal esquerda (UE) e momentos Gaussianos.
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Tabela 3.1: Valores da assimetria e da curtose globais obtidos para as posições bipodal
(B) e unipodal direita (UD) e unipodal esquerda (UE) nas direções ântero-posterior (AP)
(vermelho) e médio-lateral (ML) (azul)

AP
ML

B UD UE

Assimetria
-0.022

-0.015
-0.076

0.011
-0.104

0.072

Curtose
4.049

3.722
4.267

4.623
4.387

4.660
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Figura 3.3: Momentos (análise individual) na direção médio-lateral. Valor médio das A)
velocidades absolutas médias, B) variâncias, C) assimetrias e D) curtoses. As médias são
feitas sobre os 16 indivíduos nas condições bipodal (B), unipodal direita (UD) e unipodal
esquerda (UE). As barras de erro indicam o intervalo de confiança de 95%.

As Figuras 3.3 e 3.4 mostram os valores médios individuais das velocidades absolutas

médias (não normalizadas, 〈|V |〉), da variância das velocidades (não normalizadas, 〈V 2〉),

bem como da assimetria (〈v3〉) e da curtose (〈v4〉) das velocidades normalizadas. Essas
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médias foram feitas sobre os 16 indivíduos, considerando as 10 séries das velocidades

de cada um como um único pacote. As Figuras 3.3(A) e (B) e 3.4(A) e (B) mostram que

a média das velocidades absolutas médias e a variância foram sensíveis em detectar di-

ferenças entre as duas condições posturais, sendo notável o seu aumento na condição

unipodal. Esses aumentos sugerem um maior balanço do corpo na condição unipodal,

indicando a necessidade de um controle mais intenso do Sistema Nervoso para a manu-

tenção do equilíbrio.

Os resultados da assimetria [Figuras 3.3(C) e 3.4(C)] não indicaram uma diferença

considerável entre as duas condições, permanecendo aproximadamente ao redor de zero.

Esse resultado sugere que a distribuição das velocidades se mantém aproximadamente

simétrica no caso de apoio unipodal. Por outro lado, os resultados da curtose [Figuras

3.3(D) e 3.4(D)] nessas séries apontaram uma diferença considerável entre as condições
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Figura 3.4: Momentos (análise individual) na direção ântero-posterior. Valor médio das A)
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bipodal e unipodal nas duas direções AP e ML. Esse resultado reforça que as velocidades

na condição unipodal desviam-se mais do comportamento Gaussiano (caracterizado pela

curtose igual a 3).

3.2 Um modelo alternativo para a distribuição das veloci-
dades

Antes de utilizarmos as distribuições Gaussianas generalizadas discutidas no capítulo

anterior para analisar a condição unipodal em comparação com a bipodal, introduzimos

um modelo alternativo para a distribuição das velocidades.

Uma possível rota para fornecer um modelo alternativo para a distribuição das veloci-

dades do COP é considerarmos uma interpolação de uma q-Gaussiana e uma Gaussiana

Alongada. Tal opção vai na direção de possibilitar um ajuste maior aos dados, já que pode

incorporar características da q-Gaussiana e da Gaussiana Alongada. Seguindo a referên-

cia [109], isso pode ser alcançado se empregarmos

D = Dqs P
1−q |v|2−s (3.3)

em vez de D = Dq P
1−q ou D = Ds |v|2−s nas Equações 2.7 e 2.8. Nesse caso, a

distribuição generalizada de Maxwell será dada por (veja também o Apêndice C)

Pqs(v) = Nqs [1− (1− q) c |v|s]1/(1−q) , (3.4)

a qual é geralmente chamada de q-Gaussiana Alongada, com Nqs sendo uma constante

de normalização,

Nqs =
[c (q − 1)]1/s sΓ

[
1
q−1

]
2 Γ
[

1
q−1 −

1
s

]
Γ
[

1
s

] (3.5)

com
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c =
γ N q−1

qs

sDqs
(3.6)

e supondo 1 < q < s + 1. No limite s → 2, o parâmetro c recupera a forma do parâmetro

b da distribuição q-Gaussiana (Equação 2.14). Por outro lado, no limite q → 1, c retoma

a forma do parâmetro a da distribuição Gaussiana Alongada (Equação 2.20). No caso

particular em que q → 1 e s→ 2, o parâmetro c se reduz a

γ

2D
, (3.7)

que é o parâmetro de escala da distribuição Gaussiana (Equação 2.9).

Como em nosso estudo o desvio padrão de v é igual a um, temos que

∫ ∞
−∞

v2 Pqs dv = 1, (3.8)

conduzindo a

c =
1

q − 1

Γ
[

3
s

]
Γ
[

1
q−1 −

3
s

]
Γ
[

1
q−1 −

1
s

]
Γ
[

1
s

]

s/2

(3.9)

para 1 < q < (s+ 3)/3.

3.3 Análise das distribuições das velocidades

As Figuras 3.5 e 3.6 mostram as distribuições das velocidades empíricas (análise glo-

bal) nas condições bipodal e unipodal (direita e esquerda) em comparação com as distri-

buições q-Gaussiana, Gaussiana Alongada e q-Gaussiana Alongada. Em todos os casos,

as distribuições generalizadas são visivelmente melhores que a distribuição Gaussiana e

descrevem relativamente bem as velocidades em todo o intervalo considerado. Como es-

perado, observamos pequenos desvios na cauda da distribuição onde os dados são mais
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Figura 3.5: Distribuições de probabilidade das velocidades do COP (círculos abertos) para
as condições A) bipodal, B) unipodal direita e C) esquerda na direção médio-lateral (ML).
As distribuições ajustadas por máxima verossimilhança q-Gaussiana, Gaussiana Alongada
e q-Gaussiana Alongada são representadas pelas linhas sólidas vermelho, azul e alaran-
jado, respectivamente. As linhas pontilhadas retratam uma Gaussiana com média zero e
desvio padrão unitário.
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Figura 3.6: Distribuições de probabilidade das velocidades do COP (círculos abertos) para
as condições A) bipodal, B) unipodal direita e C) esquerda na direção ântero-posterior (AP).
As distribuições ajustadas por máxima verossimilhança q-Gaussiana, Gaussiana Alongada
e q-Gaussiana Alongada são representadas pelas linhas sólidas vermelho, azul e alaran-
jado. As linhas pontilhadas retratam uma Gaussiana com média zero e desvio padrão
unitário.
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raros.

Na Figura 3.7, temos uma visão geral dos parâmetros estimados para as distribuições

q-Gaussiana [Figura 3.7(A)], Gaussiana Alongada [Figura 3.7(B)] e q-Gaussiana Alongada

[Figura 3.7(C) e (D)] para esta análise global. Para facilitar a visualização dos resultados

das Figuras 3.7(C) e (D), utilizamos uma representação bidimensional dos parâmetros q

e s da q-Gaussiana Alongada (Equação 3.4) na Figura 3.8. Ao visualizar os resultados, é

bom lembrar que o ponto q = 1 e s = 2 (indicado na figura) representa os parâmetros que

recaem em uma distribuição Gaussiana.

Além disso, os resultados que acabamos de obter, em particular os representados na
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Figura 3.7: Parâmetros estimados das distribuições referentes às Equações 2.12, 2.18 e
3.4 para as condições bipodal e unipodal (direita e esquerda), nas direções AP e ML. A)
Parâmetro q da q-Gaussiana. B) Parâmetro s da Gaussiana Alongada. Parâmetros C) q e
D) s da q-Gaussiana Alongada. Estes valores se referem à análise global, em que todas
as velocidades normalizadas para os 16 indivíduos são consideradas num só pacote. Os
ajustes foram feitos por máxima verossimilhança.
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Figura 3.8: Relação entre os parâmetros obtidos para a q-Gaussiana Alongada para todas
as condições experimentais (B, UD e UE) nas direções AP e ML. O símbolo F representa
os parâmetros esperados para uma distribuição Gaussiana.

Figura 3.8, sugerem que usar a distribuição de probabilidade interpolante, a q-Gaussiana

Alongada, pode ser útil para apontar para um dos três modelos utilizados. Por exemplo,

no caso bipodal, vemos da Figura 3.8 que q ≈ 1 e s < 2, apontando para o uso de uma

Gaussiana Alongada para representar a distribuição das velocidades.

Na Figura 3.9, comparamos os parâmetros estimados para cada uma das distribuições

na análise individual, com seus respectivos intervalos de confiança. No Apêndice F, mos-

tramos explicitamente os valores globais e individuais obtidos das distribuições Gaussianas

generalizadas. Na Figura 3.10, mostramos os valores médios dos parâmetros individuais q

e s para a condição unipodal direita e esquerda nas duas direções estudadas. Vemos, em

geral, que as velocidades na direção ML desviam-se mais do comportamento Gaussiano.

Discutimos, agora, a questão da escolha do modelo que melhor descreve os dados da

velocidade do COP, uma vez que temos três candidatos. Pensando nisso, comparamos

esses modelos de distribuições usando o Teste da Razão de Verossimilhança (TRV) para

determinar o modelo de melhor ajuste para nossos conjuntos de dados [110, 111] (Apên-

dice G). Basicamente, verificamos que para a condição bipodal (AP e ML) a distribuição

q-Gaussiana Alongada não traz uma melhora significativa sobre a Gaussiana Alongada.

Sendo assim, o TRV aponta para a Gaussiana Alongada como sendo o melhor dos três

modelos para descrever a distribuição das velocidades do centro-de-pressão na condição
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Figura 3.9: Valores médios dos parâmetros estimados das distribuições q-Gaussiana,
Gaussiana Alongada e q-Gaussiana Alongada para as posições bipodal e unipodal, nas
direções AP e ML, referentes à análise individual. A) Parâmetro q da q-Gaussiana. B)
Parâmetro s da Gaussiana Alongada, parâmetros C) q e D) s da q-Gaussiana Alongada.
Os ajustes foram feitos por máxima verossimilhança. As barras de erro indicam o intervalo
de confiança de 95%. Os valores médios são calculados sobre os 16 indivíduos.

bipodal. No caso da condição unipodal (direita e esquerda), verificamos que a distribuição

q-Gaussiana Alongada ajusta os dados experimentais significativamente melhor do que

a q-Gaussiana e a Gaussiana Alongada. A q-Gaussiana Alongada seria o modelo mais

indicado para as distribuições das velocidades na condição unipodal. Esses resultados fo-

ram obtidos para o caso global e permanecem robustos para os casos individuais, embora

algumas exceções sejam observadas.

A análise da distribuição das velocidades do COP nas condições bipodal versus unipo-

dal indicou mudanças consideráveis nos parâmetros das distribuições utilizadas. Esse fato

é notável, visto que as séries são normalizadas e considerando que as diferenças entre as

condições bipodal (B) e unipodal (U) tipicamente são quantificadas pelas médias e variân-
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Figura 3.10: Valores médios dos parâmetros das distribuições q-Gaussiana e Gaussiana
Alongada nas condições unipodal direita (UD) e unipodal esquerda (UE) relativos à análise
individual. As barras de erro indicam o intervalo de confiança de 95%.

cias na literatura. Além das mudanças nos parâmetros, nossos resultados sugerem (Figura

3.8, por exemplo) que a distribuição das velocidades na condição unipodal necessita de um

parâmetro a mais (q e s) ao invés de s ou q apenas para a condição bipodal.

Para concluir este capítulo, tecemos observações quanto ao uso de distribuição de

probabilidade das velocidades do COP. Se ao invés de considerarmos a distribuição das

velocidades normalizadas tivéssemos investigado a distribuição das velocidades não nor-

malizadas, teríamos acesso à informação sobre a variância, pois o vínculo 2.21 não se

aplicaria. Nesse último caso, a distribuição das velocidades teria informação simultanea-

mente sobre vários aspectos, como variância, assimetria e curtose. Tal fato indica que uma

análise mais detalhada da distribuição das velocidades do COP tem uma sensibilidade a

facetas do equilíbrio que vai além de, por exemplo, um puro estudo de variância ou curtose.

56



CAPÍTULO 4

MOMENTOS, DISTRIBUIÇÃO DAS VELOCIDADES E
ENVELHECIMENTO

Neste capítulo, aplicamos as análises introduzidas no Capítulo 2 para o estudo dos

efeitos do envelhecimento na estabilidade postural. Para isso, utilizamos uma base de

dados de acesso livre1 obtida por um método alternativo sem o uso de plataformas de

força. Comparamos os momentos e as distribuições das velocidades de indivíduos idosos

saudáveis com as de jovens saudáveis sob condições de olhos fechados, com ou sem

estímulos externos.

4.1 Base de dados e protocolo experimental

Para investigar os efeitos do envelhecimento e de estímulos externos sobre as velo-

cidades do centro-de-pressão, empregamos dados de domínio público. No experimento

original [66,68], participaram 27 indivíduos: Nj = 15 jovens e Ni = 12 idosos, com idades

(média ± desvio-padrão) de 23 ± 2 e 73 ± 3, respectivamente. Durante os experimentos,

os participantes mantiveram a posição bipodal sobre uma palmilha vibratória à base de gel

(os joelhos em uma posição fixa afastados por 8 cm e os pés separados em um ângulo

de 40◦) com seus olhos fechados e mãos ao lado do corpo. Na Figura 4.1, temos uma

representação dessa configuração experimental.

1http://physionet.org/physiobank/database/nesfdb/
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Figura 4.1: Configuração experimental. Adaptada de Priplata et al. [68].

Durante o experimento, os indivíduos usaram uma palmilha à base de gel com três ele-

mentos de vibração chamados tactors (um sob o calcanhar e dois sob a parte dianteira do

pé). Cada palmilha recebia um sinal de ruído branco uniforme filtrado por um filtro “passa-

baixa” com frequência de corte de 100 Hz. A amplitude desse sinal foi modificada com os

potenciômetros, para cada pé, a partir de uma pequena caixa de controle portátil. Antes de

iniciar o experimento, cada voluntário ajustava a amplitude das vibrações produzidas pelos

tactors a um nível em que poderiam ser sentidas apenas ligeiramente. Na sequência, esse

nível de estímulo foi reduzido em 10%, de modo que as vibrações percebidas por cada

indivíduo cessaram (condição de controle).

O balanço postural de corpo inteiro foi medido em termos dos deslocamentos do seg-

mento cabeça-braço-tronco. Essa medida foi realizada por meio de um marcador refletivo

ligado ao ombro direito de cada participante. Os deslocamentos desse marcador foram,

então, registrados por um sistema de análise de movimento chamado Vicon durante cada

ensaio de 30 segundos. Os participantes jovens realizaram 20 ensaios cada (10 com estí-

mulo e 10 de controle) e os idosos executaram 10 ensaios (5 com estímulo e 5 de controle)
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com um intervalo de dois minutos entre os ensaios. A sequência das condições em que

cada voluntário foi submetido se deu de forma aleatória. Posteriormente, cada série tem-

poral foi submetida a uma frequência de amostragem de 60 Hz, ou seja, cada série possui

um total 1800 dados. A Figura 4.2 mostra estabilogramas representativos para um ensaio

de um indivíduo jovem e de um idoso na condição de controle (topo) e na presença do

estímulo (base). Como podemos perceber, esses estabilogramas parecem indicar que há

diferenças entre os dados correspondentes. A seguir, analisamos esses dados de uma

maneira mais sistemática.

Para comparar os resultados desses conjuntos de dados nas próximas seções e evitar

possíveis influências relativas ao tamanho das amostras analisadas, reduzimos para 10 o

número de ensaios de cada voluntário jovem (5 de controle e 5 com estímulo) e restringi-

mos o número de participantes jovens para Nj = 12.
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Figura 4.2: Estabilogramas representativos para um voluntário jovem e um idoso nas con-
dições de controle (topo) e estímulo (base). X (Y ) corresponde à direção médio-lateral
(ântero-posterior).
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4.2 Análise dos momentos

É bem conhecido que certos aspectos do controle postural mudam com a idade, re-

sultando em uma leve instabilidade postural. Nesse sentido, analisamos quatro momentos

dos dados para investigar possíveis diferenças posturais causadas pelo envelhecimento.

Nas Figuras 4.3 e 4.4, analisamos os momentos (análise individual) nas direções médio-

lateral e ântero-posterior, respectivamente. Como no capítulo anterior, calculamos os va-

lores médios individuais das velocidades absolutas médias 〈|V |〉, da variância 〈V 2〉, da

assimetria 〈v3〉 e da curtose 〈v4〉. Os resultados para as velocidades absolutas médias

[Figuras 4.3(A) e 4.4(A)] e para as variâncias das velocidades [Figuras 4.3(B) e 4.4(B)] in-

dicaram um aumento apreciável para os valores referentes aos idosos nas duas condições
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Figura 4.3: Momentos (análise individual) das velocidades de jovens e idosos na direção
médio-lateral. Valor médio das A) velocidades absolutas médias, B) variâncias, C) assi-
metrias e D) curtoses. As médias são feitas sobre os 12 indivíduos de cada grupo, nas
condições de controle e estímulo. As barras de erro indicam o intervalo de confiança de
95%.
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(AP e ML) nas situações de controle e estímulo.
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Figura 4.4: Momentos (análise individual) das velocidades de jovens e idosos na direção
ântero-posterior. Valor médio das A) velocidades absolutas médias, B) variâncias, C) as-
simetrias e D) curtoses. As médias são feitas sobre os 12 indivíduos de cada grupo, nas
condições de controle e estímulo. As barras de erro indicam o intervalo de confiança de
95%.

Nas Figuras 4.3(C) e 4.4(C), a análise de assimetria não indicou diferenças apreciáveis

entre jovens e idosos, nem entre as condições de controle e estímulo. Esses resulta-

dos sugerem que a distribuição das velocidades permanece aproximadamente simétrica

à medida que as pessoas envelhecem. No caso da curtose [Figuras 4.3(D) e 4.4(D)], ob-

servamos apenas diferenças sutis no caso dos idosos em relação aos jovens. Já que não

há mudanças consideráveis na curtose, podemos afirmar que a distribuição das velocida-

des continua sendo não-Gaussiana, visto que o valor da curtose continua maior do que

3. Esse cenário aparentemente não muda na presença do estímulo externo. Poderíamos

considerar outros momentos para prosseguir a análise. Ao invés disso, podemos proce-

der diretamente ao estudo da distribuição das velocidades, como fizemos nos capítulos
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precedentes.

4.3 Análise da distribuição das velocidades

Procedendo de forma similar aos capítulos anteriores, obtivemos as distribuições das

velocidades normalizadas, P (vx) e P (vy), calculadas para todas as 60 séries (análise glo-

bal). Nas Figuras 4.5 e 4.6, vemos P (vx) e P (vy) nas direções ML e AP e nas condições

jovem e idoso (com e sem estímulo) em comparação com as distribuições q-Gaussiana,

Gaussiana Alongada e q-Gaussiana Alongada. Qualitativamente, todos os modelos usa-

dos fornecem um ajuste melhor que a Gaussiana. Na Tabela 4.1, vemos os valores dos pa-

râmetros das três distribuições mencionadas acima, obtidos por máxima verossimilhança

(análise global).

Usamos o Teste da Razão de Verossimilhança (TRV) para determinar se existe uma

vantagem em se usar um modelo com mais parâmetros na descrição dos dados, visto que

os modelos mais simples oferecem bons ajustes. Com base no TRV, podemos afirmar que

o melhor modelo (entre os três considerados) para descrever a distribuição das velocidades

é a Gaussiana Alongada.

Tabela 4.1: Valores globais dos parâmetros das distribuições q-Gaussiana (qG), Gaussiana
Alongada (GA) e q-Gaussiana Alongada (qGA) para jovens e idosos nas condições de
controle e estímulo

Controle

AP
ML

Jovem Idoso

qG (q)
1.278

1.283
1.305

1.282

GA (s)
1.314

1.291
1.248

1.288

qGA (q)
1.001

1.001
1.001

1.001

qGA (s)
1.316

1.293
1.250

1.290

Estímulo

AP
ML

Jovem Idoso

qG (q)
1.279

1.285
1.306

1.274

GA (s)
1.310

1.280
1.261

1.304

qGA (q)
1.001

1.001
1.001

1.001

qGA (s)
1.312

1.282
1.274

1.306

Em seguida, fizemos uma análise paralela para as velocidades de cada indivíduo em

harmonia com a análise do capítulo anterior (análise individual). Ilustramos na Figura 4.7
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Figura 4.5: Distribuição das velocidades do COP (análise global, situação de controle)
para jovens (esquerda) e idosos (direita) nas direções AP (topo) e ML (base). As linhas
sólidas correspondem à q-Gaussiana (verde), Gaussiana Alongada (vinho) e q-Gaussiana
Alongada (amarelo). As linhas pontilhadas representam uma Gaussiana com média zero
e desvio padrão unitário.
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Figura 4.6: Distribuição das velocidades do COP (análise global, situação de estímulo)
para jovens (esquerda) e idosos (direita) nas direções AP (topo) e ML (base). As linhas
sólidas correspondem à q-Gaussiana (verde), Gaussiana Alongada (vinho) e q-Gaussiana
Alongada (amarelo). As linhas pontilhadas representam uma Gaussiana com média zero
e desvio padrão unitário.
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os valores médios dos parâmetros individuais q e s das distribuições q-Gaussiana e Gaus-

siana Alongada e, na Figura 4.8 os valores médios (q e s) da distribuição q-Gaussiana
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Figura 4.7: Valores médios dos parâmetros (análise individual) das distribuições q-
Gaussiana e Gaussiana Alongada nas condições de controle (A) e estímulo (B). Os pa-
râmetros estão especificados para jovens (J) e idosos (I) nas direções AP e ML. As barras
de erro indicam o intervalo de confiança de 95%.
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Alongada. Todos esses parâmetros foram obtidos por máxima verossimilhança.
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Figura 4.8: Valores médios dos parâmetros (análise individual) da distribuição q-Gaussiana
Alongada nas condições de controle (A) e estímulo (B). Os parâmetros estão especificados
para jovens (J) e idosos (I) nas direções AP e ML. As barras de erro indicam o intervalo de
confiança de 95%.

De modo geral, os parâmetros permanecem praticamente constantes, independente
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da direção, condição e idade dos voluntários. Os testes de significância estatística de

Anderson-Darling e Cramér-von-Mises apontaram que mais de 96% (83%) das 60 séries

da velocidade do COP para jovens (idosos) não foram rejeitadas para q-Gaussiana e Gaus-

siana Alongada ao nível de significância de 1%, independente da direção de interesse.

Pela análise da distribuição das velocidades do COP na comparação entre o grupo

de jovens e o de idosos, verificamos que os parâmetros das Gaussianas generalizadas

não sofreram alterações apreciáveis. Parece que as distribuições das velocidades norma-

lizadas são robustas na condição bipodal para pessoas saudáveis com idades diferentes.

Nesse caso, a maior parte das diferenças pode ser verificada com a análise de médias e

variâncias, como já tem sido feito na literatura.

A exemplo do que fizemos no final do capítulo anterior, ressaltamos que se tivésse-

mos considerado distribuição das velocidades não normalizadas, o parâmetro relacionado

com a variância (b para uma q-Gaussiana, a para uma Gaussiana Alongada e c para uma

q-Gaussiana Alongada) seria livre para ajuste. E nos casos sob estudo neste capítulo,

indicaria a sensibilidade da distribuição das velocidades não normalizadas com a idade

seguindo o padrão dado nas Figuras 4.4(A) e 4.4(B). Fica claro, portanto, que uma análise

detalhada da distribuição das velocidades do COP é capaz de revelar diversos aspectos

do equilíbrio, incorporando aspectos de variância, simetria e curtose.
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CONSIDERAÇÕES FINAIS

Para concluir nossa discussão sobre séries temporais do COP, resumimos os principais

resultados do trabalho e levantamos suas possíveis implicações. No Capítulo 2, consisten-

temente com a literatura [28], as Figuras 2.2(A) e 2.3(A) indicaram que os desvios padrões

exibem grande variabilidade de um indivíduo para o outro e, assim, eles não podem ser

usados como uma característica típica de todos os indivíduos. Para investigar mais profun-

damente aspectos não relacionados aos desvios padrões, empregamos aqui uma veloci-

dade normalizada do COP. Diferente da investigação de desvios padrões, a análise de as-

simetria [Figura 2.2(B) e 2.3(B)] apontou que as distribuições das velocidades do COP são

bem aproximadas por distribuições simétricas. Além desse aspecto comum para todos os

voluntários da nossa análise, os valores da curtose indicaram um robusto padrão de cauda

longa para as distribuições das velocidades do COP quando comparadas com uma Gaussi-

ana [Figura 2.2(C) e 2.3(C)], o que foi reforçado pelo estudo dos momentos [Figura 2.2(D) e

2.3(D)]. O perfil não-Gaussiano também foi verificado por testes estatísticos para decidir se

os dados da velocidade vinham de uma distribuição Gaussiana consistentemente com es-

tudos prévios [26,27]. Ademais, para velocidades normalizadas, identificamos distribuições

muito similares para todos os indivíduos. E considerando equações de Fokker-Planck ge-

reralizadas para velocidades do COP, as distribuições não-Gaussianas com caudas longas

podem ser interpretadas como distribuições das velocidades de Maxwell generalizadas.

Essas distribuições foram bem aproximadas por q-Gaussianas e por Gaussianas Alonga-

das (Figuras 2.4, 2.5 e 2.6).

No Capítulo 3, estendemos nossa discussão sobre distribuições das velocidades do

COP para o caso unipodal, isto é, quando os indivíduos usavam apenas uma perna de
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apoio (direita ou esquerda) para se equilibrar. Nossos resultados demonstraram que as

distribuições das velocidades do COP para essas posições unipodais também podem ser

bem aproximadas por soluções de equações de Fokker-Planck generalizadas, mais preci-

samente por q-Gaussianas e Gaussianas Alongadas. Esses resultados estão de acordo

com os resultados publicados para a posição bipodal [12]. Notamos ainda uma sensibi-

lidade dos parâmetros estimados desses modelos quando mudamos a condição experi-

mental a que cada voluntário foi submetido. Embora essas duas distribuições das veloci-

dades tenham sido satisfatórias no sentido de descrever bem os conjuntos de dados da

velocidade do COP, também propusemos um modelo alternativo, chamado de distribuição

q-Gaussiana Alongada, com um adicional de um parâmetro em relação aos modelos ante-

riores. Na condição unipodal, esse modelo mais complexo forneceu um melhor ajuste aos

dados e foi significativamente melhor para descrevê-los. Quando consideramos a posição

bipodal, por outro lado, a q-Gaussiana Alongada foi sistematicamente melhor do que a

q-Gaussiana para descrever os dados, enquanto que não observamos o mesmo em com-

paração com a Gaussiana Alongada. No geral, encontramos esses resultados para as

distribuições globais também para os casos individuais.

No Capítulo 4, investigamos os três modelos de distribuição das velocidades a partir

de uma base de dados de acesso público. Constatamos que em todas as condições expe-

rimentais (controle e estímulo), independente da faixa etária estudada (jovem e idoso), os

resultados foram semelhantes àqueles encontrados para a condição bipodal dos capítulos

anteriores. As três distribuições teóricas se mostraram melhores para descrever os dados

do que a Gaussiana. Além disso, em todos os casos, a q-Gaussiana Alongada foi rejei-

tada pelo teste TRV como a melhor para descrever os dados quando comparada com a

Gaussiana Alongada. Em contrapartida, o mesmo teste não rejeitou a q-Gaussiana Alon-

gada como aquela que melhor representa as velocidades do COP em comparação com

a q-Gaussiana. Os modelos de distribuição não foram capazes de distinguir os dois gru-

pos analisados e nem as condições experimentais. Portanto, os resultados encontrados

apontam para a existência de um comportamento universal presente na condição bipodal.

Com relação aos modelos aqui empregados, eles representam um cenário promissor

para representar as distribuições das velocidades do COP. No modelo relacionado às q-

Gaussianas, o parâmetro de ruído D é proporcional a uma potência negativa da distribui-

ção de probabilidade, P 1−q com q > 1, conduzindo a um processo estocástico não-linear.
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Para o caso de Gaussianas Alongadas, esse parâmetro de ruído é proporcional a |v|2−s

com s < 2, que é um modelo heterogêneo. Se acaso houver interesse por um modelo

que combine q-Gaussianas e Gaussianas Alongadas de uma forma unificada [45], então

D ∝ P 1−q |v|2−s pode ser usada.

É oportuno frisar que se tivéssemos considerado a distribuição das velocidades não

normalizadas do COP, verificaríamos que essa distribuição seria, de maneira unificada,

sensível a vários aspectos do equilíbrio, como, por exemplo, aspectos relacionados à va-

riância, assimetria e curtose. Tal cenário evidencia que uma análise de distribuição das

velocidades é mais rica em informação do que, por exemplo, uma simples análise de vari-

ância.

Os resultados empíricos obtidos aqui para as distribuições das velocidades do COP,

juntos com aqueles sobre correlações [19-21,24], compõem um guia útil para modelar a

dinâmica do COP. Entretanto, outros estudos ainda são requeridos para obter um amplo

cenário para as distribuições das velocidades do COP. Futuros trabalhos poderiam tam-

bém investigar a sensibilidade das distribuições das velocidades do COP para mudanças

na estabilidade postural relacionadas a outros aspectos que não foram investigados neste

trabalho, como aqueles, envolvendo doenças neurológicas e ortopédicas ou outras patolo-

gias que afetam o sistema de controle postural.
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APÊNDICE A

ALGUNS TESTES DE SIGNIFICÂNCIA ESTATÍSTICA E O
MÉTODO DE BOOTSTRAP

Neste apêndice, discorremos brevemente sobre alguns testes de significância estatís-

tica e o método de bootstrap que empregamos nas análises desta tese.

A.1 Testes de Anderson-Darling e Cramér von-Mises

Um teste de significância é um procedimento para determinar se uma amostra de n ob-

servações, x1, . . . , xn, pode ser considerada como uma amostra de uma dada distribuição

especificada [112,113].

O teste de Anderson-Darling1 (AD) testa a hipótese nula H0 de que os dados são bem

descritos por uma dada distribuição e a hipótese alternativa Ha de que eles não são. Esse

teste é baseado na diferença quadrática (Fn(x)− F ∗(x))2 entre as distribuições acumula-

das empírica (Fn(x)) e hipotética (F ∗(x)) e é definido como

W 2
n = n

∫ ∞
−∞

[Fn(x)− F ∗(x)]2 ψ dF ∗(x) (A.1)

sendo ψ uma função de ponderação dada por

ψ = [F ∗(x) (1− F ∗(x))]−1 . (A.2)
1O teste de Anderson-Darling é uma modificação do teste de Cramér von-Mises. Ele difere do segundo no

sentido de dar mais “peso” às caudas da distribuição. Por essa razão, esse teste é muitas vezes classificado
como o mais eficiente para testar distribuições empíricas [113].
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Se W 2
n exceder um certo valor crítico tabelado [114], o teste AD rejeita H0 com algum nível

de significância α, geralmente igual a 0.01 ou 0.05.

O teste de Cramér von-Mises (CVM) assume a função de ponderação ψ = 1 na Equa-

ção A.1

W 2
n = n

∫ ∞
−∞

[Fn(x)− F ∗(x)]2 dF ∗(x). (A.3)

Analogamente, o teste CVM rejeita H0 se W 2
n ≥ c1−α. Os valores críticos c1−α também são

tabelados.

A.2 O método de bootstrap

O método de bootstrap é uma abordagem alternativa, relativamente simples e prática,

para encontrar intervalos de confiança para quantidades estimadas diretamente dos dados

[115]. Suponhamos que temos um conjunto de dados e desejamos calcular alguma medida

estatística (média, por exemplo). Suponhamos, ainda, que não conhecemos a distribuição

de probabilidades de origem desses dados. Nessa situação, o método de bootstrap fornece

uma maneira ideal para calcular intervalos de confiança.

Explicitamente, suponhamos um conjunto de dados

B = {b1, b2, . . . , bn} (A.4)

para o qual queremos calcular alguma medida estatística θ̂. Vamos construir N subcon-

juntos re-amostrados aleatoriamente de B, denotados por

Ai = {a1, a2, . . . , an} (i = 1, 2, . . . , N) (A.5)

sendo aj , tal que j = 1, 2, . . . , n, um dos elementos de B.

Para cada subconjunto Ai, calculamos a medida θ̂, isto é,

Θ̂ = {θ̂[A1], θ̂[A2], . . . , θ̂[AN ]}. (A.6)
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O intervalo de confiança para a medida θ̂, com nível de significância α, é dado por

(θ̂[A ])inferior = Q̂α/2[Θ̂]

(θ̂[A ])superior = Q̂1−α/2[Θ̂]
(A.7)

sendo Q̂β o β-quantil do conjunto Θ̂.

Assim, podemos interpretar α da seguinte maneira: existe uma chance de α.100% de Θ̂

estar fora do intervalo de confiança, ou ainda, garante-se com uma chance de (1−α).100%

que α está dentro do intervalo de confiança. Os valores de α mais comuns são α = 0.05 e

α = 0.01.
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APÊNDICE B

A EQUAÇÃO DE FOKKER-PLANCK

Discutimos, brevemente, neste apêndice, o movimento Browniano a partir das equa-

ções de Langevin para uma partícula e a correspondente equação de Fokker-Planck, que

governa a evolução temporal da densidade de probabilidade para essa partícula.

B.1 A equação de Langevin

Suponhamos uma partícula imersa em um fluido apresentando um movimento Browni-

ano. Consideramos o caso simples de um movimento unidimensional. Assumimos que a

partícula é livre para mover-se no fluido, mas que o efeito do fluido está incluso adicionando

uma força viscosa e uma força aleatória. Essa força viscosa é proporcional à velocidade,

F = −αv(t). O efeito de forças de caráter aleatório, ξ(t), é devido aos impactos “ale-

atórios” da partícula com as moléculas do fluido. Assim, as equações de movimento da

partícula Browniana são [116–118]

m
dv(t)

dt
= −αv(t) + ξ(t), (B.1)

dx(t)

dt
= v(t), (B.2)

sendo v(t) e x(t) a velocidade e posição, respectivamente, da partícula no tempo t, m é a

massa da partícula e α é o coeficiente de fricção. As Equações B.1 e B.2 são as equações
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de Langevin correspondentes ao movimento da partícula Browniana.

Assumimos que ξ(t) é um processo com média igual a zero,

〈ξ(t)〉 = 0, (B.3)

pois esperamos que a força média sobre uma partícula parada em um fluido seja nula. Se

multiplicarmos duas forças aleatórias, supomos que seu valor médio seja

〈ξ(t) ξ(t′)〉 = B δ(t− t′), (B.4)

pois consideramos que os impactos são independentes em tempos diferentes. O fator de

ponderação, B, é uma medida da intensidade do ruído. Devemos ressaltar que se a força

aleatória não for independente em tempos distintos, a Equação B.4 deve ser substituída,

por exemplo, por

〈ξ(t) ξ(t′)〉 = h (t− t′), (B.5)

em que h (t− t′), diferente de B δ(t− t′), não é nula para todo t 6= t′.

Dividindo a Equação B.1 por m, podemos reescrever a equação de Langevin na forma

dv(t)

dt
= −γv(t) + Γ(t), (B.6)

com γ = α/m e Γ(t) = ξ(t)/m. Portanto, assim como a ξ(t), o ruído Γ(t) é uma variável

estocástica, isto é, uma variável aleatória dependente do tempo, cujas propriedades são

〈Γ(t)〉 = 0 (B.7)

e

〈Γ(t) Γ(t′)〉 = Aδ(t− t′), (B.8)

em que A = B/m2.
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B.2 A equação de Fokker-Planck

Resolver a equação de Langevin (Equação B.6) é equivalente a determinar a distribui-

ção de probabilidade P (x, t) em cada instante t. Consideramos o caso de uma equação

de Langevin em uma variável [118], isto é,

dx

dt
= f(x) + Γ(t), (B.9)

em que f(x) é uma função apenas de x, que denominamos força, e Γ(t) é a variável

estocástica cujas propriedades são conhecidas (suporemos as Equações B.7 e B.8).

Discretizamos o tempo em intervalos de tempo τ . Assim, a posição no instante t = nτ

será xn (= x(nτ)) e a equação de Langevin na forma discretizada será

xn+1 = xn + τf(xn) + τΓn, (B.10)

em que Γ0, Γ1, Γ2, . . . formam uma sequência de variáveis aleatórias independentes.

Em seguida, consideramos Pn(xn) como a distribuição de probabilidades da variável

xn e gn a sua correspondente função característica (transformada de Fourier de Pn(xn)),

dada por

gn(k) = 〈eikxn〉 =

∫ ∞
−∞

eikxn Pn(xn) dxn. (B.11)

Então,

gn+1(k) = 〈eikxn+1〉 = 〈eik[xn+τf(xn)+τΓn]〉 (B.12)

e, uma vez que xn e Γn são independentes, temos

gn+1(k) = 〈eik[xn+τf(xn)]〉 〈eikτΓn〉. (B.13)

Expandimos, agora, gn+1(k) em série de Taylor para todo xn, até os termos de primeira

ordem em τ . O primeiro termo do produto na Equação B.13 será

〈eikxn [1 + ikτf(xn)]〉 = 〈eikxn〉+ ikτ〈f(xn) e
ikxn〉, (B.14)
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pois ey = 1 + y + y2/2 + . . .. Analogamente, para o segundo termo, 〈eikτΓn〉, escrevemos

1 + ikτ〈Γn〉 −
k2

2
τ 2〈Γ2

n〉 = 1− k2

2
τA, (B.15)

em que usamos as propriedades 〈Γn〉 = 0 e 〈Γ2
n〉 = A/τ . Dessa forma, a Equação B.13

será reescrita como

gn+1(k) = gn(k) + τ [ik〈f(xn) e
ikxn〉 − Ak2

2
〈eikxn〉]. (B.16)

Notando que

ik〈f(x) eikx〉 = 〈f(x)
d

dx
eikx〉 = −

∫ ∞
−∞

eikx
d

dx
[f(x)Pn(x)] dx (B.17)

e

−k2 〈eikx〉 = 〈 d
2

dx2
eikx〉 =

∫ ∞
−∞

eikx
d2

dx2
Pn(x) dx, (B.18)

chegamos que gn+1(k)− gn(k) conduz à equação

Pn+1(x)− Pn(x) = −τ d
dx

[f(x)Pn(x)] + τ
A

2

d2

dx2
Pn(x). (B.19)

Dividindo a equação B.19 por τ e depois tomando o limite τ → 0, obtemos

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x
[f(x)P (x, t)] +

A

2

∂2

∂x2
P (x, t). (B.20)

A Equação B.20 é a equação de evolução temporal da distribuição de probabilidade P (x, t)

para um movimento Browniano unidimensional, sendo uma das mais simples equações de

Fokker-Planck.

Ao empregarmos as substituições x→ v e f(x)→ −γ v(t) na Equação B.9 e usarmos

A/2→ D, vemos que a Equação de Fokker-Planck B.20 se reduz a
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∂

∂t
P (v, t) = γ

∂

∂v
[v P (v, t)] +

∂

∂v

(
D
∂P (v, t)

∂v

)
, (B.21)

sendo D uma constante relacionada ao ruído e γ o coeficiente de fricção.

Por fim, notemos que quando há correlação entre Γ(t) e Γ(t′) para t 6= t′ (〈Γ(t) Γ(t′)〉 6=

Aδ(t − t′)), a Equação B.21 não poderá ser usada para a obtenção de P (v, t). Assim,

generalizações da Equação B.21 devem ser investigadas para melhor descreverem a di-

nâmica de P (v, t).
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APÊNDICE C

ALGUMAS DISTRIBUIÇÕES DE PROBABILIDADES

Nesse apêndice, apresentamos algumas famílias de funções de densidade de probabi-

lidade, bem como uma rápida abordagem sobre cada uma delas, pois são úteis para uma

melhor compreensão deste trabalho.

C.1 Distribuição Gaussiana ou Normal

Uma variável aleatória X é definida ser normalmente distribuída se sua densidade de

probabilidade é dada por

PG(x;µ, σ) =
1√

2 π σ2
exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
, (C.1)

em que os parâmetros µ e σ são tais que −∞ < µ < ∞ e σ > 0. Qualquer distribuição

definida pela função densidade de probabilidade dada na Equação C.1 é chamada de

distribuição Gaussiana ou Normal [76,111,119]. Os símbolos µ e σ2 representam a média

e a variância da distribuição, respectivamente.

Se a variável aleatória normal tem média 0 e variância 1, ela é chamada de uma va-

riável aleatória normal normalizada ou padronizada. Para uma variável aleatória normal

padronizada, a densidade [Equação C.1] é reescrita como

PG(x;µ = 0, σ = 1) =
1√
2 π

exp

(
−x

2

2

)
. (C.2)
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A distribuição Gaussiana surge como um primeiro modelo a ser considerado para o

comportamento de muitos fenômenos aleatórios. Ela também é a forma limite de várias

outras distribuições de probabilidade. Mostramos alguns desses limites nas seções deste

apêndice. A distribuição Gaussiana também é a distribuição limite no famoso Teorema

Central do Limite, que é um dos mais importantes teoremas em probabilidade e esta-

tística. Resumidamente, esse teorema implica que a soma de n variáveis aleatórias ξi

independentes e com variância finita [119],

Z = ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn, (C.3)

é bem aproximada por uma Gaussiana quando n é grande.

C.2 Distribuição q-Gaussiana

A distribuição q-Gaussiana é conhecida por ser uma atratora de certos sistemas corre-

lacionados e é uma distribuição que, sob vínculos apropriados, maximiza a entropia

Sq =
1−

∫∞
−∞ P (x)q dx

q − 1
(q ∈ <), (C.4)

sendo P (x) uma densidade de probabilidade [95,120,121]. A Equação C.4 conduz a uma

extensão da mecânica estatística clássica de Boltzmann-Gibbs (BG), conhecida como a

mecânica estatística não-extensiva de Tsallis. Em contraste com a q-Gaussiana, a distri-

buição Gaussiana maximiza a entropia de Boltzmann-Gibbs,

SBG = −
∫ ∞
−∞

P (x) lnP (x) dx, (C.5)

sob vínculos apropriados. Quando tomamos q → 1 na Equação C.4, vemos que S1 = SGB.

Isso indica que resultados obtidos a partir de Sq podem ser vistos como generalizações

daqueles obtidos a partir de SBG.
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Antes de discorrermos sobre uma breve revisão e propriedades da distribuição q-Gaussiana,

introduzimos a função q-logarítmica e sua inversa, a q-exponencial, como

lnq(x) ≡ x1−q − 1

1− q
(x > 0) (C.6)

e

exq ≡

 [1 + (1− q)x]
1

(1−q) 1 + (1− q)x > 0

0 1 + (1− q)x < 0.
(C.7)

Essas funções reduzem às funções logarítmica e exponencial usuais no limite q → 1.

A distribuição q-Gaussiana para −∞ < q < 3 é definida como [122,123]

Pq(x;µq, σq) = Aq

√
Bq

[
1 + (q − 1)Bq (x− µq)2

] 1
(1−q)

= Aq

√
Bq e

−Bq (x−µq)2
q .

(C.8)

Os parâmetros µq (q-média) e σq (q-variância) são dados por

µq ≡ 〈x〉q ≡
∫∞
−∞ x [Pq(x)]q dx∫∞
−∞[Pq(x)]q dx

(C.9)

e

σ2
q ≡ 〈(x− µq)2〉q ≡

∫∞
−∞(x− µq)2 [Pq(x)]q dx∫∞

−∞[Pq(x)]q dx
, (C.10)

reduzindo aos usuais quando q → 1. Por sua vez, os parâmetros Aq e Bq representam o

fator de normalização e a largura da distribuição, respectivamente, e são dados por
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Aq =



√
1−q
π

Γ[ 5−3q
2(1−q) ]

Γ[ 2−q1−q ]
q < 1

1√
π

q = 1√
q−1
π

Γ[ 1
q−1 ]

Γ[ 3−q
2(q−1) ]

1 < q < 3,

(C.11)

e

Bq =
[
(3− q)σ2

q

]−1
q ∈ (−∞, 3). (C.12)

Considerando o caso especial em que µq ≡ 0 e σ2
q ≡ 1, temos a q-Gaussiana normali-

zada. Nesse sentido, a Equação C.8 pode ser reescrita como

Pq(x;µq = 0, σq = 1) =
Aq√
3− q

[
1 +

q − 1

3− q
x2

] 1
1−q

. (C.13)
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Figura C.1: Exemplos de distribuições q-Gaussianas. No limite q → 1, a distribuição recu-
pera a forma de uma Gaussiana usual.

A distribuição q-Gaussiana reproduz a distribuição Gaussiana usual no limite q → 1

(Equação C.1), tem um suporte compacto para q < 1 e decai como uma lei de potência
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para 1 < q < 3. Para 3 6 q, a Equação C.8 não é normalizável. A variância usual é finita

para q < 5/3 e, para a q-Gaussiana normalizada é dada por (3 − q)/(5 − 3q). A vari-

ância usual da q-Gaussiana diverge para 5/3 6 q < 3, embora a q-variância permanece

finita para o intervalo completo −∞ < q < 3. Na Figura C.1, temos a representação de

distribuições q-Gaussianas para alguns casos em que 1 ≤ q < 5/3.

C.3 Distribuição Gaussiana Alongada

É bem conhecido que a distribuição Gaussiana Alongada é a solução analítica da equa-

ção de difusão anômala de Richardson. Também aparece como solução de algumas equa-

ções de difusão fracionária. Além disso, é aplicada em vários outros contextos, por exem-

plo, no estudo da distribuição de amplitudes sonoras em música [101,103,106].

A Gaussiana Alongada com média nula é comumente escrita como

Ps(x) = Ns exp(−a |x|s), (C.14)

com

Ns =
a1/s

2 Γ [1 + 1/s]
(C.15)

a constante de normalização, a > 0, s > 0 e −∞ < x < ∞. Para o desvio padrão,

obtemos

σ =
Γ[3/s]

{
s−s/2 Γ [1 + 1/s] Γ [3/s]s/2

}−2/s

sΓ [1 + 1/s]
. (C.16)

Na Figura C.2, temos alguns exemplos dessa distribuição quando variamos o parâmetro

s. Quanto menor o valor que s assume, mais lento é o decaimento da cauda da distribuição,

ou seja, a cauda tende a ser mais alongada. Por isso, essa distribuição é muitas vezes

chamada de Gaussiana Alongada. No limite s → 2, a forma da distribuição Gaussiana é

recuperada.
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Figura C.2: Exemplos de distribuições Gaussianas Alongadas. No limite s→ 2, a distribui-
ção Gaussiana usual é recuperada.

C.4 Distribuição q-Gaussiana Alongada

No contexto de termo-estatística não-extensiva, o papel desempenhado pela distribui-

ção Gaussiana normalizada é estendido para as distribuições q-Gaussianas generalizadas.

Nesse mesmo cenário, podemos estender as Gaussianas Alongadas para q-Gaussianas

Alongadas. As distribuições q-Gaussianas Alongadas formam uma família versátil que

pode descrever problemas com suporte compacto, assim como problemas com distribui-

ções de cauda longa. Por exemplo, elas aparecem como solução de equações de difusão

não-lineares [109].

A q-Gaussiana Alongada (com média nula) com parâmetros a e s é dada por [109,124]

Pqs(x) =


1

Z(c) [1− (q − 1) c |x|s]
1
q−1

+ para q 6= 1

1
Z(c) exp (−c |x|s) se q = 1.

(C.17)

com a notação [·]+ correspondendo a [·] se seu argumento não é negativo e igual a zero

se seu argumento é negativo. Aqui, Z(c) é o fator de normalização, dado por
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Z(a) =
2

s
c−

1
s


(1− q)− 1

s B
(

1
s ,−

1
q−1 −

1
s

)
para 1− s < q < 1

(q − 1)−
1
s B
(

1
s ,

1
q−1 + 1

)
para q > 1

Γ
[

1
s

]
se q = 1

(C.18)

em que B(x, y) ≡ Γ[x] Γ[b]
Γ[c+b]

denota a função Beta. O parâmetro c está relacionado aos mo-

mentos da densidade de probabilidade e, além disso, c−
1
s é um parâmetro de escala. Para

o caso em que s = 2, a Equação C.17 se reduz à distribuição q-Gaussiana (Equação

C.8). Por outro lado, o limite q → 1 na Equação C.17 corresponde à distribuição Gaus-

siana Alongada (Equação C.14). Consequentemente, podemos considerar a distribuição

q-Gaussiana Alongada como uma interpolação das distribuições q-Gaussiana e Gaussi-

ana Alongada, as quais têm sua forma típica recuperada quando tomamos os limites apro-

priados na Equação C.17. A distribuição Gaussiana, por sua vez, é obtida nos limites

q → 1 e s → 2 na Equação C.17. A Figura C.3 mostra alguns exemplos de distribuições

q-Gaussianas Alongadas.
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Figura C.3: Exemplos de distribuições q-Gaussianas Alongadas. Considerando simultane-
amente os limites q → 1 e s → 2, a distribuição recai no caso Gaussiano usual. As linhas
pontilhadas representam as distribuições com o parâmetro q = 1.2 fixo, enquanto que nas
linhas contínuas s = 1.8 foi mantido fixo.
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APÊNDICE D

MÉTODO DA MÁXIMA VEROSSIMILHANÇA

Quando propomos um modelo para caracterizar um certo conjunto de dados, devemos

ter em mente qual o método que proporcionará uma melhor qualidade nos valores dos

parâmetros de ajuste estimados. Nesse sentido, discutimos neste apêndice o método de

Máxima Verossimilhança.

Antes de definirmos os estimadores da Máxima Verossimilhança (MV), introduzimos

a função de verossimilhança [87, 111, 125]. A função de verossimilhança de n variáveis

aleatórias X1, X2, . . . , Xn é definida como sendo a densidade conjunta de probabilidades

das n variáveis aleatórias, fX1,...,Xn(x1, . . . , xn; θ), tida como uma função do parâmetro θ.

Considerando x1, x2, . . . , xn dados, o valor particular de θ que é “mais provável de ocorrer”

é aquele tal que fX1,...,Xn(x1, . . . , xn; θ) é máxima. Por simplicidade, a seguir usamos a

notação L(θ) = L(θ;x1, . . . , xn) para designar a função de verossimilhança na definição

de um estimador da MV.

Se X1, . . . , Xn é uma amostra aleatória da densidade f(x; θ), então a função de veros-

similhança é f(x1; θ) f(x2; θ) · · · f(xn; θ). Assim, a função de verossimilhança é

L(θ) = f(x1; θ) f(x2; θ) · · · f(xn; θ) (D.1)

e então o estimador da Máxima Verossimilhança é a solução da equação

dL(θ)

d θ
= 0. (D.2)
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Além disso, L(θ) e L∗(θ) = lnL(θ) têm seus máximos no mesmo valor de θ e, por isso,

algumas vezes é mais conveniente encontrar o máximo do logaritmo da verossimilhança.

Se a função de verossimilhança contém k parâmetros, isto é,

L(θ1, θ2, . . . , θk) =
n∏
i=1

f(xi; θ1, θ2, . . . , θk), (D.3)

então, os estimadores da MV são as soluções das k equações:

∂ L(θ1, . . . , θk)

∂ θi
= 0 (i = 1, 2, . . . , k) (D.4)

Nesse caso, também pode ser mais conveniente o uso do logaritmo da verossimilhança.

Para exemplificar esse método, consideramos uma amostra de tamanho n da distribui-

ção Gaussiana cujas densidade de probabilidade e função de verossimilhanças são

f(x;µ, σ) =
1√

2 π σ2
exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
(D.5)

e

L =
n∏
i=1

f(xi, µ, σ) =

(
1

2πσ2

)n/2
exp

[
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2

]
, (D.6)

respectivamente. Então, o logaritmo da função de verossimilhança é

L∗ = −n
2

ln 2π − n

2
ln σ2 − 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2, (D.7)

com σ > 0 e −∞ < µ <∞.

Podemos encontrar o máximo dessa função maximizando-a em relação a µ e σ2, ou

seja, usando

∂L∗

∂µ
=

1

σ2

n∑
i=1

(xi − µ) = 0 (D.8)
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e

∂L∗

∂σ2
= − n

2σ2
+

1

2σ4

n∑
i=1

(xi − µ)2 = 0. (D.9)

Por fim, as soluções dessas duas últimas equações para µ e σ2 nos fornecem os esti-

madores da MV, que são

µ̂ =
1

n

n∑
i=1

xi (D.10)

e

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)2, (D.11)

os quais correspondem à média µ e à variância σ2 dos dados.
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APÊNDICE E

DISTRIBUIÇÃO DAS POSIÇÕES

Neste apêndice, estendemos de maneira breve a discussão para os resultados referen-

tes às distribuições das posições do COP empregando os mesmos dados analisados no

Capítulo 2. Seguindo um procedimento similar ao tomado para as séries da velocidade,

os parâmetros de ajuste obtidos para a distribuição das posições global foram q próximo

de 1 quando empregamos q-Gaussianas e s próximo de 2 para Gaussianas Alongadas

em ambas as direções, ântero-posterior (AP) e médio-lateral (ML). Explicitamente, esses

valores globais foram q = 1.010 (q = 1.059) e s = 2.023 (s = 1.928) para AP (ML). A assi-

metria nas duas direções foi próxima de zero, −0.02 (−0.07), e a curtose 3.02 (3.22) para

AP (ML). Para cada indivíduo, os valores de q e s, assimetria e curtose, permaneceram

próximo daqueles globais. Para os testes de significância estatística (Anderson-Darling e

Cramér-von Mises), menos de 18% (22%) das 160 séries da posição não foram rejeitadas

ao nível de 1% para q-Gaussianas (Gaussianas Alongadas) em ambas as direções. Esses

resultados mostram que o comportamento não-Gaussiano para as séries da posição é sutil

ou quase imperceptível. Nas Figuras E.1 e E.2, ilustramos as distribuições das posições

globais, P (y) e P (x), e seus respectivos resultados individuais, em que

y =
Y − µ
σ

(E.1)

e

x =
X − µ
σ

, (E.2)
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Figura E.1: A) Distribuição das posições do COP normalizada na direção ântero-posterior,
P (y). Os círculos abertos correspondem aos dados. As linhas pontilhadas representam
uma Gaussiana com média igual a zero e desvio padrão unitário. As linhas contínuas
referem-se a uma q-Gaussiana (alaranjado) e uma Gaussiana Alongada (amarelo) com
q = 1.010 e s = 2.023. B) Valores dos parâmetros q e s obtidos para cada indivíduo. As
linhas verticais sólidas são as distâncias entre os valores experimentais e aqueles obtidos
a partir de uma Gaussiana (linhas tracejadas vermelhas).

os quais representam as direções AP e ML, respectivamente.
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Figura E.2: A) Distribuição das posições do COP normalizada na direção médio-lateral,
P (x). As linhas pontilhadas representam uma Gaussiana com média igual a zero e des-
vio padrão unitário. Os círculos abertos correspondem aos dados. As linhas contínuas
referem-se a uma q-Gaussiana (alaranjado) e uma Gaussiana Alongada (amarelo) com
q = 1.059 e s = 1.928. B) Valores dos parâmetros q e s obtidos para cada indivíduo. As
linhas verticais sólidas são as distâncias entre os valores experimentais e aqueles obtidos
a partir de uma Gaussiana (linhas tracejadas vermelhas).
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APÊNDICE F

PARÂMETROS INDIVIDUAIS ESTIMADOS

Valores estimados das distribuições Gaussianas generalizadas.

Tabela F.1: Valores individuais e globais dos parâmetros da distribuições q-Gaussiana (q-
G), Gaussiana Alongada (GA) e q-Gaussiana Alongada (q-GA) para a posição bipodal nas
direções ântero-posterior e médio-lateral

Bipodal AP ML

#Indivíduo q-G GA q-GA (q, s) q-G GA q-GA (q, s)
1 1.238 1.399 (1.06, 1.53) 1.189 1.494 (1.04, 1.59)
2 1.199 1.391 (1.00, 1.39) 1.162 1.472 (1.00, 1.47)
3 1.236 1.259 (1.00, 1.26) 1.142 1.425 (1.00, 1.43)
4 1.300 1.226 (1.00, 1.23) 1.200 1.469 (1.03, 1.54)
5 1.293 1.196 (1.00, 1.20) 1.140 1.526 (1.00, 1.53)
6 1.225 1.328 (1.00, 1.33) 1.169 1.418 (1.00, 1.42)
7 1.244 1.230 (1.00, 1.23) 1.207 1.296 (1.00, 1.30)
8 1.309 1.179 (1.00, 1.20) 1.196 1.406 (1.00, 1.41)
9 1.255 1.267 (1.00, 1.27) 1.226 1.355 (1.00, 1.36)
10 1.194 1.374 (1.00, 1.37) 1.173 1.407 (1.00, 1.41)
11 1.250 1.338 (1.00, 1.34) 1.185 1.494 (1.02, 1.54)
12 1.257 1.311 (1.00, 1.31) 1.214 1.411 (1.00, 1.41)
13 1.165 1.488 (1.00, 1.49) 1.104 1.619 (1.00, 1.62)
14 1.215 1.323 (1.00, 1.32) 1.162 1.431 (1.00, 1.43)
15 1.225 1.348 (1.00, 1.35) 1.115 1.588 (1.00, 1.59)
16 1.261 1.224 (1.00, 1.22) 1.215 1.299 (1.00, 1.30)

Média 1.242 1.305 (1.00, 1.31) 1.175 1.444 (1.00, 1.46)
Global 1.244 1.301 (1.00, 1.30) 1.177 1.443 (1.00, 1.44)
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Tabela F.2: Valores individuais e globais dos parâmetros da distribuições q-Gaussiana (q-
G), Gaussiana Alongada (GA) e q-Gaussiana Alongada (q-GA) para a posição unipodal
(direita) nas direções ântero-posterior e médio-lateral

Unipodal (D) AP ML

#Indivíduo q-G GA q-GA (q, s) q-G GA q-GA (q, s)
1 1.254 1.412 (1.09, 1.61) 1.317 1.256 (1.09, 1.43)
2 1.214 1.492 (1.09, 1.69) 1.308 1.242 (1.00, 1.24)
3 1.191 1.529 (1.09, 1.74) 1.275 1.329 (1.05, 1.43)
4 1.316 1.292 (1.09, 1.47) 1.321 1.254 (1.09, 1.44)
5 1.299 1.286 (1.09, 1.47) 1.386 1.114 (1.09, 1.29)
6 1.227 1.436 (1.09, 1.64) 1.219 1.450 (1.09, 1.66)
7 1.228 1.425 (1.06, 1.56) 1.268 1.315 (1.00, 1.32)
8 1.242 1.421 (1.09, 1.62) 1.294 1.276 (1.01, 1.30)
9 1.290 1.323 (1.09, 1.51) 1.284 1.338 (1.09, 1.53)
10 1.163 1.591 (1.09, 1.81) 1.234 1.433 (1.09, 1.63)
11 1.215 1.471 (1.09, 1.68) 1.368 1.137 (1.08, 1.29)
12 1.210 1.501 (1.09, 1,71) 1.342 1.217 (1.09, 1.40)
13 1.188 1.549 (1.09, 1.76) 1.267 1.369 (1.09, 1.55)
14 1.247 1.415 (1.09, 1.62) 1.291 1.302 (1.09, 1.49)
15 1.210 1.491 (1.09, 1.70) 1.235 1.407 (1.00, 1.41)
16 1.255 1.390 (1.09, 1.59) 1.293 1.313 (1.09, 1.50)

Média 1.234 1.439 (1.09, 1.64) 1.293 1.297 (1.07, 1.43)
Global 1.235 1.434 (1.15, 1.77) 1.297 1.290 (1.09, 1.47)
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Tabela F.3: Valores individuais e globais dos parâmetros da distribuições q-Gaussiana (q-
G), Gaussiana Alongada (GA) e q-Gaussiana Alongada (q-GA) para a posição unipodal
(esquerda) nas direções ântero-posterior e médio-lateral

Unipodal (E) AP ML

#Indivíduo q-G GA q-GA (q, s) q-G GA q-GA (q, s)
1 1.293 1.318 (1.09, 1.51) 1.341 1.191 (1.06, 1.31)
2 1.196 1.524 (1.09, 1.73) 1.294 1.273 (1.00, 1.27)
3 1.189 1.527 (1.06, 1.66) 1.215 1.447 (1.00, 1.45)
4 1.400 1.064 (1.09, 1.22) 1.377 1.141 (1.09, 1.31)
5 1.337 1.213 (1.09, 1.40) 1.356 1.176 (1.09, 1.36)
6 1.221 1.450 (1.09, 1.65) 1.225 1.430 (1.01, 1.45)
7 1.239 1.390 (1.05, 1.50) 1.240 1.357 (1.00, 1.36)
8 1.300 1.304 (1.09, 1.49) 1.294 1.288 (1.07, 1.43)
9 1.280 1.346 (1.09, 1.54) 1.306 1.268 (1.09, 1.46)
10 1.199 1.502 (1.09, 1.71) 1.277 1.326 (1.07, 1.47)
11 1.242 1.413 (1.09, 1.61) 1.351 1.170 (1.09, 1.35)
12 1.225 1.456 (1.09, 1.66) 1.344 1.205 (1.09, 1.38)
13 1.261 1.406 (1.09, 1.60) 1.282 1.342 (1.09, 1.53)
14 1.182 1.558 (1.09, 1.77) 1.284 1.315 (1.05, 1.42)
15 1.245 1.422 (1.09, 1.62) 1.307 1.273 (1.09, 1.46)
16 1.202 1.503 (1.09, 1.71) 1.284 1.305 (1.09, 1.50)

Média 1.251 1.399 (1.09, 1.58) 1.298 1.282 (1.06, 1.41)
Global 1.256 1.390 (1.14, 1.69) 1.302 1.274 (1.07, 1.42)
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APÊNDICE G

TESTE DA RAZÃO DE VEROSSIMILHANÇA

Suponhamos que temos certa amostra de dados que pode ser bem aproximada por

duas distribuições completamente especificadas e desejamos determinar qual delas me-

lhor descreve a amostra. Isso significa que devemos testar uma hipótese nula simples

contra uma hipótese alternativa simples. Nesse sentido, apresentamos neste apêndice o

Teste da Razão de Verossimilhança (TRV) ou Likelihood-Ratio Test.

O TRV é um teste estatístico que compara o valor do logaritmo da verossimilhança de

modelos hierarquicamente próximos, um modelo relativamente menos restritivo com um

modelo mais restritivo (i.e., existe uma diferença no número de graus de liberdade entre

os dois modelos), e determina qual deles ajusta um particular conjunto de dados signifi-

cativamente melhor [79,110,111,126]. A fórmula para o TRV é razoavelmente simples de

calcular, ou seja, como

−2 lnλn = −2 ln

[
L0

L1

]
, (G.1)

em que L1 denota a verossimilhança do modelo menos restritivo (aquele com mais pa-

râmetros), L0 é a verossimilhança quando os parâmetros são restritos (e reduzidos em

número) e λn é a razão entre L0 e L1. Consideramos a hipótese de que r parâmetros são

perdidos (i.e., L0 tem r parâmetros a menos que L1). O princípio generalizado do Teste

da Razão de Verossimilhança estabelece que L0 será rejeitada para λn pequeno. Como

−2 lnλn cresce quando λn diminui, um teste que é equivalente a um TRV generalizado é

aquele que rejeita L0 para −2 lnλn grande. Então, assumimos que o teste estatístico re-
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sultante (Equação G.1) tem uma distribuição Qui-Quadrada1 aproximada, χ2, com r graus

de liberdade. Assim, a hipótese de L0 ser verdadeira é rejeitada se e somente se

χ2 = −2 lnλn > χ2
1−α(r), (G.4)

em que χ2
1−α(r) é o quantil2 de ordem (1 − α) da distribuição Qui-Quadrada com r graus

de liberdade e, α é frequentemente tomado sendo igual a 0.05 ou 0.01.

Em nosso caso, o número de parâmetros adicionados à distribuição q-Gaussiana Alon-

gada foi r = 1 e os quantis da distribuição Qui-Quadrada calculados são dados por:

χ2
1−0.05 = 3.84 e χ2

1−0.01 = 6.63. Adotamos aqui o valor de χ2
1−0.05 = 3.84 em nossas

análises. Primeiro comparamos os modelos {Pq, Pqs} e {Ps, Pqs} para a posição bipo-

dal em ML. Verificamos que a q-Gaussiana Alongada ajustou os dados significantemente

melhor que a q-Gaussiana (χ2 = 3273.76∗), no entanto o parâmetro adicional não foi esta-

tisticamente significativo quando comparado com a Gaussiana Alongada (χ2 = −13.84†).

Os símbolos (∗) e (†) representam a comparação dos modelos {Pq, Pqs} e {Ps, Pqs}, res-

pectivamente. Os valores χ2 obtidos para as posições unipodais em ML foram altamente

significativos para a rejeição dos modelos mais restritivos, isto é, para a direita (esquerda),

χ2 = 1560.64∗ (1967.84∗) e χ2 = 340.69† (242.84†). Qualitativamente, encontramos os

1Suponhamos que temos um conjunto de n variáveis independentes xi distribuídas por densidades Gaus-
sianas, com médias µi e desvios padrões σi. A soma

u =
n∑
i=1

(
xi − µi
σi

)2

(G.2)

é conhecida como Qui-Quadrada. Uma vez que xi é uma variável aleatória, u também será. Quando µi = 0
e σi = 1, podemos escrever a densidade de probabilidade de u (distribuição Qui-Quadrada) como

P (u) =
(u)(r/2)−1 exp[−u/2]

2r/2 Γ[r/2]
(G.3)

para u ≥ 0. O parâmetro inteiro r dessa distribuição designa o número de graus de liberdade que pode ser
interpretado como um parâmetro relacionado ao número de variáveis independentes na soma G.2 [79,127].

2Definição de Quantil:
Seja X uma variável aleatória com uma função de distribuição F , tal que F (x) = P (X ≤ x) para todo

x. Seja 0 ≤ p ≤ 1. Então, um número x é chamado de quantil de ordem p de F , ou de X, se F (x) = p
ou, de forma geral, se F (x) ≥ p e P (X ≥ x) ≥ (1 − p). A definição com F (x) = p aplica-se a todas
as distribuições contínuas. Para muitas das distribuições usadas em estatística, como, por exemplo χ2, os
quantis específicos são usualmente de ordem p = 0.95, 0.975 e 0.99 [128,129].
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mesmos resultados quando olhamos para a direção ântero-posterior, ou seja, temos para

bipodal, χ2 = 5681.13∗ e χ2 = −16.11†, e unipodal direita (esquerda), χ2 = 258.18∗ e

χ2 = 859.36† (χ2 = 474.37∗ e χ2 = 747.63†).

Quando comparamos os ajustes das distribuições Pq, Ps e Pqs com a distribuição das

velocidades global na condição bipodal, verificamos que não houve uma melhora sensível

em relação à distribuição Ps quando empregamos a distribuição Pqs, uma vez que as cau-

das colapsaram. Isso pode indicar que talvez não seja necessário usar uma q-Gaussiana

Alongada nesse caso. Por outro lado, ao comparamos essas três distribuições na condição

unipodal, constatamos uma melhor aproximação usando Pqs que empregando Pq ou Ps.

A Tabela G.1 mostra os valores χ2 do Teste da Razão de Verossimilhança para os casos

individuais, tanto para {Pq, Pqs} quanto para {Ps, Pqs}, na direção ML. Para a posição bipo-

dal, nenhuma série rejeitou Pqs em relação a Pq. Isso significa que Pqs foi significativamente

melhor para descrever todos os conjuntos de dados. Por outro lado, quando comparamos

Pqs com Ps, todas as séries rejeitaram o modelo com mais parâmetros. Nesse caso, o teste

revelou que Ps é uma distribuição melhor para representar os dados. Na posição unipodal

direita, apenas uma série rejeitou Pqs quando comparada com Pq e quatro séries foram re-

jeitadas quando Pqs foi comparada com Ps. E na posição de unipodal esquerda, nenhuma

série rejeitou a distribuição q-Gaussiana Alongada em comparação com a q-Gaussiana,

enquanto que quatro rejeitaram-na quando comparada com a Gaussiana Alongada.

Esses resultados também são exibidos na Tabela G.2, mas na direção ântero-posterior.

Na posição bipodal, temos que Pqs foi rejeitada para nenhuma (quinze) série(s) quando

comparada a Pq (Ps). E para a posição unipodal direita (esquerda), oito (cinco) séries re-

jeitaram Pqs em comparação com Pq e, zero (zero) em comparação com Ps. Apesar de

haver flutuações nas medidas de indivíduo para indivíduo, no geral os resultados individu-

ais ainda mantêm a essência daqueles obtidos para as séries globais.

Podemos, ainda, realizar esse mesmo teste nas N = 160 séries temporais da veloci-

dade do COP. Fazendo isso, obtemos os seguintes valores de χ2 nas direções ML (AP): 19

(5) séries para bipodal, 51 (114) séries para unipodal direita e 39 (112) séries para unipodal

esquerda rejeitam Pqs em comparação com Pq; 152 (155) séries para bipodal, 99 (73) séries

para unipodal direita e 106 (75) séries para unipodal esquerda rejeitam Pqs em comparação

com Ps.
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Tabela G.1: Valores χ2 do Teste da Razão de Verossimilhança comparando os modelos
{Pq, Pqs} e {Ps, Pqs} obtidos para os casos individuais para as posições de bipodal (B),
unipodais direita (UD) e esquerda (UE) na direção médio-lateral

{Pq, Pqs} {Ps, Pqs}

#Indivíduo B UD UE B UD UE
1 45.568 126.837 211.249 2.638 20.136 10.741

2 210.074 324.910 337.192 -0.113 -0.065 -0.103

3 325.918 108.018 121.434 -0.233 7.000 -0.044

4 58.680 57.431 89.466 1.447 51.479 60.209

5 168.852 66.119 43.507 -0.127 70.521 70.618

6 293.053 20.901 102.527 -0.156 30.744 0.261

7 447.501 189.441 242.953 -0.232 -0.103 -0.076

8 219.538 193.907 119.932 -0.116 0.347 13.071

9 215.251 3.238 49.634 -0.141 60.365 50.685

10 298.761 9.509 95.676 -0.157 46.892 12.097

11 56.836 213.936 147.629 0.924 16.066 36.385

12 121.977 37.116 104.881 -0.021 62.917 40.922

13 115.315 59.488 48.883 -0.082 23.793 37.121

14 270.656 93.526 119.127 -0.145 21.191 7.064

15 136.765 126.398 82.333 -0.097 -0.032 35.038

16 390.943 19.252 93.261 -0.162 56.743 20.778

Global 3273.760 1560.640 1967.840 -13.840 340.690 242.840
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Tabela G.2: Valores χ2 do Teste da Razão de Verossimilhança comparando os modelos
{Pq, Pqs} e {Ps, Pqs} obtidos para os casos individuais para as posições bipodal (B), unipo-
dais direita (UD) e esquerda (UE) na direção ântero-posterior

{Pq, Pqs} {Ps, Pqs}

#Indivíduo B UD UE B UD UE
1 75.843 -44.877 39.849 8.224 90.388 44.248

2 293.119 -2.071 13.658 -0.111 44.337 31.909

3 516.540 1.798 32.238 -0.185 41.237 8.542

4 346.671 24.184 88.466 -0.122 48.013 72.028

5 539.935 76.925 70.179 -0.179 33.338 55.945

6 361.377 16.816 34.347 -0.128 41.906 21.929

7 552.923 60.019 83.159 -0.196 8.045 6.498

8 392.574 7.701 -7.535 -0.066 48.142 71.396

9 441.667 39.200 -23.039 -0.148 44.362 82.979

10 325.342 3.189 12.745 -0.199 32.249 32.512

11 201.140 -4.183 13.568 -0.034 60.387 48.967

12 256.378 -16.540 4.959 -0.049 60.635 49.155

13 200.067 -4.649 -34.611 -0.094 44.427 77.644

14 404.646 -23.889 2.173 -0.194 77.063 34.029

15 334.241 6.380 -13.147 -0.114 40.559 65.518

16 524.797 19.432 19.161 -0.238 44.160 23.839

Global 5681.130 258.180 474.370 -16.110 859.360 747.630
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