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Resumo

Na primeira parte deste trabalho, as constantes elasticas de um cristal
liquido nemético sao calculadas por meio do método pseudomolecular, que
permite conectar as propriedades macroscopicas com a interacao intermole-
cular. Admitimos que a interacao responsavel pelo surgimento da fase é do
tipo quadrupolar, com um comprimento de blindagem governando o alcance
das forcas. A analise revela que as constantes elasticas podem ser nega-
tivas, dando origem a instabilidades na ordenacao molecular. Na segunda
parte, o efeito de reorientacao do diretor nemético induzido por um campo
elétrico externo é considerado no célculo da corrente elétrica que flui pelo
circuito equivalente. A variacao no tempo da capacitancia efetiva da célula é
equivalente a uma resisténcia pura, e é responsavel por um pico de corrente
quando a voltagem aplicada supera a voltagem critica para a transicao de
Fréedericksz.

Na parte final, a caracterizagao dielétrica de um cristal liquido por meio da
medida da corrente elétrica fluindo no circuito é discutida. Alguns circuitos
elétricos equivalentes sao analisados focando atengao no papel da resisténcia
externa sobre a qual a queda do potencial é medida, mostrando que o mo-
delo adotado funciona bem quando a voltagem méxima aplicada esta abaixo
da critica para a transicao de Fréedericksz. Nossos resultados podem ser
aplicados a todos os materiais lineares aos quais forem possiveis definir uma
constante dielétrica e uma condutividade independentes do campo elétrico.



Abstract

In the first part of this work, the elastic constants of a nematic liquid
crystal are calculated by means of the pseudo-molecular method, that allows
to connect the macroscopic properties with the intermolecular interaction.
We consider that the interaction responsible for the phase is the quadrupolar
one, with a screening length governing the ranges of the forces. The analysis
shows that the elastic constants can be negative, giving rise to instabilities
in the molecular order. In the second part, we take into account the effect of
induced reorientation of the nematic director for an external electric field in
the calculation of the electric current flowing through the equivalent circuit.
The variation in the time of the effective capacitance is equivalent to a pure
resistance, and is responsible for a current peak when the applied voltage
overcomes the threshold voltage for the Fréedericksz’s transition.

In the last part, the dielectric characterization of a liquid crystal by means
of the measure of the electric current flowing through the circuit is considered.
Some equivalent electrical circuits are analyzed, by focusing on the role of
the resistance over which the potential drop is measured. The analysis shows
that our approach works well when the maximum applied voltage is below the
threshold voltage for the Fréedericksz’s transition. Our results can be applied
to all linear materials for which is possible to define a dielectric constant and
a conductivity independent of the electric field.
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Capitulo 1

Introducao

A descoberta dos cristais liquidos ocorreu hé cerca de cento e cinquenta
anos; no entanto, sua importancia foi compreendida somente uns cem anos
mais tarde. Por volta de 1850, o quimico Heintz, que estava estudando gor-
duras naturais, observou que quando aquecia estearina esta ficava nebulosa
a uma temperatura de 52°C, e completamente opaca em 58°C, e tornava-se
clara em 62,5°C [1|. Aquelas observagoes sao similares as outras realizadas
quarenta anos mais tarde, conduzindo & descoberta dos cristais liquidos.

Em 1854, os cientistas europeus Rudolf Virchow, Mettenheimer e Valentin
observaram que as fibras nervosas que estavam estudando, as quais formavam
uma substancia fluida quando deixadas em dgua, exibiam um comportamento
estranho quando vistas utilizando luz polarizada [1]. Naquele tempo, eles
acreditavam que liquidos nao poderiam exibir tal comportamento na presenca
de luz polarizada, e ainda a substancia claramente nao era um solido. Eles
nao pensaram que estavam diante de um estado diferente da matéria; no
entanto, foram atribuidas a eles as primeiras observacoes de cristais liquidos.

Em 1877, o fisico alemao Lehmann [Fig. 1.1 (esquerda)|, um especialista
em cristais, desenvolveu um microscoépio de luz polarizada equipado com
um sistema de aquecimento para investigar as transicoes de fase de vérias
substancias [2|. Ele encontrou que algumas substancias (principalmente as
organicas) mudavam o seu aspecto de um liquido claro para um nebuloso
antes da cristalizagao. Lehmann verificou que na fase em que o liquido era
turvo a substancia era um liquido homogéneo, mas que o seu comportamento
na presenca de uma luz polarizada era igual ao comportamento de um cristal.
No entanto, nao pensou que o liquido nebuloso era na realidade um novo
estado da matéria, mas pensou que estava observando uma transicao de fase
imperfeita do liquido para o sélido.

A despeito desses resultados apresentados, a descoberta dos cristais liqui-



dos é comumente atribuida ao quimico austriaco Reinitzer [Fig. 1.1 (direita)].
Em 1888, F. Reinitzer notou que o benzoato de colesterila a 145, 5°C' nao
apresentava um ponto nitido de fusao, mas tornava-se um fluido turvo, pas-
sando para um fluido transparente apenas a 178, 5°C. Reinitzer chamou essa
fase intermediaria de mesofase. Reinitzer, ciente dos trabalhos de Lehmann
e reconhecendo algumas conexoes com o seu trabalho, enviou-lhe algumas
amostras e pediu que fizesse maiores investigagoes. Lehmann convenceu-se
de que o liquido nebuloso tinha um tipo original de ordem e eventualmente
ele pensou que fosse um novo estado da matéria o qual ele chamou cristal
liquido.

Nos anos seguintes, dois quimicos alemaes, Gattermann e Ritschker [3],
que produziram o primeiro cristal liquido sintético, p-axoxyanisole (PAA),
supriram Lehmann com uma série de substancias liquido-cristalinas para
analisar e este observou que alguns cristais liquidos comportavam-se difer-
entemente de outros (aquelas fases distintas sdo conhecidas atualmente como
nematica e esmética). Lehmann também notou que um cristal liquido em
contato com uma superficie sélida reorienta-se para uma certa direcao. Esta
observacao foi de grande importancia quando a primeira aplicacao de cristais
liquidos em display foi realizada.

Figura 1.1: Otto Lehmann (1855-1922) (esquerda) e Friedrich Richard Kor-
nelius Reinitzer (1857-1927) (direita), pioneiros no estudo de cristais liquidos.

Na década de 1920, com a ajuda de um microscopio simples, G. Friedel
conseguiu compreender o arranjo espacial de moléculas que ele nao pode
distinguir (elas tém de 20 a 40 A de comprimento). A partir da observagao
de algumas linhas com alguns décimos de milimetros de comprimento, G.
Friedel deduziu a estrutura dos esméticos. Novamente isso se passa na escala
de alguns angstroms. Em 1922, G. Friedel publicou um trabalho em que



descreve as diferentes fases de um cristal liquido. As linhas observadas no
cristal liquido por meio do microscopio sao defeitos na estrutura, os quais
representam mudangas drésticas na dire¢ao da orientacao. Também concluiu
que os esméticos tém uma estrutura em camadas. Sugeriu ainda que os
cristais liquidos podem ser orientados por um campo elétrico, o que é ainda
hoje um toépico de grande interesse.

A partir de 1922, uma base matematica para o estudo de cristais liqui-
dos foi desenvolvida por Oseen [4], que estudou as propriedades elasticas dos
cristais liquidos, Zocher [5, 6], na Alemanha, que produziu um modelo con-
tinuo, e Frank [7], na Inglaterra, que produziu a teoria continua dos cristais
liquidos.

O interesse em cristais liquidos diminuiu muito depois da segunda guerra
mundial por varias razoes. Uma razao importante é que naquele tempo os
escritores dos livros textos de fisica nao mencionavam a fase liquido-cristalina;
por isso muitos cientistas nao estavam nem mesmo conscientes da existéncia
desses materiais. Outra razao é que muitas pessoas pensavam que todos
os problemas importantes sobre cristais liquidos tinham sido resolvidos. No
entanto, Fergason, um pioneiro no desenvolvimento de display de cristais
liquidos, sugeriu que a principal razao para a falta de interesse em cristais
liquidos era a sua aparente falta de aplicagao [1].

A situagao comega a mudar em 1957 quando Brown, um quimico ameri-
cano, publicou um artigo revisando a fase liquido-cristalina [8], junto com o
trabalho de Chistakoff, na Unido Soviética, e Gray, na Inglaterra. A partir
dai, estava o interesse em cristais liquido renascido. Esses desenvolvimentos
foram seguidos por uma formulagao de uma teoria microscopica do cristal
liquido por Maier [9] e Saupe [10].

Em 1968, os cientistas do RCA (Radio Corporation of America) mostraram
que uma camada fina de cristal liquido é capaz de mudar de nebuloso para
claro quando um campo elétrico é aplicado. Este foi o primeiro display de
cristal liquido [1]. Alguns anos mais tarde os displays de cristal liquido foram
usados em equipamentos operados com bateria, como por exemplo, relogios
e calculadoras.

Hoje, os cristais liquidos aparecem em muitas aplicagoes; no entanto, a
mais comum ¢ ainda o display de cristal liquido na presenca e auséncia de um
campo elétrico. Os displays de cristal liquido sao usados em muitos aparelhos
de uso diario, incluindo T'Vs e telas de computador, telefone celular, cameras,
relogios, calculadoras e muitos outros aparelhos. Outra importante aplicacao
dos cristais liquidos é em termdémetros. Alguns cristais liquidos alteram a
sua cor quando variamos a temperatura; consequentemente, pela mistura de
diferentes componentes um instrumento pra medir temperatura num certo in-
tervalo pode ser construido. Tirando vantagem desta propriedade, aplicacoes
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importantes e préiticas tém sido desenvolvidas em diversas dreas, tais como
medicina e eletronica. Por exemplo, instrumentos de cristal liquido podem
ser fixados a pele para mostrar um mapa da temperatura. Isso pode ser tutil
por causa de frequentes problemas de satide, como o cancer, que tem uma
diferenca de temperatura ao redor do tecido. Além dessas duas principais
aplicagoes, cristais liquidos tém uma variedade enorme de outros usos [11].

Nesses materiais liquido-cristalinos, moléculas ou agregados de molécu-
las podem apresentar arranjos estruturais com ordem translacional, orienta-
cional ou ambas. Neste sentido, a denominagao de cristais liquidos para essas
mesofases advém do fato de elas possuirem propriedades de um liquido, como
fluidez, e de cristais, como ordenamento molecular.

Os cristais liquidos apresentam anisotropia em suas propriedades 6pticas,
elétricas e magnéticas, semelhantes & de um solido cristalino anisotrépico,
e propriedades mecanicas semelhantes aos liquidos, o que caracteriza sua
fluidez. Sao classificados em mesofases essencialmente pela sua simetria e
grau de ordenamento. Essas mesofases liquidos-cristalinas sao caracterizadas
pelos graus de liberdade que as moléculas de cristais liquidos apresentam, por
meio das simetria de translacao e rotacao. Nesse sentido, as transi¢oes de fase
ocorrem pela quebra na ordem posicional e/ou orientacional das moléculas,
aumentando ou diminuindo seus graus de liberdade [12].

Os materiais que apresentam mesofases liquido-cristalinas se dividem em
duas categorias, de acordo com os parametros mais relevantes na transicao
de fase: os termotropicos e os liotropicos. Essas caracteristicas dos cristais
liquidos serao apresentadas no capitulo 2, o qual trata da descrigao geral das
fases e também da ordem orientacional em meios neméticos.

O objetivo do capitulo 3 é o de construir uma teoria que dé conta de como
¢é descrita a orientacao molecular de um cristal liquido neméatico. Por essa
razao, a construgao da energia eldstica dos nemaéticos é feita com um certo
detalhe e um exemplo de como as constantes elasticas podem ser medidas
também é apresentado. Além disso, faremos também um breve comentario
sobre a constante elastica Ki3. Esta constante esté ausente na teoria eléstica
de Frank; sendo assim, torna-se necessario o uso de outra teoria, que também
serd lembrada aqui, a teoria de Nehring-Saupe, no ambito da qual surge tal
constante.

No capitulo 4, introduziremos o método pseudomolecular; esse modelo
molecular permite estabelecer uma conexao entre as constantes elasticas (pro-
priedade macroscopica) e a interagao intermolecular responsavel pela fase
nemética do cristal liquido (de natureza microscopica). Fazemos inicialmente
uma introducao ao método, com uma ressalva sobre as suas limitagoes. Em
seguida, aplicamos o método a uma interacao do tipo quadrupolar em apro-
ximagao elipsoidal para o volume molecular e para o chamado "volume de
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interacao" obtendo o comportamento das constantes elésticas.

Estabelecidas, entao, as condi¢oes para a orientacao, os efeitos do campo
elétrico sobre a orientagao molecular sao analisados. Inicialmente, o efeito
da reorientacao molecular sobre o sinal da corrente em uma célula nematica
¢ investigado na situagao de ancoramento forte (capitulo 5). Ali, a célula
nemética é tratada como um circuito elétrico simples, formado por um re-
sistor R em paralelo com uma capacitancia C. A corrente fluindo por esse
circuito ¢ calculada na presencga de uma tensao aplicada que varia linearmente
com o tempo. Demonstra-se, entao, a existéncia de um pico na corrente. Esse
pico ocorre quando o valor da tensao aplicado supera o chamado valor critico
para a transicao de Fréedericksz.

No capitulo 6, circuitos elétricos equivalentes mais sofisticados sao usados
para se determinar a corrente elétrica na amostra liquido-cristalina. Parti-
cular destaque é dado ao papel da resisténcia externa no sinal da corrente.
Este tipo de circuito e a sua anélise sdo usados para se determinarem pro-
priedades dielétricas de filmes poliméricos que recobrem os eletrodos que
limitam a célula nematica.

O ualtimo capitulo é dedicado a algumas conclusoes e a discussao de pers-
pectivas para a continuidade da analise desenvolvida neste trabalho.
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Capitulo 2

Caracteristicas fundamentais dos
cristais liquidos

Apresentaremos, neste capitulo, as principais caracteristicas dos cristais
liquidos. Serao mostradas as duas classes de cristais liquidos: termotropicos e
liotrépicos. Atribuiremos uma maior atencao aos cristais liquidos termotropi-
cos, em especial aos nematicos.

2.1 Descricao geral das fases

Em geral, no ensino fundamental e médio, aprendemos que a matéria
existe em trés estados: sélido, liquido e gasoso.

Na fase solida, os dtomos ou moléculas estao arranjados rigidamente em
torno de uma posicao fixa, isto é, os atomos estao proximos uns dos outros
e formam um conjunto rigido. Os sélidos sao frequentemente "anisotropi-
cos": suas propriedades variam conforme a dire¢ao segundo a qual as me-
dimos. Por exemplo, a velocidade do som é diferente segundo a direcao de
propagacao. Nos cristais (uma forma "ideal" de solido), os atomos estao
dispostos regularmente. A anisotropia do cristal vem do empilhamento orde-
nado dos dtomos. Neste estado, as moléculas nao possuem energia térmica
suficiente para vencer as forgas de atragao presentes no interior do material.
Consequentemente, os sélidos possuem forma bem definida e sao dificeis de
deformar.

Ao aumentar a temperatura do soélido, fazemos sua energia cinética au-
mentar; sendo assim, as moléculas conseguem vencer as forgas de atragao
intermoleculares, de intensidade alta, presentes na fase sblida e, com isso,
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as moléculas, que antes ocupavam posicoes fixas, agora podem vagar entre
as demais moléculas do sistema: obtemos entao a fase liquida. Devido a
essa mobilidade das moléculas, os liquidos sao facilmente deformaveis e pos-
suem a tendéncia de adquirir a forma do recipiente que os contém. Podemos
deformé-los facilmente com forgas muito menores das que necessitariamos
para a fase solida, porém a densidade deles é muito proxima da correspon-
dente fase so6lida. Eles sao "isotropicos": suas propriedades nao variam,
qualquer que seja a dire¢cao da medida. Nos liquidos as moléculas nao estao
fixas, mas em constante movimento (decorrente da agitacdo térmica). Os
liquidos sao "desordenados".

Finalmente, na fase gasosa, as posi¢oes das moléculas nao tém nenhuma
correlacao entre si: a energia térmica é alta comparada com a energia po-
tencial que existe entre elas e, por esse motivo, o gas ocupa todo o volume
que o contém. Os gases também sao "desordenados", e suas moléculas estao
muito mais afastadas umas das outras do que as dos liquidos. A densidade
dos gases ¢é tipicamente da ordem de mil vezes menor do que a dos liquidos.
As forgas intermoleculares sdo muito fracas. As unicas forgas importantes
sao as que ocorrem durante um choque entre as moléculas.

Esta classificacao é demasiado resumida, sendo que somente as proprie-
dades mecanicas da matéria sao levadas em conta. Com o avango da ciéncia,
novos compostos e/ou novas fases sao relatados com frequéncia na literatu-
ra [13, 14, 15]. Dessa forma, atualmente, emprega-se uma definigdo mais
rigorosa que leva em conta a disposi¢ao das moléculas no sistema. Nesta
nova definicao, um liquido é um sistema em que nao ha ordem molecular de
longo alcance de espécie nenhuma e por cristal entende-se um sistema em
que os constituintes estejam dispostos periodicamente nas trés direcoes do
espago.

Em particular, certos materiais organicos nao mostram uma transicao di-
reta do solido para o liquido, mas sim uma cascata de transi¢coes envolvendo
o aparecimento de novas fases; estes estados intermedidrios da matéria re-
cebem a denominacao de cristais liquidos. O termo cristal liquido significa
um estado de agregacao, o qual é intermediario entre o sélido cristalino e o
liquido amorfo. Como uma regra, uma substancia nesse estado ¢ fortemente
anisotropica em algumas de suas propriedades (comportamento tipico de um
so6lido) e ainda exibe um certo grau de fluidez (comportamento tipico de um
liquido), que em alguns casos pode ser comparado aquele de um liquido or-
dinéario. Uma das primeiras observacoes de comportamento liquido-cristalino
ou mesomorfico foi feita por Reinitzer [16] e Lehmann [17]. Hoje em dia
conhecemos vérios milhares de componentes que apresentam a fase liquido-
cristalina. Uma necessidade essencial para ocorrer o mesomorfismo é que
as moléculas possuam forma anisotropica, tal como um bastao ou um disco.
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Dependendo da estrutura molecular, o sistema pode passar por uma ou mais
fases intermediérias antes de passar para a fase do liquido isotropico [18|. Na
figura (2.1), temos uma ilustracao da passagem da fase solida para a liquida;
entre elas temos a fase liquido-cristalina.

. Cristal ..
Sélido Liquido qumdo

N/
TR °~\7
MR IERY,

Figura 2.1: Ordenamento das fases.

Transicoes para aqueles estados intermediarios podem ser obtidos por
processos térmicos (cristal liquido termotropico) ou por influéncia do solvente
(cristal liquido liotropico) [18]. Na sequéncia veremos esses dois processos,
bem como suas principais fases [19].

2.2 Classes dos cristais liquidos

Em geral, os cristais liquidos sao subdivididos em dois tipos bem conheci-
dos: a classe dos liotrépicos e a dos termotropicos. A seguir, expressaremos
como ocorre a transigao de fase em cada classe, suas caracteristicas, sua
composi¢ao quimica, sua concentracao e quais suas principais fases.

2.2.1 Classe liotropica

Nessa classe de cristal liquido, a maneira de induzir a transicao de fase
é tanto por meio da "variacao da temperatura" quanto pela variacao da
"concentracao do composto". Os cristais liquidos liotropicos sao compostos
de dois ou mais componentes. Geralmente, sao sistemas constituidos por
uma mistura de solvente com moléculas anfifilicas (grupo de atomos que
tém afinidade elétrica com o solvente). Essas moléculas possuem cabega
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hidrofilica (que ¢ atraida pela dgua) e possuem uma cadeia carbonica hidro-
fobica (que é repelida pela dgua). Um exemplo familiar de tais sistemas é o
sabao em agua. Na Fig. 2.2, mostramos uma representacao esquematica de
tal fase, mas temos outras formas de arranjo [18].

Figura 2.2: Fase lamelar e hexagonal do sabao.

Na fase lamelar, a dgua é ensanduichada entre a cabega polar das camadas
adjacentes, enquanto a cauda, formada por ligagoes de carbono, é apolar [18|.

Os cristais liquidos liotropicos apresentam as seguintes mesofases: nemdti-
ca cilindrica (exibe uma ordem orientacional das moléculas em forma de
cilindros, onde estas tendem a ser paralelas ao eixo diretor n), fase nemdtica
discotica (exibe uma ordem orientacional das moléculas em forma de disco,
onde estas tendem a ser paralelas ao eixo diretor m). A fase hexagonal',
caracterizada por uma elevada concentracao de solucao, em que as moléculas
anfifilicas, de forma cilindrica, formam uma estrutura hexagonal (ver Fig.
2.2), fase cubica caracterizada por uma menor concentragao de solu¢ao que
a "hexagonal", em que as moléculas formam uma estrutura cibica? (ver Fig.
2.3). Nessa fase as camadas sdo dobradas de maneira que formem unidades
esféricas, a cabeca polar ficando sobre a superficie da esfera e a cauda no
interior. As unidades esféricas formam um arranjo cibico de face centrada,
a agua preenche os espacos entre as esferas. E a lamelar 3, caracterizada
por uma baixa concentragao de solugao, na qual as moléculas formam uma
bicamada preenchida por solvente (ver Fig. 2.2).

thttp:/ /barrett-group.mcgill.ca/teaching/liquid _crystal /L.C05.htm

Zhttp:/ /upload.wikimedia.org/wikipedia/en/3/3f/ MICELLARCUBIC1.JPG

3http:/ /atom.physics.calpoly.edu/%7Ejfernsler /Research /Biophysics-
/BiophysResearch.html
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Figura 2.3: Fase cubica de corpo centrado.

2.2.2 Classe termotropica

Um cristal liquido pertence a esta classe quando a maneira de induzir
uma transi¢ao de fase é por meio da "variacao de temperatura". Os cristais
liquidos termotrépicos sao formados por moléculas organicas com estrutura
geométrica alongada. Suas aplica¢oes, do ponto de vista tecnologico, sao
importantes na fabricacao de sensores de pressao e temperatura, e também
em mostradores digitais eletro-opticos. Os cristais liquidos termotrépicos
apresentam trés mesofases: fase nemdtica, fase colestérica e fase esmética.
Maiores detalhes de cada uma dessas fases serao visto na proxima segao.

2.3 Fases liquido-cristalinas (termotropico)

Veremos, nessa se¢ao, as fases liquido-cristalinas que caracterizam os
cristais liquidos termotropicos, como mencionado na se¢ao anterior.

2.3.1 Nematico

Em um liquido isotrépico, as moléculas estao livremente dispostas em
todas as direcoes do espaco, ndo ha ordem posicional. E esta desordem que
torna o fluido isotrépico. Por outro lado, em um cristal liquido nemético, as
caracteristicas mais notaveis sao:
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1) ordem orientacional de longo alcance, isto é, as moléculas tendem a
alinhar-se paralelamente umas as outras;

2) auséncia de correlagdo entre as posigoes dos centros de massa das
moléculas, isto é, a fase é fluida.

As moléculas, na fase nemética, estao em média alinhadas com um eixo
paralelo, definindo, do ponto de vista macroscopico, uma direcao preferencial.
A diregao local de alinhamento é descrita, em geral, por um vetor unitério
n(r), conhecido como o diretor da fase. Ele indica, a cada ponto, qual a
diregao preferencial das moléculas. Nos nematicos, sempre se constata que
n e —n (nao sdo moléculas polares) sao equivalentes. As moléculas consti-
tuintes do nematico precisam ser aquirais, isto é, cada molécula precisa ser
idéntica a sua imagem no espelho, ou um sistema racémico (1:1), onde temos
uma mistura de espécies esquerdas e direitas [13]. Na Fig. 2.4, temos um
diagrama que representa o cristal liquido nemético. Com um microscopio
de luz polarizada podemos observar um padrao caracteristico, ou textura,
numa camada liquido-cristalina fina. Tais texturas podem ser usadas para
caracterizacao, porque alguns fatores dependem da simetria (nematicos, es-
méticos) da fase considerada [20]. Temos um exemplo de textura observada
em laboratoério com uso da técnica de microscopia de luz polarizada® na Fig.
2.4.

Figura 2.4: Diagrama representando o cristal liquido nematico e sua textura.

“http: / /www.iq.usp.br /wwwdocentes /mralcant / AboutLLC.html
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2.3.2 Colestérico

Apesar de o colesterol nao formar cristal liquido, alguns de seus derivados
quimicos o fazem e recebem essa denominacao. As moléculas estao dispostas
em camadas e ordenadas em direcoes ligeiramente diferentes. Este tipo de
cristal liquido apresenta cores fortes que podem ser alteradas sob acao de
temperatura, pressao, campo elétrico e magnético.

Para obtermos um cristal liquido colestérico, dissolvemos moléculas quirais
em um nemético. Localmente, um colestérico é semelhante a um nematico,
tem um diretor preferencial n, mas numa escala mais ampla vemos que o
diretor n segue uma hélice em modo tal que a estrutura do colestérico seja
periddica (isto é, espacialmente periddica). Nesse sentido, o nematico seria
um colestérico com periodo zero. Nessa fase, a energia da torcao é pequena
quando comparada com a energia de alinhamento das moléculas. Na Fig. 2.5

temos exemplo da textura de um colestérico®.

Figura 2.5: Textura de cristal liquido colestérico.

2.3.3 Esmeético

Para cristais liquidos esméticos, temos ordem posicional em uma das trés
dimensoes, o sistema pode ser visto como um conjunto bidimensional de ca-
madas liquidas, sobrepondo-se umas as outras com um espacamento bem

Shttp://www.iq.usp.br/wwwdocentes /mralcant / AboutL.C.html
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definido [13]. Nao h& nenhuma correlacao entre as camadas, podendo uma
deslizar sobre a outra. Os saboes possuem essa estrutura, dai o termo "es-
mético", do grego sméktikos, sabao.

No interior de uma camada as moléculas estao bastante paralelas entre
si e formam um liquido em duas dimensoes: as moléculas ai ficam aprisio-
nadas mas guardam a liberdade de se deslocarem sob a influéncia da agitacgao
térmica. Os centros das moléculas estao distribuidos sem ordem.

Os trés principais tipos de esméticos sao: os esméticos A, os esméticos
C e os esméticos hexagonais [13]. Consideraremos somente a fase esmética
A. Nessa fase, ha também uma ordem translacional que implica uma estru-
tura em camadas. Em outras palavras, hd um ordenamento posicional de
longo alcance em uma dimensao. Os centros das moléculas estao, em média,
ordenados em camadas. Em geral, se nao considerarmos o fenéomeno das
fases reentrantes, temos, ao aumentar a temperatura, a seguinte sequéncia
de fases [19]:

Solido — Esmético — MHemdatico — Isotropico

Como nos nematicos, as diregdes n e —n sao equivalentes para esméti-
cos [13]. Na principal familia dos esméticos, os esméticos A, as moléculas
estao perpendiculares aos planos. Os cristais liquidos s@o anisotropicos: suas
propriedades sao diferentes se determinadas paralelamente ou perpendicular-
mente as camadas. Na Fig. 2.6 temos a textura de um esmético®.

Figura 2.6: Diagrama e textura de um cristal liquido esmético.

Shttp://www.iq.usp.br/wwwdocentes /mralcant / AboutL.C.html
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2.4 Ordem orientacional em meios nematicos

Para que possamos estudar a orientagao molecular em meios neméticos,
torna-se indispenséavel o estabelecimento de um modelo de simetria e de com-
portamento para essas moléculas. Como vimos, nas se¢des anteriores, as
moléculas de um cristal liquido nematico tém a forma alongada, como se
fossem bastoes rigidos. Assim, é perfeitamente possivel abordar esse caso
como possuindo uma simetria cilindrica, em que os centros de massa das
moléculas estao dispostos aleatoriamente, mas mantém um grau relevante de
alinhamento. Abordaremos, nessa secao, o parametro de ordem que pode
ser definido para descrever o grau de ordenamento nesses cristais liquidos
nematicos, tanto macroscopica quanto microscopicamente.

2.4.1 Parametro de ordem escalar

Para estudar a ordem microscépica, vamos tomar as moléculas dos cristais
liquidos neméaticos, caracterizando simetria cilindrica, com o diretor n coin-
cidindo com o eixo z no sistema cartesiano [28|.

Assim sendo, vamos definir f como uma funcao de distribui¢ao, de modo
que f(0, ¢) dS2 nos dé a probabilidade de encontrar moléculas na direcao (6, ¢)
em funcao de um determinado dngulo s6lido. Mas como ja foi dito, a fase
nematica possui uma simetria cilindrica e, por isso,

f=r(0).
Além disso, é importante ressaltar que n e —n sao equivalentes, portanto
f(0) = f(m—0). (2.1)
Note que cos(m — 0) = — cos() nao esta de acordo com a equivaléncia men-

cionada. Por esse motivo, nao é possivel relacionar o pardmetro de ordem da
fase em que o sistema se encontra com seu carater dipolar. Dessa forma, é
necessario definir esse parametro a partir das caracteristicas quadrupolares
do meio. Nesse sentido,

1
S:§<3c0320—1> (2.2)

consegue definir a média de alinhamentos das moléculas. S é conhecido
como parametro de ordem escalar e é empregado na abordagem microscépica
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dos problemas de ordenamento em meios nematicos. O simbolo < --- >
representa a média estatistica.

Ao analisarmos a ordem orientacional em meios neméticos, sabemos que
para § = 0, uma tUnica direcdo sera provavel, isto ¢, < cos?6 >= 1, o que
usado na Eq. (2.2) implica que o parametro de ordem S = 1, representando
uma orientacao perfeita.

Entretanto, o resultado é bem diferente quando analisamos amostras
isotropicas. Nesse caso, as moléculas podem estar orientadas em qualquer
direcao e, portanto,

@
A’

em que df2 = senfl dfl d¢ é o elemento do angulo sélido, ou seja,

< cos’l >= /Cos2 0

1 2 T 1
< cos’h >= / d¢/ cos® O senfdf = —.
47/, 0 3

Com a introducao desse resultado na Eq. (2.2), temos S = 0, que representa
a completa desordem orientacional, caracterizando a fase isotrépica.

2.4.2 Parametro de ordem macroscépico

Como ja sabemos, cristais liquidos sao substancias anisotrépicas. Por
isso, empregaremos tensores para representar grandezas fisicas como indice
de refragao e susceptibilidade magnética ou dielétrica. Por outro lado, para
termos uma quantidade macroscopica que relacione o grau de ordem na ori-
entacao molecular, devemos escrever um parametro de ordem que se anule
na fase isotropica. Consideremos, entao, o tensor

1

em que o tensor susceptibilidade magnética y,,, ¢ definido por

xt 0 0
0 0 X”

com Y e x| referindo-se as direcoes perpendiculares e paralelas ao eixo de
simetria e 0,,, ¢ a delta de Kronecker [28].
Visto que
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Zij = X11 + X22 + X33 = XL+ XL+ X|
J

podemos obter imediatamente cada termo de (). Por exemplo

1

1
Qu =x1— §<Xi +x1+x)) = —g(Xn —X1), (2.5)

em que podemos definir x| — x. = J, como a anisotropia da permissividade
dielétrica. Isso se aplica aos demais termos de @; logo, temos

1 1 2

Qu = —§5xa Q22 = _§5x e Qz3 = §5x~

Temos agora uma nova forma de representar a Eq. (2.3), ou seja, ela pode
ser escrita como

15, 0 0 5 -1 0 0
0 0 25, 0 1

em que o tensor acima se anula na fase isotrépica, pois x| = x|. Note que a
matriz ), de elementos @,,,, além de simétrica, possui trago zero. O termo
2/36, € conhecido como a magnitude do tensor Q).

E conveniente também definir um parametro de ordem que pode alcancar
um valor méximo. Nesse sentido, passamos a escrever () como

5. (3 0 0\ [k 00
Q=5 0 —5 0| =0 0 =30 0 |, (2.7
R U 0 0 4,

sendo @ uma constante de normalizacdo, que também é conhecida como o
inverso do valor méximo da anisotropia. Podemos escrever, entao, o tensor

de outra forma
_ 1
an = Q <an - §5mn Zij) : (28)
J

Esse tensor tem todas as qualidades que queriamos, pois se anula na fase
isotropica, e pode atingir valor méximo igual a 1 nas fases menos simétricas.

Podemos ainda relacionar o parametro de ordem microscopico (escalar)
com o de ordem macroscopico (tensorial). Assim, podemos reescrever o ten-
sor (2.8) como

3 1
an - 55 (nmnn - gémn> ) (29)
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em que n,, representa a m-ésima componente do diretor e d,,, é a delta de
Kronecker. Isso é possivel porque podemos relacionar a susceptibilidade mag-
nética macroscopica com a susceptibilidade magnética molecular por meio de
aproximagoes adequadas.

Depois de termos visto as caracteristicas principais dos cristais liquidos
e, estabelecido o paradmetro que descreve seu ordenamento, investigaremos
as propriedades elasticas dos cristais liquidos. Como a energia eléstica tem
um papel central nesse estudo, faz-se necessaria sua obtencao. Dessa forma,
no proximo capitulo, obteremos a energia eléstica com énfase em sua apro-
ximagao mais importante, a energia elastica de Frank.
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Capitulo 3

Teoria elastica dos cristais
liquidos

Na investigagao das propriedades elasticas de cristais liquidos, a energia
elastica ocupa um papel central. Serd mostrada, a seguir, sua aproximagao
mais importante, a energia elastica de Frank e também um comentério sobre
a energia elastica de Nehring-Saupe, por meio da qual obteremos a constante
Ki3. Faremos também uma breve introducao sobre as constantes elasticas
com vistas ao aspecto experimental de sua determinagao. Este estudo é til,
entre outras coisas, como critério de comparagao com o calculo analitico das
constantes elasticas que desenvolveremos no préximo capitulo.

3.1 Teoria elastica de Frank

Como consideragao inicial fazemos o parametro de ordem escalar ser es-
pacialmente dependente, e assim obtemos uma expressao para a densidade
de energia elastica de um cristal liquido nemaéatico em termos da primeira
derivada espacial do diretor |21, 22|, ou seja, em termos da quantidade

Oni
8@» )

Se o diretor for independente da posi¢ao, o meio nao é distorcido e, neste
caso, a densidade de energia elastica é minima, e sera indicada aqui por fj.
Caso o meio seja distorcido, aparecerd uma densidade de energia elastica
indicada por f, com o diretor sendo uma fungao vetorial ndo constante n(r).
No que segue, vamos admitir que a primeira derivada espacial de n(r) seja

Nij =
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suficiente para descrever o estado distorcido, ou seja,

f=f(ni;). (3.1)

Dessa forma, se essa derivada for pequena, podemos desenvolver f em uma
série de poténcias de n; j, como apontado anteriormente e, por isso, f pode
ser escrita como

2
flni;) = fo+ (8ii)oni,j +% <L)Oni,jnk,l +-- (3.2)

8ni,j Gnkjl

Em (3.2) introduzimos a convengao de soma sobre indices repetidos e fj
refere-se a densidade de energia do estado nao-deformado (estado de refe-
réncia). Além disso, usaremos as quantidades

L. — (9
K anm» 07

2
Kiju = (L) , (3.3)
0

aniyjﬁnw

que sao chamados de tensores elasticos, o subscrito 0 indica que as derivadas
sao calculadas em relagao ao estado nao-distorcido. Reescrevendo a Eq. (3.2),
em termos desses tensores, temos

1
f(ni;) = fo+ Lijn;; + o K g1

= fo+ fi + fo (3.4)

em que fi = Lijn; ;e fo = Kijumn, jn /2.

Podemos decompor os tensores fenomenologicos, L;; e K;ji, em termos
das componentes de n, da delta de Kronecker ¢;; e do tensor anti-simétrico
de Levi-Civita €;j;. Primeiramente, para L;;, temos

Lij = Llninj + L251‘j + L3nk5kij7 (35)

em que Ly, Ly e L sao constantes desconhecidas. Como se trata de um meio
nematico, as dire¢coes n e —n sao equivalentes, f deve ser invariante frente
a essa operagao de troca de sinal de n, ou seja, a Eq. (3.2) tem que ser par
em n. Portanto, L; = Lo = 0. Assim,

Lij = Lanpep; (3.6)
e sabendo que 7 X A = €4,;¢;V; Ay, temos

Lg’rLkSkijani = —Lgnk(V X Il)k = —L3 n- (v X Il). (37)
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O coeficiente L3 ¢é diferente de zero para os cristais liquidos colestéricos, pois
nessa fase temos uma deformacao espontanea no estado fundamental.

Dando continuidade a nossa anéalise geral de f, vamos decompor o tensor
Kiju:

1
Kijw = Kinmngngng + §K2(ninj5kl + ngpnidi;)

1
+ Ksningdy + §K4(nml5jk + n;ngdq)

+  Ksnjndi, + Kebijom + K700, + Kgdidj, (3.8)
em que K7, -+, Kg s@o constantes. Logo, usando (3.2), f sera reescrita como
fo = %Kijklni,jnk,l = %ni,jnk,l{Klninjnknl + %K2<ninj5k,l +

+ npnd; ;) + Ksningdy + ;K4(nml(5jk + njngdy) +
+  Ksngndi, + K600k + K700 + Kgdiudjn}. (3.9)

Visto que n é um vetor unitario, (n;n; = 1), temos

B S LTI T
8@- znznl a 2 nlaxj 8(L‘j i a

e, consequentemente,
nin; ; = 0.

Portanto, os termos com K, K5, K3 e K4 nao contribuem para f. Assim,

1
f2 = 5 (K5njnmi7jnk,l5ik + K65ij6klni,jnkvl +

+ K700 1 + Kgdiudjgmn; jny)- (3.10)

A seguir, vamos na diregdo de escrever (3.10) em notagao vetorial. Ini-
cialmente, observamos que

K5njnlni,jnk715ik = K5[n X (V X Il)]2
Kebij0uming, = Ke(V-n)?
K75ik5jlni,jnk,l = Koy jng;
K85il5jkni,jnk,l = Ksnl,jnj,l- (3'11)
Portanto, tem-se
1 1 5 1 9
f2 = QKijklni,jnk’l = §K5[Il X (V X n)} + §K6(V . Il) +
1 1
- §K7nk,jnk,j + §Ksnz,jnj,z-
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Além disso, usando as identidades

Npej Moy = Ny Mg + [0 (VX n)]2 + [nx(Vx n)]2

Ngj Mk = (V-n)2 — V-[n(V-n) + nx(Vxn),
obtém-se

2 2

L2 = ;Ks)[nx(Vxn)] + ;KG(V-n) i ;K7{(V-n)2

— V- (V-n) + nx(Vxn)] + [n- (Vxn))
+ [nx(Vxn)]Z} + %Keg{(v‘n)z

- V:[n(V-n) + nx(Vxn)}}

ou, em forma mais compacta,

2

fo =

_|_

(Ke + K7 + Kg)(V-n)” + %m[n-(vXn)]

N — Do —

(K5 + K7)[nx (Vxn)]2
K; + Kg)V-[n(V-n) + nx (Vxn)|. (3.12)

~—

Fazendo agora:

Kiu = (K¢ + K7 + Kg), Ko=K;, Kp=(Ks+ K7) e Kyu=Kjy
e substituindo em (3.12), obtemos a densidade de energia elastica de Frank

1

JFrank = §K11(V'Il)2

+ ;KQQ [Il . (V X Il)]2

+ %Kgg [n x (V x n)]2
— (K2 4+ Ku)V-[n(V-n) + nx (Vxn)]. (3.13)

Essa equacao é o ponto de partida para o estudo das contribuicoes elasticas
nos cristais liquidos. A Eq. (3.13) é a expressao de Frank para a densidade
de energia elastica de um cristal liquido nematico deformado e foi proposta
no ano de 1958. K1, Ky, K33 e K94 sa0 conhecidas como constantes elas-
ticas de splay, twist, bend e saddle-splay, respectivamente. O tultimo termo
na expressao, por meio do teorema de Gauss, nos dé unicamente uma con-
tribuigao de superficie. A deformacao splay (divergéncia) é o resultado de
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um ancoramento planar com duas superficies que formam um angulo ¢ entre
elas; a deformacao twist (torgao), que resulta de um ancoramento planar en-
tre duas superficies paralelas, mas que formam um angulo 6 entre seus eixos;
deformacao bend (flexao), que é resultado de um ancoramento homeotropico
com duas superficies que também formam um certo angulo ¢. Essas cons-
tantes elasticas sao positivas e tém a dimensao de energia por unidade de
comprimento e sao dependentes da temperatura. Além disso, sao analogas
as constantes elasticas de Hooke para meios anisotropicos. Estas constantes
elasticas tiveram seus valores medidos experimentalmente em épocas dife-
rentes e também por autores diferentes. Para as duas amostras nematogéni-
cas conhecidas, M BBA (Methoxybenzilidene Butylaniline) [23, 24, 25| e PAA
(p-azozyanisole) |26, 27|, tém seus valores dados na tabela a seguir.

Constantes elasticas em unidades de (10~ “dyn )

(=& Ky Koo Ky Razao
22 5.8 T Kaa/Ky = 1.25+ 0,06
~24 3.8
22 6.2 + 0.6 8.6 +04
29 T3+ 1.5
22 34403 8+08
22 354 + 0,04
22 a8 +05 el § TA84 1.1 Raa /K1 =14+02
25 3.5
22 3.35
23 8.1 Ksg/ Ky =138
23 Kag/ K = 2.89
24 7241
26 32+1 6.1+1 0.85 << Kga/K1p < 1.4
29 Kaa/Kin = 1.16 + 0.05
23.5 £0.5 3.88 166G

Tabela 3.1: Constantes elasticas para o M BBA [28].

Entao, a densidade de energia elastica, proporcional ao quadrado da
derivada espacial do diretor, depende unicamente das trés constantes elasti-
cas, que sao positivas. Dessa forma, a densidade de energia elastica é dada
por

f = fo-L(l’l'(v xn))+%K11(V-n)2+

+ ;KQQ(n- (V xn))? + ;Kgg(n x (V x n))?+
— (Kao+ K3)V - (n(V-n) + (n x V xn)). (3.14)
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Constantes elasticas em unidades de (10 dyn)

T(“C) Ky Ko K g3
120 2.0 3.3 10.1
125 4.5 2.9 9.5
129 3.85 24 7.7
120 7.01 4.26 -

124.9 6.06 3.7 .
130 4.84 2.89 -
129 - | 31+ 0.6 -

Tabela 3.2: Constantes elasticas para o PAA [2§].

Além disso, na fase nematica, L = 0. As distor¢oes de splay, twist e bend sao
mostradas na Fig. 3.1.

Figura 3.1: Deformacoes splay, twist e bend, respectivamente [28|.

3.2 O modelo de Nehring-Saupe

Como vimos, as propriedades elasticas dos cristais liquidos sao, em geral,
discutidas em termos da equagao incompleta de Frank [7]. Sendo assim,
torna-se necessario rediscutir a derivacao dessa teoria; na teoria eldstica de
Frank nao temos o aparecimento da constante K13. O primeiro a derivar uma
expressao com essa constante foi Oseen [29]. Mais tarde, Nehring e Saupe [30]
propuseram que termos lineares da derivada segunda de n na expansao da
energia livre do nemético podem, em principio, fazer contribui¢oes da mesma
ordem que termos quadraticos da derivada primeira, e propuseram a seguinte
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expressao mais geral:
1 ! !
F= é{Ku(V-n)QJrKgg(n-V><n)2+K33(n><Vxn)%rZKlg[V-(V-n)n]}, (3.15)

em que Kil =K1 —2Ki3 e Ké3 = K33+ 2K;3.

As constantes de splay e bend, K11 e K33, precisam ser reescalonadas
e, este procedimento nao produz uma estimativa do valor absoluto de Kis.
O termo Ki3[V - (V - n)n] também satisfaz & equagao de Euler-Lagrange,
isto é, nao contribui para a configuracao de equilibrio do diretor no volume.
Assim, Ki3 nao pode ser medido por técnicas usuais. Sua influéncia sobre
a configuracao do diretor pode ser detectada unicamente se o ancoramento
na superficie ¢ fraco. Contudo, Oldano e Barbero [31| apontaram que ha
uma dificuldade matemética na estimativa de seu valor. Admitindo que
0, o angulo diretor, e df/dz sao variaveis independentes no contorno, eles
mostraram que o problema variacional nao tem uma solugao correspondente
para o termo K3. Isto conduz a uma variagao descontinua de 6 nos contornos,
em contradicao aos principios bésicos da teoria continua. A inclusao de
ordem elastica mais alta e termos de superficie podem talvez devolver uma
variac¢ao continua de 6 32|, mas pouco é conhecido, atualmente, sobre aquela
constante adicional. Por outro lado, Hinov [33| argumentou que a solucao
continua é possivel se 0, df/dz e suas variagoes sdo tratadas como fungoes
dependentes.

Uma determinagao de K43 é de algum interesse, ja que esta constante pode
tomar lugar em certas situagoes especiais como, por exemplo, na medida do
coeficiente flexoelétrico de um nemaético [34|. Tentativas tém sido feitas para
estimar K3 experimentalmente, usando amostras que sao fracamente an-
coradas em um ou ambos os contornos. Como uma ilustragao do principio
envolvido, um experimento empregando uma célula hibrida alinhada com an-
coramento homeotropico fraco sobre uma das placas de vidro e ancoramento
homogéneo forte sobre a outra pode ser usado. Em tal célula, o diretor faz
um angulo # pequeno em relagao a normal num ancoramento de superficie
fraco. Um campo magnético H é entao aplicado perpendicularmente as pla-
cas para mudar o perfil do diretor. O angulo # é medido pelo método éptico
como uma funcao de H, e o valor de K3 extraido da equacao de balancea-
mento de torque de superficie (admitindo que a solugdo de Euler-Lagrange
seja vélida na superficie da amostra). O valor encontrado ¢ (9 & 4)x10~"dyn
para o p-cyano-p’-heptyl-phenyl-cyclohexane em 25°C'. Tendo em vista as
dificuldades referidas anteriormente, isto pode unicamente ser tomado como
um valor efetivo aproximado, o qual pode ter contribuigoes de outros termos
influenciando a configuragdo do diretor na superficie. A possivel existéncia
de um estado de splay espontaneo num filme suspenso livre quando K3 é
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suficientemente grande e a espessura do filme suficientemente pequena foi
investigado em [35, 36]. De qualquer modo, a constante K13 tem-se revelado
um pouco mais problematica do que as demais e ainda é objeto de controvér-
sia. Nos a mencionamos neste trabalho pois ela sera determinada no préoximo
capitulo, por meio do método pseudomolecular.

3.3 Transicao de Fréedericksz

A transicao de Fréedericksz nada mais é do que o efeito da mudanca da
orientacao do diretor de um nemético sob a agao de um campo elétrico ou
magnético. Foi inicialmente observada por Fréedericksz e Zolina no ano de
1933 [37]. A transicao de Fréedericksz esta relacionada com as constantes
elasticas do material, com a espessura da célula de cristal liquido, com o
campo elétrico e com a intensidade da energia de ancoramento da superficie.
O método mais simples de medir as constantes elasticas de um cristal liquido
nematico é pelo estudo das deformagoes devidas a um campo magnético ex-
terno. A geometria deve ser escolhida de forma que o efeito orientacional
do campo conflite com aquele da superficie em contato com o cristal liquido.
A seguir mostraremos o desenvolvimento da teoria estatica de tais defor-
magoes [18].

Primeiramente, temos que a energia livre de Gibbs do sistema é composta
por:

(A) Densidade de energia elastica livre do volume: energia elastica de
Frank (ver Eq. (3.13))

1
fFrank - 5 {KH(V : Il)2 + K22(n -V x 1’1)2 + Kgg(l’l x V X 1’1)2} . (316)
O diretor n é dado por

n = cosfi+ senfk,

em que 6 = 0(z) é o angulo de inclinagao do diretor. Realizando os célculos
com esse n, obtemos para a energia elastica de Frank a seguinte equacgao
(caso de célula unidimensional)

1 ) N
fFrank =5 (Kll cos” 6 + K33sen 0) - . (317)
2 dz
Se fizermos K11 = K33 = K (aproximagao de uma tnica constante elastica),
obteremos )
1 dé
rank — & K| — . 3.18
frrank 2 (dz) (3.18)
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(B) Densidade de volume da energia livre do campo elétrico

1
felet - _5 €q (n : E)2

1
= 3 E? ¢ ,sen’0), (3.19)

com €, = €| — €, sendo a anisotropia do tensor dielétrico [21].
(C) Densidade de superficie da energia livre de ancoramento é

1
Yane = 5 w SGHZQS, (320)

com W sendo a intensidade de ancoramento ou, simplesmente, energia de
ancoramento.

A energia elastica total de uma amostra de um dado material é obtida pela
integragao da densidade de energia elastica sobre todo o volume da amostra,
levando em conta as contribuigoes de superficie. No caso mais simples, em
que temos duas placas paralelas com espessura d, a energia total por unidade
de area é dada por

/2

F= [ f(0.60;2)dz+~(60:) ++(6s), (3.21)
—d/2

sendo que 6 caracteriza a deformacao, e 8 = df/dz ¢ equivalente ao tensor de
deformacao. Na Eq. (3.21), f ¢é a densidade de energia elastica do volume,
v(61) e v(62) s@ao as densidades de energia de superficie, com ¢; = 6(—d/2) e
0y = 0(d/2). O estado estavel é aquele que minimiza a Eq. (3.21). Para en-
contrar essa solu¢ao que minimiza a Eq. (3.21) usaremos calculo variacional.

Consideraremos primeiramente o problema padrao, em que #; e 5 sao
fixados nos contornos. Isto corresponde ao caso em que as contribuicoes
de superficie sao muito grandes quando comparadas com a contribuicao de
volume na Eq. (3.21):

d/2
v > (0,6 2) dz. (3.22)
—dj2

O caso mais geral em que as duas contribui¢oes sao da mesma ordem
também serd analisado. Este representa o caso de ancoramento fraco, em
que os valores de 6; e 0, dependem da distorgao de volume [21].
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3.3.1 Ancoramento forte

Vamos considerar, inicialmente, o caso em que temos um tratamento de
superficie com ancoramento forte. A amostra nematica considerada é uma
célula limitada por duas superficies planas, localizadas em z = +d/2. Temos
uma célula na forma de um slab de espessura d. Nessa situacao, impomos
a superficie uma direcao preferencial de alinhamento planar. O campo é
aplicado perpendicularmente ao diretor e as placas. Para essa geometria
n = (cos#,0,send) e E = (0,0, F). Admitimos que tanto a superficie em
z = —d/2 quanto aquela em z = d/2 possuem o mesmo tipo de ancoramento,
sendo dado por

0(z = —d/2) = O, e 0(z = d/2) = O,

as quais sao nossas condigoes de contorno.

Prosseguiremos nossos célculos com a minimizacao da energia livre; assim
sendo, F' ¢ um funcional dependente da fungao 6(z) e com limite de integragao
fixados. E considerando #(z) um valor extremo de F', isso significa que se
0(z) da a integral F' um valor minimo, entdo uma funcdo nas vizinhangas
faz com que F' aumente. A definicao de uma funcao vizinha pode ser feita
como segue. Damos a todas as fungoes possiveis a representacao paramétrica
0 =0(a, z) tal que, para o =0, 0 = (0, z) = 0(z) é uma funcao que produz
um extremo para F. Podemos entao escrever

O(cr,z) = 6(0, 2) + an(z),

em que 7)(z) é alguma fungao de z que tem uma primeira derivada continua
e se anula em z = —d/2 e z = d/2, pois a fungao 0(a, z) tem que coincidir
com #(z) nos extremos, assim n(—d/2) =n(d/2) = 0.
Se fizermos, entao, essa substituigao, a integral F' torna-se um funcional
do parametro «
/2
F(a) = flo(a, 2),0(a, 2); 2] dz. (3.23)

—d/2

A condigao para que a integral tenha um valor estacionério (isto é, um resul-
tado extremo) é que F' seja independente de v em primeira ordem ao longo
do caminho que dé o extremo (a = 0); ou, equivalentemente, que

OF

a=0

para toda funcao 7(z).
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Para determinar o resultado da condigao expressa pela Eq. (3.24), rea-
lizamos a diferenciagao da Eq. (3.23):

oF o [d? /
8_a o (9_a 42 f<97 0 s Z)dZ
d/2 af o0 8f o0’
- /—d/2 (ﬁa_a + %a—a) dz, (3.25)
com

oo " 9a  dz
0 que nos permite reescrever a Eq. (3.25) na forma

OF 42 19f of dn
e - L) gz 2
da / " (ae”(z) T dz) az (3.26)

O segundo termo no lado direito de (3.26) pode ser integrado por partes:

2 (of d77> of | d (of
e dz = -n(z —/ — () z)dz 3.27
/_d/2 <aef dz a0 )_d/2 L dz \ 0O n(z) (3:27)
e o termo integrado se anula, pois n(—d/2) = n(d/2) = 0. Assim, a Eq.
(3.25) torna-se

OF 2 g d (0
w0 = Ly Lo~ i (o)) o

92 19f  d of
= [, (o~ o) mon )

A integral da Eq. (3.28) agora aparece como sendo independente de «. Mas
as fungoes 0 e #', com relacao as quais as derivadas de f sao feitas, sao
ainda fungoes de . Uma vez que (0F/0a)|,_, precisa se anular para o valor
extremo e 7(z) é uma fungao arbitraria, o integrando da Eq. (3.28) tem que
ser igual a zero para o = 0. Dessa forma

a qual ¢ a Equacao de Euler-Lagrange, sendo agora 6 e 6’ as func¢oes originais,
independentes de « [38].
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Voltando ao nosso problema, temos que, para o caso com ancoramento
forte, a densidade de energia é obtida pela soma da densidade de energia
elastica de volume com a densidade de energia elétrica. Logo

1 [do* 1
f= 5 K (d—z) -3 E? e,sen?0). (3.30)

A energia elastica é dada pela integral de f no intervalo de —d/2 < z < d/2,

ou seja,
4/2 do\?
F:/ - {K () — E?¢,5en%0 3 dz. (3.31)
*d/Q 2 dZ

Por meio da Equagao de Euler-Lagrange, dada na Eq. (3.29), chegamos a

2
a

E
0" + Ke senfl cos f = 0. (3.32)

Multiplicando essa expressao por ¢, obtemos

d |1 1 E?¢,

- 5(0’)2 + 27sen29 =0, (3.33)
que, integrada, fornece:
1 1 E?e,
SO +3 KE sen2 = C, (3.34)

onde C' é uma constante de integracao. Para encontrarmos o valor dessa
constante, vamos dar uma olhada na célula neméatica. No meio da célula te-
remos o angulo méximo, o qual podemos obter quando aplicamos o potencial;
chamamos esse angulo de 6. Nesse ponto, df/dz = 0. Podemos ver esse
arranjo na Fig. 3.2, onde consideramos uma célula de cristal liquido nematico
com ancoramento forte de espessura d. A fim de analisarmos a transigao de
Fréedericksz, aplicamos uma voltagem V' a célula contendo o cristal liquido;
essa voltagem provoca, a partir de um valor critico, uma orientacao no sentido
do campo quando ¢, > 0. Utilizando essas condigoes na Eq. (3.34) chegamos
a

1 B2,
C = 3 KE sen®0;, (3.35)
e, desse modo,
o2
0 = 67(8611291\/[ — sen®0)z, (3.36)
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Figura 3.2: Ancoramento forte: antes da transigao de Fréedericksz (esquerda)
e depois da transigao de Fréedericksz (direita).

chamamos ¢! = /e, E%/K, o qual é o comprimento de coeréncia elétrico
que define a espessura da camada de transi¢do perto do contorno [13], e
€, > 0. Logo

0 = £ (sen0,; — sen)z, (3.37)

a qual é positiva para —d/2 < z < 0 e negativa para 0 < z < d/2. Temos
também que 0(£d/2) = 0. Dessa forma, chegamos a

0 0
M de d d
/ : :/ =_a (3.38)
o (sen?0y — sen?d):z app & 2%

Deixando momentaneamente esse calculo de lado, vamos voltar na Eq. (3.32)
para pequenas deformagoes; desta forma, senf ~ 6 e cos€ ~ 1, logo

E?
0+ = .
+ % 0 (3.39)
possui solugao
0(z) = Asen Az + B cos \z (3.40)

sendo A = /¢, F?/K. Aplicando as condigoes 0(—d/2) =0 e 0(d/2) =0 e

E =V/d, temos que
K
Ve=m/—. (3.41)
€a

Em outras palavras, a deformacao ocorre unicamente acima de um certo
potencial critico V.. Este é o efeito ou transicao de Fréedericksz. A condigao
critica pode ser usada para uma determinacao direta do moédulo da cons-
tante K, como veremos na proxima se¢ao. Voltando a Eq. (3.38), podemos

35



reescrevé-la como

/9M ( df TV (3.42)

sen20y; — sen2f)2 S 2V

Fazendo a substituicdo sen¥ = senf/sen @), somos levados a reescrever
(3.42) na forma:

/2 AV 4
K (sen®0y;) :/ T = f_, (3.43)
0o (1 —sen2Usen2fy,)2 2 Ve

com K (sen?6y;) sendo a fungao eliptica completa de primeira espécie. Dessa
forma, encontramos o potencial critico para a transicao de Fréedericksz e uma
equacao que nos possibilita encontrar o valor de 0,; para um dado potencial
aplicado.

3.3.2 Ancoramento fraco

Nesta se¢ao, consideraremos o caso de ancoramento fraco. Para esta situ-
acao, além da soma da densidade de energia elastica de volume com a densi-
dade de energia elétrica, temos de levar em conta a energia de ancoramento
[39, 40]. Dessa forma a energia total é escrita como

0 1 N, 1 )
F = K| | —E%¢send pdz+ _Wsen“lg, (3.44)
,d/2 2 dz 2

para a metade inferior da célula. Na Fig. 3.3, temos uma célula de cristal
liquido neméatico com ancoramento fraco. Dividindo a Eq. (3.44) por K, e
fazendo L = K/W e E = V/d temos

F 0 1 [/doN* V2e 1
F—_ - Z ) — ?sen? — sen?fg. 4
K /_d/z 2 {(dz) Ka> " 0} dz+ g sen’ls (3.45)

Usando a Eq. (3.21), mas s6 para a parte inferior da célula nemética, ou
seja, para —d/2 < z < 0, temos

Fl0(2)] = i f10(2),0'(2); 2] dz + v1(61). (3.46)
Minimizando, vem

[‘ZL_O _ {ja 2/2 f16(2),6'(2); 2] d= + ‘h;(jl)}azo, (3.47)
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e levando em conta que

teremos:

(YL gk [ L] DB
/ N0 dz00 R I

0 dof of dn _
{/ oz e+ |~(5g) ”} L

Assim,
af dof
R A4
00 dzoo' 0 (349)
é a equacgao para o perfil do diretor no volume e
of dm
— =0 3.50
<ae ) e B (8:50)

com 6; = 0g, é a condicao de contorno na superficie inferior, que corresponde
a

/ 1
Oy = ﬁsen[%s] (3.51)

Vamos agora achar a constante de integracao C' para o caso do ancoramento
fraco. Utilizamos na Eq. (3.34) as seguintes condigoes de contorno:

de
=0; 0(0)=0y; — =0
y4 y ( ) M dz Y )
e, dessa forma, obtemos
€ V? 2 29\1/2
0 = e (sen?6y; — sen?6)'/2. (3.52)

Em z = —d/2, 0 = 0g, logo

2 2
<%) _ &Y (sen®@y; — sen®fs) ou

dz Kd?
1 V2
1725 2120,] = EK‘(;? (sen®@y; — sen?0y), (3.53)
com isso P
sen?fy; = sen®0g KL2 V2> cos® O, + 1} : (3.54)
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Figura 3.3: Ancoramento fraco: antes da transi¢ao de Fréedericksz (esquerda)
e depois da transigao de Fréedericksz (direita).

Usando a Eq. (3.41) para o campo critico na situa¢ao de ancoramento
forte, podemos reescrever (3.54) como:

sen®0); = sen’d 4 Ve 2 cos® 0, + 1 (3.55)
M SI\7LV ’ ' '
No limite em que #,; — 0, 85 — 0 e, entao, obtemos:
0
O = M (3.56)

d V2
L+ (32 %)
Para obter o campo critico no caso de ancoramento fraco, a expressao (3.52)
pode ser posta na seguinte forma:
O df TV
= -, (3.57)
0s  Vsen20y —sen20 2V,
que ¢é bastante semelhante a expressao (3.42). De fato, quando s — 0 as
duas coincidem. Procedendo com (3.57) de maneira idéntica ao que foi feito
com (3.42), obtém-se facilmente a expressao
m/2 AV TV

_TY 3.58
ve V1—sen0ysen?¥ 2V, (3.58)

sen 0

em que U, = arcsen (Sen o

). Desenvolvendo o integrando em torno de
O = 0, obtemos

63 1 Vv
Onr (g — \I/5> + TM (1 — isen2\115) ~ HME—.



Portanto, a possibilidade de obtermos uma solugao com #;; # 0 ocorre se

s TV
T o=
2 %2y,
ou
T 7V
T2 2V
Assim, usando as definigoes de g e a expressao (3.56), teremos:
TV 1
sen¥ = —— =cos - — =
0 2 VC d V.\2
" 1+ (%)
ou
ot TV _dVe
2V, @wLV

Esta expressao ¢ conhecida como expressao de Rapini-Papoular e, por meio
dela, podemos determinar o valor do potencial V' = V* para a transicao de
Fréedericksz em caso de ancoramento fraco.

3.4 Medida das constantes elasticas

Realizar medidas das constantes elasticas em cristais liquidos é um tra-
balho delicado e complicado. Sendo assim, nesta se¢ao comentaremos breve-
mente os métodos usados para medir as constantes elasticas nas mesofases,
seguindo a discussao realizada na Ref. [18].

Alguns métodos importantes usados para medir tais constantes sao:

(a) transicao de Fréedericksz;

(b) espalhamento de luz;

(c) alinhamento-inversao de parede;

(d) transicao colestérico-nematico.

As constantes elasticas K1, Ko e K33 da fase N, (nemética uniaxial),
descrevem, respectivamente, os torques necessarios para obter as deformagoes
de splay, twist e bend (a ordem de grandeza dessas constantes esta entre 2
e 20pN). O método mais simples para a obtencao dessas constantes ¢ via a
voltagem critica V. ou campo critico H,. em diferentes tipos de transicao de
Fréedericksz. A principio, temos trés configuracoes:

(i) Um campo magnético, por exemplo, é aplicado & superficie de uma
célula com orientagao homogénea planar. Devido a anisotropia diamagnética
Ay do cristal liquido, as moléculas no centro da amostra tornam-se paralelas
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ao campo magnético. Para um campo suficientemente alto, no entanto, na
superficie essas moléculas permanecem planares. Uma deformacao do tipo
splay é induzida no meio da amostra.

(ii) Se o campo magnético é aplicado paralelo a superficie mas perpen-
dicular ao diretor, uma deformacao tipo twist toma lugar no interior da
amostra.

(iii) Num arranjo homeotropico das moléculas, com campo magnético
paralelo a superficie e perpendicular ao diretor, temos o surgimento de uma
deformagao do tipo bend no centro da amostra.

Em todos os casos citados acima, a intensidade do campo magnético
critico é dada por

A B R (3.59)
Cod\ poAx
em que d é a espessura da amostra, Ay é a anisotropia dielétrica, g é a
permissividade no vacuo e Kj; sdo as respectivas constantes elasticas [23].
Para o caso (i) com Ae > 0 e o caso (iii) com Ae < 0, o campo magnético
pode ser trocado por um campo elétrico. A voltagem critica é dada por

| Ky .
V.= , i=1,3 3.60
T eoAe ! ( )

em que Ae é a anisotropia diamagnética e ¢y = 8.854x10712As/Vm.

Temos duas formas de obter as deformagoes do tipo splay e bend: pelo
método capacitivo ou pelo 6ptico (incluindo a deformacao twist). Vamos
descrever, sucintamente, o método 6ptico. Ou seja, fazemos um raio de luz
polarizada monocromética atravessar a célula perpendicularmente, e entao
atravessar um segundo polarizador, o qual funciona como um analisador, e
possui uma direcao perpendicular ao primeiro. Devido a anisotropia éptica
An, uma diferenga de fase § entre os raios ordinario e extraordinario ocorre
numa luz polarizada elipticamente, uma parte do qual passa através do ana-
lisador. Se a intensidade do campo (magnético ou elétrico) esta aumentando
lentamente, a diferenga de fase (iniciando com o campo critico) diminui e
torna-se zero num campo de intensidade infinitamente alta:

_ 2nd
D)

em que n, ¢ o indice de refracao extraordinario, n, o indice de refracao
ordinario e A o comprimento de onda.

O resultado observado da intensidade de luz é dado em funcao da diferenca
de fase

0 (e — 1) (3.61)

I = Iysin® (g) : (3.62)
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Figura 3.4: Geometria experimental de Fréedericksz para a determinagao das
constantes elasticas de (a) splay, (b) twist e (¢) bend de um cristal liquido
nematico [18].

em que Iy é a amplitude maxima da intensidade de luz.

Utilizando ¢ = 1 na Eq. (3.59) e, com campo magnético critico H., e
espessura da célula conhecidos, a razao Ki;/Ayx pode ser determinada, ou
seja,

Ky H 1M0d2
Ay w2

Levando em conta a deformacao elétrica, Ky, pode ser calculado da Eq.
(3.60)

(3.63)

Vfl €o\e
72
Usando a medida de Ae, as Egs. (3.63) e (3.64) fornecem o valor de Ay.

Para campos com intensidade superior a critica, a deformagcao nao é unica-
mente do tipo splay mas é também bend. Sendo assim, da curva I em fungao
da intensidade do campo, podemos obter numericamente a razao Ks3/K7.
Como ja conhecemos o valor de K7iq, dado pela Eq. (3.64), K33 pode ser
determinado.

Se a polarizacao da luz incidente é paralela, e o analisador é colocado
perpendicularmente ao diretor da célula, o resultado da intensidade de luz
é zero no estado deformado. No estado twist a luz polarizada seré guiada
através da célula e deixa-lo-4, mais ou menos invariavel, a Eq. (3.59) nos

Kll =

(3.64)
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fornece
Ky H 022 pod?

Ax 72
Como ja encontramos Ay anteriormente, Koy pode ser calculado. Os detalhes
do procedimento de medida podem ser encontrados na Ref. [41]. de Gennes
[42] introduziu um parametro, conhecido com comprimento de coeréncia, que
ja foi citado anteriormente, para definir a espessura da camada de transi¢ao

perto do contorno,
Koo\ 12
= (ﬁ> H'. (3.66)
Ax

Esse parametro é da ordem de 1pym para um campo de 10*G e aumenta com
a diminuicao do campo. Se a espessura d da amostra é maior que &, a maior
parte do material serd alinhada na direcao do campo.

A deformacao com um campo critico poder ser detectada conveniente-
mente pela medida da variacao da capacitancia. Uma das necessidades essen-
ciais desse método, a qual torna-se uma desvantagem, é que areas relativa-
mente grandes tém de ser orientadas uniformemente. A transi¢do nematico-
colestérico e o método de alinhamento inversao de parede podem também
ser usados para estimar os valores das constantes elasticas [18]. A limi-
tada quantidade de resultados experimentais sistematicos disponiveis para as
constantes elasticas de neméticos sugere que fatores geométricos, como com-
primento e largura das moléculas, tém uma grande influéncia sobre aquelas
propriedades [43]. No proximo capitulo, apresentaremos o chamado "método
pseudomolecular", que permite obter expressoes para as constantes elésti-
cas (quantidades macroscopicas) em termos das leis de interac¢ao intermolec-
ulares. Nesse contexto, é possivel investigar o papel das diversas leis de
interagao no surgimento da fase nematica em cristais liquidos.

(3.65)
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Capitulo 4

Modelo molecular

No presente capitulo, apresentaremos o método pseudomolecular, que per-
mite estabelecer a conexao entre as constantes elasticas e a interacao inter-
molecular responséavel pela fase nematica do cristal liquido. Nehring e Saupe
foram os primeiros a tentar alcancar esse objetivo e, para isso, utilizaram-se
de um modelo fenomenologico simples. Calcularemos, usando esse método,
as constantes elasticas de um cristal liquido nemético. A interacao que con-
sideraremos é a do tipo quadrupolar, com um comprimento de blindagem
governando o alcance das forgas.

4.1 O método pseudomolecular

Inicialmente, vamos definir v(a,a’;r) como sendo a energia de interagao
intermolecular entre as moléculas, cujas orienta¢oes moleculares sao a e a’,
localizadas nos pontos R e R’ = R+r. Esta energia de interagao sera suposta
diferente de zero para rg < r < ry, em que ry é o valor de corte inferior, e é
da ordem da dimensao molecular; ja rn € o valor de corte superior e pode ser
escolhido fazendo uma comparagao de v(a,a’;r) com a energia de agitacao
térmica kgT'. Além disso, ry é da ordem de poucas dimensoes moleculares,
e espera-se que o modelo seja insensivel a ry. Dessa forma, ao final do
calculo, podemos tomar o limite ry — o0o. Nehring e Saupe admitiram uma
ordem nemética perfeita. Assim, a coincide com n. Além disso, a energia de
interagao entre dois pequenos elementos de volume d7 e d7’ em R e R’ ¢

d*V(n,n’;r) = v(n,n’;1) dN dN’, (4.1)

em que dN = p(R)dr e dN" = p(R’) d7’ s@o os nimeros de moléculas conti-
das em dr e dr’, respectivamente. Supondo a densidade constante, ou seja,
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p(R) =p(R') = p, a Eq. (4.1) é reduzida a
d*V(n,n’;t) = g(n,n’;r) dr d7’, (4.2)

com g(n,n’;r) = p? v(n,n’;r).

Na aproximagao eléstica, n muda lentamente com r. Isto significa que na
Eq. (4.2), |n’ — n| = [0n| < 1. Portanto, g(n,n’;r) = g(n,n + dn;r) pode
ser desenvolvido em série de poténcias de dn. Desenvolvendo até segunda
ordem, obtemos

1
g(n,n’;r) = g(n,n;r) + ¢ on; + §qij5ni(5nj +..., (4.3)

([ 0g [ g
0= (om) q”—(*anzan;)n,zn 4y

sao definidos em termos da interagao intermolecular [21]. As derivadas que
aparecem na Eq. (4.4) sdo calculadas no estado de referéncia. Além disso,
estamos admitindo aqui a convencao de soma de Einstein.

Para obter a densidade de energia elastica, é necessario desenvolver on; =
on;(R,R’) em série de poténcias de x;, as componentes cartesianas do vetor
r = R’ — R, que representam a posicao relativa de n’ em relacao a n. Temos,
entao,

em que

on; = n, jx; + oM kT3 Tk ey (4.5)

em que as derivadas sdo calculadas em R. Substituindo a Eq. (4.5) na Eq.
(4.3), obtemos

1
gn,n';r) = g(n,n;r) + gin; gy, + 3 (qini g + Gijnigng,) Tray. (4.6)

Na aproximagao de campo médio, a energia total do nematico ¢ dada por

F = %///T///Tlg(n, n';r)drdr’ (4.7)

e, consequentemente, a densidade de energia elastica é

f= ; / / / o(n, i v) e’ (4.8)

A substitui¢do da expansao (4.6) na Eq. (4.8) nos leva a
f=fo+ Lirnig + Niknign + Kijenmighn, (4.9)
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em que

fo= %///ﬂg(n, n;r)dr’, (4.10)

¢ a densidade de energia eléstica do estado de referéncia, enquanto que os
tensores elasticos de elementos L;j, N;ipn € Ky, sao dados por

1
Ly, = 5///Qiuk7”d7'/, (4~11)

1

Nipn = Z///qiukunr2d7", (4.12)
1 2 5

Kijkn = 1 Qij U Up 7™ dT, (4.13)

com u = r/r, e portanto, xy = ugr. Esperamos que o termo linear no tensor
deformacao n;; se anule no volume, onde o estado fundamental é o nao
deformado. Unicamente para cristais liquidos colestéricos este tensor existe
no volume. No entanto, para cristais liquidos neméticos um termo desse tipo
pode existir perto dos contornos, onde temos uma menor simetria que aquela
do volume. Portanto, de acordo com a aproximacao apresentada acima, é
possivel, ao menos em principio, calcular os elementos dos tensores elasticos
Lik, Nign € Kijrn quando a interagao interparticula ¢ conhecida.

4.1.1 Limites do método pseudomolecular

Na secgao anterior, apresentamos um caminho para conectar as constantes
elasticas a interacao intermolecular responsavel pela fase nemética do cristal
liquido. No entanto, mesmo se tudo o que foi visto tenha sido feito de uma
forma correta, é necessario muita atencao aos resultados obtidos e de que
maneira foram deduzidos. Em primeiro lugar, como ja enfatizamos, quando f
¢ dado pela Eq. (4.9), temos um problema matematico para encontrar o perfil
de minimizacao da energia elastica total. Neste caso, em algumas situagoes, a
orientagao média do cristal liquido nematico pode apresentar forma variada
perto da parede. Portanto, para esta situagdo, a Eq. (4.3) nao funciona
bem e, provavelmente, a expansao até segunda ordem nao é possivel. Além
disso, sempre que g(n,n’,r) for uma lei de poténcia em r, de forma que a
interacao intermolecular diminua com 1/r™, o desenvolvimento (4.6) diverge.
De fato, neste caso especial, como segue da Eq. (4.4), ¢; e ¢;; diminuem com
1/r™. Dessa forma, no desenvolvimento (4.6) os termos depois do m-ésimo
aumentam com 7. Finalmente, observamos que os tensores elasticos dos
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elementos Lk, Nk, ¢ K;jin sao obtidos por integragao termo a termo da série
de poténcias (4.6). Mas esta operacao pode ser feita unicamente se a série
for uniformemente convergente. Entao, o primeiro desenvolvimento dando
g(n,n’;r) em termos de dn; é suposto uniformemente convergente depois que
o desenvolvimento (4.5) ¢ admitido como sendo do mesmo tipo. No entanto, a
substitui¢ao de (4.5) em (4.3) pode fazer a série de poténcias aumentar, a qual
nao sera uniformemente convergente. Consequentemente, a série final (4.6)
poderia nao convergir de uma maneira uniforme. Assim, somente se formos
capazes de demonstrar que ela é uniformemente convergente, os tensores
elasticos Lk, Nign € Kijin sao significativos.

4.1.2 Interacao quadrupolo-quadrupolo em aproximacao
elipsoidal

Calcularemos aqui as constantes elasticas de um cristal-liquido nemético
usando o método pseudomolecular, discutido anteriormente. A interacao
intermolecular é do tipo quadrupolar, com um comprimento de blindagem
governando o alcance das forgas. As constantes elasticas de volume bem
como as de superficie sao determinadas como fungao da excentricidade do vo-
lume de interagao, considerado como tendo uma forma elipsoidal. Mostramos
que todas as constantes elasticas sao negativas e, dessa forma, a interacao
quadrupolar sozinha (mesmo a blindada) nao pode dar origem a fase nemaética.

4.1.3 Calculo das constantes elasticas

Vamos considerar um cristal liquido nematico tal que as moléculas pos-
suam um momento de quadrupolo elétrico de elementos D;;. Como ¢ co-
nhecido, o momento quadrupolar elétrico é proporcional ao parametro de
ordem tensorial, de elementos @;; definido na Eq. (2.9).

Focaremos nossa atencao no caso em que uma molécula de momento
quadrupolar D;; esta localizada em R e outra com momento quadrupolar
ng estd em R’ = R +r, em que r é a posi¢ao relativa de ng com relacao a
D;;. Como pode ser visto na Fig. 4.1. O momento quadrupolar elétrico D;;
cria em R’ o potencial elétrico

V(r) = Dy x;; e, (4.14)

em que x; sao as componentes cartesianas de r, e A um comprimento de
blindagem introduzido para levar em conta as forcas intermoleculares de curto
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Dij

X

Figura 4.1: Duas moléculas de forma elipsoidal, localizadas em R e em
R’ = R + r, cujos momentos de quadrupolo tém componentes dadas, res-
pectivamente, por D;; e ng. Supomos que os quadrupolos estao localizados
nos centros dos volumes.

alcance responsaveis pelas propriedades elasticas do cristal liquido nemético.
Observe que, para A — 00, o potencial quadrupolar é de longo alcance. Uma
teoria elastica pode ser formulada unicamente em termos de forgas inter-
moleculares com interagao de curto alcance. Neste contexto, curto alcance
significa muito pequeno com relacao & escala sobre a qual a variacao de or-
dem macroscopica tem lugar. Assim, o caso com A — oo é esperado dar
resultados nao usuais. Por essa razao, consideraremos A sendo da ordem de
poucas dimensoes moleculares, de maneira a calcular as constantes elasticas
de um material cuja energia intermolecular tem uma simetria quadrupolar.
Em (4.14), e daqui para frente, a convenc¢ao de soma de Einstein serd, mais
uma vez, admitida.
A energia eletrostitica de Dj; no campo externo devido a D;; ¢

. OV

DDty =D Vog=D ;— .
g( J I') aBV,aB a,@axaaxﬂ

17

(4.15)

Se D;; = Djj + dD;j, em que §D;; sdo quantidades pequenas com relagio a
D;;, a Eq. (4.15) pode ser desenvolvida até segunda ordem em 0D;; como
segue:

1
Q(Dij> Dyj; I‘) = go+ LZ](SDZJ + §Kijkl($Dij6Dkl,

R
em que a energia de interagao para o estado de referéncia (estado nao defor-

mado) é dada por
9o = 9(Dij, Dij; 1), (4.16)
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e os tensores L;; e K;ji sao, respectivamente, definidos por

dg o*V
Lii= | —- = 4.1
D=D’
[§]
g
I <8Dij6Dkl>D,_D (1.18)

correspondendo a ¢; e ¢;; introduzidos na Eq. (4.4). Consequentemente, até
a segunda ordem em 0D;;, a energia de interagao ¢

0*V
01,073

g=go+ 5 Dgp. (4.19)

Supondo que D;; varie lentamente ao longo do alcance da interagao quadrupo-
lar, é possivel desenvolver §D;; em série de poténcias de z; até segunda ordem:

oD, 1 [/ 9*°D,
6Da5:< ﬂ) x,ﬁ——( ﬁ) Ty
or, ) g 2\ 01,0z, ) 5
;.

Segue que a energia de interagao entre D;; e D)., no limite de pequenas

distorgoes, é

ot 0D,z - 1 0D, - 0*V
g= 9% ox, Jg " 2\0x,0x,)g """ 0x,0x5
A densidade de energia elastica, na aproximacgao de campo médio, é obtida

pela integragao de ¢g/2 sobre o volume de interagao 7 das forgas intermole-
culares. Assim,

1 0D,z 0*D,op
= — d — A’iOé _ BOL TN A 420
f 2/TN9 T f0+ B 8551 + ﬂ]amiaxj ( )
em que fp é a energia do estado homogéneo, a qual é dada por
1
fo = 5 4o dr. (421)
N

Na Eq. (4.20) introduzimos dois tensores elasticos, A e B, cujos elementos

sao dados por
1 02V
Ajag = = i——d 4.22
o 2/TN”” Dradry (4.22)
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1 9*V
Bogi = = | a0 —0——dr. 4.2
apii = /TN T 6waax5d7— (4.23)

Além disso, sendo que D;; = Din;n; —1/36;;], podemos escrever as derivadas
como

0D,
8$ﬁ
= DI[n;gne + ning.gl,
_ 9Dag
i O0x;0x;
= Dngngij + Na,ing; + Na,;Nsi + Nangijl, (4.24)

Dia,,@ -

D

em que D leva em conta a intensidade do momento de quadrupolo. Por
meio da Eq. (4.20), podemos calcular a densidade de energia elastica total,
considerando a interacao intermolecular que d& surgimento a fase nemética.

O parametro de ordem tensorial de simetria quadrupolar definido na Eq.
(2.9) contém todos os elementos de simetria da fase nemética do cristal
liquido. Isto significa que todos os tensores caracterizando a fase nematica
tém de ser decompostos em termos dos elementos de simetria da fase. Pode-
mos decompor em termos de n, do tensor unitario e do tensor de Levi-Civita,
ou alternativamente, como no caso em questao, podemos decompor em ter-
mos de D,z e do tensor unitario, porque D3 o< Qn5. Esta segunda forma
permite a investigacao da dependéncia da temperatura do pardmetro de or-
dem por meio da teoria de Landau-de Gennes, mas isso nao ¢é relevante aqui,
pois estamos trabalhando com a hipotese de ordem nematica perfeita.

Vamos considerar, em particular, os tensores elasticos introduzidos nas
Eq. (4.22) e (4.23) e sua decomposi¢ao de acordo com a segunda forma
descrita acima. Ambos os tensores devem ser decompostos de tal forma
que permanecam lineares em D, seguindo a consideragao da Eq. (4.14) de
maneira a manter F' — Fy, como dado pela Eq. (4.20), quadratica nesta
quantidade. O tensor de terceira ordem nao pode ser decomposto em termos
de D, e d4p. Por isso, para simetria quadrupolar, A = 0. O tensor de quarta
ordem tem de ser decomposto como

Baﬁij - Bl Da,@(sij + BQ Dijéa@ + Bg Daiéﬁj
+ B4 Dajé[% -+ B5 ngéai + BgDﬁi(Saj. (425)

Usando a definigao de D;; em termos das componentes de n dada acima é
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facil mostrar que (4.25) é equivalente a

By + By

Baﬂij = Blnangéij + Bgninjéag — ( 3

) (Sijdaﬂ + Bg [naniégj

2
+ nanj(Sm + ngnjéai -+ ngniéaj] — —Bg(ém'égj -+ 5&'6@]') (426)

3
isso se deve, por razoes de simetria, a Bagi; = Bgaij = Bagji = Bgaaji €,
consequentemente, By = By = By = Bg. Os coeficiente B; podem ser
determinados por
8
Y1 = ninjBaaij = 2By + §B3,
8

Yo = nangBagi = 2B + §B37
2(By + By + 5B5)

Y3 = nNanjBagg = 3 , (4.27)
que podem ser facilmente resolvidas, dando
B, = ﬁ(ﬁlm + 117z = 1273),
By = 114(1171 + 4ye — 1273),
By = —134(71 + 72 — 373). (4.28)

A energia elastica total, levando em conta (4.24) e (4.25), pode ser re-
duzida a forma

f = fo + Ba/gijD[ngnayij + Nging; + Na,jNgs + nan[;’ij]. (429)

Ja que n;n; = 1, segue que n;n; ; = 0. Algumas propriedade tteis que serao
usadas nesta segao:

NaNaii = —Nailai ©
njnm»j = (TLjTLM)J — njyjnm-. (430)
Além disso, temos
NN N ij = —(Ningi)? = —(n x V x n)? (4.31)

NoNai = —[(Vn)2=V-(nV-n+nxVxn)+(n-Vxn)*+(nxVxn)? (4.32)

[§]
N iNj; = (V . l’l)2 -V (nV ‘n+nxV x Il). (433)
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Depois de alguns célculos é possivel reescrever (4.29) na forma (por sim-
plicidade, dividimos a expressao por D?):
f = fo — (2B1 + 4B3)<V : H)2 — 231(1’1 -V X n)2

— (2B, +4B;)(n x V x n)? + %Bg[v (V)]

+ <2B1+§Bg>v-(nv'n+nxVxn), (4.34)

a qual tem de ser comparada com a expressao de Neuring-Saupe para a
densidade de energia elastica

1 1
fNS - f0+§K11(V'n)2+§KQQ(n-Vxn)2

1
+ 5Kgg(n x V xn)?+ K3V - (nV -n))
— (K22 -+ K24)V . (l’lv ‘n+nxV x n), (435)

dando

Kll = K33 = _4Bl - 8B37

K22 = _4B17
K 4B
= = e
13 3 3
4
KQQ + K24 = —231 — ng (436)

Desta forma, os calculos das constantes elasticas reduzem-se a determinacao
das quantidades ~; introduzidas em (4.27). A ligacao daquelas quantidades
com a interagao intermolecular ¢ estabelecida usando-se a defini¢ao de B,g;;
dada na Eq. (4.23). Dessa forma, podemos escrever 7; na forma
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1
7= _/ TQNQV:aadV
VN

4
1 (BN?2—1)N? /1 4 /A
S B e S (T PRV
4/VN 3rA )\+r ‘ v
1
Vo = / r*nangVapsdV
4 Jy

B 1/ 3 30N2+35N4 N2
4 Vi r3 r3 r3 3rA2

N* 1 22N2? 11N*
— — AV

* rA2 + 3rz\ 3r2)\ + 2\ ) ¢ ’
1

V3 = 4/ rNngngxgV,zdV
VN

1 20N2 12 1 N2

=1 / N ( Ei s VRS v
4 Jy, r r 3rA rA
4 SN2

- — 4+ = eV, 4.37
2\ 7"2/\) ‘ ’ (4:37)

em que, por simplicidade, introduzimos a quantidade N = n - u, com u; =
x;/r. Em resumo, obtivemos as constantes elasticas realizando as integragoes
indicadas acima para calcular ;. O célculo é feito de modo que as cons-
tantes elasticas sejam determinadas em termos da interacao intermolecular
quadrupolar.

4.1.4 Comportamento das constantes elasticas

Para o calculo das constantes elasticas citado acima, usamos um volume
de interagao de forma elipsoidal, gerado pela revolugao ao redor de n cuja
direc¢ao coincide com a dire¢do do eixo z (ver Fig. 4.2)

As integragoes sao realizadas sobre o volume de interagao e tém a forma
genérica

2 ™ ro(0)
/ dgb/ sin 0do / r2f(r, 0, ¢;e)dr, (4.38)
com

ri(0) = a/V1—ecos?0,

ro(0) = A/V1—ecos?b, (4.39)
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X Y

Figura 4.2: Volume de interacao limitado por dois elipsoides similares de
revolucao ao redor do eixo z. O volume interno representa a molécula e o
externo esta conectado a interacao de mais longo alcance.

em que 7 e o sao o elipsoide interno e o externo, respectivamente. Além disso,
a e A sao respectivamente, o semi-eixo maior do elipsoide interno (molécula)
e o semi-eixo maior do elipsoide externo (volume de interagao), os quais sao
supostos similares. A excentricidade do volume de interagao ¢ definida aqui

o (8 - (8) a0

em que b e B sao, respectivamente, o semi-eixo menor do elipsoide interno
(externo) como indicado na Fig. 4.2. Como as constantes elasticas sao com-
binagoes lineares de ~;, este volume de interagao produz uma dependéncia
explicita das constantes elasticas com a excentricidade da forma do volume
molecular. As constantes elasticas sao dependentes também do parametro A,
que controla o alcance da interacao intermolecular. Por isso, os célculos tém
de ser realizados para A > a.

4.1.5 Aproximagao esférica

Nessa secao apresentaremos a solucao para o caso de uma aproximagao
esférica do volume de interagao. Para isso partimos da Eq. (4.37), a qual
refere-se ao calculo dos ~;. Nessa equagao utilizamos, como elemento de
volume, o elemento de volume esférico, que é dado por d V = r2senf dr df de.
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Dessa forma, obtemos para os 7;:

1
o= / TQNQVaadV
VN

4
L[ BN2=DN? (1 4\ _ .,
S B S e i (T I e 17y
4 /VN 3rA A i r )€ ’
2T
= ——(A"+5A 4.41
2T (A" 45A), (@41

1
Yo = —/ 12005V apdV
4 Jy,

1/ (3 30N? 35N N?
VN

4 3 B 3rA2

N4 1 22N?  11N*

& - QY
T T EE T3 T e ) ‘ ’
NN (4.42)
45 ’ '

1
Y3 = Z " ananga:gVang

1 20N? 12 1 N2
= ~ [ N? -t
4 Jvy 73 3 3rAZ )2

4 SN2
_ + ) 6—7"/)\d‘/'7

2\ I\
21

= —— (A" +4AN). 4.4
(A 4 aa) (4.43)

Substituindo os valores encontrados dos ; em

1
Bl = ﬁ(‘l% + 117y — 1273),
1
B2 = ﬁ(ll'Yl + 4’72 — 1273),
3
B3 = —1/(m+9—3mn), (4.44)

achamos os B;. Com esses valores dos B; encontramos as constantes elasticas
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pela relagao

Ky = K33 = —4B; —8Bs,
Ky = —4B,
4
K13 - §B37
4
K22 + K24 = —231 — §33 (445)

Realizando esses calculos, obtemos

47

Ky = k= 1—05D2[8A + 3A]
41
Ky = —ﬁzﬁ[m—m]
Koy + Koy = 12—0775D2 {%} )
K3 = —%DQ [%] : (4.46)
em que
A=emN e e AT = S Do (4.47)

Estas sao as constantes elasticas obtidas da densidade de energia livre,
Eq. (4.29), na aproximagao esférica do volume de interagao.

Como veremos, a seguir, o mesmo ¢ verdade se considerarmos o caso de
um volume de interacao elipsoidal.

4.1.6 Potencial de interacao de longo alcance, A — oo

Neste limite, como pode ser visto facilmente das defini¢oes, dada pela
Eq. (4.37), v; — 0. Isto é evidente para 7, pois, por causa da nao-blindagem,
o potencial quadrupolar é uma funcao harmonica, isto é, de =, dado pela
Eq. (4.37), obtemos

PV
0Ta 0Ty

Depois de realizar as integragoes em (4.37), facilmente mostramos que
v = 0 e v3 = 0. Isto significa que o potencial intermolecular nao-blindado
pode nao dar surgimento a fase nemética, assim todas as constantes elasticas
sao zero. Este fato foi demonstrado na Ref. [44] pelo uso de um volume de

interagao de forma esférica. Neste limite, as constantes elasticas sao dadas
pelas Egs. (4.46) e (4.47).

(4.48)
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4.1.7 Potencial de interagao de curto alcance, a < A < oo

Como mencionamos anteriormente, o caso limite de um volume de inte-
ragao esférico, isto ¢, e = 0, foi considerado em [44]|. Novamente, o célculo
pode ser realizado analiticamente. As principais conclusoes daquela anélise
foram de que as constantes elasticas nao se anulam, mas tornam-se negativas.

Vamos analisar primeiramente a dependéncia das constantes elasticas com
a excentricidade do volume de interagao. Pelo uso das Eqs. (4.28), (4.36) e
(4.37) podemos escrever expressoes analiticas para as constantes elésticas as
quais sao grandes para escrever aqui explicitamente mas que podem ser facil-
mente colocadas na forma geral de (4.38). Mostramos nas Figs. 4.3 e 4.4 o
comportamento das constantes elasticas como uma funcao da excentricidade
e para A = a. As constantes elasticas de splay e bend mudam de sinal para
e 2 0.65 bem como a constante elastica de splay — bend muda de sinal para
e 2 0.5 (ver Fig. 4.3). Em ambos os casos, isto corresponde a uma razao
a/b 2 2.

A constante elastica de twist torna-se negativa para e = 0.1 ja a con-
stante elastica de saddle — splay é sempre negativa (ver Fig. 4.4). Para
valores pequenos de e, K9 é positivo. No entanto, nesta regiao, Ki; = Kjs3z é
negativo. Quando tais constantes elasticas tornam-se positivas, Koo ¢ nega-
tivo. E interessante observar que K5, diminui linearmente com e, mostrando
uma lei de proporcionalidade com relagao a excentricidade. Portanto, aquela
constante elastica de volume é sempre negativa para valores significativos da
excentricidade. Este resultado indica que o estado fundamental da fase nao é
o uniforme, mas sim aquele distorcido. As moléculas interagem unicamente
via um potencial de interacao quadrupolar, nao tendendo a ser paralelas a
uma dire¢ao comum. A interacao quadrupolar sozinha nao pode dar surgi-
mento a uma fase nematica. Nossos resultados estao em parcial acordo com
aqueles reportados por Srivastava e colaboradores [45] para valores da excen-
tricidade entre 0.86 — 0.95. Para tais valores de excentricidade K11 e K33 sao
positivos e K5 negativo, discrepancias para esses valores sao sugeridas como
sendo devidas ao fato de o potencial de interagao ser parcialmente diferente
daquele assumido em [45] e nenhuma dependéncia com a temperatura é
levada em conta pelo nosso modelo.

Nas Figs. 4.5 e 4.6, o comportamento das constantes elésticas versus a di-
mensao normalizada A/a é mostrado, indicando que os valores das constantes
elasticas nao dependem dessa dimensao. De fato, para A 2 5a os valores das
constantes elasticas sao insensiveis para mudancas nessa quantidade. Isto
significa que o limite r,(f) — oo pode ser feito, como esperado.

Nas Figs. 4.7 e 4.8, mostramos o comportamento das constantes elasticas
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Figura 4.3: Constantes elasticas K17 = K33 (linha solida) e K73 (linha ponti-
lhada) versus a excentricidade e do volume de interacao elipsoidal. As curvas
foram feitas para A = a e A = 50a.
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Figura 4.4: Constantes elasticas Koy (linha solida) e Koy + Koy (linha pon-
tilhada) versus a excentricidade e do volume de interagao elipsoidal. Os
parametros sao os mesmos que na figura 4.3.

em funcao de \/a, para e = 0.9 ¢ A = 50a. As constantes elasticas tém
variagao intensa quando o alcance do potencial muda de A = a para A = A,
isto é, quando o comprimento de blindagem varia da dimensao molecular ao
valor do eixo maior do outro elipsoide representando o volume de interagao
para um valor fixo da excentricidade e. As figuras indicam que sempre que
A < A as constantes elasticas nao tendem a zero.

Vimos que no caso de uma interagao quadrupolar nao-blindada todas as
constantes elasticas sao nulas, mas isso nao acontece para o caso de uma
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Figura 4.5: Constantes elasticas K1; = K33 (linha solida) e K33 (linha pon-
tilhada) versus a dimensao do elipsdide externo A/a. As curvas foram feitas
para A =aee=0.9.
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Figura 4.6: Constantes elasticas K9y (linha solida) e Ko + Koy (linha pon-
tilhada) versus a dimensao do elipsoide externo A/a. As curvas foram feitas
para A =aee=0.09.

interacao quadrupolar blindada em que ao menos uma constante elastica é
positiva para valores fisicos significativos de e. De fato, as constantes elas-
ticas de volume K;; = K33 s@o negativas para e = 0 (isto é, aproximacao
esférica), aumentando monotonicamente com e e tornando-se positivas para
valores significativos da excentricidade. O contrario acontece para a con-
stante elastica Kyo; ela é positiva para e = 0 e diminui monotonicamente
para valores de e crescentes e muda de sinal para um determinado valor
de e. Este resultado é completamente novo e pode ser o responsavel por
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Figura 4.7: Constantes elasticas K1; = K33 (linha solida) e K33 (linha pon-
tilhada) versus \/a para e = 0.9 ¢ A = 50a.
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Figura 4.8: Constantes elasticas Koy (linha solida) e Koy + Koy (linha pon-
tilhada) versus A/a para e = 0.9 e A = 50a.

instabilidades na orientagdo nemética. A constante elastica de superficie
Ky + Koy € negativa para todos os valores da excentricidade e Kq3 é uma
fungao decrescente com a excentricidade e torna-se negativa para e 2 0.5.
Este resultado difere daquele obtido na aproximacao esférica para a forma
molecular e volume de interacao, e mostra que a interacao quadrupolar pode
favorecer distorcoes do tipo splay — bend. Assim, aquelas mudancas no sinal
da constante eldstica poderiam ser fontes de instabilidade na fase nematica
e devem ser levadas em conta na interpretacao de fenémenos criticos para
esses sistemas liquido-cristalinos [46].
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Capitulo 5

Efeito de reorientacao molecular
sobre a corrente de uma célula
nematica

Neste capitulo trataremos dos possiveis mecanismos explicando o carater
da relagao I = I(V) para uma célula nemética sujeita a um campo elétrico
alto. Levaremos em conta o efeito de reorientacao do diretor nemético in-
duzido por um campo elétrico externo. A anélise sera realizada no regime
quase-estatico em que a orientacao nematica segue, sem retardo, a variagao
no tempo do campo externo. A variacao no tempo da capacitancia efetiva
da célula é equivalente a uma resisténcia pura, e é responsavel por um pico
de corrente quando a voltagem aplicada supera a voltagem critica para a
transicao de Fréedericksz.

5.1 Consideracgoes gerais: caso ideal

Na maioria das vezes, a caracterizacao elétrica de um cristal liquido é feita
pela medida do fluxo de corrente no circuito quando a amostra esta conec-
tada a uma bateria. Quando a amostra tem orientacao planar, e o campo
externo é menor que o campo critico de Fréedericksz, a interpretagao dos
dados experimentais é relativamente simples, caso seja possivel considerar a
amostra livre de fons. De fato, neste caso, o cristal liquido comportar-se-
4 como um meio isotroépico, cujas condutividade e constante dielétrica sao
perpendiculares ao diretor nematico [13]. Entretanto, em algumas situagoes,
trabalhar com um campo externo abaixo do critico pode ser um problema, e

60



um campo elétrico intenso é necessario para medir, com boa precisao, a cor-
rente. Neste caso, o campo externo induz uma deformacao no cristal liquido,
e para conectar a corrente com a voltagem externa é necessério conhecer
o perfil nematico. Nesta situacao, o cristal liquido comporta-se como um
cristal uniaxial, cujo eixo 6ptico coincide com o diretor [47|. Apresentaremos,
a seguir, uma aproximacao tebrica que conecta a corrente no circuito externo
com a deformagao nematica, no caso simples em que a diferenca de potencial
aplicada na amostra varia lentamente no tempo quando comparada com o
tempo de difusao para a orientagao nemética. Para isso, consideraremos um
material tipico, cujas propriedades anisotrépicas dao surgimento a um feno-
meno critico, de maneira que possamos investigar a dependéncia da corrente
com a voltagem aplicada. Depois disso, utilizaremos o mesmo raciocinio
para um material liquido-cristalino, o qual seri considerado como um cir-
cuito formado por um paralelo de uma resisténcia R, e uma capacitancia
C. A equacgao governando o perfil do angulo de inclinagao é apresentada, e
formulas explicitas conectando a resisténcia e a capacitancia com este perfil
sao estabelecidas. Analisaremos também a dependéncia de R e C, bem como
o fluxo de corrente no circuito em maiores detalhes.

Sendo assim, vamos admitir inicialmente um material tendo, na auséncia
de um campo externo, uma condutividade o, e uma constante dielétrica e.
Vamos considerar que, por meio de um campo elétrico externo, é possivel
mudar a condutividade elétrica e a constante dielétrica [48].

Além disso, admitimos que a variacao dos parametros fisicos, sob a acao
do campo externo, é um fenémeno critico [49]. Neste caso, para um campo
elétrico 0 < K < E., 0 =0, eec =¢,epara > F., 0 = 0y ¢ € = €.
Se uma amostra, na forma de um slab, é submetida a um campo elétrico
externo aumentando linearmente com o tempo, teremos o aparecimento de
um tempo critico, t., para o qual E(t.) = E.. Para t = t., os parametros
fisicos do sistema comecam a mudar, tendendo, com uma tipica dependéncia
do tempo do sistema, a ¢ = 05 e € = 5. Para uma analise simplificada,
admitiremos que aquelas variagoes tém a seguinte forma:

o(t) = o1+ g(t)(o2 —01) e €(t) = +g(t)(e2 — 1), (5.1)

em que ¢(t) ¢ uma funcado de relaxagao tal que lim;,_o,g(¢) = 0 e limy;_g(t) =
1. No caso em que a voltagem aplicada é do tipo V (t) = xt, numa primeira
aproximagao, podemos admitir que

g(t) = % [1 + tanh (t — t)] : (5.2)

T

em que 7 depende da dindmica do sistema, que suporemos homogénea. Além
disso, a resisténcia elétrica e a capacitancia da amostra mudam com o tempo,
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respectivamente, de acordo com as leis

R(t) = Ri + g(t)(Ry — R1) e C(t) = C1+ g(t)(Cy — C1), (5.3)
em que
1 d S
RLQ = Eg e 0172 = 61728. (54)

Da eletrodindmica elementar, a corrente no circuito contendo a amostra é
dada por I(t) = Ig(t) + Io(t), em que

Ir(t) = @ + V(t)%

R e Io(t) = KC(t). (5.5)

Esta equacao mostra que a variacao no tempo da capacitancia é equivalente
a uma renormalizagao da resisténcia. Consideremos o caso particular em
que o1 = 5x1071°(Qm) ™!, 09 = 01/5, € = 5.5¢y, €2 = 10.6¢0, em que €y é
a constante dielétrica no vacuo, d = 5um, e S = 107*m?. Admitimos que
k=1V/s, t. = 1.5s, e 7 = 0.1s. Neste caso, R(t) e C(t) tém a tendéncia
mostrada na Fig. 5.1.

6.0 420
T 1.8
I 116
414
— R C
Z {12 ©
o
= @
m —41.0 ‘9
—408 O
- 0.6
- 04
0.6 . " " : ; ; : 0.2
0 2 4 6 8 10
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Figura 5.1: R(t)(10%Q) e C(¢)(107°F) vs. ¢ para Vo = 10V e 7 = 0.1s.

Na Fig. 5.2, mostramos a corrente no circuito externo, I(t) = Ir(t) +
Ic(t), e comparamos com [; = V (t)/Ry e I, = V(t)/Ry. Como ¢ evidente da
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Figura 5.2: I(t) = Ig(t) + Io(t) vs. t para Vj = 10V e 7 = 0.1s. [} =
V(t)/Ry (linha pontilhada) e I, = V(¢)/Ry (linha tracejada) sdo mostradas
para comparagao.

Fig. 5.2, a corrente no circuito externo apresenta um pico, para ¢t proximo
de t., que esté relacionado com o termo V (t)dC/dt. Para pequenos valores
de t, I(t) ~ V(t)/ Ry + kC1, enquanto para valores de ¢ grande, com relagao
ate, I(t) ~V(t)/Ry+ kCs.

5.2 Célula nematica

Uma analise similar aquela apresentada anteriormente pode ser feita con-
siderando uma amostra real na forma de um slab de espessura d, preenchido
com um cristal liquido nematico. Vamos admitir que a amostra possa ser con-
siderada como um paralelo de uma resisténcia R e uma capacitancia C' [50].
A amostra tem uma area de superficie S, a qual esta conectada a uma bateria
cuja fem é V(t). Se V(t) > V., o diretor nematico nao esta totalmente uni-
forme na amostra. O sistema de referéncia cartesiano usado na descrigao tem
o eixo z perpendicular a superficie, sendo que as superficies estao localizadas
em z = £d/2. Assim, temos que a resisténcia equivalente e a capacitancia
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equivalente da amostra sao respectivamente dadas por

d/2 dZ d/2 dZ
/ e / (5.6)

S dj2 Ozz C S d/2 €z
Na Eq. (5.6), 0.. = 01 + o.8en?0(z) e €., = €, + e,5en60(z) sdo as
componentes z,z do tensor condutividade e do tensor dielétrico, respecti-
vamente [13]. As quantidades 0, = o] — 01 e ¢, = ¢ — €, indicam a

anisotropia dos tensores condutividade e dielétrico, e || e L referem-se ao
diretor nematico. Sendo assim

d/2
R(t) =
(®) S//Qal—l—aasen 20(z,1) ¢
1 42 d
o1 / : | (5.7)

C(t) S J_ase €1 + eqsen?0(z,t)

Consideraremos o caso em que a voltagem aplicada na amostra (com valor
méaximo Vy em t = T) é do tipo

V(t) = xt, (5.8)
em que k = Vy/T (ver Fig. 5.3).

1.5+

1.24
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Figura 5.3: 6(t) e V(t)(inserido) vs. t para o intervalo de 0 < ¢t < T,
Vi =10V e T = 10s.
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Se limitarmos nossa investigagao ao caso em que 7' ¢ da ordem de vérios
segundos, podemos admitir que o diretor segue o campo externo sem retardo.
Dessa forma, torna-se possivel calcular o perfil do angulo do diretor usando
as equagoes validas para o caso estatico. Em particular, para cada t, e
assim para cada V(t), podemos calcular a deformagao méxima, ocorrendo
no meio da amostra e o perfil do angulo § = 6(z;t). Dando continuidade,
consideraremos o caso de ancoramento forte, no qual os valores dos angulos
na superficie sao nulos, 0(+d/2;t) = 0, e admitimos que a aproximagao de
uma unica constante elastica é valida, isto é, K1; = K33 = K. De acordo
com a teoria elementar da reorientacao induzida pelo campo externo sobre
um cristal liquido nemético [21] discutida no capitulo 3 (ver Eq. (3.37)), o
angulo diretor é dado por:

o V(t)

@w_ Y\ 20— son?
7 + g K\/sen O — sen?d, (5.9)

em que (+) refere-se a —d/2 < z2<0e (—) a0 <z <d/2. NaEq. (5.9),
Or(t) = 0(0;t) é o angulo no meio da amostra. E pode ser determinado
reescrevendo a Eq. (5.9) na forma

62(1) dv d
= , (5.10)
0 Vsen20y,(t) — sen2W  2£(1)
sendo que o perfil de deformacao pode ser determinado por
02;t) d
L4 - (5.11)
0 V/sen20,, (1) —sen2W  &(1)
em que o comprimento de coeréncia £(t) é aqui escrito como
. 7w V(t)
)= ——= 5.12
€t =55 (512

com V' (t) dado pela Eq. (5.8). Na Eq. (5.12), V, é a voltagem critica, no caso
de ancoramento forte, dada por V, = /K /e, (ver Eq. (3.41)), em unidades
do SI. Como mencionado acima, esta anélise é valida no caso quase-estatico,
em que o diretor nematico segue sem retardo a variagao no tempo do campo
aplicado. Para quantificar os limites para os quais a aproximacao funciona
bem, vamos considerar a equacao dindmica governando a evolucao do angulo
de inclinagao, que tem a forma

2
K@ + 1osaEQ(t)Sen(ZG) = ngf,

92ty (5.13)
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em que 7 € o coeficiente de viscosidade rotacional do cristal liquido nemético [51].

Pela introdugao da quantidade adimensional ( = (w/d)z e U(t) =V (t)/V., a

Eq. (5.13) pode ser reescrita como
9% 1

ac + §U2sen(29) =T

00
5 (5.14)
sendo 7 = nd?/(7?K) um tempo de difusdao intrinseco para a orientacao
nemética. Admitindo valores tipicos para os parametros fisicos usados no
problema 1 ~ 0.1kgs/m, d ~ 5x107%m, e K ~ 107"'N [51], obtemos 7 ~
0.03s. Quando 7" >> 7, nossa aproximacao funciona bem. Dessa forma,
como em medidas tipicas de corrente 7' ¢ da ordem de varias dezenas de se-
gundos [52, 53|, a analise realizada acima pode ser usada para a interpretagao
dos dados relevantes a dependéncia da corrente com a voltagem aplicada.

5.3 Circuito Elétrico

Quando a deformacao nemética é obtida de acordo com a aproximacao
quase-estatica descrita acima, é possivel calcular, usando a Eq. (5.7), R =
R(t) e C = C(t), em que a dependéncia de ¢ é via o angulo de inclinagao do
diretor descrita por 8 = 6(z;t). O fluxo de corrente no circuito equivalente
representando a célula é
V(t) , dQ(t)

e T di (5.15)

I(t) =

em que Q(t) = C(t)V(t) ¢ a carga elétrica sobre o condensador. A corrente
que estamos vendo é dada por

1) = {% + %ﬁ”} V() + C(t)dZ—IEt). (5.16)

Para ober explicitamente o perfil 0,,(t) podemos reescrever a Eq. (5.10) na
forma

' B /2 dyp
Klsin0y(t)] = /0 /1 — sen20y, (t)sen2y

_ %\/%V@), (5.17)

depois de realizar a substituigdo seny) = senfl/senfy,(t) e levando em conta
a Eq. (5.12). Na Eq. (5.17), K[z] é a funcao eliptica completa de primeira
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espécie. Da Eq. (5.7) obtemos a seguinte expressao para R(t) e C(¢):

_2d |K Jr(senfy)
BO = svVe v

S e, V(t)

o) = o X Tolsondn)’ (5.18)

em que

J(senfay) — /”/2 (1 — sen?@yseny)) =2 dn)
senbyr) = . (x1 + Axgsen2dysen?y))

com y, = o, e Ay, = 0, para Jr(senfy) e x; = €, e Ax, = ¢, para
Jo(senfyy), respectivamente. Como pode ser visto na Eq. (5.18), R(t) e
C(t) dependem unicamente de 632,. Consequentemente, para t — t., dR/dt
e dC/dt sao finitos, como sera mostrado a seguir. Na Fig. 5.3, Op(t) ¢
mostrado para o intervalo 0 < ¢t < T. Para dar seguimento, usaremos o
seguinte conjunto de parametros fisicos do nemaético: Vy = 10V, ¢ = 20.6¢,
€. = 5.5y, o = 1079(Qm)~!, 0, = 5o, K = 107N, d = 5x10"°m,
S = 107*m? [54]. Para V < V., = 0.859V (¢t = t, = 0.859s), Oy = 0
sendo que a orientagao uniforme é planar. Para V > V., 0, # 0 e tende
ao valor de saturagao 0y, = 7/2 quando t — T = 10s. Na Fig. 5.4a,
mostramos R(t) dado pela Eq. (5.18) no intervalo perto de t.. Para t < t,,
R(t) = R, = d/o, S = 100MS). Nas vizinhangas de t = t., ¢ facil mostrar

que
1 Je t
=4 =/ 2Vt)—1)=4(——-1
i~ (1yvo-1) =a(f 1),

e sendo que &(t) = t.d/(nt), podemos encontrar que
d

te d t.
R(t) ~ oo (1ot} e
®) aiS(UL U)< t>+aLSt

implicando que ;
20,

o2 St.’

(5.19)

dt

t=t,
que é uma quantidade finita. Por outro lado, quando 0, — 7/2, teremos que
R(t) — Ry = d/(o)S) ~ 500M2 para o conjunto de parametros usado na
simulacao. No entanto, mesmo se o alinhamento tender a ser perpendicular
as placas no centro da amostra, perto dos contornos ele segue a direcao de
eixo facil imposta pela superficie devido ao ancoramento planar forte. Con-
sequentemente, a amostra esta ainda distorcida e o valor real da resisténcia
para t =T esta abaixo deste valor critico.
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Figura 5.4: (a) R(t) vs. t perto do tempo critico t.. Para t <t., R(t) = R,.
Quando ¢ >> t., R(t) — Ry (linha pontilhada). (b) C(t) vs. t perto do
tempo critico t.. Parat <t., C(t) = C. Quando t >> t., C(t) — C (linha
pontilhada).

Na Fig. 5.4(b), C(t) como dado por (5.18) é mostrado. Como esperado,
para t > t. a capacitancia aumenta com o tempo até a voltagem alcangar seu

68



valor méximo em ¢t = T'. No limite 6, — 0, temos

dC'(t)

26,5
dt N

ted’

(5.20)

t=tc

que também ¢é finito. Esta tendéncia é muito similar aquela encontrada ex-
perimentalmente na Ref. [55] para um neméatico numa corrente ac.

Faremos agora uma comparagao entre o comportamento de R(t) e C(t)
para tempo longo. Usando a Eq. (5.18), podemos obter as expressoes

re 1 (Y% cos?O(z;t)
A = — = —— !
h R(t) - Ry oS /d/2 1 —r,cos?0(z;t)

( 1 ) 1 1 rel (Y2 cos?0(zt)

<,

=) = a3 = =2 dz,  (5.21)

C(t) a FH B 6_||S _aj2 1 —recos?0(z;t)

em que 7, = (x| — x.)/x|- Para t >> t., 6(z;t) ~ 7/2 no volume. Perto
da superficie, devido a hipotese de ancoramento forte, 6(z) # 7/2. Uma
aproximagao util para 6(z) é |56]

d
6(z) = g[l e EHDN para 5<2<0, (5.22)

e uma expressao similar para 0 < z < d/2. Neste caso, a Eq. (5.21) torna-se

AR = 22210 (r,),

o

A (5> = 2" IM(r)), (5.23)

em que

m/2 cos? 6
M(r) = /o 1= reos?0)( = e)de. (5.24)

Nesta aproximagao

. AR €|| T M(TU)
= " - ~ —1.531. 2
i A(1/C) ~ oy re M(r) o3 (5:25)

Na Fig. 5.5, mostramos a funcao

AR

Y(t) = NGk

calculada numericamente por meio da Eq. (5.21). No limite de ¢ grande,
U(t) — —1.4s, em bom acordo com (5.25). Este resultado indica que para
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Figura 5.5: W¥(¢) vs. t obtido quando admitimos uma relaxagao exponencial
do angulo do diretor perto da superficie orientada.

V > V., o angulo de inclinagdo relaxa para 7/2 numa camada superficial
cuja espessura ¢ da ordem de um comprimento tipico [ que, é por sua vez,
da ordem do comprimento de coeréncia &. A relaxacao é exponencial, como
sugerido por [56].

Finalmente, vamos considerar a corrente fluindo no circuito. Antes de
mais nada, lembramos que como a amostra é um paralelo de uma resisténcia
e um condensador, a Eq. (5.15) pode ser considerada como I(t) = Ig + I¢,
em que I e Io sdo definidos na Eq. (5.5). Na Fig. 5.6, Ic é mostrado no
intervalo de tempo préximo ao tempo equivalente a transicao de Fréedericksz.
Para t < t., Ic = kC| (linha tracejada) e comega a mudar em ¢t = ¢.. Para
t >>t., Ic — k() (linha pontilhada).

Na Fig. 5.7, a corrente [r(t) ¢ mostrada para o mesmo intervalo. Para
t < t., Ig = V(t)/R,. Para t > t., Ig(t) apresenta um pico correspon-
dente a um salto na capacitancia, como previsto na analise idealizada desen-
volvida anteriormente. Depois disso, seu comportamento é governado pela
contribuigao da resisténcia e tende a V' (t)/R).

A descontinuidade de Ir em t = t, é dada por

Alp = 26a§f€
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Ic(t) (10°A)

Figura 5.6: I¢(t) vs. t perto do tempo critico t.. Para t < t., Io(t) = kC|.
(linha tracejada); quando ¢t >> t., Io(t) — ~C) (linha pontilhada)

como segue de (5.20). A descontinuidade esta relacionada a existéncia do
valor critico para o fendémeno de reorientagao induzida por um campo externo.
Neste caso, 0y (t < t.) = 0 e 0y comega a mudar em ¢t = t.. Se a amostra
apresenta um angulo inicial, isto é, 6y # 0, a reorientagao é continua com o
campo, e Ig(t) é uma func¢ao continua em ¢, apresentando um méximo em
t =t.[57].

O que investigamos neste capitulo foi a dependéncia da corrente com
a voltagem aplicada de uma célula neméatica para uma voltagem externa
variando linearmente com o tempo, na aproximagao quase-estatica. Calcu-
lamos a contribuicao da corrente relacionada a reorientacao das moléculas
nematicas quando a voltagem externa ultrapassa a voltagem critica para a
transicao de Fréedericksz. De acordo com a andlise apresentada, a corrente
no circuito externo apresenta uma descontinuidade no valor critico. Essa
descontinuidade desaparece se a amostra apresentar um angulo inicial, sendo
neste caso o efeito de reorientacao um fenémeno continuo. Esta analise foi
realizada para o caso de ancoramento forte, sendo que, para este caso, a su-
perficie impoe as moléculas do neméatico uma orientagao planar para todos
os valores do campo aplicado. Neste sistema, a resisténcia R e a capacitan-
cia C, da célula nemaética, tendem a ser aquelas de uma amostra orientada
homeotropicamente, R e C|, mas nunca alcancam tais valores. A anilise
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10

IR(H) (10°A)

t(s)

Figura 5.7: Ig(t) vs. t perto do tempo critico t.. Para t < t., Ir(t) =
V(t)/R. (linha pontilhada). Para t >>t., Ir — V(t)/R) (linha tracejada).

na aproximagao quase-estatica pode ser facilmente generalizada para o caso
de ancoramento fraco. Para esta situacao, R e C' alcancam R e C| na sat-
uracao do campo [21]. Sendo assim, a anéalise da dependéncia da corrente
com a voltagem permite-nos também obter informacoes sobre a intensidade
do ancoramento numa dada amostra liquido-cristalina.
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Capitulo 6

Medida de corrente e
caracterizacao dielétrica de um
nematico

Discutiremos, neste capitulo, a caracterizagao dielétrica de um cristal
liquido por meio da medida da corrente elétrica fluindo no circuito. Alguns
circuitos elétricos sao analisados focando a atencao no papel da resisténcia
sobre a qual a queda do potencial é medida, mostrando que o modelo funciona
bem quando a voltagem maxima aplicada esta abaixo da voltagem critica
para a transicao de Fréedericksz.

6.1 Nocgoes gerais

Cristais liquidos nemaéticos em orientacao homogénea, na auséncia de
um diretor orientado por um campo elétrico, comportam-se como um meio
dielétrico linear [13|. Isto significa que os parametros fisicos descrevendo
a conducgao elétrica e a polarizacao elétrica no cristal liquido sujeito a um
campo externo sao a condutividade elétrica e a constante dielétrica [2]. Aque-
les pardmetros podem ser determinados preparando-se uma amostra uni-
formemente orientada, por meio de um tratamento apropriado de superfi-
cie [58], e submetendo-o a uma bateria, cuja fem varia com o tempo de forma
arbitraria [52, 53|. Pela medida da corrente elétrica no circuito contendo a
célula, e admitindo que a amostra é equivalente a um circuito elétrico, é pos-
sivel determinar a condutividade e a constante dielétrica do cristal liquido.
Entretanto, o circuito equivalente nao é univocamente determinado, e de-
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pende do grau de aproximacao do problema [48, 59, 60]. Em particular,
admitindo que o cristal liquido seja orientado por meio de um polimero de-
positado sobre os eletrodos, o problema ¢é se esta camada de superficie de-
sempenha ou nao algum papel. A corrente no circuito contendo a célula é
determinada mendindo a variagao do potencial sobre uma resisténcia externa
em série com a amostra, a qual é suposta desprezivel com relacao a resisténcia
da célula.

Sendo assim, investigaremos aqui, o papel que a resisténcia externa tem
sobre a corrente que atravessa a célula de cristal liquido nemético quando a
voltagem externa é uma funcao genérica do tempo. Em nossa analise, admi-
timos que o cristal liquido nemético pode ser descrito, do ponto de vista
elétrico, por meio da condutividade elétrica e da constante dielétrica, in-
dependente da voltagem aplicada. Esta suposicao implica que se o cristal
liquido tem uma anisotropia dielétrica positiva, a célula esta orientada de
forma homeotropica; se a anisotropia dielétrica é negativa a célula é ori-
entada de forma planar. No caso oposto, em que a anisotropia dielétrica é
positiva e a amostra nematica estd num alinhamento planar, ou a anisotropia
dielétrica é negativa e a amostra estd num alinhamento homeotrépico, nossa
analise é valida para uma aplicacao de voltagem menor que a voltagem critica
para a transi¢ao de Fréedericksz [13], de tal forma que nao ha reorientagao in-
duzida pelo campo elétrico aplicado como discutimos no capitulo precedente.
De fato, caso V' > V., o campo externo induz uma reorientacao do cristal
liquido, que é responsével por uma variagao das componentes dos tensores
condutividade e dielétrico ao longo da normal a superficie, que depende do
campo externo. Neste caso, o cristal liquido neméatico nao pode ser consid-
erado como um meio linear, e uma analise diferente tem que ser realizada
para investigar a dependéncia da corrente com a voltagem aplicada. Esta
observacao vale, em particular, quando o cristal liquido neméatico esté ori-
entado, na auséncia do campo externo, em um angulo diferente de 0 e 7/2
em relagao a normal & superficie. Por esta razao, a analise que apresentare-
mos é valida para cristais liquidos nemaéticos orientados em forma planar ou
homeotrépica. Apresentaremos, no decorrer deste capitulo, alguns circuitos
elétricos equivalentes para a célula de cristal liquido. Comecaremos com
o caso simples no qual a amostra pode ser admitida como um paralelo de
uma resisténcia e uma capacitancia em série com uma resisténcia externa,
de acordo com a aproximagao fenomenolédgica simples [61]. Neste caso, uma
expressao para a corrente através da amostra pode ser obtida por meio do
método de Lagrange para resolver a equagao diferencial do problema [62].
Do mesmo modo, uma expressao para o tempo de relaxacao do problema é
também obtida. Também apresentaremos o caso no qual um polimero deposi-
tado sobre os eletrodos é responsavel por uma resisténcia e uma capacitancia
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adicionais. Nesse contexto, admitindo que a resisténcia externa é desprezivel
em comparagao aquela das amostras, uma expressao para a corrente pro-
duzida por uma dada fem da bateria é deduzida de forma analitica. Uma
discussao sobre o tempo de relaxacao para este circuito elétrico equivalente
¢ também realizada. Depois disso, consideraremos a presenca do polimero e
da resisténcia externa. A expressao da corrente é obtida por meio da técnica
da transformada de Laplace. As dependéncias dos tempos de relaxagao com
a resisténcia externa sao investigadas. O caso em que a voltagem externa é
uma funcao periddica do tempo é considerado. Além disso, comparamos a
previsao do modelo com os dados experimentais relevantes para uma célula de
5CB, orientada de forma planar por meio de um tratamento de superficie com
polypyrrole |63]. Resultados preditos pelo modelo e os dados experimentais,
quando a voltagem maxima aplicada é menor que aquele valor critico para a
transigao de Fréedericksz, estao de acordo. O mesmo nao acontece quando
a reorientagao do cristal liquido nematico induzido pela voltagem aplicada
tem lugar. Nesse caso, o acordo entre o modelo e os dados experimentais é
um pouco pobre.

6.2 Circuitos elétricos equivalentes simples

Vamos imaginar primeiramente que a amostra sob investigacao possa ser
aproximada como tendo um cristal liquido unicamente, com uma resistén-
cia elétrica, Rp, levando em conta as perdas, e uma capacitancia, C'g, em
paralelo a Rp. Nos indicamos por I(Rg) e I(Cp) a corrente em Rp e
Cp, respectivamente, (g é a carga elétrica sobre Cpg, I é a corrente total
no circuito, e V' a fem da bateria. Lembrando das relagoes do eletromag-
netismo [ = I(Cg) + I(Rp), Rgl(Rp) = Qp/Ch, ¢ a relagao de Kirchoff
V = Rpl(Rp) + Rol, em que Ry ¢ a resisténcia externa. Levando em conta
que I(Cp) = dQp/dt, a relacao de Kirchoff torna-se

dQp Ap V
—_— = — -1
dt | RuCp T (6.1)

em que R, = RoRp/(Ro+ Rg). A Eq. (6.1) tem de ser integrada supondo
que @p(0) = 0. Usando a técnica de Lagrange [62], temos

1 t
Qpt) = ﬁet/Tqu V(u)e“/Teqdu, (6.2)

0

em que 7., = R.,Cp. Segue que a corrente no circuito externo para a equagao
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reportada acima, é dada por

I(t) = Rio {V(t) + (% - %) e~ t/Tea /Ot v(u)eu/Teqdu} (6.3)

em que 7 = RpCp. No caso em que V(t) é um degrau de amplitude Vj, a
Eq. (6.3) pode ser reescrita como

1) = }Z‘; {1 + 7, <1 - 1) (1- et/feq)} . (6.4)

B Teq

De (6.4) segue que o tempo de relaxac¢ao para os fendmenos sob investigacao
¢ dado por 7., = R.,Cp e depende de R,.

Como uma segunda aproximacgao, levaremos em conta a presenca de
polimero depositado sobre os eletrodos, mas desprezando inicialmente a re-
sisténcia externa, Ry. Tais polimeros impoem uma orientacao preferencial
as moléculas proximas a ele. Um parametro caracteristico do tratamento
da superficie é a intensidade da energia de ancoramento, que depende da
interacao das moléculas neméaticas com as moléculas do substrato e da sime-
tria da fase neméatica na superficie. Também depende das cargas elétricas
existentes na superficie. Em particular, a existéncia de carga elétrica na su-
perficie modifica a intensidade da energia de ancoramento da qual a voltagem
critica é dependente. Por essa razao, conhecer as caracteristicas e o funciona-
mento do substrato depositado na superficie é de fundamental importancia.
O polypyrrole ¢ um dos mais usados monomeros para a preparagao de ma-
teriais poliméricos eletrocondutores. Dentre as vantagens do seu uso temos:
facil acesso, polimerizacao por oxidacao quimica ou eletroquimica, boa con-
dutividade e estabilidade quimica [64]. No6s indicamos por Rp, Cp e Rg, Cg
a resisténcia e a capacitancia do cristal liquido e da camada superficial do
polimero depositado para orienta-lo, respectivamente. Temos que a corrente
total no circuito externo é dada por I, enquanto as correntes de condugao
e deslocamento nos elementos formando o circuito elétrico sao dadas por
[(RB), I(CB) = dQB/dt, [(Rs), e [(Cs) = dQs/dt, em que QB e QS Sa0 as

cargas elétricas sobre Cp e Cg, respectivamente. Temos assim as relagoes

I'=1(Rp) +I(Cp) = I(Rs) + 1(Cs), (6.5)
Rul(Rp) — g’;, Rel(Rs) — gz, (6.6)
V(t) = g—g g—j (6.7)
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em que V() é a fem da bateria. Neste caso, como discutido em [64], seguindo
passo a passo a analise reportada acima, é possivel mostrar que a corrente
no circuito externo é dada por

t
I(t) = 70303 o1 o1 e—t/Tp/ e“/TPV(u)du
Cp+ Cs B Tp TS T 0

¥ <i+i—l> V(t)+i—¥}, (6.8)

B TS Tp
em que
RpRs

Rp + Rs
A expressao (6.8) é valida para todos os V(¢). Como no caso considerado
acima, 7, desempenha o papel de tempo de relaxagao para o sistema. Ele ¢é,
neste sistema, uma propriedade intrinseca da amostra, dependendo do cristal
liquido e do tratamento de superficie.

T = RSCS e T = (CB + Cs) (69)

6.3 Circuito elétrico equivalente efetivo

Consideremos, agora, o caso geral em que a camada superficial e tam-
bém a resisténcia Ry sao levadas em conta [60]. Como antes, indicamos
por: (1) Rg e Cs as resisténcias equivalentes e a capacitancia das duas ca-
madas superficiais; (2) Rp e Cp a resisténcia e a capacitancia referentes ao
cristal liquido; (3) I(Rs), I(Cs), I(Rg), I(Cg) as correntes em Rg, Cg, Rp
e Cp, respectivamente. As relagoes I = I(Rg) + [(Cs) = I(Rp) + I(Cpg),
RsI(Rs) = Qs/Cs e Rgl(Rp) = Qp/Cp obviamente valem. Levando em
conta que I(Cs) = dQg/dt e [(Cp) = dQp/dt, temos

Qs | dQs  Qp dQp

I(t) = = : 6.10
0= Rees Tt " RuCy " at (6.10)
Finalmente, para a lei de corrente de Kirchoff, temos
Qs  Op
V(t) = =— 4+ =+ Rol(1). 6.11
(1) = T2 + 2+ Rl(t) (6.11)

As Egs. (6.10) e (6.11), com as condigoes de contorno Qs(0) = Qp(0) = 0,
resolvem o problema. Por meio da Eq. (6.10) podemos reescrever a Eq.
(6.11) como [62]

V(t) = Rol(t) + /t H(t —t)I(t")dt, (6.12)
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em que o kernel (nicleo) H(t —t') é definido por

H( /) ef(tft/)/Ts e*(tft/)/TB (6 13)
t—t) = n , .
Cs Cp

em que 79 = RgCs e T3 = RpCp sao as constantes de tempo da camada
superficial (do filme polimérico) e do cristal liquido, respectivamente. A Eq.
(6.12) é uma equacao integral do tipo Volterra. Para calcular a Eq. (6.12),
usamos a transformada de Laplace. Por meio do teorema de convolugao, da
Eq. (6.12) temos V[s| = RoI[s] + H]s]I[s], em que V[s], I[s] e H[s] sao
as transformadas de Laplace de V (¢), I(t), e H(t), respectivamente. Como
segue da Eq. (6.13),

1 1

Hls] = Cp(s+up) + Cs(s + ug)

(6.14)

onde introduzimos up = 1/75 e usg = 1/75. Operando de maneira padrao

obtemos
f[s]:V;j] (1+ A | B ) (6.15)

S — 851 S — S

em que s; € S sao as solucoes das equacoes
RoCpCs(s+up)(s+ us) + Cs(s + us) + Cp(s +ug) =0, (6.16)

e as constantes A e B sao dadas por

1 S1+up S1 + Us 1
A= ——
Ry < Cs * Cp ) 51— 59
1 So+up So + Ug 1
B = — 6.17
+Ro ( Cs * Cp ) S1 — 52 ( )

A transformada de Laplace de 1+[A/(s—s1)]+[B/(s—s2)] € 0(t)+Aexp(sit)+
Bexp(sat), em que §(t) é a fungao de Dirac. Consequentemente, a solugao da
Eq. (6.12) ¢

V() 1

I(t) = —2 + —
O ="%"*&

t
/ V(t{Aes ) 4 Bes2tqy’, (6.18)
0

No caso simples em que V() é um degrau de amplitude Vp, da Eq. (6.18)

temos ” . ot . oot
I(t)zo{l—(A ¢ 4p—° )} (6.19)
Ro S

1 52

Os parametros s; 2 sao negativos. Consequentemente, as quantidades 719 =
—1/s12 sado positivas, e da Eq. (6.19) desempenham o papel de tempo de
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relaxacdo. Da Eq. (6.19), levando em conta as defini¢des de A e B na Eq.
(6.17) e de s;.9, segue que

](O)ZEe lim I(t) Vo

A — 6.20
RQ t—o0 Ro + RB + Rs ( )

como esperado. Sendo |s1| >> |s|, segue que 7 << Ty, e daqui temos que o
tempo de relaxacao real é 7. Da definicao de s; 9 segue que, para Ry — 0,

C’BCS 2
= 2——"" R O(R
T1 Cp + Cs o + O(Ryg),
RpRg
= — . 21
T Ro 1 s (Cp+ Cs) + O(Ry) (6.21)

Da Eq. (6.21) deduzimos que para Ry — 0, 14 — 0 e 5 — 7, dado pela
Eq. (6.9).
Na Fig. 6.1 as dependéncias de 171 e 75 com R sao mostradas.

6.4 Papel da resisténcia externa na medida da
corrente

Em experimentos usuais, a voltagem aplicada é uma funcao linear do
tempo de tal maneira que todos os desvios do comportamento linear do sis-
tema podem ser facilmente observados e relacionados a impurezas de ions
dissolvidos no cristal liquido. Nesta anélise, desprezamos a presenca dos
fons, admitindo que o cristal liquido é extremamente puro. Se esta condigao
nao for cumprida, o sistema nao se comporta como um sistema linear e a
andlise é mais complicada [49, 65, 66]. Admitimos, também, que a fem da
bateria externa é do tipo

V(t) = K{t(V[t]-V[t—=T))+ Q2T —t)(V[t—=T)-V[t—=3T])+ (t—4T)V[t—3T|}

(6.22)
em que V[z]| é a funcdo degrau: V[z] = 0, para x < 0, e V[z] = 1, para
x> 0,e K =V,/T, tal potencial pode ser visto na Fig. 6.2. Na Fig. 6.3a,
comparamos a corrente no circuito calculada de acordo com a Eq. (6.8),
I(t; Ry = 0) em que a resisténcia externa nao foi considerada, com a mesma
quantidade calculada por meio da Eq. (6.18), em que a presenga de Ry é
levada em conta, I(t; Ry). Na Fig. 6.3b mostramos, para um dado conjunto
de parametros do circuito, a dependéncia do tempo de AI(t; Ry) = I(t; Ry) —
I(t; Ry = 0). Finalmente, na Fig. 6.4a comparamos o grafico paramétrico de
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Figura 6.1: Tempos de relaxacao (a) 7, e (b) 7 dados pela Eq. (6.21) vs. a
resisténcia externa Ry. As curvas foram construidas para 7' = 50s, V5 = 10V,
Rp =10°Q, Rg = 1072, O = 107F e Oy = 107°F.
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Figura 6.2: V(t) vs. t, como dado pela Eq. (6.22).

I(t; Ro) e I(t; Ry = 0) versus V(). Tal curva esta conectada com a poténcia
dissipada por ciclo na célula. Se a tensao aplicada for uma funcao senoidal
do tipo

V(t) = Vosen(wt), (6.23)

em que Vy é a amplitude e w = 27 f é a frequéncia angular, por meio das
Egs. (6.8) e (6.18) podemos determinar /(t; Ry = 0) e I(t; Ry). A comparagao
entre as duas solugoes é reportada na Fig. 6.5a, enquanto que na Fig. 6.5b
¢ mostrado, para um conjunto de parametros do circuito, a dependéncia no
tempo de AI(t; Ro) = I(t; Ry)—1(t; Ry = 0). A curva paramétrica de I(t; Ry)
e I(t; Ry = 0) versus V (t) é também mostrado na Fig. 6.4b. Observe que no
estado estacionario a curva paramétrica é uma elipse, como deve ser. Para t
pequeno, a influéncia do termo transiente é importante, e é responsével pela
primeira parte da curva.

Muito frequentemente, a investigacao dielétrica da célula é realizada por
meio da técnica de espectroscopia de impedancia [67]. De acordo com esta
técnica, a amostra sob investigacao é submetida a uma voltagem externa
de frequéncia angular w, e a corrente fluindo no circuito ¢ medida, para
uma amplitude fixada Vj, versus w. Se a amostra comportar-se como um
sistema linear, a corrente sera proporcional & voltagem aplicada, mas fora de
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Figura 6.3: (a) I(t, Ro) (linha solida) e I(t; Ry = 0) (linha pontilhada) vs. t;
(b) AI(t; Ry) = I(t; Ro)—I(t; Ry = 0) vs t, para Ry = 10°0. As curvas foram
obtidas para T = 50s, Rg = 10°Q, Rg = 1072, O = 107 °F e Oy = 107°F.

fase, de uma dada quantidade, que depende da resisténcia e capacitancia do
circuito [61]. Neste caso, é geralmente introduzido o conceito de impedéancia
elétrica Z = V/I. A parte real de Z é equivalente a resisténcia, R, e a
parte imaginaria é equivalente a reatancia, X, da célula. No caso em que a
resisténcia Ry é desprezada, um célculo simples da para R e X as expressoes

Rgp Rg
R(Ro=0) = 1007007 T T3 wjms)?
X(By=0) = — (w/wp)Rp + (w/ws)Rs + (W* /wpws)[(Rp/wp) + (Rs/ws)]

(1+ (w/wp)?)(1 + (w/wp)?)
(6.24)
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Figura 6.4: Plot paramétrico de I(t; Ry) (linha pontilhada) e I(¢; Ry = 0)
vs. V(t), para Ry = 10°Q (a) O mesmo quando (6.23) vale. (b) Os outros
parametros sao os mesmo que na Fig. 6.3.

em que wp = 1/(RpCp) e ws = 1/(RsCs) sao as frequéncias de relaxacao do
volume e da camada superficial, respectivamente, e coincidem com upg e ug
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Figura 6.5: I(t; Ry = 0) (linha solida) e I(t; Ry) (linha pontilhada) (a) e
Al(t; Ry) = I(t; Ry) — I(t; Ry = 0) vs. t, quando o potencial é dado por
(6.23), para Ry = 10°Q (b). Os parametros externos sao os mesmos da
Fig. 6.3.

introduzido anteriormente. Quando Ry é levado em conta, temos R(Ry) =
R(Ry=0)+ Ry e X(Ro) = X(Ry=0). A dependéncia com a frequéncia de
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R(Ry) é comparada com aquela de R(Ry = 0) na Fig. 6.6a, enquanto que na
Fig. 6.6b mostramos a dependéncia com a frequéncia de X. As tendéncias
sao aquelas bem conhecidas [61]. Observe que, para w — oo, R(Ry) — Ry
e R(Ry = 0) — 0. E de algum interesse comparar o angulo tangente da
corrente versus a voltagem, definido por D = —X/R para os dois circuitos.
Esta comparacgao é reportada na Fig. 6.6c. Observe a presenca do méaximo
de D. Para w — oo, o sistema comporta-se como uma resisténcia pura, e D
se anula.

6.5 Comparacao com dados experimentais

Para comparar nossa previsao tebrica com os dados experimentais, con-
sideramos uma amostra de 5CB, orientada de forma planar por meio de um
tratamento de superficie com polypyrrole, como descrito em [64]. Para este
cristal liquido a voltagem critica induz reorientagao nematica, V, = w1/ K/¢,,
em que K é a constante elastica e €, a anisotropia dielétrica [13], e é da ordem
de 1.5V. A medida ¢é realizada como descrita em [64], em que Ry = 10°Q.
A espessura da amostra é 23um, e a area de superficie 2.25cm?. A espessura
da orientagao do material ¢ 60nm. Neste caso, a presenca do polypyrrole,
no que concerne ao circuito elétrico equivalente, pode ser desprezada, e a
Eq. (6.18) se torna:

t
I(t) = Rio {Vo(t) - Roch /0 %(t’)e‘(t‘””dt’}, (6.25)

em que 7 = Cp[RyRp/(Ry+ Rp)] ¢ o tempo de relaxagao para o circuito que
estd sendo considerado.

Na Fig. 6.7a (linha solida), o caso Vj = 1.5V e T' = 2.5s ¢ consider-
ado. Nesta situagao, V (t) < V. para todo t. O acordo entre as predigoes do
modelo e os dados experimentais é razoavelmente bom. Do melhor ajuste
determinamos R = 10MS2 e Cg = 5.3uF. Ao levarmos em conta os valores
da espessura da amostra e da area superficial, encontramos que a condutivi-
dade do cristal liquido ¢ ¢ = 107%Q"'m~! em acordo com aquele reportado
em [2]. A constante dielétrica relativa ¢ encontrada como sendo da ordem
de 6x10%. Este valor razoavelmente grande esta provavelmente relacionado
aos fons conectados a presenca do polypyrrole como discutido em [64]. Para
comparagao, na Fig. 6.7a (linha tracejada) é também mostrado o caso em que
Ry = 0, obtido da Eq. (6.18) quando Rg — 0, isto é, quando o polypyrrole
pode ser desprezado, e Rg = 10MS2 e Cp = 0.6uF. Na Fig. 6.7b, analisamos
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o caso em que Vo = 3V e T = 12.5s. Agora, o acordo entre a teoria e o mod-
elo é pobre, porque o efeito reorientacional é responsavel por uma variagao
da resisténcia e da capacitancia do cristal liquido como vimos no capitulo 5.
Segue que, embora o meio liquido-cristalino seja um material linear, nao é
possivel descrever a célula nematica em termos de uma resisténcia e de uma
capacitancia, independente da voltagem [68].

Analisamos, neste capitulo, a influéncia da resisténcia externa na medida
da corrente de uma amostra conectada a uma bateria. Consideramos os casos
linear e senoidal e determinamos os tempos de relaxagao dos sistemas, com
e sem a resisténcia externa. Também investigamos a influéncia da resistén-
cia externa sobre a espectroscopia de impedancia da amostra e mostramos
que sua presenca pode ser responsavel por uma tendéncia nao monotdnica
do angulo tangente da corrente com relagao a voltagem aplicada versus a
frequéncia. Da nossa analise concluimos que somente quando a resisténcia
externa é desprezivel em relagao a da célula uma descrigao teérica dos da-
dos experimentais em que ela nao é considerada representa uma aproximagao
razoavel. Se nao, despreza-la pode ser uma fonte de erro na estimativa da cor-
rente e, assim, também da caracterizacao dielétrica do material investigado.
Comparamos nossos resultados com os dados experimentais de uma amostra
de cristal liquido nematico em orientacao planar, e discutimos a influéncia da
resisténcia externa para os valores do melhor ajuste. Dos resultados obtidos,
uma descricao da amostra nemética em termos da resisténcia elétrica e ca-
pacitancia é possivel unicamente se a voltagem aplicada for muito menor que
aquela necessaria para a orientagao nemética. Nossos resultados podem ser
aplicados a todos os materiais lineares aos quais forem possiveis definir uma
constante dielétrica e uma condutividade independentes do campo elétrico.
Em particular, a Eq (6.18) permite-nos calcular a dependéncia da corrente
total no circuito para qualquer voltagem externa dependente do tempo.
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Figura 6.6: (a) Dependéncia com a frequéncia de R(Ry) (linha pontilhada)
e R(Ry = 0) (linha solida) e (b) de X. (c) Dependéncia com a frequéncia da
tangente do angulo da corrente D = —X /R para R(Ry) (linha pontilhada) e
R(Ry = 0) (linha solida). As curvas foram obtidas para T = 50s, Vj = 10V,
Ry = 1049, Rp = 1069, Rg = 2X105Q, Cp = 107CF e OS = 107SF.
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I(t) (RA)

It (LA)

Figura 6.7: Corrente fluindo no circuito, I(t), para o caso V5 = 1.5V e
T = 2.5s (a) e para o caso de Vj = 3V e T" = 12.5s (b). Os quadrados
representam os dados experimentais e as linhas sélidas a previsao teodrica do
modelo[68].
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Capitulo 7

Conclusoes

Nesse trabalho, calculamos as constantes elasticas num sistema liquido-
cristalino na fase nemaética, admitimos que a interagao responsavel pelo surg-
imento da fase é unicamente do tipo quadrupolar. H4 poucos anos o mesmo
problema foi analisado [44], mas ao invés de se considerar um volume de in-
teracao de forma elipsoidal, tinhamos um volume de interacao esférico. Para
o volume de interacao esférico foi demonstrado que, quando o volume possui
essa forma que é similar & das moléculas, todas as constantes elasticas sao
identicamente nulas. Entretanto, quando consideramos uma blindagem para
a interagao intermolecular, isto é, uma lei de interagao com decaimento espa-
cial muito brusco, as constantes elasticas nao sao nulas, mas sim negativas.
Nesse tipo de sistema a interagao intermolecular sozinha nao pode dar origem
a fase nematica do cristal liquido.

Como mostramos nesse trabalho, o mesmo resultado é obtido para uma
situacao mais realistica. De fato, ao considerar um volume de interagao de
forma elipsoidal e um potencial (quadrupolar), que leva em conta um efeito
de blindagem, é possivel mostrar que as constantes elasticas nao sao nulas.

A introdugao de um volume de interacao anisotropico permite uma in-
vestigacao detalhada do comportamento das constantes elasticas como uma
funcao da anisotropia, anisotropia esta representada pela excentricidade e
do volume elipsoidal. As constantes elésticas K1, = K33 sao negativas para
e = 0 (aproximagao esférica), e uma fungdo monotonicamente crescente de
e para e — 1, ou seja, elas tornam-se positivas para valores fisicamente
significativos da excentricidade. J& para a constante eldstica de superficie
Koo + Koy, ela sempre sera negativa, independentente do valor da excentrici-
dade; a constante elastica de splay—bend, K3, que € positiva na aproximagao
esférica, torna-se negativa para e 2 0,5. Finalmente, a constante elastica de
twist, K9, é positiva na aproximacao esférica mas muda de sinal e é encon-
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trada como sendo uma fun¢ao motonicamente decrescente da excentricidade.
A conclusao geral é similar e muito aquelas obtidas na aproximacao esférica
do volume de interagao. O modelo pseudomolecular mostra que a energia de
interacao sozinha nao pode dar surgimento a fase nematica porque algumas
das constantes elésticas de volume podem tornar-se negativas para valores
fisicos significativos da excentricidade, indicando assim que as moléculas nao
tém nenhuma tendéncia a alinharem-se ao longo de uma direcao comum,
como necessita ter a fase nemética.

Também investigamos neste trabalho a dependéncia da corrente com a
tensao aplicada apresentada pela curva (V) de uma célula nematica sub-
metida a uma voltagem externa. Tal voltagem varia linearmente com o
tempo, na aproximacao quase-estatica. Calculamos a contribuicao na cor-
rente relacionada a reorientagao das moléculas nematicas quando a voltagem
externa supera a voltagem critica para a transigao de Fréedericksz. De acordo
com a analise apresentada, vimos que a corrente no circuito apresenta uma
descontinuidade para o valor critico do potencial. Esta descontinuidade de-
saparece se a amostra apresentar um angulo de inclinagao inicial, sendo que
nesse caso o efeito reorientacional é um fenémeno continuo. Realizamos nossa
analise para o caso de ancoramento forte, onde a interacao de superficie impoe
uma orientacao planar as moléculas da superficie para todo campo aplicado.
Neste sistema, a resisténcia R e a capacitancia C', da célula nematica, tendem
a ser aquelas de uma célula nemaética orientada homeotropicamente, | e C),
mas nunca atingem aqueles valores. A anélise na aproximacao quase-estética
pode ser facilmente generalizada para o caso de ancoramento fraco. Nesta
situacao, R e C' alcangam R e (|, na saturacao do campo. Dessa forma, a
analise das caracteristicas de corrente-voltagem permite-nos também obter
informagoes sobre a intensidade do ancoramento.

Analisamos também a influéncia da resisténcia externa sobre a medida da
corrente em uma amostra abastecida por uma fonte externa (bateria). Con-
sideramos o caso de um potencial linear e senoidal, determinamos para esses
sistemas o tempo de relaxagao com e sem a resisténcia externa. Investigamos
a influéncia da resisténcia externa sobre a espectroscopia de impedéancia da
amostra, e mostramos que sua presencga pode ser responsavel por uma tendén-
cia nao monotonica do angulo tangente da corrente com relagao a voltagem
aplicada versus a frequéncia. De acordo com nossa anélise, unicamente no
caso em que a resisténcia externa é desprezivel com relacao a resisténcia
da célula, uma descricao teédrica dos dados experimentais no qual ela nao é
considerada representa uma razoavel aproximagao. Se nao, despreza-la pode
ser uma fonte de erro na estimativa da corrente, e assim a caracterizagao
dielétrica do material investigado. Comparamos nossos resultados com os
dados experimentais relevantes para uma amostra de cristal liquido nematico
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em orientagao planar, e discutimos a influéncia da resisténcia externa sobre
os valores para o melhor ajuste dos parametros. De acordo com nossos resul-
tados, uma descricao da amostra nemética em termos da resisténcia elétrica
e da capacitancia é possivel unicamente se a voltagem aplicada for menor
que aquela para a orientagao nematica. Nossos calculos se aplicam a todos
os materiais lineares para os quais é possivel definir uma constante dielétrica
e uma condutividade independente do campo elétrico. Em particular, a Eq.
(4.42) permite-nos calcular a dependéncia com o tempo da corrente total no
circuito, para alguma voltagem externa dependente do tempo.

A extensao natural deste trabalho consistem em levar em conta o efeito
de reorientacao, discutido no capitulo 5, sobre todo o quadro conceitual ap-
resentado no capitulo 6. Mais precisamente, devemos considerar Rg e Cp, a
resisténcia e a capacitancia do cristal liquido, como dependentes do tempo,
da mesma forma que fizemos no capitulo 4. Os calculos sao um pouco mais
dificeis, mas permitiriam descrever com maior propriedades os dados experi-
mentais relativos a amostra liquido-cristalinas submetidas a valores arbitrari-
amente grandes do campo elétrico.
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