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Resumo

Na primeira parte deste trabalho, as constantes elásticas de um cristal
liquido nemático são calculadas por meio do método pseudomolecular, que
permite conectar as propriedades macroscópicas com a interação intermole-
cular. Admitimos que a interação responsável pelo surgimento da fase é do
tipo quadrupolar, com um comprimento de blindagem governando o alcance
das forças. A análise revela que as constantes elásticas podem ser nega-
tivas, dando origem a instabilidades na ordenação molecular. Na segunda
parte, o efeito de reorientação do diretor nemático induzido por um campo
elétrico externo é considerado no cálculo da corrente elétrica que flui pelo
circuito equivalente. A variação no tempo da capacitância efetiva da célula é
equivalente a uma resistência pura, e é responsável por um pico de corrente
quando a voltagem aplicada supera a voltagem crítica para a transição de
Fréedericksz.

Na parte final, a caracterização dielétrica de um cristal líquido por meio da
medida da corrente elétrica fluindo no circuito é discutida. Alguns circuitos
elétricos equivalentes são analisados focando atenção no papel da resistência
externa sobre a qual a queda do potencial é medida, mostrando que o mo-
delo adotado funciona bem quando a voltagem máxima aplicada está abaixo
da crítica para a transição de Fréedericksz. Nossos resultados podem ser
aplicados a todos os materiais lineares aos quais forem possíveis definir uma
constante dielétrica e uma condutividade independentes do campo elétrico.
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Abstract

In the first part of this work, the elastic constants of a nematic liquid
crystal are calculated by means of the pseudo-molecular method, that allows
to connect the macroscopic properties with the intermolecular interaction.
We consider that the interaction responsible for the phase is the quadrupolar
one, with a screening length governing the ranges of the forces. The analysis
shows that the elastic constants can be negative, giving rise to instabilities
in the molecular order. In the second part, we take into account the effect of
induced reorientation of the nematic director for an external electric field in
the calculation of the electric current flowing through the equivalent circuit.
The variation in the time of the effective capacitance is equivalent to a pure
resistance, and is responsible for a current peak when the applied voltage
overcomes the threshold voltage for the Fréedericksz’s transition.

In the last part, the dielectric characterization of a liquid crystal by means
of the measure of the electric current flowing through the circuit is considered.
Some equivalent electrical circuits are analyzed, by focusing on the role of
the resistance over which the potential drop is measured. The analysis shows
that our approach works well when the maximum applied voltage is below the
threshold voltage for the Fréedericksz’s transition. Our results can be applied
to all linear materials for which is possible to define a dielectric constant and
a conductivity independent of the electric field.
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Capítulo 1

Introdução

A descoberta dos cristais líquidos ocorreu há cerca de cento e cinquenta
anos; no entanto, sua importância foi compreendida somente uns cem anos
mais tarde. Por volta de 1850, o químico Heintz, que estava estudando gor-
duras naturais, observou que quando aquecia estearina esta ficava nebulosa
a uma temperatura de 52oC, e completamente opaca em 58oC, e tornava-se
clara em 62, 5oC [1]. Aquelas observações são similares às outras realizadas
quarenta anos mais tarde, conduzindo à descoberta dos cristais líquidos.

Em 1854, os cientistas europeus Rudolf Virchow, Mettenheimer e Valentin
observaram que as fibras nervosas que estavam estudando, as quais formavam
uma substância fluida quando deixadas em água, exibiam um comportamento
estranho quando vistas utilizando luz polarizada [1]. Naquele tempo, eles
acreditavam que líquidos não poderiam exibir tal comportamento na presença
de luz polarizada, e ainda a substância claramente não era um sólido. Eles
não pensaram que estavam diante de um estado diferente da matéria; no
entanto, foram atribuídas a eles as primeiras observações de cristais líquidos.

Em 1877, o físico alemão Lehmann [Fig. 1.1 (esquerda)], um especialista
em cristais, desenvolveu um microscópio de luz polarizada equipado com
um sistema de aquecimento para investigar as transições de fase de várias
substâncias [2]. Ele encontrou que algumas substâncias (principalmente as
orgânicas) mudavam o seu aspecto de um líquido claro para um nebuloso
antes da cristalização. Lehmann verificou que na fase em que o líquido era
turvo a substância era um líquido homogêneo, mas que o seu comportamento
na presença de uma luz polarizada era igual ao comportamento de um cristal.
No entanto, não pensou que o líquido nebuloso era na realidade um novo
estado da matéria, mas pensou que estava observando uma transição de fase
imperfeita do líquido para o sólido.

A despeito desses resultados apresentados, a descoberta dos cristais líqui-
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dos é comumente atribuída ao químico austríaco Reinitzer [Fig. 1.1 (direita)].
Em 1888, F. Reinitzer notou que o benzoato de colesterila a 145, 50C não
apresentava um ponto nítido de fusão, mas tornava-se um fluido turvo, pas-
sando para um fluido transparente apenas a 178, 50C. Reinitzer chamou essa
fase intermediária de mesofase. Reinitzer, ciente dos trabalhos de Lehmann
e reconhecendo algumas conexões com o seu trabalho, enviou-lhe algumas
amostras e pediu que fizesse maiores investigações. Lehmann convenceu-se
de que o líquido nebuloso tinha um tipo original de ordem e eventualmente
ele pensou que fosse um novo estado da matéria o qual ele chamou cristal
líquido.

Nos anos seguintes, dois químicos alemães, Gattermann e Ritschker [3],
que produziram o primeiro cristal líquido sintético, p-axoxyanisole (PAA),
supriram Lehmann com uma série de substâncias líquido-cristalinas para
analisar e este observou que alguns cristais líquidos comportavam-se difer-
entemente de outros (aquelas fases distintas são conhecidas atualmente como
nemática e esmética). Lehmann também notou que um cristal líquido em
contato com uma superfície sólida reorienta-se para uma certa direção. Esta
observação foi de grande importância quando a primeira aplicação de cristais
líquidos em display foi realizada.

Figura 1.1: Otto Lehmann (1855-1922) (esquerda) e Friedrich Richard Kor-
nelius Reinitzer (1857-1927) (direita), pioneiros no estudo de cristais líquidos.

Na década de 1920, com a ajuda de um microscópio simples, G. Friedel
conseguiu compreender o arranjo espacial de moléculas que ele não pôde
distinguir (elas têm de 20 a 40 Å de comprimento). A partir da observação
de algumas linhas com alguns décimos de milímetros de comprimento, G.
Friedel deduziu a estrutura dos esméticos. Novamente isso se passa na escala
de alguns angstroms. Em 1922, G. Friedel publicou um trabalho em que
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descreve as diferentes fases de um cristal líquido. As linhas observadas no
cristal líquido por meio do microscópio são defeitos na estrutura, os quais
representam mudanças drásticas na direção da orientação. Também concluiu
que os esméticos têm uma estrutura em camadas. Sugeriu ainda que os
cristais líquidos podem ser orientados por um campo elétrico, o que é ainda
hoje um tópico de grande interesse.

A partir de 1922, uma base matemática para o estudo de cristais líqui-
dos foi desenvolvida por Oseen [4], que estudou as propriedades elásticas dos
cristais líquidos, Zöcher [5, 6], na Alemanha, que produziu um modelo con-
tínuo, e Frank [7], na Inglaterra, que produziu a teoria contínua dos cristais
líquidos.

O interesse em cristais líquidos diminuiu muito depois da segunda guerra
mundial por várias razões. Uma razão importante é que naquele tempo os
escritores dos livros textos de física não mencionavam a fase líquido-cristalina;
por isso muitos cientistas não estavam nem mesmo conscientes da existência
desses materiais. Outra razão é que muitas pessoas pensavam que todos
os problemas importantes sobre cristais líquidos tinham sido resolvidos. No
entanto, Fergason, um pioneiro no desenvolvimento de display de cristais
líquidos, sugeriu que a principal razão para a falta de interesse em cristais
líquidos era a sua aparente falta de aplicação [1].

A situação começa a mudar em 1957 quando Brown, um químico ameri-
cano, publicou um artigo revisando a fase líquido-cristalina [8], junto com o
trabalho de Chistakoff, na União Soviética, e Gray, na Inglaterra. A partir
daí, estava o interesse em cristais líquido renascido. Esses desenvolvimentos
foram seguidos por uma formulação de uma teoria microscópica do cristal
líquido por Maier [9] e Saupe [10].

Em 1968, os cientistas do RCA (Radio Corporation of America) mostraram
que uma camada fina de cristal líquido é capaz de mudar de nebuloso para
claro quando um campo elétrico é aplicado. Este foi o primeiro display de
cristal líquido [1]. Alguns anos mais tarde os displays de cristal líquido foram
usados em equipamentos operados com bateria, como por exemplo, relógios
e calculadoras.

Hoje, os cristais líquidos aparecem em muitas aplicações; no entanto, a
mais comum é ainda o display de cristal líquido na presença e ausência de um
campo elétrico. Os displays de cristal líquido são usados em muitos aparelhos
de uso diário, incluindo TVs e telas de computador, telefone celular, câmeras,
relógios, calculadoras e muitos outros aparelhos. Outra importante aplicação
dos cristais líquidos é em termômetros. Alguns cristais líquidos alteram a
sua cor quando variamos a temperatura; consequentemente, pela mistura de
diferentes componentes um instrumento pra medir temperatura num certo in-
tervalo pode ser construído. Tirando vantagem desta propriedade, aplicações
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importantes e práticas têm sido desenvolvidas em diversas áreas, tais como
medicina e eletrônica. Por exemplo, instrumentos de cristal líquido podem
ser fixados à pele para mostrar um mapa da temperatura. Isso pode ser útil
por causa de frequentes problemas de saúde, como o câncer, que tem uma
diferença de temperatura ao redor do tecido. Além dessas duas principais
aplicações, cristais líquidos têm uma variedade enorme de outros usos [11].

Nesses materiais líquido-cristalinos, moléculas ou agregados de molécu-
las podem apresentar arranjos estruturais com ordem translacional, orienta-
cional ou ambas. Neste sentido, a denominação de cristais líquidos para essas
mesofases advém do fato de elas possuírem propriedades de um líquido, como
fluidez, e de cristais, como ordenamento molecular.

Os cristais líquidos apresentam anisotropia em suas propriedades ópticas,
elétricas e magnéticas, semelhantes à de um sólido cristalino anisotrópico,
e propriedades mecânicas semelhantes aos líquidos, o que caracteriza sua
fluidez. São classificados em mesofases essencialmente pela sua simetria e
grau de ordenamento. Essas mesofases líquidos-cristalinas são caracterizadas
pelos graus de liberdade que as moléculas de cristais líquidos apresentam, por
meio das simetria de translação e rotação. Nesse sentido, as transições de fase
ocorrem pela quebra na ordem posicional e/ou orientacional das moléculas,
aumentando ou diminuindo seus graus de liberdade [12].

Os materiais que apresentam mesofases líquido-cristalinas se dividem em
duas categorias, de acordo com os parâmetros mais relevantes na transição
de fase: os termotrópicos e os liotrópicos. Essas características dos cristais
líquidos serão apresentadas no capítulo 2, o qual trata da descrição geral das
fases e também da ordem orientacional em meios nemáticos.

O objetivo do capítulo 3 é o de construir uma teoria que dê conta de como
é descrita a orientação molecular de um cristal líquido nemático. Por essa
razão, a construção da energia elástica dos nemáticos é feita com um certo
detalhe e um exemplo de como as constantes elásticas podem ser medidas
também é apresentado. Além disso, faremos também um breve comentário
sobre a constante elástica K13. Esta constante está ausente na teoria elástica
de Frank; sendo assim, torna-se necessário o uso de outra teoria, que também
será lembrada aqui, a teoria de Nehring-Saupe, no âmbito da qual surge tal
constante.

No capítulo 4, introduziremos o método pseudomolecular; esse modelo
molecular permite estabelecer uma conexão entre as constantes elásticas (pro-
priedade macroscópica) e a interação intermolecular responsável pela fase
nemática do cristal líquido (de natureza microscópica). Fazemos inicialmente
uma introdução ao método, com uma ressalva sobre as suas limitações. Em
seguida, aplicamos o método a uma interação do tipo quadrupolar em apro-
ximação elipsoidal para o volume molecular e para o chamado "volume de
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interação" obtendo o comportamento das constantes elásticas.
Estabelecidas, então, as condições para a orientação, os efeitos do campo

elétrico sobre a orientação molecular são analisados. Inicialmente, o efeito
da reorientação molecular sobre o sinal da corrente em uma célula nemática
é investigado na situação de ancoramento forte (capítulo 5). Ali, a célula
nemática é tratada como um circuito elétrico simples, formado por um re-
sistor R em paralelo com uma capacitância C. A corrente fluindo por esse
circuito é calculada na presença de uma tensão aplicada que varia linearmente
com o tempo. Demonstra-se, então, a existência de um pico na corrente. Esse
pico ocorre quando o valor da tensão aplicado supera o chamado valor crítico
para a transição de Fréedericksz.

No capítulo 6, circuitos elétricos equivalentes mais sofisticados são usados
para se determinar a corrente elétrica na amostra líquido-cristalina. Parti-
cular destaque é dado ao papel da resistência externa no sinal da corrente.
Este tipo de circuito e a sua análise são usados para se determinarem pro-
priedades dielétricas de filmes poliméricos que recobrem os eletrodos que
limitam a célula nemática.

O último capítulo é dedicado a algumas conclusões e a discussão de pers-
pectivas para a continuidade da análise desenvolvida neste trabalho.
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Capítulo 2

Características fundamentais dos

cristais líquidos

Apresentaremos, neste capítulo, as principais características dos cristais
líquidos. Serão mostradas as duas classes de cristais líquidos: termotrópicos e
liotrópicos. Atribuiremos uma maior atenção aos cristais líquidos termotrópi-
cos, em especial aos nemáticos.

2.1 Descrição geral das fases

Em geral, no ensino fundamental e médio, aprendemos que a matéria
existe em três estados: sólido, líquido e gasoso.

Na fase sólida, os átomos ou moléculas estão arranjados rigidamente em
torno de uma posição fixa, isto é, os átomos estão próximos uns dos outros
e formam um conjunto rígido. Os sólidos são frequentemente "anisotrópi-
cos": suas propriedades variam conforme a direção segundo a qual as me-
dimos. Por exemplo, a velocidade do som é diferente segundo a direção de
propagação. Nos cristais (uma forma "ideal" de sólido), os átomos estão
dispostos regularmente. A anisotropia do cristal vem do empilhamento orde-
nado dos átomos. Neste estado, as moléculas não possuem energia térmica
suficiente para vencer as forças de atração presentes no interior do material.
Consequentemente, os sólidos possuem forma bem definida e são difíceis de
deformar.

Ao aumentar a temperatura do sólido, fazemos sua energia cinética au-
mentar; sendo assim, as moléculas conseguem vencer as forças de atração
intermoleculares, de intensidade alta, presentes na fase sólida e, com isso,
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as moléculas, que antes ocupavam posições fixas, agora podem vagar entre
as demais moléculas do sistema: obtemos então a fase líquida. Devido a
essa mobilidade das moléculas, os líquidos são facilmente deformáveis e pos-
suem a tendência de adquirir a forma do recipiente que os contêm. Podemos
deformá-los facilmente com forças muito menores das que necessitaríamos
para a fase sólida, porém a densidade deles é muito próxima da correspon-
dente fase sólida. Eles são "isotrópicos": suas propriedades não variam,
qualquer que seja a direção da medida. Nos líquidos as moléculas não estão
fixas, mas em constante movimento (decorrente da agitação térmica). Os
líquidos são "desordenados".

Finalmente, na fase gasosa, as posições das moléculas não têm nenhuma
correlação entre si: a energia térmica é alta comparada com a energia po-
tencial que existe entre elas e, por esse motivo, o gás ocupa todo o volume
que o contém. Os gases também são "desordenados", e suas moléculas estão
muito mais afastadas umas das outras do que as dos líquidos. A densidade
dos gases é tipicamente da ordem de mil vezes menor do que a dos líquidos.
As forças intermoleculares são muito fracas. As únicas forças importantes
são as que ocorrem durante um choque entre as moléculas.

Esta classificação é demasiado resumida, sendo que somente as proprie-
dades mecânicas da matéria são levadas em conta. Com o avanço da ciência,
novos compostos e/ou novas fases são relatados com frequência na literatu-
ra [13, 14, 15]. Dessa forma, atualmente, emprega-se uma definição mais
rigorosa que leva em conta a disposição das moléculas no sistema. Nesta
nova definição, um líquido é um sistema em que não há ordem molecular de
longo alcance de espécie nenhuma e por cristal entende-se um sistema em
que os constituintes estejam dispostos periodicamente nas três direções do
espaço.

Em particular, certos materiais orgânicos não mostram uma transição di-
reta do sólido para o líquido, mas sim uma cascata de transições envolvendo
o aparecimento de novas fases; estes estados intermediários da matéria re-
cebem a denominação de cristais líquidos. O termo cristal líquido significa
um estado de agregação, o qual é intermediário entre o sólido cristalino e o
líquido amorfo. Como uma regra, uma substância nesse estado é fortemente
anisotrópica em algumas de suas propriedades (comportamento típico de um
sólido) e ainda exibe um certo grau de fluidez (comportamento típico de um
líquido), que em alguns casos pode ser comparado àquele de um líquido or-
dinário. Uma das primeiras observações de comportamento líquido-cristalino
ou mesomórfico foi feita por Reinitzer [16] e Lehmann [17]. Hoje em dia
conhecemos vários milhares de componentes que apresentam a fase líquido-
cristalina. Uma necessidade essencial para ocorrer o mesomorfismo é que
as moléculas possuam forma anisotrópica, tal como um bastão ou um disco.
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Dependendo da estrutura molecular, o sistema pode passar por uma ou mais
fases intermediárias antes de passar para a fase do líquido isotrópico [18]. Na
figura (2.1), temos uma ilustração da passagem da fase sólida para a líquida;
entre elas temos a fase líquido-cristalina.

Sólido
Cristal
Líquido Líquido

Figura 2.1: Ordenamento das fases.

Transições para aqueles estados intermediários podem ser obtidos por
processos térmicos (cristal líquido termotrópico) ou por influência do solvente
(cristal líquido liotrópico) [18]. Na sequência veremos esses dois processos,
bem como suas principais fases [19].

2.2 Classes dos cristais líquidos

Em geral, os cristais líquidos são subdivididos em dois tipos bem conheci-
dos: a classe dos liotrópicos e a dos termotrópicos. A seguir, expressaremos
como ocorre a transição de fase em cada classe, suas características, sua
composição química, sua concentração e quais suas principais fases.

2.2.1 Classe liotrópica

Nessa classe de cristal líquido, a maneira de induzir a transição de fase
é tanto por meio da "variação da temperatura" quanto pela variação da
"concentração do composto". Os cristais líquidos liotrópicos são compostos
de dois ou mais componentes. Geralmente, são sistemas constituídos por
uma mistura de solvente com moléculas anfifílicas (grupo de átomos que
têm afinidade elétrica com o solvente). Essas moléculas possuem cabeça
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hidrofílica (que é atraída pela água) e possuem uma cadeia carbônica hidro-
fóbica (que é repelida pela água). Um exemplo familiar de tais sistemas é o
sabão em água. Na Fig. 2.2, mostramos uma representação esquemática de
tal fase, mas temos outras formas de arranjo [18].

Figura 2.2: Fase lamelar e hexagonal do sabão.

Na fase lamelar, a água é ensanduichada entre a cabeça polar das camadas
adjacentes, enquanto a cauda, formada por ligações de carbono, é apolar [18].

Os cristais líquidos liotrópicos apresentam as seguintes mesofases: nemáti-

ca cilíndrica (exibe uma ordem orientacional das moléculas em forma de
cilindros, onde estas tendem a ser paralelas ao eixo diretor n), fase nemática

discótica (exibe uma ordem orientacional das moléculas em forma de disco,
onde estas tendem a ser paralelas ao eixo diretor n). A fase hexagonal1,
caracterizada por uma elevada concentração de solução, em que as moléculas
anfifílicas, de forma cilíndrica, formam uma estrutura hexagonal (ver Fig.
2.2), fase cúbica caracterizada por uma menor concentração de solução que
a "hexagonal", em que as moléculas formam uma estrutura cúbica2 (ver Fig.
2.3). Nessa fase as camadas são dobradas de maneira que formem unidades
esféricas, a cabeça polar ficando sobre a superfície da esfera e a cauda no
interior. As unidades esféricas formam um arranjo cúbico de face centrada,
a água preenche os espaços entre as esferas. E a lamelar 3, caracterizada
por uma baixa concentração de solução, na qual as moléculas formam uma
bicamada preenchida por solvente (ver Fig. 2.2).

1http://barrett-group.mcgill.ca/teaching/liquid_crystal/LC05.htm
2http://upload.wikimedia.org/wikipedia/en/3/3f/MICELLARCUBIC1.JPG
3http://atom.physics.calpoly.edu/%7Ejfernsler/Research/Biophysics-

/BiophysResearch.html
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Figura 2.3: Fase cúbica de corpo centrado.

2.2.2 Classe termotrópica

Um cristal líquido pertence a esta classe quando a maneira de induzir
uma transição de fase é por meio da "variação de temperatura". Os cristais
líquidos termotrópicos são formados por moléculas orgânicas com estrutura
geométrica alongada. Suas aplicações, do ponto de vista tecnológico, são
importantes na fabricação de sensores de pressão e temperatura, e também
em mostradores digitais eletro-ópticos. Os cristais líquidos termotrópicos
apresentam três mesofases: fase nemática, fase colestérica e fase esmética.
Maiores detalhes de cada uma dessas fases serão visto na próxima seção.

2.3 Fases líquido-cristalinas (termotrópico)

Veremos, nessa seção, as fases líquido-cristalinas que caracterizam os
cristais líquidos termotrópicos, como mencionado na seção anterior.

2.3.1 Nemático

Em um líquido isotrópico, as moléculas estão livremente dispostas em
todas as direções do espaço, não há ordem posicional. É esta desordem que
torna o fluido isotrópico. Por outro lado, em um cristal líquido nemático, as
características mais notáveis são:

15



1) ordem orientacional de longo alcance, isto é, as moléculas tendem a
alinhar-se paralelamente umas às outras;

2) ausência de correlação entre as posições dos centros de massa das
moléculas, isto é, a fase é fluida.

As moléculas, na fase nemática, estão em média alinhadas com um eixo
paralelo, definindo, do ponto de vista macroscópico, uma direção preferencial.
A direção local de alinhamento é descrita, em geral, por um vetor unitário
n(r), conhecido como o diretor da fase. Ele indica, a cada ponto, qual a
direção preferencial das moléculas. Nos nemáticos, sempre se constata que
n e −n (não são moléculas polares) são equivalentes. As moléculas consti-
tuintes do nemático precisam ser aquirais, isto é, cada molécula precisa ser
idêntica à sua imagem no espelho, ou um sistema racêmico (1:1), onde temos
uma mistura de espécies esquerdas e direitas [13]. Na Fig. 2.4, temos um
diagrama que representa o cristal líquido nemático. Com um microscópio
de luz polarizada podemos observar um padrão característico, ou textura,
numa camada líquido-cristalina fina. Tais texturas podem ser usadas para
caracterização, porque alguns fatores dependem da simetria (nemáticos, es-
méticos) da fase considerada [20]. Temos um exemplo de textura observada
em laboratório com uso da técnica de microscopia de luz polarizada4 na Fig.
2.4.

Figura 2.4: Diagrama representando o cristal líquido nemático e sua textura.

4http://www.iq.usp.br/wwwdocentes/mralcant/AboutLC.html
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2.3.2 Colestérico

Apesar de o colesterol não formar cristal líquido, alguns de seus derivados
químicos o fazem e recebem essa denominação. As moléculas estão dispostas
em camadas e ordenadas em direções ligeiramente diferentes. Este tipo de
cristal líquido apresenta cores fortes que podem ser alteradas sob ação de
temperatura, pressão, campo elétrico e magnético.

Para obtermos um cristal líquido colestérico, dissolvemos moléculas quirais
em um nemático. Localmente, um colestérico é semelhante a um nemático,
tem um diretor preferencial n, mas numa escala mais ampla vemos que o
diretor n segue uma hélice em modo tal que a estrutura do colestérico seja
periódica (isto é, espacialmente periódica). Nesse sentido, o nemático seria
um colestérico com período zero. Nessa fase, a energia da torção é pequena
quando comparada com a energia de alinhamento das moléculas. Na Fig. 2.5
temos exemplo da textura de um colestérico5.

Figura 2.5: Textura de cristal líquido colestérico.

2.3.3 Esmético

Para cristais líquidos esméticos, temos ordem posicional em uma das três
dimensões, o sistema pode ser visto como um conjunto bidimensional de ca-
madas líquidas, sobrepondo-se umas às outras com um espaçamento bem

5http://www.iq.usp.br/wwwdocentes/mralcant/AboutLC.html
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definido [13]. Não há nenhuma correlação entre as camadas, podendo uma
deslizar sobre a outra. Os sabões possuem essa estrutura, daí o termo "es-
mético", do grego smêktikos, sabão.

No interior de uma camada as moléculas estão bastante paralelas entre
si e formam um líquido em duas dimensões: as moléculas aí ficam aprisio-
nadas mas guardam a liberdade de se deslocarem sob a influência da agitação
térmica. Os centros das moléculas estão distribuídos sem ordem.

Os três principais tipos de esméticos são: os esméticos A, os esméticos
C e os esméticos hexagonais [13]. Consideraremos somente a fase esmética
A. Nessa fase, há também uma ordem translacional que implica uma estru-
tura em camadas. Em outras palavras, há um ordenamento posicional de
longo alcance em uma dimensão. Os centros das moléculas estão, em média,
ordenados em camadas. Em geral, se não considerarmos o fenômeno das
fases reentrantes, temos, ao aumentar a temperatura, a seguinte sequência
de fases [19]:

Como nos nemáticos, as direções n e −n são equivalentes para esméti-
cos [13]. Na principal família dos esméticos, os esméticos A, as moléculas
estão perpendiculares aos planos. Os cristais líquidos são anisotrópicos: suas
propriedades são diferentes se determinadas paralelamente ou perpendicular-
mente às camadas. Na Fig. 2.6 temos a textura de um esmético6.

Figura 2.6: Diagrama e textura de um cristal líquido esmético.

6http://www.iq.usp.br/wwwdocentes/mralcant/AboutLC.html

18



2.4 Ordem orientacional em meios nemáticos

Para que possamos estudar a orientação molecular em meios nemáticos,
torna-se indispensável o estabelecimento de um modelo de simetria e de com-
portamento para essas moléculas. Como vimos, nas seções anteriores, as
moléculas de um cristal líquido nemático têm a forma alongada, como se
fossem bastões rígidos. Assim, é perfeitamente possível abordar esse caso
como possuindo uma simetria cilíndrica, em que os centros de massa das
moléculas estão dispostos aleatoriamente, mas mantêm um grau relevante de
alinhamento. Abordaremos, nessa seção, o parâmetro de ordem que pode
ser definido para descrever o grau de ordenamento nesses cristais líquidos
nemáticos, tanto macroscópica quanto microscopicamente.

2.4.1 Parâmetro de ordem escalar

Para estudar a ordem microscópica, vamos tomar as moléculas dos cristais
líquidos nemáticos, caracterizando simetria cilíndrica, com o diretor n coin-
cidindo com o eixo z no sistema cartesiano [28].

Assim sendo, vamos definir f como uma função de distribuição, de modo
que f(θ, φ) dΩ nos dê a probabilidade de encontrar moléculas na direção (θ, φ)
em função de um determinado ângulo sólido. Mas como já foi dito, a fase
nemática possui uma simetria cilíndrica e, por isso,

f = f(θ).

Além disso, é importante ressaltar que n e −n são equivalentes, portanto

f(θ) = f(π − θ). (2.1)

Note que cos(π − θ) = − cos(θ) não está de acordo com a equivalência men-
cionada. Por esse motivo, não é possível relacionar o parâmetro de ordem da
fase em que o sistema se encontra com seu caráter dipolar. Dessa forma, é
necessário definir esse parâmetro a partir das características quadrupolares
do meio. Nesse sentido,

S =
1

2
< 3 cos2 θ − 1 > (2.2)

consegue definir a média de alinhamentos das moléculas. S é conhecido
como parâmetro de ordem escalar e é empregado na abordagem microscópica
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dos problemas de ordenamento em meios nemáticos. O símbolo < · · · >
representa a média estatística.

Ao analisarmos a ordem orientacional em meios nemáticos, sabemos que
para θ = 0, uma única direção será provável, isto é, < cos2 θ >= 1, o que
usado na Eq. (2.2) implica que o parâmetro de ordem S = 1, representando
uma orientação perfeita.

Entretanto, o resultado é bem diferente quando analisamos amostras
isotrópicas. Nesse caso, as moléculas podem estar orientadas em qualquer
direção e, portanto,

< cos2 θ >=

∫

cos2 θ
dΩ

4π
,

em que dΩ = senθ dθ dφ é o elemento do ângulo sólido, ou seja,

< cos2 θ >=
1

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

cos2 θ senθdθ =
1

3
.

Com a introdução desse resultado na Eq. (2.2), temos S = 0, que representa
a completa desordem orientacional, caracterizando a fase isotrópica.

2.4.2 Parâmetro de ordem macroscópico

Como já sabemos, cristais líquidos são substâncias anisotrópicas. Por
isso, empregaremos tensores para representar grandezas físicas como índice
de refração e susceptibilidade magnética ou dielétrica. Por outro lado, para
termos uma quantidade macroscópica que relacione o grau de ordem na ori-
entação molecular, devemos escrever um parâmetro de ordem que se anule
na fase isotrópica. Consideremos, então, o tensor

Qmn = χmn −
1

3
δmn

∑

j

χjj, (2.3)

em que o tensor susceptibilidade magnética χmn é definido por

χ =





χ⊥ 0 0
0 χ⊥ 0
0 0 χ‖



 , (2.4)

com χ⊥ e χ‖ referindo-se às direções perpendiculares e paralelas ao eixo de
simetria e δmn é a delta de Kronecker [28].

Visto que
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∑

j

χjj = χ11 + χ22 + χ33 = χ⊥ + χ⊥ + χ‖,

podemos obter imediatamente cada termo de Q. Por exemplo

Q11 = χ⊥ −
1

3
(χ⊥ + χ⊥ + χ‖) = −1

3
(χ‖ − χ⊥), (2.5)

em que podemos definir χ‖ − χ⊥ = δχ como a anisotropia da permissividade
dielétrica. Isso se aplica aos demais termos de Q; logo, temos

Q11 = −1

3
δχ, Q22 = −1

3
δχ e Q33 =

2

3
δχ.

Temos agora uma nova forma de representar a Eq. (2.3), ou seja, ela pode
ser escrita como

Q =





−1
3
δχ 0 0

0 −1
3
δχ 0

0 0 2
3
δχ



 =
2

3
δχ





−1
2

0 0
0 −1

2
0

0 0 1



 , (2.6)

em que o tensor acima se anula na fase isotrópica, pois χ⊥ = χ‖. Note que a
matriz Q, de elementos Qmn, além de simétrica, possui traço zero. O termo
2/3δχ é conhecido como a magnitude do tensor Q.

É conveniente também definir um parâmetro de ordem que pode alcançar
um valor máximo. Nesse sentido, passamos a escrever Q como

Q =
δχ
δχmax





−1
2

0 0
0 −1

2
0

0 0 1



 = Q





−1
2
δχ 0 0

0 −1
2
δχ 0

0 0 δχ



 , (2.7)

sendo Q uma constante de normalização, que também é conhecida como o
inverso do valor máximo da anisotropia. Podemos escrever, então, o tensor
de outra forma

Qmn = Q

(

χmn −
1

3
δmn

∑

j

χjj

)

. (2.8)

Esse tensor tem todas as qualidades que queríamos, pois se anula na fase
isotrópica, e pode atingir valor máximo igual a 1 nas fases menos simétricas.

Podemos ainda relacionar o parâmetro de ordem microscópico (escalar)
com o de ordem macroscópico (tensorial). Assim, podemos reescrever o ten-
sor (2.8) como

Qmn =
3

2
S

(

nmnn −
1

3
δmn

)

, (2.9)
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em que nm representa a m-ésima componente do diretor e δmn é a delta de
Kronecker. Isso é possível porque podemos relacionar a susceptibilidade mag-
nética macroscópica com a susceptibilidade magnética molecular por meio de
aproximações adequadas.

Depois de termos visto as características principais dos cristais líquidos
e, estabelecido o parâmetro que descreve seu ordenamento, investigaremos
as propriedades elásticas dos cristais líquidos. Como a energia elástica tem
um papel central nesse estudo, faz-se necessária sua obtenção. Dessa forma,
no próximo capítulo, obteremos a energia elástica com ênfase em sua apro-
ximação mais importante, a energia elástica de Frank.

22



Capítulo 3

Teoria elástica dos cristais

líquidos

Na investigação das propriedades elásticas de cristais líquidos, a energia
elástica ocupa um papel central. Será mostrada, a seguir, sua aproximação
mais importante, a energia elástica de Frank e também um comentário sobre
a energia elástica de Nehring-Saupe, por meio da qual obteremos a constante
K13. Faremos também uma breve introdução sobre as constantes elásticas
com vistas ao aspecto experimental de sua determinação. Este estudo é útil,
entre outras coisas, como critério de comparação com o cálculo analítico das
constantes elásticas que desenvolveremos no próximo capítulo.

3.1 Teoria elástica de Frank

Como consideração inicial fazemos o parâmetro de ordem escalar ser es-
pacialmente dependente, e assim obtemos uma expressão para a densidade
de energia elástica de um cristal líquido nemático em termos da primeira
derivada espacial do diretor [21, 22], ou seja, em termos da quantidade

ni,j =
∂ni

∂xj

.

Se o diretor for independente da posição, o meio não é distorcido e, neste
caso, a densidade de energia elástica é mínima, e será indicada aqui por f0.
Caso o meio seja distorcido, aparecerá uma densidade de energia elástica
indicada por f , com o diretor sendo uma função vetorial não constante n(r).
No que segue, vamos admitir que a primeira derivada espacial de n(r) seja
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suficiente para descrever o estado distorcido, ou seja,

f = f(ni,j). (3.1)

Dessa forma, se essa derivada for pequena, podemos desenvolver f em uma
série de potências de ni,j , como apontado anteriormente e, por isso, f pode
ser escrita como

f(ni,j) = f0 +

(

∂f

∂ni,j

)

0

ni,j +
1

2

(

∂2f

∂ni,j∂nk,l

)

0

ni,jnk,l + · · · . (3.2)

Em (3.2) introduzimos a convenção de soma sobre índices repetidos e f0

refere-se à densidade de energia do estado não-deformado (estado de refe-
rência). Além disso, usaremos as quantidades

Lij =

(

∂f

∂ni,j

)

0

,

Kijkl =

(

∂2f

∂ni,j∂nk,l

)

0

, (3.3)

que são chamados de tensores elásticos, o subscrito 0 indica que as derivadas
são calculadas em relação ao estado não-distorcido. Reescrevendo a Eq. (3.2),
em termos desses tensores, temos

f(ni,j) = f0 + Lijni,j +
1

2
Kijklni,jnk,l

= f0 + f1 + f2, (3.4)

em que f1 = Lijni,j e f2 = Kijklni,jnk,l/2.
Podemos decompor os tensores fenomenológicos, Lij e Kijkl, em termos

das componentes de n, da delta de Kronecker δij e do tensor anti-simétrico
de Levi-Civita εijk. Primeiramente, para Lij , temos

Lij = L1ninj + L2δij + L3nkεkij, (3.5)

em que L1, L2 e L3 são constantes desconhecidas. Como se trata de um meio
nemático, as direções n e −n são equivalentes, f deve ser invariante frente
a essa operação de troca de sinal de n, ou seja, a Eq. (3.2) tem que ser par
em n. Portanto, L1 = L2 = 0. Assim,

Lij = L3nkεkij (3.6)

e sabendo que ▽×A = εkij êi∇jAk, temos

L3nkεkij∇jni = −L3nk(∇× n)k = −L3 n · (∇× n). (3.7)

24



O coeficiente L3 é diferente de zero para os cristais líquidos colestéricos, pois
nessa fase temos uma deformação espontânea no estado fundamental.

Dando continuidade à nossa análise geral de f , vamos decompor o tensor
Kijkl:

Kijkl = K1ninjnknl +
1

2
K2(ninjδkl + nknlδij)

+ K3ninkδjl +
1

2
K4(ninlδjk + njnkδil)

+ K5njnlδik +K6δijδkl +K7δikδjl +K8δilδjk, (3.8)

em queK1, · · · , K8 são constantes. Logo, usando (3.2), f2 será reescrita como

f2 =
1

2
Kijklni,jnk,l =

1

2
ni,jnk,l{K1ninjnknl +

1

2
K2(ninjδk,l +

+ nknlδi,j) +K3ninkδjl +
1

2
K4(ninlδjk + njnkδil) +

+ K5njnlδik +K6δijδkl +K7δikδjl +K8δilδjk}. (3.9)

Visto que n é um vetor unitário, (nini = 1), temos

∂

∂xj

(

1

2
nini

)

=
1

2

(

ni
∂ni

∂xj
+
∂ni

∂xj
ni

)

= 0

e, consequentemente,
nini,j = 0.

Portanto, os termos com K1, K2, K3 e K4 não contribuem para f . Assim,

f2 =
1

2

(

K5njnlni,jnk,lδik +K6δijδklni,jnk,l +

+ K7δikδjlni,jnk,l +K8δilδjkni,jnk,l). (3.10)

A seguir, vamos na direção de escrever (3.10) em notação vetorial. Ini-
cialmente, observamos que

K5njnlni,jnk,lδik = K5[n× (∇× n)]2

K6δijδklni,jnk,l = K6(∇ · n)2

K7δikδjlni,jnk,l = K7nk,jnk,j

K8δilδjkni,jnk,l = K8nl,jnj,l. (3.11)

Portanto, tem-se

f2 =
1

2
Kijklni,jnk,l =

1

2
K5[n× (∇× n)]2 +

1

2
K6(∇ · n)2 +

+
1

2
K7nk,jnk,j +

1

2
K8nl,jnj,l.

25



Além disso, usando as identidades

nk,j nk,j = nk,j nj,k +
[

n (∇× n)
]2

+
[

n× (∇× n)
]2

e
nk,j nj,k =

(

∇ · n
)2 − ∇ ·

[

n (∇ · n) + n× (∇× n)
]

,

obtém-se

f2 =
1

2
K5

[

n× (∇× n)
]2

+
1

2
K6(∇ · n

)2
+

1

2
K7

{

(∇ · n
)2

− ∇ ·
[

n (∇ · n) + n× (∇× n)
]

+
[

n · (∇× n)
]2

+
[

n× (∇× n)
]2
}

+
1

2
K8

{

(

∇ · n
)2

− ∇ ·
[

n (∇ · n) + n× (∇× n)
]

}

ou, em forma mais compacta,

f2 =
1

2

(

K6 + K7 + K8

)(

∇ · n
)2

+
1

2
K7

[

n · (∇× n)
]2

+
1

2

(

K5 + K7

)[

n× (∇× n)
]2

−
(

K7 + K8

)

∇ ·
[

n (∇ · n) + n× (∇× n)
]

. (3.12)

Fazendo agora:

K11 = (K6 + K7 + K8), K22 = K7, K33 = (K5 + K7) e K24 = K8

e substituindo em (3.12), obtemos a densidade de energia elástica de Frank

fFrank =
1

2
K11

(

∇ · n
)2

+
1

2
K22

[

n · (∇× n)
]2

+
1

2
K33

[

n× (∇× n)
]2

−
(

K22 + K24

)

∇ ·
[

n (∇ · n) + n× (∇× n)
]

. (3.13)

Essa equação é o ponto de partida para o estudo das contribuições elásticas
nos cristais líquidos. A Eq. (3.13) é a expressão de Frank para a densidade
de energia elástica de um cristal líquido nemático deformado e foi proposta
no ano de 1958. K11, K22, K33 e K24 são conhecidas como constantes elás-
ticas de splay, twist, bend e saddle-splay, respectivamente. O último termo
na expressão, por meio do teorema de Gauss, nos dá unicamente uma con-
tribuição de superfície. A deformação splay (divergência) é o resultado de
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um ancoramento planar com duas superfícies que formam um ângulo φ entre
elas; a deformação twist (torção), que resulta de um ancoramento planar en-
tre duas superfícies paralelas, mas que formam um ângulo θ entre seus eixos;
deformação bend (flexão), que é resultado de um ancoramento homeotrópico
com duas superfícies que também formam um certo ângulo φ. Essas cons-
tantes elásticas são positivas e têm a dimensão de energia por unidade de
comprimento e são dependentes da temperatura. Além disso, são análogas
às constantes elásticas de Hooke para meios anisotrópicos. Estas constantes
elásticas tiveram seus valores medidos experimentalmente em épocas dife-
rentes e também por autores diferentes. Para as duas amostras nematogêni-
cas conhecidas, MBBA (Methoxybenzilidene Butylaniline) [23, 24, 25] e PAA
(p-azoxyanisole) [26, 27], têm seus valores dados na tabela a seguir.

Tabela 3.1: Constantes elásticas para o MBBA [28].

Então, a densidade de energia elástica, proporcional ao quadrado da
derivada espacial do diretor, depende unicamente das três constantes elásti-
cas, que são positivas. Dessa forma, a densidade de energia elástica é dada
por

f = f0 − L(n · (∇× n)) +
1

2
K11(∇ · n)2 +

+
1

2
K22(n · (∇× n))2 +

1

2
K33(n× (∇× n))2 +

− (K22 +K24)∇ · (n(∇ · n) + (n×∇× n)). (3.14)
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Tabela 3.2: Constantes elásticas para o PAA [28].

Além disso, na fase nemática, L = 0. As distorções de splay, twist e bend são
mostradas na Fig. 3.1.

Figura 3.1: Deformações splay, twist e bend, respectivamente [28].

3.2 O modelo de Nehring-Saupe

Como vimos, as propriedades elásticas dos cristais líquidos são, em geral,
discutidas em termos da equação incompleta de Frank [7]. Sendo assim,
torna-se necessário rediscutir a derivação dessa teoria; na teoria elástica de
Frank não temos o aparecimento da constante K13. O primeiro a derivar uma
expressão com essa constante foi Oseen [29]. Mais tarde, Nehring e Saupe [30]
propuseram que termos lineares da derivada segunda de n na expansão da
energia livre do nemático podem, em princípio, fazer contribuições da mesma
ordem que termos quadráticos da derivada primeira, e propuseram a seguinte
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expressão mais geral:

F =
1

2
{K ′

11(∇·n)2+K22(n·∇×n)2+K
′

33(n×∇×n)2+2K13[∇·(∇·n)n]}, (3.15)

em que K
′

11 = K11 − 2K13 e K
′

33 = K33 + 2K13.
As constantes de splay e bend, K11 e K33, precisam ser reescalonadas

e, este procedimento não produz uma estimativa do valor absoluto de K13.
O termo K13[∇ · (∇ · n)n] também satisfaz à equação de Euler-Lagrange,
isto é, não contribui para a configuração de equilíbrio do diretor no volume.
Assim, K13 não pode ser medido por técnicas usuais. Sua influência sobre
a configuração do diretor pode ser detectada unicamente se o ancoramento
na superfície é fraco. Contudo, Oldano e Barbero [31] apontaram que há
uma dificuldade matemática na estimativa de seu valor. Admitindo que
θ, o ângulo diretor, e dθ/dz são variáveis independentes no contorno, eles
mostraram que o problema variacional não tem uma solução correspondente
para o termoK13. Isto conduz a uma variação descontínua de θ nos contornos,
em contradição aos princípios básicos da teoria contínua. A inclusão de
ordem elástica mais alta e termos de superfície podem talvez devolver uma
variação contínua de θ [32], mas pouco é conhecido, atualmente, sobre aquela
constante adicional. Por outro lado, Hinov [33] argumentou que a solução
contínua é possível se θ, dθ/dz e suas variações são tratadas como funções
dependentes.

Uma determinação deK13 é de algum interesse, já que esta constante pode
tomar lugar em certas situações especiais como, por exemplo, na medida do
coeficiente flexoelétrico de um nemático [34]. Tentativas têm sido feitas para
estimar K13 experimentalmente, usando amostras que são fracamente an-
coradas em um ou ambos os contornos. Como uma ilustração do princípio
envolvido, um experimento empregando uma célula híbrida alinhada com an-
coramento homeotrópico fraco sobre uma das placas de vidro e ancoramento
homogêneo forte sobre a outra pode ser usado. Em tal célula, o diretor faz
um ângulo θ pequeno em relação à normal num ancoramento de superfície
fraco. Um campo magnético H é então aplicado perpendicularmente às pla-
cas para mudar o perfil do diretor. O ângulo θ é medido pelo método óptico
como uma função de H, e o valor de K13 extraído da equação de balancea-
mento de torque de superfície (admitindo que a solução de Euler-Lagrange
seja válida na superfície da amostra). O valor encontrado é (9± 4)x10−7dyn
para o p-cyano-p’-heptyl-phenyl-cyclohexane em 25oC. Tendo em vista as
dificuldades referidas anteriormente, isto pode unicamente ser tomado como
um valor efetivo aproximado, o qual pode ter contribuições de outros termos
influenciando a configuração do diretor na superfície. A possível existência
de um estado de splay espontâneo num filme suspenso livre quando K13 é
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suficientemente grande e a espessura do filme suficientemente pequena foi
investigado em [35, 36]. De qualquer modo, a constante K13 tem-se revelado
um pouco mais problemática do que as demais e ainda é objeto de controvér-
sia. Nós a mencionamos neste trabalho pois ela será determinada no próximo
capítulo, por meio do método pseudomolecular.

3.3 Transição de Fréedericksz

A transição de Fréedericksz nada mais é do que o efeito da mudança da
orientação do diretor de um nemático sob a ação de um campo elétrico ou
magnético. Foi inicialmente observada por Fréedericksz e Zolina no ano de
1933 [37]. A transição de Fréedericksz está relacionada com as constantes
elásticas do material, com a espessura da célula de cristal líquido, com o
campo elétrico e com a intensidade da energia de ancoramento da superfície.
O método mais simples de medir as constantes elásticas de um cristal líquido
nemático é pelo estudo das deformações devidas a um campo magnético ex-
terno. A geometria deve ser escolhida de forma que o efeito orientacional
do campo conflite com aquele da superfície em contato com o cristal líquido.
A seguir mostraremos o desenvolvimento da teoria estática de tais defor-
mações [18].

Primeiramente, temos que a energia livre de Gibbs do sistema é composta
por:

(A) Densidade de energia elástica livre do volume: energia elástica de
Frank (ver Eq. (3.13))

fFrank =
1

2

{

K11(∇ · n)2 +K22(n · ∇ × n)2 +K33(n×∇× n)2
}

. (3.16)

O diretor n é dado por
n = cos θ i + senθ k,

em que θ = θ(z) é o ângulo de inclinação do diretor. Realizando os cálculos
com esse n, obtemos para a energia elástica de Frank a seguinte equação
(caso de célula unidimensional)

fFrank =
1

2

(

K11 cos2 θ +K33sen
2θ
)

(

dθ

dz

)2

. (3.17)

Se fizermos K11 = K33 = K (aproximação de uma única constante elástica),
obteremos

fFrank =
1

2
K

(

dθ

dz

)2

. (3.18)
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(B) Densidade de volume da energia livre do campo elétrico

felet = −1

2
ǫa (n · E)2

= −1

2
E2 ǫasen

2θ, (3.19)

com ǫa = ǫ‖ − ǫ⊥ sendo a anisotropia do tensor dielétrico [21].
(C) Densidade de superfície da energia livre de ancoramento é

γanc =
1

2
W sen2θs, (3.20)

com W sendo a intensidade de ancoramento ou, simplesmente, energia de
ancoramento.

A energia elástica total de uma amostra de um dado material é obtida pela
integração da densidade de energia elástica sobre todo o volume da amostra,
levando em conta as contribuições de superfície. No caso mais simples, em
que temos duas placas paralelas com espessura d, a energia total por unidade
de área é dada por

F =

∫ d/2

−d/2

f(θ, θ′; z) dz + γ(θ1) + γ(θ2), (3.21)

sendo que θ caracteriza a deformação, e θ′ = dθ/dz é equivalente ao tensor de
deformação. Na Eq. (3.21), f é a densidade de energia elástica do volume,
γ(θ1) e γ(θ2) são as densidades de energia de superfície, com θ1 = θ(−d/2) e
θ2 = θ(d/2). O estado estável é aquele que minimiza a Eq. (3.21). Para en-
contrar essa solução que minimiza a Eq. (3.21) usaremos cálculo variacional.

Consideraremos primeiramente o problema padrão, em que θ1 e θ2 são
fixados nos contornos. Isto corresponde ao caso em que as contribuições
de superfície são muito grandes quando comparadas com a contribuição de
volume na Eq. (3.21):

γ ≫
∫ d/2

−d/2

f(θ, θ′; z) dz. (3.22)

O caso mais geral em que as duas contribuições são da mesma ordem
também será analisado. Este representa o caso de ancoramento fraco, em
que os valores de θ1 e θ2 dependem da distorção de volume [21].

31



3.3.1 Ancoramento forte

Vamos considerar, inicialmente, o caso em que temos um tratamento de
superfície com ancoramento forte. A amostra nemática considerada é uma
célula limitada por duas superfícies planas, localizadas em z = ±d/2. Temos
uma célula na forma de um slab de espessura d. Nessa situação, impomos
à superfície uma direção preferencial de alinhamento planar. O campo é
aplicado perpendicularmente ao diretor e às placas. Para essa geometria
n = (cos θ, 0, senθ) e E = (0, 0, E). Admitimos que tanto a superfície em
z = −d/2 quanto aquela em z = d/2 possuem o mesmo tipo de ancoramento,
sendo dado por

θ(z = −d/2) = Θ1 e θ(z = d/2) = Θ2,

as quais são nossas condições de contorno.
Prosseguiremos nossos cálculos com a minimização da energia livre; assim

sendo, F é um funcional dependente da função θ(z) e com limite de integração
fixados. E considerando θ(z) um valor extremo de F , isso significa que se
θ(z) dá à integral F um valor mínimo, então uma função nas vizinhanças
faz com que F aumente. A definição de uma função vizinha pode ser feita
como segue. Damos a todas as funções possíveis a representação paramétrica
θ = θ(α, z) tal que, para α = 0, θ = θ(0, z) = θ(z) é uma função que produz
um extremo para F . Podemos então escrever

θ(α, z) = θ(0, z) + αη(z),

em que η(z) é alguma função de z que tem uma primeira derivada contínua
e se anula em z = −d/2 e z = d/2, pois a função θ(α, z) tem que coincidir
com θ(z) nos extremos, assim η(−d/2) = η(d/2) = 0.

Se fizermos, então, essa substituição, a integral F torna-se um funcional
do parâmetro α

F (α) =

∫ d/2

−d/2

f [θ(α, z), θ′(α, z); z] dz. (3.23)

A condição para que a integral tenha um valor estacionário (isto é, um resul-
tado extremo) é que F seja independente de α em primeira ordem ao longo
do caminho que dá o extremo (α = 0); ou, equivalentemente, que

∂F

∂α

∣

∣

∣

∣

α=0

= 0, (3.24)

para toda função η(z).
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Para determinar o resultado da condição expressa pela Eq. (3.24), rea-
lizamos a diferenciação da Eq. (3.23):

∂F

∂α
=

∂

∂α

∫ d/2

−d/2

f(θ, θ′; z)dz

=

∫ d/2

−d/2

(

∂f

∂θ

∂θ

∂α
+
∂f

∂θ′
∂θ′

∂α

)

dz, (3.25)

com
∂θ

∂α
= η;

∂θ′

∂α
=
dη

dz
,

o que nos permite reescrever a Eq. (3.25) na forma

∂F

∂α
=

∫ d/2

−d/2

(

∂f

∂θ
η(z) +

∂f

∂θ′
dη

dz

)

dz. (3.26)

O segundo termo no lado direito de (3.26) pode ser integrado por partes:

∫ d/2

−d/2

(

∂f

∂θ′
dη

dz

)

dz =
∂f

∂θ′
η(z)

∣

∣

∣

∣

d/2

−d/2

−
∫ d/2

−d/2

d

dz

(

∂f

∂θ′

)

η(z)dz (3.27)

e o termo integrado se anula, pois η(−d/2) = η(d/2) = 0. Assim, a Eq.
(3.25) torna-se

∂F

∂α
=

∫ d/2

−d/2

[

∂f

∂θ
η(z)− d

dz

(

∂f

∂θ′

)

η(z)

]

dz

=

∫ d/2

−d/2

(

∂f

∂θ
− d

dz

∂f

∂θ′

)

η(z)dz. (3.28)

A integral da Eq. (3.28) agora aparece como sendo independente de α. Mas
as funções θ e θ′, com relação às quais as derivadas de f são feitas, são
ainda funções de α. Uma vez que (∂F/∂α)|α=0 precisa se anular para o valor
extremo e η(z) é uma função arbitrária, o integrando da Eq. (3.28) tem que
ser igual a zero para α = 0. Dessa forma

∂f

∂θ
− d

dz

∂f

∂θ′
= 0, (3.29)

a qual é a Equação de Euler-Lagrange, sendo agora θ e θ′ as funções originais,
independentes de α [38].
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Voltando ao nosso problema, temos que, para o caso com ancoramento
forte, a densidade de energia é obtida pela soma da densidade de energia
elástica de volume com a densidade de energia elétrica. Logo

f =
1

2
K

(

dθ

dz

)2

− 1

2
E2 ǫasen

2θ. (3.30)

A energia elástica é dada pela integral de f no intervalo de −d/2 < z < d/2,
ou seja,

F =

∫ d/2

−d/2

1

2

{

K

(

dθ

dz

)2

− E2 ǫasen
2θ

}

dz. (3.31)

Por meio da Equação de Euler-Lagrange, dada na Eq. (3.29), chegamos a

θ′′ +
E2ǫa
K

senθ cos θ = 0. (3.32)

Multiplicando essa expressão por θ′, obtemos

d

dz

[

1

2
(θ′)2 +

1

2

E2ǫa
K

sen2θ

]

= 0, (3.33)

que, integrada, fornece:

1

2
(θ′)2 +

1

2

E2ǫa
K

sen2θ = C, (3.34)

onde C é uma constante de integração. Para encontrarmos o valor dessa
constante, vamos dar uma olhada na célula nemática. No meio da célula te-
remos o ângulo máximo, o qual podemos obter quando aplicamos o potencial;
chamamos esse ângulo de θM . Nesse ponto, dθ/dz = 0. Podemos ver esse
arranjo na Fig. 3.2, onde consideramos uma célula de cristal líquido nemático
com ancoramento forte de espessura d. A fim de analisarmos a transição de
Fréedericksz, aplicamos uma voltagem V à célula contendo o cristal líquido;
essa voltagem provoca, a partir de um valor crítico, uma orientação no sentido
do campo quando ǫa > 0. Utilizando essas condições na Eq. (3.34) chegamos
a

C =
1

2

E2ǫa
K

sen2θM , (3.35)

e, desse modo,

θ′ =

√

ǫaE2

K
(sen2θM − sen2θ)

1
2 , (3.36)
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Figura 3.2: Ancoramento forte: antes da transição de Fréedericksz (esquerda)
e depois da transição de Fréedericksz (direita).

chamamos ξ−1 =
√

ǫaE2/K, o qual é o comprimento de coerência elétrico
que define a espessura da camada de transição perto do contorno [13], e
ǫa > 0. Logo

θ′ = ±ξ−1(sen2θM − sen2θ)
1
2 , (3.37)

a qual é positiva para −d/2 < z < 0 e negativa para 0 < z < d/2. Temos
também que θ(±d/2) = 0. Dessa forma, chegamos a

∫ θM

0

dθ

(sen2θM − sen2θ)
1
2

=

∫ 0

−d/2

dz

ξ
=

d

2ξ
. (3.38)

Deixando momentaneamente esse cálculo de lado, vamos voltar na Eq. (3.32)
para pequenas deformações; desta forma, sen θ ≃ θ e cos θ ≃ 1, logo

θ′′ +
ǫaE

2

K
θ = 0 (3.39)

possui solução
θ(z) = A sen λz +B cos λz (3.40)

sendo λ =
√

ǫaE2/K. Aplicando as condições θ(−d/2) = 0 e θ(d/2) = 0 e
E = V/d, temos que

Vc = π

√

K

ǫa
. (3.41)

Em outras palavras, a deformação ocorre unicamente acima de um certo
potencial crítico Vc. Este é o efeito ou transição de Fréedericksz. A condição
crítica pode ser usada para uma determinação direta do módulo da cons-
tante K, como veremos na próxima seção. Voltando à Eq. (3.38), podemos
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reescrevê-la como
∫ θM

0

dθ

(sen2θM − sen2θ)
1
2

=
π

2

V

Vc
. (3.42)

Fazendo a substituição senΨ = sen θ/sen θM , somos levados a reescrever
(3.42) na forma:

K(sen2θM) =

∫ π/2

0

dΨ

(1− sen2Ψsen2θM)
1
2

=
π

2

V

Vc
, (3.43)

com K(sen2θM) sendo a função elíptica completa de primeira espécie. Dessa
forma, encontramos o potencial crítico para a transição de Fréedericksz e uma
equação que nos possibilita encontrar o valor de θM para um dado potencial
aplicado.

3.3.2 Ancoramento fraco

Nesta seção, consideraremos o caso de ancoramento fraco. Para esta situ-
ação, além da soma da densidade de energia elástica de volume com a densi-
dade de energia elétrica, temos de levar em conta a energia de ancoramento
[39, 40]. Dessa forma a energia total é escrita como

F =

∫ 0

−d/2

1

2

{

K

(

dθ

dz

)2

− E2 ǫasen
2θ

}

dz +
1

2
W sen2θS , (3.44)

para a metade inferior da célula. Na Fig. 3.3, temos uma célula de cristal
líquido nemático com ancoramento fraco. Dividindo a Eq. (3.44) por K, e
fazendo L = K/W e E = V/d temos

F =
F

K
=

∫ 0

−d/2

1

2

{

(

dθ

dz

)2

− V 2 ǫa
K d2

sen2θ

}

dz +
1

2L
sen2θS . (3.45)

Usando a Eq. (3.21), mas só para a parte inferior da célula nemática, ou
seja, para −d/2 < z < 0, temos

F [θ(z)] =

∫ 0

−d/2

f [θ(z), θ′(z); z] dz + γ1(θ1). (3.46)

Minimizando, vem
[

dF

dα

]

α=0

=

{

d

dα

∫ 0

−d/2

f [θ(z), θ′(z); z] dz +
dγ1(θ1)

dα

}

α=0

, (3.47)
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e levando em conta que

dγ1(θ1)

dα
=
dγ1(θ1)

dθ1
η(−d/2),

teremos:
[

dF

dα

]

α=0

=

{

∫ 0

−d/2

(

∂f

∂θ
− d

dz

∂f

∂θ′

)

η(z)dz +

[

∂f

∂θ′
η(z)

]0

−d/2

+
dγ1(θ1)

dα

}

α=0

(3.48)

=

{

∫ 0

−d/2

(

∂f

∂θ
− d

dz

∂f

∂θ′

)

η(z)dz+

[

−
(

∂f

∂θ′

)

−d/2

+
dγ1

dθ1

]

η(−d/2)

}

α=0

= 0.

Assim,
∂f

∂θ
− d

dz

∂f

∂θ′
= 0 (3.49)

é a equação para o perfil do diretor no volume e

−
(

∂f

∂θ′

)

−d/2

+
dγ1

dθ1
= 0, (3.50)

com θ1 = θS, é a condição de contorno na superfície inferior, que corresponde
a

θ
′

S =
1

2L
sen[2θS ]. (3.51)

Vamos agora achar a constante de integração C para o caso do ancoramento
fraco. Utilizamos na Eq. (3.34) as seguintes condições de contorno:

z = 0; θ(0) = θM ;
dθ

dz

∣

∣

∣

∣

z=0

= 0,

e, dessa forma, obtemos

θ′ =

√

ǫaV 2

Kd2
(sen2θM − sen2θ)1/2. (3.52)

Em z = −d/2, θ = θS, logo
(

dθS

dz

)2

=
ǫaV

2

Kd2
(sen2θM − sen2θS) ou

1

4L2
sen2[2θs] =

ǫaV
2

Kd2
(sen2θM − sen2θS), (3.53)

com isso

sen2θM = sen2θS

[(

Kd2

L2ǫaV 2

)

cos2 θs + 1

]

. (3.54)
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Figura 3.3: Ancoramento fraco: antes da transição de Fréedericksz (esquerda)
e depois da transição de Fréedericksz (direita).

Usando a Eq. (3.41) para o campo crítico na situação de ancoramento
forte, podemos reescrever (3.54) como:

sen2θM = sen2θS

[

(

d

πL

Vc

V

)2

cos2 θs + 1

]

. (3.55)

No limite em que θM → 0, θS → 0 e, então, obtemos:

θS =
θM

√

1 +
(

d
πL

Vc

V

)2
. (3.56)

Para obter o campo crítico no caso de ancoramento fraco, a expressão (3.52)
pode ser posta na seguinte forma:

∫ θM

θS

dθ√
sen2θM − sen2θ

=
π

2

V

Vc
, (3.57)

que é bastante semelhante à expressão (3.42). De fato, quando θS → 0 as
duas coincidem. Procedendo com (3.57) de maneira idêntica ao que foi feito
com (3.42), obtém-se facilmente a expressão

∫ π/2

ΨS

dΨ√
1− sen2θMsen2Ψ

=
π

2

V

Vc

, (3.58)

em que Ψs = arcsen
(

sen θs

sen θM

)

. Desenvolvendo o integrando em torno de
θM ≈ 0, obtemos

θM

(π

2
−ΨS

)

+
θ2

M

4

(

1− 1

2
sen2ΨS

)

≈ θM
π

2

V

Vc

.
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Portanto, a possibilidade de obtermos uma solução com θM 6= 0 ocorre se

π

2
−ΨS =

π

2

V

Vc

ou
ΨS =

π

2
− π

2

V

Vc
.

Assim, usando as definições de ΨS e a expressão (3.56), teremos:

senΨ =
θS

θM

= cos
π

2

V

Vc

=
1

√

1 +
(

d
πL

Vc

V

)2

ou

cot
π

2

V

Vc

=
d

πL

Vc

V
.

Esta expressão é conhecida como expressão de Rapini-Papoular e, por meio
dela, podemos determinar o valor do potencial V = V ∗ para a transição de
Fréedericksz em caso de ancoramento fraco.

3.4 Medida das constantes elásticas

Realizar medidas das constantes elásticas em cristais líquidos é um tra-
balho delicado e complicado. Sendo assim, nesta seção comentaremos breve-
mente os métodos usados para medir as constantes elásticas nas mesofases,
seguindo a discussão realizada na Ref. [18].

Alguns métodos importantes usados para medir tais constantes são:
(a) transição de Fréedericksz;
(b) espalhamento de luz;
(c) alinhamento-inversão de parede;
(d) transição colestérico-nemático.
As constantes elásticas K11, K22 e K33 da fase Nu (nemática uniaxial),

descrevem, respectivamente, os torques necessários para obter as deformações
de splay, twist e bend (a ordem de grandeza dessas constantes está entre 2
e 20pN). O método mais simples para a obtenção dessas constantes é via a
voltagem crítica Vc ou campo crítico Hc em diferentes tipos de transição de
Fréedericksz. A princípio, temos três configurações:

(i) Um campo magnético, por exemplo, é aplicado à superfície de uma
célula com orientação homogênea planar. Devido à anisotropia diamagnética
∆χ do cristal líquido, as moléculas no centro da amostra tornam-se paralelas
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ao campo magnético. Para um campo suficientemente alto, no entanto, na
superfície essas moléculas permanecem planares. Uma deformação do tipo
splay é induzida no meio da amostra.

(ii) Se o campo magnético é aplicado paralelo à superfície mas perpen-
dicular ao diretor, uma deformação tipo twist toma lugar no interior da
amostra.

(iii) Num arranjo homeotrópico das moléculas, com campo magnético
paralelo à superfície e perpendicular ao diretor, temos o surgimento de uma
deformação do tipo bend no centro da amostra.

Em todos os casos citados acima, a intensidade do campo magnético
crítico é dada por

Hci
=
π

d

√

Kii

µ0∆χ
, i=1,2,3 (3.59)

em que d é a espessura da amostra, ∆χ é a anisotropia dielétrica, µ0 é a
permissividade no vácuo e Kii são as respectivas constantes elásticas [23].

Para o caso (i) com ∆ǫ > 0 e o caso (iii) com ∆ǫ < 0, o campo magnético
pode ser trocado por um campo elétrico. A voltagem crítica é dada por

Vc = π

√

kii

ǫ0∆ǫ
, i=1,3 (3.60)

em que ∆ǫ é a anisotropia diamagnética e ǫ0 = 8.854x10−12As/V m.
Temos duas formas de obter as deformações do tipo splay e bend: pelo

método capacitivo ou pelo óptico (incluindo a deformação twist). Vamos
descrever, sucintamente, o método óptico. Ou seja, fazemos um raio de luz
polarizada monocromática atravessar a célula perpendicularmente, e então
atravessar um segundo polarizador, o qual funciona como um analisador, e
possui uma direção perpendicular ao primeiro. Devido à anisotropia óptica
∆n, uma diferença de fase δ entre os raios ordinário e extraordinário ocorre
numa luz polarizada elipticamente, uma parte do qual passa através do ana-
lisador. Se a intensidade do campo (magnético ou elétrico) está aumentando
lentamente, a diferença de fase (iniciando com o campo crítico) diminui e
torna-se zero num campo de intensidade infinitamente alta:

δ =
2πd

λ
(ne − no) (3.61)

em que ne é o índice de refração extraordinário, no o índice de refração
ordinário e λ o comprimento de onda.

O resultado observado da intensidade de luz é dado em função da diferença
de fase

I = I0 sin2

(

δ

2

)

, (3.62)
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Figura 3.4: Geometria experimental de Fréedericksz para a determinação das
constantes elásticas de (a) splay, (b) twist e (c) bend de um cristal líquido
nemático [18].

em que I0 é a amplitude máxima da intensidade de luz.
Utilizando i = 1 na Eq. (3.59) e, com campo magnético crítico Hc1 e

espessura da célula conhecidos, a razão K11/∆χ pode ser determinada, ou
seja,

K11

∆χ
=
H2

c1µ0d
2

π2
. (3.63)

Levando em conta a deformação elétrica, K11 pode ser calculado da Eq.
(3.60)

K11 =
V 2

c1
ǫ0∆ǫ

π2
. (3.64)

Usando a medida de ∆ǫ, as Eqs. (3.63) e (3.64) fornecem o valor de ∆χ.
Para campos com intensidade superior à crítica, a deformação não é unica-

mente do tipo splay mas é também bend. Sendo assim, da curva I em função
da intensidade do campo, podemos obter numericamente a razão K33/K11.
Como já conhecemos o valor de K11, dado pela Eq. (3.64), K33 pode ser
determinado.

Se a polarização da luz incidente é paralela, e o analisador é colocado
perpendicularmente ao diretor da célula, o resultado da intensidade de luz
é zero no estado deformado. No estado twist a luz polarizada será guiada
através da célula e deixá-lo-á, mais ou menos invariável, a Eq. (3.59) nos

41



fornece
K22

∆χ
=
H2

c2
µ0d

2

π2
. (3.65)

Como já encontramos ∆χ anteriormente, K22 pode ser calculado. Os detalhes
do procedimento de medida podem ser encontrados na Ref. [41]. de Gennes
[42] introduziu um parâmetro, conhecido com comprimento de coerência, que
já foi citado anteriormente, para definir a espessura da camada de transição
perto do contorno,

ξ =

(

K22

∆χ

)1/2

H−1. (3.66)

Esse parâmetro é da ordem de 1µm para um campo de 104G e aumenta com
a diminuição do campo. Se a espessura d da amostra é maior que ξ, a maior
parte do material será alinhada na direção do campo.

A deformação com um campo crítico poder ser detectada conveniente-
mente pela medida da variação da capacitância. Uma das necessidades essen-
ciais desse método, a qual torna-se uma desvantagem, é que áreas relativa-
mente grandes têm de ser orientadas uniformemente. A transição nemático-
colestérico e o método de alinhamento inversão de parede podem também
ser usados para estimar os valores das constantes elásticas [18]. A limi-
tada quantidade de resultados experimentais sistemáticos disponíveis para as
constantes elásticas de nemáticos sugere que fatores geométricos, como com-
primento e largura das moléculas, têm uma grande influência sobre aquelas
propriedades [43]. No próximo capítulo, apresentaremos o chamado "método
pseudomolecular", que permite obter expressões para as constantes elásti-
cas (quantidades macroscópicas) em termos das leis de interação intermolec-
ulares. Nesse contexto, é possível investigar o papel das diversas leis de
interação no surgimento da fase nemática em cristais líquidos.
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Capítulo 4

Modelo molecular

No presente capítulo, apresentaremos o método pseudomolecular, que per-
mite estabelecer a conexão entre as constantes elásticas e a interação inter-
molecular responsável pela fase nemática do cristal líquido. Nehring e Saupe
foram os primeiros a tentar alcançar esse objetivo e, para isso, utilizaram-se
de um modelo fenomenológico simples. Calcularemos, usando esse método,
as constantes elásticas de um cristal líquido nemático. A interação que con-
sideraremos é a do tipo quadrupolar, com um comprimento de blindagem
governando o alcance das forças.

4.1 O método pseudomolecular

Inicialmente, vamos definir v(a, a′; r) como sendo a energia de interação
intermolecular entre as moléculas, cujas orientações moleculares são a e a

′,
localizadas nos pontos R e R

′ = R+r. Esta energia de interação será suposta
diferente de zero para r0 ≤ r ≤ rN , em que r0 é o valor de corte inferior, e é
da ordem da dimensão molecular; já rN é o valor de corte superior e pode ser
escolhido fazendo uma comparação de v(a, a′; r) com a energia de agitação
térmica kBT . Além disso, rN é da ordem de poucas dimensões moleculares,
e espera-se que o modelo seja insensível a rN . Dessa forma, ao final do
cálculo, podemos tomar o limite rN →∞. Nehring e Saupe admitiram uma
ordem nemática perfeita. Assim, a coincide com n. Além disso, a energia de
interação entre dois pequenos elementos de volume dτ e dτ ′ em R e R

′ é

d2V(n,n′; r) = v(n,n′; r) dN dN ′, (4.1)

em que dN = ρ(R) dτ e dN ′ = ρ(R′) dτ ′ são os números de moléculas conti-
das em dτ e dτ ′, respectivamente. Supondo a densidade constante, ou seja,
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ρ(R) = ρ(R′) = ρ, a Eq. (4.1) é reduzida a

d2V(n,n′; r) = g(n,n′; r) dτ dτ ′, (4.2)

com g(n,n′; r) = ρ2 v(n,n′; r).
Na aproximação elástica, n muda lentamente com r. Isto significa que na

Eq. (4.2), |n′ − n| = |δ n| ≪ 1. Portanto, g(n,n′; r) = g(n,n + δ n; r) pode
ser desenvolvido em série de potências de δ n. Desenvolvendo até segunda
ordem, obtemos

g(n,n′; r) = g(n,n; r) + qi δni +
1

2
qijδniδnj + . . . , (4.3)

em que

qi =

(

∂g

∂n′i

)

n′=n

e qij =

(

∂2g

∂n′i∂n
′
j

)

n′=n

(4.4)

são definidos em termos da interação intermolecular [21]. As derivadas que
aparecem na Eq. (4.4) são calculadas no estado de referência. Além disso,
estamos admitindo aqui a convenção de soma de Einstein.

Para obter a densidade de energia elástica, é necessário desenvolver δni =
δni(R,R

′) em série de potências de xi, as componentes cartesianas do vetor
r = R

′−R, que representam a posição relativa de n
′ em relação a n. Temos,

então,

δni = ni,jxj +
1

2
ni,j kxjxk + · · · , (4.5)

em que as derivadas são calculadas em R. Substituindo a Eq. (4.5) na Eq.
(4.3), obtemos

g(n,n′; r) = g(n,n; r) + qini,kxk +
1

2
(qini,k l + qijni,knj, l)xkxl. (4.6)

Na aproximação de campo médio, a energia total do nemático é dada por

F =
1

2

∫∫∫

τ

∫∫∫

τ ′

g(n,n′; r)dτdτ ′ (4.7)

e, consequentemente, a densidade de energia elástica é

f =
1

2

∫∫∫

τ ′

g(n,n′; r)dτ ′. (4.8)

A substituição da expansão (4.6) na Eq. (4.8) nos leva a

f = f 0 + Likni,k +Niknni,kn +Ki j knni,knj,n, (4.9)
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em que

f0 =
1

2

∫∫∫

τ ′

g(n,n; r)dτ ′, (4.10)

é a densidade de energia elástica do estado de referência, enquanto que os
tensores elásticos de elementos Lik, Nikn e Ki j kn são dados por

Lik =
1

2

∫∫∫

τ ′

qiuk rdτ
′, (4.11)

Nikn =
1

4

∫∫∫

τ ′

qiukun r
2dτ ′, (4.12)

Ki j kn =
1

4

∫∫∫

τ ′

qi j uk un r
2dτ ′, (4.13)

com u = r/r, e portanto, xk = ukr. Esperamos que o termo linear no tensor
deformação ni,j se anule no volume, onde o estado fundamental é o não
deformado. Unicamente para cristais líquidos colestéricos este tensor existe
no volume. No entanto, para cristais líquidos nemáticos um termo desse tipo
pode existir perto dos contornos, onde temos uma menor simetria que aquela
do volume. Portanto, de acordo com a aproximação apresentada acima, é
possível, ao menos em princípio, calcular os elementos dos tensores elásticos
Lik, Nikn e Ki j kn quando a interação interpartícula é conhecida.

4.1.1 Limites do método pseudomolecular

Na seção anterior, apresentamos um caminho para conectar as constantes
elásticas à interação intermolecular responsável pela fase nemática do cristal
líquido. No entanto, mesmo se tudo o que foi visto tenha sido feito de uma
forma correta, é necessário muita atenção aos resultados obtidos e de que
maneira foram deduzidos. Em primeiro lugar, como já enfatizamos, quando f
é dado pela Eq. (4.9), temos um problema matemático para encontrar o perfil
de minimização da energia elástica total. Neste caso, em algumas situações, a
orientação média do cristal líquido nemático pode apresentar forma variada
perto da parede. Portanto, para esta situação, a Eq. (4.3) não funciona
bem e, provavelmente, a expansão até segunda ordem não é possível. Além
disso, sempre que g(n,n′, r) for uma lei de potência em r, de forma que a
interação intermolecular diminua com 1/rm, o desenvolvimento (4.6) diverge.
De fato, neste caso especial, como segue da Eq. (4.4), qi e qij diminuem com
1/rm. Dessa forma, no desenvolvimento (4.6) os termos depois do m-ésimo
aumentam com r. Finalmente, observamos que os tensores elásticos dos
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elementos Lik, Nikn e Kijkn são obtidos por integração termo a termo da série
de potências (4.6). Mas esta operação pode ser feita unicamente se a série
for uniformemente convergente. Então, o primeiro desenvolvimento dando
g(n,n′; r) em termos de δni é suposto uniformemente convergente depois que
o desenvolvimento (4.5) é admitido como sendo do mesmo tipo. No entanto, a
substituição de (4.5) em (4.3) pode fazer a série de potências aumentar, a qual
não será uniformemente convergente. Consequentemente, a série final (4.6)
poderia não convergir de uma maneira uniforme. Assim, somente se formos
capazes de demonstrar que ela é uniformemente convergente, os tensores
elásticos Lik, Nikn e Kijkn são significativos.

4.1.2 Interação quadrupolo-quadrupolo em aproximação

elipsoidal

Calcularemos aqui as constantes elásticas de um cristal-líquido nemático
usando o método pseudomolecular, discutido anteriormente. A interação
intermolecular é do tipo quadrupolar, com um comprimento de blindagem
governando o alcance das forças. As constantes elásticas de volume bem
como as de superfície são determinadas como função da excentricidade do vo-
lume de interação, considerado como tendo uma forma elipsoidal. Mostramos
que todas as constantes elásticas são negativas e, dessa forma, a interação
quadrupolar sozinha (mesmo a blindada) não pode dar origem à fase nemática.

4.1.3 Cálculo das constantes elásticas

Vamos considerar um cristal líquido nemático tal que as moléculas pos-
suam um momento de quadrupolo elétrico de elementos Dij . Como é co-
nhecido, o momento quadrupolar elétrico é proporcional ao parâmetro de
ordem tensorial, de elementos Qij definido na Eq. (2.9).

Focaremos nossa atenção no caso em que uma molécula de momento
quadrupolar Dij está localizada em R e outra com momento quadrupolar
D′ij está em R

′ = R + r, em que r é a posição relativa de D′
ij com relação a

Dij . Como pode ser visto na Fig. 4.1. O momento quadrupolar elétrico Dij

cria em R
′ o potencial elétrico

V (r) = Dij
xixj

2r5
e−r/λ, (4.14)

em que xi são as componentes cartesianas de r, e λ um comprimento de
blindagem introduzido para levar em conta as forças intermoleculares de curto
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Figura 4.1: Duas moléculas de forma elipsoidal, localizadas em R e em
R
′ = R + r, cujos momentos de quadrupolo têm componentes dadas, res-

pectivamente, por Dij e D′ij . Supomos que os quadrupolos estão localizados
nos centros dos volumes.

alcance responsáveis pelas propriedades elásticas do cristal líquido nemático.
Observe que, para λ→∞, o potencial quadrupolar é de longo alcance. Uma
teoria elástica pode ser formulada unicamente em termos de forças inter-
moleculares com interação de curto alcance. Neste contexto, curto alcance
significa muito pequeno com relação à escala sobre a qual a variação de or-
dem macroscópica tem lugar. Assim, o caso com λ → ∞ é esperado dar
resultados não usuais. Por essa razão, consideraremos λ sendo da ordem de
poucas dimensões moleculares, de maneira a calcular as constantes elásticas
de um material cuja energia intermolecular tem uma simetria quadrupolar.
Em (4.14), e daqui para frente, a convenção de soma de Einstein será, mais
uma vez, admitida.

A energia eletrostática de D′
ij no campo externo devido a Dij é

g(Dij, D
′
ij ; r) = D

′

αβV,αβ = D
′

αβ

∂2V

∂xα∂xβ

. (4.15)

Se D′ij = Dij + δDij, em que δDij são quantidades pequenas com relação a
Dij , a Eq. (4.15) pode ser desenvolvida até segunda ordem em δDij como
segue:

g(Dij, D
′
ij; r) = g0 + LijδDij +

1

2
KijklδDijδDkl,

em que a energia de interação para o estado de referência (estado não defor-
mado) é dada por

g0 = g(Dij, Dij; r), (4.16)
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e os tensores Lij e Kijkl são, respectivamente, definidos por

Lij =

(

∂g

∂D
′

ij

)

D=D′

=
∂2V

∂xi∂xj
(4.17)

e

Kijkl =

(

∂2g

∂D
′

ij∂D
′

kl

)

D′=D

= 0, (4.18)

correspondendo a qi e qij introduzidos na Eq. (4.4). Consequentemente, até
a segunda ordem em δDij , a energia de interação é

g = g0 +
∂2V

∂xα∂xβ

δDαβ. (4.19)

Supondo queDij varie lentamente ao longo do alcance da interação quadrupo-
lar, é possível desenvolver δDij em série de potências de xi até segunda ordem:

δDαβ =

(

∂Dαβ

∂xµ

)

R

xµ +
1

2

(

∂2Dαβ

∂xµ∂xν

)

R

xµxν .

Segue que a energia de interação entre Dij e D′ij , no limite de pequenas
distorções, é

g = g0 +

[(

∂Dαβ

∂xµ

)

R

xµ +
1

2

(

∂2Dαβ

∂xµ∂xν

)

R

xµxν

]

∂2V

∂xα∂xβ
.

A densidade de energia elástica, na aproximação de campo médio, é obtida
pela integração de g/2 sobre o volume de interação τN das forças intermole-
culares. Assim,

f =
1

2

∫

τN

g dτ = f0 + Aiαβ
∂Dαβ

∂xi

+Bαβij
∂2Dαβ

∂xi∂xj

, (4.20)

em que f0 é a energia do estado homogêneo, a qual é dada por

f0 =
1

2

∫

τN

g0 dτ. (4.21)

Na Eq. (4.20) introduzimos dois tensores elásticos, A e B, cujos elementos
são dados por

Aiαβ =
1

2

∫

τN

xi
∂2V

∂xα∂xβ
dτ (4.22)
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e

Bαβij =
1

4

∫

τN

xixj
∂2V

∂xα∂xβ
dτ. (4.23)

Além disso, sendo que Dij = D[ninj−1/3 δij ], podemos escrever as derivadas
como

Diα,β =
∂Diα

∂xβ

= D[ni,βnα + ninα,β],

Dαβ,ij =
∂2Dαβ

∂xi∂xj

= D[nβnα,ij + nα,inβ,j + nα,jnβ,i + nαnβ,ij], (4.24)

em que D leva em conta a intensidade do momento de quadrupolo. Por
meio da Eq. (4.20), podemos calcular a densidade de energia elástica total,
considerando a interação intermolecular que dá surgimento à fase nemática.

O parâmetro de ordem tensorial de simetria quadrupolar definido na Eq.
(2.9) contém todos os elementos de simetria da fase nemática do cristal
líquido. Isto significa que todos os tensores caracterizando a fase nemática
têm de ser decompostos em termos dos elementos de simetria da fase. Pode-
mos decompor em termos de n, do tensor unitário e do tensor de Levi-Civita,
ou alternativamente, como no caso em questão, podemos decompor em ter-
mos de Dαβ e do tensor unitário, porque Dαβ ∝ Qαβ . Esta segunda forma
permite a investigação da dependência da temperatura do parâmetro de or-
dem por meio da teoria de Landau-de Gennes, mas isso não é relevante aqui,
pois estamos trabalhando com a hipótese de ordem nemática perfeita.

Vamos considerar, em particular, os tensores elásticos introduzidos nas
Eq. (4.22) e (4.23) e sua decomposição de acordo com a segunda forma
descrita acima. Ambos os tensores devem ser decompostos de tal forma
que permaneçam lineares em D, seguindo a consideração da Eq. (4.14) de
maneira a manter F − F0, como dado pela Eq. (4.20), quadrática nesta
quantidade. O tensor de terceira ordem não pode ser decomposto em termos
de Dαβ e δαβ . Por isso, para simetria quadrupolar, A = 0. O tensor de quarta
ordem tem de ser decomposto como

Bαβij = B1Dαβδij +B2Dijδαβ +B3Dαiδβj

+ B4Dαjδβi +B5Dβjδαi +B6Dβiδαj . (4.25)

Usando a definição de Dij em termos das componentes de n dada acima é
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fácil mostrar que (4.25) é equivalente a

Bαβij = B1nαnβδij +B2ninjδαβ −
(

B1 +B2

3

)

δijδαβ +B3[nαniδβj

+ nαnjδβi + nβnjδαi + nβniδαj ]−
2

3
B3(δαiδβj + δβiδαj) (4.26)

isso se deve, por razões de simetria, a Bαβij = Bβαij = Bαβji = Bβαji e,
consequentemente, B3 = B4 = B5 = B6. Os coeficiente Bi podem ser
determinados por

γ1 = ninjBααij = 2B2 +
8

3
B3,

γ2 = nαnβBαβii = 2B1 +
8

3
B3,

γ3 = nαnjBαββj =
2(B1 +B2 + 5B3)

3
, (4.27)

que podem ser facilmente resolvidas, dando

B1 =
1

14
(4γ1 + 11γ2 − 12γ3),

B2 =
1

14
(11γ1 + 4γ2 − 12γ3),

B3 = − 3

14
(γ1 + γ2 − 3γ3). (4.28)

A energia elástica total, levando em conta (4.24) e (4.25), pode ser re-
duzida à forma

f = f0 +BαβijD[nβnα,ij + nα,inβ,j + nα,jnβ,i + nαnβ,ij]. (4.29)

Já que nini = 1, segue que nini,j = 0. Algumas propriedade úteis que serão
usadas nesta seção:

nαnα,ii = −nα,inα,i e

njni,ij = (njni,i),j − nj,jni,i. (4.30)

Além disso, temos

nαninjnα,ij = −(ninα,i)
2 = −(n×∇× n)2, (4.31)

nαnα,ii = −[(∇·n)2−∇·(n∇·n+n×∇×n)+(n·∇×n)2+(n×∇×n)2] (4.32)

e
ni,jnj,i = (∇ · n)2 −∇ · (n∇ · n + n×∇× n). (4.33)
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Depois de alguns cálculos é possível reescrever (4.29) na forma (por sim-
plicidade, dividimos a expressão por D2):

f = f0 − (2B1 + 4B3)(∇ · n)2 − 2B1(n · ∇ × n)2

− (2B1 + 4B3)(n×∇× n)2 +
4

3
B3[∇ · (n∇ · n)]

+

(

2B1 +
4

3
B3

)

∇ · (n∇ · n + n×∇× n), (4.34)

a qual tem de ser comparada com a expressão de Neuring-Saupe para a
densidade de energia elástica

fNS = f0 +
1

2
K11(∇ · n)2 +

1

2
K22(n · ∇ × n)2

+
1

2
K33(n×∇× n)2 +K13[∇ · (n∇ · n)]

− (K22 +K24)∇ · (n∇ · n + n×∇× n), (4.35)

dando

K11 = K33 = −4B1 − 8B3,

K22 = −4B1,

K13 =
4

3
B3 e

K22 +K24 = −2B1 −
4

3
B3. (4.36)

Desta forma, os cálculos das constantes elásticas reduzem-se à determinação
das quantidades γi introduzidas em (4.27). A ligação daquelas quantidades
com a interação intermolecular é estabelecida usando-se a definição de Bαβij

dada na Eq. (4.23). Dessa forma, podemos escrever γi na forma
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γ1 =
1

4

∫

VN

r2N2V,ααdV

=
1

4

∫

VN

(3N2 − 1)N2

3rλ

(

1

λ
+

4

r

)

e−r/λdV,

γ2 =
1

4

∫

VN

r2nαnβV,αβdV

=
1

4

∫

VN

(

3

r3
− 30N2

r3
+

35N4

r3
− N2

3rλ2

+
N4

rλ2
+

1

3r2λ
− 22N2

3r2λ
+

11N4

r2λ

)

e−r/λdV,

γ3 =
1

4

∫

VN

rNnαnβxβV,αβdV

=
1

4

∫

VN

N2

(

20N2

r3
− 12

r3
− 1

3rλ2
+
N2

rλ2

− 4

r2λ
+

8N2

r2λ

)

e−r/λdV, (4.37)

em que, por simplicidade, introduzimos a quantidade N = n · u, com ui =
xi/r. Em resumo, obtivemos as constantes elásticas realizando as integrações
indicadas acima para calcular γi. O cálculo é feito de modo que as cons-
tantes elásticas sejam determinadas em termos da interação intermolecular
quadrupolar.

4.1.4 Comportamento das constantes elásticas

Para o cálculo das constantes elásticas citado acima, usamos um volume
de interação de forma elipsoidal, gerado pela revolução ao redor de n cuja
direção coincide com a direção do eixo z (ver Fig. 4.2)

As integrações são realizadas sobre o volume de interação e têm a forma
genérica

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

sin θdθ

∫ ro(θ)

ri(θ)

r2f(r, θ, φ; e)dr, (4.38)

com

ri(θ) = a/
√

1− e cos2 θ,

ro(θ) = A/
√

1− e cos2 θ, (4.39)
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Figura 4.2: Volume de interação limitado por dois elipsoides similares de
revolução ao redor do eixo z. O volume interno representa a molécula e o
externo está conectado à interação de mais longo alcance.

em que i e o são o elipsoide interno e o externo, respectivamente. Além disso,
a e A são respectivamente, o semi-eixo maior do elipsoide interno (molécula)
e o semi-eixo maior do elipsoide externo (volume de interação), os quais são
supostos similares. A excentricidade do volume de interação é definida aqui
como

e = 1−
(

b

a

)2

= 1−
(

B

A

)2

, (4.40)

em que b e B são, respectivamente, o semi-eixo menor do elipsoide interno
(externo) como indicado na Fig. 4.2. Como as constantes elásticas são com-
binações lineares de γi, este volume de interação produz uma dependência
explícita das constantes elásticas com a excentricidade da forma do volume
molecular. As constantes elásticas são dependentes também do parâmetro λ,
que controla o alcance da interação intermolecular. Por isso, os cálculos têm
de ser realizados para λ ≥ a.

4.1.5 Aproximação esférica

Nessa seção apresentaremos a solução para o caso de uma aproximação
esférica do volume de interação. Para isso partimos da Eq. (4.37), a qual
refere-se ao cálculo dos γi. Nessa equação utilizamos, como elemento de
volume, o elemento de volume esférico, que é dado por d V = r2senθ dr dθ dφ.
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Dessa forma, obtemos para os γi:

γ1 =
1

4

∫

VN

r2N2V,ααdV

=
1

4

∫

VN

(3N2 − 1)N2

3rλ

(

1

λ
+

4

r

)

e−r/λdV,

= −2π

45
(∆∗ + 5∆), (4.41)

γ2 =
1

4

∫

VN

r2nαnβV,αβdV

=
1

4

∫

VN

(

3

r3
− 30N2

r3
+

35N4

r3
− N2

3rλ2

+
N4

rλ2
+

1

3r2λ
− 22N2

3r2λ
+

11N4

r2λ

)

e−r/λdV,

= −2π

45
(∆∗ + 2∆), (4.42)

γ3 =
1

4

∫

VN

rNnαnβxβV,αβdV

=
1

4

∫

VN

N2

(

20N2

r3
− 12

r3
− 1

3rλ2
+
N2

rλ2

− 4

r2λ
+

8N2

r2λ

)

e−r/λdV,

= −2π

45
(∆∗ + 4∆). (4.43)

Substituindo os valores encontrados dos γi em

B1 =
1

14
(4γ1 + 11γ2 − 12γ3),

B2 =
1

14
(11γ1 + 4γ2 − 12γ3),

B3 = − 3

14
(γ1 + γ2 − 3γ3), (4.44)

achamos os Bi. Com esses valores dos Bi encontramos as constantes elásticas
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pela relação

K11 = K33 = −4B1 − 8B3,

K22 = −4B1,

K13 =
4

3
B3,

K22 +K24 = −2B1 −
4

3
B3. (4.45)

Realizando esses cálculos, obtemos

K11 = k33 =
4π

105
D2[8∆ + 3∆∗]

K22 = − 4π

105
D2[2∆−∆∗]

K22 +K24 =
2π

105
D2

[

4∆ + 5∆∗

3

]

,

K13 = − 4π

105
D2

[

5∆ + ∆∗

3

]

, (4.46)

em que
∆ = e−rn/λ − e−r0/λ e ∆∗ =

rn

λ
e−rn/λ − r0

λ
e−r0/λ. (4.47)

Estas são as constantes elásticas obtidas da densidade de energia livre,
Eq. (4.29), na aproximação esférica do volume de interação.

Como veremos, a seguir, o mesmo é verdade se considerarmos o caso de
um volume de interação elipsoidal.

4.1.6 Potencial de interação de longo alcance, λ → ∞

Neste limite, como pode ser visto facilmente das definições, dada pela
Eq. (4.37), γi → 0. Isto é evidente para γ1 pois, por causa da não-blindagem,
o potencial quadrupolar é uma função harmônica, isto é, de γ1, dado pela
Eq. (4.37), obtemos

∂2V

∂xα∂xα
= 0. (4.48)

Depois de realizar as integrações em (4.37), facilmente mostramos que
γ2 = 0 e γ3 = 0. Isto significa que o potencial intermolecular não-blindado
pode não dar surgimento à fase nemática, assim todas as constantes elásticas
são zero. Este fato foi demonstrado na Ref. [44] pelo uso de um volume de
interação de forma esférica. Neste limite, as constantes elásticas são dadas
pelas Eqs. (4.46) e (4.47).
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4.1.7 Potencial de interação de curto alcance, a ≤ λ < ∞

Como mencionamos anteriormente, o caso limite de um volume de inte-
ração esférico, isto é, e = 0, foi considerado em [44]. Novamente, o cálculo
pode ser realizado analiticamente. As principais conclusões daquela análise
foram de que as constantes elásticas não se anulam, mas tornam-se negativas.

Vamos analisar primeiramente a dependência das constantes elásticas com
a excentricidade do volume de interação. Pelo uso das Eqs. (4.28), (4.36) e
(4.37) podemos escrever expressões analíticas para as constantes elásticas as
quais são grandes para escrever aqui explicitamente mas que podem ser facil-
mente colocadas na forma geral de (4.38). Mostramos nas Figs. 4.3 e 4.4 o
comportamento das constantes elásticas como uma função da excentricidade
e para λ = a. As constantes elásticas de splay e bend mudam de sinal para
e & 0.65 bem como a constante elástica de splay − bend muda de sinal para
e & 0.5 (ver Fig. 4.3). Em ambos os casos, isto corresponde a uma razão
a/b & 2.

A constante elástica de twist torna-se negativa para e & 0.1 já a con-
stante elástica de saddle − splay é sempre negativa (ver Fig. 4.4). Para
valores pequenos de e, K22 é positivo. No entanto, nesta região, K11 = K33 é
negativo. Quando tais constantes elásticas tornam-se positivas, K22 é nega-
tivo. É interessante observar que K22 diminui linearmente com e, mostrando
uma lei de proporcionalidade com relação à excentricidade. Portanto, aquela
constante elástica de volume é sempre negativa para valores significativos da
excentricidade. Este resultado indica que o estado fundamental da fase não é
o uniforme, mas sim aquele distorcido. As moléculas interagem unicamente
via um potencial de interação quadrupolar, não tendendo a ser paralelas a
uma direção comum. A interação quadrupolar sozinha não pode dar surgi-
mento a uma fase nemática. Nossos resultados estão em parcial acordo com
aqueles reportados por Srivastava e colaboradores [45] para valores da excen-
tricidade entre 0.86−0.95. Para tais valores de excentricidade K11 e K33 são
positivos e K22 negativo, discrepâncias para esses valores são sugeridas como
sendo devidas ao fato de o potencial de interação ser parcialmente diferente
daquele assumido em [45] e nenhuma dependência com a temperatura é
levada em conta pelo nosso modelo.

Nas Figs. 4.5 e 4.6, o comportamento das constantes elásticas versus a di-
mensão normalizada A/a é mostrado, indicando que os valores das constantes
elásticas não dependem dessa dimensão. De fato, para A & 5a os valores das
constantes elásticas são insensíveis para mudanças nessa quantidade. Isto
significa que o limite ro(θ) →∞ pode ser feito, como esperado.

Nas Figs. 4.7 e 4.8, mostramos o comportamento das constantes elásticas

56



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

e

-1

-0.75

-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0.75

K
i
j
�
D
2

Figura 4.3: Constantes elásticas K11 = K33 (linha sólida) e K13 (linha ponti-
lhada) versus a excentricidade e do volume de interação elipsoidal. As curvas
foram feitas para λ = a e A = 50a.
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Figura 4.4: Constantes elásticas K22 (linha sólida) e K22 + K24 (linha pon-
tilhada) versus a excentricidade e do volume de interação elipsoidal. Os
parâmetros são os mesmos que na figura 4.3.

em função de λ/a, para e = 0.9 e A = 50a. As constantes elásticas têm
variação intensa quando o alcance do potencial muda de λ = a para λ = A,
isto é, quando o comprimento de blindagem varia da dimensão molecular ao
valor do eixo maior do outro elipsoide representando o volume de interação
para um valor fixo da excentricidade e. As figuras indicam que sempre que
λ ≤ A as constantes elásticas não tendem a zero.

Vimos que no caso de uma interação quadrupolar não-blindada todas as
constantes elásticas são nulas, mas isso não acontece para o caso de uma
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Figura 4.5: Constantes elásticas K11 = K33 (linha sólida) e K13 (linha pon-
tilhada) versus a dimensão do elipsóide externo A/a. As curvas foram feitas
para λ = a e e = 0.9.
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Figura 4.6: Constantes elásticas K22 (linha sólida) e K22 + K24 (linha pon-
tilhada) versus a dimensão do elipsóide externo A/a. As curvas foram feitas
para λ = a e e = 0.9.

interação quadrupolar blindada em que ao menos uma constante elástica é
positiva para valores físicos significativos de e. De fato, as constantes elás-
ticas de volume K11 = K33 são negativas para e = 0 (isto é, aproximação
esférica), aumentando monotonicamente com e e tornando-se positivas para
valores significativos da excentricidade. O contrário acontece para a con-
stante elástica K22; ela é positiva para e = 0 e diminui monotonicamente
para valores de e crescentes e muda de sinal para um determinado valor
de e. Este resultado é completamente novo e pode ser o responsável por
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Figura 4.7: Constantes elásticas K11 = K33 (linha sólida) e K13 (linha pon-
tilhada) versus λ/a para e = 0.9 e A = 50a.
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Figura 4.8: Constantes elásticas K22 (linha sólida) e K22 + K24 (linha pon-
tilhada) versus λ/a para e = 0.9 e A = 50a.

instabilidades na orientação nemática. A constante elástica de superfície
K22 + K24 é negativa para todos os valores da excentricidade e K13 é uma
função decrescente com a excentricidade e torna-se negativa para e & 0.5.
Este resultado difere daquele obtido na aproximação esférica para a forma
molecular e volume de interação, e mostra que a interação quadrupolar pode
favorecer distorções do tipo splay− bend. Assim, aquelas mudanças no sinal
da constante elástica poderiam ser fontes de instabilidade na fase nemática
e devem ser levadas em conta na interpretação de fenômenos críticos para
esses sistemas líquido-cristalinos [46].
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Capítulo 5

Efeito de reorientação molecular

sobre a corrente de uma célula

nemática

Neste capítulo trataremos dos possíveis mecanismos explicando o caráter
da relação I = I(V ) para uma célula nemática sujeita a um campo elétrico
alto. Levaremos em conta o efeito de reorientação do diretor nemático in-
duzido por um campo elétrico externo. A análise será realizada no regime
quase-estático em que a orientação nemática segue, sem retardo, a variação
no tempo do campo externo. A variação no tempo da capacitância efetiva
da célula é equivalente a uma resistência pura, e é responsável por um pico
de corrente quando a voltagem aplicada supera a voltagem crítica para a
transição de Fréedericksz.

5.1 Considerações gerais: caso ideal

Na maioria das vezes, a caracterização elétrica de um cristal líquido é feita
pela medida do fluxo de corrente no circuito quando a amostra está conec-
tada a uma bateria. Quando a amostra tem orientação planar, e o campo
externo é menor que o campo crítico de Fréedericksz, a interpretação dos
dados experimentais é relativamente simples, caso seja possível considerar a
amostra livre de íons. De fato, neste caso, o cristal líquido comportar-se-
á como um meio isotrópico, cujas condutividade e constante dielétrica são
perpendiculares ao diretor nemático [13]. Entretanto, em algumas situações,
trabalhar com um campo externo abaixo do crítico pode ser um problema, e
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um campo elétrico intenso é necessário para medir, com boa precisão, a cor-
rente. Neste caso, o campo externo induz uma deformação no cristal líquido,
e para conectar a corrente com a voltagem externa é necessário conhecer
o perfil nemático. Nesta situação, o cristal líquido comporta-se como um
cristal uniaxial, cujo eixo óptico coincide com o diretor [47]. Apresentaremos,
a seguir, uma aproximação teórica que conecta a corrente no circuito externo
com a deformação nemática, no caso simples em que a diferença de potencial
aplicada na amostra varia lentamente no tempo quando comparada com o
tempo de difusão para a orientação nemática. Para isso, consideraremos um
material típico, cujas propriedades anisotrópicas dão surgimento a um fenô-
meno crítico, de maneira que possamos investigar a dependência da corrente
com a voltagem aplicada. Depois disso, utilizaremos o mesmo raciocínio
para um material líquido-cristalino, o qual será considerado como um cir-
cuito formado por um paralelo de uma resistência R, e uma capacitância
C. A equação governando o perfil do ângulo de inclinação é apresentada, e
fórmulas explicitas conectando a resistência e a capacitância com este perfil
são estabelecidas. Analisaremos também a dependência de R e C, bem como
o fluxo de corrente no circuito em maiores detalhes.

Sendo assim, vamos admitir inicialmente um material tendo, na ausência
de um campo externo, uma condutividade σ, e uma constante dielétrica ǫ.
Vamos considerar que, por meio de um campo elétrico externo, é possível
mudar a condutividade elétrica e a constante dielétrica [48].

Além disso, admitimos que a variação dos parâmetros físicos, sob a ação
do campo externo, é um fenômeno crítico [49]. Neste caso, para um campo
elétrico 0 ≤ E < Ec, σ = σ1 e ǫ = ǫ1, e para E > Ec, σ = σ2 e ǫ = ǫ2.
Se uma amostra, na forma de um slab, é submetida a um campo elétrico
externo aumentando linearmente com o tempo, teremos o aparecimento de
um tempo critico, tc, para o qual E(tc) = Ec. Para t = tc, os parâmetros
físicos do sistema começam a mudar, tendendo, com uma típica dependência
do tempo do sistema, a σ = σ2 e ǫ = ǫ2. Para uma análise simplificada,
admitiremos que aquelas variações têm a seguinte forma:

σ(t) = σ1 + g(t)(σ2 − σ1) e ǫ(t) = ǫ1 + g(t)(ǫ2 − ǫ1), (5.1)

em que g(t) é uma função de relaxação tal que limt→−∞g(t) = 0 e limt→∞g(t) =
1. No caso em que a voltagem aplicada é do tipo V (t) = κt, numa primeira
aproximação, podemos admitir que

g(t) =
1

2

[

1 + tanh

(

t− tc
τ

)]

, (5.2)

em que τ depende da dinâmica do sistema, que suporemos homogênea. Além
disso, a resistência elétrica e a capacitância da amostra mudam com o tempo,
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respectivamente, de acordo com as leis

R(t) = R1 + g(t)(R2 − R1) e C(t) = C1 + g(t)(C2 − C1), (5.3)

em que

R1,2 =
1

σ1,2

d

S
e C1,2 = ǫ1,2

S

d
. (5.4)

Da eletrodinâmica elementar, a corrente no circuito contendo a amostra é
dada por I(t) = IR(t) + IC(t), em que

IR(t) =
V (t)

R(t)
+ V (t)

dC

dt
e IC(t) = κC(t). (5.5)

Esta equação mostra que a variação no tempo da capacitância é equivalente
a uma renormalização da resistência. Consideremos o caso particular em
que σ1 = 5x10−10(Ωm)−1, σ2 = σ1/5, ǫ1 = 5.5ǫ0, ǫ2 = 10.6ǫ0, em que ǫ0 é
a constante dielétrica no vácuo, d = 5µm, e S = 10−4m2. Admitimos que
κ = 1V/s, tc = 1.5 s, e τ = 0.1 s. Neste caso, R(t) e C(t) têm a tendência
mostrada na Fig. 5.1.

Figura 5.1: R(t)(108Ω) e C(t)(10−9F ) vs. t para V0 = 10V e τ = 0.1s.

Na Fig. 5.2, mostramos a corrente no circuito externo, I(t) = IR(t) +
IC(t), e comparamos com I1 = V (t)/R1 e I2 = V (t)/R2. Como é evidente da
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Figura 5.2: I(t) = IR(t) + IC(t) vs. t para V0 = 10V e τ = 0.1s. I1 =
V (t)/R1 (linha pontilhada) e I2 = V (t)/R2 (linha tracejada) são mostradas
para comparação.

Fig. 5.2, a corrente no circuito externo apresenta um pico, para t próximo
de tc, que está relacionado com o termo V (t)dC/dt. Para pequenos valores
de t, I(t) ∼ V (t)/R1 + κC1, enquanto para valores de t grande, com relação
a tc, I(t) ∼ V (t)/R2 + κC2.

5.2 Célula nemática

Uma análise similar àquela apresentada anteriormente pode ser feita con-
siderando uma amostra real na forma de um slab de espessura d, preenchido
com um cristal líquido nemático. Vamos admitir que a amostra possa ser con-
siderada como um paralelo de uma resistência R e uma capacitância C [50].
A amostra tem uma área de superfície S, a qual está conectada a uma bateria
cuja fem é V (t). Se V (t) > Vc, o diretor nemático não está totalmente uni-
forme na amostra. O sistema de referência cartesiano usado na descrição tem
o eixo z perpendicular à superfície, sendo que as superfícies estão localizadas
em z = ±d/2. Assim, temos que a resistência equivalente e a capacitância
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equivalente da amostra são respectivamente dadas por

R =
1

S

∫ d/2

−d/2

dz

σzz

e
1

C
=

1

S

∫ d/2

−d/2

dz

ǫzz

. (5.6)

Na Eq. (5.6), σzz = σ⊥ + σasen
2θ(z) e ǫzz = ǫ⊥ + ǫasen

2θ(z) são as
componentes z,z do tensor condutividade e do tensor dielétrico, respecti-
vamente [13]. As quantidades σa = σ‖ − σ⊥ e ǫa = ǫ‖ − ǫ⊥ indicam a
anisotropia dos tensores condutividade e dielétrico, e ‖ e ⊥ referem-se ao
diretor nemático. Sendo assim

R(t) =
1

S

∫ d/2

−d/2

dz

σ⊥ + σasen2θ(z, t)
e

1

C(t)
=

1

S

∫ d/2

−d/2

dz

ǫ⊥ + ǫasen2θ(z, t)
. (5.7)

Consideraremos o caso em que a voltagem aplicada na amostra (com valor
máximo V0 em t = T ) é do tipo

V (t) = κt, (5.8)

em que κ = V0/T (ver Fig. 5.3).

Figura 5.3: θM(t) e V (t)(inserido) vs. t para o intervalo de 0 6 t 6 T ,
V0 = 10V e T = 10s.
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Se limitarmos nossa investigação ao caso em que T é da ordem de vários
segundos, podemos admitir que o diretor segue o campo externo sem retardo.
Dessa forma, torna-se possível calcular o perfil do ângulo do diretor usando
as equações válidas para o caso estático. Em particular, para cada t, e
assim para cada V (t), podemos calcular a deformação máxima, ocorrendo
no meio da amostra e o perfil do ângulo θ = θ(z; t). Dando continuidade,
consideraremos o caso de ancoramento forte, no qual os valores dos ângulos
na superfície são nulos, θ(±d/2; t) = 0, e admitimos que a aproximação de
uma única constante elástica é válida, isto é, K11 = K33 = K. De acordo
com a teoria elementar da reorientação induzida pelo campo externo sobre
um cristal líquido nemático [21] discutida no capítulo 3 (ver Eq. (3.37)), o
ângulo diretor é dado por:

dθ

dz
= ±V (t)

d

√

ǫa
K

√

sen2θM − sen2θ, (5.9)

em que (+) refere-se a −d/2 ≤ z ≤ 0 e (−) a 0 ≤ z ≤ d/2. Na Eq. (5.9),
θM (t) = θ(0; t) é o ângulo no meio da amostra. E pode ser determinado
reescrevendo a Eq. (5.9) na forma

∫ θM (t)

0

dΨ
√

sen2θM (t)− sen2Ψ
=

d

2ξ(t)
, (5.10)

sendo que o perfil de deformação pode ser determinado por

∫ θ(z;t)

0

dψ
√

sen2θM(t)− sen2Ψ
=

z

ξ(t)
, (5.11)

em que o comprimento de coerência ξ(t) é aqui escrito como

ξ(t)−1 =
π

d

V (t)

Vc

, (5.12)

com V (t) dado pela Eq. (5.8). Na Eq. (5.12), Vc é a voltagem crítica, no caso
de ancoramento forte, dada por Vc = π

√

K/ǫa (ver Eq. (3.41)), em unidades
do SI. Como mencionado acima, esta análise é válida no caso quase-estático,
em que o diretor nemático segue sem retardo a variação no tempo do campo
aplicado. Para quantificar os limites para os quais a aproximação funciona
bem, vamos considerar a equação dinâmica governando a evolução do ângulo
de inclinação, que tem a forma

K
∂2θ

∂z2
+

1

2
ǫaE

2(t)sen(2θ) = η
∂θ

∂t
, (5.13)
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em que η é o coeficiente de viscosidade rotacional do cristal líquido nemático [51].
Pela introdução da quantidade adimensional ζ = (π/d)z e U(t) = V (t)/Vc, a
Eq. (5.13) pode ser reescrita como

∂2θ

∂ζ2
+

1

2
U2sen(2θ) = τ

∂θ

∂t
, (5.14)

sendo τ = ηd2/(π2K) um tempo de difusão intrínseco para a orientação
nemática. Admitindo valores típicos para os parâmetros físicos usados no
problema η ∼ 0.1kgs/m, d ∼ 5x10−6m, e K ∼ 10−11N [51], obtemos τ ∼
0.03s. Quando T >> τ , nossa aproximação funciona bem. Dessa forma,
como em medidas típicas de corrente T é da ordem de várias dezenas de se-
gundos [52, 53], a análise realizada acima pode ser usada para a interpretação
dos dados relevantes à dependência da corrente com a voltagem aplicada.

5.3 Circuito Elétrico

Quando a deformação nemática é obtida de acordo com a aproximação
quase-estática descrita acima, é possível calcular, usando a Eq. (5.7), R =
R(t) e C = C(t), em que a dependência de t é via o ângulo de inclinação do
diretor descrita por θ = θ(z; t). O fluxo de corrente no circuito equivalente
representando a célula é

I(t) =
V (t)

R(t)
+
dQ(t)

dt
, (5.15)

em que Q(t) = C(t)V (t) é a carga elétrica sobre o condensador. A corrente
que estamos vendo é dada por

I(t) =

{

1

R(t)
+
dC(t)

dt

}

V (t) + C(t)
dV (t)

dt
. (5.16)

Para ober explicitamente o perfil θM(t) podemos reescrever a Eq. (5.10) na
forma

K[sin θM (t)] =

∫ π/2

0

dψ
√

1− sen2θM (t)sen2ψ

=
1

2

√

ǫa
K
V (t), (5.17)

depois de realizar a substituição senψ = senθ/senθM (t) e levando em conta
a Eq. (5.12). Na Eq. (5.17), K[x] é a função elíptica completa de primeira
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espécie. Da Eq. (5.7) obtemos a seguinte expressão para R(t) e C(t):

R(t) =
2d

S

√

K

ǫa

JR(senθM)

V (t)
,

C(t) =
S

2d

√

ǫa
K

V (t)

JC(senθM)
, (5.18)

em que

J(senθM ) =

∫ π/2

0

(1− sen2θMsen2ψ)−1/2dψ

(χ⊥ + ∆χasen2θMsen2ψ)

com χ⊥ = σ⊥ e ∆χa = σa para JR(senθM) e χ⊥ = ǫ⊥ e ∆χa = ǫa para
JC(senθM ), respectivamente. Como pode ser visto na Eq. (5.18), R(t) e
C(t) dependem unicamente de θ2

M . Consequentemente, para t → tc, dR/dt
e dC/dt são finitos, como será mostrado a seguir. Na Fig. 5.3, θM (t) é
mostrado para o intervalo 0 ≤ t ≤ T . Para dar seguimento, usaremos o
seguinte conjunto de parâmetros físicos do nemático: V0 = 10V , ǫ‖ = 20.6ǫ0,
ǫ⊥ = 5.5ǫ0, σ‖ = 10−10(Ωm)−1, σ⊥ = 5σ‖, K = 10−11N , d = 5x10−6m,
S = 10−4m2 [54]. Para V < Vc = 0.859V (t = tc = 0.859s), θM = 0
sendo que a orientação uniforme é planar. Para V ≥ Vc, θM 6= 0 e tende
ao valor de saturação θM = π/2 quando t → T = 10s. Na Fig. 5.4a,
mostramos R(t) dado pela Eq. (5.18) no intervalo perto de tc. Para t < tc,
R(t) = R⊥ = d/σ⊥S = 100MΩ. Nas vizinhanças de t = tc, é fácil mostrar
que

θ2
M(t) ≈ 4

(

1

π

√

ǫa
K
V (t)− 1

)

= 4

(

t

tc
− 1

)

,

e sendo que ξ(t) = tcd/(πt), podemos encontrar que

R(t) ≈

d

σ2
⊥S

(σ⊥ − 2σa)

(

1− tc
t

)

+
d

σ⊥S

tc
t
,

implicando que
dR(t)

dt

∣

∣

∣

∣

t=tc

= − 2σad

σ2
⊥Stc

, (5.19)

que é uma quantidade finita. Por outro lado, quando θM → π/2, teremos que
R(t) → R‖ = d/(σ‖S) ≈ 500MΩ para o conjunto de parâmetros usado na
simulação. No entanto, mesmo se o alinhamento tender a ser perpendicular
às placas no centro da amostra, perto dos contornos ele segue a direção de
eixo fácil imposta pela superfície devido ao ancoramento planar forte. Con-
sequentemente, a amostra está ainda distorcida e o valor real da resistência
para t = T está abaixo deste valor crítico.

67



Figura 5.4: (a) R(t) vs. t perto do tempo crítico tc. Para t < tc, R(t) = R⊥.
Quando t >> tc, R(t) → R‖ (linha pontilhada). (b) C(t) vs. t perto do
tempo crítico tc. Para t < tc, C(t) = C⊥. Quando t >> tc, C(t) → C‖ (linha
pontilhada).

Na Fig. 5.4(b), C(t) como dado por (5.18) é mostrado. Como esperado,
para t > tc a capacitância aumenta com o tempo até a voltagem alcançar seu
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valor máximo em t = T . No limite θM → 0, temos

dC(t)

dt

∣

∣

∣

∣

t=tc

=
2ǫaS

tcd
, (5.20)

que também é finito. Esta tendência é muito similar àquela encontrada ex-
perimentalmente na Ref. [55] para um nemático numa corrente ac.

Faremos agora uma comparação entre o comportamento de R(t) e C(t)
para tempo longo. Usando a Eq. (5.18), podemos obter as expressões

∆R = R(t)−R‖ =
rσ

σ‖

1

S

∫ d/2

−d/2

cos2 θ(z; t)

1− rσ cos2 θ(z; t)
dz,

∆

(

1

C

)

=
1

C(t)
− 1

C‖
=
rǫ

ǫ‖

1

S

∫ d/2

−d/2

cos2 θ(z; t)

1− rǫ cos2 θ(z; t)
dz, (5.21)

em que rχ = (χ‖ − χ⊥)/χ‖. Para t >> tc, θ(z; t) ≃ π/2 no volume. Perto
da superfície, devido à hipótese de ancoramento forte, θ(z) 6= π/2. Uma
aproximação útil para θ(z) é [56]

θ(z) =
π

2
[1− e−(z+d/2)/l], para − d

2
≤ z ≤ 0, (5.22)

e uma expressão similar para 0 ≤ z ≤ d/2. Neste caso, a Eq. (5.21) torna-se

∆R = 2
rσ

σ‖
lM(rσ),

∆

(

1

C

)

= 2
rǫ

ǫ‖
lM(rǫ), (5.23)

em que

M(r) =

∫ π/2

0

cos2 θ

(1− r cos2 θ)(π
2
− θ)

dθ. (5.24)

Nesta aproximação

lim
t→∞

∆R

∆(1/C)
=
ǫ‖
σ‖

rσ

rǫ

M(rσ)

M(rǫ)
≈ −1.531. (5.25)

Na Fig. 5.5, mostramos a função

ψ(t) =
∆R

∆(1/C)
,

calculada numericamente por meio da Eq. (5.21). No limite de t grande,
Ψ(t) → −1.4s, em bom acordo com (5.25). Este resultado indica que para
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Figura 5.5: Ψ(t) vs. t obtido quando admitimos uma relaxação exponencial
do ângulo do diretor perto da superfície orientada.

V > Vc, o ângulo de inclinação relaxa para π/2 numa camada superficial
cuja espessura é da ordem de um comprimento típico l que, é por sua vez,
da ordem do comprimento de coerência ξ. A relaxação é exponencial, como
sugerido por [56].

Finalmente, vamos considerar a corrente fluindo no circuito. Antes de
mais nada, lembramos que como a amostra é um paralelo de uma resistência
e um condensador, a Eq. (5.15) pode ser considerada como I(t) = IR + IC ,
em que IR e IC são definidos na Eq. (5.5). Na Fig. 5.6, IC é mostrado no
intervalo de tempo próximo ao tempo equivalente à transição de Fréedericksz.
Para t < tc, IC = κC⊥ (linha tracejada) e começa a mudar em t = tc. Para
t >> tc, IC → κC‖ (linha pontilhada).

Na Fig. 5.7, a corrente IR(t) é mostrada para o mesmo intervalo. Para
t < tc, IR = V (t)/R⊥. Para t > tc, IR(t) apresenta um pico correspon-
dente a um salto na capacitância, como previsto na análise idealizada desen-
volvida anteriormente. Depois disso, seu comportamento é governado pela
contribuição da resistência e tende a V (t)/R‖.

A descontinuidade de IR em t = tc é dada por

∆IR = 2ǫa
S

d
κ
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Figura 5.6: IC(t) vs. t perto do tempo crítico tc. Para t < tc, IC(t) = κC⊥
(linha tracejada); quando t >> tc, IC(t)→ κC‖ (linha pontilhada)

como segue de (5.20). A descontinuidade está relacionada à existência do
valor crítico para o fenômeno de reorientação induzida por um campo externo.
Neste caso, θM (t < tc) = 0 e θM começa a mudar em t = tc. Se a amostra
apresenta um ângulo inicial, isto é, θ0 6= 0, a reorientação é contínua com o
campo, e IR(t) é uma função contínua em t, apresentando um máximo em
t = tc[57].

O que investigamos neste capítulo foi a dependência da corrente com
a voltagem aplicada de uma célula nemática para uma voltagem externa
variando linearmente com o tempo, na aproximação quase-estática. Calcu-
lamos a contribuição da corrente relacionada à reorientação das moléculas
nemáticas quando a voltagem externa ultrapassa a voltagem crítica para a
transição de Fréedericksz. De acordo com a análise apresentada, a corrente
no circuito externo apresenta uma descontinuidade no valor crítico. Essa
descontinuidade desaparece se a amostra apresentar um ângulo inicial, sendo
neste caso o efeito de reorientação um fenômeno contínuo. Esta análise foi
realizada para o caso de ancoramento forte, sendo que, para este caso, a su-
perfície impõe às moléculas do nemático uma orientação planar para todos
os valores do campo aplicado. Neste sistema, a resistência R e a capacitân-
cia C, da célula nemática, tendem a ser aquelas de uma amostra orientada
homeotropicamente, R‖ e C‖, mas nunca alcançam tais valores. A análise
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Figura 5.7: IR(t) vs. t perto do tempo crítico tc. Para t < tc, IR(t) =
V (t)/R⊥ (linha pontilhada). Para t >> tc, IR → V (t)/R‖ (linha tracejada).

na aproximação quase-estática pode ser facilmente generalizada para o caso
de ancoramento fraco. Para esta situação, R e C alcançam R‖ e C‖ na sat-
uração do campo [21]. Sendo assim, a análise da dependência da corrente
com a voltagem permite-nos também obter informações sobre a intensidade
do ancoramento numa dada amostra líquido-cristalina.
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Capítulo 6

Medida de corrente e

caracterização dielétrica de um

nemático

Discutiremos, neste capítulo, a caracterização dielétrica de um cristal
líquido por meio da medida da corrente elétrica fluindo no circuito. Alguns
circuitos elétricos são analisados focando a atenção no papel da resistência
sobre a qual a queda do potencial é medida, mostrando que o modelo funciona
bem quando a voltagem máxima aplicada está abaixo da voltagem crítica
para a transição de Fréedericksz.

6.1 Noções gerais

Cristais líquidos nemáticos em orientação homogênea, na ausência de
um diretor orientado por um campo elétrico, comportam-se como um meio
dielétrico linear [13]. Isto significa que os parâmetros físicos descrevendo
a condução elétrica e a polarização elétrica no cristal líquido sujeito a um
campo externo são a condutividade elétrica e a constante dielétrica [2]. Aque-
les parâmetros podem ser determinados preparando-se uma amostra uni-
formemente orientada, por meio de um tratamento apropriado de superfí-
cie [58], e submetendo-o a uma bateria, cuja fem varia com o tempo de forma
arbitrária [52, 53]. Pela medida da corrente elétrica no circuito contendo a
célula, e admitindo que a amostra é equivalente a um circuito elétrico, é pos-
sível determinar a condutividade e a constante dielétrica do cristal líquido.
Entretanto, o circuito equivalente não é univocamente determinado, e de-
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pende do grau de aproximação do problema [48, 59, 60]. Em particular,
admitindo que o cristal líquido seja orientado por meio de um polímero de-
positado sobre os eletrodos, o problema é se esta camada de superfície de-
sempenha ou não algum papel. A corrente no circuito contendo a célula é
determinada mendindo a variação do potencial sobre uma resistência externa
em série com a amostra, a qual é suposta desprezível com relação à resistência
da célula.

Sendo assim, investigaremos aqui, o papel que a resistência externa tem
sobre a corrente que atravessa a célula de cristal líquido nemático quando a
voltagem externa é uma função genérica do tempo. Em nossa análise, admi-
timos que o cristal líquido nemático pode ser descrito, do ponto de vista
elétrico, por meio da condutividade elétrica e da constante dielétrica, in-
dependente da voltagem aplicada. Esta suposição implica que se o cristal
líquido tem uma anisotropia dielétrica positiva, a célula está orientada de
forma homeotrópica; se a anisotropia dielétrica é negativa a célula é ori-
entada de forma planar. No caso oposto, em que a anisotropia dielétrica é
positiva e a amostra nemática está num alinhamento planar, ou a anisotropia
dielétrica é negativa e a amostra está num alinhamento homeotrópico, nossa
análise é válida para uma aplicação de voltagem menor que a voltagem crítica
para a transição de Fréedericksz [13], de tal forma que não há reorientação in-
duzida pelo campo elétrico aplicado como discutimos no capítulo precedente.
De fato, caso V > Vc, o campo externo induz uma reorientação do cristal
líquido, que é responsável por uma variação das componentes dos tensores
condutividade e dielétrico ao longo da normal à superfície, que depende do
campo externo. Neste caso, o cristal líquido nemático não pode ser consid-
erado como um meio linear, e uma análise diferente tem que ser realizada
para investigar a dependência da corrente com a voltagem aplicada. Esta
observação vale, em particular, quando o cristal líquido nemático está ori-
entado, na ausência do campo externo, em um ângulo diferente de 0 e π/2
em relação à normal à superfície. Por esta razão, a análise que apresentare-
mos é válida para cristais líquidos nemáticos orientados em forma planar ou
homeotrópica. Apresentaremos, no decorrer deste capítulo, alguns circuitos
elétricos equivalentes para a célula de cristal líquido. Começaremos com
o caso simples no qual a amostra pode ser admitida como um paralelo de
uma resistência e uma capacitância em série com uma resistência externa,
de acordo com a aproximação fenomenológica simples [61]. Neste caso, uma
expressão para a corrente através da amostra pode ser obtida por meio do
método de Lagrange para resolver a equação diferencial do problema [62].
Do mesmo modo, uma expressão para o tempo de relaxação do problema é
também obtida. Também apresentaremos o caso no qual um polímero deposi-
tado sobre os eletrodos é responsável por uma resistência e uma capacitância
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adicionais. Nesse contexto, admitindo que a resistência externa é desprezível
em comparação àquela das amostras, uma expressão para a corrente pro-
duzida por uma dada fem da bateria é deduzida de forma analítica. Uma
discussão sobre o tempo de relaxação para este circuito elétrico equivalente
é também realizada. Depois disso, consideraremos a presença do polímero e
da resistência externa. A expressão da corrente é obtida por meio da técnica
da transformada de Laplace. As dependências dos tempos de relaxação com
a resistência externa são investigadas. O caso em que a voltagem externa é
uma função periódica do tempo é considerado. Além disso, comparamos a
previsão do modelo com os dados experimentais relevantes para uma célula de
5CB, orientada de forma planar por meio de um tratamento de superfície com
polypyrrole [63]. Resultados preditos pelo modelo e os dados experimentais,
quando a voltagem máxima aplicada é menor que aquele valor critico para a
transição de Fréedericksz, estão de acordo. O mesmo não acontece quando
a reorientação do cristal líquido nemático induzido pela voltagem aplicada
tem lugar. Nesse caso, o acordo entre o modelo e os dados experimentais é
um pouco pobre.

6.2 Circuitos elétricos equivalentes simples

Vamos imaginar primeiramente que a amostra sob investigação possa ser
aproximada como tendo um cristal líquido unicamente, com uma resistên-
cia elétrica, RB, levando em conta as perdas, e uma capacitância, CB, em
paralelo a RB. Nós indicamos por I(RB) e I(CB) a corrente em RB e
CB, respectivamente, QB é a carga elétrica sobre CB, I é a corrente total
no circuito, e V a fem da bateria. Lembrando das relações do eletromag-
netismo I = I(CB) + I(RB), RBI(RB) = QB/CB, e a relação de Kirchoff
V = RBI(RB) +R0I, em que R0 é a resistência externa. Levando em conta
que I(CB) = dQB/dt, a relação de Kirchoff torna-se

dQB

dt
+

QB

ReqCB
=

V

R0
(6.1)

em que Req = R0RB/(R0 + RB). A Eq. (6.1) tem de ser integrada supondo
que QB(0) = 0. Usando a técnica de Lagrange [62], temos

QB(t) =
1

R0
e−t/τeq

∫ t

0

V (u)eu/τeqdu, (6.2)

em que τeq = ReqCB. Segue que a corrente no circuito externo para a equação
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reportada acima, é dada por

I(t) =
1

R0

{

V (t) +

(

1

τB
− 1

τeq

)

e−t/τeq

∫ t

0

V (u)eu/τeqdu

}

(6.3)

em que τB = RBCB. No caso em que V (t) é um degrau de amplitude V0, a
Eq. (6.3) pode ser reescrita como

I(t) =
V0

R0

{

1 + τeq

(

1

τB
− 1

τeq

)

(1− e−t/τeq )

}

. (6.4)

De (6.4) segue que o tempo de relaxação para os fenômenos sob investigação
é dado por τeq = ReqCB e depende de R0.

Como uma segunda aproximação, levaremos em conta a presença de
polímero depositado sobre os eletrodos, mas desprezando inicialmente a re-
sistência externa, R0. Tais polímeros impõem uma orientação preferencial
às moléculas próximas a ele. Um parâmetro característico do tratamento
da superfície é a intensidade da energia de ancoramento, que depende da
interação das moléculas nemáticas com as moléculas do substrato e da sime-
tria da fase nemática na superfície. Também depende das cargas elétricas
existentes na superfície. Em particular, a existência de carga elétrica na su-
perfície modifica a intensidade da energia de ancoramento da qual a voltagem
crítica é dependente. Por essa razão, conhecer as características e o funciona-
mento do substrato depositado na superfície é de fundamental importância.
O polypyrrole é um dos mais usados monomeros para a preparação de ma-
teriais poliméricos eletrocondutores. Dentre as vantagens do seu uso temos:
fácil acesso, polimerização por oxidação química ou eletroquímica, boa con-
dutividade e estabilidade química [64]. Nós indicamos por RB, CB e RS, CS

a resistência e a capacitância do cristal líquido e da camada superficial do
polímero depositado para orientá-lo, respectivamente. Temos que a corrente
total no circuito externo é dada por I, enquanto as correntes de condução
e deslocamento nos elementos formando o circuito elétrico são dadas por
I(RB), I(CB) = dQB/dt, I(RS), e I(CS) = dQS/dt, em que QB e QS são as
cargas elétricas sobre CB e CS, respectivamente. Temos assim as relações

I = I(RB) + I(CB) = I(RS) + I(CS), (6.5)

RBI(RB) =
QB

CB

, RSI(RS) =
QS

CS

, (6.6)

e
V (t) =

QB

CB
+
QS

CS
, (6.7)
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em que V (t) é a fem da bateria. Neste caso, como discutido em [64], seguindo
passo a passo a análise reportada acima, é possível mostrar que a corrente
no circuito externo é dada por

I(t) =
CBCS

CB + CS

{(

1

τB
− 1

τp

)(

1

τS
− 1

τp

)

e−t/τp

∫ t

0

eu/τpV (u)du

+

(

1

τB
+

1

τS
− 1

τp

)

V (t) +
dV

dt

}

, (6.8)

em que

τS = RSCS e τp =
RBRS

RB +RS

(CB + CS). (6.9)

A expressão (6.8) é válida para todos os V (t). Como no caso considerado
acima, τp desempenha o papel de tempo de relaxação para o sistema. Ele é,
neste sistema, uma propriedade intrínseca da amostra, dependendo do cristal
líquido e do tratamento de superfície.

6.3 Circuito elétrico equivalente efetivo

Consideremos, agora, o caso geral em que a camada superficial e tam-
bém a resistência R0 são levadas em conta [60]. Como antes, indicamos
por: (1) RS e CS as resistências equivalentes e a capacitância das duas ca-
madas superficiais; (2) RB e CB a resistência e a capacitância referentes ao
cristal líquido; (3) I(RS), I(CS), I(RB), I(CB) as correntes em RS, CS, RB

e CB, respectivamente. As relações I = I(RS) + I(CS) = I(RB) + I(CB),
RSI(RS) = QS/CS e RBI(RB) = QB/CB obviamente valem. Levando em
conta que I(CS) = dQS/dt e I(CB) = dQB/dt, temos

I(t) =
QS

RSCS

+
dQS

dt
=

QB

RBCB

+
dQB

dt
. (6.10)

Finalmente, para a lei de corrente de Kirchoff, temos

V (t) =
QS

CS
+
QB

CB
+R0I(t). (6.11)

As Eqs. (6.10) e (6.11), com as condições de contorno QS(0) = QB(0) = 0,
resolvem o problema. Por meio da Eq. (6.10) podemos reescrever a Eq.
(6.11) como [62]

V (t) = R0I(t) +

∫ t

0

H(t− t′)I(t′)dt′, (6.12)
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em que o kernel (núcleo) H(t− t′) é definido por

H(t− t′) =
e−(t−t′)/τS

CS
+
e−(t−t′)/τB

CB
, (6.13)

em que τS = RSCS e τB = RBCB são as constantes de tempo da camada
superficial (do filme polimérico) e do cristal líquido, respectivamente. A Eq.
(6.12) é uma equação integral do tipo Volterra. Para calcular a Eq. (6.12),
usamos a transformada de Laplace. Por meio do teorema de convolução, da
Eq. (6.12) temos V [s] = R0I[s] + H [s]I[s], em que V [s], I[s] e H [s] são
as transformadas de Laplace de V (t), I(t), e H(t), respectivamente. Como
segue da Eq. (6.13),

H [s] =
1

CB(s+ uB)
+

1

CS(s+ uS)
(6.14)

onde introduzimos uB = 1/τB e uS = 1/τS. Operando de maneira padrão
obtemos

I[s] =
V [s]

R0

(

1 +
A

s− s1

+
B

s− s2

)

, (6.15)

em que s1 e s2 são as soluções das equações

R0CBCS(s+ uB)(s+ us) + CS(s+ us) + CB(s+ uB) = 0, (6.16)

e as constantes A e B são dadas por

A = − 1

R0

(

s1 + uB

CS
+
s1 + us

CB

)

1

s1 − s2

B = +
1

R0

(

s2 + uB

CS
+
s2 + us

CB

)

1

s1 − s2
(6.17)

A transformada de Laplace de 1+[A/(s−s1)]+[B/(s−s2)] é δ(t)+Aexp(s1t)+
Bexp(s2t), em que δ(t) é a função de Dirac. Consequentemente, a solução da
Eq. (6.12) é

I(t) =
V (t)

R0
+

1

R0

∫ t

0

V (t′){Aes1(t−t′) +Bes2(t−t′)}dt′. (6.18)

No caso simples em que V (t) é um degrau de amplitude V0, da Eq. (6.18)
temos

I(t) =
V0

R0

{

1−
(

A
1− es1t

s1
+B

1− es2t

s2

)}

. (6.19)

Os parâmetros s1,2 são negativos. Consequentemente, as quantidades τ1,2 =
−1/s1,2 são positivas, e da Eq. (6.19) desempenham o papel de tempo de
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relaxação. Da Eq. (6.19), levando em conta as definições de A e B na Eq.
(6.17) e de s1,2, segue que

I(0) =
V0

R0

e lim
t→∞

I(t) =
V0

R0 +RB +RS

, (6.20)

como esperado. Sendo |s1| >> |s2|, segue que τ1 << τ2, e daqui temos que o
tempo de relaxação real é τ2. Da definição de s1,2 segue que, para R0 → 0,

τ1 = 2
CBCS

CB + CS

R0 +O(R2
0),

τ2 =
RBRS

RB +RS

(CB + CS) +O(R0). (6.21)

Da Eq. (6.21) deduzimos que para R0 → 0, τ1 → 0 e τ2 → τp, dado pela
Eq. (6.9).

Na Fig. 6.1 as dependências de τ1 e τ2 com R0 são mostradas.

6.4 Papel da resistência externa na medida da

corrente

Em experimentos usuais, a voltagem aplicada é uma função linear do
tempo de tal maneira que todos os desvios do comportamento linear do sis-
tema podem ser facilmente observados e relacionados a impurezas de íons
dissolvidos no cristal líquido. Nesta análise, desprezamos a presença dos
íons, admitindo que o cristal líquido é extremamente puro. Se esta condição
não for cumprida, o sistema não se comporta como um sistema linear e a
análise é mais complicada [49, 65, 66]. Admitimos, também, que a fem da
bateria externa é do tipo

V (t) = K{t(V[t]−V[t−T ])+(2T−t)(V[t−T ]−V[t−3T ])+(t−4T )V[t−3T ]}
(6.22)

em que V[x] é a função degrau: V[x] = 0, para x < 0, e V[x] = 1, para
x > 0, e K = V0/T , tal potencial pode ser visto na Fig. 6.2. Na Fig. 6.3a,
comparamos a corrente no circuito calculada de acordo com a Eq. (6.8),
I(t;R0 = 0) em que a resistência externa não foi considerada, com a mesma
quantidade calculada por meio da Eq. (6.18), em que a presença de R0 é
levada em conta, I(t;R0). Na Fig. 6.3b mostramos, para um dado conjunto
de parâmetros do circuito, a dependência do tempo de ∆I(t;R0) = I(t;R0)−
I(t;R0 = 0). Finalmente, na Fig. 6.4a comparamos o gráfico paramétrico de
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Figura 6.1: Tempos de relaxação (a) τ1 e (b) τ2 dados pela Eq. (6.21) vs. a
resistência externa R0. As curvas foram construídas para T = 50s, V0 = 10V,
RB = 106Ω, RS = 107Ω, CB = 10−6F e CS = 10−5F.
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Figura 6.2: V(t) vs. t, como dado pela Eq. (6.22).

I(t;R0) e I(t;R0 = 0) versus V (t). Tal curva está conectada com a potência
dissipada por ciclo na célula. Se a tensão aplicada for uma função senoidal
do tipo

V (t) = V0sen(ωt), (6.23)

em que V0 é a amplitude e ω = 2πf é a frequência angular, por meio das
Eqs. (6.8) e (6.18) podemos determinar I(t;R0 = 0) e I(t;R0). A comparação
entre as duas soluções é reportada na Fig. 6.5a, enquanto que na Fig. 6.5b
é mostrado, para um conjunto de parâmetros do circuito, a dependência no
tempo de ∆I(t;R0) = I(t;R0)−I(t;R0 = 0). A curva paramétrica de I(t;R0)
e I(t;R0 = 0) versus V (t) é também mostrado na Fig. 6.4b. Observe que no
estado estacionário a curva paramétrica é uma elipse, como deve ser. Para t
pequeno, a influência do termo transiente é importante, e é responsável pela
primeira parte da curva.

Muito frequentemente, a investigação dielétrica da célula é realizada por
meio da técnica de espectroscopia de impedância [67]. De acordo com esta
técnica, a amostra sob investigação é submetida a uma voltagem externa
de frequência angular ω, e a corrente fluindo no circuito é medida, para
uma amplitude fixada V0, versus ω. Se a amostra comportar-se como um
sistema linear, a corrente será proporcional à voltagem aplicada, mas fora de
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Figura 6.3: (a) I(t, R0) (linha sólida) e I(t;R0 = 0) (linha pontilhada) vs. t;
(b) ∆I(t;R0) = I(t;R0)−I(t;R0 = 0) vs t, para R0 = 106Ω. As curvas foram
obtidas para T = 50s, RB = 106Ω, RS = 107Ω, CB = 10−6F e CS = 10−5F.

fase, de uma dada quantidade, que depende da resistência e capacitância do
circuito [61]. Neste caso, é geralmente introduzido o conceito de impedância
elétrica Z = V/I. A parte real de Z é equivalente à resistência, R, e a
parte imaginária é equivalente a reatância, X, da célula. No caso em que a
resistência R0 é desprezada, um cálculo simples dá para R e X as expressões

R(R0 = 0) =
RB

1 + (ω/ωB)2
+

RS

1 + (ω/ωS)2

X(R0 = 0) = −(ω/ωB)RB + (ω/ωS)RS + (ω3/ωBωS)[(RB/ωB) + (RS/ωS)]

(1 + (ω/ωB)2)(1 + (ω/ωB)2)

(6.24)
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Figura 6.4: Plot paramétrico de I(t;R0) (linha pontilhada) e I(t;R0 = 0)
vs. V (t), para R0 = 106Ω (a) O mesmo quando (6.23) vale. (b) Os outros
parâmetros são os mesmo que na Fig. 6.3.

em que ωB = 1/(RBCB) e ωS = 1/(RSCS) são as frequências de relaxação do
volume e da camada superficial, respectivamente, e coincidem com uB e uS
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Figura 6.5: I(t;R0 = 0) (linha sólida) e I(t;R0) (linha pontilhada) (a) e
∆I(t;R0) = I(t;R0) − I(t;R0 = 0) vs. t, quando o potencial é dado por
(6.23), para R0 = 106Ω (b). Os parâmetros externos são os mesmos da
Fig. 6.3.

introduzido anteriormente. Quando R0 é levado em conta, temos R(R0) =
R(R0 = 0) +R0 e X(R0) = X(R0 = 0). A dependência com a frequência de
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R(R0) é comparada com aquela de R(R0 = 0) na Fig. 6.6a, enquanto que na
Fig. 6.6b mostramos a dependência com a frequência de X. As tendências
são aquelas bem conhecidas [61]. Observe que, para ω → ∞, R(R0) → R0

e R(R0 = 0) → 0. É de algum interesse comparar o ângulo tangente da
corrente versus a voltagem, definido por D = −X/R para os dois circuitos.
Esta comparação é reportada na Fig. 6.6c. Observe a presença do máximo
de D. Para ω →∞, o sistema comporta-se como uma resistência pura, e D
se anula.

6.5 Comparação com dados experimentais

Para comparar nossa previsão teórica com os dados experimentais, con-
sideramos uma amostra de 5CB, orientada de forma planar por meio de um
tratamento de superfície com polypyrrole, como descrito em [64]. Para este
cristal líquido a voltagem crítica induz reorientação nemática, Vc = π

√

K/ǫa,
em que K é a constante elástica e ǫa a anisotropia dielétrica [13], e é da ordem
de 1.5V. A medida é realizada como descrita em [64], em que R0 = 105Ω.
A espessura da amostra é 23µm, e a área de superfície 2.25cm2. A espessura
da orientação do material é 60nm. Neste caso, a presença do polypyrrole,
no que concerne ao circuito elétrico equivalente, pode ser desprezada, e a
Eq. (6.18) se torna:

I(t) =
1

R0

{

V0(t)−
1

R0CB

∫ t

0

V0(t
′)e−(t−t′)/τdt′

}

, (6.25)

em que τ = CB[R0RB/(R0 +RB)] é o tempo de relaxação para o circuito que
está sendo considerado.

Na Fig. 6.7a (linha sólida), o caso V0 = 1.5V e T = 2.5s é consider-
ado. Nesta situação, V (t) < Vc para todo t. O acordo entre as predições do
modelo e os dados experimentais é razoavelmente bom. Do melhor ajuste
determinamos RB = 10MΩ e CB = 5.3µF. Ao levarmos em conta os valores
da espessura da amostra e da área superficial, encontramos que a condutivi-
dade do cristal líquido é σ = 10−8Ω−1m−1 em acordo com aquele reportado
em [2]. A constante dielétrica relativa é encontrada como sendo da ordem
de 6x104. Este valor razoavelmente grande está provavelmente relacionado
aos íons conectados à presença do polypyrrole como discutido em [64]. Para
comparação, na Fig. 6.7a (linha tracejada) é também mostrado o caso em que
R0 = 0, obtido da Eq. (6.18) quando RS → 0, isto é, quando o polypyrrole
pode ser desprezado, e RB = 10MΩ e CB = 0.6µF. Na Fig. 6.7b, analisamos
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o caso em que V0 = 3V e T = 12.5s. Agora, o acordo entre a teoria e o mod-
elo é pobre, porque o efeito reorientacional é responsável por uma variação
da resistência e da capacitância do cristal líquido como vimos no capítulo 5.
Segue que, embora o meio liquido-cristalino seja um material linear, não é
possível descrever a célula nemática em termos de uma resistência e de uma
capacitância, independente da voltagem [68].

Analisamos, neste capítulo, a influência da resistência externa na medida
da corrente de uma amostra conectada a uma bateria. Consideramos os casos
linear e senoidal e determinamos os tempos de relaxação dos sistemas, com
e sem a resistência externa. Também investigamos a influência da resistên-
cia externa sobre a espectroscopia de impedância da amostra e mostramos
que sua presença pode ser responsável por uma tendência não monotônica
do ângulo tangente da corrente com relação à voltagem aplicada versus a
frequência. Da nossa análise concluímos que somente quando a resistência
externa é desprezível em relação à da célula uma descrição teórica dos da-
dos experimentais em que ela não é considerada representa uma aproximação
razoável. Se não, desprezá-la pode ser uma fonte de erro na estimativa da cor-
rente e, assim, também da caracterização dielétrica do material investigado.
Comparamos nossos resultados com os dados experimentais de uma amostra
de cristal líquido nemático em orientação planar, e discutimos a influência da
resistência externa para os valores do melhor ajuste. Dos resultados obtidos,
uma descrição da amostra nemática em termos da resistência elétrica e ca-
pacitância é possível unicamente se a voltagem aplicada for muito menor que
aquela necessária para a orientação nemática. Nossos resultados podem ser
aplicados a todos os materiais lineares aos quais forem possíveis definir uma
constante dielétrica e uma condutividade independentes do campo elétrico.
Em particular, a Eq (6.18) permite-nos calcular a dependência da corrente
total no circuito para qualquer voltagem externa dependente do tempo.
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Figura 6.6: (a) Dependência com a frequência de R(R0) (linha pontilhada)
e R(R0 = 0) (linha sólida) e (b) de X. (c) Dependência com a frequência da
tangente do ângulo da corrente D = −X/R para R(R0) (linha pontilhada) e
R(R0 = 0) (linha sólida). As curvas foram obtidas para T = 50s, V0 = 10V,
R0 = 104Ω, RB = 106Ω, RS = 2x105Ω, CB = 10−6F e CS = 10−6F.
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Figura 6.7: Corrente fluindo no circuito, I(t), para o caso V0 = 1.5V e
T = 2.5s (a) e para o caso de V0 = 3V e T = 12.5s (b). Os quadrados
representam os dados experimentais e as linhas sólidas a previsão teórica do
modelo[68].
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Capítulo 7

Conclusões

Nesse trabalho, calculamos as constantes elásticas num sistema líquido-
cristalino na fase nemática, admitimos que a interação responsável pelo surg-
imento da fase é unicamente do tipo quadrupolar. Há poucos anos o mesmo
problema foi analisado [44], mas ao invés de se considerar um volume de in-
teração de forma elipsoidal, tínhamos um volume de interação esférico. Para
o volume de interação esférico foi demonstrado que, quando o volume possui
essa forma que é similar à das moléculas, todas as constantes elásticas são
identicamente nulas. Entretanto, quando consideramos uma blindagem para
a interação intermolecular, isto é, uma lei de interação com decaimento espa-
cial muito brusco, as constantes elásticas não são nulas, mas sim negativas.
Nesse tipo de sistema a interação intermolecular sozinha não pode dar origem
à fase nemática do cristal líquido.

Como mostramos nesse trabalho, o mesmo resultado é obtido para uma
situação mais realística. De fato, ao considerar um volume de interação de
forma elipsoidal e um potencial (quadrupolar), que leva em conta um efeito
de blindagem, é possível mostrar que as constantes elásticas não são nulas.

A introdução de um volume de interação anisotrópico permite uma in-
vestigação detalhada do comportamento das constantes elásticas como uma
função da anisotropia, anisotropia esta representada pela excentricidade e
do volume elipsoidal. As constantes elásticas K11 = K33 são negativas para
e = 0 (aproximação esférica), e uma função monotonicamente crescente de
e para e → 1, ou seja, elas tornam-se positivas para valores fisicamente
significativos da excentricidade. Já para a constante elástica de superfície
K22 +K24, ela sempre será negativa, independentente do valor da excentrici-
dade; a constante elástica de splay−bend, K13, que é positiva na aproximação
esférica, torna-se negativa para e & 0, 5. Finalmente, a constante elástica de
twist, K22, é positiva na aproximação esférica mas muda de sinal e é encon-
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trada como sendo uma função motonicamente decrescente da excentricidade.
A conclusão geral é similar e muito àquelas obtidas na aproximação esférica
do volume de interação. O modelo pseudomolecular mostra que a energia de
interação sozinha não pode dar surgimento à fase nemática porque algumas
das constantes elásticas de volume podem tornar-se negativas para valores
físicos significativos da excentricidade, indicando assim que as moléculas não
têm nenhuma tendência a alinharem-se ao longo de uma direção comum,
como necessita ter a fase nemática.

Também investigamos neste trabalho a dependência da corrente com a
tensão aplicada apresentada pela curva I(V ) de uma célula nemática sub-
metida a uma voltagem externa. Tal voltagem varia linearmente com o
tempo, na aproximação quase-estática. Calculamos a contribuição na cor-
rente relacionada à reorientação das moléculas nemáticas quando a voltagem
externa supera a voltagem crítica para a transição de Fréedericksz. De acordo
com a análise apresentada, vimos que a corrente no circuito apresenta uma
descontinuidade para o valor crítico do potencial. Esta descontinuidade de-
saparece se a amostra apresentar um ângulo de inclinação inicial, sendo que
nesse caso o efeito reorientacional é um fenômeno contínuo. Realizamos nossa
análise para o caso de ancoramento forte, onde a interação de superfície impõe
uma orientação planar às moléculas da superfície para todo campo aplicado.
Neste sistema, a resistência R e a capacitância C, da célula nemática, tendem
a ser aquelas de uma célula nemática orientada homeotropicamente, R‖ e C‖,
mas nunca atingem aqueles valores. A análise na aproximação quase-estática
pode ser facilmente generalizada para o caso de ancoramento fraco. Nesta
situação, R e C alcançam R‖ e C‖, na saturação do campo. Dessa forma, a
análise das características de corrente-voltagem permite-nos também obter
informações sobre a intensidade do ancoramento.

Analisamos também a influência da resistência externa sobre a medida da
corrente em uma amostra abastecida por uma fonte externa (bateria). Con-
sideramos o caso de um potencial linear e senoidal, determinamos para esses
sistemas o tempo de relaxação com e sem a resistência externa. Investigamos
a influência da resistência externa sobre a espectroscopia de impedância da
amostra, e mostramos que sua presença pode ser responsável por uma tendên-
cia não monotônica do ângulo tangente da corrente com relação à voltagem
aplicada versus a frequência. De acordo com nossa análise, unicamente no
caso em que a resistência externa é desprezível com relação à resistência
da célula, uma descrição teórica dos dados experimentais no qual ela não é
considerada representa uma razoável aproximação. Se não, desprezá-la pode
ser uma fonte de erro na estimativa da corrente, e assim a caracterização
dielétrica do material investigado. Comparamos nossos resultados com os
dados experimentais relevantes para uma amostra de cristal líquido nemático
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em orientação planar, e discutimos a influência da resistência externa sobre
os valores para o melhor ajuste dos parâmetros. De acordo com nossos resul-
tados, uma descrição da amostra nemática em termos da resistência elétrica
e da capacitância é possível unicamente se a voltagem aplicada for menor
que aquela para a orientação nemática. Nossos cálculos se aplicam a todos
os materiais lineares para os quais é possível definir uma constante dielétrica
e uma condutividade independente do campo elétrico. Em particular, a Eq.
(4.42) permite-nos calcular a dependência com o tempo da corrente total no
circuito, para alguma voltagem externa dependente do tempo.

A extensão natural deste trabalho consistem em levar em conta o efeito
de reorientação, discutido no capítulo 5, sobre todo o quadro conceitual ap-
resentado no capítulo 6. Mais precisamente, devemos considerar RB e CB, a
resistência e a capacitância do cristal líquido, como dependentes do tempo,
da mesma forma que fizemos no capítulo 4. Os cálculos são um pouco mais
difíceis, mas permitiriam descrever com maior propriedades os dados experi-
mentais relativos a amostra líquido-cristalinas submetidas a valores arbitrari-
amente grandes do campo elétrico.
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