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Resumo

Esta tese esta focada na investigacdo e modelagem de diferentes sistemas complexos. Os pro-
blemas aqui apresentados foram analisados através da “lente” da Fisica e estdo amplamente
amparados por dados observacionais, experimentais ou simulados. No capitulo 1, investigamos
a dindmica sonora de aglomeracées humanas e os resultados mostraram que esses sons n3o sio
ruidos triviais, pelo contrario, foram encontradas distribuicdes ndo gaussianas, ndo exponenciais,
leis de poténcia e correlacdes. Mostramos que um processo auto-regressivo pode descrever a mai-
oria dos resultados empiricos e que é possivel distinguir entre sons pacificos e sons de protesto
usando essa analise. No capitulo 2, estudamos os sons musicais. Verificamos que a distribuicdo
das amplitudes pode ser ajustada por uma generalizacdo da gaussiana e que o pardmetro da
distribuicdo fornece informacdes sobre a qualidade da misica. Vimos que existe um acoplamento
entre a forma da distribuicdo e propriedades correlacionais. Analisamos os padr&es ordinais nesses
sons via entropia e complexidade de permutac3o e verificamos que esses indices podem ser usados
no processo de identificacdo automatica de géneros musicais. Analisamos, quantitativamente, a
evolucdo de cancdes populares e encontramos uma tendéncia de “empobrecimento estatistico”
dessas musicas ao longo dos anos. No capitulo 3, estudamos a evolugdo da vantagem em jogos de
xadrez usando uma abordagem difusiva, a qual revelou varios aspectos anémalos e também um
processo de aprendizagem populacional dos jogadores. Verificamos, também, que os erros dos
jogadores seguem uma distribuicdo log-normal e que perceber esses erros é fator determinante
para vencer a partida. No capitulo 4, analisamos as pontuacdes dos jogos de criquete como
um processo difusivo. Verificamos que o processo é superdifusivo, correlacionado e autossimilar.
Vimos também que uma equacdo de Langevin generalizada reproduz todos esses resultados empi-
ricos. No capitulo 5, investigamos a dindmica de bolhas em agua fervente pela analise de um feixe
laser que atravessa o fluido em ebulicdo. Observamos que existem correlacdes nessa dindmica e
que a distribuicdo dos intervalos de retorno é ndo exponencial. Um modelo minimalista sugere
que os principais ingredientes para produzir essa dindmica (no sinal do laser) sdo as correlagdes
e a distribui¢do do tipo lei de poténcia relacionada ao tempo no qual as bolhas passam através
do caminho éptico do laser. Finalmente, no capitulo 6, propusemos uma extensdo da técnica
de entropia e complexidade de permutacdo para medir a complexidade de imagens. Aplicamos
esse procedimento em superficies fractais, texturas de cristais liquidos e superficies de Ising para
comprovar a sua utilidade.

Palavras-chave: sistemas complexos, séries temporais, distribuicdes de probabilidade, fisica
estatistica, difusdo anémala, sistemas sociais, sons musicais, aprendizado populacional, xadrez,

criquete, dindmica de bolhas, complexidade de imagens.



Abstract

This thesis is focused on the study and modeling of different complex systems. The systems
investigated here were analyzed by using the “physics lens” and are all based on observational,
experimental or simulated data. In chapter 1, we investigated the soundscape dynamics of
human agglomeration where we showed that these noises have a non trivial dynamics with non-
Gaussian, non-exponential, power-law distributions and long-range correlations. We also showed
that an autoregressive model can reproduce most of the empirical findings and that is possible to
distinguish between pacific and violent soundscapes. In chapter 2, we reported studies on musical
sounds where the distribution of the sound amplitudes was fitted by a stretched gaussian and the
parameter of the distribution gives information about the quality of the music. We also saw that
there is a kind of coupling between the shape of the distribution and the long-range correlations.
We analyzed the ordinal patterns in these sounds using the complexity-entropy causality plane
and we employed a supported vector machine to identify the music genres of our dataset. We
further investigate the evolution of these patterns over the years for a set of popular songs where
we suggest that the songs are becoming more statistically poor. In chapter 3, we studied the
dynamics of the advantage in chess matches by using a diffusive approach which revealed several
anomalous features and a population-level learning of the game. We have also verified that
the error distribution of players follows a log-normal distribution and that to note the mistakes
is very important for wining the match. In chapter 4, we analyzed the scores of the game of
cricket through a diffusive approach. We verified that the process is super-diffusive, long-range
correlated and self-similar; all these features were modeled using a generalized Langevin equation.
In chapter 5, we investigated the bubble dynamics in boiling water thought an experiment in which
a laser beam was scattered by bubbles in the boiling fluid. We found that there are long-range
correlations in the laser intensity and that the return intervals are exponentially distributed. A
simple model suggests that the main ingredients for this non-trivial dynamics are the correlation
and power-law distribution related to the time interval in which bubbles passes through the optical
path. Finally, in chapter 6, we have proposed an extension of the complexity-entropy causality
plane for measuring the complexity of two-dimensional patterns such as images. Our extension
was worked out for fractal surfaces, textures of liquid crystals, and Ising surfaces where we proved
the usefulness of our extension.

Key words: complex systems, time series, statistical physics, probability distributions, ano-
malous diffusion, social systems, music sounds, population-level learning, chess, cricket, bubble

dynamics, image complexity.
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Introducao

Esta tese esta focada no estudo empirico e tedrico de varios sistemas complexos. Como o leitor
ira notar, os capitulos que seguem podem ser lidos em qualquer ordem, pois sdo praticamente
independentes. Nos apéndices, apresentamos os métodos estatisticos ou de analise de séries
temporais usados aqui, na tentativa de tornar a leitura mais agradavel e objetiva.

Ainda que certamente segmentados, os estudos que serdo apresentados podem ser unificados
dentro do que vem se chamando de Fisica dos Sistemas Complexos. Mas, como veremos, esses
sistemas n3o se limitam, de modo algum, aos problemas tradicionais da Fisica. Trata-se de um
campo recente e emergente que vem ganhando espaco nas revistas mais tradicionais de Fisica e
que preenche consideravel parte do indice remissivo de revistas multidisciplinares.

E fato curioso que, apesar de toda essa popularidade, ndo exista uma definicdo precisa ou
razoavel do que venha a ser um sistema complexo. Como podemos observar nas palavras de

Gell-Mann [1], até mesmo o conceito de complexidade é bastante vago:

Probably no single concept of complexity can adequately capture our intuitive notions
of what the word ought to mean. Several different kinds of complexity may have to

be defined, some of which may not yet have been conceived.
Alguns autores chegam ao ponto de dizer que [2]:
Complex Systems are like beauty: You know it when you see it.
Outros enumeram varias propriedades comuns a esses sistemas, tais como [3]:
e sio constituidos de um grande nimero de agentes interagentes;
e as interagdes sdo, em geral, ndo-locais e/ou n3o-lineares;

e existe um comportamento coletivo, auto-organizado, o qual é dificil de antecipar

a partir do conhecimento da dindmica individual dos agentes;
e esse comportamento coletivo ndo resulta da existéncia de um controle central.

Devemos notar que algumas dessas ideias ja apareciam nos trabalhos de Aristételes [4], 350 anos

antes de Cristo:

In the case of all things which have several parts and in which the totality is not, as

it were, a mere heap, but the whole is something beside the parts...



O que de fato parece ser consenso & a onipresenca desses estudos na literatura e sua im-
portancia para a ciéncia e para a sociedade em geral. Fato que, no final do século passado, foi

previsto por Hawking em uma entrevista para um jornal [5]:
| think the next century will be the century of complexity.

Além do que assinalamos anteriormente, existem outros autores que acreditam que as fer-
ramentas usadas e criadas nas investigacdes de sistemas complexos sdo (e serdo) as principais
armas para dar algum sentido as enormes quantidades de informacdes que a ciéncia e a iniciativa
pablica ou privada vem acumulando.

A importancia de se obter novas ferramentas para investigar a natureza é clara. Tomemos
como exemplo o olho humano. Trata-se de uma ferramenta altamente sofisticada, composta
por ~2 milhdes de partes, ~130 milhdes de fotorreceptores e que gera mais de 3,5 gigabytes de
informac3o por hora. A olho nu, podemos experimentar grande parte da Mecanica Classica, como
possivelmente fez Galileu Galilei [6], por exemplo, ao mostrar na Torre di Pisa que a velocidade
de queda n3o depende da massa. Entretanto, o olho tem suas limitacdes. Por exemplo, sé
enxergamos um pequeno intervalo do espectro eletromagnético (~400 a ~700 nanometros), ndo
conseguimos observar nenhum fenémeno que ocorra em um intervalo de tempo menor que ~17
milisegundos, e ndo vemos nenhum objeto de tamanho menor que ~100 micrometros. A remocao
dessas limitacées pelo uso de equipamentos gerou uma infinidade de novas possibilidades para a
investigacdo da natureza. O microscépio é um bom exemplo. Ele permite que vejamos objetos
bem menores, como o fez Robert Hooke (o mesmo da Lei de Hooke). Em seu livro de 1667,

Micrographia [7], ele relata suas observa¢des a respeito de um pedaco de cortica:

| Took a good clear piece of Cork, and with a o e
Pen-knife sharpen’d as keen as a Razor, | cut a piece : gt
of it off, and thereby left the surface of it exceeding
smooth, then examining it very diligently with a Mi-
croscope, me thought | could perceive it to appear
little porous; but | could not so plainly distinguish
then, as to be sure that they were pores, much less
what Figure they were of: But judging from lightness
and yielding quality Cork, that certainly the texture

could not be so curious, but that possibly, if | could

use some further diligence, | might find it to be dis-
cernible with a Microscope, | with the same sharp
Pen-knife, cut off from the former smooth surface
an exceeding thin piece of it, and placing it on a

black object Plate, because it was it self a white

body, and casting the light on it with a deep plano-

convex Glass, | could exceeding plainly perceive it to be all perforated and porous, much like a



Honey-comb, but that the pores of it were not regular; yes it was not unlike a Honey-comb in

these particulars.

O texto acima e também a figura desenhada a m3o por Hooke mostram a descricdo meticulosa
do que ele mesmo chamou de célula, nome que estd no titulo da secdo da qual extraimos o
fragmento de texto: Of the schematisme or texture of cork, and of the cells and pores of some
other such frothy bodies. Possivelmente, Hooke ndo imaginou que a sua descricdo do que hoje
chamamos de célula eucariética geraria uma revolu¢do na biologia, que somente foi possivel por
meio da superacdo de uma limitacdo do olho humano, criando uma nova ferramenta para ver o
mundo.

Algo similar também ocorre nos estudos de sistemas complexos. Hoje, muitas vezes, temos
acesso a tanta informacio que se torna impraticavel identificar padrdes por meio da examinacio
bruta dos dados. Uma consequéncia direta dessa dificuldade ocorre, por exemplo, quando decisées
sdo tomadas sem levar em conta fatos empiricos bem estabelecidos, o que certamente prejudica
a qualidade das decisGes. Nessa direcdo, é interessante notar que a abordagem de um sistema
complexo n3o é (ao menos em geral) Gnica. N3o existe um conjunto de variaveis analogo as
posicdes e momentos da Mecanica. Pelo contrario, é tarefa do pesquisador determinar quais
variaveis investigar e, naturalmente, quais dessas investigacdes sdo praticaveis.

Talvez a melhor maneira de compreendermos uma investigacdo sobre sistemas complexos seja
via um exemplo. Para isso, imaginemos que queiramos compreender melhor as relacdes cientificas
do Departamento de Fisica da Universidade Estadual de Maringa. N3o podemos pontuar que elas
sejam simples. Existem varios pesquisadores e grupos de pesquisa que se relacionam por meio de
colaboracdes em artigos e também competem por recursos financeiros. Além disso, as relacdes
entre os pesquisadores n3o sdo triviais. Pode haver certas preferéncias por colaboracdo oriundas
de uma relacdo de maior proximidade cientifica ou mesmo de afinidade pessoal.

Pois bem, como investigar esse cenario? Uma das repostas é olhar para a rede de colaboracéo
cientifica dos pesquisadores do departamento. Nessa rede, consideramos que cada vértice é um
pesquisador e que as ligacdes entre os vértices ocorrem sempre que os pesquisadores forem autores
em um mesmo artigo. Aqui, por simplicidade, consideramos todos os artigos independentes do
ano de publicacdo; entretanto, essa rede poderia ser construida ano a ano de modo a elucidar
aspectos dindmicos das colaboracdes no departamento. A Figura [1| mostra a rede obtida, na
qual podemos observar a existéncia de varios aglomerados pequenos e isolados e de um grande
aglomerado. Os aglomerados isolados sdo pequenos grupos de pesquisadores que estiveram no
departamento logo apds a sua criagdo e também contém pesquisadores do grupo de Ensino de
Fisica que n3o sdo co-autores em artigos com os demais pesquisadores do departamento. Em
geral, a parte mais interessante é o grande aglomerado no qual estdo quase todos os pesquisadores
do departamento. A Figura [2] mostra essa parte da rede, muitas vezes denominada componente

gigante ou principal.
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Figura 1: Rede das colaborac¢des cientificas do Departamento Fisica da Universidade Estadual
de Maringa. Aqui, cada vértice representa um pesquisador e as ligagdes entre eles ocorrem
sempre que os pesquisadores participam juntos em um mesmo artigo. Os dados foram
obtidos no Scopus™ (www . scopus . com) buscando-se por todos os artigos que continham
no endereco as palavras “Fisica” e “Maringd” e n3o continham a palavra “Educa¢do”. Além
disso, todos os nomes foram verificados manualmente de modo a agrupar autores idénticos
e a evitar ambiguidades. Observe a presenca de um grande aglomerado no qual encontram-
se a maioria dos pesquisadores e também a presenca de pequenos aglomerados, os quais
representam pesquisadores que colaboram entre si mas no colaboram/colaboraram com
os demais.
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A maneira como os vértices foram arranjados nessa figura também pode definir uma espécie
de “distancia para colaboragdo”. O arranjo foi feito seguindo os chamados algoritmos baseados
em forcas. Nesse caso em particular, consideramos que as ligagbes representam molas como na
Lei de Hooke e que os vértices sdo como particulas carregadas. Esse sistema todo é simulado
integrando as equacdes de movimento, de modo que as forcas aplicadas movem os vértices para
perto ou longe até que o sistema como um todo entre em equilibrio mecanico. Assim, podemos
imaginar que a distancia espacial dos vértices esta de fato relacionada a probabilidade de haver
colaboracdo entre dois autores (aqueles que conhecem o departamento devem concordar com
essa analise).

Além dessa analise semiquantitativa, é possivel extrair muitas outras informacdes estudando-se
as propriedades topolégicas da rede. Podemos, por exemplo, investigar a influéncia dos pesquisa-
dores na rede de colaboracio usando uma analise parecida com a que o Google™ faz para ordenar
itens mostrados em suas pesquisas. O procedimento que foi proposto por L. Page [8], co-fundador
do Google, consiste em calcular a probabilidade de passar por um determinado vértice em uma
caminhada aleatéria que comeca e termina em outros vértices escolhidos aleatoriamente. Essa
probabilidade define o indice chamado de pagerank, e na Figura [2| o tamanho dos vértices foi
escolhido ser proporcional a esse indice. A Figura [3] mostra os pesquisadores com os dez valores

mais altos do pagerank. Todos esses pesquisadores participam do programa de pés-graduacio e
sdo, atualmente, bolsistas produtividade do CNPq.
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Figura 3: Medindo a influéncia dos pesquisadores do departamento na rede dos colabora-

dores via algoritmo pagerank. Esse grafico de barra mostra o valor do pagerank para os
pesquisadores com os 10 maiores valores do indice.

Naturalmente, essa analise simplificada pode ser refinada de muitas maneiras. Uma delas
seria usar uma ‘rede ponderada”, na qual cada ligacdo passaria a ter um peso proporcional ao
namero de trabalhos publicados entre aqueles dois pesquisadores. Outras possibilidades incluem

estudar aspectos individuais dos pesquisadores, como as séries temporais do nimero de artigos
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por ano e suas distribuicdes de probabilidade. De fato, como veremos ao longo deste texto,
nossas analises estardo focadas nessas outras possibilidades e ndo no estudo de redes complexas.

Para ilustrar alguns desses outros aspectos, analisamos os padrdes ordinais nas séries temporais
do namero de artigos por ano para cada um dos top-10 pesquisadores da Figura[3] Nesta analise,
usamos as técnicas de entropia e complexidade de permutac3o, as quais discutiremos em detalhes
nos capitulos 2] e [f] Aqui, nos limitaremos a mencionar que valores de entropia préximos de um
(1) indicam padrdes ordinais aleatérios, enquanto valores préximos de zero indicam padrdes
mais regulares; o inverso ocorre para a complexidade da série temporal. A Figura 4| mostra o
diagrama da complexidade versus entropia. Notamos que os pesquisadores ocupam diferentes
localizacdes nesse plano, o que indica que eles possuem diferentes graus de regularidade no
namero de publicagdes ano a ano. Por exemplo, aqueles pesquisadores (Medina, Evangelista,
Bento) mais préximos do vértice (1,0) possuem uma aleatoriedade maior do que aqueles na

regido mais central do plano complexidade-entropia (Astrath e Malacarne, por exemplo).

0.25 I I I I
A Astrath N.G.C
0.20 —
Malacarne L.C
\V4 Paesano Jr. A
S
S 015 | Mendes R.s © .Len2| =K —
= A
) Santos I.A
g
8 0.10 4 Baesso M.L. |
Bento A.C % Evangelista L.R
0.05 |- | —
Medina AN [-]
0.00 l l I |
0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00
Entropia

Figura 4: Plano complexidade-entropia para as séries temporais do namero de artigos por
ano dos top-10 pesquisadores ordenados pelo pagerank.

Outro tipo de analise que sera comum ao longo desta tese é a de distribuicdes de proba-
bilidade. Por exemplo, na Figura [5| mostramos a distribuicdo de probabilidade acumulada do
namero de artigos publicados por ano para cada um dos 10 pesquisadores da Figura [3] Ainda
que os dados sejam poucos (desde 1996), é possivel encontrar algumas regularidades nos perfis
dessas distribuicdes. Em particular, verificamos que elas podem ser aproximadas pela distribuicdo
gamma, p(x) ~ z* texp(—xz/B). A distribuicio gamma é uma generalizacdo da distribui¢c3o
exponencial (ov = 1) e representa a distribuicdo da soma de « variaveis aleatérias exponenciais de
média 1/ (quando « é inteiro). Assim, podemos imaginar que os pesquisadores possuem varios

mecanismos para produzir seus trabalhos, os quais podem representar, por exemplo, diferentes
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colaboragdes ou linhas de pesquisa. Vale notar que a forma da distribuicdo do namero de artigos
e também das citacdes ainda representa um problema em aberto para a comunidade que estuda
dados bibliograficos (science of science) [9) 10} [11] e que nossos dados ndo sdo suficientes para

responder tais questdes de maneira objetiva.
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Figura 5: Distribuicdo acumulada do nimero de artigos publicados por ano para os top-
10 pesquisadores ordenados pelo pagerank. As linhas continuas sdo distribuicdes gamma,
p(x) ~ x> Lexp(—x/B), e os valores dos pardmetros estdo indicados nos graficos. O pyaior
é o valor p para o teste de hipétese de Kolmogorov-Smirnov (Apendice [B.I). Notamos
que, com excecdo do pesquisador Paesano, ndo podemos rejeitar a hipétese de que as
distribuicdes sejam distribuicdes gamma.
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Poderiamos prosseguir com outras investigacdes relacionadas a produgdo do Departamento
de Fisica ou mesmo estender nossas analises para toda a Universidade Estadual de Maringa.
Porém, aqui, sé estamos interessados em dar um exemplo de sistema complexo e mostrar o quio
instigante pode ser a sua investigacdo.

O restante desta tese estd estruturado de maneira semelhante ao problema anterior: inicia-
remos pela apresentacdo do sistema; definiremos as variaveis empiricas que estudaremos (geral-
mente séries temporais), faremos as analises desses dados visando a encontrar padrdes ou leis
de formac3o e, quando possivel, proporemos modelos que ajudem a compreender os mecanismos
do sistema. De maneira mais especifica, no capitulo [I| estudaremos os sons de aglomeracdes
humanas [12] e veremos que é possivel diferenciar sons pacificos de sons de protesto [13]. No
capitulo [2 investigaremos padrdes nos sons musicais. Veremos que as distribuicdes das ampli-
tudes sonoras seguem uma forma universal e que existe um acoplamento entre propriedades de
correlacdo e a forma da distribuigdo [14]. Investigaremos também os padrdes ordinais desses sons
visando a classificar as musicas e os géneros musicais [15] e estudaremos, quantitativamente, a
evolucdo musical das cancdes mais populares, sugerindo um empobrecimento estatistico das ma-
sicas [16]. No capitulo [3] investigaremos a dinamica da vantagem nos jogos de xadrez, revelando
um processo de aprendizado, em nivel populacional, dos jogadores [17]. Discutiremos também
a dindmica dos erros dos jogadores, apontando a importancia de percebermos os erros e suas
influéncias sobre o resultado das partidas [18]. No capitulo[4} a dinamica da pontuag&o dos jogos
de criquete sera analisada do ponto de vista de um processo difusivo [19], no qual superdifus&o,
correlacBes de longo alcance e autossimilaridade serdo encontradas e modeladas por uma equacgdo
de Langevin generalizada. No capitulo [5] investigaremos a dindmica de bolhas em agua fervente
usando um experimento no qual um feixe laser atravessa o fluido em ebulicio. Veremos que essa
dindmica possui correlacdes e empregaremos um modelo simples para descrever os resultados
experimentais [20]. No capitulo[6] discutiremos um procedimento para medir a complexidade de
imagens baseado na entropia e complexidade de permutagdo [21]. Finalmente, apresentaremos
uma visdo geral dos problemas estudados aqui.

Além dos trabalhos que serdo aqui apresentados, nos quais a participacdo do autor foi central,
gostariamos de mencionar outros trabalhos nos quais o autor foi (em geral) apenas coadjuvante,
mas que muito contribuiram para sua formacio como pesquisador. S3o eles principalmente sobre
difusdo anémala [22, 23| 24, 25, 26|, 27, 28, 29| [30, 31}, 32] e também relacionados a sistemas
complexos [33, [34] 35].
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Capitulo 1

Dindmica sonora de aglomeracoes

humanas e um sensor social

Neste capitulo, apresentaremos um estudo empirico sobre a dindmica sonora de aglomeragdes
humanas [12, [13], uma situag¢do bastante comum na vida em sociedade. Contra-intuitivamente,
veremos que essa dindmica n&o é trivial e que esse “ruido” esta longe de ser branco. Em particular,
mostraremos que a distribuicdo das amplitudes ndo é gaussiana, que existem correlacdes temporais
de longo alcance nas intensidades sonoras, que a distribuicdo dos intervalos de retorno ndo é
exponencial e que a distribuicdo normalizada da variancia local das intensidades apresenta um
comportamento assintético tipo lei de poténcia. Todas essas caracteristicas mostraram-se em
bom acordo com um modelo auto-regressivo GARGH. Veremos, ainda, que é possivel distinguir
sons de aglomeracdes humanas em situacdes pacificas e violentas viabilizando a construcdo de

um sensor social baseado em padrées sonoros.

1.1 Apresentacao dos dados

E cada vez mais comum investigacSes de sistemas sociais por parte dos fisicos, até mesmo
o termo sociophysics [36] surgiu nesse contexto. Naturalmente, os constituintes basicos dos
sistemas sociais sdo seres humanos, os quais sdo bem conhecidos por apresentarem uma dindmica
muito mais complicada que a de sistemas fisicos interagentes. Além disso, aspectos individuais
relacionados aos agentes sociais podem n3o estar disponiveis e as interacdes entre eles, em geral,
ndo sdo bem definidas ou sdo muito complexas. Ainda assim, varios padrdes em atividades
humanas tém sido relatados em, por exemplo, eleicdes [35] [37, [38], colaboracdo entre atores [39]
e também entre cientistas [40], mensagens de celulares [41], cartas [42] [43] ou e-mails [43] /44],
viagens [45)], 46] e competicdes esportivas [47] .

Aqui, investigaremos uma situagdo muito comum relacionada as atividades coletivas humanas:
as aglomeracdes de pessoas. Esse tipo de situacdo aparece em varios lugares e por varias razdes.
Pode ocorrer, por exemplo, durante refeicdes em um restaurante e festas ou reunides de trabalho.

Em muitas dessas situagdes, umas das caracteristicas mais notérias é o som produzido por essas
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aglomeracdes.

Com a finalidade de estudar esses sons, fizemos uma série de gravacdes aqui mesmo em
nossa universidade. O lugar escolhido foi uma cantina préxima ao departamento, que é ponto de
encontro de estudantes nos intervalos entre as aulas. O equipamento de gravacio utilizado foi
um microfone de alta qualidade usado para gravagdo de corais (Shure Microflex MX202W/N) e
uma mesa de som (Yamaha MG102c). Uma taxa de amostragem de 44,1 kHz foi usada para
cobrir todo o espectro audivel humano (aproximadamente entre 20 Hz e 20 kHz). O microfone
foi posicionado no alto da parte central da aglomeracdo em uma posicdo bastante discreta, de
modo a evitar que as pessoas soubessem que seus didlogos estavam sendo gravados. Realizamos
um total de 16 gravagcdes durante um periodo de 9 dias, sendo que o nimero de individuos no
lugar variou aproximadamente de 100 a 200 pessoas. Cada gravagdo durou aproximadamente 10
minutos e durante esse tempo o nimero de pessoas foi aproximadamente constante. Nas analises
que fizemos, essas diferentes gravacdes n3o alteram os resultados estatisticos que passaremos a
apresentar, de modo que, por simplicidade, mostraremos explicitamente os resultados referentes
a 3 gravacdes e reportaremos o desvio padrdo de nossas quantidades estatisticas.

As variaveis utilizadas para investigar esse sistema sdo as amplitudes sonoras em funcdo do
tempo A(t) e as intensidades sonoras I(t) oc A(t)>. Sendo a variavel t discreta, essas duas
variaveis s3o, portanto, séries temporais. Além disso, normalizaremos essas duas quantidades
para que tenham desvio padr3o unitario. A Figura mostra um exemplo tipico para essas séries
temporais. Notamos nesses graficos a existéncia de valores extremos que desviam em mais de 8

desvios padrdes no caso das amplitudes e em mais de 20 desvios padrdes nas intensidades.
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Figura 1.1: Um sinal sonoro tipico das gravacées que realizamos. Em (A), mostramos a am-
plitude sonora normalizada e em (B) a intensidade sonora normalizada. Aqui, consideramos
que a intensidade sonora é proporcional ao quadrado da amplitude.
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1.2 Andalise estatistica

Uma das maneiras mais diretas para iniciar a caracterizagdo das amplitudes sonoras A(t) é
pelo calculo da sua distribuicido de probabilidade, como mostra a Figura para trés gravacdes ti-
picas. As demais gravagdes mostram um perfil bastante similar, e o teste de Kolmogorov-Smirnov
para duas amostras (Apéndice ndo pode rejeitar a hipétese de que todas as distribuicdes
sejam idénticas. Além disso, essa distribuicdo claramente difere da distribuicdo gaussiana, parti-
cularmente por apresentar um decaimento muito mais lento em suas caudas.

Esse comportamento de caudas longas reflete a existéncia dos eventos extremos que observa-
mos na Figura[1.1] Mais do que isso, o fato da distribuicdo ndo ser gaussiana faz surgir a hipétese
de que hajam correlacdes de longo alcance nessa dindmica. Podemos imaginar que a amplitude
sonora gravada é a composicdo das amplitudes sonoras dos individuos, e se essas amplitudes
fossem como nimeros aleatérios ndo correlacionados (e com segundo momento finito), o Teo-
rema do Limite Central conduziria a uma distribuicdo gaussiana para as amplitudes. Entretanto,
verificamos empiricamente que a distribuicdo mostrada na Figura [1.2] claramente, ndo é uma

gaussiana.

10°

— — — Gaussiana

Distribuicdo de probalidade

Amplitude normalizada, A

Figura 1.2: Distribuicdo de probabilidade das amplitudes sonoras normalizadas A(t) para
trés gravagdes tipicas (circulos, quadrados e tridngulos) em comparacdo com a distribuicdo
gaussiana de média zero e variadncia unitaria (linha tracejada). Observemos que as trés
gravacdes apresentam praticamente o mesmo comportamento, o qual é claramente ndo
gaussiano (veja também o Apéndice @

Para investigar se existem ou ndo correlacdes de longo alcance nessa dindmica, empregamos
uma técnica chamada detrended fluctuation analysis (DFA, Apéndice [A.3). DFA consiste no
célculo da funcgdo flutuagdo F'(n), que mede as flutuagdes da série integrada apds a remogao
de uma tendéncia polinomial para uma dada escala n. A func¢do flutuagdo F'(n) segue uma lei

de poténcia, ie., F(n) ~ nh

com h # 0,5 quando a série possui correlagdo de longo alcance
e 0 expoente h é o chamado expoente de Hurst. Na Figura [1.3] mostramos os resultados do

DFA aplicado para a série das intensidades sonoras I(t). Notamos que h ~ 0,88, o que mostra
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a existéncia de correlacdes temporais de longo alcance nessa dindmica sonora. Ademais, o valor
de h > 0,5 revela a presenca de um comportamento persistente, i.e., a probabilidade de que
grandes valores de I(t) sejam seguidos por valores ainda maiores &€ muito maior do que em um
processo aleatério. Qualitativamente, esse comportamento pode estar relacionado ao fato de que
as pessoas querem ser ouvidas, e se seus vizinhos est3o falando alto, é preciso aumentar ainda

mais a intensidade da conversa.

5 - / e

Funcéo flutuacéo, Log[F(n)]

2 3 4 5 6 7
Escala, Log(n)

Figura 1.3: Analise DFA para as séries das intensidades sonoras /(t). Nesse grafico, mostra-
mos a func¢do flutuagdo F'(n) em fungio da escala temporal n, e n é medido em 1/44,1 k

segundos. Notamos que as trés amostras (circulos, quadrados e tridngulos) apresentam um

comportamento muito semelhante, o qual & aproximado por uma lei de poténcia F'(n) ~ n”,

com h = 0,88 £ 0,01.

Em adicdo ao DFA, podemos investigar também a dindmica dos eventos extremos nas séries
das intensidades (Figura [1.IB) por meio do calculo dos chamados intervalos de retorno. Esses
intervalos temporais sdo obtidos considerando-se um valor limiar ¢ e armazenando-se todos os
tempos iniciais ¢; para os quais a intensidade normalizada excede o valor ¢. Os intervalos de
retorno 7; sdo as diferencas entre dois valores de tempo consecutivos, i.e., 7;, = t;;1 — t;. Para o
caso de variaveis aleatérias gaussianas e sem correlagdo (ou fracamente correlacionadas), 7; deve
seguir a distribuicdo exponencial p(7) ~ e~7/7, na qual 7, & o valor médio de 7; considerando o
limiar g. Dessa maneira, desvios da distribuicdo exponencial sdo esperados, pois nosso processo
apresenta correlacdes de longo alcance. De fato, alguns resultados empiricos tém mostrado
que na presenca de correlagbes de longo alcance as distribuicdes de 7; sdo bem ajustadas por
exponenciais stretched [48] 49, 50]

p(r) ~ e t/m) (1.1)
ou pelas distribuicdes de Weilbull [51]

p(r) ~ (/7)) e 0 (1.2)
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Figura 1.4: Distribuicdo dos intervalos de retorno escalados 7; /7 considerando as intensidades
sonoras da Figura [L.IB e trés valores limiares: ¢ = 1 (quadrados), ¢ = 2 (circulos) e ¢ = 3
(tridngulos). A linha tracejada é a distribuicdo exponencial stretched da equagao ea
linha continua & a distribuicdo de Weilbull da equa¢do[1.2, ambas com v = 2(1—h) ~ 0,24.
As demais amostras apresentam um comportamento muito semelhante (veja também o

Apéndice D).

em que vy é o expoente da funcdo de autocorrelacdo do processo que gera os 7;. Em nosso caso,
(I(t)I(t+ 7)) ~ 77. Vale notar que, tanto no caso ndo correlacionado quanto nos casos com
correlacdo, a distribuicdo é dependente do valor limiar ¢. Entretanto, é facil mostrar que podemos
eliminar essa dependéncia se empregarmos a variavel escala 7;/7,. Além disso, o expoente de
Hurst & e o expoente de correlagdo «y estdo relacionados via v = 2(1—h) =~ 0,24 (Apéndice|A.2).
Essas condi¢cdes, em conjunto com a normalizagdo e a média unitaria da distribuicdo de 7;, nos
deixam sem nenhum parametro livre.

A Figura mostra a distribuicdo dos intervalos de retorno para as intensidades da Fi-
gura [1.1B, considerando trés valores de ¢, e a variavel escalada em comparagdo com as distribui-
¢Bes das equagdes e[1.2l Notamos um bom colapso das distribuicdes com o uso da variavel
escalada e um acordo ndo muito bom com as distribuicées teéricas. Essas distribuices ajustam
bem os intervalos de retorno obtidos de um processo correlacionado e com distribuicdes gaussi-
anas (apresentamos uma analise mais detalhada de intervalos de retorno na secdo [5.2). Como
I(t) no é gaussiano, esses desvios sdo esperados.

Outra possibilidade é investigar os “estouros” sonoros que observamos na Figura [1.TA. Para
isso, podemos calcular a volatilidade das amplitudes normalizadas. Essa nova série pode ser
definida como o desvio padrdo local de A(t) estimado sobre uma janela temporal mével de

tamanho w = nAt, ie.,

vu(t) = > (Al = (AWD)w)*, (1.3)
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Figura 1.5: Distribuicdo da volatilidade v,, definida na equacdo e calculada para as
amplitudes da Figura [1.1JA. Aqui, consideramos cinco janelas: w = 1 (quadrados), w = 2
(circulos), w = 5 (tridngulos), w = 10 (losangos) e w = 100 (pentagonos), sendo w
em unidades de centésimos de segundo. A linha tracejada é uma lei de poténcia com
p(v) o< v™*! (veja também o Apéndice [D)).

em que

é o valor médio das amplitudes dentro da janela, n € um inteiro e At é o inverso da taxa
de amostragem (aqui igual a 44,1 kHz). Essa nova série temporal contém informagdo sobre a
dindmica coletiva em uma dada escala de tempo w. Se a série das amplitudes sonoras fosse
estacionaria, os valores da varidncia v2 (t) seriam aproximadamente iguais e a distribuicdo de
v, deveria ser uma delta de Dirac (ou uma distribuicdo de cauda muito curta). Entretanto,
a distribuicdo de v,, apresenta uma cauda aproximadamente descrita por uma lei de poténcia
p(v) o< v, com expoente n = 4,1, como mostra a Figura [L.5| Notamos também que as
distribuicBes sdo aproximadamente independentes do tamanho da janela w no intervalo de 1/100
a 1 segundo. Como veremos na préxima secdo, esse comportamento n3o estacionario sera um

aspecto-chave para a modelagem desse sistema.

1.3 Modelando via processos auto-regressivos

Nosso ponto de partida, na tentativa de propor um modelo simples para os comportamento
dos dados empiricos, &€ o aspecto n3o estacionario das amplitudes sonoras, como evidenciado
pela analise de volatilidade da secdo anterior. De fato, a Figura[1.5 suporta a conclusdo de que
amplitudes sonoras sdo descritas por um processo estocastico com variancia dependente do tempo

e a Figura|1.3|indica a existéncia de meméria de longo alcance na série das intensidades sonoras.
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Caracteristicas similares podem ser encontradas em dados de mercado financeiro, nos quais a
volatilidade ou risco € um dos ingredientes essenciais para a dindmica dos precos de acdes. Esse
cenario econdmico foi e tem sido muito estudado devido, principalmente, aos interesses praticos
em predizer o comportamento do mercado. Consequentemente, existe um grande nimero de
modelos para descrever a dindmica de precos de acdes [52]. Podemos imaginar também que,
de um ponto de vista qualitativo, as interacdes ou competicBes existentes em nosso sistema
social podem ser parecidas com aquelas existentes entre os agentes financeiros que participam
da dindmica de preco.

Essa discussdo nos motivou a empregar um modelo tipico de mercado financeiro para ten-
tar reproduzir o comportamento do som de aglomeracées humanas. O modelo escolhido foi o
processo GARCH (generalized autoregressive conditional heteroskedastic). Esse modelo auto-
regressivo foi proposto para levar em conta a memdria de longo alcance que é comum em dados

financeiros [53] 54} 55]. Em sua forma mais geral, o GARCH (p, q) é definido como

T = 0:&,

of = aotauriy ot apai, + Bo g+ Boty, (1.4)

em que «; e [3; sdo pardmetros de controle e & é um namero aleatério ndo correlacionado de
média zero e variancia unitaria. Desse modo, o processo GARC H é n3o correlacionado em z; e
correlacionado na variancia.

Aqui, por simplicidade e satisfatoriedade, consideramos o processo GARCH(1,1)

ry = o1&,
2

2 2
o, = O =+ 1Ty 4 + 510}71 . (15)
Consideramos, também, que & segue uma distribuicdo gaussiana. Nessa versdo do modelo,
contamos com trés parametros: g, «; e [3;. Entretanto, devido ao fato de termos escalado
as amplitudes sonoras para terem varidncia unitaria, podemos eliminar um dos trés parametros

usando o valor esperado para a varidncia do processo GARCH(1,1) [53]

2 Qo

0=
l—o1—

(1.6)

Assim, ficamos efetivamente com dois pardmetros: «; e ;. Esses dois pardmetros foram
variados incrementalmente e a soma das diferencas ao quadrado entre os valores simulados e
os dados empiricos das amplitudes sonoras foi estimada. Os valores a; = 0,011 e 5; = 0,9889
(consequentemente ay = 0,001) foram aqueles que minimizaram essa soma. A Figura mostra
a comparacdo entre os dados simulados e empiricos. Notamos que a concordincia entre o
GARCH(1,1) e os dados empiricos € muito boa para as amplitudes sonoras (Figura[1.6)A), para
os intervalos de retorno (Figura [1.6[C) e para as volatilidades (Figura [1.6D). Para as correlacges

(Figura B), ndo temos uma concordancia tdo boa quanto nos outros casos. O motivo para
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isso é que as correlaces geradas na variavel x? n3o sdo do tipo lei de poténcia.
De fato, a funcdo de correlagdo para x? tem uma cauda que decai exponencialmente [53],
ie.,

<37z:2 $§+T> ~ exp(—t/7.), (1.7)

sendo 7. = |In(ay + 31)|~!. Entretanto, o processo GARCH (1,1) pode imitar uma memodria
de longo alcance no limite 7, — oo. Para isso, bastaria escolher a soma a; + 31 préxima de 1.
Em nosso caso, a; + 31 = 0,9999, o que leva a um tempo caracteristico 7. ~ 10* segundos.
Esse tempo é muito longo quando comparado com a escala de tempo dos sons das aglomeracdes
humanas e, desse modo, o processo GARCH(1,1) esta produzindo um efeito parecido ao de
uma correlacdo de longo alcance. Naturalmente, existem desvios maiores na comparacdo com os
dados empiricos, manifestados principalmente na curva mais acentuada da funcio de flutuacio.
Vale ressaltar que os dados empiricos também apresentam um curvatura menor, o que pode ser
um indicativo da existéncia de uma espécie de cutoff exponencial na funcio de autocorrelacdo
das intensidades sonoras.

De modo geral, a semelhanca entre os dados e o modelo é bem razoavel, principalmente
quando levamos em conta a simplicidade do processo GARCH (1, 1) em contraste com o cenario

complexo da dindmica humana manifestada nos sons que estamos estudando.
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Figura 1.6: Comparagdo entre os dados empiricos
GARCH(1,1) (linha continua). (A) Distribuicdo
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(simbolos) e as predicdes do modelo
das amplitudes sonoras normalizadas.
os intervalos de retorno considerando
(circulos) e ¢ = 3 (tridngulos). Os
ores. (D) Distribuicdo da volatilidade

considerando as janelas w = 1 (quadrados), w = 2 (circulos), w = 5 (tridngulos), w = 10
(losangos) e w = 100 (pentagonos), todas em centésimos de segundo. Os dados simulados

sdo uma média sobre esses cinco valores.
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1.4 Na direcao de um sensor social sonoro

Uma quest3o interessante sobre os sons das aglomera¢es humanas é verificar até que ponto
os padrdes que reportamos até agora sdo robustos perante as diferentes situacdes em que esses
sons podem surgir. Nessa direcdo, um caso notério sdo as aglomeracdes pacificas como a que
estamos estudando e as aglomeracdes “violentas”, como as que ocorrem em protestos ou brigas.
Sera que o padrdo anterior é robusto o bastante para ser mantido nessas duas situacées? Podem
as nossas técnicas diferenciar essas duas situacdes?

Para tentar responder a essas quest&es procuramos, na internet, por dados relacionados a sons
de protestos. Poucos dados foram encontrados, entretanto, na pagina Freesound: collaborative
database of creative-commons licensed sound for musicians and sound lovers (http://www.
freesound.org) foi possivel obter alguns sons de protestos ocorridos em Barcelona (Espanha) em
agosto de 2006. A Figura [1.7] mostra uma dessas grava¢des em comparagdo com um fragmento
de nossas gravacdes anteriores. Nessa figura, é possivel notar, nos sons do protesto, a existéncia

de “explosdes sonoras’ muito mais bem definidas.
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Figura 1.7: Amplitudes sonoras normalizadas (A) de uma aglomeragdo humana pacifica e
(B) de um protesto ocorrido na Espanha, em agosto de 2006. A figura (A) é um segmento

da gravacdo mostrada na Figura .

De maneira semelhante a analise anterior, iniciamos pelo calculo da distribuicdo das amplitu-
des sonoras normalizadas nos dois casos. Na Figura[1.8A, podemos observar pequenas diferencas
na forma dessas duas das distribuicdes. Em particular, notamos que, no caso dos sons de protesto,
existe um cut off nas caudas da distribuicio em aproximadamente quatro desvios padrdes. Esse
comportamento pode ser resultado da possivel baixa qualidade do microfone usado para capturar
esses sons. Ainda assim, podemos considerar o perfil das distribuicdes muito semelhantes. Em
seguida, calculamos a distribui¢o dos intervalos de retorno, como mostra a Figura[L.8B. Observa-
mos que a distribuicdo de 7/7, é praticamente idéntica para ambos os casos. Calculamos também
a distribui¢do das volatilidades das amplitudes sonoras, como mostra a Figura [1.§C. Como no
caso das amplitudes, a distribuicdo das volatilidades possui um cutoff muito mais acentuado para
os sons de protesto. Notamos que praticamente ndo existem valores de volatilidade maiores do

que duas unidades. Entretanto, na regido em que é possivel comparar as duas distribuicdes, elas
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diferem muito pouco.
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Figura 1.8: (A) Distribui¢do de probabilidade das amplitudes sonoras normalizadas. A linha
tracejada é uma distribuicdo gaussiana de média zero e variancia unitaria. (B) Distribuicdo
de probabilidade dos intervalos de retorno quando ¢ =1, ¢ =2, ¢=3,¢g=4e g =>5.
(C) Distribui¢do de probabilidade da volatilidade v,, para w = 0,01, w = 0,05, w = 0,10,
w = 0,20, w = 0,40, w = 0,60, w = 0,80 e w = 1,00, em unidade de segundos. Todos
os graficos foram construidos usando-se os dados da Figura [1.7] sendo que os quadrados
representam uma aglomeracdo pacifica e os circulos representam os sons de um protesto.

Os resultados anteriores sugerem que os padrdes nas distribuicdes calculadas, usando os sons
pacificos, sdo aproximadamente mantidos para caso dos sons de protesto. Aqui, devemos fazer
algumas ressalvas sobre a nossa falta de controle nas gravacdes dos sons de protesto. Resta-nos,
ainda, investigar os aspectos relacionados as correlacdes nessas séries. Seguiremos uma rota
um pouco diferente: ao invés de calcular diretamente o expoente de Hurst para as séries das
intensidades sonoras (), como fizemos no caso dos sons pacificos (Figura [1.3)), investigaremos

as correlacdes para a série das volatilidades das intensidades sonoras, i.e.,

Vint, 2(t) = D) = T(1)w)?, (1.8)

na qual
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Figura 1.9: Volatilidades das intesidades sonoras (A) de uma aglomeragcdo humana pacifica
e (B) de um protesto ocorrido ao consideremos w = 0.05 segundos.

é o valor médio da intensidade dentro da janela w = nAt (At é o inverso da taxa de amostragem
da gravacdo). A Figura mostra um exemplo dessa nova série temporal.

Calculamos para essa nova série o expoente de Hurst h em funcdo do tamanho da janela
temporal w, como mostra a Figura [L.10, Notamos que para janelas de tempo pequenas o ex-
poente de Hurst é praticamente o mesmo para ambos os casos. Observamos ainda que, para
valores pequenos de w, a série das volatilidades e as séries das intensidades devem apresentar
um comportamento semelhante, de modo que o valor de h, calculado a partir das intensidades é
praticamente o mesmo para ambos os sons. Entretanto, & medida em que o tamanho das janelas
aumenta, o expoente de Hurst diminui e se aproxima do platé A =~ 0,76 para os sons pacificos.
Por outro lado, para os sons de protesto, observamos uma diminuicdo de h até aproximadamente
w = 0,2 e, a partir desse valor, o expoente h comeca a crescer e se aproximar do valor h =~ 1,04.
Do ponto de vista qualitativo, ao aumentarmos o tamanho da janela estamos capturando uma
dindmica mais “macroscépica’, incluindo mais eventos sonoros dessas aglomeracdes. Qualitativa-
mente, no caso das aglomera¢des pacificas, esse agrupamento de eventos gera uma diminuigdo
nas correlacdes, o que indica que esses eventos “macroscépicos’ sdo menos correlacionados. O
inverso ocorre nos sons de protesto, ou seja, o aumento no exponente de Hurst indica que os
eventos sonoros mais “macroscépicos’ sdo ainda mais correlacionados. De fato, protestos costu-
mam ter coros ou ‘gritos de guerra’ mais organizados e em uma escala temporal maior, o que

pode dar origem a esse comportamento.

1.5 Conclusoes e perspectivas

Estudamos neste capitulo varios aspectos estatisticos dos sons produzidos por aglomeracdes
de pessoas. Na primeira parte, caracterizamos os sons de uma aglomerac3o ordinaria: sons de
estudantes durante os intervalos das aulas. Vimos i) que as amplitudes sonoras apresentam
uma distribuicdo ndo gaussiana de caudas longas, ii) que existem correla¢des de longo alcance

nas séries das intensidades sonoras, iii) que os intervalos de retorno calculados a partir das
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Figura 1.10: Expoente de Hurst para as séries das volatilidades, em funcdo do tamanho da
janela w. Todos os graficos foram construidos usando-se os dados da Figura [1.7] sendo
que os quadrados representam uma aglomeracio pacifica e os circulos representam os sons
de um protesto.

intensidades sonoras n3o s3o distribuidos exponencialmente e iv) que a volatilidade das amplitudes
sonoras é n3o estacionaria, com uma distribuicdo assintética do tipo lei de poténcia. Todos
esses comportamentos observados nos dados foram bem descritos pelo modelo auto-regressivo
GARCH(1,1).

Na segunda parte, especulamos sobre a robustez dos padrdes estatisticos encontrados. Espe-
cificamente, comparamos os padrdes encontrados nos sons dos estudantes (sons pacificos) com
aqueles oriundos de um protesto. Apesar das limitacbes existentes nas gravacdes dos sons de
protesto, observamos que os padrdes nas distribuicdes das amplitudes, dos intervalos de retorno
e das volatilidades sdo bem robustos, de modo que os dois tipos de sons sdo aproximadamente
indistinguiveis desse ponto de vista. Na tentativa de distingui-los de uma maneira efetiva, calcu-
lamos algumas propriedades ligadas a existéncia de correlacdes de longo alcance em nossos dados.
Em particular, calculamos o expoente de Hurst para as séries das volatilidades das intensidades
sonoras. Para pequenas escalas de tempo, os expoentes s3o praticamente idénticos; entretanto,
para escalas maiores de tempo os expoentes de Hurst podem diferenciar os dois tipos de sons.
Esse comportamento pode ser relacionado, qualitativamente, ao fato dos sons de protesto apre-
sentarem uma estrutura mais organizada, tais como “gritos de guerra”. No caso das volatilidades,
as correlacbes se intensificam com o aumento da escala temporal para os protestos e diminuem
para os sons pacificos.

Assim, nossa investigacdo revelou um padrdo n3o trivial nesses sons bastante comuns na vida
em sociedade. Além disso, vimos que parte desse padrdo é mantido quando investigamos sons de
protesto, mas que aspectos de correlacdo podem perfeitamente diferenciar sons pacificos de sons

de protestos. E importante notar que essa segunda parte de nossos estudos ainda é preliminar,
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de modo que estamos em busca de mais gravacdes de situagdes relacionadas as aglomeragdes
humanas para reforcar nossos achados empiricos. Entretanto, apesar dessas ressalvas, estamos
bastante entusiasmados pelo fato de que nossos estudos possam gerar uma aplicagdo pratica,
uma espécie de sensor social sonoro. Um mecanismo como esse poderia ajudar a monitorar
cidades de um modo simples e também mais barato quando comparado com cameras de video.
Outra possibilidade seria 0 uso em conjunto com as imagens, de modo que a analise sonora das

aglomeracdes poderia indicar aos operadores das imagens qual regido deve receber mais atencio.
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Capitulo 2

Caracteristicas universais e

correlacoes nos sons musicais

Neste capitulo, também estudaremos sons, mais especificamente os provenientes de can¢des
musicais [14} [15] [16]. Veremos que, para um grande nimero de musicas, é possivel descrever a
distribuicdo das amplitudes normalizadas usando uma distribuicdo de probabilidade com apenas
um pardmetro, que possui como casos particulares a gaussiana e a distribuicdo de Laplace. Esse
pardmetro pode classificar, de um modo bastante simples, as musicas e os géneros musicais em
uma espécie de ordem de complexidade. Além disso, veremos que esse pardmetro, que é obtido
diretamente das distribuicdo das amplitudes, possui relagdes estatisticas com os aspectos de cor-
relacdo medidos pelo expoente de Hurst. Em uma segunda parte deste capitulo, investigaremos
um pouco mais a complexidade de musicas usando medidas entrépicas baseadas em ordens locais
existentes nos sons dessas masicas. Mostraremos que esses indices entrépicos de complexidade
podem ser Gteis no processo de identificacdo automatica de géneros musicais e que eles podem
também ajudar pessoas a escolherem cancdes parecidas. Finalmente, na altima parte, especula-
remos sobre a evolugdo das can¢des musicais mais populares de cada época, sugerindo que as
cangbes musicais mais populares tém ficado cada vez mais préximas de ruidos do ponto de vista

estatistico.

2.1 Introduc3o e apresentacao dos dados

Assim como no capitulo [I estudaremos agora outro “fenémeno” produzido pelo homem: as
musicas. E grande o interesse dos pesquisadores por esse tema amplo e, por conta disso, existem
inameros trabalhos em muitas direcdes [56, 57, 58, 59| [60]. Por exemplo, na direcdo do papel
social das misicas podemos citar os trabalhos de Lambiotte e Ausloos sobre o tamanho [61] e
as correlacdes [62] em comunidades musicais de grupos de compartilhamento on-line de musicas
e também sobre as vendas de masica [63]. Além desses aspectos sociais, as musicas, ou melhor
dizendo, os sons produzidos por masicas formam um sistema altamente organizado, possuindo

estruturas complexas e correlacbes de longo alcance. Essas caracteristicas tém atraido a atencdo
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dos fisicos estatisticos desde 1975, como indica o trabalho de Voss e Clarke [64], no qual eles
observaram que o espectro de poténcia de estacdes de radio é do tipo 1/f e que, dependendo
do género musical, as correlacdes podem se estender para escalas maiores ou menores de tempo.
Outro trabalho seminal é o de Hsii e Hsii [65] [66] sobre as mudangas nas frequéncias acusticas
em composicdes de Bach, Mozart e misicas modernas, no qual eles reportaram a existéncia
de autossimilaridade e estruturas fractais. Além destes, existem muitos outros trabalhos [67,
68, [69], [70, 71, [72] (73, [74] [75), (76, [77| [78, [79, [80} 81], e a maioria esta baseada em dimensdes
fractais, espectro de poténcia ou analise de correlacdes. Existe também uma comunidade bastante
ativa trabalhando em problemas mais aplicados relacionados a classificacido de misicas e muitos
resultados importantes sdo publicados na conferéncia ISMIR ( The International Society for Music
Information Retrieval) [82].

Tabela 2.1: Detalhes das bases de dados das musicas.

Base 1 - 10124 mausicas
distribuidas em 10
géneros musicais.

Género Namero de musicas
Blues 1020
Classical 997
Flamenco 679
Hiphop 1000
Jazz 700
Metal 1638
Mpb 580
Pop 1000
Tango 1016
Techno 1494

Base 2 - Musicas mais vendidas/reproduzidas
nos EUA, de acordo com a Billboard.

Periodo Namero de musicas
1946 a 1948 Top 50 de cada ano
1949 a 1955 Top 30 de cada ano
1956 a 1958 Top 50 de cada ano
1959 a 2007 Top 100 de cada ano

Nosso objetivo aqui é investigar os sons provenientes de misicas de uma maneira mais direta
e simples, buscando por outros padrdes estatisticos e também possiveis aplicacdes. Para isso,
construimos duas bases de dados de arquivos MP3 (um formato de arquivo de audio): a primeira
base possui ~10 mil musicas distribuidas em 10 géneros musicais. A segunda base contém
as musicas mais vendidas/reproduzidas, ano a ano, nos Estados Unidos, de acordo a revista
Billboard [83]. A Tabela mostra os detalhes dessas duas bases. Todos os arquivos MP3

usados em nossas analises possuem uma taxa de gravacio de 44,1 kHz.
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Analogamente ao capitulo |1} focamos nossas analises nas séries normalizadas (média zero e
varidncia unitaria) das amplitudes sonoras (A) e nas séries das intensidades sonoras (I o< A?).
A Figura [2.1| mostra exemplos dessas séries temporais para quatro misicas de géneros musicais
distintos. Essa visualizac3o ja é suficiente para revelar diferencas qualitativas entre as musicas.
Para a masica classica e para o jazz (painéis superiores), podemos observar a existéncia de algumas
“explostes” sonoras e também de regides onde a amplitude ou a intensidade sonora possuem
valores pequenos. No caso das musicas do género metal e techno, observamos flutuacdes muito
mais “homogéneas’ cobrindo praticamente todo o intervalo de tempo. Nas préximas secdes,

investigaremos mais detalhadamente essas séries temporais
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Figura 2.1: Amplitudes sonoras normalizadas (figuras & esquerda) e intensidades sonoras
(figuras a direita) para quatro masicas de quatro géneros diferentes. De cima para baixo:
classical (aqui, usamos o termo em inglés para nos referirmos a musica erudita ou classica),
jazz, metal e techno.
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2.2 Distribuicao das amplitudes sonoras e sua relacao

com as correlacoes

A analise da Figura apontou diferencas qualitativas nas séries temporais das amplitudes
sonoras normalizadas a depender da musica e do género musical. Nesse contexto surge uma
pergunta natural: as distribuicdes de probabilidade das amplitudes sonoras possuem uma forma
bem definida?

Para responder a essa questdo, calculamos as distribuicdes de probabilidade das amplitudes
sonoras normalizadas (ap6s subtrair o valor médio e dividir pelo desvio padrdo) para todas as
msicas da base de dados 1 (Tabela [2.1]), com exce¢do das masicas do género blues, que foram
incluidas posteriormente em nossos estudos. A Figura mostra algumas dessas distribuicdes
quando consideramos o canal direito ou o canal esquerdo dos arquivos de audio stereo. Notamos
que a distribuicdo é praticamente independente da escolha do canal. De fato, apés aplicar o
teste de Kolmogorov-Smirnov (Apéndice |B.1)) em todas as musicas, observamos que em apenas
~ 1% delas podemos rejeitar a hipétese de igualdade das distribuicées. Assim, por simplicidade,
consideramos apenas os dados do canal direito em nossas préximas analises.

Mais importante do que a invaridncia das distribuicdes perante a escolha do canal é o fato que
de todas as distribuicdes apresentam uma forma bem regular. A inspecdo visual da Figura e
também de todas as outras distribuicdes revela que as distribuicdes de probabilidade das amplitu-
des podem ter um perfil de caudas bem longas, mais préximas de uma distribuicdo de Laplace ou
mais proximas de uma gaussiana. Uma familia de distribuicées que apresenta todos esses perfis

é a gaussiana stretched [84]
p(A) = N exp(—BJA[°), (2.1)

em que N é o fator de normalizacdo, B & um parametro relacionado ao desvio padrio e c &
o pardmetro que governa a forma da distribuicdo das amplitudes p(A). Lembramos que essa
distribuicdo tem como casos particulares a distribuicdo de Laplace (¢ = 1) e a distribuicdo
gaussiana (¢ = 2). Além disso, visto que as amplitudes A possuem média nula e desvio padro

unitario, A" e B devem ser uma funcdo de c. De fato, escolhendo

_ (LGN _TB/oT
V=5 (Fe) 5=t/ 22

com I'(...) sendo fungdo gama de Euler, garantimos a normaliza¢do da distribuicdo e também o

desvio padrdo unitario para todo valor de c.

Com as escolhas anteriores, a distribuicio fica com apenas um parametro livre (¢), o
qual foi ajustado via método dos minimos quadrados para cada uma das masicas. A Figura [2.2
mostra alguns dos ajustes obtidos em comparagdo com as distribuicdes empiricas. Observamos
que ha uma boa concordancia entre a distribuicdo[2.1)(linha continua) e as distribuicdes empiricas
das amplitudes sonoras. A qualidade de todos os outros ajustes é semelhante a mostrada na
Figura [2.2] sendo que o teste de Kolmogorov-Smirnov (Apéndice rejeita a hipotese de que
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Figura 2.2: Distribuicdo de probabilidade das amplitudes sonoras normalizadas para nove
musicas de géneros musicais distintos. Os circulos representam os dados do canal direito e
os quadrados os dados do canal esquerdo das gravagdes stereo (notamos que praticamente
n3o existem diferencas entre os canais). A curva continua é um ajuste da fun¢do gaussiana
stretched (equacdo [2.1]), da qual obtivemos os valores do parametro ¢, para cada masica,
mostrados nas figuras.

a distribuicdo descreve os dados em apenas 10% dos casos. Ainda assim, nos casos em que
a hipétese foi rejeitada, ha muita semelhanca na parte central da distribuicdo (aproximadamente
cinco desvios padrdes).

Podemos, entdo, responder a questdo que propusemos no inicio desta secdo de maneira
positiva, ou seja, as distribuicdes das amplitudes sonoras possuem uma forma bem definida,
a qual pode ser descrita por uma fun¢do gaussiana stretched de apenas um pardmetro (c).
Surge, agora, outra questdo natural: que tipo de informacdo o pardmetro ¢ pode dar sobre a
muasica? Do ponto vista estatistico, podemos considerar que ¢ define uma espécie de distancia
para um processo gaussiano, o qual pode ser considerado como “simples’ ou trivial no contexto
do Teorema do Limite Central. Desse modo, masicas com valores de ¢ préximos a dois podem

ser consideradas “simples”, enquanto musicas com pardmetros ¢ distantes de dois podem ser
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consideradas “complexas”, pois um processo estocastico que dé origem a essa distribuicdo deve
possuir uma estrutura mais intrincada do que aquele que gera uma gaussiana. Devemos enfatizar
que nossa definicdo de complexidade para musicas é bastante simples e n3o leva em conta
muitos outros aspectos que especialistas em miusica poderiam considerar. Entretanto, nosso
reducionismo pode ser pensado como uma espécie de medida global para a complexidade das
masicas. Na Figura[2.2] ja é possivel perceber o tipo de informagdo que o pardmetro ¢ fornece.
Notamos que a Sinfonia Namero 5 em mi menor, de Tchaikovsky, possui uma distribuicio de
amplitudes com caudas bem longas, bem ajustada por ¢ = 0,57. Por outro lado, a banda pop
Ace of Base tem uma distribuicdo de caudas bem mais curta, com ¢ = 2,23, para sua musica
Cruel Summer.

Para entender melhor o papel do pardmetro ¢, calculamos o seu valor para cada género musical
como mostra a Figura [2.3] Nesse grafico de barras, mostramos o valor médio de ¢ em ordem
crescente para todos os géneros musicais. Ainda que possa ser considerada “grosseira’, essa
classificagdo faz bastante sentido, a0 menos para separar musicas de alto padrdo (aquela musica
que requer um nivel significativo de treinamento e proficiéncia nos instrumentos, como a masica

classica) das musicas dangantes (como a musica eletronica).
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Figura 2.3: Classificagdo dos géneros musicais de acordo com o valor médio pardmetro do
¢ obtido por meio do ajuste da gaussiana stretched para todas as masicas de um dado
género. Aqui, quanto mais préximo de dois estiver o pardmetro ¢, maior é proximidade das
distribuicdes das amplitudes sonoras como uma gaussiana.

Além do valor médio, calculamos também a distribuicio de probabilidade dos pardmetros ¢
para cada género musical, como mostra a Figura [2.4, Notamos que, por um lado, praticamente
ndo existe superposicdo entre as distribuicdes para a masica classica e metal. Por outro lado,
na regido proxima de ¢ = 1 existe muita superposicdo entre as distribuicdes dos géneros jazz,
hiphop, mpb, flamenco e pop. Essa superposicio pode ser um reflexo da ma definicdo e das
fronteiras confusas desses géneros musicas [72] e também da simplicidade da nossa medida de

complexidade. Como ja dissemos, existe uma comunidade muito ativa buscando por métodos
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Figura 2.4: Distribuicdo de probabilidade dos pardametros ¢ para cada género musical. Nota-
mos que existe muita superposicdo entre essas distribuicdes, refletindo (ao menos em parte)
os limiares confusos das definicdes dos géneros musicais.

para classificar masicas (ISMIR [82]) e uma resposta convincente para essa classificagdo ainda é
um problema em aberto [72]. Na préxima se¢&o, apresentaremos um procedimento mais promissor
para classificar masicas. Por enquanto, nosso interesse maior é identificar padrdes nesses sons.

Outra possibilidade é investigar a existéncia de correlagdes nas séries das intensidades sonoras.
Ja & bem conhecido que musicas possuem correlacdes desde os trabalhos de Voss e Clarke [64] e
mais recentemente no trabalho de Jennings et al. [81]. Entretanto, até onde sabemos, aspectos de
correlacdo diretamente nas séries das intensidades ndo tinham sido estudados. Nossa abordagem
é analoga a que empregamos nos sons de aglomeracdes de pessoas, i.e., empregamos a detrended
fluctuation analysis (DFA) nas séries das amplitudes (Apéndice [A.3). Essa técnica esta baseada
no calculo da fun¢do de flutuagdo F'(n) para diferentes escalas temporais n: quando a série possui
correlagdes de longo alcance, F'(n) apresenta um comportamento lei de poténcia (F'(n) ~ n”,
com h # 0,5) com expoente numericamente igual ao expoente de Hurst, h. A Figura mostra
a analise DFA para as mesmas musicas da Figura 2.2l Notamos que os valores de h sdo todos
maiores do que 0,5, confirmando, por um outro procedimento, que as intensidades sonoras das
musicas possuem correlacdes de longo alcance.

Analogamente & Figura 2.3} podemos calcular o valor médio de i para cada género musi-
cal. A Figura mostra esses valores médios, mantendo a ordem crescente de ¢. Novamente
observamos que géneros musicais de alto padrdo apresentam um valor de h mais préximo de
um (1), enquanto géneros dangantes sdo caracterizados por valores menores de h. Ressaltamos
ainda, que valores de h préximos de um (1) est&o relacionados ao ruido 1/f reportado por Voss
e Clarke [64].

A Figura mostra, também, que existe uma boa concordancia entre o ordenamento dos
géneros musicais usando valores de ¢ e os valores de h. E verdade que existem inversdes,

como no caso do género hiphop. Entretanto, o calculo do coeficiente de Pearson (equagdo A.1,
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Figura 2.5: Analise DFA para as séries das intensidades sonoras de nove misicas de nove
géneros musicais. A linha continua é um ajuste linear aos dados, sendo o coeficiente angular
numericamente igual ao valor do expoente de Hurst (h). A escala n estd em unidades de
1/44,1 k segundos.

Apéndice entre os dois ordenamentos (também conhecido como coeficiente de Spearman)
leva a um valor de —0,7, o que indica uma forte tendéncia de h decrescer a3 medida que c cresce.

Essa relacdo entre os ordenamentos pode ser interpretada como uma espécie de acoplamento
entre as distribuicdes de probabilidade das amplitudes e as correlacées nas intensidades sonoras.
Assim, 3 medida que as caudas das distribuicdes ficam mais préximas de uma gaussiana, as
intensidades também perdem um pouco de correlacdo. Serd que esse comportamento ocorre
em um nivel individual? Para responder a essa pergunta, mostramos na Figura um grafico
de dispersdo do pardmetro ¢ versus o expoente de Hurst, h. Observamos que ndo ha uma
relacdo perfeita entre a duas varidveis: o que existe € uma tendéncia estatistica consideravel
de encontrar, por exemplo, masicas com expoente de Hurst préximos de um (1) que também
possuam distribuicdes de amplitude de cauda bastante longa. Esse resultado é confirmado pelo
valor de 0,74 4+ 0,02 da correlacdo de Pearson entre as duas variaveis.

Em resumo, as investigacBes anteriores revelaram que a distribuicdo das amplitudes sonoras
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Figura 2.6: Valor médio do expoente de Hurst, h, calculado a partir das intensidades sonoras
para cada género musical.

de varias masicas possui uma forma bem definida e em bom acordo com uma gaussiana stret-
ched. Devido as condicbes da série, a distribuicdo pode ser escrita em funcdo de apenas um
pardmetro, o qual foi usado para definir uma espécie de distancia para um processo gaussiano
e, consequentemente, uma medida de complexidade para as masicas. Comprovamos a existéncia
de correlacdes de longo alcance nas séries das intensidades sonoras e também a existéncia de um
acoplamento entre as correlacdes e as distribuicdes das amplitudes. Na secdo seguinte, usamos

outra técnica para analisar as misicas em uma vertente um pouco mais aplicada.
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Expoente de Hurst, h

Figura 2.7: Relacdo existente entre o perfil da distribuicdo de probabilidade das amplitudes
sonoras (medidos pelos pardmetros c) e aspectos relacionados as correlagdes existentes nas
intensidades sonoras (medidos pelos expoentes de Hurst, k). A linha tracejada é apenas
uma guia para os olhos.
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2.3 Entropia e complexidade de permutacao para clas-

sificar masicas e géneros

Os parametros c e h, extraidos das séries das amplitudes e das intensidades, fornecem infor-
macdes sobre a complexidade e permitem uma classificacdo preliminar de muasicas e de géneros
musicais. Contudo, de um ponto de vista mais aplicado, surgem varios problemas praticos para
sua utilizagdo visando classificar e agrupar musicas em grandes bases de dados. Uma dessas
dificuldades esta relacionada a maneira numérica com a qual ¢ e h sdo extraidos dos dados. Por
exemplo, no caso do pardmetro ¢ é preciso calcular inicialmente o histograma das amplitudes e
em seguida realizar o ajuste da distribuicdo. Além de ser um procedimento lento e computacio-
nalmente exigente, o processo envolve varias técnicas que dependem de pardmetros que devem
ser bem escolhidos para o bom desempenho da classificagdo (o nimero de janelas do histograma
ou o algoritmo de ajuste, por exemplo).

As caracteristicas anteriores ndo sdo desejadas para um processo automatizado e n3o super-
visionado de classificacdo de masicas. Na tentativa de contornar essas dificuldades, empregamos
o recente método proposto por Bandt e Pompe [85] em conjunto com os desenvolvimentos de
Rosso et al. [86], visando definir uma medida de complexidade mais natural para séries temporais.
Como veremos, esse procedimento tem muitas vantagens técnicas em relagéo aos indices c e h,
sendo um processo extremamente rapido, simples e robusto.

A esséncia do método é associar uma sequéncia de simbolos a série temporal em analise.
Para sermos mais especificos, consideremos uma série temporal {z;:}:—1 . Em nossas analises,
x; pode representar as amplitudes ou as intensidades sonoras. Consideremos também a particdo
representada pelo vetor d-dimensional (d > 1,d € N)

(8) = (s—(d=1)s Ts—(d=2)> - - - » Ts—1, Tss) (2.3)
com s =d,d+1,...,N. Para cada um desses (N —d+ 1) vetores, investigamos as permuta¢des
m = (ro,71,...,74—1) dos simbolos (0,1,...,d — 1) e definidas pelo ordenamento

LTs—ry_4 S Ls—ry_q S T S Ts—ry S Ts—rg - (24)

Em seguida, calculamos para todas as possiveis d! permutacdes de 7 o conjunto das probabili-
dades P = {p(m)}, dadas por

_ #{s|s <N —d+1; (5) do tipo 7}

p() N _dr1 (2.5)

no qual o simbolo # representa o nimero de ocorréncias da permutacdo 7. Usando esse conjunto
de probabilidades P = {p(7)} definiremos os indices de complexidade.

Antes de avancarmos, consideramos um exemplo especifico a fim de deixar mais claro o
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procedimento anterior. Suponhamos N =6, d =3 e
{z,} ={8,7,4,9,8,5}.

Para essa série, teremos quatro vetores s, dados por:

~~ I~
D Oy W= Wy
— N N~
|
e N N
=~
=
Ne)

Cada vetor s deve ter seus elementos ordenados para definirmos a permutacdo m que sera aplicada
na sequéncia de simbolos (0, 1,2). A tabela abaixo ilustra o processo de ordenamento. Notamos

que, em nosso exemplo, das 6 possiveis permutagdes, apenas trés aparecem em nossa analise.

s § ordenado | m — (0,1, 2)
8,74 (4,7.8) (2,1,0)
(7,4,9) | (4,7,9) (1,0,2)
(4,9,8) | (4,8,9) (0,2,1)
9,8,5)| (5,8,9) (2,1,0)

Usando a tabela acima, podemos obter as probabilidades p(7), ou seja,

p("012") = 0;
p("021") = 1/4;
p("102") = 1/4;
p("120") = 0;
p("201") = 0;
p("210") = 2/4.

Em p(7), os nimeros entre aspas representam as possiveis permutagdes: “012" significa manter
os elementos na ordem em que estdo; “021" significa manter o primeiro elemento em sua posicio,
colocar o terceiro elemento na segunda posicdo e colocar o segundo elemento da terceira posicio;
e assim por diante. Como deve estar claro, o procedimento para o célculo dessas probabilidades
é um simples processo de ordenamento local nas séries temporais e, por conta disso, é executado
muito rapido do ponto de vista computacional. Além disso, uma vez escolhido o tamanho
dos vetores d (embedding dimension), o processo ndo possui nenhum pardmetro extra para ser
ajustado ou procedimentos adicionais de ajuste.

Uma vez definido o processo para obtengdo do conjunto de probabilidades P = {p(m)},
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podemos calcular a entropia de permutagdo normalizada

S[P|
H|P| = 2.
Pl= o (26)
em que S[P] = — > p(m)logp(m) representa a entropia de Shannon [87]. Naturalmente, 0 <

H <1, sendo que H = 1 ocorre para uma série completamente aleatdria, i.e., uma série na qual
todas as possiveis d! permutacdes sdo equiprovaveis. Caso a série apresente uma dindmica de
ordenamento mais complexa, H sera geralmente menor do que 1.

Além da entropia, calculamos também uma outra medida de complexidade estatistica que foi

proposta inicialmente por Lamberti et al. [88] e definida como
C[P) = QIP, P H[P), 27

na qual P, = {1/d!} representa a condi¢do de equiprobabilidade das permula¢des 7 e

SIP + Pe)/2] = S[P]/2 = S[F]/2

P.P]— , 2.8
i 2 29
sendo T

Qmax = —5 .d_ll_ log(d!+ 1) — 2log(2d!) + log(d!) (2.9)

uma constante de normalizagdo determinada pela condigdo de maximo do numerador de Q[P, P.],
ou seja, quando todas as componentes de P s3o iguais a zero, exceto uma.

Essa nova medida C' é ent3o o produto de uma distdncia métrica entre as probabilidades P
e a distribuicdo equiprovavel P, e a entropia normalizada H. A quantidade () & normalmente
denominada desequilibrio e tem relagdes com as divergéncias de Jensen-Shannon [89] e Kullback-
Leibler [90]. Essa nova quantidade identifica a existéncia de correlagdes [91], 92, [88] na série
temporal e fornece outras informacdes que podem n3o ser obtidas somente pela entropia H.
Normalmente, C' vai ser diferente de zero sempre que houverem permutacdes m que ocorram
com maior probabilidade do que as demais.

Outro aspecto interessante de C' é que essa quantidade ndo é uma funcio trivial da entropia H,
i.e., para um dado H existe um intervalo de valores permitidos para C' [93]. Devido principalmente
a essa caracteristica, Rosso et al. [86] propuseram o emprego do diagrama C' versus H para
diferenciar ruido de caos. Esse diagrama conhecido como complexity-entropy causality plane |86,
04), [95] sera a nossa abordagem para diferenciar as musicas.

Como deve estar claro, o tnico pardmetro a ser escolhido para determinar H e C' é a embedding
dimension d. De fato, d tem um papel importante para a estimativa do conjunto de probabilidades
P = {p(m)}, visto que ele define o nimero de permutagdes 7 acessiveis ao sistema. Contudo, a
escolha de d esta intimamente ligada ao tamanho N da série, de tal modo que para termos uma
boa estatistica a condicdo d! < N deve ser satisfeita. Na maioria dos casos praticos, empregar

d=3,...,7, como recomendado por Bandt e Pompe [85], é suficiente. Aqui, em nossa analise

42



A Amplitudes sonoras B Intensidades sonoras
O 0.4 0.4 N Jazz
Tango
% % > Classical
s 0.3 5 03 ® WVpb
e ]
1 g ¥ Flamenco
%— 0.2 %— 0.2 + Blues
(ED g Metal
O 0.1 O 041 [Z] Hiphop
A Pop
0.0 0.0 WV Techno
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Entropia H Entropia H

Figura 2.8: Plano complexidade-entropia, C versus H, para todas as musicas agrupadas
por género musical, quando consideramos as séries das (A) amplitudes sonoras e (B)
intensidades sonoras. Aqui consideramos d = 5 para definir o conjunto das probabilidades
P associado as possiveis permutacdes nas séries de cada msica.
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Figura 2.9: Coordenada média de cada género musical mostrado na Figura para o caso
das (A) amplitudes sonoras e (B) intensidades sonoras. Notamos a existéncia de quatro
grupos de géneros musicais bem definidos: G1 - jazz, tango e classical; G2 - mpb, flamenco
e blues; G3 - metal, hiphop e pop; G4 - techno.

das masicas, fixamos d = 5, uma vez que as séries temporais sonoras possuem mais de 10°
elementos.

A Figura mostra o diagrama C' versus H para todas as musicas e géneros da tabela 2.1]
quando consideramos as amplitudes e as intensidades sonoras. Notamos que ambas as séries
levam a resultados similares e que as musicas se distribuem em um longo intervalo de H e C.
Essa variagdo permite uma comparacdo relativa entre masicas. Por exemplo, podemos escolher
qual musica ouvir limitando a um intervalo de valores de C' e H.

Calculamos também o valor médio de C' e H para cada género musical, como mostrado na
Figura[2.9] Esses valores médios sugerem a existéncia de quatro grupos de géneros musicais: G1
- jazz, tango e classical; G2 - mpb, flamenco e blues; G3 - metal, hiphop e pop; G4 - techno.
Ademais, notamos que géneros de alto padrdo como o classical e o jazz possuem valores menores
de entropia H e valores maiores de complexidade C', o que confirma a existéncia de padrdes

ordinais mais complexos nas masicas desses géneros. Outros géneros, como o techno e o pop
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Figura 2.10: Distribui¢do de probabilidade para os valores (A) da entropia de permutagdo
H e para (B) a complexidade C' para cada género musical, quando usamos as séries das
amplitudes sonoras.
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Figura 2.11: Distribuicdo de probabilidade para os valores (A) da entropia de permutacdo
H e para (B) a complexidade C' para cada género musical, quando usamos as séries das
intensidades sonoras.

estdo localizados mais préximos do limite de permutagdes aleatérias (H = 1 e C' = 0), indicando
que o padrdo ordinal desses sons &€ mais “pobre” no sentido de ser mais préximo de aleatério.

Esses resultados concordam com aqueles obtidos na secdo anterior, entretanto, o procedi-
mento atual mostra-se mais promissor para diferenciar as muasicas. Em particular, pudemos
identificar a existéncia de alguns grupamentos de géneros que passaram despercebidos na outra
abordagem. Além disso, como mostram as Figuras [2.10| e [2.13}, as distribuicdes de probabilidade
dos valores de H e C' apresentam uma menor superposicdo entre os diferentes géneros quando
comparada com a distribuicdo do pardmetro ¢ (Figura . Essa melhor distingdo dos géneros
fica mais evidente ao calcularmos a distribuicdo de probabilidade conjunta de H e C', como mos-
tra a Figura 2.121 Vemos que praticamente n3o existe superposicdo entre os grupamentos de
géneros G1, G2, G3 e G4.

Para ir além das analises anteriores, tentamos quantificar a eficiéncia dos indices H e C' em
um cenario mais pratico relacionado ao processo de deteccdo automatica de géneros musicais.

Para isso, empregamos um algoritmo que aprende padrdes a partir de exemplos, conhecido como
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Figura 2.12: Distribuicdo de probabilidade conjunta da entropia de permutacdo H e da com-
plexidade C' considerando as (A) amplitudes e as (B) intensidades sonoras. Os diferentes
géneros musicais foram coloridos usando quatro cores, de acordo com os grupamentos

sugeridos pela Figura

support vector machine (SVM) [96]. Existem varios cédigos que implementam esse algoritmo e
em nosso caso, usamos uma vers3o simplificada que aprende padrdes binarios [97]. Desse modo,
a pergunta que o SVM vai responder é se uma masica pertence ou ndo a um dado género e n3o
uma diferenciacdo completa entre todos os géneros.

A ideia basica desse procedimento é encontrar um hiperplano que separe em duas regides o
espaco de pardmetros que caracterizam os objetos em quest3o. Para nossa analise, consideramos
quatro parametros por musica, i.e., H e C calculados a partir das amplitudes e intensidades. O
primeiro passo para aplicagdo da SVM é o treinamento. Nessa etapa, selecionamos aleatoriamente
90% das masicas e executamos o algoritmo SVM para aprender o padrdo (ou seja, determinar
o hiperplano) de separacdo de cada género com os demais. Nos 10% restantes das musicas,
executamos a detec¢do automatica de género. A Tabela mostra o percentual de respostas

corretas em cada género musical. Notamos que a precisdo das escolhas é de aproximadamente
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Tabela 2.2: Porcentagem de escolhas corretas da SVM para cada género musical.

Género Precisio Género Precis3o
Blues 87,87% Metal 89,89%
Classical 92,03% MPB 97,15%
Flamenco  95,12% Pop 88,11%
Hiphop 88,11% Tango  87,87%
Jazz 91,68% Techno  87,14%

90% para todos os géneros. Vale lembrar que estamos usando um versdo binaria da SVM,
sendo que para escolhas maltiplas esse percentual certamente seria menor. Por outro lado, essa

abordagem mostra, ao menos, a viabilidade do uso dos indices H e C' em cenarios mais praticos.

2.4 Uma abordagem quantitativa para a evolucao das

musicas populares

Vamos, agora, deixar de lado o carater mais aplicado da secdo anterior e focar em uma questio
mais fundamental: a evolucdo temporal das masicas. Talvez a grande maioria das pessoas tenha
a impressdo de que a qualidade das musicas ao longo dos anos n3o é constante. Muitos outros
devem acreditar que, para o caso das musicas populares, ha um empobrecimento sistematico da
masicas (letra e/ou melodia).

Para tentar investigar essa questdo de uma maneira quantitativa, criamos uma base de dados
com as masicas mais populares nos Estados Unidos segundo a revista Billboard [83] no periodo
de 1946 a 2007 (Tabela [2.1)). Usando essa base de dados composta por mais de 5 mil masicas,
calculamos os valores dos parametros ¢ e dos expoentes de Hurst h para cada masica e, pos-
teriormente, calculamos o valor médio ano a ano dessas quantidades. A Figura mostra os
resultados obtidos. Para o pardmetro ¢, observamos uma tendéncia de crescimento acentuada
a partir dos anos 80 e para o expoente h verificamos uma tendéncia de decrescimento. Esse
resultado indica que as amplitudes das misicas populares mais recentes entdo distribuidas muito
mais préximas de uma gaussiana do que a anos atrds. De uma maneira menos clara, a redu-
¢do no expoente de Hurst mostra uma reducdo nas correlagdes de longo alcance dessas musicas
populares.

Calculamos também a entropia H e a complexidade C' para cada masica, bem como o seus
valores médios em fung¢do dos anos, como mostram as Figuras e 2.15 Independente de
usarmos as amplitudes ou intensidades sonoras, notamos um consideravel aumento da entropia
H e uma consideravel diminuicdo da complexidade C'. Mais ainda, a evolucdo conjunta dos dois
indices revela uma aproximagdo ao limiar de permutacdes aleatérias (H = 1 e C' = 1). Esses
resultados mostram, ent3o, que os padrdes ordinais das musicas populares tem se tornado cada
vez mais aleatérios ou em outras palavras, menos complexos.

Essa nossa abordagem simplificada n3o deixa davidas que as musicas estdo em evolucdo, o
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que do ponto de vista qualitativo, pode ser até considerado trivial. Entretanto, nossos resul-
tados s3o uma demonstracdo desse fato. Mais do que isso, nossas medidas apontam para um
“empobrecimento estatistico” das musicas mais populares. Embora n3o tenhamos dados sobre os
géneros musicais dessas masicas populares, é possivel que esses resultados sejam um reflexo da
popularizacdo de géneros mais dancantes como o pop e techno. Por exemplo, se compararmos os
resultados das Figuras[2.14] e como os grupamentos de géneros da Figura [2.12] observamos
que a localizacdo no plano C versus H das masicas populares estava dentro da regido G1 na
década de 50 (regido dos géneros de alto padrdo) e atualmente encontra-se nas vizinhancas dos

grupamentos G3 e G4 (regido dos géneros danc¢antes).
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Figura 2.13: Mudangas no padrdo das musicas mais populares nos Estados Unidos (Billboard
Top Charts) medidas via evolugdo, ano a ano, do (A) parametro ¢ e (B) do expoente de
Hurst. A linhas continuas representam o valor médio dos pardmetros em funcdo do ano
e as regides sombreadas representam intervalos de confianca a 95%. Notamos a tendén-
cia de crescimento do parametro ¢ (principalmente apés os anos 80) e de decrescimento
do expoente de Hurst, h. Esses resultados indicam que as musicas mais populares tem
suas distribuicdes de probabilidade das amplitudes sonoras cada vez mais préximas de uma
gaussiana. Os resultados indicam, ainda, que tem havido uma tendéncia de reducdo das
correlacdes de longo alcance na série das intensidades sonoras.
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Figura 2.14: Mudancas no padrdo das masicas mais populares nos Estados Unidos (Billbo-
ard Top Charts) medida via evolug&o, ano a ano, (A) da entropia de permutagdo H e (B)
da complexidade C, calculadas para as séries das amplitudes sonoras. A linhas continuas
representam o valor médio dos indices entrépicos, em funcio do ano, e as regides sombre-
adas representam intervalos de confianca a 95% (Apéndice [B.2). Notamos que a entropia
H tem aumentado com o passar dos anos e que a complexidade C' tem diminuido. Isso
indica que os valores de H e C das musicas mais populares tém se aproximado do limiar
de permuta¢des aleatérias (H =1 e C'=0). Em (C) mostramos a evolugdo conjunta dos

indices entrépicos H e C, na qual podemos observar mais claramente a aproximacdo ao
limiar de permutacdes aleatdrias.
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Figura 2.15: Mudancas no padrio das masicas mais populares nos Estados Unidos (Billboard
Top Charts) medidas via evolugdo, ano a ano, (A) da entropia de permutagdo H e (B)
da complexidade (', calculadas para as séries das intensidades sonoras. A linhas continuas
representam o valor médio dos indices entrépicos, em funcio do ano, e as regides sombre-
adas representam intervalos de confianca a 95% (Apéndice [B.2)). Analogamente ao caso
da Figura2.14] a entropia H tem aumentado com o passar dos anos e que a complexidade
C' tem diminuido. Isso indica que os valores de H e C' das masicas mais populares tém se
aproximado do limiar de permuta¢des aleatérias (H =1 e C' = 0). Em (C) mostramos a
evolucdo conjunta dos indices entrépicos H e C', na qual podemos observar mais claramente
a aproximac3o ao limiar de permutacdes aleatorias.
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2.5 Conclusoes e perspectivas

Neste capitulo, investigamos diversas propriedades dos sons musicais. Vimos que ha um
padrdo bem definido para as distribuicdes das amplitudes sonoras, o qual & bem descrito por
uma distribuicdo que, devido as condicbes dos dados, possui apenas um pardmetro. Imaginamos
que esse parametro define uma espécie de distdncia para um processo gaussiano e, baseado
nessa ideia, propusemos uma classificacdo de complexidade dos géneros musicais. Confirmamos
a existéncia de correlagdes de longo alcance nesses sons musicais e mostramos a existéncia de
um acoplamento entre a forma da distribuicio de probabilidade e os aspectos de correlacio.
Especificamente, vimos que a medida que a distribuicdo se aproxima de uma gaussiana, ha uma
diminui¢do da correlagdo nos sons.

Na tentativa de obter um procedimento para classificacdo de musicas passivel de ser utilizado
em uma situacdo mais pratica, relacionada a deteccdo automatica de géneros, investigamos a
dindmica de ordenamento dos sons musicais. Empregamos dois indices entrépicos, baseados nas
probabilidades relacionadas as possiveis permutacdes existentes nos sons. Vimos que essa aborda-
gem é aplicavel em um contexto mais pratico. Em particular, os indices entrépicos agruparam os
10 géneros musicais em 4 grupos de complexidade e também proporcionaram um bom percentual
de acertos em um cenario simplificado de deteccdo automatica de géneros musicais.

Finalmente, estudamos de uma maneira quantitativa a evolucdo das misicas mais populares
nos Estados Unidos. Verificamos que, de fato, had uma evolucdo nos padrdes das muasicas por meio
dos parametros discutidos anteriormente. Além disso, os resultados sugerem um “empobrecimento
estatistico”, com o passar dos anos, das musicas mais populares.

Naturalmente, muitas outras analises podem ser feitas. Abordagens que acreditamos serem
interessantes incluem analises de outras séries temporais mais ligadas a estrutura musical, como
ritmo e harmonia. Outras analises mais parecidas com as que realizamos aqui (algumas ja
em andamento) incluem a investigacdo de multifractalidade, séries de intervalo de retorno e

volatilidades.
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Capitulo 3

Dindmica difusiva da vantagem,
aprendizado e erros em partidas de

xadrez

Neste capitulo, estudaremos a dindmica de partidas de xadrez sob dois pontos de vista. O
primeiro deles sera focado na evolugdo da vantagem dos jogadores movimento a movimento [17].
Veremos que essas trajetérias podem ser tratadas como as de particulas que executam um mo-
vimento erratico. Essa “difusdo”’ apresenta varias propriedades anémalas como distribuicdo n3o
gaussiana, correlacdes de longo alcance e uma dependéncia n3o linear da varidncia com os mo-
vimentos. Devido a nossos dados cobrirem quase dois séculos de partidas, poderemos investigar
também a evolucio dessas caracteristicas ao longo dos anos. Essa anélise vai revelar um processo
de aprendizagem nas aberturas e também um aumento nas diferengas técnicas entre os jogadores.
O outro ponto de vista versa sobre os erros cometidos pelos jogadores [18]. Mostraremos que
a distribuicdo da magnitude dos erros é bem descrita por uma log-normal e que a maioria, e os
maiores erros, ocorrem durante o meio jogo. Classificaremos os erros em trés tipos: notados,
n3o notados e perdas de oportunidade. Essa classificacdo nos permitird apontar que perceber os

erros dos adversarios € um fator dominante para a decisdo do jogo.

3.1 Introduc3o e apresentacao dos dados

Como ja mencionamos, entender a dindmica de sistemas complexos, sejam eles fisicos, biolé-
gicos ou sociais, tem sido o foco de intensa pesquisa por mais de trés décadas [98]. Entretanto,
um aspecto que tem sido pouco explorado diz respeito a maneira pela qual os agentes aprendem
a tomar decisdes para lidar com a complexidade do sistema. Possivelmente, a caréncia de estu-
dos nessa direcdo reflete a dificuldade em se quantificar tais situacdes e também em encontrar
dados que cubram um periodo de tempo suficientemente longo para que esse comportamento
seja observado de maneira mais conclusiva.

Na tentativa de compreender melhor como esses aspectos ocorrem no mundo real, vamos
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estuda-los em um sistema modelo: o jogo de xadrez. O xadrez é um jogo de tabuleiro que
fascina a humanidade desde sua invencio, possivelmente na India do século VI [99]. Trata-se de
um jogo complexo com aproximadamente 10* posicdes possiveis no tabuleiro e 10'?° diferentes
jogos [100]. Essa complexidade imita, ao menos em parte, as decisdes da vida real. Além disso,
é marcante o fato de que toda essa complexidade do xadrez surja de um conjunto pequeno de
regras bem definidas. Estas caracteristicas tornam o xadrez um excelente ponto de partida para
estudar o processo de aprendizado [101], [102].

Outra caracteristica importante é a facilidade de se encontrar bases bem documentadas de
partidas de xadrez. Em particular, estudamos uma base com 73444 partidas de alto nivel, que
cobrem os dois altimos séculos da histéria do xadrez e também os torneios mais importantes
do mundo (campeonatos mundiais, torneio de candidatos e famosos torneios abertos como o
de Linares). Essa base & mantida pelo site PGN Mentor™ (http://www.pgnmentor.com) e
esta disponivel gratuitamente. Ela consiste de arquivos PGN (portable game notation) que s&o
arquivos de texto plano (sem formatagdo) contendo o registro de todos os movimentos e outros
detalhes da partida, como os nomes dos jogadores, data da partida e nome do torneio.

Cada uma das partidas foi analisada por um programa de computador chamado Crafty™ [103],
que calcula a vantagem relativa das brancas movimento a movimento. Esse procedimento de ava-
liacdo posicional é, em geral, feito por meio de uma funcdo definida por regras heuristicas que
levam em conta a diferenca ponderada das pecas (vantagem material) e outras caracteristicas
mais tedricas do jogo de xadrez, como mobilidade, seguranca do Rei, controle do centro do ta-
buleiro (vantagem posicional). A vantagem A(m), em funcdo do movimento m, & normalmente
medida em unidades de pedo (pe¢a de menor valor do jogo), o que significa que na auséncia de
fatores posicionais, A(m) varia em uma unidade sempre que um pe&o é capturado. Além disso,
A(m) é positiva quando o jogador com as pegas brancas estd em vantagem na partida e negativa
quando o jogador com as pecas negras € quem estd em vantagem. Essa é a funcdo que os pro-
gramas de xadrez procuram maximizar/minimizar na busca do melhor movimento. A Figura
mostra a evolugdo da vantagem das brancas A(m) para 50 partidas selecionadas aleatoriamente
a partir da nossa base de dados. Observamos que A(m) assemelha-se ao movimento erratico de

particulas difusivas. Essa analogia visual sera a base de nossas investigacdes na préxima secdo.

3.2 A difusdao da vantagem nas partidas de xadrez

Iniciamos nossa analise investigando o valor médio da vantagem A(m), ao longo dos movi-
mentos m, para os trés possiveis resultados de uma partida, i.e., vitéria das brancas (33% das
partidas), vitéria da negras (24% das partidas) e empates (43% das partidas). Esse valor médio

é definido como

(Am) = 5 3" Aitm) @)
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Figura 3.1: Evolugdo da vantagem das brancas A(m) em fun¢do dos movimentos m. Con-
forme a notacdo padrdo dos jogos de xadrez, um “movimento completo” m corresponde a
um movimento das brancas e um das negras. Aqui, usamos valores fracionados para repre-
sentar o movimento das brancas e valores inteiros para representar o movimento da negras;
assim, m = 1/2 corresponde ao primeiro movimento das brancas, m = 1 ao primeiro
movimento das negras (completando um “movimento completo”), e assim por diante.

sendo que o indice 7 rotula as partidas com um dado resultado e IV é a quantidade dessas partidas.
A Figura mostra os resultados dessa analise. Naturalmente, para as partidas em que as
brancas venceram, o valor médio de A(m) é positivo e aumenta com o passar dos movimentos.
Similarmente, para as partidas em que as negras venceram, A(m) é negativo e decresce com o
passar dos movimentos. Mais interessante é o comportamento das partidas que terminaram em
empate. Nesse caso, o valor médio de A(m) é sistematicamente positivo e, embora pequeno,
o valor & estatisticamente significativo (notamos as pequenas barras de erro que representam
intervalos de confianga a 95%). Observamos também que, mesmo em partidas em que as negras
venceram, o valor inicial de A(m) é positivo.

Essa figura pode ser a resposta para um debate histérico entre jogadores e especialistas em
xadrez: existe vantagem em jogar de brancas?] Alguns jogadores e tedricos do jogo dizem que
devido o primeiro movimento ser das brancas, elas possuem a “iniciativa” e as negras devem
lutar para igualar a situacdo. Outros argumentam que as negras sdo beneficiadas pelo primeiro
movimento das brancas, uma vez que a revelacdo desse movimento fornece informacdes para as
negras de como ser a partida.

Na tentativa de responder a essa pergunta, especialistas em xadrez normalmente reportam que
as brancas vencem cerca de 10% mais partidas do que as negras. Embora essa percentagem seja
uma evidéncia da vantagem das brancas, ndo é possivel quantificar a magnitude dessa vantagem

apenas com os resultados das partidas. Nossa anélise, além de indicar a existéncia de vantagem

1Para evitar a expressdo longa “jogar com as pecas brancas”, usamos a expressdo comum entre os enxadristas
“jogar de brancas”
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Figura 3.2: Valor médio da vantagem das brancas A(m) (equagdo em funcdo dos
movimentos m, para os trés possiveis resultados dos jogos. A linha tracejada representa o
valor estimado da vantagem inicial das brancas (0,14 4 0,01 pedes).

em jogar de brancas devido ao valor positivo de A(m), permite estimar numericamente essa
vantagem tomando, por exemplo, o valor médio da média de A(m), ao longo dos movimentos,
para as partidas que terminaram em empate. Esse valor & de 0,14 £ 0,01 pedes. Valores muito
proximos sdo encontrados ao se calcular essa média para partidas que terminaram em vitdrias das
brancas ou das negras.

Em adi¢do ao valor médio da vantagem, calculamos a evolugdo da varidncia de A(m) para

caracterizar o processo de difusdo. A varidncia é definida como

2
1 N

(AGm) = (AN P) = = 3 [Am) = 5 S Ailm) ) (32)

i

sendo que os indices 7 e j rotulam as partidas com um dado resultado e N é a quantidade dessas
partidas.

Se considerarmos que m é o analogo do tempo, podemos comparar esses resultados com
aqueles relacionados a difusdo “fisica”. Em particular, sabemos que para o movimento browniano
usual a variancia & uma funcdo linear do tempo, i.e., {(A(m) — (A(m)))?) ~ m — um reflexo
da auséncia de memdria e da existéncia de uma escala caracteristica para as flutuacdes. Embora
essa situacdo seja muito comum na natureza, também existem outros comportamentos possiveis.

Um caso que também é comum é uma dependéncia do tipo lei de poténcia :
((A(m) = (A(m)))?) ~m*. (33)

Esses casos sdo normalmente chamados de “difusdo anémala” [104]. O caso 0 < o < 1, que é
comum em sistemas porosos ou desordenados, é chamado de sub-difusdo. A situacdo descrita

por a > 1 é denominada superdifusdo e ocorre, por exemplo, em sistemas turbulentos. Para
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= 2 temos a chamada difusdo balistica, que pode representar particulas difusivas a velocidades
constantes. Além disso, valores de o > 2 sdo também conhecidos por hiperdifusdo [105] e

representam, em geral, sistemas muito distantes do equilibrio.
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Figura 3.3: Variancia da vantagem das brancas A(m) (equagdo [3.2) em fungdo dos mo-
vimentos m, para os trés possiveis resultados dos jogos. A linha tracejada representa
o regime superdifusivo observado para as partidas que terminaram em empate, ou seja,

((A(m) — (A(m)))?) ~m* com a = 1,49 4+ 0,01.

A Figura[3.3]mostra os resultados para os trés possiveis resultados do jogo de xadrez. Notamos
um cenario difusivo rico e caracterizado por mais de um regime difusivo, a depender do nimero
de movimentos. Para os primeiros movimentos, observamos que praticamente n3o ha difusdo
ou espalhamento da vantagem para todos os resultados. Esse periodo do jogo corresponde i
abertura, um estagio muito estudado pelos enxadristas, no qual existem sequéncias de movimentos
bem definidas que, quando bem jogadas, levam a posicdes equilibradas. Apés esse estagio inicial,
a variancia exibe um regime difusivo mais rapido que o usual. No caso das partidas que terminaram
em empate, a variancia é bem descrita por uma lei de poténcia ((A(m) — (A(m)))?) ~ m" para
m 2 10 e com expoente o = 1,49 4+ 0,01. Embora n&o existam diferencas no perfil da variancia
quando consideramos vitérias das brancas ou das negras, é notério que o comportamento é
mais complexo nesses casos. Em particular, para 10 < m < 30 o processo é aproximadamente
hiperdifusivo e para m = 40 temos um comportamento préximo ao caso dos empates.

Para investigar melhor o comportamento difusivo das partidas e a diferenca entre vitérias e
empates, calculamos a varidncia de A(m) apés agrupar as partidas por tamanho, como mostra a
Figura 3.4 Notamos que, se por um lado, o comportamento da variancia nio & dependente do
tamanho da partida para os empates, por outro, temos um padrdo bastante interessante para o
caso das vitérias. A medida que o tamanho da partida aumenta, o perfil da variancia para vitérias
se torna parecido com o perfil dos empates. A principal diferenca entre vitéria e empate parece
estar nos altimos movimentos, nos quais pode haver uma espécie de efeito avalanche que faz a

vantagem passar por grandes flutuacdes. Esse efeito pode estar ligado ao fato de que ao atingir
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vantagem suficiente para ganhar, o jogador com a vantagem tende a trocar as pecas de modo a

simplificar o jogo e também adquirir mais vantagem.
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Figura 3.4: Variancia da vantagem das brancas A(m) (equagéo em funcdo dos movimen-

tos m, ap6s agrupar as partidas por tamanho. O valores usados para construir essa particio
sdo mostrados na figura e a linha tracejada representa o mesmo regime superdifusivo da

Figura [3.3]

Além do valor médio e da varidncia, podemos calcular a distribuicio de probabilidade de

A(m). Para isso, consideramos a variavel normalizada

§(m) = (3.4)

e calculamos a distribuicdo de probabilidade acumulada (a probabilidade de se encontrar um
valor maior ou igual a ). Para esse calculo, agrupamos as partidas em vitérias e empates e
consideramos ora os valores positivos ora os valores negativos de £(m) para construir as caudas
positivas e negativas das distribuicbes acumuladas. A Figura mostra essas distribuicdes ao
considerar valores de m entre 10 e 70 movimentos. Podemos ver que hd um bom colapso das
distribuicBes, o que indica que as vantagens A(m) s3o estatisticamente autossimilares, visto que,
ap6s normalizadas, elas seguem a mesma forma universal de distribuicdo. Claramente, essas
distribuicdes ndo sdo gaussianas (linhas tracejadas da Figura[3.5); em particular, observamos que
as caudas das distribuicdes decaem muito mais lentamente do que uma gaussiana. A forma das
distribuicdes também é um pouco diferente quando consideramos vitérias ou empates; entretanto,
até onde tentamos, n3o foi possivel descrever essas distribuicdes por nenhuma forma funcional.

Outra questdo interessante, que investigaremos agora, é se existe ou ndo memdria de longo
alcance na série das vantagens. Para verificar essa possibilidade, consideramos as séries dos
incrementos da vantagem, ie., AA(m) = A(m+05) — A(m), para todas as 5154 partidas
terminadas em empate e que duraram mais de 50 movimentos. Aplicamos DFA (Apéndice

nessas séries a fim de obter o expoente de Hurst, h. A Figura mostra um exemplo de analise
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Figura 3.5: Distribuicdes de probabilidade acumuladas da variavel normalizada £(m) (equa-
cdo ao considerar os valores (A) positivos e (B) negativos de £(m) para partidas que
terminaram em empate e os valores (C) positivos e (D) negativos de {(m) para partidas
que terminaram em vitéria. Em todos os graficos, a linha tracejada representa a distribuicao
acumulada gaussiana de média zero e variancia unitaria (veja também o Apéndice @

DFA para uma partida escolhida aleatoriamente da nossa base de dados. Notamos que, para essa
partida, encontramos h = 0,354. O resultado para todas as demais partidas é mostrado na forma
de um histograma dos valores de h na Figura [3.6B. Essa figura mostra que os expoentes h estdo
distribuidos gaussianamente em torno de h = 0,35 com desvio padrdo igual a 0,1. Portanto,
a grande maioria das partidas apresenta um expoente de Hurst menor do 0,5, o que indica a
existéncia de memdria de longo alcance nas séries dos incrementos. Mais do que isso, o valor
menor do que 0,5 também aponta a presenca de antipersisténcia nas séries dos incrementos,
ou seja, valores alternados de AA(m) aparecem com probabilidade muito maior do que em um
processo aleatério, o que reflete a maneira alternada dos movimentos do jogadores. No caso
de partidas terminadas em vitérias, o valor médio de h € um pouco menor, como mostra a
Figura . Entretanto, ao remover os Gltimos 5 movimentos dessas partidas, observamos um
comportamento muito préximo ao das partidas terminadas em empate. Esse resultado mostra
que, do ponto de vista da correlacdo, uma vitéria difere de um empate apenas nos altimos lances,

similarmente ao que verificamos para a variancia de A(m) (Figura [3.4)).
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Figura 3.6: (A) Exemplo de uma analise DFA dos incrementos da vantagem, i.e., AA(m) =
A(m 4+ 0,5) — A(m), para uma partida escolhida aleatoriamente da nossa base de dados.
Notamos que a funcdo de flutuagdo segue uma lei de poténcia (F(m) ~ m") e, portanto,
nesse grafico log-log, a relacdo entre F' e m é aproximada por uma reta de coeficiente angu-
lar numericamente igual ao expoente de Hurst, i (neste caso h = 0,345). (B) Distribui¢do
de probabilidade do expoente de Hurst (h) para todas as partidas com mais de 50 movi-
mentos e que terminaram em empate. A linha continua é um ajuste gaussiano aos dados,
com média 0,35 e desvio padrdo 0,1. (C) Compara¢io da distribuicdo de probabilidade do
expoente de Hurst para empates (quadrados), vitérias (circulos) e vitérias ap6s remover os
altimos 5 movimentos (tridngulos). O valores médios de h sdo 0,35 para empates, 0,31
para vitdrias e 0,35 para vitdrias removendo-se os altimos 5 movimentos.
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3.3 Tendéncias histdricas no xadrez de alto nivel

As regras do jogo de xadrez ndo mudam desde o século XIX. Essa estabilidade pode contri-
buir para o aumento da popularidade do jogo, que pode ser medida pelo nimero de jogadores
olimpicos e titulos de Grande Mestre (a maior honraria que um enxadrista pode ganhar), como
mostra Figura . Além disso, o perfil dos jogadores tem mudado. E cada vez mais comum o
aparecimento de jogadores muito jovens, diminuindo até mesmo a idade média para se o obter o
titulo de Grande Mestre, como mostra a Figura [3.7B. Por outro lado, a habilidade dos jogadores
olimpicos (medidas pelo Elo rating [106]) tem se mantido aproximadamente constante, enquanto
o desvio padrio da habilidade dos jogadores apresenta uma forte tendéncia de crescimento, como
mostram as Figuras[3.7]C e[3.7D. Todas essas mudancas na "demografia”’ dos jogadores de xadrez
sugere uma pergunta: até que ponto o padr3o difusivo reportado na secdo anterior é estavel ou

é possivel verificar alguma tendéncia histérica?
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Figura 3.7: (A) Namero de novos titulos de Grande Mestre concedidos pela Federagdo Mun-
dial de Xadrez (http://fide.com) e nimero de jogadores que participaram das Olimpiadas
de Xadrez (http://www.olimpbase.org) desde 1970. (B) Idade média dos jogadores ao
receberem o titulo de Grande Mestre. (C) Valor médio e (D) desvio padrdo do Elo rating
dos jogadores que participaram das Olimpiadas de Xadrez.

Para responder a essa questdo, agrupamos as partidas da nossa base em quatro periodos
de tempo: 1857 a 1918, 1919 a 1949, 1950 a 1980 e 1981 a 2011. Usando os dados desses
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subconjuntos, calculamos o perfil do valor médio da vantagem A(m), como mostra a Figura[3.8A.
Aqui, para melhor visualizacdo, mostramos apenas trés periodos e aplicamos um filtro de média
mével, usando uma janela que contém um movimento das brancas e um movimento das negras.
Nesta figura, as linhas horizontais representam o valor médio do valor médio da vantagem A(m)
para 20 < m < 40 e as regides sombreadas s3o intervalos de confianca a 95%. Notamos que os
valores apresentam diferencas estatisticamente significativas, mostrando que a vantagem inicial
das brancas tem aumentado ao longo dos anos. De fato, como mostra a Figura[3.8B, a vantagem
inicial das brancas cresce ndo linearmente ao longo dos anos. Esse perfil de crescimento pode ser
bem ajustado por uma aproximacdo exponencial a assintota de 0,23 40,01 pedes, com um tempo
caracteristico de 67,0 + 0,1 anos. Os resultados da Figura [3.8B sugerem entdo que os jogadores
estdo aprendendo maneiras de maximizar essa vantagem inicial das brancas que também parece
possuir uma limitacdo assintética. Além disso, o longo tempo caracteristico para a evolucdo dessa

vantagem indica o quio dificil € o processo de disseminar conhecimento em nivel populacional.
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Figura 3.8: (A) Valor médio da vantagem A(m) para partidas que terminaram em empate
e em trés periodos de tempo distintos. Essas curvas foram suavizadas usando-se um filtro
de média moével, com janela de tamanho 2. A linha horizontal representa o valor médio dos
pontos para 20 < m < 40 e as regides sombreadas s&o intervalos de confianca a 95%. (B)
Evolucdo temporal da vantagem das brancas em partidas que terminaram em empate. A
linha sélida representa uma aproximacgdo exponencial a um valor assintético. Os valores do
platé e do tempo caracteristico sdo 0,23 +0,01 pedes e 67,0+ 0, 1 anos, respectivamente.

Em adicdo aos valores médios de A(m), investigamos também a evolugdo temporal do perfil
da variancia de A(m) para partidas que terminaram em empate. A Figura mostra que esse
perfil tem mudado ao longo dos anos. Em particular, o expoente superdifusivo « parece estar
se aproximando de dois, i.e., uma difusdo balistica. De fato, como mostra a Figura [3.9B, o
expoente o pode ser bem descrito por uma aproximacdo exponencial a assintota o = 1,9 + 0,1
com um tempo caracteristico de 128 4= 9 anos. Suspeitamos que essa tendéncia possui relacées
estreitas com o aumento na diferenca tipica entre as qualidades dos jogadores (vale lembrar que
a Figura mostra que a varidncia do Elo tem aumentado ao longo do anos). Na verdade,

a simples presenca de diferentes qualidades ou fitness em um processo difusivo pode dar origem
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Figura 3.9: (A) Variancia da vantagem A(m) em trés periodos de tempo. As regides
sombreadas so intervalos de confianca a 95% e a linhas tracejadas representam os ajustes
da lei de poténcia em cada periodo. A linha horizontal tracejada representa o valor médio
da variancia considerando o conjunto mais recente de dados e 1 < m < 10. Os simbolos
sobre a linha horizontal indicam os valores de my, o nimero de movimentos a partir
do qual a difusdo muda de regime. Evolugdo temporal do (B) expoente a e do (C)
movimento caracteristico m,. Nesses dois Gltimos graficos, as linhas sélidas sdo ajustes
de uma aproximacdo exponencial a um valor assintético. Para « o valor assintético é
a = 1,9+ 0,1 e o tempo caracteristico € 128 + 9 anos. Para m, o valor assintético é
my = 15,6 0,6 e o tempo caracteristico é 130 £ 12 anos. Baseado na conjectura de que
« e my estdo aproximando seus valores assintéticos, adicionamos a figura (A) uma linha
continua para representar o regime difusivo limitante.

ao regime de difusdo balistico [I07]. Para uma ilustracdo de como esse comportamento pode

ocorrer, assumiremos que a equacio
Ai(m+0,5) = A;(m) + ®; + n(m) (3.5)

descreve a vantagem do jogador de brancas na partida 7, sendo que a diferenca entre as qualidades
dos dois jogadores é ®; e n(m) é uma variavel aleatéria gaussiana, ndo correlacionada e de média

nula. Valores de ®; > 0 levam a um drift positivo em A;(m), descrevendo uma situa¢do em que
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o jogador de brancas é melhor. Por outro lado, ®; < 0 adiciona um drift negativo em A;(m),
representando o caso em que o jogador de negras &€ melhor. Nessas condicdes, e assumindo
ainda que ®; & sorteado de uma distribuicio com variancia igual a 02, podemos mostrar que
(Apéndice [C])

(A(m) — (Am)))?) ~ o3 m? (3.6)

e, portanto, a = 2.

No caso do xadrez, o cenario difusivo no é totalmente definido pelo fitness dos jogadores.
Contudo, esse certamente é um ingrediente essencial e, assim, esse modelo fornece ao menos
uma explicacdo parcial para os dados da Figura [3.9)A, sugerindo que o aumento na diferenca da
qualidade entre os jogadores tem influéncia no perfil da varidncia de A(m).

Outra caracteristica marcante da Figura é o deslocamento para valores positivos do
movimento caracteristico my no qual o regime superdifusivo comeca. Para estimar essa evolucdo,
consideramos que my € a interseccdo (simbolos da Figura [3.9A) entre os regimes de lei de
poténcia e o valor médio da variancia para 1 < m < 10 do periodo mais recente dos dados (linha
horizontal da Figura[3.9A). Os valores de m em fun¢do do periodo considerado sdo mostrados na
Figura[3.9A. Observamos que a evolugdo de m, & bem descrita por um aproximag3o exponencial
ao valor assintético de 15,6 = 0,6 movimentos, a um tempo caracteristico de 130412 anos. Essa
evolugdo também pode estar relacionada a mecanismos de aprendizagem, visto que o aumento
de m indica um aumento da fase inicial do jogo, i.e., o tamanho das sequéncias de aberturas do
jogos de xadrez tém ficado mais longas, o que pode ser um reflexo da popularizacdo de programas
de xadrez que incentivam, principalmente, o estudo dessa fase inicial do jogo.

Investigamos também a estabilidade do perfil das distribuicdes da Figura[3.5] Para isso, calcu-
lamos as distribuicdes acumuladas para 10 < m < 70 em cada periodo de tempo e, em seguida,
calculamos o valor médio dessas distribuicdes. Os resultados sdo mostrados na Figura [3.10] na
qual observamos que o perfil das distribuicdes praticamente ndo mudou ao longo dos anos. Ve-
rificamos também que os valores médios de h tém evoluido ao longo dos anos, como mostra a
Figura[3.11] Observamos que, embora n3o haja uma evolugdo t3o clara quanto as mostradas nas
Figuras e 3.9 os valores médios de h sdo significativamente (do ponto de vista estatistico)
menores para periodos mais recentes. Esse resultado sugere que o comportamento antipersistente

se intensificou com o passar dos anos.
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Figura 3.10: Valor médio das distribuicdes de probabilidade acumuladas da variavel nor-
malizada £(m) em cada periodo de tempo. Em (A) consideramos os valores positivos e
em (B) os negativos de {(m) para partidas que terminaram em empate. Em (C) e (D)
mostramos o analogo das figuras anteriores para partidas que terminaram em vitéria. As
linhas tracejadas representam a distribuicdo acumulada gaussiana de média zero e variancia
unitaria.
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Figura 3.11: Mudancas histéricas no valor médio do expoente h. Notamos que os valores
médios de h s3o significativamente menores para os periodos mais recentes.



3.4 Dinamica dos erros dos jogadores de xadrez

Em geral, aléem da vantagem das brancas A(m), os programas de xadrez também permi-
tem a identificacdo de possiveis erros cometidos durante uma partida de xadrez. Sempre que
o programa encontrar um movimento para o qual A*(m) > A(m) durante o movimento das
brancas ou A*(m) < A(m) durante o movimento das negras, consideramos que o jogador co-
meteu um erro. Vamos ainda definir a magnitude do erro como sendo ¢ = |A*(m) — A(m)],
ou seja, o médulo da diferenca entre a vantagem obtida pelo programa e a obtida pelo jogador.
Para essa analise, por uma questdo de tempo computacional, limitamos nossa base de dados
aos torneios do Campeonato Mundial de Xadrez, torneio de candidatos e torneios interzonais
— 0s mais importantes torneios do xadrez mundial. Além disso, usamos o programa de xadrez
Critter™ [108] para determinar os erros. Esse programa encontra-se melhor posicionado na clas-
sificagdo Computer Chess Rating Lists (CCRL - http://www.computerchess.org.uk/ccrl),
ocupando atualmente o quarto lugar, enquanto o Craft™ ocupa a vigésima nona colocacio.
Atualmente, mesmo programas mais simplificados de xadrez (como Pocket Fritz™ - http:
//chessbase-shop.com/en/products/pocket_fritz_4) possuem um nivel de jogo muito
alto, o que torna a avaliagdo das posi¢bes de jogo bastante precisas. A Figura mostra os
erros encontrados em duas partidas do Campeonato Mundial de Xadrez. Nesse grafico, os pon-
tos vermelhos mostram os movimentos em que o programa encontrou uma posicdo melhor e a

distancia desse ponto a curva da vantagem define a magnitude do erro.
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Figura 3.12: Vantagem das brancas A(m) em fun¢do dos movimentos m para duas partidas
do Campeonato Mundial de Xadrez. Os pontos vermelhos indicam os movimentos em que
o programa de xadrez propds um lance melhor. O valor absoluto entre a vantagem obtida
pelo programa a obtida pelo jogador define a magnitude ¢ do erro.

Iniciamos a anélise dos erros calculando a distribuicdo de probabilidade da variavel ¢ para

cada jogador em nossa base dados. A Figura mostra as distribuicdes acumuladas para o

64


http://www.computerchess.org.uk/ccrl
http://chessbase-shop.com/en/products/pocket_fritz_4
http://chessbase-shop.com/en/products/pocket_fritz_4

jogador M. Carlsen nas partidas em que ele perdeu, ganhou ou empatou. Em todos os trés casos,

a distribuicdo de ¢ foi bem descrita por uma log-normal, da forma

ple) = ——exp 1(@) | (37)

co\2m 2

sendo que p e o sdo pardmetros da distribuicdo. N&o surpreendentemente, a distribuicdo dos
erros no caso das derrotas encontra-se descolada mais para valores positivos, ou seja, Carlsen
cometeu erros maiores nas partida em que foi derrotado. Entretanto, é inusitado o fato de
que a distribuicdo dos erros cometidos nas partidas vencidas esteja mais descolado para valores
positivos do que os erros cometido em partidas terminadas em empate. Esse fato intrigante sera

esclarecido mais adiante.
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Figura 3.13: Distribuicdo de probabilidade acumulada da magnitude dos erros ¢ cometidos
por Magnus Carlsen (atual melhor jogador do mundo) em partidas em que ele perdeu (cir-
culos), ganhou (losangos) ou empatou (quadrados). As linhas continuas sdo distribuicdes
de probabilidade log-normais (equagdo com u = —1,38 e 0 = 1,32 para derrotas,
= —195e o = 1,22 para vitérias e p = —2,35 e 0 = 1,.27 para empates. Os valo-
res p do teste de Kolmogorov-Smirnov sdo 0,82 para derrotas, 0,54 para vitérias, e 0,51
para empates; portanto, a hipétese log-normal n3o pode ser rejeitada (veja também o

Apéndice D).

Os demais 324 jogadores nesse subconjunto de nossa base de dados mostram um compor-
tamento muito semelhante ao obtido para M. Carlsen, ou seja, a distribuicdo dos erros € muito
préxima de uma log-normal com pardmetros (. e o ajustados para cada jogador. De fato, quando
aplicamos o teste de Kolmogorov-Smirnov para testar a hipétese de que os erros ¢ sejam distri-
buidos de acordo com um log-normal, ndo podemos rejeitar a hipétese em 76% dos jogadores
nas partidas terminadas em empate, 92% para vitérias e 96% para derrotas. Esse crescimento

no percentual estd possivelmente relacionado a efeitos de tamanho da amostragem, visto que o

65



namero de erros é menor nas partidas empatadas do que nas partidas terminadas em vitérias ou
derrotas.
Para visualizar todas as distribuicdes de probabilidade dos erros em uma tnica curva, podemos

fazer uma operacdo de escala em todas as distribuicdes de probabilidade. Notemos que, se

£ =exp (%) , (3.8)

a distribuicdo da equacio torna-se

considerarmos a variavel

1
TV

a qual ndo possui nenhum parametro. A Figura mostra as distribuicdes para todos os

(@ exp |3 1ou(©?] (39)

jogadores quando consideramos o erro normalizado £. Observamos que hd um bom colapso das
distribuices de probabilidade e também um bom acordo com a distribuicio da equa¢io[3.9 Esse
resultado e os altos percentuais de n3o rejeicdo da hipétese log-normal mostram que os erros dos

jogadores podem ser considerados como um processo aleatério multiplicativo, i.e.,
e(t+1) =e(t)n(t), (3.10)

sendo 7)(t) uma variavel aleatéria ndo correlacionada de varidncia finita e ¢ os movimentos em
que ocorrem o erro. Essa dependéncia multiplicativa dos tamanhos dos erros pode também ser
a origem do crescimento rapido da variancia da vantagem que observamos na Figura [3.4} pois,
escolhendo-se valores convenientes para a média e a varidncia do ruido 7(t) é possivel obter
grandes flutuagcdes em ¢ e, consequentemente, em A(m).

Retornando aos dados da Figura[3.13] € muito curioso o fato de que existe uma probabilidade
maior de se encontrar grandes erros em partidas terminadas em vitérias do que em empates.
Esse comportamento nos motivou a investigar os erros mais detalhadamente, como mostra a
Figura [3.15] Essa figura ilustra a evolucdo da vantagem e os erros na partida entre G. Kasparov
(jogando de brancas) e A. Karpov, disputada pelo Campeonato Mundial de Xadrez de 1987.
Nela é possivel verificar a existéncia de diferentes “tipos”’ de erros. Por exemplo, no movimento
m = 22,5 o programa Critter indica que Kasparov poderia ter mantido a vantagem préxima de
zero ao invés de té-la feito diminuir para aproximadamente —4 pedes. Entretanto, o programa
Critter também indica que Karpov cometeu um erro no préximo movimento (m = 23) o que
fez a vantagem retornar para aproximadamente zero. O erro de Karpov foi ndo notar o erro
de Kasparov. Assim, definimos o erro de Kasparov em m = 22,5 como sendo do tipo “ndo
notado” (UE, unnoticed error) e o erro de Karpov em m = 23 como sendo do tipo “perda de
oportunidade” (LO, lost of opportunity). Notemos que em m = 26,5 e m = 27 também temos
um UE e um LO, respectivamente. Embora sejam bastante raras, em caso de sequéncias de
erros com mais de dois movimentos, consideramos a sequéncia UE-LO-UE-. .. para definir os

tipos de erros. O outro tipo de erro que definimos é o erro notado (NE, noticed error), que
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Figura 3.14: Distribuicdo de probabilidade acumulada da magnitude dos erros normalizados
¢ (equagdo [3.8)) para todos os jogadores e resultados. A linha continua é uma distribuicdo

log-normal com =0 e o = 1 (equagio .

vai ocorrer sempre isolado como os que ocorreram em m = 285 e m = 29,5. Observamos que
nesses dois movimentos, Kasparov poderia ter mantido a vantagem mais proxima de zero e no
o fez. Karpov, por sua vez, tomou vantagem nesses dois erros, o que torna o erro de Kasparov

do tipo “notado”.

Kasparov vs. Karpov - World Championship (1987)
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Figura 3.15: Evolugdo da vantagem e definicdo dos trés tipos de erros

Analisamos, entdo, como esses trés tipos de erros estdo localizados ao longo dos movimentos
para os trés possiveis resultados das partidas. A Figura|3.16] mostra os resultados obtidos. Nessa
figura, temos um grafico das magnitudes dos erros em fun¢do do movimento, sendo que conside-
ramos os erros das brancas como valores negativos e os erros das negras como valores positivos.
Além disso, o cédigo de cores indica a ocorréncia de mais erros em uma dada regido. Vemos

que, independentemente do resultado ou do tipo de erro, sdo poucos e em menor magnitude
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Figura 3.16: Magnitude dos erros versus o movimento em que erros ocorreram. Valores
negativos indicam os erros cometidos pelas brancas e valores positivos indicam os erros
cometidos pelas negras. Os tipos de erros e os possiveis resultados sdo mostrados nos
graficos. O cédigo de cores indica as regides em que ha uma concentragdo maior de erros
(regides avermelhadas).

os erros para m < 10; essa regido corresponde a abertura do jogo na qual, como ja dissemos,
existem sequéncias bem estabelecidas de movimentos que levam a uma situagdo equilibrada. Por
outro lado, a grande maioria dos erros esta localizada entre 10 < m < 50 — regido do meio
de jogo, na qual ainda existem muitas pecas no tabuleiro e uma infinidade de possibilidades a

serem analisadas pelos jogadores. Para m 2 50, o nimero e a magnitude dos erros diminui,
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refletindo o fato de que nesse estagio final do jogo normalmente ha um nimero menor de pecas
e, consequentemente, uma simplificacdo do jogo.

Observamos também que as magnitudes (e também a quantidade) dos erros sdo considera-
velmente menores nas partidas terminadas em empates. No caso das vitérias, percebemos que
quando as brancas vencem os erros das negras foram, em maioria, do tipo NE. O analogo ocorre
quando as negras vencem (neste caso a maioria dos erros das brancas também é do tipo NE).
Isso indica que notar os erros é um fator fundamental para vencer a partida. Além disso, &
possivel perceber que existem mais erros do tipo LO das brancas quando elas venceram e mais
erros do tipo LO das negras quando elas venceram. Esse resultado explica porque a distribuicdo
dos erros nas partidas terminadas em vitérias esta mais deslocada para valores positivos do que
a distribuicdo dos erros em partidas terminadas em empates.

Para investigar melhor o papel dos erros nos resultados das partidas, calculamos as fracdes
de cada tipo de erro maiores do que um certo valor £’ para cada resultado. Por exemplo, para as

partidas terminadas em vitérias das brancas calculamos as fracdes

o #E’{NE}
~ #.{NE+ UE+LO}’

. #a’{UE}
~ %.{NE + UE + LO}

#E’{LO}

INE ~ #.{NE + UE + LO}"

Jfue

e fio

Nas quais #.{...} representa o namero de erros de um dado tipo com magnitude maior do ¢’
A Figura compara essas fracdes entre os jogadores de brancas e de negras.

Na Figura 3.17]A, mostramos as fracdes para os erros notados (NE). Para as vitérias das
brancas observamos que o percentual de NE das negras (~60%) é consideravelmente maior do
que o das brancas (~40%). Basicamente o oposto ocorre nas partidas vencidas pelas negras. Nas
partidas terminadas em empates, os percentuais sdo praticamente os mesmos para as brancas
e negras. Esse resultado confirma a hipétese de que notar os erros do adversario € um fator
determinante para vencer a partida.

As Figuras 3.17B e mostram os resultados para os erros ndo notados (UE) e perdas
de oportunidade (LO). Notemos que, mesmo nas partidas vencidas pelas brancas, o percentual
de UE & maior para as negras e o percentual de LO é maior para brancas. O oposto ocorre em
caso de vitérias das negras. Esse resultado indica que mesmo nas partidas vencidas, brancas ou
negras falharam em aproveitar oportunidades que poderiam ter levado a vitérias mais faceis ou
mais expressivas. Isso também reflete o alto nivel dos programas de xadrez, uma vez que eles
encontraram posicées melhores mesmo nas partidas com vitérias.

Para os empates, n3o observamos diferencas significativas nos percentuais de NE, UE e LO

para as brancas e negras.

3.5 Conclusoes e perspectivas

Estudamos neste capitulo varios aspectos relacionados a vantagem nas partidas de xadrez. Em
uma primeira parte, focamos no estudo da evolucdo temporal da vantagem relativa das brancas.

Tratamos essa vantagem como um processo difusivo e essa abordagem revelou caracteristicas
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Figura 3.17: (A) Fragdo dos erros notados (NE) das brancas (linhas vermelhas) e das
negras (linhas pretas) com magnitude maior que &’ para cada possivel resultado do jogo.
Em (B) e (C) mostramos o mesmo para os erros ndo notados (UE) e do tipo perdas
de oportunidade (LO), respectivamente. Em todos os casos, as regides sombreadas sdo
intervalos de confianca a 95%.

bastante interessantes do jogo de xadrez. Por meio do calculo do valor médio da vantagem,
apontamos a existéncia de uma pequena vantagem das brancas por iniciarem a partida — a cha-
mada iniciativa do jogo. Caracterizamos o processo difusivo da vantagem com sendo anémalo
e dependente dos resultados das partidas. Além disso, observamos a existéncia de mais de um
regime difusivo, sendo que para lances iniciais praticamente ndo ha difusdo da vantagem, fato que
relacionamos com as sequéncias iniciais bem definidas do jogo, conhecidas como aberturas. Para
o meio do jogo, observamos a presenca de um regime superdifusivo para as partidas terminadas
em empates e de um regime intermediario, aproximadamente hiperdifusivo, para partidas termi-
nadas em vitérias. Estudamos essas diferencas nos regimes difusivos entre partidas terminadas
em vitérias e empates, e observamos que o comportamento das vitérias é dependente do tama-
nho da partida e que apresenta maiores diferencas em relacdo aos empates apenas nos altimos

movimentos. Para esses movimentos, uma espécie de efeito cascata ou avalanche provoca uma
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variacdo muito rapida da variancia da vantagem, produzindo o regime hiperdifusivo aproximado.
Verificamos também que a distribuicdo de probabilidade da vantagem é invariante por escala e
apresenta uma forma n3o gaussiana de caudas longas. Além disso, apontamos a existéncia de
correlacdes de longo alcance nos incrementos da vantagem.

Em uma segunda parte, investigamos a estabilidade dos comportamentos anteriores ao longo
da histéria do xadrez nos altimos dois séculos. Vimos que a vantagem inicial das brancas tem
aumentado durante esse periodo como uma funcido exponencial que se aproxima da assintota
~ 0,23 pebes, com um tempo caracteristico de &~ 67 anos. Observamos que o expoente super-
difusivo oz e 0 movimento m,, no qual tem inicio o regime superdifusivo, também cresceram ao
longo do periodo considerado. Em particular, o aproxima-se exponencialmente do valor ~ 2 a
um tempo caracteristico de &~ 128 anos, enquanto m, aproxima-se de &~ 16 movimentos a um
tempo caracteristico de ~ 130 anos. Acreditamos que o comportamento da vantagem inicial
e de m, esteja relacionado a um mecanismo de aprendizagem em nivel populacional, no qual
os jogadores tém aprendido melhores maneiras de aproveitar o jogo com as brancas e também
tornado o estagio de abertura dos jogos mais longo. A aproximacdo de « ao regime balistico
pode ser relacionada ao crescimento da diferenca entre os jogadores, sendo que, por meio de um
modelo simplificado, mostramos que a simples presenca dessas diferencas da origem ao regime
difusivo balistico.

A terceira e altima parte deste capitulo foi destinada a investigar os erros dos jogadores. Vimos
que as distribuicdes das magnitudes dos erros dos jogadores sdo bem descritas por distribuicées
log-normais. O processo estocastico que da origem aos erros é entdo multiplicativo, o que explica
(em parte) os comportamentos super ou hiperdifusivos observados para a varidncia da vantagem.
Vimos que existe uma probabilidade maior de encontrar grandes erros em partidas terminadas
em vitérias do que em partidas terminadas em empate. Esse fato nos levou a uma investigacio
mais detalhada sobre os erros, na qual propusemos a classificacdo dos erros em trés tipos: os
erros notados, os erros n3o notados e as perdas de oportunidade. Nessa analise, observamos
que a maioria e 0s maiores erros ocorrem na regido do meio jogo — regido mais complexa do
jogo de xadrez. Ao calcular as fracdes dos erros maiores do que um certo limiar, verificamos
que perceber os erros dos adversarios € um fator determinante para vencer as partidas. Vimos
também que, mesmo nas partidas vencidas (por brancas ou negras), os jogadores deixam de
notar muitos erros e perdem muitas oportunidades que poderiam ter levado a uma vitéria mais
facil e convincente. No caso das partidas terminadas em empates, ndo observamos diferencas
significativas nos percentuais dos erros notados, ndo notados e perdas de oportunidade.

Muitas outras possibilidades ainda podem ser exploradas (algumas, de fato, ja estdo sendo)
nesse contexto dos jogos de xadrez. Entre elas, podemos investigar como se relacionam os
parametros das distribuicdes dos erros ou o percentual de cada tipo de erro com a classificaco
de jogadores, proposta pela Federagdo Mundial de Xadrez (FIDE). Uma vez que o processo
de classificacdo deles é baseado apenas nos resultados dos jogos, informacdes relacionadas a
estrutura interna das partidas (como as que estudamos aqui) podem fornecer uma classificacdo

melhor e remover possiveis ambiguidades. Outra possibilidade que pretendemos explorar esta
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relacionada a estudos de modelos difusivos que possam reproduzir as caracteristicas presentes na

primeira secdo deste capitulo.
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Capitulo 4

Difus3ao andomala e correlacoes na

pontuacao dos jogos de criquete

Neste capitulo, estudaremos a dindmica das pontuagdes em uma competicdo esportiva: os
jogos de criquete [19] — o segundo esporte mais popular do mundo. Veremos que a evolugo
da pontuacdo dos times ao longo de um jogo pode ser considerada como um processo difusivo
andémalo, em que existe superdifusdo, autossimilaridade e correlacées de longo alcance. Verifica-
remos também que uma equacdo de Langevin generalizada, com termo de ruido correlacionado,
pode descrever todos os nossos achados empiricos. Finalmente, discutiremos a relacdo entre as

correlagdes de longo alcance e o fenémeno denominado “mao quente” nos esportes.

4.1 Introducao e apresentacao dos dados

Os movimentos difusivos s3o, de fato, onipresentes na natureza. Eles podem representar
desde o espalhamento de uma gota de tinta em agua, descrever como organismos vivos, tais
como peixes [107] ou bactérias [I09], se movem ou até mesmo como informagdes se propagam
em redes complexas [110]. Uma das analises mais comuns ao se estudar processos difusivos é a de
verificar como as particulas ou objetos em questio se espalham. Essa medida de espalhamento
é, geralmente, a varidncia das posicdes das particulas apés um certo periodo de tempo. A
chamada difusdo usual ocorre quando a varidncia cresce linearmente com o passar do tempo.
Duas hipéteses estdo subjacentes a esse comportamento linear. A primeira é a n3o existéncia de
memoria ao longo da trajectéria da particula, o que permite escrever a sua préxima posicdo como
uma fun¢do dependente apenas da sua posicdo imediatamente anterior (hipStese markoviana).
A segunda hipdtese é que existe uma escala caracteristica para os incrementos das posicées.

Naturalmente, em muitas situacdes da natureza, essas hipéteses sio violadas. Consequente-
mente, desvios desse comportamento usual aparecem e s3o, normalmente, denominados difusdo
anémala. Uma situacdo bem estabelecida ocorre quando os incrementos das posicdes n3o pos-
suem um comprimento caracteristico. Nesse caso, a varidncia das posicdes ndo é finita e as

distribuicdes do processo sdo as distribuicdes de Lévy. Exemplos de processos de Lévy incluem
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animais durante forrageamento [111], difusdo de atomos frios [112] e sistemas térmicos fora do
equilibrio [113]. A situagdo & mais complexa quando o processo difusivo apresenta memdria, pois
existem muitas maneiras de se correlacionar as posices das particulas. Essas escolhas mudam
drasticamente as propriedades difusivas como o perfil da varidncia em funcdo do tempo. En-
tretanto, um comportamento tipico da varidncia nessas situacdes € uma dependéncia temporal
do tipo lei de poténcia com um expoente caracteristico « [104], sendo que o < 1 representa
sub-difusdo e o > 1 superdifusio.

Existe uma comunidade bastante interessada em estudar propriedades difusivas anémalas de
um ponto de vista mais formal. Geralmente, esses formalismos envolvem equacdes de difusdo
fracionarias [104], equagdes de Fokker-Planck [114] e equagdes de Langevin generalizadas [115].
Por outro lado, ainda existe uma caréncia de resultados empiricos que visem testar esses for-
malismos ou que busquem um melhor entendimento dos mecanismos que levam os processos as
serem andmalos e correlacionados. Nesse sentido, o estudo de processos difusivos em sistemas
complexos pode representar um ponto de vista ideal para a aplicacdo desses formalismos, pois,
como se tratam de sistemas consideravelmente diferentes da matéria inanimada, comportamentos
mais complexos sdo esperados.

Estudaremos, agora, o processo difusivo relacionado a evolucdo das pontuacdes em um esporte
chamado criquete. Ainda que n3o seja muito popular no Brasil, o jogo de criquete é o segundo
esporte mais popular do mundo, atras apenas do futebol. Trata-se de um jogo de “bastdo e
bola”, similar ao beisebol, que é disputado entre dois times de 11 jogadores. Atualmente, existem
trés formatos de criquete que diferem apenas em tamanho (durag3o) da partida. O “Twenty20"
criquete (T20) & o formato mais curto e dura aproximadamente 3 horas, o “One Day International”
criquete (ODI) dura aproximadamente 8 horas e o “Test" criquete & o mais longo, levando até 5
dias para terminar. O jogo consiste em um dos times rebatendo as bolas (os innings) e buscando
marcar o maximo de pontos possiveis (os runs) para definir um limite de pontos para o time
adversario. Em seguida, o time adversario é quem rebate, visando exceder o limite de pontos
do time da rodada anterior. Os innings de um time terminam sempre que excede-se a cota
dos chamados overs (seis bolas langadas consecutivamente) ou quando o time perde 10 wickets
(estacas de madeira que sdo usadas como alvo pelo langador de bolas do outro time). O limite
de overs é 20 para o T20 criquete, 50 para o ODI criquete e 200 para o Test criquete. Uma
versdo simplificada desse jogo é jogada no Brasil com o nome de “bets” ou "bétia".

Surpreendentemente, os registros de um jogo de criquete (score cards) incluem ndo somente
os resultados das partidas, mas também incluem a evolucdo evento por evento das pontuacdes.
Em particular, coletamos informa¢ées das pontuacdes por overs para o T20 nos anos de 2005 a
2011 e para o ODI e Test criquete nos anos de 2002 a 2011 na pagina de internet cricinfo [116].
Usando esses dados, foram construidas 2144 séries temporais, nas quais o tempo t representa um
over completo. Nas Figuras[4.1A, [4.1B e [4.1]C, mostramos a evolugdo temporal das pontuacdes
S(t) para 100 partidas, dos trés diferentes formatos do jogo, selecionadas aleatoriamente de nossa
base de dados. Notamos que hd uma tendéncia de crescimento nas pontuacdes e também um

movimento erratico ao longo dessa tendéncia média. Para melhor visualizacdo das flutuacdes,
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mostramos nas Figuras 4.1, e[4.1F a evolugdo de S(t) apés subtrair a tendéncia média de
crescimento (S(t)).
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Figura 4.1: Evolugdo da pontuagdo S(t) para os trés tipos de criquete: (A) “Twenty20"
ou T20, (B) “One Day International” ou ODI e (C) Test criquete. Aqui, selecionamos
aleatoriamente as pontuagdes de 100 jogos de cada tipo de criquete. Em (D), (E) e (F)
mostramos S(t) ap6s subtrair a tendéncia média de crescimento (S(t)).
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4.2 Analise estatistica da pontuacao

Iniciamos nossa investigacdo da evolu¢do das pontuacdes S(t), calculando os seus valores
médios em funcdo do tempo

(5(0) = 5 2 8i0), (4.1)

em que N & o nimero de evolugdes das pontuacdes para cada formato de criquete e S;(t) é a
pontuag¢do de um time em dado jogo i. A Figura mostra os valores médios (S(t)) para os
trés formatos do criquete. Notemos que (S(t)) cresce linearmente com ¢, i.e., (S(t)) = At para
os trés formatos. A anica diferenca é a taxa de crescimento A, com A = 6,4 + 1,0 para T20,
A=23941,0 para ODl e A = 3,3+ 1,0 para Test criquete. Essas diferencas mostram que o
desempenho dos times esta relacionado a duragdo do jogo. Para os formatos T20 (duragdo de
~ 3 horas) e ODI (duragdo de ~ 8 horas) as taxas de crescimento da pontuagdo sdo maiores,
o que indica que os jogadores trabalham duro para marcar o maximo de pontos possiveis. Por
outro lado, para o Test criquete a taxa A &€ menor que nos outros dois formatos, sugerindo que

no Test criquete os jogadores preferem poupar esforcos, visto que a partida é muito longa.
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Figura 4.2: Valor médio das pontuagdes em fun¢do do tempo, (S(t)), para os trés tipos de
criquete: (A) “Twenty20” ou T20, (B) “One Day International” ou ODI e (C) Test criquete.
As linhas tracejadas representam ajustes lineares a cada conjunto de dados em log-log. As

barras de erros (ainda que menores que o tamanho do ponto) representam intervalos de
confianca a 95% obtidos via bootstrapping (Apéndice (B.2)).
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Como estamos interessados no processo difusivo das pontuacdes, calculamos também a vari-
ancia
N

1

(1) =[SO = (SON°) = 7 > (Si(t) = (S())*. (4.2)

i=1
A Figura mostra essa analise para os trés formatos do criquete, na qual observamos um
crescimento n3o linear de o%(t), i.e., ao ajustar esses dados encontramos o%(t) o t, com o =~ 1,3
para todos os trés formatos. Esse valor de o« > 1 mostra que o processo difusivo relacionado a
evolucdo de S(t) é superdifusivo. Essa caracteristica intrigante sugere que o competi¢do natural

do jogo induz as pontuacdes a se espalharem mais rapidamente do que em um movimento

browniano usual.
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Figura 4.3: A difusdo anémala das pontuacdes. Mostramos os espalhamentos das trajetérias
medidos por meio da variancia o2(t) = {[S(t) —(S(t))]?) para os trés tipos de criquete: (A)
“Twenty20" ou T20, (B) “One Day International” ou ODI e (C) Test criquete. As linhas
tracejadas so ajustes de funcgdes tipo lei de poténcia, em que encontramos o?(t) ~ t“
com o = 1,32 + 0,02 para T20, a = 1,31 + 0,02 para ODI, e a = 1,30 + 0,02 para Test.
As barras de erros representam intervalos de confianca a 95% obtidos via bootstrapping

(Apéndice B.2).

Outra pergunta que podemos fazer sobre as pontuacdes é se a distribuicio de probabilidade
de S(t) é autossimilar e se ela segue uma forma funcional particular. Para responder a essas

questdes, calculamos as distribuicdes das pontuacdes para cada tempo t, como mostrado na
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Figura [4.4] Essa figura ilustra bem o processo de difusio das pontuagdes, na qual observamos
o deslocamento das distribuicBes para valores positivos e também o aumento da largura das
distribuicdes com o passar do tempo. Além disso, esses graficos em mono-log também indicam

que as distribuicdes sdo bem parecidas com distribuicdes gaussianas.
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Figura 4.4: Evolugdo das distribuicdes de probabilidade das pontuagdes S(t) para alguns
valores de ¢ (mostrados na figura) e para os trés tipos de criquete: (A) “Twenty20" ou
T20, (B) “One Day International” ou ODI e (C) Test criquete. Notemos que o centro das
distribuicdes se descola para valores positivos e que a largura das distribuicdes aumenta com
passar do tempo. Observamos também que as distribuicdes assemelham-se a distribuicdes
gaussianas.

Para verificar a normalidade e a autossimilaridade das distribuicdes, calculamos as distribuicdes
das pontuag¢des normalizadas usando £(t) = W A Figura mostra essas distribuicdes,
na qual podemos notar o bom colapso das distribuicdes em uma tnica curva muito préxima de
uma distribuicdo gaussiana. Observemos que os valores médios dessas distribuicdes sdo bem
ajustados pela gaussiana de média nula e desvio padrdo unitario (linha tracejada).

Podemos, ainda, aplicar o teste de Kolmogorov-Smirnov para verificar de uma maneira mais
precisa a normalidade das distribui¢des das pontuagdes. Para isso, calculamos o valor p (Apén-
dice B.1]) em funcdo do tempo ¢, como mostra a Figura[4.6] Aqui, observamos que a hipétese de

que as distribuicbes sejam gaussianas é rejeitada para todas as distribuicdes das pontuacdes do
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T20 criquete e também do ODI criquete. Somente para valores de t = 90 e para o Test criquete
é que n3o podemos descartar a hipStese de que as distribuicdes de S(t) sejam gaussianas. Esses
resultados estdo em contraste com os ajustes mostrados na Figura 4.5 Contudo, o fato do
teste falhar para tempos curtos é um reflexo da condicio inicial das pontuacdes, i.e., como os
pontos iniciam-se do valor zero, leva um certo tempo para que as distribuices fiquem simétricas
e gaussianas, fato que podemos observar na Figura [4.4]
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Figura 4.5: Invariancia de escala das pontuacdes. As figuras mostram as distribuicdes usando
a variavel escalada £(t) = w (linhas continuas) para todos os valores de ¢ e para os
trés tipos de criquete: (A) “Twenty20" ou T20, (B) “One Day International” ou ODI e (C)
Test criquete. Nessas figuras, os simbolos representam os valores médios das distribuicdes
para diferentes valores de t e as barras de erro s3o intervalos de confianca a 95% obtidos
via bootstrapping (Apéndice[B.2)). A linha tracejada é uma distribuicdo gaussiana de média
zero e variancia unitaria.
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Figura 4.6: Testes de hipétese da normalidade das distribuicdes de probabilidade das pontu-
acdes S(t). Mostramos o valor p do teste de Kolmogov-Smirnov (Apéndice em funcdo
do tempo t, para todos os valores de ¢ e para os trés tipos de criquete: (A) “Twenty20"
ou T20, (B) “One Day International” ou ODI e (C) Test criquete. A linha tracejada re-
presenta o limiar a partir do qual ndo podemos rejeitar a hipétese de que as distribuicdes
sejam gaussianas.

Vamos, agora, fazer uma anélise de correlacdes na evolucio da pontuac3o para tentar verificar
se o processo & markoviano. Para isso, selecionamos todas as partidas do formato Test criquete
que duraram mais de 100 unidades de tempo, totalizando 431 jogos. Com esse subconjunto de

dados, definimos a série dos incrementos da pontuacdo dada por
AS(t)=S(t+1)—S(t). (4.3)

Aplicamos analise DFA (Apéndice nessas novas séries temporais para obter o expoente
de Hurst, h. Sabemos que, para séries com correlagdes de longo alcance, a fungdo de flutuagdo
segue uma lei poténcia, da forma F'(n) ~ n. Em nossos dados, verificamos que h & praticamente
independente do jogo e possui um valor médio igual a h = 0,63+0,01. Na Figura[4.7] mostramos
as analises DFA. Esses resultados indicam que existe memoria de longo alcance na evolucdo das
pontuacdes, e o valor de h > 0,5 aponta um comportamento persistente nos incrementos AS(t),
ou seja, valores positivos sdo seguidos de valores positivos e valores negativos sdo seguidos de

valores negativos muito mais frequentemente do que em um processo completamente aleatério.
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Figura 4.7: As linhas continuas mostram a analise DFA dos incrementos da pontuacdo,
AS(t) = S(t+1)—S(t), para todas as partidas de Test criquete que duraram mais de 100
unidades de tempo (431 jogos). Os simbolos representam os valores médios da fungdo de
flutuacdo e as barras de erros sdo intervalos de confianca a 95% (Apéndice [B.2). A linha
tracejada &€ uma lei de poténcia em que F(n) ~ n com h = 0,63 £ 0,01 sendo o valor
médio dos expoentes de Hurst obtidos para cada partida.

4.3 Modelando com uma equacao de Langevin genera-

lizada

Na tentativa de modelar os achados empiricos da secdo anterior, consideramos uma equacio
de Langevin generalizada que tem sido bastante estudada do ponto de vista mais formal. Em

particular, suponhamos que pontua¢do S(t¢) possa ser descrita pela equagao

d*S(t)
dt?

t
ds
+/ /\(t—T)i)dT—i-K:f(t), (4.4)
0 dr

em que A(f — 7) é uma fungdo relacionada ao efeito retardado da forca de dissipagdo, K < 0 é
uma constante e () € um ruido gaussiano de média nula. Notamos que para A(t—7) = 7d(t—7)
recuperamos a equagdo de Langevin usual na presen¢a de uma forga constante:

d*S(t)  dS(t)

e

+ K =¢£(t). (4.5)

Visando a ganhar um pouco de intuicdo sobre a equacgdo [4.4) resolvemos inicialmente a

equagdo [4.5] Para isso, consideramos a variavel v(t) = dS(t)/dt e aplicamos a transformada de
Laplace (L{...} = [;” exp(—st)...dt) a equagdo , obtendo

_ W K £(s)
U(S)_S—l—”}/ s(s+7)+s+”y’ (4.6)

na qual vg = v(t = 0) é a condigdo inicial do sistema. Apés aplicarmos a transformada inversa
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de Laplace na equagdo [4.6] teremos

K ¢ ! ! /
v(t) = voexp(—vt) — 7[1 — exp(—7t)] +/ exp[—y (t = ')]&(t)dt’, (4.7)
0
que pode ser integrada, resultando em

K Kt ' "
T [1—exp(_77f)]_7t+ / dt / dt" exp[—y(t' — t")]¢(t")
0 0

T el = S [ el ) (49

S(t) =

Usando a expressao e lembrando que ({(')) = 0, podemos calcular o valor médio da pontu-

(S(t)) = ””’“7—;”([1 ~exp(—t)] - % (4.9)

o qual, para tempos longos, pode ser aproximado por

(S(1) = —%- (4.10)

Assim, a equagdo de Langevin usual com o termo de for¢a constante (K) é capaz de reproduzir

o crescimento linear da pontuagdo no tempo (Figura(4.2). Entretanto, ao calcularmos a variancia

((S(t) = (S(1)))*) = <(%/0 dt"&(t"){1 —eXp[—v(t—t”)]}> > , (4.11)
obtemos

((S@) = (@) = %/0 dt'{1 — exp[—(t = ¥')]}’

A < 3 exp(—2v1t) exp(—’ylﬁ))
S + .
2y 27 gl

= (4.12)

Nesse calculo, assumimos que o ruido é n3o correlacionado, i.e., (£(t')&(t")) = Ad(t' —t"), sendo

A uma constante. A expressdo pode ser aproximada para tempos longos, como

(S(t) — (SN ~ %t, (4.13)

ou seja, a varidncia apresenta uma dependéncia linear no tempo (difusdo usual), a qual n3o
reproduz os regimes superdifusivos encontrados na Figura[4.3] Além disso, usando a expressdo[4.7]
podemos calcular a autocorrelacio das velocidades,

((t)v(t +1)) ~ exp(=y1), (4.14)
para verificar que a equac3o de Langevin nao reproduz as correlagdes de longo alcance nos
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incrementos das pontuacdes (Figura [4.7)).
Podemos, ainda, calcular a distribuicio de probabilidade de S(t) da equacdo 4.5 Para isso,
desprezamos o termo de derivada segunda e lembramos que a equacdo de Langevin é equi-

valente a seguinte equagdo de Fokker-Planck [117]

OP KOP A &P

_ 407 AdE 41
o 295 2,082 (4.15)

em que P = P(S,t) é a distribuicdo das pontuacdes. A solugdo para a equagdo pode ser
encontrada usando a transformada de Laplace para a variavel ¢ e a transformada de Fourier na

variavel =, que ap6s invertidas levam a

(S+§2t)2
s o

Notemos que usamos como condig¢do inicial P(S,0) = 6(.5). Desse modo, temos uma distribui¢cdo

1
P(S)t) = PN exp

gaussiana centrada em —%t que reproduz os resultados na Figura .

Assim, verificamos que embora a equacdo Langevin usual com termo de forca constante
reproduza o crescimento linear do valor médio da pontuacdo e a distribuicdo gaussiana dos
pontos, ela ndo descreve o regime superdifusivo da varidncia nem as correlacées de longo alcance
dos incrementos da pontuacdo. Para tentar descrever esses dois altimos resultados empiricos,
consideramos a equacdo de Langevin generalizada com termo de ruido com correlacdo de
longo alcance, dado por (£(t')&(t")) = At — t"|™®, sendo A e « constantes. Assumimos
também que A(t) = (£(0)&(t)) para satisfazer o Teorema da Flutuagdo-Dissipagdo [118]. Nessas
condi¢bes, com K =0, a equagéofoi estudada nas referéncias [115] 119, 120]. Em nosso
caso, para K # 0, podemos proceder como fizemos para a equacdo [4.5 ou seja, calculamos a

transformada de Laplace para obter

Vo K £(s)
_ _ 4.1
v(s) s+ AT(1+a)s 1= s(s+ AT(1 +a)s™172) Ty AT(1 4+ a)s™ia’ (4.17)
a qual, apos ser invertida, conduz a
U(t) = UOE2+a’1[—./4 F(l + Oé)t2+a] — Kt E2+a72[—./4 F(l + Oé)tQJra]

t

+ / Eoyor1[-AT(1+ a)t/2+a]£(t’)dt' (4.18)
0

e que pode ser integrada para obtermos

St) = vt Eyyaa[-AT(1+ )t*™?] — 1) + Kt*T*Ey o 3[-AT(1 + a)t*t]

t t
+ / dt’ / dt" oy o[~ AT (14 )t (). (4.19)
0 0
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Nas expressdes |4.19| a funcdo
o0
Z (4.20)
—~ ak +b)
com I'(y) = [;° exp(y)t¥~'d¢ (fungdo gamma de Euler) & a funcdo de Mittag-Leffler [I21], uma
generallzac;ao da fungdo exponencial (F11(z) = exp(z)). Essa fungdo aparece ao calcularmos a

transformada de Laplace de
1

)= S psia

(4.21)

presentes nos termos da equac3o |4.17|
De posse das solugdes para S(t), podemos calcular o seu valor médio e variancia e verificar

que, para tempos longos,

(S(t)) ~ t (4.22)

((S() = (S®)))*) ~ ¢, (4.23)

ou seja, a equacdo de Langevin generaliza reproduz o regime superdifusivo de espalhamento

das pontuagdes. Além disso, o calculo da fungdo de correlagdo de v(t) leva a

(vt ot +1)) ~ 72, (4.24)

descrevendo adequadamente as correlacbes de longo alcance que encontramos nos incrementos
das pontuacdes. Além disso, usando a relac3o existente entre o expoente de correlacdo v/ = a—2
e o expoente de Hurst h, 7/ = 2(1 — h) (Apéndice [A.2)), obtemos uma relagdo entre o expoente
« da superdifusio e o expoente h de Hurst:

a=2h. (4.25)

A Figura mostra um grafico de barras em que comparamos os dois membros da rela-
¢30[4.25] Observamos que o valor de 2h = 1,26 esta préximo ao valor de a = 1,30 e que existe
superposicdo entre os intervalos de confianca de cada um. Portanto, a previsio do modelo de
que o = 2h é valida.

Para finalizar, precisamos obter a distribuicio de probabilidade das pontuacées. Entretanto,
ndo existe uma equivaléncia bem definida entre a equacdo de Langevin generalizada e uma

equacdo do tipo Fokker-Planck [30]. Aqui, utilizamos a aproximag&o proposta na referéncia [119]

oP KOoP o*P

2 4.26

o~ y2as T PWgg (4.26)
em que D () =1/ fo A(t")dt' ~ &Lt*=1 Apés resolver essa equacdo, usando a condigdo inicial
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P(S,0) = 4(S), devemos obter

(S, 1) Norae = exp -y v I (4.27)
ou seja, uma distribuicio gaussiana centrada em — ¢

v
Assim, verificamos que as expressdes |4.22] [4.23] 4.24] e [4.27| reproduzem todos os compor-

tamentos observados nos dados empiricos e, portanto, a equacdo de Langevin generalizada

descreve muito bem a evolucdo das pontuacdes.

14 F _

=

-4

1.2 -

0.8 -

0.6 -
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Figura 4.8: Comparacio da previsdo do modelo, a = 2h, para o jogos de Test criquete. A
barra a esquerda mostra o valor empirico de 2h e a barra da direita o valor de «. As barras
de erro sdo intervalos de confianca a 95% (Apéndice[B.2)) e a linha horizontal representa o
limite superior do intervalo de confianca para 2h. Notemos que existe superposicdo entre
os intervalos de confianca e, portanto, podemos aplicar a relagdo o = 2h para os jogos de
Test criquete.

4.4 Conclusoes e perspectivas

Estudamos neste capitulo a evolucdo temporal das pontuacdes dos jogos de criquete como um
processo difusivo. Nossa analise revelou que o valor médio da pontuacio cresce linearmente com
o passar do tempo, enquanto a varidncia das pontua¢des apresenta uma dependéncia temporal
do tipo lei de poténcia, com um expoente v > 1, ou seja, um regime superdifusivo. Mostra-
mos, também, que as pontua¢des sdo estatisticamente autossimilares e seguem uma distribuicdo
universal gaussiana. Pelo uso do DFA, verificamos que o processo difusivo é nio markoviano,
visto que os incrementos das pontuacdes possuem correlacdes de longo alcance. Verificamos que
todos esses aspectos empiricos podem ser descritos por uma equacdo de Langevin generalizada,
na qual o termo de ruido possui correlacdes do tipo lei de poténcia.

Do ponto de vista esportivo, o comportamento persistente manifestado pelo valor do expoente

de Hurst h > 0,5 pode ter relages com o fendmeno esportivo de “m3o quente” (hot hand) [122].
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Esse fenébmeno é uma crenca entre esportistas e estudiosos de esportes de que jogadores que
fizeram pontos anteriormente no jogo tém uma probabilidade maior de marcar novamente no
futuro. Talvez o exemplo mais famoso seja no basquete, em que os fas do esporte acreditam
que o jogador tem uma probabilidade maior de acertar a cesta se ele ja acertou os dois ou trés
altimo arremessos. Nesse caso, eles dizem que o jogador estd com a “m3o quente”’. Entretanto,
a existéncia ou n3o desse fendmeno representa um debate histérico desde o trabalho seminal de
Gilovich et al. [123], no qual os autores atribuem o fenémeno de “m&o quente” a uma interpretagdo
errdnea de sequéncias de nameros aleatérios, algo semelhante a falsa crenca de que, depois uma
sequéncia de caras, ha uma probabilidade maior de ocorrer coroa em lancamentos de moedas (a
chamada falacia de Monte Carlo). Entretanto, evidéncias recentes parecem n3o deixar davidas
de que o fendmeno realmente existe no basquete [124] e no boliche [125]. Em nosso estudo,
as correlacdes persistentes de longo alcance que encontramos, além de indicar a existéncia desse
fendmeno nos jogos de criquete, também sugerem que esse fendmeno pode se manifestar em
escalas longas de tempo.

Nesse sentido, nossa analise poderia ser aplicada a outros esportes, nos quais novos resultados
podem revelar outros tipos de cenarios difusivos para serem comparados com o crescente niimero
de resultados teéricos em difusdo anémala, além de poder investigar questdes mais ligadas ao

esporte, como a existéncia ou ndo de fenémenos do tipo “m&o quente’.
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Capitulo 5

Dindmica de bolhas em agua fervente

via transmitincia de um feixe laser

Neste capitulo, estudaremos a dindmica das bolhas em uma amostra de agua em ebuli¢io [20].
Para extrair informacdes sobre essa dindmica, construimos um experimento simples no qual um
feixe laser atravessa uma amostra de agua fervente e tem sua intensidade monitorada. Usando
essa série temporal da intensidade, veremos que a dindmica apresenta alguns aspectos nio tri-
viais, em particular, distribuicdes ndo exponenciais e correlacdes de longo alcance. Um modelo

minimalista também sera proposto para tentar descrever essa dindmica de intensidade do sinal.

5.1 Introducio e descricio do experimento

As bolhas estdo presentes em varios fendmenos da natureza e podem, muitas vezes, apresentar
uma dindmica bastante complexa [126], [127]. Por essa razdo e também por aplicagdes tecnolégi-
cas, o estudo da dindmica de bolhas tem sido fonte de muita pesquisa. Relacionado as tecnologias,
estudos de bolhas aparecem, por exemplo, no contexto de geracdo de energia [128| [129] e nos
processos de sonoluminescéncia [130], nos quais o colapso de bolhas produz pulsos luz. Do ponto
de vista mais basico, pesquisadores tém estudado o processo de convecgdo térmica em bolhas
de sab3o, efeitos cooperativos na dindmica de espumas [131], [132], bolhas de ar em agua [133],
entre outros [126].

Um caso muito comum, em que temos a presenca de bolhas, é o processo de fervura de
agua [134]. Sabemos que, sob pressdo atmosférica de 1 atm, quando a temperatura de uma
amostra de agua atinge 100°C, podemos observar o processo de formagdo expontanea de bo-
lhas [135]. Apesar de ser ordinario, trata-se um de um processo bastante complexo que envolve
interacdes térmicas entres as bolhas e a superficie aquecida e também entre as regides onde as
bolhas sdo formadas, além das interacdes hidrodinamicas [136]. Nesse sentido, uma “abordagem
de sistemas complexos’ ao problema pode ser atil para extrair padrdes e esclarecer aspectos
dessa dinamica aparentemente simples. De fato, alguns estudos ja tém feito isso. E o caso, por

exemplo, dos processos de evaporacdo em pequenos canais [137] ou em tubos capilares [138].
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Contudo, verificamos que uma atengdo menor foi dada para sistemas com varias bolhas [139].
Este serda o ponto que abordaremos nesse capitulo.

Para investigar essa situacdo, construimos um experimento simples para extrair dados sobre a
dindmica de um conjunto de bolhas durante o processo de ebulicdo da dgua. Uma representacdo
esquematica do experimento é mostrada na Figura 5.1l Basicamente, temos uma amostra de
agua fervente atravessada por um feixe laser. Monitoramos a intensidade desse feixe apés o
processo de ebulicdo se estabilizar e a Figura mostra um sinal tipico dessa dindmica. Notamos
que o sinal é altamente intermitente, caracterizado por picos e vales agudos. Apesar do sinal
apresentar certa complexidade devido ao grande nimero de bolhas no sistema, o processo que
gera as mudancas na intensidade do laser é qualitativamente simples. As bolhas sdo produzidas na
base do recipiente que estd em contato com o aquecedor. Nessa regido, pequenas quantidades
de agua evaporam ao entrar em contato com as altas temperaturas, o que produz as bolhas.
Essas bolhas (menos densas) sobem para a superficie da amostra e, durante esse movimento de
ascensdo, interagem com outras bolhas e com as paredes do recipiente. Quando uma ou mais
bolhas atravessam o caminho 6ptico do laser, o sinal é espalhado produzindo um decaimento na
intensidade monitorada.

O sinal da intensidade do laser, em funcdo do tempo, sera a nossa fonte de informacdo sobre

a dindmica do processo de ebulicio da agua.

5.2 Analise estatistica dos dados

Devido as caracteristicas do sinal de intensidade do laser, uma variavel natural para investi-
gar a dindmica do sistema é o intervalo de tempo entre dois eventos caracterizados por grandes
variacdes na intensidade do laser. Essa &€ uma analise comum na literatura de fisica e econofi-
sica [140, 141}, [142| [143] e tem se mostrado atil para revelar os processos que estdo governando
o sistema [48] 50, 49| 51].

Uma maneira eficiente de se obter esses eventos extremos é considerar um valor limiar ¢
e registrar todos os tempos iniciais t; para os quais o sinal do laser & menor ou igual a ¢. A
diferenca entre dois tempos consecutivos, 7; = t;11 — t;, € o chamado intervalo de retorno (esse
procedimento também foi usado na se¢do [1.2)). As linhas horizontais da Figura representam
esses intervalos de retorno para ¢ = 0,5 e a distribuicdo de probabilidade de 7; para trés valores
de ¢ € mostrada na Figura [5.3|

Claramente, essas distribuicdes sdo dependentes do valor ¢q. Além disso, sabemos que para
processos estocasticos gaussianos e n3o correlacionados, a distribuicdo de 7; segue uma distribui-

¢do exponencial [144], na forma

p(r) = —e /™, (5.1)

Tq

em que 7, é o valor médio dos intervalos de retorno ao considerarmos o valor limiar ¢. Na
Figura mostramos também uma comparacio entre essas distribuicdes e as distribuicdes empi-

ricas. Notamos que a concordancia entre os dados empiricos e 0 modelo exponencial é bastante
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Figura 5.1: Representacio esquematica da configuracdo experimental usada para aquisicdo
dos dados. O porta amostra é feito de aluminio com janelas laterais de vidro, por onde
passa um feixe laser de hélio-nednio com poténcia de 10 mW. O porta amostra, contendo
aproximadamente 300 ml de agua destilada, estd em contado com aquecedor elétrico com
poténcia de aproximadamente 300 W. A temperatura na regido de contato entre a amostra
e o aquecedor é de aproximadamente 300 °C. A intensidade do feixe laser € monitorada
por um fotodiodo (Thorlabs DET100A) acoplado a um osciloscépio (Tektronix TDS5032B)
com taxa de amostragem de 1 kHz. O processo de gravacdo se inicia apds o processo de
ebulicdo tornar-se estavel e dura aproximadamente 10 minutos. Em nossos experimentos,
verificamos que, evitando-se a interface ar-adgua, a altura do feixe laser ndo influencia
os resultados apresentados aqui. No total, realizamos mais de 10 medidas experimentais
e verificamos que os resultados obtidos praticamente ndo mudam quando consideramos
qualquer uma dessas medidas.

ruim, em particular, as caudas das distribuicdes decaem muito mais lentamente do que uma
fun¢do exponencial.

A grande diferenca entre os resultados experimentais e o modelo da equacio é um indi-
cativo da existéncia de memdria na dindmica das bolhas estudadas aqui. Para verificar ou n3o
a existéncia de memoria no sinal da intensidade do laser, aplicamos a analise de flutuacdo DFA.
Esse procedimento consiste, basicamente, no célculo da fun¢do de flutuagdo F'(n) para a série
integrada e destendenciada do sinal do laser, para diferentes valores de uma escala temporal n
(Apéndice [A.3). Quando a série & invariante por escala (fractal), F'(n) segue a lei de poténcia
F(n) ~ n", em que h (expoente de Hurst) mede o grau de correlagdo na série temporal: se
h = 0,5 a série é n3o correlacionada e valores de h # 0,5 indicam a existéncia de correlacdes de
longo alcance na série. A Figura mostra a analise DFA para o sinal de intensidade do laser,
em que encontramos h ~ 0,65 e, portanto, confirmamos a existéncia de memdria nessa série
temporal.

Alguns resultados empiricos tém mostrado que, na presenca de correlacdes de longo alcance,
a distribuicdo dos intervalos de retorno 7; € bem ajustada por uma exponencial stretched [48) 50,
119] ou por uma distribuicdo de Weilbull [5I], dadas por

p(r) ~ e AT ou p(r) ~ (r/7,) e PO (5.2)
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Figura 5.2: Exemplo de uma gravacio tipica da intensidade do feixe laser que atravessa a
amostra de agua em ebulicdo. O sinal foi escalado para que ficasse entre 0 e 1, sendo 1
correspondente a situacdo em que o feixe passa sem ser defletido pelas bolhas e 0 &€ o caso
em que o feixe & completamente defletido. As linhas horizontais representam os intervalos
de retorno para ¢ = 0,5.
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Figura 5.3: Distribuicdo de probabilidade dos intervalos de retorno 7 para trés valores de ¢
em comparacdo com a distribuicdo exponencial da equagéo para 7p1 = 0,0808 s (linha
continua), 7o = 0,0564 s (linha tracejada) e 7y s = 0,0438 s (linha pontilhada e tracejada).

sendo A e B constantes e v o expoente da funcdo de autocorrelacdo do processo que produz os

intervalos de retorno (em nosso caso, o sinal da intensidade do laser). Além disso, Santhanam e

Kantz [144] mostraram que, para um processo z; descrito pelo movimento browniano fracionario
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Figura 5.4: Analise DFA para as séries das intensidades do laser. Nesse grafico, temos
log,o[F'(n)] versus log,,(n) em comparacdo com um ajuste linear, no qual encontramos
F(n) o< n®, com h ~ 0,65. Aqui, n é medido em unidades de 10~3 segundos.

(Apéndice , a distribuicdo dos intervalos de retorno é, de fato, uma Weilbull. Além disso, o
pardmetro y é o expoente da funcio de autocorrelagdo, (x;x;,7) ~ t~7, relacionado ao expoente
de Hurst (h) do movimento browniano fracionario via 7 = 2(1 — h).

Sendo assim, tentamos ajustar os intervalos de retorno considerando as distribuicdes anterio-
res, utilizando a variavel de escala & = 7/7,. Ao realizarmos essa substitui¢do, as distribuicSes da
equacio tornam-se independentes do valor limiar ¢. Além disso, o valor médio de £ torna-se
unitario. Com essa condicdo e a normalizag3o, as distribuicdes da equacdo[5.2 ficam dependentes
apenas de 7 que, por sua vez, é determinado a partir de h. Na Figura [5.5A mostramos a com-
paracdo dos dados empiricos com as distribuicdes da equacio ao considerarmos £ = 7/7,.
Notemos que, embora tenhamos um bom colapso dos dados empiricos em uma tnica curva, as
distribuicdes stretched ou Weilbull ndo sdo capazes de descrever os dados satisfatoriamente, por
exemplo, as distribuicdes subestimam os dados para £ € (0,2) e superestimam para £ € (3,7).
Verificamos também que a qualidade do ajuste ndo melhora quando obtemos ~ via método dos
minimos quadrados.

Outro aspecto que investigamos foi a série dos incrementos consecutivos dos intervalos de
retorno, ou seja, A§ = &1 —¢&;. Essa analise é mostrada na Figura[5.5B, na qual observamos que
a distribuicdo de A& n3o é uma gaussiana e apresenta caudas longas. De fato, € bem conhecido

em teoria de probabilidade que a distribuicdo das diferencas entre duas variaveis aleatérias n3o
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correlacionadas, X — Y, & dada pela correlagdo cruzada (cross-correlation) [145]

frvin) = [ " o) (a4 ), (5.3)

em que fx(x) representa a distribuicdo de probabilidade de X e fy(z) a distribuicdo de Y. Na
Figura [5.5B mostramos também essas distribuicdes, ao considerarmos que fx(z) e fy(z) sdo
distribuicdes exponenciais stretched ou de Weilbull. Novamente, o acordo entre essas distribui-
¢Bes da equacgdo (obtidas ao realizar a integragdo numericamente) e os dados empiricos ndo
é bom. Em nosso caso, essa expressdo deve ser vista apenas como uma aproximac3o, visto que
as séries dos &; também s3o correlacionadas de longo alcance (encontramos h = 0,55 para essas

séries).

5.3 Um modelo simples para descrever os dados expe-

rimentais

Em principio, deveriamos ser capazes de descrever completamente a dindmica da agua em
ebulicdo. Entretanto, dificuldades técnicas relacionadas a estabilidade numérica das soluces e
também a grande complexidade das condi¢ces de contorno das duas fases (liquido e vapor) torna
essa tarefa muito dificil. Além disso, nosso objetivo aqui é tentar entender essa dindmica complexa
do ponto vista de um modelo minimo, que retenha apenas os ingredientes mais relevantes para
a descricdo do sinal da intensidade do laser.

Qualitativamente, as bolhas se originam em posicdes ndo estaticas localizadas na base do
recipiente. Entretanto, essas posicdes ndo sdo tdo importantes (a0 menos numa primeira abor-
dagem) para o espalhamento do feixe laser. Mais do que isso, o namero de bolhas e também as
trajetérias que elas realizam antes de atravessar o caminho éptico do laser também podem ser
desprezados nesse modelo minimo. Desse modo, consideramos uma espécie de modelo de dois
estados, no qual o que importa é se existem ou n3o bolhas no caminho éptico do laser. Caso
existam bolhas, o feixe laser sera completamente espalhado e a intensidade sera nula. Por outro
lado, caso ndo existam bolhas, o feixe laser atravessa a amostra sem ser espalhado e a intensidade
sera unitaria.

Além dessa aproximacdo de dois estados para o sinal do laser, um ingrediente muito im-
portante presente nos dados empiricos é a correlacdo de longo alcance revelada pela analise
DFA (Figura 5.4). Nesse contexto de correlagdes de longo alcance, Buiatti et al. [146] (e tam-
bém [147]) mostraram que é possivel produzir sequéncias de simbolos (aqui, zeros e uns) com
correlacBes utilizando dois nameros aleatérios n3o correlacionados. Para a descricdo desse pro-
cedimento, consideramos uma rede unidimensional de tamanho n, na qual cada sitio representa

a intensidade do feixe laser em um dado tempo. Essa rede sera preenchida, a partir do primeiro
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sitio, sorteando-se um namero aleatério discreto o com distribuicdo de Bernoulli dada por

P se 0 =0,
plo) = (5.4)
1—p seoc=1,



Sequéncia simbdlica:

10000001000000000100010000001000010000000001
1 ==

Intensidade

0 10 20 30 40
Tempo

Figura 5.6: llustracdo do procedimento para produzir as intensidades do feixe laser a partir
da sequéncias simbdlicas. Neste exemplo, o primeiro sitio/simbolo da sequéncia é 1, o que
produz uma intensidade nula. Apds isso, temos seis zeros consecutivos, que representam
regides em que o feixe laser ndo foi espalhado. A restante da sequéncia é convertido em
intensidade de maneira analoga.

sendo p um pardmetro. Se o nimero sorteado for o = 1, existem bolhas no caminho 6ptico do
laser e a intensidade sera nula. Caso o niimero seja o = 0, ndo existem bolhas no caminho 6ptico
do laser e o sinal sera unitario. Além disso, quando o = 0 vamos preencher os préximos [z] sitios
vizinhos com zeros, sendo [z] a parte inteira de um namero aleatério = cuja distribuicdo é P(x). A
Figura ilustra o procedimento para obter as intensidades do feixe laser a partir das sequéncias
simbdlicas. Notemos que nesse modelo simplificado, os intervalos de retorno serdo independentes
do valor limiar ¢. De fato, os intervalos de retorno sdo exatamente os comprimentos dos sitios
preenchidos consecutivamente com zeros. Por conta disso, focamos nossa comparacio na variavel
escalada &.

Apesar do modelo parecer bastante ad hoc, visto que temos uma fungdo P(x) e um pardmetro
p para escolher, ao realizar as simulacdes verificamos que distribuicdes de cauda curta, tais como
a exponencial, a gaussiana, a log-normal e a gamma n3o sdo capazes de produzir um ajuste
melhor do que as expressdes analiticas da equacdo [5.2] Por outro lado, ao utilizar a distribuicdo

de Pareto (a distribuicdo de caudas longas mais simples), dada por

akx— 1 if x>k,
P(z) = | (5.5)
0 if v <k,

em que k > 0 e a > 0 s3o pardmetros, a concordancia com os dados empiricos foi considera-
velmente melhor. A Figura permite uma comparagdo visual entre os intervalos de retorno
empiricos e os simulados. Para as simulagdes, fixamos & = 1 e o tamanho da rede de modo

a obtermos ~ 10° intervalos de retorno (nimero tipico encontrado nos dados experimentais).
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Desse modo, o modelo possui apenas dois pardmetros a serem ajustados. Esses dois parametros,
« e p, foram variados de maneira incremental e para cada um de seus valores, a distribuicio dos
intervalos de retorno foi calculada e comparada com a distribuicdo experimental via método dos
minimos quadrados. Os valores que minimizam as diferencas entre a distribuicdo empirica e a
simulada sdo « = 1,8 e p = 0,2. A Figura mostra a comparacdo das distribuicdes empiricas
de £ e de A& com as simuladas, em que confirmamos o bom ajuste que esse modelo produz.

A simplicidade desse modelo sugere que uma solucio analitica é possivel. De fato, os intervalos
de retorno podem ser pensados como uma soma de nimeros aleatdrios, na qual o namero de

termos somado é também um namero aleatério. Assim, podemos escrever

p(r) =N (1 —p)"Sulom, kn) ., (5.6)

n=1
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Figura 5.7: Exemplos de intervalos de retorno normalizados (A) experimentais e (B) simu-
lados usando o modelo descrito no texto.
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Figura 5.8: Distribuigdes dos (A) intervalos retorno normalizados £ e dos seus (B) incre-
mentos A& = ;11 — &; quando consideramos os dados experimentais (pontos) e simulados
(linha continua). Cada conjunto de pontos representa um valor de ¢ igualmente espagados
entre 0,1 e 0,9. Os resultados da simulagdo foram obtidos considerando a distribuicdo de
Pareto com k =1 e a = 1,8, p = 0,2 e uma rede com 5 x 10* sitios. Além disso, uma
média sobre 200 realizacdes da simulacdo também foi considerada.

na qual N é um fator de normalizacdo, (1—p)" & a probabilidade de somar n nimeros consecutivos

e Sy(an, k) é a distribuicdo da soma de n variaveis aleatérias do tipo Pareto. Entretanto, obter
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uma expressao geral para S, (a,, k,) ndo é uma tarefa facil e representa um problema em aberto
em teoria de probabilidades [148| [149| 150]. Por conta disso, limitamos nossa discussdo aos

resultados numéricos obtidos com o modelo descrito neste capitulo.

5.4 Conclusdes e perspectivas

Apresentamos neste capitulo uma analise estatistica sobre a dindmica de bolhas em uma
amostra de agua em ebulicdo. Para extrair informacdes sobre essa dindmica, construimos um
experimento simples baseado no espalhamento de um feixe laser que atravessa a amostra em
ebulicdo e tem sua intensidade gravada. Essa série temporal das intensidades do feixe laser
foi a nossa fonte de informacdo sobre essa dindmica complexa. Devido as caracteristicas dessa
série, verificamos que uma boa variavel para investigar a dindmica é o intervalo de retorno.
Ap6s calcular as distribuicbes dos intervalos de retorno, verificamos que essas distribuicdes ndo
sdo exponenciais e que a intensidade do laser apresenta correlacdes de longo alcance. Esse
resultado indica fortemente que o processo que produz as bolhas pode ser também correlacionado.
Verificamos ainda que um modelo minimalista foi capaz de reproduzir alguns aspectos presentes
nos dados empiricos. Além disso, o modelo também sugere que os principais ingredientes que
produzem essa dindmica no sinal do laser sdo as correlacdes e a distribuicdo do tipo lei de poténcia
relacionada ao tempo no qual as bolhas passam através do caminho 6ptico do laser.

Naturalmente, outras analises podem ainda ser feitas. E o caso, por exemplo, de se estudar
os estagios anteriores a estabilizacdo do processo de ebulicdo. Durante o inicio da transicdo de
fase liquido-vapor, podem haver outros comportamentos diferentes dos que foram obtidos aqui.
Além disso, também seria interessante verificar se a poténcia do aquecedor tem alguma influéncia
sobre essa dindmica; por exemplo, talvez para grandes poténcias a ebulicdo do fluido torne-se
mais aleatéria, produzindo distribuicdes de intervalo de retorno exponenciais. Do ponto vista mais
aplicado, poderiamos também investigar fluidos com diferentes viscosidades e tentar relacionar

esse parametro do material com aqueles obtidos da série temporal das intensidades do feixe laser.
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Capitulo 6

Entropia e complexidade de
permutacao de estruturas

bidimensionais

Neste capitulo, apresentaremos um método para medir a complexidade de estruturas bidi-
mensionais [21], tais como imagens. O método &, na verdade, uma extensdo de uma medida de
complexidade para séries temporais que foi proposta recentemente. Trata-se da entropia e com-
plexidade de permutacio que ja utilizamos no capitulo [2| para medir a complexidade de masicas;
entretanto, n3o faremos referéncia aqueles resultados para manter os capitulos independentes.
Ap6s apresentarmos uma extensdo do procedimento unidimensional, aplicaremos o método em 1)
superficies fractais, em que sera possivel distinguir entre diferentes dimens&o fractais; ii) texturas
de cristais liquidos, em que o método permitira identificar transicdes de fases e também diferen-
ciar texturas caracteristicas desses materiais; iii) superficies construidas somando-se os valores
dos spins do modelo Ising, em que o método ira identificar a temperatura critica do modelo além

de mostrar-se estavel.

6.1 Introduc3do e apresentacao do problema

Assim como os estudos apresentados nos capitulos anteriores, uma grande parte dos trabalhos
relacionados a sistemas complexos esta focada em investigar dados empiricos com o objetivo de
extrair padrdes, regularidades ou leis que estejam governando a dindmica do sistema. Nessas
investigacdes, o conceito de medidas de complexidade aparece com frequéncia. Medidas de
complexidade podem comparar séries temporais e classifica-las, por exemplo, entre regular, caética
ou aleatéria [86], enquanto outras medidas podem diferenciar entre tipos de correlagdes [151].
Alguns exemplos dessas medidas de complexidade incluem a complexidade algoritmica [152],
entropias [87], entropias relativas [153], dimensdes fractais [154] e expoentes de Lyapunov [155].
Esses trabalhos seminais motivaram e ainda motivam novas definicées, de modo que temos

atualmente um grande nimero de medidas de complexidade, as quais tém se mostrado Gteis em
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aplicagdes na medicina [156, [157], ecologia [158| 159, [160] [161], astrofisica [162, [163] [164] e
masica [67] [165].

Entretanto, foi com surpresa que percebemos que a maioria dessas medidas aplica-se somente
a dados unidimensionais, tais como séries temporais. Uma atencdo consideravelmente menor foi
dada para estruturas de maior dimensdo, como imagens. Excecées incluem os trabalhos de Gras-
sberger [166] e mais recentemente os trabalhos das referéncias [167, 168] [169]. Contudo, como
foi argumentado por Bandt e Pompe [85], a maioria das medidas de complexidade é dependente
de algoritmos especializados ou receitas para processar os dados que, por sua vez, dependem de
pardmetros ajustaveis. Por conta disso, muitas vezes, é bastante complicado reproduzir resultados
de outros trabalhos sem o conhecimento desses detalhes metodolégicos.

Além de apontar o problema anterior, Bandt e Pompe também propuseram uma solucdo, in-
troduzindo o que eles chamaram de uma medida “natural” de complexidade para séries temporais:
a entropia de permutacdo [85]. Existem muitas aplicagdes recentes que fazem uso dessa nova
técnica em dados unidimensionais e confirmam a sua utilidade [170, (171} 172} 173} (174 175, [176].
Uma dessas aplicacdes foi feita por Rosso et al. [86], na qual as ideias de Bandt e Pompe foram
aplicadas em conjunto com um indice entrépico relativo [88] para diferenciar séries temporais
cadticas de séries temporais estocasticas. Rosso et al. construiram um diagrama chamado
de complexity-entropy causality plane (o qual foi primeiramente proposto por Lépez-Ruiz et
al. [177])). Esse diagrama é composto pelos valores do indice entrépico relativo em fungdo da
entropia de permutacdo. Intrigantemente, séries temporais de origem cadtica e estocastica se
localizam em regides diferentes nesse diagrama.

Neste capitulo, mostraremos uma maneira conveniente para se estender o método anterior de

Rosso et al. para estruturas de maior dimensdo, como imagens.

6.2 Entropia e complexidade de permutacido em duas

dimensoes

A ideia de Bandt e Pompe [85] foi definir uma medida que pode ser facilmente aplicada a
qualquer tipo de série temporal. O método baseia-se em associar uma sequéncia simbdlica a
segmentos da série temporal por meio de um ordenamento local. Esses “simbolos’ ou estados
definirdo probabilidades que serdo usadas no calculo dos indices entrépicos. Para propésito de
defini¢do, consideramos uma série temporal {x;};—;.,, composta por n elementos e também os

vetores de dimensdo d > 1, definidos por

(5) — (ws—(d—1)>$s—(d—2)7 e T, Tg) (6.1)
em que s = d,d + 1,...,n. Em seguida, para todos os (n — d + 1) vetores, calculamos as
permutacgdes ™ = (9,71, ...,74-1) de (0,1,...,d — 1) definidas pelo ordenamento

Ls—rqg_q S Ls—rq_q S e S Ls—ry S Ls—rg- (62)
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As d! permutagdes possiveis definem os estados acessiveis ao sistema. Cada permutagdo 7 possui

probabilidade
_ #{sls < N —d+1; (5) do tipo 7}
B N—d+1 ’

de ser encontrada, em que o simbolo # representa o niamero de ocorréncias da permutacio 7.

p() (6.3)

Essas probabilidades formam o conjunto de probabilidades P = {p(7)} que sera usado no calculo
dos indices entrépicos (um exemplo do caso unidimensional foi dado na se¢do [2.3)).

Aqui, nosso objetivo é estender esse procedimento para estruturas de dados com dimens3o
maior do que um, tais como imagens. Para isso, consideremos agora que, no lugar da série
temporal, tenhamos uma matriz bidimensional {yf}fjgj de tamanho n, x n,. Essa matriz
pode representar, por exemplo, uma imagem na qual cada elemento yf é um pixel dessa imagem.

Em analogia ao vetor (5), definimos as matrizes de tamanho d, x d, (d,,d, > 1) dadas por

—(dy—1) —(dy—1) —(dy—1) —(dy—1)
yii’_gdi_l% yjz—gdz—zg : yji'_% ! | ya (y |
1_d1_2 1_d1—2 1—d1—2 1—d—2
Yol tty Yoz o Yty
(Sz,8y) — : : , (6.4)
Sy—1 Sy—1 Sy—1 Sy—1
Yso—(do1) Yso(do—2) " Ysr1 Ys.
Sy Sy Sy Sy
yST_(dr—l) yST—(dT—Q) e ysz—l ysz
nas quais s, = d,,d, +1,...,n, e s, =d,,d,+1,...,n, Em seguida, para cada uma dessas
(ny —dy +1)(ny, —d, + 1) matrizes, calculamos as permuta¢des
™= [(TOa Uo), (Tla U’O>7 ey (Tdm—lv Uo), ey (T[)a udy—l)a (7’17 udy—1)7 ey (ng;—la udy—l)]
de (0,1,...,d,d, — 1), definidas por
Sy —Udy —1 Sy—Udy —1 Sy—Ud, —1 Sy—Ud, —1
sszjfl = sszi <. < yszfmy = szfroy <.
Sy — U Sy — U Sqy— Ul Sy — U
< yszfr:ac,l < yssz;,Q < < yszfmo < yszfr(;) : (65)

O sistema agora pode acessar (d, d,)! estados, para os quais calculamos o conjunto de probabi-

lidades P = {p(m)} usando a frequéncia relativa dada por

#{(52,5y)|8: <ny —dy +1es, <n,—d,+1; (s;,5,) édo tipo 7}

(ng — dy + 1)(ny — d, + 1) (6.6)

p(m) =
Para melhor entendimento, a Figura [6.1] ilustra esse procedimento para uma matriz pequena.

Naturalmente, o procedimento que escolhemos para ordenar os elementos da matriz (s, s,)

e definir as permutacdes 7 n3o é mais nico como no caso unidimensional. Por exemplo, ao invés

de ordenar os elementos linha por linha, poderiamos ter ordenado coluna por coluna. Contudo,

essas diferentes definicdes mudariam apenas os “nomes” dos estados, de modo que o conjunto

P = {p(m)} permaneceria idéntico. Assim, ndo ha perda de generalidade em assumir uma

dada ordem para definir 7. Além disso, vale notar que esse procedimento pode ser facilmente

100



Construcéo dos estados acessiveis

dx=2 A @ 2) Estados
1 2| 1283 Ordenar 1238
1 2 1 513l 0123~ » otz 0132
2|1| 2134 0Ord 1234
n = raenar
8 3 4 y=3 3la| 0123 > 1023 1023
29
8| 3| 8367 Ordenar 3678
6 7 5 511 0123 > 1230 1230
\ 3,9
314 3475 Ordenar 3457
< Nx=3 > =15 0123 » o132 0132

Figura 6.1: Representacdo esquematica da construcdo dos estados acessiveis. Neste exemplo,
temos uma uma matriz 3 x 3 (painel da esquerda) e escolheremos as dimensdes embedding
d, = 2ed, = 2. No painel da direita ilustramos a construgdo dos estados. O primeiro passo
é obter a sub-matriz correspondente a s, = 2 e s, = 2 que tem como elementos (1, 2,8, 3).
Apés ordenar os seus elementos, obtemos o estado “0132". Em seguida, movemos para a
proxima sub-matriz s, = 3 e s, = 2 que tem como elementos (2,1,3,4) e que, apds
ordenados, levam ao estado “1023". As outras duas sub-matrizes geram os estados “1230"
e “0132". De posse dos estados, podemos estimar as probabilidades p(7), as quais s3o:
p("0132") = 2/4 = 0,5, p(*1023") = 1/4 = 0,25, p(“1230") = 1/4 = 0,25 e p = 0 para
as demais permutacdes de w. Finalmente, usamos essas probabilidades nas equacdes
e para obter H ~ 0,33 e C' ~ 0,27.

estendido para estruturas de dimens3o maior (por exemplo, as imagens volumétricas do cérebro
obtidas via ressonancia magnética) e que esse procedimento recupera o caso unidimensional ao
fazermos n, =1 e d, = 1. Aqui, por simplicidade, focaremos nossas analises em estruturas
bidimensionais.

Os parametros d, e d, (chamadas de dimensdo embedding) tém um papel importante para
definir o conjunto de probabilidades P, pois eles determinam o namero de estados acessiveis. No
caso unidimensional, € comum escolher d! < n para obter uma boa estatistica. De fato, Bandt
e Pompe recomendam o uso de d = 3,...,7 [85]. Para o caso bidimensional, uma relagdo similar
deve valer, especificamente: (d,d,)! < ngn,.

Para prosseguir, devemos reescrever as medidas entrépicas usadas por Bandt e Pompe [85] e
por Rosso et al. [86]. A primeira delas é chamada entropia de permutacdo normalizada [85] e é

obtida aplicando-se a entropia de Shannon ao conjunto das probabilidades P = {p(7)}, i.e.,

(6.7)

em que
S[P] == p(m)logp(r) (6.8)

e Smax = log[(d,d,)!]. O valor de Sp.x é obtido quando todos os (d,d,)! estados s&o equipro-
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vaveis, ou seja, P = P. = 1/(d,d,)!. Devido a essa normalizagdo, 0 < H[P] < 1, sendo que o
limite superior ocorrera para matrizes complemente aleatérias. Por outro lado, esperamos valores
de H[P] < 1 para matrizes que possuam algum tipo de padrdo mais complexo.

A outra medida [86] é definida por

C[P] = Q[P, Pl H[P], (6.9)

no qual Q[P, P.] & uma métrica entrépica entre o conjunto de probabilidades P = {p(m)}
e o estado equiprovavel P, = 1/(d,d,)!. A quantidade Q[P, P.] é muitas vezes denominada
“desequilibrio” e é definida em termos da divergéncia de Jensen-Shannon [89] (ou ainda em

termos da divergéncia Kullback-Leibler simetrizada [90]) e pode ser escrita como

SI(P + P.)/2] = S[P]/2 = S|F.]/2

QP P = O : (6.10)
em que
Q= 5 { G 0Bl )+ 1] — 2logl2(d, )] + ogl(ded, ]} (610

é o valor maximo do numerador de Q[P, P.], obtido quando um dos componentes de P é igual
a um e todos os outros sdo nulos.

A medida C pode quantificar a existéncia de estruturas correlacionadas nas matrizes, for-
necendo informacdes adicionais que podem n3o estar sendo levadas em conta pela entropia de
permutagdo. Além disso, para um dado valor de H[P] existe um intervalo de possiveis valores
para C[P] [93]. Esse comportamento foi a principal razdo pela qual Rosso et al. [86] propuseram
empregar um diagrama de C[P] versus H[P] como uma ferramenta de diagnéstico, construindo
o que vem sendo chamado de complexity-entropy causality plane. Essa também serd a nossa
abordagem para medir a complexidade e distinguir diferentes estruturas bidimensionais.

Nas proximas trés secdes aplicaremos esse método em diferentes cenarios visando a verificar

sua eficiéncia e utilidade.

6.3 Aplicacao I: superficies fractais

A primeira aplicacdo que trabalhamos esta relacionada a superficies fractais. Verificaremos se
o nosso método é capaz de distinguir diferentes superficies com distintas dimensdes fractais.

Para isso, geramos superficies fractais usando o algoritmo random midpoint displacement
introduzido por Fournier et al. [I78]. Para apresentar esse algoritmo, imagine um quadrado no
qual atribuimos um valor aleatério a cada vértice para representar a altura da superficie. Em
seguida, adicionamos um ponto localizado no centro do quadrado. A esse novo ponto atribuimos
um valor igual ao valor médio dos quatro vértices do quadrado inicial, somado a um ndamero

aleatdrio gaussiano de média nula e desvio padrdo ;. Adicionamos ainda outros quatro pontos
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localizados no meio dos segmentos que conectam os vértices do quadrado inicial. Cada um
desse novos pontos tera valor igual ao valor médio entre os vértices mais préximos e o ponto do
meio, somando-se ainda um namero aleatério de média nula e desvio padrdo ¢;. Assim, nesse
estagio do algoritmo, temos 9 pontos que podem ser imaginados como quatro novos quadrados.
Repetimos o procedimento anterior para cada um desses 4 novos quadrados e usando d,. A
repeticdo recursiva desse processo por k vezes e usando §;, = 2% ira produzir uma superficie
quadrada de tamanho (2% + 1) x (2¥ +1). Aqui, h & o expoente de Hurst e D = 3 — h ¢ a
dimens3o fractal da superficie. Os pardmetros 0y e k ndo tém influéncia nas propriedades fractais
da superficie, produzindo apenas um efeito multiplicativo global.

A Figura mostra algumas superficies geradas usando esse procedimento para diferentes
valores de h. Notamos que, para valores pequenos de h, a superficie exibe uma alternancia entre
picos e vales muito mais frequente do que para valores maiores de h. Para valores maiores de
h as superficies mostram-se mais suaves, refletindo o comportamento persistente induzido por
h > 0.5.

Aplicamos o nosso método nessas superficies para verificar se os indices H e C sdo sensiveis as
mudancas no expoente de Hurst i, como mostra a Figura [6.3] Nesses graficos tridimensionais,
mostramos a localizacdo no plano complexidade-entropia em funcdo de h para superficies de
tamanho 1025 x 1025 (k = 10). Na Figura [6.3A, usamos d, = 2 e d, = 3 (circulos), e
d, = 3 e d, = 2 (quadrados). Notamos que os valores de H e C sdo praticamente invariantes
perante a rotagdo d, — d, e d, — d,. Essa invaridncia esta relacionada ao fato de que essas
superficies fractais ndo possuem nenhuma direcdo preferencial. Na Figura [6.3B, empregamos
d, = 3 e d, = 3, obtendo basicamente o mesmo perfil da Figura ; entretanto, mudancas
nos valores de H e C s3o observadas devido ao crescimento no nimero de estados acessiveis
ao sistema. Esses resultados indicam que nosso método identifica e permite distinguir diferentes
superficies fractais. Mais do que isso, verificamos que o método é bastante robusto perante a
varias realizacdes do algoritmo random midpoint displacement, visto que os valores de H e C
praticamente ndo mudam. Por exemplo, o desvio padrdo dessas quantidades é menor do que

10~* quando considerando k = 10 e 50 realizacdes do algoritmo.
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Figura 6.2: Exemplos de superficies fractais geradas pelo uso do método random midpoint
displacement. Essas s3o superficies de tamanho 65 x 65 (k = 6) para diferentes valores
do expoente de Hurst h. Aqui, para melhor visualizacdo, os valores das superficies foram
escalados para ficarem entre 0 e 1.
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Figura 6.3: Dependéncia dos indices entrépicos H e C' em relagdo ao expoente de Hurst h.
Esses valores foram calculados usando-se superficies de tamanho 1025 x 1025 (k = 10).
Em (A) mostramos C' e H versus h para d, = 2 e d,, = 3 (circulos) e também para d, = 3
e d, = 2 (quadrados). Em (B) mostramos a mesma analise para d, = d, = 3.
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6.4 Aplicacao |l: texturas de cristais liquidos

Outra aplicacdo interessante que efetuamos esta relacionada aos padrées exibidos por cristais
liquidos, as chamadas texturas. Essas texturas (imagens) sdo geralmente obtidas pela observago,
em microscépio de luz polarizada, de uma amostra de cristal liquido posicionada entre dois
polarizadores cruzados. Essas texturas sdo conhecidas por fornecerem informacdes (teis a respeito
da estrutura macroscépica do cristal liquido. Por exemplo, diferentes “fases” liquido-cristalinas
possuem texturas tipicas e diferentes. Além disso, estudando a evolucio dessas imagens é possivel
identificar transicdes de fase do material.

Primeiramente, estudamos um sistema simples que possui apenas duas fases liquido-cristalinas.
Trata-se de um cristal liquido liotrépico que, do ponto de vista quimico é, geralmente, formado
por uma mistura homogénea de agua, sal e sabdo. O sabdo ou surfatante é composto por mo-
léculas que possuem uma parte polar ligada a uma cadeia carbénica longa apolar. A parte polar
é altamente soltvel em agua, enquanto a parte apolar ndo. Em concentracdes e temperaturas
especificas [179)], aparecem nessa mistura aglomerados de moléculas (as micelas) que podem as-
sumir varias formas. Em nosso caso, em particular, elas assumem formas cilindricas (a chamada
fase nematica cilindrica). Essas estruturas apresentam uma tendéncia a se alinharem, gerando
uma anisotropia no sistema, a qual, por sua vez, pode ser observada nas texturas. A Figura
mostra trés dessas texturas em diferentes temperaturas. Essas imagens foram obtidas na pagina
de internet do Liquid Crystal Institute da Kent State University [180]. Nas imagens a esquerda e
a direita, o cristal liquido encontra-se na fase isotrépica e na imagem do centro esta na fase ne-

matica cilindrica. Aqui, ja podemos notar que o padrdo é muito mais complexo na fase nematica,
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Figura 6.4: Texturas caracteristicas de um cristal liquido liotrépico para diferentes tempe-
raturas e fases. O sistema liotrépico usado aqui é uma mistura de laurato de potassio
(=~ 27,00%), decanol (= 6,24%) e 6xido de deutério (= 66,76%). Nessas concentragdes,
ao aumentar a temperatura, obtemos a sequéncia de transicio de fase isotrépica — ne-
matica — isotrépica [179]. Essas imagens foram obtidas pela observagdo em microscépico
6ptico de um capilar plano contendo a mistura em vérias temperaturas. Os graficos dessa
figura representam os valores médios das camadas RGB da imagem original. Além disso,
a temperatura estd em unidades arbitrarias, uma vez que n3o possuimos dados sobre a
verdadeira temperatura.
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enquanto para a fase isotrépica temos basicamente um padrio aleatério.

Calculamos H e C' em funcdo da temperatura para diferentes valores das dimensdes em-
bedding d, e d,, como mostra a Figura [6.5] Nesses graficos, as diferentes regides sombreadas
representam as diferentes fases do cristal liquido (conhecidas a priori). Observamos que as tran-
sicdes sdo propriamente identificadas independentemente dos valores de d, e d,. Contudo, as
Figuras [6.5C e[6.5D mostram pequenas diferencas na dependéncia de H e C' com a temperatura
ao considerarmos d, =2 e d, = 3 ou d, = 3 e d, = 2. Essas diferengas, provavelmente, estdo
relacionadas aos efeitos de superficie, uma vez que esse material € normalmente colocado em
tubos capitares alongados, e as paredes do tubo podem induzir a uma direcdo preferencial para

as moléculas.
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Figura 6.5: Dependéncia dos indices entrépicos com a temperatura do cristal liquido lio-
trépico. Em (A) mostramos H versus a temperatura 7" e em (B) mostramos C' versus a
temperatura 7" para d, = d, = 2. As figuras (C) e (D) apresentam os resultados quando
consideramos d, = 2 e d, = 3 e também para d, = 3 e d, = 2. As regides sombreadas
indicam os intervalos de temperatura de cada fase.

A transicdo estudada anteriormente é, de fato, bastante simples. As diferencas entre as
texturas sdo suficientemente grandes a ponto de podermos identificar as transicdes visualmente.
Contudo, esse ndo é sempre o caso e muitas outras transicdes sdo dificeis de se identificar. Nesse
contexto, uma quest3o interessante é se o nosso método pode distinguir outras fases. Para tentar

a responder essa questdo, calculamos H e C para 12 texturas caracteristicas de cristais liquidos
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sob diferentes condicdes. Essas texturas também foram obtidas na pagina de internet do Liquid
Crystal Institute da Kent State University [180]. A Figura mostra essas texturas apenas como
uma ilustrac3o, visto que n3o possuimos outras informacdes além dos nomes dessas texturas. A
Figura |6.7| mostra os valores de H e C' para cada uma dessas texturas no plano complexidade-
entropia. Esses resultados indicam que nosso método classifica as texturas em uma espécie de
ordem de complexidade em que cada textura ocupa uma localizacio distinta nesse plano. Além
disso, esses valores diferentes de H e C' sugerem que os indices entrépicos poderiam identificar

possiveis transicBes entre as fases mostradas na Figura

Nematic Schlieren Smectic C Schlieren Platelet Blue Phase Cholesteric Fan-Shaped
F B v A

Spherulite Texture

14 l
- 4

Cholesteric Fingerprint Smectic B Hexatic Mosaic

> 4

Figura 6.6: Diferentes texturas de cristais liquidos de diferentes tipos e em diferentes fases,
obtidas de uma pagina de internet do Liquid Crystal Institute da Kent State University [180].

Naturalmente, a localizacdo de cada textura no plano complexidade-entropia deve estar rela-
cionada as propriedades fisicas do cristal liquido. Nesse sentido, um melhor entendimento dessa
relacdo talvez mereca uma investigacdo mais cuidadosa, pois medir propriedades fisicas desses
materiais pode ser, muitas vezes, uma tarefa complicada. Assim, por exemplo, uma relacdo clara
entre o parametro de ordem do cristal liquido e H ou C' seria muito atil do ponto vista experi-
mental. Aqui, devido a termos disponiveis somente as imagens das texturas (e também devido
a inexperiéncia do autor nesse tema), torna-se muito complicado sugerir tais relagdes, de modo

que deixaremos para futuros trabalhos essa investigacdo mais detalhada.
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Figura 6.7: Plano complexidade-entropia, C' versus H, aplicado para as texturas da Fi-
gura [6.6] Para esse calculo, usamos os valores médios dos pixels nas trés camadas (RGB)
da imagem original e d, = 2 e d, = 3. O tamanho médio das imagens é de aproximada-
mente 270 x 200 pixels.
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6.5 Aplicacao lll: superficies de Ising

Nessa altima aplicacdo de nosso método, estudamos as medidas entrépicas H e .S aplicadas
a superficies de Ising [181], [I82]. Essas superficies sdo obtidas pela acumula¢do dos valores dos

spins o; € {—1,1} do modelo de Ising definido pela Hamiltoniana
H=-> o0, (6.12)
(4,9

na qual a soma é realizada sobre todos os primeiros vizinhos da rede. Aqui, resolvemos esse
modelo numericamente usando uma rede quadrada de tamanho L x L via método de Monte
Carlo com condi¢des periddicas de contorno e condigdo inicial o; = 1 Vi. O algoritmo de Monte

Carlo consiste em varrer todos os sitios da rede e calcular a energia
AH =2 Ui(adireita + Oesquerda + Oacima + Uabaixo) (613)

relacionada a inversdo do valor do spin do sitio i (0; — —0;). AQUi Odireitas Tesquerdar Tacima €
Oabaixo FEPresentam os primeiros vizinhos ao sitio 7. Caso AH < 0, a inversdo é efetivada na

rede. Caso AH > 0, efetivamos a mudanca de valor com probabilidade

P =exp (—ATH) : (6.14)

sendo T" a temperatura do modelo Ising. Ao percorrer todos os spins da rede, completamos um
passo de Monte Carlo.

Ap6s isso, definimos a altura da superficie relacionada ao sitio ¢ da rede como
Si=> oit), (6.15)
t

em que t representa o namero de passos do algoritmo Monte Carlo.

A Figura mostra trés superficies obtidas pelo procedimento anterior para diferentes valores
da temperatura reduzida 7/T,, em que T. = 2/In(1 4 v/2) & a temperatura critica do modelo
de Ising usado aqui. Observamos que ha um padrdo complexo quando 7'/T. = 1 e um padréo
praticamente aleatério para 7'/7, > 1 ou T/T, < 1.

Investigamos, primeiramente, a dependéncia dos indices entrépicos H e C' com a temperatura
reduzida T/T¢, apés um grande namero de passos do algoritmo Monte Carlo (10°) e para
L = 500. Essa analise & mostrada nas Figuras para d, =2 e d, = 3 e na Figura B para
d, = 3 ed, = 2. Podemos ver nesta figura que ambos os indices apresentam um pico/vale agudo
quando o sistema esta na temperatura critica. Ademais, observamos que os valores de H e C' sdo
praticamente invariantes perante a rotagdo d, — d, e d, — d,. Na Figura [6.9C, apresentamos
a variacdo conjunta de H e C' em fun¢do de T'/T¢ para d, = d, = 3. Essa representagdo em

trés dimensdes pode ser Gtil na investigacdo de transicdes de fase mais complicadas, visto que
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Figura 6.8: Exemplos de superficies de Ising para trés temperaturas diferentes: abaixo de
T,, igual a T, e acima de T,. Essas superficies foram obtidas apds somar os valores dos
spins em 10° passos do algoritmo Monte Carlo. Para melhor visualizacdo, as alturas das
superficies foram escaladas para ficarem ente 0 e 1.

nesse grafico o ponto critico pode tornar-se mais visivel.

Investigamos também a evolugdo temporal (com o nimero de passos Monte Carlo) de H e
C' para diferentes valores da temperatura reduzida T'//T, como apontamos na Figura Os
valores iniciais dos spins foram escolhidos todos iguais a 1; entretanto, os valores de H e C
comecam a se diferenciar logo apés o primeiro passo Monte Carlo. Para T # T., o valor de H
cresce com o niimero de passos Monte Carlo até atingir um platé em ¢t ~10%. ParaT =T,, o
valor cresce até um maximo localizado em ¢t ~ 102 e, em seguida, comeca a diminuir e aproximar-
se de um platé. No caso do indice C, para todas as temperaturas, a complexidade apresenta um
maximo antes de comecar a aproximar-se de um platd. Podemos observar que ambos os indices

entrépicos C' e H s3o bem estaveis apés ~ 10* passos Monte Carlo.
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Figura 6.9: Dependéncia dos indices entrépicos (C' e H) com a temperatura reduzida (7'/T%).
Em (A) mostramos H versus T'/T,. e em (B) C versus T'/T.. quando consideramos d, = 2

e d, =3 etambém d, = 3 e d, = 2. Em (C) mostramos a evolugdo conjunta de C' e H
em fung¢do de T'/T.. quando usamos d, = d, = 3.
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mostramos H versus ¢t e em (B) C' versus t, ambos calculados com d, = d, = 3.
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6.6 Conclusdes e perspectivas

Neste capitulo, apresentamos uma proposta de generalizacdo do plano complexidade-entropia

para investigar padrées em duas dimensdes. Aplicamos o procedimento para estudar superficies

fractais, texturas de cristal liquido e superficies de Ising. Nessas aplicacdes, observamos que
os indices H e C sdo capazes de distinguir as diferentes rugosidades das superficies fractais.
Eles também identificaram transicdes de fases em cristais liquidos liotrépicos e classificaram
diferentes texturas caracteristicas em uma espécie de ordem de complexidade. Finalmente, sobre
as superficies de Ising, o método, além de identificar a temperatura critica do modelo, mostrou-se
bastante estavel apés ~ 10* passos Monte Carlo. Considerando esses resultados e adicionando-se
o fato de que o procedimento é simples e muito rapido do ponto de vista computacional, estamos
muito otimistas com o fato de que nosso método possa ajudar a reduzir as discrepancias entre
medidas de complexidade unidimensional e de dimensdes maiores.

Além de testar o método, alguns dos estudos que realizamos mostraram-se interessantes por
si s6s, como é o caso das diferentes texturas em cristais liquidos. Para tentar entender melhor se
é possivel relacionar os pardmetros C' e H com propriedades fisicas dos cristais liquidos, buscamos
colaboragdes com especialistas no tema. Além disso, existem véarios padrdes nessas texturas que
talvez merecam ser estudados usando o plano complexidade-entropia. No caso das superficies de
Ising, & bastante curiosa a evolucio dos pardmetros C' e H com o namero de passos Monte Carlo.
Em particular, os valores maximos de C' mostrados na Figura parecem ser aproximadamente
iguais e parece haver uma dependéncia com a temperatura reduzida na localizacdo desses ma-
ximos. Notemos que para temperaturas mais altas o maximo ocorre para um namero menor de
passos Monte Carlo. Além disso, quando o sistema estd na temperatura critica, o perfil de C'
versus ¢ apresenta ainda um valor minimo. Acreditamos que esses comportamentos curiosos e
extensdes do modelo Ising (por exemplo, o0 modelo de Pots) também mere¢am uma investigacdo
mais cuidadosa. Entretanto, nosso objetivo aqui foi apenas introduzir a nossa generalizacdo e
verificar que o plano complexidade-entropia pode ser Gtil para medir a complexidade de estruturas

com dimens3do maior do que um.
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Visao geral dos problemas

apresentados

Nesta tese, analisamos varios sistemas complexos com caracteristicas completamente diferen-
tes e que podem ser considerados, em sua maioria, como multidisciplinares. A multidisciplina-
riedade &, talvez, um dos mais interessantes e estimulantes aspectos desses estudos, visto que
o pesquisador é constantemente desafiado a interpretar resultados de diferentes areas do conhe-
cimento e, consequentemente, acaba por assimilar novos conhecimentos. Por outro lado, toda
essa variabilidade nos temas estudados, muitas vezes, n3o se reflete nas técnicas utilizadas nas
investigacBes. De fato, como o leitor deve ter notado, as técnicas utilizadas e a abordagem que
empregamos apresentam muitas caracteristicas semelhantes. Na maioria do casos, a pergunta
central que conduziu nossas analises é quase sempre a mesma: qual o tipo de dado que estamos
analisando? A depender dessa reposta, certo conjunto de ferramentas torna-se disponivel para
investigar e extrair padrdes do sistema em questdo. A Figura 1 ilustra esse processo para os
sistemas que aqui estudamos. A primeira distincdo que fizemos diz respeito & quantidade de
séries temporais relacionadas ao sistema. Por exemplo, nos capitulos (1| (primeira parte) e , as
informagBes sobre o sistema se concentravam em uma dnica série temporal: as amplitudes (in-
tensidades) sonoras e a intensidade do laser. Desse modo, os padrdes foram obtidos diretamente
da série temporal ou de séries derivadas da série original (intervalos de retorno, por exemplo).
Por outro lado, nos capitulos [3| e [4] o sistema era representado por um conjunto de dados: as
~70 mil partidas de xadrez e os ~2 mil jogos de criquete. Nesse caso, nossa abordagem esteve
focada em estudar propriedades difusivas ligadas a essas séries temporais. No capitulo [2, também
estudamos varias séries temporais associadas as musicas, porém, nesse caso, ndo ha sentido em
aplicar a abordagem difusiva. Por isso, focamos nos padr&es individuais das masicas buscando
uma classificagdo de complexidade. No capitulo[6], a abordagem foi um pouco diferente, visto que
a questdo central desse capitulo ndo era analisar dados e sim propor e aplicar um procedimento
para medir complexidade de estruturas bidimensionais.

Outra pergunta (talvez mais importante que a do paragrafo anterior) que buscamos responder
ao longo de nossas anélises diz respeito as consequéncias, implicacdes e aplicacdes dos padrées
encontrados. Para essa pergunta ndo temos uma resposta t3o direta como a que mostramos na
Figura 1. Pelo contrario, uma resposta satisfatéria pode muitas vezes consumir muito mais esforco
e tempo do que propriamente a analise dos dados. Ainda assim, acreditamos que fomos bem

sucedidos nesse aspecto na maioria dos problemas que abordamos. Por exemplo, no capitulo [1]
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propusemos a constru¢do de um “sensor social”; no capitulo [2 implementamos uma deteccdo
automatica de géneros musicais e revelamos o “empobrecimento’ das mdsicas populares; no
capitulo [3| conectamos os aspectos difusivos da vantagem nos jogos de xadrez com o processo
de aprendizagem coletivo e mostramos a importancia de perceber os erros dos oponentes; no
capitulo[4} relacionamos a meméria de longo-alcance com o fenémeno esportivo de “mio quente’;
no capitulo[5], nosso modelo simples identificou os principais ingredientes que produzem a dindmica
da intensidade do feixe laser que atravessa a amostra de agua fervente; finalmente, no capitulo [0
a aplicacdo do nosso método para medir a complexidade de imagens foi posta em pratica e

mostrou-se bastante promissora.
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Apéndice A

Correlacoes em séries temporais

A.1 Funcao de autocorrelacao

Medidas de correlacio sdo bastante comuns em estatistica e uma das mais populares é o
coeficiente de correlagdo de Pearson [183]. Este diz o qudo linear é a relagdo entre dois conjuntos

de variaveis z; e y; (1 € {1,2,...,n}), sendo definido como:

r = > i (@ = 7)(yi — ) N
Vw2 (i 9 (A1)

emque T =+>" x;ey==3" u. Esse coeficiente varia de —1 a 1, e r = 1 implica em
uma relacdo linear crescente perfeita entre os conjuntos x; e y; e r = —1 implica em uma relacdo
linear decrescente perfeita. Para r = 0 ndo ha uma relacdo linear entre esses dois conjuntos.

A ideia de Pearson conduz naturalmente a fungdo de autocorrelagid’] Basta imaginarmos
que, ao invés de investigar a correlacdo entre dois conjuntos, desejamos saber como os elementos
de uma série temporal est3o relacionados com seus préprios elementos defasados por uma ou
mais unidades de tempo. Suponhamos que z; (i € {1,2,...,n}) representa uma série temporal,
para a qual desejamos saber como é a correlacdo entre os elementos imediatamente espacados.

Para isso, podemos usar o coeficiente de Pearson aplicado aos conjuntos ©; = {21, 22, ..., 2,1}

ey; ={22,23,...,2,}, OU sgja,

r o= Zyz_ll (Zi B j)(zi-i-l - g) ) (A2)
S 0 S s — )

Se a série temporal z; é estacionarid®] e n é razoavelmente grande, podemos considerar que

IMuitas vezes referida apenas por funcdo de correlacio. Trata-se de um abuso de linguagem muito comum
na literatura em geral e este texto ndo é uma excecdo.

2Um processo estocastico x(t) & dito ser estacionario quando a sua distribuicdo de probalidade ¢ invariante
por translagdo temporal. Essa definicio &€ muitas vezes considerada bastante restritiva, dando origem a outras
definicdes mais amplas. Vejamos, por exemplo, a referéncia [52].
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n—1

T=y=zey . (z—2)*=>" (241 — y)? conduzindo a

Z;:f(zi — Z2)(2i41 — 2)
ST a—2f (A3)

r =

sendo z = %Z?:l z;. Naturalmente, essa ideia pode ser facilmente generalizada para elementos

espacados por k unidades temporais. Matematicamente, temos:

T =

SR = 2 (e — 2)
N TR (A4)

Essa altima quantidade é conhecida como funcdo de autocorrelacdo defasada em k unidades de
tempo (lag-k auto-correlation).
E interessante observar que o numerador da expressdo € uma generalizagdo da variancia.

De fato, a expressio

i
-

1
n—k

(2i = 2)(2i4k — 2) (A-5)

1

Cp —

i

é conhecida como covariancia, sendo que
1 n
N2
co= — E (z; — 2) (A.6)
n ‘<
1=

é precisamentd] a variancia da série temporal z,. Assim, podemos reescrever a funcio de auto-
correlacdo ((A.4) da seguinte maneira:

Ck,
. A7
Tk 0 ( )

Obviamente, esses resultados podem ser facilmente estendidos para o caso continuo. Com
relacdo a isso, é interessante notar que alguns autores usam diferentes denomina¢des para o caso
discreto e continuo, sendo a funcdo de autocorrelacdo no caso discreto também chamada de
coeficiente de autocorrelacdo. Para o caso continuo, a série temporal z; deve ser substituida pela

variavel estocastica z(t) com ¢ € R. Assim, a covariancia fica determinada por
C(r) = (x(t)z(t + 1)), (A.8)

em que (...) representa o valor médio sobre um conjunto de realiza¢des do processo estocastico

1
n—k—1

3Alguns autores usam uma definicdo ligeiramente diferente, sendo ﬁ substituido por

(A.5)), ou seja,

na equacao

1 n—k

e — Dz =2 (zk — 2).

i=1

Ck

Acredita-se que essa definicdo tenha um erro estatistico menor para amostras pequenas. Contudo, as duas
definices sdo praticamente indistinguiveis para séries de tamanho razoavel [183].
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que gera x(t). Uma vez definida a covariancia, podemos definir também a autocorrelagido

R(T) = : (A.9)

A definicdo na forma continua é bastante conveniente para descrever o tipo de memdria
existente na variavel estocastica z(t). Uma questdo fundamental diz respeito a existéncia ou ndo
de uma escala tipica para a func3o de autocorrelacdo. Para investigar essa questdo, consideremos
a integral [52]

/ R(T)dr (A.10)
0
e os trés cenarios descritos a seguir.

e Se a integral fooo R(7)dr é finita, entdo existe uma escala de tempo de meméria tipica, a

qual é chamada de tempo de correlagdo do processo x(t). Por exemplo:
- R(1) ~ exp(—fc) implica fooo R(7)dT ~ T;

— R(7) ~ exp(—Z") implica [;° R(7)dT ~ .

Tc

e Se aintegral [° R(7)dr é indeterminada, entdo é possivel que a funcdo de correlacio seja
o , 50 sej

oscilante. Por exemplo:

— R(7) ~ sin(at) conduz & uma integral oscilante que ndo pode ser determinada.

Nestes casos, dizemos que a correlacdo é harménica.

e Se aintegral [;~ R(7)dr ndo & finita, entdo ndo existe uma escala de tempo de memdria

tipica. Por exemplo:
— ~ 77—1 H . o0 ,,7_1
R(t) ~ 7" com 0 <n < 1implica [~ 7" 'dr — 0.
Variaveis aleatérias caracterizadas por uma funcio de autocorrelacdo do tipo

R(1) ~ "1 ou R(t) ~ 7177, (A.11)

com v = 1 — 1, sdo ditas serem correlacionadas de longo alcance (long-range correlated). Por
outro lado, variaveis aleatérias caracterizadas por fungdes de autocorrelagdo do tipo R(7) ~

exp(—-) sdo ditas serem correlacionadas de curto alcance (short-range correlated).

A.2 Invariancia de escala e movimento browniano fra-
cionario
Outra propriedade diretamente relacionada aos aspectos de correlacdo descritos na se¢do

anterior € a invaridncia de escala. De uma maneira matematica, dizemos que uma funcio

120



®(xq,x9,...) & invariante por escala (ou também autossimilar) sempre que
(1, T, ... ) = Y O(yPry, Yoxs, ... ). (A.12)

No caso de uma série temporal estacionaria, z; (i € {1,2,...,n}), um modo de investigar a

invariancia de escala é definir a série das flutuacées

Essa nova série & dita ser invariante por escala, autossimilar ou fractal se a distribuicio de

probabilidade de Az;(k) possuir a mesma forma funcional para diferentes valores de k, isto &,

Az;
p(Az, k) = k5 1\ ( x; ) , (A.14)

sendo J o expoente de escala e W(x) a fung¢do escala. Por exemplo, se z; representar uma série
temporal oriunda de um movimento browniano usual, ¥(x) sera uma gaussiana e 6 = 1/2. Outra
propriedade interessante das flutuaces de uma série fractal é a dependéncia em k do segundo

momento

=

n—

1
n—k

i

(Azi(k)?) = Azi(k)? ~ k% (A.15)

1

em que d é novamente o expoente de escala.

Podemos fazer a conexdo entre invaridncia de escala e correlacdes de longo alcance por meio
do movimento browniano fracionario. Assim como o movimento browniano usual pode ser visto
como a integracdo de um ruido branco, o movimento browniano fracionario é usualmente definido

por meio da seguinte integracdo estocastica [184]:

Bilt) =t (e = (- s

—0o0

. /;@_wd3<s>), 1o

naqual I'(y) = [;° 2~ exp(—z)dz, B(s) representa um movimento browniano usuale 0 < h < 1
é um parametro chamado de expoente de Hurst. Notamos que para h = 1/2 recuperamos o

movimento browniano usual, )
Bua(t) = / dB(s) . (A17)
0

Esse processo possui algumas propriedades, as quais nos limitaremos apenas a enuncia-lag’ Trata-
se de um processo estocastico estacionario e de valor médio nulo. Além disso, sua variancia é dada
por (By(t)?) ~ 2" e a covariancia & (By,(t)Bp(1)) ~ t* + 72" — |t — 7|*". Para investigarmos

a invariancia de escala no processo browniano fracionario, devemos considerar sua série das

*Uma descricdo detalhada pode ser encontrada nas referéncias [184, [185].
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flutuacdes ou dos incrementos,

1
ABh(T) = Bh(t+T) —Bh(t) = m
X {/tJrT(t + 7 —5)"Y2dB(s) — /t (t —s)"2dB(s)| . (A.18)

Usando essa definicdo, é possivel mostrar que ABy,(T) € invariante por escala, caracterizado por

uma fungdo escala W(x) gaussiana e
(ABy(7)?) ~ 7" (A.19)
Além disso, sua covaridncia é dada por
(ABL(T)ABL(T + k) ~ h(2h — 1)k*2 (A.20)

Por essas duas expressbes, podemos observar que, no caso dos incrementos do movimento
browniano fracionario (também chamado de ruido gaussiano fracionario), o expoente de escala
0 e o expoente da funcio de correlacdo de longo-alcance v estdo diretamente relacionados com
o expoente h de Hurst. De fato, por comparacdo direta das equacdes e com as
equacdes e (A.15), obtemos 0 = h e v = 2(1 — h). Essa relagdo entre invariancia de
escala e correlacées de longo alcance é a base para o método DFA que apresentaremos na préxima
sec¢ao.

Sabemos, ainda, que esses resultados valem em um cenario mais geral. Por exemplo, uma
caracteristica necessaria (mas n3o suficiente) para a validade da igualdade § = h é que funcdo

de escala ¥(x) tenha o segundo momento finito.

A.3 Analise de flutuacdes DFA

Um dos métodos mais utilizados para detectar correlacdes em séries temporais é o chamado
DFA, sigla inglesa para detrended fluctuation analysis. Ele foi proposto por Peng et al. [186]
(vejamos também as referéncias [187, (188, [189, [190]) para o estudo de correlagdes em séries
temporais construidas a partir do DNA. Como indica o nome, o método DFA analisa as flutuacdes
de séries temporais removendo uma possivel tendéncia local. Trata-se de um método de facil
implementacdo e que produz excelentes resultados mesmo para séries temporais moderadamente
pequenas (empiricamente, da ordem de mil termos).

Para apresentarmos o método, consideremos novamente uma série temporal z; (i € {1,2,...,1}).

O primeiro passo do DFA consiste em obter a série integral de z;, i.e.,

j=1
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Logo apés, dividimos a série integrada em s = [/n particdes ndo superpostas, de maneira que

cada particdo tenha n elementos, ou seja,

iyla Y2, ... 7yn}/7 {yn+17 Yn+2; - - - 7y2n}7 R 7:{y(s—1)n+17 Ys—1)n+25 - - - 7ysn];7 (A22)
em que wj(m) (7 € {1,2,...,n}) representa o conjunto dos elementos contidos na i-ésima

particdo. Para cada conjunto w](-z’") ajustamos um polinémio de grau v e obtemos a flutuacio
em torno desse ajuste

n

> [w — £,))2, (A.23)

Jj=1

1
n—1

(im) _

X2

em que f,(j) representa o polindmio ajustado ao conjunto w](-”"). Em seguida, calculamos o valor

médio dessa flutuacdo sobre todas as s particdes:

1/2

1 d i\
F(n) = gzng . (A.24)
i=1

Naturalmente, essa flutuacdo média serd uma funcio de n e estd diretamente relacionada com o

expoente de escala § da seguinte maneira:
F(n) ~n’. (A.25)

Para o caso em que a fungdo escala W(x) possui o segundo momento finito, teremos a igualdade
d = h. Nos casos em que V(z) ndo possui o segundo momento, o DFA pode conduzir a falsas
correlagdes. Na pratica, costuma-se aplicar o método na série embaralhada de maneira aleatéria
para verificar a validade da igualdade 6 = h. Se h # 0,5 for obtido para a série embaralhada, nada
podemos dizer sobre o expoente h da série ndo embaralhada. Por outro lado, se h ~ 0,5 para
a série embaralhada, o expoente h da série original sera verdadeiramente o expoente de Hurst
para aquela série. Nos resultados apresentados neste texto, todas as analises DFA conduzem a
h ~ 0,5 para as versdes embaralhadas da série temporal em questdo. Além disso, utilizou-se um
polinémio de grau 1 em todas as analises DFA apresentadas neste trabalho.

A derivacdo do resultado pode ser encontrada na referéncia [191] para o caso em que
remove-se uma tendéncia linear (v = 1). Para evitar as longas (embora simples) manipula¢cdes
algébricas relacionadas a remoc¢3o das tendéncias, apresentaremos uma deducdo considerando o

L. - o . ~ i)
caso em que a série x; ndo apresenta tendéncias. Sob essa hipétese, calcular a flutuacio XS )&
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o mesmo que calcular (y?), ou seja,

o () () g5

)

= D D)+ (waw)

=1 =1 kAj
= i)+ YY)
J=1 k#j
= i) +2 36~ 9)C0). (1.26)

em que C(|k — j|) = (x;x)). Agora, supondo i > 1, podemos aproximar a soma do segundo

termo de ((A.26)) pela integral
i—1 i 7
2) (i = 5)C3) ~ / (i = H)C()dj ~ / (i = )i dj, (A.27)
considerando que a fungdo correlagdo seja uma lei de poténcia, C'(j) ~ 777, com 0 < v < 1.
Assim, obtemosl
(W2) ~ T 4 0l + (= 1) =i (A28)

J
na qual o termo dominante é
(y7) ~ @772, (A.29)

visto que estamos considerando ¢ muito grande. Notemos que esse deslocamento quadratico
médio cresce mais rapido que uma fungdo linear, correspondendo a um processo superdifusivo.
Finalmente, substituindo esse resultado em (|A.24]) e imaginando que i faca o papel de [, encon-
tramos

Fy~1'!2 F)~1" ou FI)~1, (A.30)

em que usamos h =1 — /2 e 0 = h. Se a série for correlacionada de curto alcance, C(j) decai
exponencialmente e o primeiro termo em (A.26)) sera dominante, conduzindo a (y?) ~ ¢ (difusdo
usual) e F(I) ~ I'/2, de modo que h = 0,5 indica auséncia de correlagdes de longo alcance,
como ja haviamos discutido. Observemos que a validade desses resultados esta condicionada a
existéncia do segundo momento (7).

A aplicagdo da equacdo ((A.30]) é bastante simples: basta calcular essa funcdo de flutuagdo
para um conjunto de valores de [ e construir um grafico log-log ou um gréafico linear de log(F')
versus log(n). A inclinagdo dessa reta serd numericamente igual ao expoente d. Observemos
que uma das engenhosidades desse método estd no fato dele construir diversas trajetérias, apro-
ximadamente independentes, a partir de uma anica série temporal. Isto faz com que, mesmo

para séries moderadamente pequenas, os erros envolvendo a determinacdo do expoente h sejam
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pequenos.
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Apéndice B

Teste de hipotese de
Kolmogorov-Smirnov e o método

bootstrapping

B.1 Teste de Kolmogorov-Smirnov

Suponhamos que tenhamos uma amostra de nimeros aleatérios A = { X3, X», ..., X,,} cuja
distribuicdo de probabilidade P(x) ndo é conhecida, mas pode ser estimada dos dados como
P,(x). O teste Kolmogorov-Smirnov [192] 193] verifica estatisticamente a hipétese de que P(x)
seja uma dada distribuicdo P,(x). O problema posto, em uma linguagem mais estatistica, consiste

em decidir entre duas hipéteses:

Hy:P = P,
H :P # P, (B.1)

sendo H, denominada hipétese nula e H; é a hipétese alternativa. Para apresentarmos o método

devemos, primeiro, definir a distribuicido acumulada empirica dos dados
1 n
Fz)=P(X <z)== I(X; <), B.2
W)= P <0 = 3 <0 (8.)

em que a funcdo [ retorna 1 se X; < x e 0 caso contrario, desse modo, o somatdrio representa o
namero de elementos em A menores do que x. Além disso, precisamos também da distribuicio

acumulada de P,(x), ;
@)= [ Py, (83)

O teste de Kolmogorov-Smirnov consiste em calcular a distancia estatistica

Dy = v/nsup, e g [Fu(r) — Fi()] (B.4)
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na qual sup, . p é o supremo do conjunto das distancias. A decisdo do teste baseia-se na seguinte
regra:
N3o podemos rejeitar Hy se D, < c,.

N3o podemos rejeitar H; se D, > c,.

O valor limiar ¢, depende do nivel de significincia « e pode ser encontrado em livros de tabelas

estatistica [194]. Essas tabelas sdo determinadas, em geral, ao resolver-se a equagéo
a=1-K(c), (B.5)

sendo K a distribuicdo acumulada de Kolmogorov-Smirnov, definida por [195]
K(c) =1-2) (—1)"exp(—2i’c,). (B.6)
i=1

Por exemplo, para termos 95% (a = 0,05) de probabilidade do teste de hipé6tese estar correto,
teremos
0705 =1- K(Cg705) = Co,05 ~ 1,36. (B?)

Além disso, € muito comum o calculo do chamado pyaier (valor p ou p-value), que é a probabilidade
de se obter uma distancia estatistica menor do que a D,, que foi observada, supondo que a hipétese
Hy seja valida. Esse valor pode ser calculado usando a distribuicdo das distancias D,, que é dada
pela distribuicdo de Kolmogorov-Smirnov (equagéo no limite de n — oo. Assim, o valor p
pode ser aproximado por pyaior & K (D,,). O teste de Kolmogorov-Smirnov é considerado como
estatisticamente significante quando pyaor > .

O teste de Kolmogorov-Smirnov também permite comparar duas distribuicbes empiricas e
dizer se elas sdo idénticas. Esse é o chamado teste de duas amostras de Kolmogorov-Smirnov.
Nesse caso, suponhamos que tenhamos o conjunto de dados A = {X;, X5,...,X,,} e o con-

junto de dados B = {Y1,Y5,...,Y,,}. A partir desses dados, podemos calcular as distribuicdes

acumuladas .
Fulr) = PuX <o) = 2 Y I(X; <) (88)
Con() = Po(Y < ) = %iz(yi <) (.9)

H:F # G. (B.10)
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Para isso, basta calcular a distancia estatistica

mn
D,,,= - sup, c g | Fn(z) — G ()] (B.11)

€ usar as mesmas regras do teste para uma amostra.

B.2 Meétodo bootstrapping

Suponhamos que tenhamos uma amostra aleatéria A = { X1, Xo, ..., X,,} e que desejamos
estimar alguma medida estatistica § dessa amostra e também os intervalos de confianca dessa
estimativa (por exemplo, 0 pode ser o valor médio ou a variancia de A). Um modo de se obter
esses intervalos de confianca é usando o procedimento conhecido como bootstrapping [196]. O

método consiste em obter o valor de 6 para os subconjuntos
B, = {Y1,Ys,...,Y,} (B.12)
em que Y; é um elemento de A escolhido aleatoriamente. Assim, teremos um novo conjunto
© = {0[By],0(Bs],...,0|By]}, (B.13)

a partir do qual podemos determinar os intervalos de confianca ((é[A])inferiOr e (é[A])super;o,) de

0[.A] com nivel de significancia «a, definidos como

(é[ADinferior = Qa/Q[@] (814)
(O[ADsuperior = Q1-a/2[0], (B.15)

em que Qﬁ é o p-quantil da distribuicdo de probabilidade dos elementos de ©. Qg retorna o
valor de z tal que a probabilidade de encontrar um evento menor do que x seja [3; por exemplo,

@1/2[./4] retorna a mediana do conjunto A.
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Apéndice C
Calculo da variancia da expressao 3.6

Para obter a variancia 3.6, consideramos a equacdo 3.5
Ai(m +0,5) = A;(m) + ®; +n(m)

e assumimos que a variavel discreta m torna-se uma variavel continua t. Nessa aproximac3o,

podemos rescrever 3.5 como
dA(t)
dt
Desse modo, temos uma equacdo de Langevin, porém na presenca de dois ruidos de naturezas

=+ (). (C.1)

diferentes. O termo 7)(t) esta associado a evolugdo temporal de A(t) e ira produzir um ensemble
de trajetérias para cada possivel valor de ®. Por outro lado, os diferentes valores de ® produzem
outro ensamble. Denotaremos por (... ), as médias associadas ao primeiro ensamble e (... ) as
médias associadas ao segundo ensamble. Sabemos, ainda, que o ruido 7(¢) possui média nula,
(n(t)), =0, e ndo é correlacionado, (n(t')n(t")), = bé(t' —t"). Aqui, b &€ uma constante e § é a
funcdo delta de Dirac.

O primeiro passo para obter a varidncia 3.6 é integrar a equacdo [C.1{ com relacdo a t, obtendo
t

Aty =Ap+ Pt + / n(t)dt', (C.2)
0

sendo Ay a condi¢do inicial para a equacdo [C.1] Calculamos, em seguida, os valores médios

(A(t)), — A0+¢>t+/t<n(t/)>ndt,
= Ay + ot (C.3)
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t
(At)%), = AP+ 0°t*+24,Pt+ 2A0/0 (n(t")), dt'

t t 4

20t [ enar+ [ [ @), avae
0 0 0

= AZ4 2400t + bt + P2

Resta-nos calcular os valores médios no ensemble de @, i.e.,

{A))n)e = Ao + (®)at

(A()*))e = AJ + 240 (P)p t + bt + (D)t .
Finalmente, podemos escrever a varidncia da vantagem como
ot = (A1) )n)e — (((A(t))n)s)”

= b+ (2% — (0)3)
= bt+o3t*.

(C.7)

Assim, para escolhas convenientes de b ou ¢ suficientemente grande, é possivel obter o2 ~ ¢2.
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Apéndice D

Possivels conexoes com a Mecanica

Estatistica Nao Extensiva

Este apéndice foi adicionado apés a defesa da tese e visa a responder algumas indagacdes
dos membros da banca relacionadas a possiveis conexdes entre alguns resultados desse trabalho
e a chamada Mecénica Estatistica Ndo Extensiva. Iniciaremos com uma pequena introducdo
ao tema e, posteriormente, pontuaremos sobre alguns resultados que podem ser ajustados por

funcdes presentes nesse formalismo.

D.1 Breve introducao a Mecanica Estatistica N3ao Ex-

tensiva

A Mecanica Estatistica Ndo Extensiva foi inicialmente proposta por Tsallis [197] como uma
extensdo da Mecanica Estatistica Boltzmann-Gibbs. A ideia inicial foi substituir a forma funcional

da entropia de Shannon pela expressao

Sy = kim : (D.1)
qg—1

sendo k uma constante, W o nimero de estados acessiveis ao sistema, p; a probabilidade de
encontrar o sistema ocupando o i-ésimo estado e ¢ € R um pardmetro. Observamos que essa
forma funcional tem como caso particular a entropia Shannon no limite de ¢ — 1 e, portanto, a

Mecanica Estatistica Ndo Extensiva contém a de Boltzmann-Gibbs.
A entropia S, compartilha varias propriedades importantes do ponto de vista da Termodina-
mica com entropia de Shannon. Entre elas: ndo negatividade, valor extremo na equiprobilidade
dos estados e concavidade. Entretanto, S, é intrinsecamente n3o aditiva, i.e, para dois sistemas

independentes (A e B) a relagdo

Sg(A + B) = 54(A) + 54(B) + (1 = ¢)5,(A)5(B) (D.2)
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é valida para todo valor de ¢. Além disso, se compusermos um sistema de um namero n de
subsistemas independentes S, é ndo extensiva para g # 1 (desse fato segue a denominagdo de
Mecanica Estatistica Ndo Extensiva). Por outro lado, se compusermos um sistema de um niimero
n de subsistemas dependentes em alguma maneira n3o trivial, a entropia de Shannon sera n3o
extensiva, enquanto a entropia .S, pode ser extensiva para algum valor de q. As referéncias [140),
147, 198|199, [200] reportam sobre alguns sistemas nos quais essa propriedade se manifesta.
Um outro resultado importante relacionado & Mecéanica Estatistica Ndo Extensiva é que a
distribuicdo de um sistema em equilibrio, que seria gaussiana em uma situacdo usual, no é
gaussiana. De fato, ao usarmos vinculos convenientes [201], o processo de maximiza¢do da

entropia S, conduz a fungdo

Py(w) = Ay L+ (1= By = 1] 0 (Yg € Rlg <3) (D3)
na qual A,, B, e ju, sdo constantes relacionadas a normalizagdo de F,(x) e ao valor médio e
desvio padrdo de z. A distribuicdo P,(z) é conhecida como g-gaussiana e é uma extensdo da
distribuicdo gaussiana (recuperada quando ¢ — 1). As g-gaussianas possuem uma cauda longa
(i.e., leis de poténcia como comportamento assintético) quando ¢ > 1 e apresentam um suporte
finito quando ¢ < 1.

Dentro do formalismo da Mecanica Estatistica N3o Extensiva é comum a utilizacdo de al-
gumas “funcdes especiais’ que tornam a notacdo e as expressdes do formalismo mais elegantes.
Além disso, existem relacdes mais elementares do formalismo que se tornam mais evidentes ao

utilizarmos essas funcées. Do mesmo modo que a exponencial é a solucdo da equacio diferencial

(v(0) = 1) )
D) ), (04

a chamada g-exponencial é a solu¢do da seguinte equagdo diferencial ndo linear (y(0) = 1)

ou seja,
1

ya) = (1+ (1= g)a)=1 = eg(x) . (D.6)

Assim, podemos também definir a fungdo inversa de e,(z) como

T —1

- = In,(z), (D.7)

g(z) =

a qual é denominada ¢-logaritmo.

Com as definicdes anteriores é possivel re-escrever a entropia de Tsallis como

W
Sq = _kng In, (p;) (D.8)
i=1
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e as distribuicdes ¢-gaussianas como
Py(x) = Ag e Brlamna)” (D.9)

Muitos trabalhos tém sido feitos dentro desse formalismo e consequentemente uma vasta
lista de referéncias relacionadas ao tema esta disponivel (veja http://tsallis.cat.cbpf.br/
biblio.htm). Varios desses trabalhos buscam evidéncias de que o formalismo ndo extensivo
possa ser Gtil em situacdes distantes do equilibrio onde a hipétese de caos e ergodicidade deixam
de ser validas e, consequentemente, a Mecanica Estatistica Boltzmann-Gibbs deixa de ser o
formalismo ideal para tratar desses sistemas. Em geral, ao tratar de sistemas complexos, a
hipétese de equilibrio termodindmico, muitas vezes, sequer faz sentido e, portanto, & possivel que
funcdes relacionadas ao formalismo n3o extensivo possam ser encontradas na analise de dados
oriundos de sistemas complexos. Nas secdes que seguem, tentaremos fazer tais conexdes com

alguns dos resultados apresentados nessa tese.

D.2 Dinamica sonora de aglomeracoes humanas

No Capitulo 1, no qual estudamos os sons de aglomeracées humanas, varios desvios do que
podemos chamar de comportamento trivial (distribuicdo gaussianas, auséncia de correlagdes e
distribui¢des exponenciais para intervalos de retorno) foram reportados. Em particular, a dis-
tribuicdo das amplitudes sonoras normalizadas difere muito de uma gaussiana e visualmente se
parece com uma ¢-gaussiana. Desse modo, a primeira conexdo que buscamos verificar foi com
essa distribuicdo. Essa anélise € mostrada na Figura [D.1] na qual as distribuicdes empiricas s3o
confrontadas com a distribuicdo ¢-gaussiana. Nesse ajuste, devido as amplitudes possuirem média

nula e desvio padrdo unitario, a distribuicdo g-gaussiana pode ser escrita como

_ Vi1 () (1—(1—q) i ) (D.10)
ﬁmr(ﬁ_@ 5—3q

Pygauss()

ou seja, o Gnico parametro a ser ajustado é q. Observamos na Figura que a g-gaussiana
é certamente um descricdo muito melhor do que a gaussiana que mostramos na Figura [1.2]
Entretanto, é possivel observar que enquanto a regido central da distribuicdo (entre 4 desvios
padrdes) é muito bem descrita, a g-gaussiana subestima a calda da distribui¢cdo empirica. Durante
os ajustes, também consideramos um maior peso para as caldas, o que torna o ajuste melhor
naquela regido; contudo, o ajuste na parte central deixa de ser tdo bom.

Outra possivel conexdo com a Mecénica Estatistica Ndo Extensiva aparece na analise dos
intervalos de retorno da Figura [1.4, Naquela analise, consideramos como possiveis candidatas
a ajustar os dados empiricos as distribuicdes exponenciais stretched [48, 149, 50] e Weilbull [51]

(equagdes e[L.2). Vamos agora considerar também a distribuicdo g-exponencial que aqui
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---- g-gaussiana

Distribuicdo de probabilidade

-10 -5 0
Amplitude normalizada, A

Figura D.1: Distribuicdo de probabilidade das amplitudes sonoras normalizadas A(t) para
trés gravagdes tipicas (circulos, quadrados e triangulos) em comparagdo com a distribuicdo
g-gaussiana dada pela equacio para ¢ = 1,38 (linha tracejada).

pode ser escrita como

~ 32 <1_(1_Q)3_x2q)1q7 (D.11)

visto que os intervalos de retorno escalados possuem média unitaria. A Figura mostra a
comparacdo entre a distribuicdo ¢g-exponencial e a distribuicio empirica dos intervalos de retorno.
Ainda que o acordo como os dados empiricos n3o seja muito bom, é possivel observar que a
distribuicdo g-exponencial fornece um acordo superior as distribuicdes stretched e de Weilbull
(Figura[L.4).

Ainda sobre os dados do Capitulo 1, investigamos se a distribuicdo das volatilidades das
amplitudes sonoras pode ser descrita por funcdes ligadas ao formalismo n3o extensivo. Nesse
caso, existem alguns trabalhos na literatura que descrevem com sucesso dados relacionados ao
volume de movimenta¢&o financeira em bolsas de valores [202] [203]. A distribuicdo que esses

autores utilizam pode ser definida como

(q—l)“F<qT11)
er(L—a—Qr(aﬂ)

q—1

Py gamma (z) =

G -a-0)”™” . on

a qual pode ser considerada como uma generalizacdo da distribuicdo gamma (no limite de ¢ — 1).
Na Figura [D.3] confrontamos essa distribuicdo com a distribuicdo empirica das volatilidades.
Diferentemente dos dois casos anteriores, a distribuicdo definida pela expressdo esta mais
distante de um bom acordo com os dados empiricos. Note que dois ajustes foram realizados, um

utilizando método do minimos com 2 obtido a partir do logaritmo dos valores das probabilidades
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Figura D.2: Distribuicdo dos intervalos de retorno escalados 7;/7 considerando as inten-

sidades sonoras da Figura [L.IB e trés valores limiares: 1 (quadrados), 2 (circulos) e 3
(triangulos). A linha tracejada é a distribuicdo g—exponencial com ¢ = 1,47.

(linha continua) e outro utilizando x? usualmente (linha tracejada).

Distribuicao de probabilidade

- 2
10 r — == Gamma g-generalizada (X em log) \

Gamma g-generalizada (Xzem usual)

10° 10
Volatilidade, v,

Figura D.3: Distribuicdo da volatilidade v,, definida na equacéo e calculada para as
amplitudes da Figura . Aqui, consideramos cinco janelas: w = 1 (quadrados), w = 2
(circulos), w = 5 (tridngulos), w = 10 (losangos) e w = 100 (pentagonos), sendo w
em unidades de centésimos de segundo. A linha tracejada é a distribuicdo gamma ¢-
generalizada com o = 22,52, § = 0,01 e ¢ = 1,03, e a linha continua é a mesma distribuicao

para a = 26,69, # = 0,01 e ¢ = 1,02.
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D.3 Dinamica da vantagem e dos erros no xadrez

Nesta secdo, investigamos conexdes entre o formalismo n3o extensivo e as distribuicdes da
vantagem e magnitude dos erros em partidas de xadrez. Na Figura[3.5, mostramos a distribui¢3o
da vantagem normalizada (apés subtrair a médio e dividir pelo desvio padrdo) em compara¢do com
a distribuicdo gaussiana de valor médio nulo e desvio padrdo unitario. Claramente, a gaussiana
ndo é uma boa descricdo para esses dados empiricos e, por isso, realizamos um ajuste a esses
dados utilizando a g-gaussiana da equacdo [D.10] A Figura [D.4] mostra esses ajustes para as
distribuicdes acumulas da vantagem para todas as partidas agrupadas por resultado. Notamos que
g-gaussiana representa uma descricdo bastante superior (ainda que desvios sistematicos possam

ser observados).
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Figura D.4: Distribuicdes de probabilidade acumuladas da variavel normalizada {(m) (equa-
¢do ao considerar os valores (A) positivos e (B) negativos de £(m) para partidas que
terminaram em empate e os valores (C) positivos e (D) negativos de {(m) para partidas
que terminaram em vitéria. Em todos os graficos, a linha tracejada representa a distribui-
¢30 acumulada g—gaussiana de média zero, varidncia unitaria e pardmetro ¢ indicado no
grafico.

No caso da distribuicio das magnitudes dos erros, a distribuicdo do formalismo n3o extensivo

a ser testada é a ¢g-exponencial
Prew(@,A) =A(2-q)(1— (1 —g)Az)™, (D.13)
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visto que a magnitude do erro é sempre positiva. Para esse ajuste, temos dois pardmetros (\ e q)
pois a distribuicio empirica dos erros ndo apresenta nenhuma restricio quando aos momentos dos
erros. Na Figura [D.5] mostramos os ajustes da g-exponencial para os erros do jogador Magnus
Carlsen. Note que, as g-exponenciais ndo fornecem um ajuste superior ao da log-normal e, para
esse ajuste, o teste de Kolmogorov-Smirnov rejeita a hipdtese g-exponencial. Para os demais
jogadores, ndo podemos rejeitar a hipdtese g-exponencial em 0.5% dos jogadores nas partidas

terminadas em empate, 1.3% para vitérias e 2% para derrotas.

O Derrotas
¢ Vitérias
o

Empates

Distribuicdo acumulada
o
N

e — A=4.06,g=1.23 E

F — 2=5.50,g=1.15 -

[ — A=11.6,g=1.30 o) i

Magnus Carlsen © 7

10_2 _2' e uul _1' — 0 E— 1
10 10 10 10

Erro, €

Figura D.5: Distribuicdo de probabilidade acumulada da magnitude dos erros € cometidos
por Magnus Carlsen (atual melhor jogador do mundo) em partidas em que ele perdeu (circu-
los), ganhou (losangos) ou empatou (quadrados). As linhas continuas sdo distribuicdes de
probabilidade g-exponenciais (equagdo com valores de A e ¢ indicados nos graficos.
Os valores p do teste de Kolmogorov-Smirnov sdo todos menores do que 0.01 e, portanto,
a hipétese de que a g-exponencial descreva esses dados é rejeitada.

D.4 Dinamica de bolhas em agua fervente

Nesta altima secdo, investigamos conexdes do formalismo n3o extensivo e os intervalos de
retorno relacionados a dindmica de bolhas em agua fervente. Como ja dissemos, processos
estocasticos gaussianos e n3o correlacionados apresentam uma distribuicdo exponencial [144]
para os intervalos de retorno. Se mantivermos a distribuicdo desses processos gaussiana e os
correlacionarmos como no movimento browniano fracionario, a distribuicdo dos intervalos de
retorno passa a ser a distribuicdo de Weilbull [144]. Para o melhor do conhecimento do autor,
ndo existe uma teoria que considere os dois cenarios, i.e., que descreva o comportamento dos
intervalos de retorno quando o processo estocastico é n3o gaussiano e correlacionado. Nesse
sentido, empregar outras distribuicdes para descrever os intervalos de retorno nessas condicdes

parece ser um problema em aberto.
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Retomando aos dados da dindmica de bolhas em agua fervente, mostramos na Figuras 5.3 e
5.5 que ambas as distribuicdes exponencial e de Weilbull (e também a exponencial stretched) ndo
podem descrever esses dados. De fato, como discutimos anteriormente, a intensidade do laser
é correlacionada de longo alcance e ndo é normalmente distribuida; portanto, estas distribuicdo
devem ser vistas apenas como aproximacdes. Aqui, na tentativa de descrever melhor os inter-
valos de retorno, vamos utilizar duas distribuicdes relacionadas ao formalismos n3o extensivo, a

distribuicdo g-exponencial [204), [205]

2—q T 1-q
Pq-exp<x> = 3_—2q (1 — (1 — q)3_—2q) s (D14)

e também a distribuicdo de Weilbull g-generalizada (g-Weilbull)

Pyweivat () =7 (2 — q) Az (1 — (1 — q)A ") (D.15)
em que B
) )
A () |
qg—1

Na forma como est3o escritas, essas distribuicdes apresentam média unitaria e, por isso, ajustamos
os seus parametros utilizando os intervalos de retorno escalados ({ = 7/7,). A Figura
mostra esses ajustes. Observamos que ambas as distribuicdes representam descri¢des superiores
as distribuicdes exponencial e de Weilbull. Em particular, para esses dados, a distribuicdo ¢-
Weibull (que possui um pardmetro a mais) mostra-se ligeiramente superior a g-exponencial.
Desse modo, podemos sugerir que o uso que tais distribuicdes para ajustar intervalos de retorno
fornece uma melhor descricdo quando a serie original (da qual obtemos os intervalos de retorno)
é ndo gaussiana e correlacionada. Devemos ressaltar que esse topico merece uma investigacio
mais sistematica, na qual poderia se avaliar melhor o efeito conjunto da série original ser nio

gaussiana e correlacionada.
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Figura D.6: Distribuicdo de probabilidade dos intervalos de retorno escalados (¢ = 7/7,)
para oito valores do limiar igualmente espacados entre 0,1 e 0,9. A linha continua é uma
distribuicdo g-exponencial (equagéo com g = 1,22 e a linha tracejada uma distribuicdo
g-Weilbull (equagéo comqg=1,35e~=1,3l.
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