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ABSTRACT

In this work we perform a comparative study hetween two generalizations of the Bogo-
liubov inequality in the context of nonextensive statistical mechanics wich is characterized
by the entropic parameter ¢q. This study is based on a simple model: an one-dimentional
anarmonic oscilator approximate by a particle in a square well. Such model is enought
simple in order enable us to calculate the exact free energy and then compare it with the
approximations. It is possible to verify that in one of the genralizations: that of Lenzi,
Malacarne and NMendes; we can perform the concerning calculations easer than that one
from Plastino and Tsallis. In particular, there are cases where to em ploy this last genrali-
zations is harder than (when it is possible) that to obtain the exact result. For an interval
of parameters (¢ < 1), the first generalization leads to a better approximation than the
second one. In the other region of the entropic parameter q (2 > g > 1) the situation is
reversed. When ¢ = 1. the results come from the generalizations coincide with the usual

one.



RESUMO

Neste trabalho, realizamos um estudo comparativo entre duas generalizacoes das de-
sigualdades de Bogoliubov, no contexto da mecanica estatistica nao-extensiva de Tsallis
que é caracterizada pelo parametro entropico q. FEsse estudo est4 baseado em um modelo
simples: um oscilador anarménico unidimensional aproximado por uma particula num
pogo quadrado. Tal modelo é simples o suficiente para que possamos calcular a energia
livre exata e entdo compara-la com as aproximacoes. E possivel observar, que em uma das
generalizagoes: a de Lenzi, Malacarne e Mendes: conseguimos fazer os cilculos envolvidos
mais facilmente que na outra, a de Plastino e Tsallis. Em particular, existem casos em
que usar essa ultima generalizacio é mais dificil (quando possivel) que obter o proéprio
resultado exato  Numa faixa de parimetros (7 < 1) a primeira generalizagio conduz a
uma melhor aproximacao que a segunda. Quando ¢ = 1, os resultados advindos das duas
generalizagoes coincidem com o do caso extensivo (0 ndo generalizado). Por sua vez, para
outra faixa de parametros entrépicos (2 > ¢ > 1) a situacao fica invertida.
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Capitulo 1

Introducao

Na descri¢ao de sistemas de muitas particulas emprega-se em geral um ferramental
estatistico. Um exemplo notério de tal situacao é a mecanica estatistica estudada nos
cursos basicos de fisica, que muito de seu desenvolvimento se deve a Boltzmann e Gibbs.
Nas referéncias [1, 2, 3, 4, 5, 6] temos uma amostragem da mecanica estatistica usual e da
termodinamica. Supondo que o sistema estudado tenha N particulas, essa teoria trata de
situagoes com N da ordem do mimero de Avogrado: 6,02 x 10%*. Um aspecto bdsico dessa
teoria é a presenca de grandezas extensivas e intensivas. As extensivas sao proporcionais
a N e as intensivas nao variam com N,

Para compreendermos melhor o sentido dessas afirmagGes, as ilustraremos por meio
de um exemplo. Consideremos uma sala que contenha apenas um determinado volume de
ar a uma dada temperatura. A seguir, a dividiremos em duas outras partes iguais, sem
interferir no sistema em questao (uma divisdo ficticia). Em conseqiiéncia, a energia total
(energia interna) de cada parte é proporcional ao nimero de particulas de ar interno a
subdivisao correspondente. Por outro lado, a energia interna para todo ar da sala é igual
a soma das energias das duas subdivisées e, portanto, proporcional & quantidade total
de particulas dentro do volume em questao, independentemente de fazermos subdivisoes
ou nao. No entanto comportamento totalmente diferente ocorre com a temperatura: é a
mesma qualquer seja uma das partes, isto é, se subdividirmos ou nao a sala. Assim, a
energia interna é um exemplo de grandeza extensiva e a temperatura de intensiva.

Do ponto vista da interagio entre as particulas de um dado sistema, a caracteristica
basica que garante a extensividade da energia interna é justamente o fato dessa interagio
ser de curto alcance (por exemplo, veja o cap. 9 da ref. [4]), que naturalmente ocorre
entre as particulas que compoem a porcao de ar de nossa sala.

Quando empregamos o qualitativo “usual” para nos referirmos A mecanica estatistica,
descrita nas referéncias jd citadas, é porque, naturalmente temos em mente pelo menos
outra possibilidade. Isso ocorre, por exemplo, quando as interacdes entre as particulas
que formam o sistema sao de longo alcance. Nesse sentido, uma proposta de generali-



zacao da mecanica estatistica usual tem, nos 1iltimos anos, sido investigada por Tsallis e
colaboradores (revisdes sobre o tema podem ser encontradas nas referéncias [7, 8], assim
como uma ampla bibliografia atualizada est4 disponivel num sitio da rede internacional de
computadores(9]). Mais comumente, tal mecinica estatistica vem sendo denominada por
estatistica de Tsallis, mecanica estatistica nao-extensiva de Tsallis e mecanica estatistica
nao-extensiva. No decorrer deste trabalho, adotaremos em geral a 1iltima delas: mecdnica
estatistica nao-exrtensiva.

O marco fundamental da mecanica estatistica nao-extensiva é o trabalho de Tsallis[10]
de 1988. Nesse trabalho, uma generalizacao da entropia usual foi proposta (em geral deno-
minada de entropia de Tsallis), e maximizada sob certos vinculos. Um deles é a condicio
de normalizacao para o conjunto de probablidades e 0 outro est4 relacionado a um valor
médio para a energia. A partir disso, as virias investigagoes seguiram duas vertentes:
aquelas visando aplicagoes e outras direcionadas para o estudo de aspectos formais da
teoria. Com o intuito de nao alongarmos, apresentaremos apenas um conjunto represen-
tativo das aplicacaes. Sao elas, difusio anémala do tipo Lévy[11, 12, 13, 14, 15]; difusdo
anomala do tipo correlacionadal16, 17, 18, 19]; turbuléncia em plasma de elétron pu-
ro em duas dimensées(20, 21]; velocidades peculiares em galdxias[22]; reassociacio em
proteinas dobradas(23); difusio da Hydra Vulgaris[24]; turbuléncia completamente de-
senvolvida e mecardos finaceiros|25, 26, 27]. Em relacio aos desenvolvimentos formais,
temos como exemplos o estudo de sitemas dinamicos(28, 29, 30, 31|, métodos de oti-
mizagdo[32, 33, 24, 35], estudo de propriedades relacionadas com entropias(10, 36, 37]
e métodos de calculo[38, 39, 40, 41, 42]. No tocante aos métodos de calculo vincula-
dos a mecanica estatistica niao-extensiva destacamos trés deles: o método das fungoes de
Green (38, 39, a teoria de perturbagao[41, 42] e o método variacional[40, 41, 42).

Este trabalho, portanto, enquadra-se Justamente na vertente dos desenvolvimentos
formais, pois realizamos um estudo vinculado a uma técnica de cédlculo muito emprega-
da na mecanica estatistica usual: o método variacional, que em geral, estd baseado na
desigualdade de Bogoliubov. No contexto da mecanica estatistica nao-extensiva, a desi-
gualdade de Bogoliubov foi estendida de duas maneiras distintas. Uma delas estd presente
na referéncia [40] e a outra nas [41] e [42]. Com base nessas duas generalizagoes, focaliza-
mos um estudo comparativo entre ambas. Nessa investigacao, consideramos uma familia
de sistemas suficientemente simples de forma, que pudéssemos determinar exatamente a
energia livre e também calculd-la de maneira aproximada. E a partir disso obter uma
comparagao detalhada do grau de aproximagao que eles fornecem, assim como da faci-
lidade de aplicagao de ambas. A familia de sistemas utilizados neste trabalho é aquela
de uma particula num espaco unidimensional sujeita a uma energia potencial da forma
knlz|". Tendo ccmo fundamento essa familia de sistemas, verificaremos no desenvolver
desta monografia que a generalizacao da desigualdade de Bogoliubov apresentada nas re-
feréncias [41] e [42] é mais fAcil de ser tratada que aquela referida na [40]. Além disso,
esses exemplos indicam, que a depender da regido de parametros , uma das generalizagdes
aproxima-se mais do resultado exato do que a outra. Na apresentagiao da presente dis-
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sertacao, no que diz respeito aos procedimentos de cilculo, esforcamo-nos para fazer uma
introdugao coerente e o suficientemente simplificada A mecanica estatistica nio-extensiva.

Nessa diregao, esta monografia estd distribuida em oito capitulos, sendo o primeiro
deles o presente. O segundo, por sua vez, contém uma revisio suscinta versando sobre
a mecanica estatistica extensiva (Boltzmann-Gibbs), ou seja, a usual. Essa exposi¢ao
resumida contém alguns aspectos bdsicos, que servem para fixar a notacao empregada no
decorrer deste trabalho e de modelo para os desenvolvimentos dos capitulos subseqiientes.
Maximizando a entropia, sujeita a vinculos apropriados, obtém-se as distribuigbes micro-
canonica e canonica. Para os outros capitulos sio feitas aplicagdes simples, no entanto,
importantes .

No terceiro capitulo, a desigualdade de Bogoliubov é obtida por meio de duas vias
distintas, que serao generalizadas posteriormente. Essa desigualdade fornece uma maneira
aproximada de calcularmos, através do método variacional, grandezas de interesse na
mecanica estatistica extensiva, visto que os resultados exatos sdo poucos e em certos
casos dificeis de serem obtidos. Fato esse ilustrado e comparado com os exemplos do
segundo capitulo.

No capitulo seguinte, apresentaremos alguns aspectos estruturais da mecanica es-
tatistica nao-extensiva. Comegaremos pela entropia de Tsallis, abordando varias de suas
propriedades, em particular, aquela relacionada a sua ndo extensividade. A seguir, ma-
ximizando essa entropia, sujeita a determinados vinculos, chegaremos as distribuicoes
microcanonica e canonica da mecanica estatistica niao-extensiva. Ji no préximo capitulo
sdo feitas aplicacoes elucidativas do novo formalismo, que estdo diretamente relacionadas
aquelas discutidas em capitulos precedentes.

No sexto capitulo, abordaremos as duas generalizagoes, ora anunciadas, da desigual-
dade de Bogoliubov no contexto da mecénica estatistica nio-extensiva. E interessante
ressaltar, que diferentemente do caso usual (extensivo), essas duas generalizagdes niao
coincidem.

Ja no pemiltimo capitulo, que corresponde a parte principal desta monografia, desen-
volveremos um estudo comparativo entre as duas generalizagoes distintas da desigualdade
de Bogoliubov, apresentadas no capitulo anterior. Seguindo o procedimento empregado
no terceiro capitulo e usando a mesma classe dos exemplos contidos nos capitulos anteri-
ores, fazemos um estudo comparativo entre as duas desigualdades e o caso exato. Nessa
investigacao, enfatizamos os dominios de aplicabilidade dos métodos aproximados.

Por fim, no oitavo capitulo, teceremos nossos comentarios finais, que coloca em pers-
pectiva o quao vidvel € a aplicagao dessas duas desigualdades generalizadas de Bogoliubov
a mecanica estatistica nao-extensiva.



Capitulo 2

Mecanica estatistica: uma revisao

Neste capitulo, realizaremos uma breve revisio sobre a mecanica estatistica usual
(mecanica estatistica extensiva de Boltzmann-Gibbs). Esta apresentagao, baseada na
teoria de informacao|l, 2, 5], servird para fixar a notagao empregada no decorrer deste
trabalho e de modelo para os desenvolvimentos dos capitulos subsequentes. Dessa forma,
obteremos as distribuigdes microcanénica e canénica em relacio 4 a0 mdximo da entropia,
sujeita a vinculos apropriados. Além disso, forneceremos exemplos simples que ilustram
a aplicacdo da mecanica estatistica extensiva.

2.1 Mecanica estatistica extensiva

Como ponto de partida para a nossa revisio sobre a mecanica estatistica extensiva
(Boltzmann-Gibbs), consideraremos a entropia:

w
S=—kp) pilnp,; (2.1)
=1
onde p;, W e kp sio, respectivamente, a probabilidade de ocorrer o i-ésimo estado de um
dado sistema, o niimero de estados do sistema em questao e a constante de Boltzmann,
que por simplicidade de notagio consideraremos igual a um.

Antes de avangarmos na discussio sobre a mecanica estatistica extensiva, é importante
ressaltar que o seu aspecto extensivo est4 intimamente relacionado ao fato da entropia
de um sistema composto (A4 U B) ser igual a soma das entropias dos subsistemas A e B
se eles forem independentes. De fato, usando ('}, {pP} e {p{p7} para representar os
conjuntos de probabilidades dos sistemas A, B e AU B, respectivamente, verificamos:

” Wa Wy .
sAUB -~ % 2 (1)) In(p'p?)

i=1j=1



Il

—z"pfz(p. In(p{) zp, prf)ln(pf)

= =

= S(’” AL (2.2)

em que W4 e Wy sdo, respectivamente, o niimero de estados dos sitemas A e B. Na
iltima igualdade foi empregado o fato das probabilidades estarem normalizadas, isto é,

Epi = 1 (23)

2.1.1 Ensemble microcanonico

No nosso estudo, obteremos o maximo da entropia sujeita a vinculos. Em sintese,
para obtermos o maximo de uma fungao sujeita a um ou mais vinculos, empregaremos o
método dos multiplicadores de Lagrange[43]. Como primeiro exemplo, consideraremos o
maximo da entropia (2.1) levando em conta o vinculo (2.3). Assim, construimos a fungao

auxiliar
w
) g (2.4)

n-f=.9+,\(1—§:p,

i=1
sendo A uma constante a ser determinada (conhecida como multiplicador de Lagrange).
A seguir, calculamos as derivadas de M em relacao aos p;’s e igualamos a zero, ou seja,

_OM

dp;

A Eq. (2.5) nos informa que todos os p;'s sdo iguais. Dessa forma, indicamos indis-
tintamente, os p;'s por p. Empregando esse resultado na condi¢ao de normalizagao (2.3),

=-Inpj—1-2A. (2.5)

verificamos que

1
P=Pi=y (2.6)
Substituindo essa expressiao na forma original da entropia (2.1), obtemos
S=hW. (2.7)

Enfim, o caso que acabamos de apresentar brevemente é comumente conhecido como
ensemble microcanonico.

12



2.1.2 Ensemble canonico

Passaremos, neste momento, ao estudo do caso mais relevante para as discussoes fu-
turas: o ensemble canonico. Para tal caso, empregamos dois vinculos: a normalizagao da
distribuicdo de probabilidades (2.3) e o valor médio fixado da energia, U, isto é,

w
U = ZPIEI 1 (2-8)
i=]

sendo que E, representa a energia do i-ésimo estado. Portanto, deveremos utilizar dois
multiplicadores de Lagrange: um para o vinculo (2.3), A, e o outro correspondente a Eq.
(2.8), 8. Dessa forma, a fungio anxiliar a ser empregada no processo de maximizagao da

entropia no ensemble canonico é
w w
R=S+,\(1—Zp,)+;’i(U—Zp,-E‘). (2.9)
i=1 i=1

Derivando-se R em relagao a p; e igualando-se as fungoes resultantes a zero, obtém-se
a condi¢ao de maximo (extremo):

0=—=—-Inp;—1-=A-BE;, (2.10)

cuja solucdo é p, = C exp(—SE;) com C = exp(—1—A). Podemos eliminar a dependéncia
em A relativa 4 probabilidade p; usando a condi¢dao de normalizagio (2.3). De fato,

w W
1=) p;=C)_exp(—BE;) (2.11)
j=1 i=1

e, portanto, temos C = [Z;‘;, exp(—BE;)]™"'. Por fim, a distribui¢ao de probabilidade
canonica pode ser escrita como

xp(—BE;
p, = p(E;) = wa , (2.12)
sendo que
w
Z =) exp(-BE;) (2.13)

7=l

é conhecida como func¢do de particio.
Devemos enfatizar que o niimero W de estados de um sistema pode ser infinito, pos-
sibilidade que ocorre freqiientemente quando usamos a mecanica quantica. Além disso,
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podemos considerar nma distribuigao continua de estados, sitnagao que ocorre quando es-
tamos empregando a mecanica classica. Em tal situacao, na funcao de parti¢ao, devemos
substituir o somatdrio por integracées nos momentos e nas coordenadas. Isso conduz a

N 5
e /H dpidz; exp(—BH) , (2.14)
el

sendo N e H = H(p, ..., pn, T1, ..., Tn) 0 niimero de graus de liberdade e a Hamil-
toniana do sistema, respectivamente (4 é a contante de Planck). Na fungio de particio
acima deve ser incorporado um fator de corregao, caso as particulas envolvidas sejam
indistiguiveis. Nessa situagao, devemos dividir o lado direito de (2.14) por N! para levar
em conta a permutac¢io oriunda das NV particulas idénticas.

2.1.3 Energia interna, energia livre e calor especifico

Usando a distribuicao de probabilidade canonica (2.12), escreveremos a energia média

(energia interna) como:
E;
U= Z;},F z E; &xnl ﬁ ) (2.15)

A partir de (2.15). podemos expressar a energia interna somente em termos da fungao de
partigdo. Realmente. quando a identidade F;exp(—3E;) = —dexp(—(E;)/dB for usada,
averiguaremos que

1 0 1 07 dlnZ
T . . . .
U Z aﬁz""p( PE)=-7 38 98

(2.16)

Por outro lado, segundo a termodinamica, qualquer uma de suas grandezas podem ser
obtidas por meio da energia interna. Portanto, se conhecermos a fungao de particao, é
possivel calcularmos qualquer grandeza termodinamica.

Em particular, a entropia (2.1) também pode ser expressa em termos da funcao de
particao, pois

Zp, In (39-2@) fp, —nZ)=pAU+InZ, (2.17)

ou seja,

| 1
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Por sua vez, essa igualdade, quando comparada com a defini¢ao de energia livre de
Helmholtz (oriunda da termodinamica), F' = U — TS, nos demonstra a possibilidade de
identificar 3 com o inverso da temperatura T (3 = 1/T) e de relacionar F com Z, isto é,

1
F=-zinZ=-Thz. (2.19)

Se nao estivéssemos usando kp = 1, teriamos a relagio usual entre B e T: 8 = 1/(kgT).

Do ponto de vista experimental, nao consegnimos medir a energia interna, mas sim
variagoes da mesma. Nesse contexto, uma posicao de destaque ocupa a taxa de variagao
da energia com relagdo & temperatura, conhecida como calor especifico (C). Para ele,

temos
c - dUW d :flgif,—r':.ﬂ" _ 1 E:EIE;EE—E‘,/T :-'ZiE'.-e_E""T 2
4T T dT TW e BT T T2 | TF e BT SW e BT

= S (HY ~ (1)) (2.20)

Aqui, introduzimos a notagio (H2) e (H) para representar, respectivamente, os valores
médios da energia ao quadrado e da energia. Notando que

(H-(H)?) = Y (E - (H))p;=Y (E? - 2(H)E; + (H)*)p;

i=1 i=1

iEfpi = 2<H)£E:‘Pi -+ (H}zim (2:21)
e,
verificamos que
C = o ((H - (H)) (2.22)

é positivo definido, pois ((H —(H))?) e T o sao. T ser positivo esta relacionado a existéncia
(convergéncia) de Z = ¥} exp(—fE.) ocorrer somente quando 8 > 0 para W — oo e
E; poder assumir valores arbitrariamente grandes. Por fim, ressaltamos que o resultado
(2.22) nos informa como a flutuagao da energia (desvio quadritico médio) est4 relacionada
com o calor especifico (taxa de variagao da energia com relagao a temperatura).

2.2 Aplicacoes

Visando ilustrar o formalismo exposto e direcionar ainda mais a discussio para as
questoes que serdo tratadas no decorrer deste trabalho, usaremos a distribuigio de proba-
bilidade canénica para obter a energia livre de Helmholtz em trés exemplos que utilizam
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a mecanica estatistica classica. Apesar dessa ser apropriada para sistemas com muitas
particulas, os trés exemplos, a seguir, sdo perfeitamente vdlidos do ponto de vista me-
todolégico e suficientes para ilustrar os procedimentos de cdlculo, que utilizaremos no

decorrer deste trabalho.

2.2.1 Particula num pogo quadrado

Como primeiro exemplo, consideremos o caso de uma particula de massa m num espaco
unidimensional e confinada a um intervalo de comprimento L (pogo quadrado (infinito)).
Assim, a hamiltoniana desse sistema pode ser escrita como

2 ]
== L il I i 0 S(‘. ,'Ir < L/2
H'= e V(r) com V(x)= { o o> LI2 (2.23)
Nesse caso, a fungao de particao é dada por:
7 = E/_m D exp (— 5 f_w z exp(—BV(z)) . (2.24)

A primeira integral pode ser calculada, ao recorrermos a integral Gaussiana (ref. [44], p.
307):

/ dw exp(—a w?) = u (a>0); (2.25)
oo a
em que identificamos a com 3/(2m) e w com p. Em relacao a segunda integral, temos:
00 L/2
[ dz exp(—BV(z)) = /L/ do= I (2.26)
] -Lj2

sendo exp(—AV (z)) = | quando |z| < L/2 e exp(—BV(z)) = 0 quando |z| > L/2.
Portanto,

L [2 L
Z2=20"0 2 farmT . (2.27)
h o] h
A partir dessa fun¢io de partigao, chegamos a energia livre
1 L [2mm
F=—— In{—/—]. 2.28
5 (/) e
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2.2.2 Oscilador harmonico

Como segundo exemplo, consideremos outro sistema de larga aplicagao em fisica: um
oscilador harménico unidimensional. A hamiltoniana desse sistema é
2 2
P kx
H = + — 2.29
2m 2 ° (2.29)
sendo m a massa da particula e & a constante elastica. Por sua vez, a fungao de partigao

para esse oscilador é dada por

- 2 00 2
Z = %/: dp exp (—'ﬁ%) /md:r: exp (— [31’;.1: ) ) (2.30)

Essas duas integrais podem ser calculadas diretamente por meio da identidade (2.25),
quando identificamos a@ com (3/(2m) e w com p na primeira integral e a com Sk/2 e w
com z na segunda integral.
Com esses resultados, concluimos que
_ 27 [m _ 2aT
B VE™ he (2.31)

em que introduzimos a freqiiéncia do oscilador harménico, w = /k/m. E, a partir de
(2.31), verificamos imediatamente, que a energia livre é

1 2T

2.2.3 Particula sujeita a uma energia potencial k,|z|"

Como iltimo exemplo, obteremos a energia livre para uma particula submetida a uma
energia potencial V(z) = k,|z|". Com isso, estaremos considerando uma ampla familia
de potenciais simétricos em relagao a origem das coordenadas, que contém o oscilador
harménico como caso especial quando n = 2. A Hamiltoniana do sistema em questio é

2

. n
H =5 +kalz|”, (2.33)

em que k, é uma constante positiva. Uma ilustracdao da energia potencial referente a essa
Hamiltoniana estd apresentada na Fig. (2.1) para valores tipicos de n.
A exemplo dos dois casos anteriores:

o L g pp’\ [ "
Z = h/__wdp exp( Qm)/—mdr exp (—Bkn|z|")

= :_a \/@ [2 fom dz exp (mﬁknx“)] ; (2.34)
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Figura 2.1: Grificos da energia potencial V(z) = k, [z|” com ko = 1 e n =

0,5, 1,0, 2,0, 6,0 e o0. Aqui o caso n = 2 corresponde ao oscilador harménico e n = oo
ao po¢o quadrado com L = 2.

chegamos & segunda igualdade usando a identidade (2.25) para efetuar a integracio em p
e o fato de termos um integrando par integrado num intervalo simétrico.
A seguir, visando escrever a fungdo de partigio numa forma mais compacta, faremos

uma mudanca de varidvel: y = Sk,z". Portanto,
oo 1 -
| dr exp(=Bkaa™) = = Bk [T dy yrte
9 n A
Gk ()
= = (Bk)" "L (=), 2.
n (Bkn) = (2.35)

em que empregamos a representacao integral de Euler para a fungao gama (ref. [44], p.
933):

(Re a > 0) . (2.36)

oo
I'a) :/ R
0

Em conformidade com (2.36), ressaltamos que a integral em (2.35) existe apenas quando
n > 0.
Do exposto, constatamos, que
7= g 2mm
h B

(n>0), (2.37)

(Bka) /" T (r-l1 4+ 1)
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Figura 2.2: Uma representagio grifica da energia livre (2.38) versus a temperatura para
n=0,5, 1,0, 2,0, e 00.

ap6s empregarmos a propriedade fundamental da func¢ao gama, I'(a + 1) = a I'(a), com
a = 1/n. Consegiientemente, a energia livre é

ek 2 R “mp (L
F=—g | [h " (Bka) r(n+1)]. (2.38)

Como podemos perceber, essa energia livre tem como casos limites aquelas obtidas
nos dois exemplos anteriores. De fato, quando n = 2 e k; = k/2, a expressao (2.38)
recai na (2.32) ao usarmos I'(3/2) = /7/2, recuperando portanto, a energia livre do
oscilador harménico. Por outro lado, ao redefinirmos k, como k/(L/2)", temos V(z) =
k |z/(L/2)I". Assim, ao tomarmos o limite n = oo com k e L fixos, verificamos que a
energia potencial é nula para —L/2 < x < L/2 e infinita para |z| > L/2, caracterizando o
caso estudado no primeiro exemplo. Além disso, no limite n — oo, a energia livre (2.38)
reduz-se a (2.28), pois (B8k)~"/* = [Bk/(L/2)]"'/* - L/2 e I'(1/n + 1) — 1. Por fim, na
Fig. (2.2) temos uma representagio grafica da energia livre (2.38) para alguns valores de
n, em particular, incluindo os dois casos anteriores (n — co e n = 2).

Como observamos, o cdlculo da funcio de particdo no tocante a parte que envolve a
energia cinética é direto quando usamos o resultado (2.25). Portanto, a possivel dificul-
dade na obtencio da fung¢do de particao estd em fazer a integracao na parte espacial, isto
é, no que se refere a energia potencial. Assim, do ponto de vista formal, é natural pen-
sarmos em sistemas que contenham somente as varidveis espaciais. No exemplo anterior,
ao eliminarmos a parte cinética, terfamos H = k,z" como Hamiltoniana e a funcio de
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particao:

- /m dz exp(—f k,a") = 2(Bk,)"V/" T (l " 1) ; (2.39)
0o mn
e energia livre
I I I
F=—=InZ=—= In|2(8k,)"" (— )] :
5 InZ=—g ln[(ﬁ )T (=41 (2.40)

Dessa forma, ao compararmos a energia livre (2.38) com a (2.40), verificamos, que
esta resulta exatamente em eliminarmos a contribuigao da parte cinética de (2.38), como,
também, a dependéncia em h. Esse procedimento faz com que o correspondente h, que
estaria presente no Z dado em (2.39), possa ser tomado igual a um.



Capitulo 3

Método variacional

Em geral, nao é uma tarefa ficil, algumas impossivel, calcular a funcao de particdo
para um sistema genérico. Isso porque, no caso classico, de um modo geral, nio sabemos
calcular as integrais nas varidveis espaciais, apesar de conhecermos os resultados para as
integrais gaussianas relacionadas aos momentos. Tal problema, obviamente, persiste no
caso quantico, peis a vertente cldssica é um caso limite do primeiro. Assim, expoé-se a
questao de empregar métodos que fornegam um resultado aproximado.

Nesse sentido, uma primeira etapa num célculo aproximado é a de identificar um
bom modelo solivel para usarmos como ponto de partida, contexto no qual os métodos
variacionais ocupam um lugar de destaque. Para calcularmos a fungio de particio, através
de um procedimento variacional, empregaremos a desigualdade de Bogoliubov. Em nossa
discussdo, visando comparagdes futuras, apresentaremos duas maneiras de obté-la, assim

como um exemplo ilustrativo.
3.1 Primeiro procedimento

O primeiro passo, num método variacional, é escolher um modelo, que se aproxime
do original, que seja soliivel e, se possivel, tenha um grau elevado de simplicidade (fécil
resolucao). Para esse modelo, vinculemos a Hamiltoniana aproximada H,. Portanto,
quando considerarmos um sistema com uma Hamiltoniana H, ela estara relacionada com

Hy da seguinte forma:
H=H,+H,, (3.1)

com isso, H, é complemento que adicionado a H, fornece H. Em geral, para ocorrer uma
aproximacgao acurada, o termo H, deve fornecer uma “pequena” correcao a Hy.

Com o intuito de apresentar um método variacional, consideramos uma primeira
maneira[2, 6] de obter a desigualdade de Bogoliubov e para isso introduziremos a Ha-
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Hy da seguinte forma;
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com isso, Hy é complemento que adicionado a Hy fornece H. Em geral, para ocorrer uma
aproximaccao acurada, o termo H, deve fornecer uma “pequena” correcao a Hp.
Com o intuito de apresentar um método variacional, consideramos uma primeira

maneira[2, 6] de obter a desigualdade de Bogoliubov e para isso introduziremos a Ha-
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miltonana
H(A) = Hy+ AH, , (3.2)
emque 0 < A < 1 é um parametro inserido por conveniéncia analitica. Ele permite que
interpolemos os modelos sohivel, H(0) = Hy, e o de interesse, H(1) = Hp + H,. Logo, a
energia livre de Helmholtz correspondente & H()) é

F()) = —% In (Ze' 3E‘(A)) ; (3.3)

sendo E;(A) o j-ésimo autovalor de H()). Nessa expressio e no restante deste capitulo,
empregaremos ., para representar a soma sobre todos estados do sistema.

Nesse momento, estudaremos a dependéncia da energia livre de Helmholtz com A.
Para isso, usaremos a série de McLaurin para uma fungio com o resto de ordem N na

forma diferencial (ref. [44], p. 15), on seja,

Clan L fila =V [ dVf(z)
=25 (50 )5 (—d,f:ﬂ () (3.4)

sendo que 0 < { < Tpmaz, ONde Tpe, é 0 maior valor que a varidavel z pode assumir. No
que diz respeito a nossa aplicagao, empregaremos N = 2 com F'()) ao invés de f(z). Isso

nos fornece
o _ dF()) A2 (f“’F()\)
F(A) = F(0)+ X ( D ,\:n) - 5 ( I - (3.5)

com 0 < ¢ < 1. Em seguida, mostraremos que o iiltimo termo do lado direito de (3.5)

A:a) (3.6)

que, por sua vez, conduzird & desigualdade de Bogoliubov.

A partir do que abordamos, passemos para o cilculo de cada um dos trés termos do
lado direito de (3.5). Primeiramente, verificamos a partir das definicoes de F(A) e H())
que F'(0) é exatamente a energia livre correspondente a H, (representada doravante por

FO) isto é,
FO = p(0) = _% In (Ze—ﬁ%-‘) : (3.7)

com Ey, sendo o i-ésimo autovalor de H,.
Para darmos continuidade ao nosso cdlculo, usaremos uma hipétese simplificadora: H,

comuta com H,, ou seja, esses operadores podem ser colocados na forma diagonal simul-
taneamente. Apesar de considerarmos esse caso simplificado, o resultado final independe

nao é positivo e, portanto,

dF())
A

F(\) < F(0) + A (
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do fato de Hy comutar ou nio com H,. Ressaltamos ainda que na mecanica cléssica as
Hamiltonianas sio comutativas. Desse modo, a demonstragio a seguir aplica-se comple-
tamente ao caso classico, que é justamente o dominio onde se encontram as situagoes por
nos investigadas.

A comutatividade entre Hy e H, permite, que na derivagao de uma funcio de H(A)
em relagao a A, possamos tratar H, e H, como se fossem niimeros €, consequentemente,
empregar as regras usuais de derivagio. Por exemplo,

TR DBue Sl _EBuet®m e
A oo LjefBunrEy) | T ¥ e PRy

Aqui, E), corresponde ao i-ésimo autovalor de H, e o indice “0” no valor médio indica
q 1t F 1
que a média estd sendo calculada com o peso estatistico relativo & Hamiltoniana Hy. Um

outro exemplo é

sz[’\) d ¥, Ey e~ O(Eni+AFy,)
d\? = ax ¥ € 3(Fo; +AE1,)

=i z‘_ E;A!I_ (,_--B(Eoi-#/\EIi] . Z:‘ E“_ e_sfﬁmh\ﬁ'n] ‘2']
/ Z;‘ e~ 8(Eo; +AE, ) ¥ e—B(Eoj +AEy;) J

= =B(H’) - (H)?) = -B((H\ - (H\))?) . (3.9)

Nesse cdlculo, as médias sio feitas com relagiio ao ensemble canénico com o fator e-8E(:
Além disso, para obtermos a tltima igualdade empregamos a identidade (2.21), que é
vilida para um operador A genérico, ou seja, (42) — (4)2 = ((A — (A))?).
Visto que em (3.9) temos 8 > 0 e ((H, — (H1))?) > 0 para 0 < X < 1, verificamos que
0 1iltimo termo do lado direito de (3.5) é ndo-positivo:
X d*F
> e - <0 para 01, (3.10)

Dessa forma, fica evidente a desigualdade de (3.6) para 0 < A < 1. A partir disso,
se tomarmos A = 1 e empregarmos os resultados (3.7) e (3.8) em (3.6), chegaremos a
desigualdade de Bogoliubov:

F<FO 4 ()0 (3.11)
ou seja, a energia livre de Helmholtz exata é menor ou igual a energia livre de Helmholtz
referente a Hy mais o valor médio de H, calculado usando-se o peso estatistico relativo
a Hp. A desigualdade de Bogoliubov pode ser escrita numa forma alternativa se empre-
garmos a identidade (2.18) aplicada & FO(F(© = (H;)) _ TS0)  Realmente, usando
FO 4 (H))O = (Hy)® 4 (H,)(© _ T80 ¢ (3.11), concluimos que

F < (H)O _T150) (3.12)
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Nessa desigualdade e de uma maneira geral, o indice “0” é usado para denotar grandezas
calculadas empregando-se a Hamiltonia aproximada H,,.

Antes de passarmos ao segundo procedimento para obter a desigualdade de Bogoliu-
bov, vamos verificar que tal desigualdade conduz diretamente ao método variacional para
o estado fundamental em mecanica quantica, quando tomamos o limite de temperatura
nula. Essa conclusio estd baseada no fato de que j3 grande conduz a

P ﬁ""—ﬂ >> 0 ﬂﬁ'l >> e 'BF“? S (3-13)

quando Ey < E; < E, - - é a forma pela qual ordenamos os niveis de energia. Segundo
esse ordenamento e a nossa notagao, Fy e Fyg representam, respectivamente, as energias
dos estados fundamentais de H e Hy,. Portanto, no limite T — 0 (8 — 00), temos:

= L g Yoo e
F = 3 lngc =z In(e )= E
1 I
FO = - 3 Iny" e~0Fom = ~3 In(e~%F0) = Ey, (3.14)

_BE (0) 2O - BE,

Zn (OO I H [yP)e BB (0 Hy [V e-BEw0

()0 = Sata Tgele o Wo 0T i)
m

Nessas expressoes, estamos considerando o caso geral: Hy pode ndo comutar com H,. Por
isso, em (H,)@ usamos (%) |H,|¢{?)) em vez de E,,. Além disso, %) corresponde a uma
auto-funcao de H, e, em particular, 1[)((,“) representa o estado fundamental de H,.

De posse desses resultados, verificamos que a desigualdade de Bogoliubov, F < F(©) 4

(H), conduz a Ey < Eyg + (19(%0)’”1]!1)6”))- ou seja,

Eo < (W |H ) . (3.15)

3.2 Segundo procedimento

E instrutivo obter a desigualde de Bogoliubov usando um procedimento alternativo

ao anterior, logo, o apresentaremos a seguir.
Esta outra maneira[5] de atingir tal desigualdade de Bogoliubov tem como ingrediente

basico o fato de
G(z)=Inz+1-2z<0, (3.16)

para z positivo. Essa desigualdade, por sua vez, é ilustrada graficamente na Fig. (3.1).
Uma demonstragao de (3.16) pode ser alcangada ao observamos, que a partir de dG(z)/dx =
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G(x)

Figura 3.1: Grifico da funcio G(z) = Inz +1 — z que ilustra a desigualdade G(z) < 0
para T > ().

0, tem-se z = 1 e G(1) = 0. Além disso, a derivada segunda de G(z) em z = 1 é negativa

e G(z) tende a —oo quando z aproxima-se de 0 por valores positivos.
Do ponto de vista de uma descrigio estatistica, denominamos a probabilidade de

encontrar o sistema, descrito pela Hamiltoniana H,, em seu i-ésimo autoestado por p,(m.
Analogamente, seja p, a correspontente probabilidade do sistema, cuja Hmiltoniana é H,
estar no ¢-ésimo autoestado de Hy. Agora, se tomarmos z igual a p,-/pfo), verificamos que

a desigualdade (3.16) assume a forma

=i p—) > 1—(ﬂ). 3.17
(Pf-”’ - 2" 247]

Portanto, ao multiplicarmos ambos os lados desta desigualdade pela probabilidade pED’ e
somarmos sobre todos os autoestados de Hy, obtemos

-2 (;%) >3 [1 ~ (;ﬁL—,)J =>r’-Ym=0, (19

que pode ser escrita como
=3 p%Ip® < -3 p@ Inp;. (3.19)

A exemplo da primeira maneira empregada para obtermos a desigualdade de Bogoliu-
bov, tomemos a liberdade de usar uma hipétese simplificadora, que segue: H e Hy tem
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autoestados simultaneos, isto é, eles comutam. Desta forma, podemos agora lograr a de-
sigualdade de Bogoliubov se empregarmos, respectivamente, as probabilidades candnicas

relativas a H, e H.
P = exp(—BEy) /2 e Pi = exp(-BE;)/Z, (3.20)

onde Z® = y. exp(—fEy) e Z = Yiexp(—BE;) sio as correspondentes fungées de
parti¢ao. Assim, ao calcularmos os dois lados da designaldade (3.19) usando essas proba-

bilidades,
RTINS U B +1n 2 = p(()© — py
i i i

XA mp= gy 0p | 39" 1n 20 = g((HY® _ po) ), (3.21)

verificamos que ela assume a forma
BU(H)® — FO) < gy _ F). (3.22)
Por sua vez, usando 3 >0 e reordenando esty eXpressao, verificamos que
F<FO 4 (mo_ (Ho)” = FO 4 (g y0) (3.23)

que € o resultado desejado: a desigualdade de Bogoliuboy.

3.3 Um exem plo

Agora, aplicaremos a desigualdade de Bogoliubov numa situagao em que poderemog
fazer uma comparagio detalhada entre o resultado exato e o aproximado. Isso, nog per-
mitird analisar de forma Quantitativa o quio preciso é um resultado conseguido atraveés
do método variaciona] de Bogoliubov. Para tal empreitada, usaremos como H, a Hamil-
toniana apresentada ng subsec¢io (2.2.1), isto ¢, H, = 2/(2m) + V(z) com V(z) nula
quando L/2 > » 2> —L/2 e infinita se lz| > L/2. Por outro lado, para a Hamiltoniana
do sistema exato empregaremos aquela da subsegdo (2.2.3), H = p’/(2m) + kn|z|® com

Assim, como ponto de partida da aplicacio da desigualdade (3.11), necessitamos ape-
nas calcular (H,)©) ¢om Hy = k,|z - V(z), pois F® jg o foi na Se¢ao (2.2). A partir
disso, temos:

—bp? Qi zl? —
(H)© = 2o @pexp (<82) 1% 4 exp BV () (knlz|® - V (z))

2m

: ad 3.24
J%. dpexp (_ 'g}";?) J%% dzexp (=BV(z)) o2
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Aqui, precisamos calcular apenas as integrais espaciais, pois hd uma simplificagdo das
integrais nos momentos. Além disso, os limites das integrais em 2 podem ser restritos
a L/2 e —L/2, ja que o fator exp(—BV(z)) é nulo quando |z| > L/2 e igual a um se
L/2> x> —L/2, dado que V(z) = coe V(z) = 0 nestas duas situacdes, respectivamente.

Portanto,

Lj2 n
(H,)(") == Lj2 dr kn r-""l = knLn N (325)
—fﬁz do 2" (n+ 1)

O procedimento variacional a0 empregarmos a desigualdade de Bogoliubov, F < F© 4
(H)\", consiste basicamente de duas estapas: a primeira, considerar que F = F(© 4
(Hp) depende de um conjunto de parametros e, a segunda, fixd-los de tal maneira que
F seja minimo (visto que F é um limite superior para F') e, dessa forma, fornecendo
a melhor aproximagdo para F. No exemplo considerado aqui, contamos apenas com o
parametro L. Nesse caso, usando-se F(® dado pela Eq. (2.28) e a Eq. (3.25) para
(H,)\9 a condi¢do necessaria de minimo relativa a

1 L [2rm k, L™

e ek by T ey (3.27)

oL " AL m+

cuja solugao pode ser escrita como

n+1”Irl
L=2(n[3kn) . (3.28)

Por conseguinte, Hy, com esse valor 6timo de L, fornece a melhor aproximacao para H
(no sentido de possuir o valor mais préximo para F). Por exemplo, quando a temperatura
tende a zero, § — o0, a energia do sistema vai para seu valor minimo. Isso indica que a
particula deve se alocar na posi¢ao = = 0, fato que é totalmente compativel com L — 0,
pois a Hy corresponderia uma particula localizada na origem. Por outro lado, quando a
temperatura aumenta os estados com maiores energias sio mais provaveis, indicando uma
regiao mais ampla para a particula ser encontrada, que estd qualitativamente contemplado

pela expressao de L 6timo.
Por fim, a substitui¢do do L, dado em (3.28) na expressio de F, fornece seu valor

minimo: ij
2 (n+1\"" [2rm 1
[H (nﬁk,,) VB ]* nB (220)

1
Fmin = —=
B
Uma comparagao entre a energia livre exata (2.38) e a aproximada (3.29) estd apresentada
na Fig. (3.2). A partir dela fica claro que a medida que n aumenta a diferenca entre F
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Figura 3.2: Uma comparagao, em fungio da temperatura T, entre a energia livre exata
(2.38) e a aproximada (3.29) paran = 1,0, 2,0,e 6,0 com k, =m = h = 1.

e Fnin diminui. Isso é devido ao fato de que, como discutimos no iiltimo paragrafo do
capitulo 2, no limite n — oo a Hamiltoniana H tende para H,.

Assim, como haviamos ressaltado para a energia livre exata (2.38), a parte correspon-
dente & contribuigao oriunda da energia cinética surge de forma exata também na energia
livre aproximada (3.29). Dessa forma, se em nossa anilise partissemos da Hamiltoniana
H = kpz" com h = 1, como fizemos no iiltimo pardgrafo do capitulo anterior e refazendo

os calculos desta secao, obteriamos

1/n

De fato, em (3.24) os termos correspondentes a energia cinética e h nio contribuem para
o resultado final; apés eliminarmos os fatores relacionados a energia cinética e h, a energia
livre (2.28) é reduzida a F(®) = (~1/8)In(L) e o F dado em (3.26) assume a forma

1 Eal®

e, portanto, a condigao de minimo para F conduz a (3.28).
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Capitulo 4

Mecanica estatistica nao-extensiva

Neste capitulo, apresentaremos uma revisio sobre a entropia de Tsallis e alguns de
seus desdobramentos no sentido de formular uma mecanica estatistica nao-extensiva(45]
em contraste com a de Boltzmann-Gibbs (mecanica estatistica extensiva). Esse novo
cendrio servird de base para aplicagoes que discutiremos posteriormente, em particular,
para generalizagoes da desigualdade de Bogoliubov.

4.1 A entropia de Tsallis

Em 1988, Tsallis[10] considerou uma forma entrépica que generaliza a usual (2.1).
Diferentemente da usual a entropia examinada por Tsallis exibe um carater nao-extensivo,

como verificaremos a partir de sua definiciio:

— W e
s,= k=l gep, (41)
em que k corresponde a uma nova constante de Boltzmann e sem perder a generalidade a
consideraremos igual a um (k = 1) nas discussdes subseqiientes. Antes de fazermos uma
analise do aspecto ndo-extensivo da entropia de Tsallis, evidenciaremos algumas outras
de suas propriedades.
Primeiramente, notemos que Sq se reduz a usual no limite ¢ — 1, pois

lim I_-_ Z:El pi(pr)q : T 1 — Z‘“;’l Di exp((q = 1) lnp,)

Sl =

g-+1 g—1 g1 g—1
; I—ZPEIP:'[1+('I—1]|HP£+"'] zw

— = —_— ,‘l B 42
31_1;1'11 g—1 ‘=1P . (43)

sendo que para obter a peniiltima igualdade a exponencial foi expandida em série de
poténcias em (¢ — 1). Assim, como a entropia usual, S € positiva definida. Realmente,
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para q > 1, verificamos que p{ < p; e a designaldade Y.l < Y% pi = 1, conduzindo

a Sg > 0. Por sua vez, quando q < 1, constatamos que p! > p; e conseqiientimente
1! > T b = 1 e, portanto, Sq > 0. A seguir e sem demonstragio, listaremos
duas outras propriedades relevantes da entropia de Tsallis[46]. S, é concava para g>0
e convexa para ¢ < (0. Além disso, ela é expansivel para 7 > 0, pois Sy(p1,p2,- -, pu) =
Sq(P1. P2, Puw, 1)), On seja, em Sq € possivel ampliar o conjunto de possibilidades e com
is50 a entropia nao se altera, quando a nova probabilidade é nula e q > 0.
Passemos agora para a discussio da nio extensividade da entropia (4.1). Para tal con-
sideremos dois sistemas independentes A e B com {p'}, (PP} e {p!'p]} representando os
conjuntos de probabilidades dos sistemas A, Be AlJ B, respectivamente. Nesse contexto,

para o sistema A |J B a entropia de Tsallis pode ser expressa em termos das entropias das

partes. De fato,

1= SASHUEN 0P 1 - () L 1= EAmp)y

(Al)B)
V% = q—1 q-1 g—1
[1 = = (pdy] [1 - £)a(02)1]
- s
= St+ 87+ (1=¢)887. (4.3)

Essa propriedade de nio extensividade (pseudo-aditividade) é naturalmente perdida no
limite ¢ — 1, refletindo a aditividade (extensividade) da entropia usual, Eq. (2.2). Além
disso, verificamos que o indice entrépico g fornece uma medida do grau de nao extensivida-
de da entropia de Tsallis. E digno de nota que no caso q > 1 temos SAUB) < g(4) | g(B)
indicando, portanto, uma subextensividade. Da mesma forma, a superextensividade ocor-
re quando ¢ < 1, visto que SMUP) > §(4) L §(®)  Para concluir esta breve introducio
sobre a entropia de Tsallis, é essencial atentarmos ao aspecto relacionado as aplicacdes
dessa entropia: Em sua grande maioria, as investigacoes que empregam a entropia de Tsal-
lis estao fortemente ancoradas na sua pseudoaditividade, pois é justamente esse aspecto,
que a distingue mais pronunciadamente da entropia usual.

4.2 A distribuigao ¢ - (I)

Do ponto de vista formal, quando temos uma entropia podemos obter uma distribuicéo
de probabilidades maximizando-a, porém empregando vinculos convenientes. Um exemplo
de tal procedimento foi apresentado na primeira se¢ao do capitulo 2 para a entropia usual.
A partir disso, seguiremos esses passos para maximizar a entropia de Tsallis (4.1) supondo
apenas um vinculo: a distribuicao de probabilidades estd normalizada[10], ou seja, em-
pregaremos apenas (2.3) como vinculo. Sendo assim, estaremos tratando com o ensemble
microcanénico. A semelhanca com o caso extensivo é completa: basta substituirmos S
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por S, na (2.4) e maximizarmos a fungio auxiliar M com relagio as probabilidades. Esse
procedimento, como no caso extensivo, conduz a pm = 1/W e, portanto

L :":',(I/W)‘*: 1-Wi-e
qg—1 q—1

(4.4)

é 0 valor maximo, que a entropia de Tsallis assume no ensemble microcandnico. A partir
de (4.4), vemos que S, é monotonicamente crescente com W para q < 1, e para W grande
aproxima-se de 1/(g — 1) quando ¢ > 1.

Se além do vinculo (2.3) introduzirmos uma outra restrigao, recairemos em algum
tipo de ensemble canonico. Nesse sentido, consideraremos primeiramente a substituigio

do vinculo (2.8) por
w

Uy =3 (n)E; . (4.5)
1=1
Essa vertente para gerar a distribuiciio de probabilidades canénica foi introduzida por
Tsallis em 1988[10] e uma investiga¢ao mais detalhada foi executada pouco tempo depois[46].
Assim, como no caso da entropia usual, consideramos inicialmente a fungao auxiliar
que incorpora a entropia de Tsallis, os dois vinculos e seus respectivos multiplicadores de

Lagrange, isto é,

r= (- Sa) o (0-Sers) . ag
i=1 i=1

Contudo, deve ser ressaltado que os multiplicadores A e 8 dependem do parimetro q,
entretanto, para simplificar a nomenclatura optamos por nio explicitar esta dependéncia.
Dessa forma. mantemos a mesma notacio usada no caso da entropia usual (g = 1),
supondo que isso nao conduzird a ambigiiidades. Por fim, a distribui¢ao de probabilidades
desejada ¢ encontrada em relacdo ao extremo de Ry, ou seja, resolvendo a equagio

. 6Rq _ Q(pj)q_l — % N1l
0= By = A = Bq(p;)" " E; (4.7)

para os p;’s. A solugdo dessa é

Pi = Gyl — (1= q)BE,V/6Y | (4.8)

com Cy = [A(1 — q)/q]*/t@-1).
A exemplo da mecinica estatistica de Boltzmann-Gibbs, o emprego da normalizagio

das probabilidades (vinculo (2.3)), nos permite eliminar o multiplicador A, fornecendo
e =1/ L1 - (1-q)BE,]/~9, Conseqiientemente, a distribuigao canénica de pro-

babilidades procurada é
1 »
pi=o[1-(1-gpE]/~, (4.9)
q
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sendo

Zg =) [1 = (1 —q)BE;]/(-0 (4.10)

1
a fungdo de partigio generalizada quando g # 1. Nesse mesmo sentido, a temperatura e
energia interna generalizadas do sistema sio T — 1/(kB) (k deve ser considerada como
uma generalizacao da constante de Boltzmann) e U, respectivamente. Assim como no
caso da mecanica estatistica extensiva, podemos escrever a fungdo de particdo relativa a
uma Hamiltoniana cldssica H quando temos N graus de liberdade, isto é, o andlogo de

(2.14) para a vertente em questio é

d,

%=/ﬁ-

Se o sistema tratado for composto por um conjunto de particulas idénticas, deveremos
dividir o lado direito de (4.11) por N!, consistentemente com o empregado na mecanica
estatistica extensiva (¢ — 1).

A seguir, passemos a generalizagio da relagao (2.16), que nos informa como obter a
energia interna a partir da funcio de particao. Para tal notemos que

N 3 e
U'q i Z{-p')qu == ZN:E, [1 - (l _Z?,)ﬁEl] (412)
1=1 i=1 q

™M=

Pa 1= (1= a0 ]

e
d Sk e
351~ (1= BEI™ = —E[1 - (1 - g)8ES (4.13)
conduzem a
g L _ 1 8Z
U, = _Z—g EB—E[I_(I_Q)ﬁEi] e —_'EE _55'{
a (2} d Z;_q ~—]
-2 (qu)z"ﬁé (T—T) (4.14)

Visando colocar de uma maneira mais evidente a diferenga, que é introduzida pela
mecinica estatistica nao-extensiva, quando comparada com a usual, vamos definir as
fun¢oes exponencial g e o logaritmo ¢. Sio elas:

exp,(—z) = [1 = (1 - g)z] ™5 (4.15)
¢ . :
I q —
lnq[x) = -l———q— (416)

Essas funcdes se reduzem a exp(—z) e In(z), respectivamente, no limite ¢ — 1. Percebe-
mos que o termo “-1" em (4.14) (irrelevante para g # 1) garante justamente a existéncia
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Figura 4.1: Gréfico da fun¢io exponencial 7, exp,(z), parag=0,5, 1.0 e 2 0

I'nq{x}

Figura 4.2: Grifico da funcao logaritmo ¢, Ing(z), para ¢ = 0,5, 1,0e 2.0
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do limite ¢ — 1. Visando ressaltar a dependéncia das fungdes exponencial ¢ e logaritmo
q com g, apresentamos uma comparagio grafica das mesmas nas Figs. (4.1) e (4.2).
Segundo a notagio que acabamos de introduzir, a distribui¢ao de probabilidade canénica

e a relacao (4.14) assumem, respectivamente, a forma

X == E,' L
p. = p(F) = 2P (7= Som(-om)) @
“q i=1
P
E, = e In, Z, (4.18
g o8 7 “q - ' )

A partir dessas expressoes e suas correspondentes (Eqs. (2.12) e (2.16)), fica clara a
maneira pela qual devemos modificar as expressdes da mecanica estatistica extensiva para

obter as do caso nao-extensivo. Nessa direcio, uma generalizacio natural para (2.18) e,
portanto, da energia livre de Helmholtz (2.19) é

1 { &Y= 1
Fy=Up =TS =3 (Jihq ):-Blnqz,,. (4.19)
De fato, usando as defini¢oes de energia interna (4.12), entropia (4.1) e a distribuigao de
probabilidades (4.9), temos

g, 1= (1 - q)BE/0-9

Ms

Fq — Uq —T8; = L Z
1 1 w 1— — J1/(1-q)
_ X {1 L ¥ (1 q)f?E.] }
B q_l =1 Zq
1 (Z;77-1 1
= _E (—1—_(]—) = —B In, Z, . (4.20)

Seguindo a mecanica estatistica extensiva, podemos definir um calor especifico ge-
neralizado, C,, que é a taxa de variagiio da energia interna generalizada com relacdo a
temperatura, também, generalizada: T = 1/3. Assim,

AUy _ d Ko [[1=(1-gq)BE]/0-1
£ - E: . 2
Co dar' &l 5 E’{ Zg (5:21)
W - J(29-1)/(1-q)
q 2 [1—(1-q)BE)]
i [;‘.—1 ; Z{
w — (1 - q)BE;)9/(1-9) ¢
7 (g, L= m0pE] )T
= Zq

Quando tomamos o limite ¢ — 1 no resultado final dessa expressao, verificamos que ele
recai no usual, isto é, em (H?) — (H)?, que por sua vez é igual a ((H — (H))?) (conforme

34



podemos verificar a partir das Eqs. (2.20) e (2.21)). Assim, é natural tentarmos encontrar
um analogo dessa iiltima igualdade quando g # 1. Isso é obtido se notarmos que

w

W
2 > i -
25w (7 By = (H)) = 23 s (B30 — 2 H) B + (HY2)
=i J=1

2
A [ [ q)BE;)2a-/(1-a) Y L B — q)BE;]"/(1-0)
P 7 -7y pt R

1=1

(4.22)

Para alcangarmos o resultado final de (4.22), usamos as definigées de valor médio gene-
ralizado (4.5) e a do peso estatistico (4.9). Portanto, o calor especifico generalizado pode

ser escrito como - )

C, = %zg"lgpj (P E; = (H),)", (4.23)
que é claramente positivo definido se ¢ > 0 e negativo defino se ¢ < 0. Dessa forma,
o resultado acima nos informa como o calor especifico (taxa de variacao da energia com
relagao a temperatura) estd relacionado com uma generalizagao da flutuacdo da energia
(uma generalizagdo do desvio quadritico médio).

Fagamos alguns comentdrios relativos ao formalismo apresentado. Ao considerar uma
nova entropia, (4.1), e o vinculo (4.5), Tsallis introduziu uma mecanica estatistica nio-
extensiva, que se desvia gradualmente da usual, a medida que o parametro q dista de
1. Nesse cendrio, vdrias propriedades do caso extensivo foram generalizadas(8, 9, 38, 41,
46], sendo que muitas delas mantém a forma independentemente do valor de . No que
segue, gostariamos de enfatizar alguns aspectos relacionados & distribuigdo canénica (4.9)
e a valores médios. No que se refere aos aspectos da distribui¢do canénica, ressaltamos
inicialmente que: ela coincide com a distribuicao de Boltzmann-Gibbs no limite qg—1,
pi =exp(—pE;); para BE; > leg>1, a dependéncia em relagdo a energia aproxima-se
de uma lei de poténcia (p; ~ E,-'m“”}) em contraste com a exponencial usual; se ¢ <
1, existe um corte na distribui¢io de probabilidades para energias suficientemente altas
(estamos supondo em nossas discussoes que 3 > 0), isto é, p; = 0 quando 1-(1—¢q)BE; < 0.
Esse corte é introduzido justamente para garantir que o objeto apresentado na Eq. (4.9)
(ou (4.17)) possa ser interpretado como uma probabilidade. Caso contrério, teriamos
[1 = (1 - ¢)BE;]"0-9 contendo uma parte imagindria quando 1 — (1 - g¢)BE; < 0 e q
genérico, porém menor que um. Portanto, p; seria imaginario, fato inadmissivel para uma
probabilidade. Com o objetivo de evitar erros de célculo, chamamos a atengéao para o fato
de que essa condigdo de corte deve ser devidamente empregada, por exemplo, quando da
obtengao da fungio de parti¢ao generalizada (4.10) para um dado sistema.

Para colocar de uma forma mais incisiva a importancia do valor de g, ressaltemos que
as probabilidades {p;} estio compreendidas entre zero e um. Assim, p{ > p, parag<1le
p! < p; para ¢ > 1. Tal fato pode ser interpretado como um indicativo que eventos raros

35



sao privilegiados no cdlenlo dos valores médios (veja (4.24)) quando q < 1. Por outro lado,
se ¢ > 1 hd uma valorizagio de eventos mais freqiientes. Numericamente, esses aspectos
estao ilustrados na tabela (4.1) para um conjunto representativo de valores de p e q.

L Te=1Jg=][q=2
AREE IR
]l 8 | gzl & |

()] 4 2 1 15 |

Tabela 4.1: Considerando valores tipicos para probabilidades P1 e pg, obtém-se valores
tipicos para p{, pJ quando ¢q=1/2, 1 e 2.

Além disso, o segundo vinculo que empregamos para maximizar a entropia sugere que um
observavel genérico, no contexto desta secdo, deveria ter seu valor médio (generalizado)

dado por
w
O, = (0)g = Y (p)0; . (4.24)
=1

Em outras palvras, com tal regra, teriamos um procedimento universal para a obtencao

de qualquer valor médio.
4.3 A distribuicao ¢ - (II)

A distribuigdo de probabilidades que acabamos de discutir é aquela a ser empregada no
decorrer deste trabalho. Como deve ter ficado claro, a mecénica estatistica baseada nela
apresenta uma grande harmonia do ponto de vista formal. Entretanto, ela traz consigo
uma caracteristica desagraddvel: o valor médio da unidade é, em geral, diferente de um,
pois segundo (4.24) temos (1), = 3, p? # 1. Devido a esse aspecto desagraddvel, mesmo
nao sendo essencial em nossa discussdo, apresentaremos uma modificacao da defini¢io
de valor médio que contorna tal dificuldade e que vem sendo bastante empregada mais
recentemente[47]. Essa nova defini¢do e, portanto, da escolha do segundo vinculo é obtida
por meio de uma normalizagdo de (4.24). Mais precisamente, ao invés do vinculo nio-
normalizado (4.5) emprega-se o normalizado

W
U,=Y PE, (4.25)
i=1
com ( .)q
=S Gy o



Portanto, obtém-se diretamente que Zz, Fi = 1. Dito de outra forma, verificamos que
0 valor médio da unidade serg sempre igual a um, independentemente da distribuicdo de
probabilidades empregada.

A exemplo do que acabamos de fazer para a entropia de Tsallis sujeita a normalizacio
da probabilidade (2.3) e do vinculo para a energia nao normalizado, vamos maximizar a
entropia de Tsallis usando o vinculos (2.3) e (4.25), assim como analisar alguns de seus
desdobramentos. Destarte, tendo em vista a semelhanca dos cdlculos a serem efetuados,
quando comparados com os da secao anterior, omitiremos certas passagens intermedidrias

a seguir.
No processo de maximizacao de Sy, empregamos a funcio auxiliar
— - W e W W
R, = 1 Zﬁ;(”‘) +,\(1 —Zp.—) +ﬂ(Uq—ZR E‘,—) (4.27)
q- i=1 i=1

para obtermos a equagio BTBQ/(?;)}- = 0. A solugio dessa equagao pode ser escrita na
seguinte forma:

77 11 1/(1-q)
-5 [tgpn-ty
- 5~ [L= (1~ )8(E; ~ E,)]/0~9

Do ponto de vista matemadtico, os P;’s apresentam uma dificuldade computacional, pois
eles num célculo concreto devem ser obtidos de maneira auto-consistente. Além disso,
ressaltamos que A e 3, empregados em (4.27) sio distintos daqueles usados em (4.6).
Optamos por manter €ssa nomenclatura para frisar que estamos considerando o ensemble
candnico.

A distruigdo canénica de probabilidades (4.28) mostra um aspecto almejado: ela inde-
pende da origem da energia. Para verificar essa afirmacio, consideremos que o espectro
energético { E;} seja transladado por uma quantidade constante OE, isto é, teremos {E}
a0 invés de {E;}, sendo E; = E; +6F. Assim, quando empregarmos as energias transla-
dadas, resulta em U, +8E em contraste com simplesmente U,. Tais propriedades, fazem
com que E; — ﬁq seja um objeto invariante perante a translacio do espectro energético
e, assim, a prépria distribuicao de probabilidades (4.28). Esse resultado permite-nos con-
cluir, que quaisquer grandezas nessa termoestatistica s40 invariantes perante a origem da

Quando se deseja fazer algum cdlculo especifico empregando p; dado em (4.28), muitas
vezes é conveniente reduzi-lo aquele que usa p;, apresentado em (4.9). Essa vertente, pode
ser executada, se fatorarmos o termo:

L+ (1 - q)pT, 1"
o g
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no numerador e denominador p; e introduzirmos /3 (que redefine ) de modo a incorporar
o fator (4.30). Isso feito, verificamos que

5 (1 —(1-q)BE;]"/-9)
> e q)BE;])/(0=0) (4.31)

com
ﬁ =l 7 T ﬂ 7

i=1(P;)7 + (1 - q)BU,

Enfim, podemos afirmar, que P:(8) = pi(B), ou seja, podemos executar todas as operagoes

necessarias, num calculo envolvendo p;, empregando pura e simplesmente p;, porém usando

8 no lugar de 3.
Além disso, salientamos que muitos outros aspectos relacionados ao novo vinculo (4.25)

trazem uma estreita semelhanga com aqueles oriundos do velho (4.5). Por exemplo, a
energia livre (4.19) torna-se

(4.32)

= : l-~1-()7_ 1(Z,-1
FQ:EG_TSQ:EH‘?EF—BET__I‘:—E Llr;.;— ] (4.33)
=1 i

quando o novo vinculo é empregado.
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Capitulo 5

Mecanica estatistica nao-extensiva:
aplicacoes

Assim como fizemos no capitulo 2, vamos ilustrar o formalismo relativo a mecanica
estatistica generalizada. Dispondo fazer uma comparacao detalhada com a mecanica es-
tatistica extensiva, tomaremos como exemplos, justamente, aqueles sistemas discutidos
no final do capitulo 2. Tal apresentagdo, também, serd importante para o método varia-
cional no contexto generalizado, que serd analisado nas etapas seguintes deste trabalho.
Dessa forma, obteremos a energia livre de Helmholtz para os trés casos, empregando a
mecanica estatistica cldssica, na versdo generalizada relacionada a distribui¢io canénica
do tipo I (energia média ndo-normalizada). Além disso, acreditamos que esses trés exem-
plos servirdo de guia para os procedimentos de cilculo empregados na mecanica estatistica

nao-extensiva.
5.1 Particula num pog¢o quadrado

Seguindo a ordem de apresentagdo do capitulo 2, o primeiro exemplo é o de uma
particula de massa m num espaco unidimensional e confinada a um intervalo de compri-

mento L. Ou seja, a hamiltoniana desse sistema é dada por
2
0 se |z|<L/2
e = (5.1)

- e
H—2m+V[:c) com V(r)—{oo se |z|>L/2

Assim, a fungio de particao generalizada, (4.10), correspondente a esse sistema, em sua
vertente cldssica, (4.11), é

Z, l/” ap[: dz [1 —(1-q)8 (5; + V(r))Jlm_q} . (5.2)

:h —00
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Iniciemos o cdlculo de Z, pela integraciao em z, considerando um valor arbitrério de
q. Utilizando do fato que no intervalo ditado por /2 > z > —L/2 temos V(z) = 0 e fora
dele V() = oo, observamos, como no caso extensivo, que a integracao em z fica restrita

apenas aos valores de z, que obedecem a L/2 > |z|, pois

” 1/(1-q)
[1 -(1-¢)8 (2‘”— + V(.-::))J = (5.3)

) {[ (1- Jﬁ(am)]"“ " se lol<Lf2
se |z|> L/2

onde consideramos 3 > 0 e empregamos o fato de que o peso estatistico é nulo quando
1—(1-¢q)A[p°/(2m) + V(x)] < 0. A partir dai, a integracio em z é imediata e a fungdo

de particao (5.2) toma a forma

00 2\ 11/(1-q)
Fg = {-l/_mdp [1 -(1-q)8 ('Q%)] ; (5.4)

No cdlculo da integral em p duas situagoes devem ser tratadas separadamente: os casos
g >1eq<1 Para tal, devemos empregar a integral:

f1/2”—“'r+‘_%) se 3>q>1

-8 (L) ¢ 1

= 211/(1-q) -

/ dp [1 - (1 —q)@-] =4 2—?“ se ¢g=1 ; (5.5)

2m
2rm 1 se q <1
L V(i-¢8 T (—‘l+,)

Nesse resultado, visando enfatizar que estamos trabalhando com uma generalizacio do
caso Gaussiano (2.25), tomamos a liberdade de incluir esse caso (g = 1) para efeito de
comparagao. Para obtermos (5.5) usamos (ref. [44], p. 285)

/om dw w*(1 + w)’ = 0 o a)[I:((:;)— =t ; (5.6)
se Re(a) > —1 e Re(a + b) < —1, e (ref. [44], p. 284)
/0] dw w(l —w)? = F(;.(; j_)z(i;;b) (5.7)

se Re(a) > —1 e Re(b) > —1. De fato, se considerarmos a integral (5.5) com ¢ > 1 e
introduzirmos a varidvel w = (¢ — 1)3/(2m)]p?, verificamos:

B 271/(1-q)
R
_m —_.




_ [ T(g-3)
= V=17 l"(q%l) : (5.8)

em que usamos I'(1/2) = /7. Além disso, deve ser notado que a integral acima existe
(converge) somente quando ¢ < 3. Por sua vez, a verificagio do resultado para ¢ < 1
em (5.5) é andloga, quando w = [(1 — q)3/(2m)]p? for usada como nova varidvel de
integragao. Portanto, enfatizamos que o limite de integragio nao nulo advém da condigao
l—w=1-(1-gq)Bp*/(2m) = 0.

Portanto, concluimos que

Z, = J L, jzm se g=1 . (5.9)

L 2rm ]‘(%‘.&Iﬂ)_
| AV 0-08 (=) %6 9<l

Conseqiientemente, usando essa fungdo de particio, obtemos a energia livre generalizada:

1 Irm ( ‘I

I [( h\ (g-1)8 rq(ﬁ): ) —1] se 3>g>1

Fq: < ln( ‘,-":"“Tm' se g=1 . (5.10}
[z _T(E2)

RN q}fi [( (1:3,5 (E +% ) - l] se g<1

5.2 Oscilador harménico

{

.

Passemos para outro exemplo: um oscilador harménico unidimensional, cuja Hamil-

toniana é " 5
p kz

=2, =, (5.11)
2m 2

com m e k sendo a massa e a constante eldstica, respectivamente. Dessa maneira, a fungdo

de particao generalizada torna-se
2 2\ 11/(1-q)
p kz
Zy = h[ dpdz [ -(1-¢q)B (2m + 5 )] ; (5.12)
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Chamamos a atengao de que a regiao de integragdo é tal que garanta uma distribuigio de
probabilidades positiva definida. Isso, por sua vez, implicaem 1 — (1—q)BH >0, que no

presente caso faz com que as raizes da equacao

2 7:?
1—(1—q)ﬁ(;—m+%)=0 (5.13)

fornecam os limites da regido de integragao quando ¢ < 1 (para ¢ > 1 a regido de
integragdo é todo o plano p x z).

Basicamente, existem duas maneiras alternativas de calcular a integral (5.12). Uma
delas, que serd enfocada no préximo exemplo, é implementada por meio de integragdes
sucessivas das varidveis p e z. A outra, que ora aproveitaremos para ilustrar no cilculo de
(5.12), baseia-se no uso de coordenadas polares. Nesse sentido, introduzamos as varidveis

u=[1-qlB/(2m)]'?p e v = [|1 - q|8k/2)]'/*x, que conduz a

_ 2 " 2 2 1/(1-q)
2, = Emﬁ-—u/ dudy [l - sign(1 — q) (u +v )] ; (5.14)

onde w = /k/m e sign(y) é a fungdo sinal, isto é, sign(y) =1 (=1)sey >0 (y <0). Em
contraste com o célculo apresentado no exemplo anterior, optamos pelo uso da fungao
sinal que permite fazer um tratamento unificado dos casos ¢ > 1 e q < 1. A seguir,
usaremos as coordenadas polares r = (u? 4 v?)!/2 e § = arctan(u/v). Assim,

2 o s : 1/(1~q)
= d d 1- 1 -gq)r? ;
Z, AT = qlﬁw/u 6‘/0 T r[ sign(1 — g)r ] y (5.15)

com7rm »00seq>1lery, =1seqg<1,poisparag<1a solugio da Eq. (5.13) em

termos das novas varidveis fornece esse 1iltimo limite.
Por fim, recaimos nas integrais (5.6) e (5.7) se utilizarmos a varidvel w = r? em Z,

com wpy — 00 para ¢ > 1 e w, = 1 para ¢q < 1, ou seja,

2m s - 1/(1-q)
= —_— - 1
Z, = quj; dw [1 — sign(1 — q)w] (5.16)
R
T ED) 6o 25451
27 1=0
a h“ _QIﬁw T 1
]F(l+l—_—)
oL se g¢g<l1
2m 1
= — 2.
"o T—q se ¢<

Para obtermos a iiltima igualdade empregamos a relagdo I'(z + 1) = 2['(z) com z =
—1-1/(I-¢g)nocasog>1ez=1+1/(1 —q) quando ¢ < 1. Além disso, devemos ter
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q < 2 para garantir a convergéncia da integral (5.16). Logo, a energia livre generalizada
para o oscilador harménico unidimensional é

1 or 1 AYY
Fq:—(q_])ﬁ[(hﬁw2_q) —1J. (5.17)

5.3 Particula sujeita a uma energia potencial kilz|™

No nosso iltimo exemplo, obteremos a energia livre de uma particula sujeita a energia
potencial V(z) = k,|x|", ou seja, cuja Hamiltoniana é

2

p
= — + k,|zI* :
H i || (5.18)

comk,>0en>0.
A exemplo dos dois casos anteriores, temos

1 n? . 1/(1-q)
L= Hfdpd:r: [l -(1-4q)B (gn_ + kn|z| )] y (5.19)

que pode ser calculada em duas etapas: primeiro a integracdo em p e depois em z. Para
isso evidenciamos o termo 1 — (1 — ¢)Bk,|z|™ no integrando de (5.19), isto é,

1 soo - o0 . p? 1/(1-q)
4:H[mﬁ[pwywm@mﬂ“ﬂ[;¢;P-U—Q%EJ (5.20)

com 5
b= 1—(1-q)Bknlz* "

E de se notar, que os limites de integragdo em (5.19) e (5.20) sdo inteiramente compativeis.
Isso ocorre porque supor 1—(1—¢)BH < 0 com p e z arbitrarios ¢ equivalente a empregar
1-(1—gq)Bknlz®<0el—(1- q)ﬁpz/[Qm) < 0. De fato, a antepeniiltima e a iiltima
desigualdades sdc as mesmas quando z for nulo. Por sua vez, ao considerarmos a segunda
desigualdade, detectamos, que a partir da defini¢do de S, a tltima desigualdade leva a
antepeniltima. Analogamente, quando nio h4 restrigoes a regiao de integracdo em (5.19)
(1=(1—g)BH > 0), isso equivale a nio ter restrigées a varidvel T em 1—(1—q)Bk,|z| > 0
e a variavel pem 1 — (1 — q}BpQ/(Qm) > 0 em (5.20).

Visto a equivaléncia de (5.19) e (5‘2[}), a integracao em p é imediata se usarmos o
resultado de (5.5) com B substituido por 3. Esse procedimento conduz a

(5.21)

z,=N, [ Z dzr (1= (1 — g)Bkn|z|"|/A-0+V/2 (5.22)
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sendo

(5.23)

| AV 9F r22

Antes de efetuarmos a integracio na variavel z em (5.22), é importante estarmos
atentos, pois

Zy= N, /_r: dr [1 - (1 - q')ﬁ'knlxln]”(l—c’}

(5.24)
se definirmos ¢’ e 8’ através das relagées

(1-¢)8'=(1-9p8. (5.25)

Isso, contudo, mostra que o efeito da integracdo em p é basicamente o de redefinir os
valores de g e A na integral em termos de r, quando ¢ # 1. Resolvendo as duas relagdes
precedentes, obtemos

o 1+a pfot
A v e ﬁﬂ(a_q)ﬁ- (5.26)

Ressaltemos, ainda, que ¢’ > 1 (¢’ < 1) ocorre somente se q>1 (g <1),quando g < 3.
Além disso, #' tem o mesmo sinal de 3, pois ¢ < 3.

A seguir, objetivando escrever a fungio de particdo numa forma que permita ser calcu-

lada mais facilmente, quando empregamos as identidades (5.6) e (5.7), facamos a mudanca
de varidvel w = |1 — ¢|#'k,z" com w,, = 0o se ¢ >1ewy,=1seq < 1. Portanto,
Z =

o0 ]
0 = 2N [T (1= (1- ¢)Bkua 0T
2N,

_ q e ~1+1/n[y _ o _ o/ (L=¢)
S A=y 4w L~ (1 - gul
r(ir -,-"--]_Lq,)

N i

q
. q

: %)
n ([l e Q'[ﬁ'n"ﬁﬂ)l’!“ (5 ?)
riir |+ﬁ_, .

se g <1
r 1+$+ﬁr
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Nessa 1iltima expressio, devemos considerar apenas os valores de N, dados em (5.23) que
correspondem a ¢ # 1. Atentando 4 Eq. (5.25), podemos expressar a fungao de parti¢iao

em termos de g e 3:

2 [aam- P(E+0)r(F5-3-L 3n42
[ RV (g-1)B {(q—lmk..]?f"r(#) se D >q >1
Zo={ 3B (Bk) VT (L +1) se =1 (5.28)
2 [ 2rm I‘(%+I)l"(?—:‘lj
| h (1-q)8 [(I—Q)ﬂkn]'f"r(%:ga+% i—:—|) se q < 1

assim como no caso extensivo, usamos (1/n)0'(1/n)=C(1/n + n). Nesse resultado, para
efeito de comparagdo, incorporamos o caso q = 1, conforme expresso na Eq. (2.37).
Por sua vez, a energia livre é

( e T{A41)0(oLy—E=£) I-q
i) 2 / 2nm_ " \a T - 3n42
(a8 [(h (a-1)8 [(q—uak";unr(;g,.)) L se % >q>1

7m T(2+1
F,={ — % In (%‘/QT”‘ @(m;) se qg=1. (5.29)

1 2 mm [‘(%+1)I‘(?—:i) =
T8 [(hv (1-q)8 [(s—q)sk,,]lfﬂr(f{{q+.}.+$) —~i sBg<1

Essa energia livre tem como casos limites aqueles obtidos por uma particula sujeita a
um pogo de potencial infinito (nosso primeiro exemplo) e por um oscilador harménico (o
segundo exemplo). Realmente, quando n = 2 e ky = k/2 a expressio (5.29) recai na (5.17)
ao simplificarmos as fungées gama empregando a propriedade ['(a+1) = al'(a) e usarmos
['(3/2) = /7 /2, portanto, recuperando a energia livre do oscilador harménico. Por outro
lado, ao redefinirmos k, como k/(L/2)", temos V(z) = k |z/(L/2)|". Assim, a0 tomarmos
o limite n — oo, verificamos que a energia potencial é nula para —L/2 < z < L/2 e infinita
para |z| > L/2. Além disso, no limite n — 00, a energia livre (5.29) reduz-se a (5.10),

pois quando 1/n — 0, [(I — q)ﬁi/(L/?)"] e —2/Lel'(1/n+1) — 1. Do ponto de vista
gréfico, a forma da energia livre (5.29) em funcio da temperatura, para diversos valores
de g e n, pode ser apreciada a partir das Figs. (6.1) e (6.2).

Diferentemente do caso extensivo (¢ = 1), quando consideramos uma Hamiltoniana
que nao contém a parte cinética, a fungao de particio ndo é obtida simplesmente eli-
minando um fator multiplicativo relativo a parte cinética. Para ilustrar tal situagao,
empreguemos somente a energia potencial de H = p?/(2m) + k,|z|” como uma nova Ha-
miltoniana, ou seja, passemos a usar a Hamiltoniana H = kn|lz|® com A = 1. Assim, a
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Figura 5.1: A energia livre generalizada (5.29), Fy(T),comqg=1,5,n=1,0, 2,0e6,0e
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Figura 5.2: A energia livre generalizada (5.29), F(T), com ¢ =0,5, n=0,5, 1, 0, 2,0e
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funcao de particio é
o0
o = /_m dz(l = (1 — q)Bkn|z|")"/( -2

se n+l>g>1

2
n (“ = QIﬂkn)un r(l]]"(H_L!
n h 1-
T‘ i) se g<l1
No cdlculo dessa integral, simplesmente copiamos o resultado de (5.27) com ¢’ e B subs-
tiuidos por ¢ e 3, respectivamente. Sem o N, e usando a identidade I'(1 + 1/n) =
(1/n)I'(1/n) e a expressdo (2.39), que corresponde a fungdo de partigdo para q = 1,
podemos escrever a fungao de particio como

AT T{~det)

1
_n’ A nT0- -
(= 1)8kn] 1/ q—L. ) se n+l>g>1

1
g = J 2(Br‘k§“1;,;‘! - g=1 . (5.31)

2T(1+}) r(1+,—_'5]
((1-)8ka)'/" T(14 5+ 1)

(5.30)

se g<1

A partir de (5.31), sabemos que a energia livre correspondente a H = k,|z|* assume
a forma

1 l-¢
] 20(1+7) P(-4-74)
[ (1-9)8 [({(Q—Uﬂkn]”" p(__li_:) =1 se n+l>qg>1

T
FQ:J ~Lin (*}TZ%J) se g=1 . (5.32)

i1+ i 1-q
_(l_lq)ﬁ [( 2P(1+3) (14 ) s 1} - gl

((1-q)Bka)'/n T(14 1 +L

\

No entanto, quando comparamos essa expressio com aquela que advém da Hamiltoniana
com energia cinética, (5.29), reparamos que elas diferem basicamente pela presenca do

termo cinético \/2rm/B, que ji ocorria no caso ¢ = 1, de fator 1/2 no argumento de

algumas fungdes gama e outro fator |1 — g|.

Para o caso de uma particula confinada num pogo quadrado, sem o termo de energia
cinética, terfamos a Hamiltoniana H = V(z) com V/(z) =0, se |z| < L/2 e V(z) = oo se
|z| > L/2. Usando h = 1, a correspondente funcio de partigao é

Zy= [~ [1-(1-0pv(@)]"0 = L, (539
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pois,

(r- - gaviii={ L = |4 <o (5.30)

para 8 > 0. Em (5.34), levamos em consideragio o fato do peso estatistico ser nulo,
quando 1 — (1 — ¢)AV(z) < 0. Assim, o resultado de (5.33) nos possibilita escrever a
energia livre correspondente 4 H = V(z), como

1

Y (L“" -1). (5.35)

F,=-

Como iremos, ainda, realizar varios calculos em estatistica nao-extensiva é conveni-
ente, antes de concluirmos este capitulo, enfatizarmos que podemos efetuar um teste de
consisténcia dos mesmos, ou seja, apresentarmos um procedimento de controle informan-
do se os resultados obtidos sio ou nio razodveis. Esse teste estd baseado no fato de
que a estatistica ndo-extensiva recai na extensiva quando o limite ¢ — 1, pois a entro-
pia de Tsallis e o vinculo para o valor médio da energia reincidem diretamente em seus
correspondentes nusuais no limite ¢ — 1 (veja as Egs. (4.2) e (4.5)). Para exemplificar
tal procedimento, consideremos trés situacdes entre as varias possiveis. Primeiramente,
notemos que a partir da Eq. (4.3) a regra de aditividade para a entropia é imediatamente
verificada no limite ¢ — 1. Nesse limite, a distribuicio de Boltzmann-Gibbs é também
obtida quando empregamos as Egs. (4.9) e (4.10). Um terceiro exemplo, porém mais
elaborado tecnicamente, surge quando queremos constatar que a integral Gaussiana, Eq.
(5.5), é resgatada no limite ¢ — 1. Nessa situagdo, € conveniente empregarmos uma ex-
pressao para a fun¢ao gama quando seus argumentos forem grandes, pois temos presente
o fator 1/|1 — ¢|, que diverge no limite g — 1. Essa expressao é justamente a férmula
assintdtica de Stirling (ref. [44], p. 937) para fungio gama.
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Capitulo 6

Método variacional na mecanica
estatistica nao-extensiva

Em comparagdo com a mecanica estatistica extensiva (Boltzmann-Gibbs), sdo poucas
as situagoes nas quais conseguimos calcular a funcdo de partigdo (ou energia livre) ge-
neralizada para um dado sistema. No caso cldssico, podemos calcular as integrais para
0s momentos, para isso devemos empregar o procedimento usado no iiltimo exemplo do
capitulo anterior. Entretanto, é comum nio conseguirmos calcular as integrais nas va-
ridveis espaciais remanescentes. Essa dificuldade de obter resultados exatos mantém-se na
versao quantica, ja que a situacgdo cldssica pode ser vista como um caso particular da pri-
meira. Portanto, urge a necessidade de se utilizar métodos aproximados. Neste capitulo,
enfocaremos dois métodos variacionais que pressupéem um modelo solivel razoavel como
componente basico. Como veremos, os dois métodos deixam de ser equivalentes no caso
da mecanica estatistica nio-extensiva. Esses dois métodos sio generalizagées dos dois
procedimentos alternativos, apresentados no capitulo 3, para se atingir a desigualdade de

Bogoliubov.
6.1 Primeira generalizacao

Para iniciarmos nossa discussio sobre métodos variacionais no contexto da mecanica
estatistica nao-extensiva, apresentamos a Hamiltoniana do sistema a ser investigado, H,

como

Aqui Hp e H) representam, respectivamente, as Hamiltonianas do modelo soliivel e sua
corregao, de tal forma a comporem a Hamiltoniana de interesse. Ressalte-se o fato de
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que teremos uma boa aproximagio quando H, conduzir a uma corregao suficientemente
pequena a Hy.

Com o propésito de apresentar a primeira generalizacio da desigualdade de Bogoliu-
bov, que estende a primeira maneira discutida no capitulo 3, Seguiremos os passos anilogos
aos anteriormente empregados. Por conseguinte[41, 42|, a partir de (6.1) consideremos a

Hamiltoniana

H()) = Hy+ AH, (6.2)

com 0 < A < 1, que interpola o modelo sohivel, H(0) = Hy, e o de interesse, H(1) =
Hy + H,. Assim, vinculada a H()), a energia livre de Helmholtz generalizada (4.19) é

R =~ 5 Ing 2,0 = 5 (207 21), (63
sendo
Zy(A) = Y [1 = (1 - q)BE;(A)] /09 (6.4)

J
a fungao de particao generalizada e E;(\) = Ey; + AE); o j-ésimo autovalor de H()) (Eo;
e E); correspondem aos autovalores de Hy e H,, respectivamente.). Para simplificacio de
cdlculos posteriores, estamos usando a hipétese de que os operadores Hy e H, comutam
(HoH, = H,Hy), isto é, esses operadores podem ser colocados na forma diagonal simul-
taneamente. Cabe salientar que se tal suposi¢do nio fosse empregada, o resultado final

seria 0 mesmo.
Para investigarmos como a energia livre de Helmholtz depende de A, Fy()), usaremos

a série de McLaurin (3.4) com N = 2, que nos direciona &
) 3)
A=(

) T 1)
2
.o 2 dz
com 0 < ¢ < 1. A seguir, trataremos convenientemente cada um dos trés termos do lado
direito de (6.5), em particular, mostrando que o tltimo deles é nao-positivo. Isso, por sua
dF())

vez, nos leva a
T ) (6.6)
dA J.=u)

que nos permitird chegar & primeira generalizacdo da desigualdade de Bogoliubov.
Das definigdes de Fy()) e H()), vemos que F,(0) é exatamente a energia livre genera-
lizada vinculada a Hy. Assim, denotaremos essa energia livre por F}”}, ou seja,

Fy(\) = F,(0) + A (%‘)

F(A) < F(0) + A (

FO = F,(0) = -% In, Z,(0), (6.7)

sendo Z,(0) a fungao de parti¢do correspondente a Hy, cujo i-ésimo autovalor testamos,
representando-o por Ey;.
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Usando a hipétese que Hy e H, tém autovalores simultineos, podemos tratar Hy e H,
como se fossem niimeros e, conseqiientemente, empregar as regras usuais de derivagio, na
derivagao de uma fungio de H()) em relagio a A. Por exemplo,

dF,()) = L1 4~ BE (0 Y0-) 6.8
A | B 7,00 cu?[ (1= q)BE;(N)] - (6.8)
o () a-a )7
e
j q A=0

Na obtengdo da iiltima igualdade, usamos a distribuigio de probabilidades (4.9) e a de-
finigdo de valor médio generalizado (4.24). Dessa forma, o indice “(0)” no valor médio
indica que a média estd sendo calculada com o peso estatistico relativo a Hamiltonia-
na Ho. Apesar do resultado acima parecer vélido para qualquer valor de ¢, isso nio se
confirma para valores negativos de g e 1 — (1 — q)3E;(\) < 0 (caso que ocorre quando
temos E;(}) suficientemente grande). De fato, incorreriamos no absurdo de dividirmos
por zero, pois teriamos a probabilidade p(E;())) = (1 — (1 — q)B8E;()]"/~9 /Z4(A) nula
(fato devidamente discutido no final do peniiltimo pardgrafo da secao (4.2)) e elevada a

q.
O outro exemplo importante de derivagio em relagao A é

d’F,(\) _d [1_(1_q)53j(/\)]1/(1—q) ad
- isnf

a2 Z,(\)

» (1= (1= q)BE;(N)@-V/01-0)
) *ﬁq{ %5 Z ()

- )BE; ()]0~ }2}

. -1 [1 ‘”(
— Z,(\) i
& {Z 2,007

~BaZ, (A" 3 (B (V) [p(B; () Eyy = (H)]” (6.9)

I

com (Hy), = 32; Eyj [p(E;(A)))e. A tltima igualdade, por sua vez, foi obtida empregando
a identidade (4.22), porém tomando o cuidado ao substituir E; por Eyj, quando E;
nao compde 1 — (1 — q)BEj], e E; por E;(}), quando E; estiver dentro da expressio
(1-(1-q)BEj.
Dado que > 0 e usando ¢ > 0, concluimos que d2F,()\)/dA\? < 0 para 1 > A > 0 e,
portanto, o tiltimo termo do lado direito de (6.5) é nio-positivo, isto &,
2 g2
A d*F (6.10)

EWA_CSO para Oscgl

o1



Conseqiientemente, a designaldade (6.6) fica estabelicida para 0 < A < 1. Em particular,
se escolhermos A = 1 e usarmos os resultados (6.7) e (6.8) em (6.6), adquirimos uma

desigualdade de Bogoliubov generalizada;
Fo < F9 + (H)® . (6.11)

Em outras palavras, a energia livie Helmholtz generalizada exata é menor ou igual a
energia livre de Helmholtz generalizada referente & H, mais o valor médio generalizado

de H,, calculado usando-se o peso estatistico relativo a Hj.

A desigualdade de Bogoliubov generalizada (6.11) pode ser apresentada sob um enfo-
que diferente a0 usarmos a identidade (4.19) empregada para F{%) (F(®) = (Ho)"—-TS©),
ou seja,
F, < (H)" —7SsO . (6.12)
Aqui, como de costume, o subindice “0” denota as grandezas calculadas usando a Hamil-

toniana aproximada H,.

Antes de apresentarmos o outro procedimento para lograr a segunda versio da desi-
gualdade de Bogoliubov generalizada, examinemos que a primeira delas conduz ao método
variacional para o estado fundamental em mecanica quantica, quando o limite de tem-
peratura nula é considerado. Isso estende o resultado que tinhamos obtido para o caso
usual (¢ = 1) no capitulo 3. Realmente, tal conclusio est4 fundamentada no fato de que

B grande implica
(1= (1 - q)BE) /"9 > [1 — (1 - q)BE,]"/-9). .. (6.13)

quando Ey < E| < E, - - é a maneira pela qual ordenamos os niveis de energia (logo,
Eq representa a energia do estado fundamental). Portanto, no limite 7 — 0 (B — )
somente a primeira parcela da funcio de particao generalizada deve ser mantida, isto é,

Zy=[1-(1-¢q)BEy"/9 quando BE, > 1. (6.14)

Além disso, para as probabilidades, temos p(Ep) > p(E)) > p(E>) - --, ou seja, p(Ep) =1
no limite de 3 grande. Esses resultados nos fornecem

1 [Z}-1=1]
B o= e [ )
. 5( 1—gq ) °
0 1 (Z,(0)7-1 )
FO = _E( =) = & (6.15)
Elo}ﬂ_ﬁs'gm

(
(H)P = 3 EVp(EY) = =y E" .
e ‘0

n

Estes indices: “(0)” e “(1)” condizem com os autovalores das Hamiltonianas Hj e H,,

respectivamente.
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Por fim, quando substituimos os resultados de (6.15) na desigualdade de Bogoliubov,
Fo < F{9 + (H)" deparamos com E, < E + EV ou seja, obtemos, a exemplo do
ocorrido na mecanica estatistica usual, a expressio correspondente ao método variacional

em mecanica quantica:

Eo < (¥o|H |40) , (6.16)

sendo ¥y a fungao teste que corresponde ao estado fundamental da Hamiltoniana H,.

6.2 Segunda generalizagao

A seguir, observaremos que além de ser instrutivo obter a desigualde de Bogoliubov
generalizada utilizando um procedimento alternativo ao anterior, é possivel outra desi-
gualdade. Sendo assim, apresentd-lo-emos a seguir. Isso faz com que novos horizontes
possam ser vislumbrados ao empregarmos desigualdades distintas em um mesmo contex-
to. Nesse sentido, passaremos a enfocar a desigualdade de Bogoliubov generalizada que
surge como extensao natural do procedimento visto na segdo (3.2) Esse outro procedi-
mento para chegar a uma nova desigualdade de Bogoliubov baseia-se na generalizacao da

desigualdade (3.16), isto é[40],

§, — ope=i <0 se g<2
Go(z) = ——+1-1 =0 se ¢g=2 (6.17)
k=1 >0 se ¢>2

para r positivo. A exemplo da generalizagdo da func¢io logaritmica (4.16), chamamos
também a atengao que (1 — z97!)/(1 — ¢) pode ser visto como uma generalizacdo, no
contexto da mecanica estatistica de Tsallis, do logaritmo, pois limg 1 (1-277)/(1—¢q) =
Inz. Portanto, a desigualdade (3.16) é um caso particular de (6.17) quando ¢ — 1. A
desigualdade (6.17) fica natural se olharmos para gréficos de G,(z) para alguns valores de
¢, que podem ser vistos na Fig. (6.1). Para verificarmos analiticamente (6.17), notemos
primeiramente que no caso ¢ = 2 a identidade é direta. Para q # 2, verificamos que
dGy(z)/dz = 277*~1 = 0 conduz a = = 1. Por outro lado, em z = 1, temos d’G,(z)/dz? =
q—2. Além disso, para g > 1 constatamos que G,(0) = (¢—2)/(q— 1) e para ¢ < 1 vemos
que G(z) tende a —co quando z aproximar-se de 0 por valores positivos. Assim, Gy(z)
apresenta um maximo absoluto quando ¢ < 2. Em contraste, quando g > 2, G(z) tem um
minimo absoluto. Por fim, essas duas iiltimas observacées implicam nas desigualdades em
(6.17).

Agora, supondo um sistema descrito pela Hamiltoniana H,, denominaremos a probabi-
lidade de encontra-lo em seu i-ésimo autoestado por p'(o)_ Além disso, p; é a probabilidade
do sistema referente a Hamiltoniana H estar no i-ésimo autoestado de Hy. Usando essa
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Figura 6.1: Gréfico de Go(z) = (1 — 297')/(1 = ¢) +1 -z ilustrando as designaldades
Go(r) <0 parag <2 Gyz)=0parag=2e Gy(z) > 0 para ¢ > 2.

notagdo e substituindo = por p;/p'” na desigualdade (3.16), constatamos que

1 P: g-1 P <0 se g<2
7 Pi Pi >0 se ¢g>2

Por sua vez, quando o lado esquerdo de (6.18) for multiplicado pela probabilidade pfoj 2
somarmos sobre todos os estados i, verificamos que

1 % Pi
Yo {1 = (%) +37” [1 = (_(0_))]
i p ] i pi

1 Cy -1 <0 se g<2
- Epl(ﬂ) 1___ [l — (%) =0 se ¢g=2 , (619)
; q i J >0 se ¢g>2

onde usamos o fato de que ¥7; pf-m[l —p,-/p,(-ﬂ}) = z,-pﬁ‘” — 2 pi = 0. Portanto, a desigual-
dade (6.17), por meios de (6.18), conduz &

a1 5 ¥ <0 se g2
Zp{.’r[l»(—“;—)) } =0 se ¢g=2 . (6.20)
: q p; >0 se ¢g>2



Assim, como procedemos nos casos anteriores da obtencdo da desigualdade de Bogoliu-
bov, assumiremos a partir dessa etapa de nossos desenvolvimentos que H e Hy comutam.
Portanto, de (6.20), podemos chegar a uma generalizagio da desigualdade de Bogoliubov
se tomarmos

1 1
Y=gl = (1= 0BEC0 e p= (1~ (1-qBE/MI0, (521)
Zg “q
como probabilidades canénicas generalizadas relativas a Hy e H, respectivamente. Aqui,
ZO =31 = (1-q)8Ey]"0 -9 e Z, = 5,[1 - (1 - 7)BE;]'/(1-9) sio as correspondentes
fungdes de particio. Com isso, ao substituirmos (6.21) em (6-20) verificamos que

p” BT | e B L= (1-q)BEw [ Z, \'™"
2% o l_(;ﬁ) g e 1 - (1-q)BE; (F)

i

1 Zz yhe
s 1 =(1-q)BE
. (0) by = Q_ 01
J, = zl:p‘- T e (6.23)

Visto que pw) 2 0ep; > 0, devemos sempre ter em mente que as expressées 1 — (1-q)BEy;

e 1 —(1—gq)BE; em J, sio ndo-negativas. Por outro lado, ao empregarmos a relacdo entre
energia livre e fungao de partigio, F, = —=(1/B)(Z;77 - 1)/(1 — q), temos

(Z20)1=1-(1-q)BF® Z,"=1-(1-q)BF,, (6.24)

que sdo grandezas positivas.
A substituigdo desses resultados em (6.22), e levados a Eq. (6.20), conduz a

<0 se g<?2
<] == F =
L 1= IL})_[}_Q_ J =0 se g=2 (6.25)
I~ 1-(1-q)8F® ™

q = (1 -q)BF >0 se ¢>2

que € equivalente a

FO 1 1
& =S ogc e (1——) se g<2, 6.26
! Jq ﬁl_q Jﬂ ( )
F0) 1 1 1
E o= _‘3‘_+__([__) se g=2, 6.27
& Jo Bl-g Jo =
F0) 1 1 1
P S oo o o[ 2 2
. 2 Jq+[31-q( J,,) se ¢> (6.28)
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Essas trés iiltimas férmulas, juntamente com as defini¢des de energia livre, F, e F}"’,
assim como de J, (Eq. (6.23), compdem a segunda generalizagio da desigualdade de
Bogoliubov. Ressaltamos que no lado direito da ignaldade (6.27) hd uma eliminagéo da
aparente dependéncia em F'qf"), pois no lado esquerdo nao existe tal dependéncia. Fato que
pode ser diretamente verificado a partir da definigiio de .J, quando tomamos ¢ = 2. Assim,
deve estar claro que a igualdade (6.27) nio serd 1itil num processo de calculo variacional
similar aos empregados neste trabalho.
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Capitulo 7

Aplicacoes das desigualdes de
Bogoliubov generalizadas

O estudo desenvolvido neste capitulo corresponde a parte principal deste trabalho.
Fundamentalmente, a nossa empreitada é, de posse do que acabamos de rever nos capitulos
anteriores, fazer um estudo comparativo entre as desigualdades de Bogoliubov generali-
zadas. Tal estudo seguird os moldes daquele feito no contexto da mecanica estatistica
extensiva (se¢do (3.3)), onde comparamos expressées exatas com aquelas obtidas via a
desigualdade de Bogoliubov. Aqui, por sua vez, usaremos os resultados exatos oriun-
dos da mecénica estatistica ndo-extensiva para confrontar com aqueles que serio obtidos
neste capitulo, por meio das duas formas de generalizar a desigualdade de Bogoliubov
apresentadas no capitulo anterior. Nos exemplos especificos, empregaremos incialmente
a desigualdade (6.11) e a seguir a desigualdade (6.26). Por fim, baseando-se nesses resul-
tados, discutiremos de uma maneira comparativa a viabilidade (aplicabilidade) de cada

método.
7.1 Aplicagoes da primeira desigualdade

Agora, comegaremos por aplicar a primeira desigualdade de Bogoliubov generalizada,
pretendendo fazer uma comparacao detalhada entre o resultado exato e o aproximado.
Assim, promoveremos uma analise quantitativa do quio preciso é o resultado conseguido
variacionalmente usando-se essa primeira desigualdade.
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7.1.1 Caso bidimensional

Para iniciarmos, reutilizaremos a Hamiltoniana aproximada, Hy, apresentada na sub-
secao (2.2.1), isto é, Hy = p?/(2m) + V(z) com V(x) nula quando L/2 > = > —L/2 e
infinita se |z| > L/2. Para a Hamiltoniana exata do sistema, empregaremos aquela da
subsecio (2.2.3), H = p?/(2m) + ka|z|" com k, > 0 e n > 0. Assim, estaremos tratando
com um caso bidimensional, cujas coordenadas sio p e z.

Na aplicagdo da primeira desigualdade de Bogoliubov generalizada (6.11) precisamos
somente calcular (H,){”), pois F(® e F, foram devidamente obtidos nas secdes (5.1) e
(5.3), respectivamente. Assim, em (H,){”), conforme (6.8), usaremos H, = H — H, =

knlz|* — V(z), isto é,
i [ P[5 d (Kl = V(2) [1 = (1 - 0)8 (£ + V(2))] "™
(}. 2. dp [ dx [l —f—g1B (*2% 4 V(I))]lf(l—q})q

Nessa expressio, em principio, ndo conhecemos ainda somente o numerador, pois o deno-
minador ¢ exatamente a funcio de parti¢ao (5.2) elevada a poténcia g, cujo o resultado
final esti em (5.9). Por sua vez, o cilculo das duas integragdes do numerador de (7.1)
pode ser feito seguindo o mesmo procedimento empregado para a funcao de particao (5.2).
Nesse caso, quando > 0, o intervalo de integragdo para z é ditado por

(H) = (7.1)

2 a/(1-q)
p —_—
= { [1 —(1-9q)8 (%)]ml_q) se || < LJ2
0 se |z|>L/2

De fato, se |z| < L/2 a contribui¢io devida a V(z) é nula. Por outro lado, se |z| > L/2
tem-se V(z) — 0o, 0 peso estatistico é nulo se a expressdo entre colchetes for negativa para
g <1, epara g > 1 temos um expoente negativo. Além disso, para garantir a existéncia
de (H,){" nao podemos ter g < 0. Caso contrario, ocorreria valores infinitos em (7.2)
quando 1 = (1 —q)B[p?/(2m) + V(z)] < 0, fazendo com que a integral no numerador de
(Hl)g” divirja. Assim, empregando f > 0 e q > 0, temos

2

L/2 00 q/(1-q)
N = oy [ bt [Lwf-a-as(Z)]" " 3

sendo Z{”) a fungio de particdo (5.9).
A integral na varidvel p em (7.3) pode ser obtida a partir de (5.5) se introduzirmos §

e A tal que ;
L P - e (1-§)B=(1-9)8, (7.4)
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ou seja, § = 2 - 1/q e f = qB. De fato, essa redefinicao de parametros juntamente, com
(5.5), conduzem a

- -0 2\ V00
Fosfo-w(Q" - Fofo-w(2)
r\/;%r](:{%.;) se 3>4>1 \/Wﬁﬁ?) se g>1

= &m se  g=1 ={ 2”" se g=1. (7.5)

r(}4)
nm = = _2mm_ l-
Vi-os rdsny ¢ 4<1l Voo r( ey ™ g=i
De posse desse iiltimo resultado e da expressio (5.9) para Z‘SQJ‘ podemos escrever a
forma final para (H, )(01. isto €,

_Zkn (L)"” - D(e-1)
(n+1)h ( —1)3 r(-+
() T B % 35051 o)
2mm_ |
[ @-8 % =) J
kﬂ [In
(H)? = T i) se g=1 (7.7)
" ()
(TH‘U-’I ( ) (=08 r(-+1)
(Hz)f;” = - —i+:) se g<1 (7.8)

[k mety]

A semelhan¢a do empregado na segdo (3.3), a aplicacio do método variacional que
usa a desigualdade de Bogoliubov generalizada F, < F{%) + (H;){”) consistem basicamente
em duas etapas: supor que F, = FJ”) + (Hl)g‘” depende de um conjunto de parametros e
fixd-los de tal maneira que ¥, seja minima; e a partir disso tomar esse F, minimo como
o valor aproximado para F,. No presente exemplo, tratamos apenas com o parimetro L,
porém deparamos com trés situagoes no tocanteaq: 3 >¢>1, ¢g=1el>¢> 0. Aqui
consideraremos somente os casos 3 > ¢ > le 1 > ¢ > 0, pois a vertente ¢ = 1 ja foi

devidamente analisada na segdo (3.3).
Quando 3 > ¢ > 1, usaremos F(* dado em (5.10) e com (7.6) para (H,){". Nesse

caso, a condi¢io necessiria de minimo para
1-¢
o o 1 E}?ﬂm ClE-3))
: (1-9)8 -8 (%)
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e (8)"" /s "y
+ = (7.9)
[:-.\/(;_.w yesl
_ 0F, 1 (1 oem T (4 -)%)) H’L_,,

“oL -~ B \nV(@-1B8 T

;"*(::H}h\/ﬁ ri j%
_l
e e

[_ n+1) (G )F(ﬁ)J”“

L9, (7.10)

que nos direciona a

B |

qr
L = (n +-I—q)[3kn[‘(£_l_%)r(qil)
- 2(n+1) Hin
. [(” + 1 —g)(3~ q)ﬁk,,J ' (7.11)

Para atingirmos a iltima igualdade usamos o fato de que g/(¢g — 1) = 1/(g—1)+1e
['(z +1) = z['(x) para simplificarmos as fungdes gamas, ora com z = 1/(g — 1) — 1/2 ora
com z = 1/(g—1). Portanto, empregar Hy com o valor 6timo (7.11) nos fornece a melhor
aproximagao para H (no sentido de se ter o mais proximo valor para F,). Destacamos
que o valor agora obtido para L reduz-se, como deveria ser, aquele para o caso q = 1,
como podemos verificar ao compararmos as expressoes (3.28) e (7.11).

A substitui¢do do L dado em (7.11) na expressao de F, conduz ao valor minimo para
F, quando 3 > ¢ > 1 e, portanto, a aproximagao procurada para 7

f(q>l) (’7.12)

q min

"m{{i[(nﬂ—z +31 q)Bkn ] V QQETW f(—"* } I}
+“T1F‘/ j [f(rt—i—_-)_%(r(—)]) [ +1 3(2)?311 q)ﬂkJ E

Passemos agora ao caso 1 > ¢ > 0. Para tal empregaremos F(") dado em (5.10) e (7.8)
para (H,)(O) Aqui, a condigdo necessaria de minimo para

Fo - U |frEmmo T(E) T
" (-gB|\hV(1-98 p(E24))
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ok (LN FEm  Fls)
‘ (n+1)h (2) (1-q)8 Fiﬁi-.ii 713
L 2nm r 1:_—!) . ( ’ )
[FV(I—Q)B ri—f'; §+;i]

0= 0F, it = 1 2mm r r_.ﬁ) lqu‘q
oL Wioas F (14 1)

(n+1-q)kn 2rm F(ﬁ)
Z(nth V (i- q)ﬂ 1( )
— L

(7.14)

que nos encaminha a

I = 2"(n+1) r(ﬁ.,.%)r(%_:_g) 1/n
= (”+I_Q)ﬁk“r(f—i3+%)r‘(4)

1-q

1/n
. 2[ 2lpi: 1) } . (7.15)

Para obtermos essa iiltima expressao, foi usado o fato de que (2—¢)/(¢—1) = 1/(1—¢q)+1
e ['(z + 1) = z2I'(z), empregando-se na primeira fra¢do que envolve fungdes gama r =
1/(1 —¢q) +1/2 e na segunda £ = 1/(qg — 1). Novamente, ao servimo-nos de Hy com o
valor 6timo (7.15), temos a melhor aproximagao para a mecanica estatistica relativa a H
(no sentido de se ter o mais préximo valor para Fy). Notemos ainda que as expressdes
para L, (7.11) e (7.15), compbem uma linica se permitirmos que 3 > ¢q > 0.

A substituigao do L dado na expressao (7.15) em (7.13) conduz ao valor minimo para
F, quando 1 > ¢ > 0 e, portanto, a aproximacao procurada para Fy:

e q)ﬁ{{g[(nﬂi(zril— qwk] \ﬁ——r([(_s) }

il Fm [ r(—)%{ - )]) [ﬂ T ]J_l

Antes de compararmos a energia livre exata com a aproximada, merece ser salientado
que os intervalos de valores para ¢, que podem ser empregados nos célculos exato e
aproximado nao sdo os mesmos. De fato, para o caso exato, segundo (5.29), temos (3n +
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F(T)

- - - -aproximado

— n=1,0

Figura 7.1: Uma comparagao entre a energia livre generalizada exata (5.29) e a aproxi-
mada (7.12) com ¢ =1,5,n=1,0, 2,0e6,0e k,=m=h =1.

2)/(n + 2) > q. Assim, o valor méximo permitido para q é igual a um para n = 0,
crescendo continuamente e chegando a trés no limite de n arbitrariamente grande. Por
outro lado, para o caso aproximado, deparamos com 3 > q¢ > 0, pois ¢ > 0 é uma
condicdo necessdria para a existéncia de (H1)£°) (conforme discustido imediatamente apés
(6.8)) e 3 > ¢ garante que Fq‘o) exista (fato ressaltado em (5.10)). Assim, s6 faz sentido
compararmos o resultado exato com o aproximado quando os valores de ¢ sio possiveis
nesses dois casos.

Para ¢ = 1, uma comparagio de diversos valores de n, entre a energia livre exata
(2.38) e a aproximada (3.29), estd apresentada na Fig. (3.2). Gréficos do mesmo tipo para
3>g>1el >q>0,ecom virios valores de n, estdo respectivamente apresentados nas
Figs.(7.1) e (7.2). Essas comparagdes ampliam o que jd foi feito em trabalhos anteriores,
pois existem duas publicagdes que discutem as vertentes cldssica[41] e quantica[42] para
n = 2. A partir das Figs. (7.1) e (7.2), fica claro que a medida que n aumenta a diferenca
entre Iy, e Fp, diminui. Isso esta relacionado ao fato de que, como discutimos apés a
Eq., no limite n — oo a Hamiltoniana H tende para H,. Quando temos g # 1 esse tipo
de comportamento estd presente. Fato que pode ser verificado a partir dos graficos da

Fig. (7.1).
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aproximado
exato

)

<120 |-

Figura 7.2: Uma comparagao entre a energia livre generalizada exata (5.29) e a aproxi-
mada (7.16) com ¢ = 0,5, n =0,5, 1,0, 2,0e6,0e k,=m=h=1.

7.1.2 Caso unidimensional

Nesse subtdpico consideraremos uma Hamiltoniana que ndo contém a parte cinética.
Nesse caso, como verificamos no final do capitulo 5, a fungdo de parti¢do generalizada
nao é obtida, simplesmente, eliminando um fator multiplicativo relativo & parte cinética.
Portanto, diferentemente do caso usual (¢ = 1), o problema aqui tratado para q # 1 nio é
equivalente a situacdo que envolve energia cinética. Entretanto, quando visamos comparar
aplicagoes das duas generalizagoes da desigualdade de Bogoliubov, tal vertente de estudo
mostra-se relevante, como teremos oportunidade de verificar no decorrer deste capitulo.
Nessa diregio, empreguemos somente a energia potencial de H = p?/(2m) + k,|z|” como
uma nova Hamiltoniana, ou seja, passemos a usar a Hamiltoniana H = k,|z|® com k, > 0,
n > 0e h = 1. Consistentemente com essa tltima Hamiltoniana, usaremos Hy = V/(z)
com V(z) nula quando L/2 > z > —L/2 e infinita se |z| > L/2.

Para aplicar a desigualdade de Bogoliubov generalizada (6.11) necessitamos calcular
apenas (H,){%, pois F{9 e F, correspondem as Egs. (5.35) e (5.32), respectivamente.
Portanto, teremos Hy = H — Hy = ky|z|* — V(z) e dai

I, dz (klz|® = V(z))[1 - (1 - q)ﬁ‘v(;r)]q/(l-q) -
(fwm dr [1 -(1- q)ﬁV(I)]U[l—q))ﬂ' i

(H,){
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fl'ﬁ?dm knlz| _kn Lntl-a
B q ~ o9n '
( fﬁz‘ii‘) 2"(n+1)

pois
il—(i—q)ﬁV(rJJ“’"“‘”:{ : o }Z}ffﬁ (7.18)

coma=qgoua=1lquandon>0,g>0e8>0.
Analogamente ao caso anterior, a aplicagio do método variacional, baseado na desi-

gualdade de Bogolinbov generalizada I, < F;, consiste em obter o minimo de F,, onde

F,=F® & (H) = L (B g 8 ar 7.19
L e T T (1-q)B 2"(n+1) (7.19)
Para este Fy, a condicao necessaria de minimo é
oF, 1 . ka(ln+1—4q) ,_
= T TS I) q . T S ———————— n q #
58— FX T oman T ® 17-20)
que fornece
?n+1) V"
= L . (7.21)
kn(n‘ +1= Q)ﬁ
Por sua vez, a substitui¢gao desse L em (7.19) conduz a
(1-q)/n
1 = 1
}-qrm'n: == [ . (n+ ) ] -1 (722)
(1=q)8 | lka(n+1-q)B
1 [ 2(n +1) ]““”’“
(n+1-q)8 [ka(n+1-q)B ’

que € o valor minimo para F,. Naturalmente, as Eqs. (7.21) e (7.22) recaem respectiva-
mente nas suas correspondentes (3.28) e (3.30) no limite ¢ — 1.

Salientamos que as energias livres exata (5.32) e aproximada (7.22) ndo estdo definidas
para o mesmo intervalo de valores para q. De fato, a existéncia de F, implican+1 > ¢
no caso exato. No caso aproximado, a Eq. (7.22) é real somente se n+1 > ge a
existéncia de (H,){”) impde que ¢ > 0, entdo n + 1 > ¢ > 0, apesar de (7.22) comportar
qualquer ¢ < 0. Assim, podemos comparar o resultado exato com o aproximado somente
quando os valores de ¢ sdo cabiveis nos dois casos. Com isso em mente, uma comparacao,
empregando alguns valores representativos de g e n, entre a energia livre exata (5.32) e a
aproximada (7.22) estd apresentada nas Figs. (7.3) e (7.4).
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Figura 7.3: A energia livre generalizada (F,(T')) exata (5.32) e a aproximada (7.22) quando
g=156,n=10 20e6,0ek,=1.
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exato
- - - -aproximado

Figura 7.4: A energia livre generalizada (F,(T')) exata (5.32) e a aproximada (7.22) quando
q=0,6,n=0,5, 1,0, 2,0e6,0e k, = 1.
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7.2 Aplicagoes da segunda desigualdade

Passemos agora para a discussio de aplicagdes da segunda generalizacao da desigual-
dade de Bogoliubov. Nesse caso, o objeto de comparagio com a energia livre exata F, é

a grandeza

Fi 1 1 1) 11 (2{M)1-9
=1 o [l = (Y _ 7.23
G Jq ﬁI_Q( Jq ﬁl—q( Jq ) ( )

com F{® = = [(20)'™ 1] /181 ~ q)] e

v 1= -qBEy _ 1 1= (1= q)BEy* 19
o= lzp" 1—(1-q)BE,  7® Z 1= (1-q)BE, ; (7.24)

em que empregamos a defini¢io de p{” (supondo que Hy, e H comutam), Eq. (6.21).
Caso a dinamica subjacente a um sistema fisico com N graus de liberdade for a classica,

deveremos utilizar

1 M dpdz; (1 - (1 - q)BH?-90/0-9)
= Eé"_’f.n h 1-(1-q)BH (7.25)

=]

e expressao andloga para Z{®. Segundo essa notagao, essa generalizagio da desigualdade
de Bogoliubov, Egs. (6.26), (6.27) e (6.28), pode ser escrita como

B € B se g<2 (7.26)
= 0 se g=2 (7.27)
24, se q>2 (7.28)

Enfim atentamos para o fato de que J, envolve essencialmente o produto de duas g-
exponenciais, uma que envolve H e cujo expoente é 1/(1 — q) e a outra contendo Hye
com expoente (2—¢q)/(1 — g). Portanto, na primeira delas temos um q efetivo igual a —2
e na outra, usando um g efetivo, ¢.;, definido pela relagiio

1 2—-gq
Scaas. 7.29
1_"?-8] l_q ( )

constamos que seu valor é igual a 1/(2 — ¢). Como veremos a partir de exemplos, essa
combinagao de ¢’s pode favorecer um comportamento divergente para J,.
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7.2.1 Caso bidimensional

Assim, como na se¢ao anterior, comegaremos com uma situacdo bidimensional (um
momento linear, p, e uma varidvel espacial, z). Para tal, usaremos Hy = p?/(2m) + V(z)
com V(z) nula quando L/2 > z > —L/2 e infinita se |z| > L/2, e H = p?/(2m) + kp|z|"
com k, >0 e n > 0. Com isso, teremos F{® dado em (5.10),

o [1 - (1-q)8 (% + V(a:))]ﬂ—q]f(hq}

Pyt / “d [ (7.30)
= — p abi 2 .
PhZP e e 1-(1-q)8 (& + kalzl")
e Z\" exposto em (5.9). Para calcularmos J,, utilizaremos:
P (2-a)/(1-q)
[1 - (1-4q)B (— + V[r))} = (7.31)
2m
_ [1 _ (1 - (%;_)](E—q)/(l—q) <5 l-rf < L/?
0 se |z|>L/2

No célculo de J;, devemos ter ¢ < 2, caso contrdrio incorreriamos em divergéncias in-
desejadas. De fato, (7.31) seria divergente quando |z| > L/2. Do exposto, verificamos

que ;
2 1(2-9)/(1-¢
I=({l=g)Br

B 1 00 Lf2 [
0= 02O /—m dp/—fa/z i (1= )8 (& + kalz])

Ao escrevermos o denominador do integrando anterior como

(7.32)

=008 (5 ke = [1- (- 082 1= (- 0Bkkr] (9

2m

com
B

SN . 7.34
1-(1-g)BL (734)

constamos que

2 o0 p? 1/(1-q) L/2 dl'
J,= —— dp|1—(1- e . .
1 hZ® /-m b [ ( Q)ﬁ2m] ./0 1— (1 - q)Bknz" {35)

A iltima integral em J pode ser escrita em termos da fungdo hipergeométrica ,F
utilizando-se uma de suas representagdes integrais (ref.[44], p. 1040):

oF\(a,b;¢;2) = ﬂﬂ— ldt (1= t) (1~ t2) e (7.36)



com Re(c) > 0 e Re(b) > 0. Realmente, ao empregarmos t = (2/L)"z" na integral em z,
COMPprovamos que

L/2 e L ) Ny _a (LA -1
/0 1~ q);‘?knm" = 9l df t! {1 [(1 q)ﬁkn(g) ]t} ;s (7.37)

Assim, quando comparamos a representacio integral (7.36) com a tltima integral em
(7.37), constatamos que a = 1, b= 1/nec=1+ 1/n e, portanto,

L/2 dx I 1 A"
A e (' 21 0= 0k (5 )) (ra8)

Isso posto,

o0 2 11/(1-q)
Jy = ,;;ﬁf.w“f’{[‘ —( -qm;’—m]
x oF (1‘ 1+- (1 - q)Bkn (L)n[l—(l—q)ﬁ%}_)}. (7.39)

Neste momento, interrompemos a nossa tarefa de obter um valor exato para J,, pois nao
conseguimos calcular de maneira analitica essa 1iltima integral e nem localizamos seu valor
em tabelas de integrais. Dessa forma, o trabalho desenvolvido nesta subsegio fornece um
indicativo do grau de dificuldade que estd presente na aplicagio da segunda generalizagao
da desigualdade de Bogoliubov, que na presente situagdo, mostrou-se maior do que o
proprio cdlculo do caso exato.

7.2.2 Caso unidimensional

Como acabamos de perceber, a aplicagdo da segunda generalizagdo da desigualdade
de Bogoliubov conduz, em geral, a integrais dificies de serem calculadas. Com o intuito
de considerarmos uma situagao na qual ¢ possivel calcularmos todas as integrais, vamos
analisar uma situagao unidimensional. Isso serd feito desconsiderando-se a parte relativa
aos momentos no exemplo que acabamos de discutir. Assim, a exemplo do que ja fizemos
no término da segdo anterior, usaremos H = ky|z|" e Hy = V(z) com V(z) = 0 se
x| < L/2eV(z) = oo se |z| > L/2.

Ao empregarmos essas Hamiltonianas, temos

[l _ l—- q) 6‘/(1.)](? q)/(1-q)
= gm [t S ey
com L2
ZO — / dz [1- (1- V@) = [ al=L, (7.41)
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pois
1 se |z|<LJ2

1= -V = { 0 se |z > L/2 - (7.42)

Além disso, notando que

e i (2-q)/-q) _ ) 1 se |z| < L/2
=@ =gl#¥|=) a { 0 se |z|>L/2 (7.43)
obtemos
Hi A 744
"L e r—q)mr o "L 1= (1 q)Bkea” (7.44)

se ¢ < 2, caso contrdrio, esta expressao divergird, conseqiientemente J;. Nesses calculos e

nos subsequentes, estaremos empregando h = 1.
Para efetuarmos a integragao em (7.44), consideraremos duas situagoes: i) 1 < ¢ < 2

e t1) ¢ < 1. Comecemos pela primeira delas, na qual usaremos uma nova variivel de

integracao y, ditada pela relagao t = (2/L)"z". Isso posto,
-1

-1 /ﬂ‘dmn—r[ (-0 (%) s, t] . (7.45)

Ao compararmos esse resultado intermedidrio com a representacdo integral (7.36) da
fungao hipergeométrica oFj(a, b; c; z), verificamos que a = 1, b =1/n,c =1+ 1/ne
z=(1—-q)Bk.(L/2)" e dai

Fomal (1, %; 1+ %; (1 - q)Bk, (%)n) (7.46)

quando 1 < ¢ < 2.
Atentemos agora para o outro caso: ¢ < 1. Nessa situacdo, o denominador presente

na integral (7.44) pode ser nulo se z,, ditado pela condigdo 1 — (1 — q)Bk,zf8 = 0, for
menor ou igual a L/2, isto é, 2o = /(1 — q)kn < L/2. Se isso ocorrer, J, divergira, pois
a condigao de corte sobre o integrando fard com que [1 — (1 — q)Bknz"]"! divirja entre
zg e L/2. Se fizermos, por exemplo, uma mudanca de varidvel de integragio ditada por
z = 1= z", podemos verificar que J, também divergird mesmo quando zo = L/2. Por
outro lado, se o > L/2 o integrando em J, sempre sera finito e positivo e, portanto,
teremos J, finito e positivo. Assim, podemos empregar a mesma mudanga de varidvel
que utilizamos no pardgrafo anterior. Dai, o resultado coincide com o dado em (7.46).
Resumindo,
1<g<?2 ou

oFi (L 31+ 55 (1= 9)Bka (§)") se {q<1 e P/(1—qks > L/2
g>2 ou
a2 i {q<1 e Y(1—q)ka < L/2
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Por outro lado, a fungio de partigao exata para o problema em estudo é
o 1/(1-q)
Z, = f dz (1= (1 = q)Bka|z|)/- (7.48)

Essa expressao ¢ justamente aquela apresentada em (5.30), isto é,

(-1 L
2 r(n)r_'(__l-izc_)l_—_gl se n+l>¢g>1
oo B . 7.49
Y n (11 = q|Bk,)t/m r(hr(ie) o
M1+ ie s > $%1

Utilizando a segunda generalizagio da desigualdade de Bogoliubov, podemos fazer a
comparagao entre a energia livre de Helmholtz exata, Eq.(5.32),

o st e~y 177
a qm“n (1= q/Bkn) /T (1) Ip se n+l>g>1

F, = (7.50)

q
X 2r(Hr(1+1L) Vet
-l {L (r"“l?|ﬁ*n)”"1“(11:%+ﬁ)} -1} se g<l
e
[ ; - q>2 ou
(1-q)8 g<l e W(l—-q)kn‘SL/2
Qq:J 1 (1 i l<g<?2 ou
(1-98 \" 3F‘|(1,%;]-&]’;;(1—:;),3&,.(%)")) e g<1l e Y(1-q)k,>L/2

3

(7.51)

De posse desse resultado, consideremos primeiramente o caso g > 2, que esta relaci-

onado a desigualdade Fy; > G,, conforme (7.28). Assim, se n > ¢ > 2, o uso de (7.50) e
(7.51) nessa desigualdade conduz diretamente a

1 1 1 1=¢
1 [ orir (-5
(@=1)8 |n (|1 - q|Bk,) /T (- )
que € uma desigualdade ébvia. Portanto, nessa situagdo a segunda generalizagiao da

desigualdade de Bogoliubov nao leva a alguma informagio que seja itil para obter o valor
aproximado de F;; via um procedimento variacional, que era o nosso objetivo inicial. Esse

>0, (7.52)
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tipo de situagao também ocorre quando ¢ < 1 com V(1 —q)k, < L/2. De fato, se ¢ < 1,
a desigualdade (7.26), F, < G,, juntamente com (7.50) e (7.51) reduz-se a

l-q

1 ()T (1 + =

- () ( ) < 0 (7.53)
(1=9)8 |n (|1 - q|k, )lfnr(l +14 )

Do exposto, verificamos que a tinica desigualdade nio trivial para nossos propésitos

(0 uso de um procedimento variacional para estimar a melhor aproximagao para F,) pode
vir apenas da segunda parte de (7.51). Considerando-a em (7.26), temos

- ! _ LY
ST (1 oF (L 114 1(1 - q)Bkn (%)")) (7.54)

se 1 <qg<2ouqg<1com /(1 q)k,>L/2. Dessa expressio, a melhor estimativa para
Fy ocorre quando o lado direito da desigualdade for o menor possivel. Com esse objetivo
em e supondo que n, 3 e ¢ sao parametros pré-estabelecidos, devemos escolher o melhor
valor L para que o lado direito de (7.54) seja minimo. Para que isso ocorra é necess4rio

que
g {_1__ (1_ i )]
dL [(1=a)B\ LR (1, 51+ L (1 - 9)Bka (£)")
Q{_ 2F1(1.5-1+‘ (1-9)Bky (%))
B R (L1 + 50 -8k (8)N)]
nBkaL” 2F (2,1+ 1,2+ L (1 - q)Bkn (£)"
P A (g - 00k (5)

ou seja,

n[J‘knL" 2F] (I, ;, 1 + ( = )ﬁkn (%)“) (756)

"(1+n) LR (2 1+ 1 2+‘ (1 - q)Bk, (%)n) ‘

ﬂ’

Para calcularmos a derivada de ,F\ empregamos a sua representagio integral (7.36), que

conduz a

d < F[C] b-1( b8 -a
&P e bed = Fpe / dt #7110 2 (1 — )
ab Lle+1] .
sl dt 111 ) ()= (b1 _ 4 N~(aH)
¢ Lo+l e+ 1) {b+lﬂf (1) i1
:af_.b 2F,(a+l,b+1;c+1;z) . (7_57)
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F(T)

exato
- - - - aproximado

Figura 7.5: A energia livre generalizada, F,(T'), exata (7.50) e aproximada por meio das
Egs. (7.54) e (7.56) comg=1,5en=1,0, 2,0e6,0 e k, = 1.

Desafortunadamente, a Eq. (7.56) nao tem solugao analitica. Isso posto, resta-nos re-
solvé-la numericamente para encontrarmos o valor de L em termos dos demais parametros.
Apbs a realizagao dessa operagao, substituimos este L(n, kn, ¢, ) no lado direito de (7.54),
que fornece o valor minimo para G;, G, min. Assim, este G, min € a melhor aproximacio
para Fy, em relacio a segunda generalizagao da desigualdade de Bogoliubov. Uma ilus-
tracao de tal trabalho numérico, para valores tipicos de n, k,, ¢ e 8 pode ser apreciado a
partir das Figs. (7.5) e (7.6). Além disso, nas Figs. (7.7) e (7.8) apresentamos uma com-
paragao dos resultados obtidos para o caso unidimencional, quando empregamos as duas
generalizagoes da desigualdade de Bogoliubov. Nesse exemplo, vemos que a energia livre
aproximada obtida via a primeira generaliza¢ao da desigualdade de Bogoliubov conduz a
uma melhor aproximacao do resultado exato em relagio & segunda generalizagio quando
g < 1. Esse cendrio fica invertido quando temos 2 > ¢ > 1.
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Figura 7.6: A energia livre generalizada, F,(T), exata (7.50) e a aproximada por meio das
Egs. (7.54) e (7.56) quando ¢ = 0,5, n=0,5, 1,0, 2,0e 6,0 e k, = 1.
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Figura 7.7: A energia livre generalizada, F(T), exata (7.50), a aproximada (7.22) e a
aproximada por meio das Eqs. (7.54) e (7.56) comg¢=1,5en=1,0, 2,0e6,0¢e k, = 1.
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Figura 7.8: A energia livre generalizada, F,(T'), a exata (7.50), a aproximada (7.22) e a
aproximada por meio das Eqs. (7.54) e (7.56) com¢ =0,5en = 0,5, 1,0, 2,0e 6,0 e
k= 1.
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Capitulo 8

Conclusao

Com essa monografia, no contexto da mecanica estatistica nio-extensiva de Tsallis,
objetivamos fazer um estudo comparativo entre as duas desigualdades generalizadas de
Bogoliubov. A maneira pela qual fizemos a exposigio do material foi, na medida do
possivel, a mais detalhada. Isso porque sio escassos os manuscritos com esse perfil e,
assim, favorecendo que esse trabalho possa ser usado por alguém que nio tenha muita
familiaridade com o tema, tanto na parte conceitual bem como no aparato matematico
empregados. Nessa dtica e voltado ao tema central desse trabalho, apresentamos breves
revisoes sobre os principais aspectos da mecinica estatistica extensiva (Boltzmann-Gibbs),
da desigualdade de Bogoliubov, da mecanica estatistica nao-extensiva de Tsallis e das duas
generalizagoes da desigualdade de Bogoliubov. Isso feito, passamos para o objeto central
deste trabalho que o de fazer um estudo comparativo entre as desigualdades de Bogoliubov
generalizadas.

Nesse estudo comparativo empregamos sistemas, suficientemente simples, de manei-
ra a obtermos expressoes analiticas exatas para a energia livre generalizada. Isso nos
permitiu comparé-las com os casos aproximados, obtidos via as duas generalizagoes da
desigualdade de Bogoliubov. Dito de outra forma, para cada situagio tinhamos trés re-
sultados: o exato, o aproximado empregando uma das generalizagoes da desigualdade de
Bogoliubov e o aproximado usando a outra generalizagio da desigualde de Bogoliubov
(quando possivel). Assim, as conclusdes tiradas aqui, referem-se a esses sistemas, que
por sua vez fornece um indicativo do que é esperado numa situagao geral. Os sistemas
estudados neste trabalho sio osciladores anarménicos obedecendo uma dinimica classica,
cuja energia potencial é proporcional a |z|®. Como casos particulares desta familia de
osciladores temos o oscilador harménico e aquele vinculado a um pogo quadrado infinito
cuja energia potencial ¢ infinita fora de uma dada regido. Sendo assim, as coordenadas
pertinentes sao o momento linear e a posigao. Formalmente também investigamos esse
mesmo tipo de sistema, porém sem o termo de energia cinética. Por sua vez, o sistema a
partir do qual fizemos o estudo aproximado foi o do pogo quadrado infinito. Enfatizamos
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ainda que, diferentemente da mecanica estatistica usual, as condigbes para promover inte-
gragoes relativas as Hamiltonianas exata e aproximada geralmente nio sao as mesmas no
caso mecanica estatistica nao-extensiva de Tsallis, elas dependem do valor do parametro
g. Portanto, as conclusées que se seguem devem ser consideradas somente quando todas
as integragoes envolvidas no estudo em questdo forem factiveis. Apresentaremos agora as
conslusoes que obtidas a partir de nossos estudos.

Quando consideramos o oscilador anarmoénico, a energia livre exata foi calculada em
trés situacoes distintas: ¢ < 1,¢g = 1 e ¢ > 1. Em geral, no caso ¢ < 1 as integrais
envolvidadas no cdlculo da fungéo de partigao sio finitas, ndo havendo, portanto, restrigoes
para valores. O mesmo ocorre com ¢ = 1. Por outro lado, quando ¢ > 1, o integrando
tem um comportamento tipo lei de poténcia para z suficientemente grande. Assim, a
depender desse expoente, as integrais podem ou nio existirem. E Jjustamente esse fato
que fixa o valor mdximo ¢ a partir do qual a fungdo de parti¢dao deixa de bem definida
(existir). Quanto ao cilculo das aproximacoes, ele estd baseado em duas Hamiltonianas:
a aproximada e a exata. Isso faz com que a exiténcia das integrais pertinentes esteja
condicionada & natureza das duas Hamiltoninas. Quando ¢ < 0 nao podemos usar a
primeira generalizagao da desigualdade de Bogoliubov. Para 0 < ¢ < 1, as integrais, em
geral, existem. Por sua vez, quando ¢ > 1 o comportamento assintético dos integrandos
depende conjuntamente do valor de g, a desigualdade generalizada empregada e das duas
Hamiltonianas. Com isso, as aproximagées para a energia livre fazem sentido (existem)
somente até certos valores méaximos ¢, que dependem ainda se estamos empregando a
primeira ou a segunda generalizagao da desigualdade de Bogoliubov.

Ressaltamos, em nossos exemplos, que na aplicagdo da primeira generalizagao da de-
sigualdade de Bogoliubov em nossos exemplos, temos em geral, integrais que envolvem
uma g-exponencial de |z|™ multiplicada por alguma outra poténcia de z. Isso conduz
diretamente a produto de fungdes gama, tanto no que se refere a integracio no momento
quanto na coordenada espacial. Em contraponto a isso, o objeto basico presente na apli-
cagao da segunda generalizagio da desigualdade de Bogoliubov envolve essencialmente o
produto de duas g-exponenciais, uma cujo expoente é (2 — g)/(1 — ¢) e a outra com o
expoente 1/(1 — g). Na primeira delas temos um ¢ efetivo igual a 1/(2 — ¢) e na ou-
tra ele corresponde a —2. Isso faz com que as integrais envolvidas venham a apresentar
um comportamento divergente para ¢ menor que o maximo permitido em comparagio
com a primeira generalizacao da desigualdade de Bogoliubov. Além disso, ao efetuar-
mos uma integracao recaimos numa fung¢ao hipergeométrica, que nos impossibilitou de
efetuarmos a intragragio na variavel remanescente e, portanto, podermos fazer uma com-
paragido com a energia livre exata. Tal dificuldade foi contornada quando consideramos
uma Hamiltoniana dependente apenas de uma variavel (aquela que leva em conta somente
a energia potencial). Nessa situagdo, o trabalho algébrico envolveu apenas uma fungio
hipergeométrica. Do exposto deve estar claro que empregar a segunda generalizagio da
desigualdade de Bogoliubov foi operacionalmente mais dificil que do que a primeira e o
caso exato. Por fim, ressaltamos que nessa vertente unidimensional foi possivel fazer uma
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comparacao detalhada entre o resultados exato e aproximado.
Apesar da dificuldade operacional que acabamos de salientar, verificamos a partir do

nosso exemplo unidimensional que a segunda generalizagao da desigualdade de Bogoliubov
quando aplicada para 1 < g < 2 fornece uma aproximagao para a energia livre melhor que
quando empregarmos a primeira. Por outro lado, essa situagio inverte para 0 < q < 1.
Fato que estd em completo acordo com o argumento geral dado em z1.

Finalizamos esta dissertacao assinalando que nossos exemplos sugerem um cenario ge-
ral, que pode ser apresentado como se segue.
i) Do ponto de vista dos cdlculo envolvidos, a primeira generalizagao da desigualdade de
Bogoliubov tratada neste trabalho (aquela proposta na ref. [41]), em geral, é mais facil de
ser aplicada que a segunda generalizagio da desigualdade de Bogoliubov (a da ref. [40]).
Isso porque o objeto fundamental a ser calculado, J, (Eq. (7.24)), tem uma estrutura
que relembra o produto de g-exponenciais. E ainda devido a isso, o cdlculo aproximado
¢, em geral, mais trabalhoso (dificil) que o exato. Sob esse enfoque, o mais recomendado
¢ empregar, quando necessario for, apenas a primeira generalizagao da desigualdade de
Bogoliubov.
i7) Quando o parametro g for menor que um, a aplicacao da primeira generalizacio da
desigualdade de Bogoliubov fornece uma aproximacao melhor que aquela advinda da se-
gunda generalizacdo. Por sua vez, para ¢ igual a um as duas generalizagoes fornecem
a mesma aproximacao, pois elas se reduzem a desigualdade de Bogoliubov usual. Em
contraste, quando g encontra-se entre um e dois, a segunda generalizagio da desigualdade
de Bogoliubov conduz a uma aproximagao melhor que aquela obtida via a primeira ge-
neralizacao da desigualdade de Bogoliubov. A questao da segunda generalizagao fornecer
uma aproximagao melhor que a primeira, é explicado pelo fato de que a segunda deixa de
ser uma desigualdade para ser uma igualdade quando ¢ for igual a dois.

T
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