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Resumo

Os fendmenos de difusao e adsorcao em interfaces solido-liquido e sélido-vapor vém
sendo investigados, desde suas descobertas, em varios contextos devido a vasta ocorrén-
cia na natureza. Neste trabalho, um sistema confinado preenchido por um liquido com
particulas neutras dispersas é estudado teoricamente em duas vertentes distintas. Uma
delas é investigada quando as superficies limitantes apresentam din&micas idénticas. A
outra ¢ investigada para o caso em que as superficies apresentam diferentes parametros
e/ou mecanismos distintos para o fenémeno de adsor¢ao-dessorcao, considerando diferen-
tes kernels nao-singulares nas equacgoes cinéticas das paredes, em que a escolha adequada
do kernel pode representar importancia relativa a adsorcao fisica ou quimica (fisissorgao
e quimissor¢ao). Encontramos que, mesmo uma pequena diferenca na taxa de adsorgao-
dessorgao de uma superficie (relativa a outra) pode afetar drasticamente o comportamento
do sistema como um todo. As densidades superficial e volumétrica e a dispersao sao cal-
culadas quando vérios cenarios sao considerados. Para finalizar, analisamos os regimes
difusivos resultantes devido & presenca das superficies distintas. Comportamentos and-
malos foram encontrados. A aproximacao descrita aqui é intimamente relacionada com
situagoes experimentais, e pode ser aplicada em varios contextos, tais como, relaxagao

dielétrica, relaxacao e difusao controlada em liquidos, cristais liquido e polimeros amorfos.

Palavras-chaves: Adsorcao Quimica, Adsorcao Fisica, Efeito Memoria, Difusao

Anémala.



Abstract

The adsorption and diffusion phenomena at solid-liquid interfaces has been investi-
gated, since their findings, in several contexts due to wide occurrence in nature. In this
work, a confined system filled with a liquid that contains dispersed neutral particles is
theoretically studied in two different ways. One of them is investigated when the limiting
surfaces presents identical dynamics. The other one is investigated for the case where sur-
faces present different parameters and/or different mechanisms for adsorption-desorption
phenomena by considering different non-singular kernels in the kinetic equations at the
walls, where the suitable choice of the kernel can account for the relative importance of
physisorption or chemisorption. We find that even a small difference in the adsorption-
desorption rate of one surface (relative to the other) can drastically affect the behavior of
the whole system. The surface and bulk densities and the dispersion are calculated when
several scenarios are considered. To finish, we analyse the diffusive regimes resulting due
to presence of the different surfaces. Anomalous-like behavior was found. The approach
described here is closely related to experimental situations, and can be applied in seve-
ral contexts such as dielectric relaxation, diffusion-controlled relaxation in liquids, liquid

crystals, and amorphous polymers.

Keywords: Chemisorption, Physisorption, Memory Effect, Anomalous Diffusion.
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Capitulo

Introducao

Os fenomenos de adsorcao e difusao vém sendo investigados, desde suas descobertas,
em varios contextos, por fisicos, quimicos, bidlogos e outros, seja separadamente ou de
forma conjunta. O primeiro deles a ser observado foi o fenémeno de adsor¢ao. As primeiras
observagoes quantitativas foram realizadas por Scheele em 1773 [1| e Fontana em 1777 [2],
que reportou alguns experimentos de captacao de gases por carvao vegetal e argila. O
termo "adsorcao" foi proposto por du Bois-Reymond, mas foi introduzido na literatura
por Kayser em 1881 [3,4]. Dentre as intimeras contribui¢oes nas descobertas e formulagoes
do fendomeno de adsorg¢ao, podemos citar Langmuir [5], que através do estudo de adsorgao
de gases, chegou a formulagao de um tratamento geral da cinética de reagoes em superficies
[6]. Contudo, apesar da vasta literatura devotada ao estudo do fenémeno de adsor¢ao,
este até hoje, nao possui uma descrigao totalmente clara.

Quanto a histéria do fendmeno de difusao, esta teve inicio em 1827, em uma ob-
servagao realizada pelo botanico escocés Robert Brown [7]|, que ao estudar fertilizagao
de plantas, por meio de um microscopio, notou um movimento irregular e incessante
de graos de polen suspensos em agua, que ficou conhecido como movimento browniano.
Brown investigou o movimento de maneira mais descritiva. Albert Einstein [8], Marian
Smoluchowski [9, 10], entre outros [11], colaboraram para a construgao do formalismo do
fenémeno de difusao.

Em geometrias confinadas, por exemplo, o processo de difusao é presente em varios
sistemas de interesse, como na espectroscopia de impedéancia em células vivas [12,13].
Em muitos casos, se estuda o tempo de difusao para explorar a geometria de meios
porosos |14, 15|, efeitos memoria [16] e a contribui¢ao de ambos [17].

E aceitavel considerar que, em qualquer sistema confinado, as surpeficies limitantes
possam apresentar o fendmeno de adsorgao-dessorcao, e que esse afeta consideravelmente
a dindmica das espécies que se difundem pelo sistema [18]. Em cristais liquidos, por
exemplo, o fend6meno tem sido investigado em conexao com a energia de ancoramento [19],

em associac¢do com a degradagao da performance de displays devido a adsorgao de fons [20],



e com transicoes superficiais induzidas pela adsorcao de corantes controladas por luz.
Neste caso, a densidade de corante adsorvido é modulada de acordo com a modulacao do
diretor do cristal liquido (CL); assim, as moléculas do corante formam uma impressao na
superficie que retrata as distor¢oes orientacionais do CL [21].

Os fendmenos de adsorgao sao teoricamente tratados, de modo frequente, conside-
rando equagoes cinéticas para cada superficie adsorvente. Em [22], uma equagao cinética
acoplada com a equacao de difusao foi usada quando diferentes tempos caracteristicos
sao considerados. Em [23]|, um kernel nao-singular foi introduzido na equagao ciné-
tica, e, dependendo da escolha do kernel, um diferente mecanismo para o processo de
adsor¢ao-dessor¢ao ¢ relevante (quimissorgao e fisissorgao, com efeito memoria presente).
Usualmente, considera-se que ambas superficies possuam a mesma equagao cinética (com
tempos e mecanismos de adsorgao idénticos), resultando em uma distribui¢ao simétrica
das particulas através do slab [24].

No entanto, ha sistemas que apresentam superficies adsorventes com comporta-
mentos nao idénticos, com diferentes condigoes de contorno para geometrias confina-
das [25-27]. Além do mais, experimentalmente nao é possivel garantir comportamen-
tos idénticos, pois, o uso e condig¢oes externas podem alterar as superficies de diversas
maneiras. Desta forma, a presenca de diferentes dinamicas nas superficies adsorventes
pode afetar o sistema como um todo, acarretando regimes difusivos nao usuais. Na li-
teratura, tem sido investigado, também, como o confinamento pode levar a diferentes
regimes difusivos, ocorrendo em, certos casos, difusdes andmalas [28-31]. Em particular,
em [32], é realizado o estudo para uma particula tragante se difundindo (tracer diffusing)
em um espago continuo através de uma rede de volume excluido, imével a obstaculos
nao-inertes. Foi notado que a adsorcao e a ligacao da particula tragante pelo obstaculo
desencadeia uma difus@o anémala transitoria. A funcao da adsorcao em regimes difusivos
nao-usuais e aplicagoes sao ainda limitadas, uma vez que sistemas fisico-quimicos apre-
sentam comportamentos complexos. Sistemas confinados sujeitos a adsorcao-dessor¢ao
possuem aplicacoes diretas, mas nao tém sido amplamente investigados.

Tendo em vista a importancia e a vasta aplicagao do fenémeno de adsorcao, esta
dissertagao tem como objetivo estudar o formalismo que envolva superficies adsorventes
idénticas e diferentes. Para tanto, o segundo capitulo traz uma breve introducao de
conceitos relacionados ao processo de adsorcao e & dindmica para um sistema confinado.
Nesse, apresentamos os aspectos que diferenciam os fendémenos de adsor¢ao quimica e
adsorcao fisica, e quais circunstancias sao favoraveis para a sua ocorréncia. Quanto a
dinamica, abordamos os formalismos relacionados as equagoes de continuidade e difusao,
a equagao cinética das superficies limitantes, e o caso em que estas sao modificadas para
a incorporacao do efeito memoria.

No terceiro capitulo, apresentamos o processo de adsorgao-dessorcao de particulas

neutras pelas superficies limitantes de um sistema confinado [23]. E considerada uma



equacao cinética modificada para que se leve em conta o efeito memoria nas superficies
limitantes, que, de acordo com a escolha do kernel, pode ser relevante para a ocorréncia
de adsorc¢ao quimica (quimissor¢ao) ou fisica (fisissor¢ao) em ambas as superficies. Serao
apresentadas para os dois mecanismos de adsorcao as densidades de particulas adsorvidas
e no volume. Para a obtencao desses, faz-se uso da transformada de Laplace.

No quarto capitulo, o processo de adsorcao-dessorcao de particulas neutras também
é considerado. No entanto, para esta abordagem, consideramos diferentes superficies
adsorventes, seja por meio de pardmetros e/ou mecanismos de adsor¢do distintos. As
densidades superficial e volumétrica de particulas neutras sao determinadas em varios
cenéarios [33]. Este capitulo tem por intuito analisar como o processo de adsor¢ao em uma
superficie pode afetar a dindmica da superficie oposta, e do sistema como um todo.

E, finalmente, para o quinto capitulo, realizamos a analise e caracterizacao dos
regimes difusivos resultantes no sistema, quando consideradas diferentes superficies ad-
sorventes. Regimes difusivos nao-usuais foram encontrados.

O desenvolvimento deste trabalho foi realizado tendo como suporte, para manipu-

lagoes mateméticas, o software Mathematica.



Capitulo

Introducgao aos Conceitos Fundamentais

Apresentamos neste capitulo uma breve introducao a alguns conceitos que sao fun-
damentais para um maior e melhor compreensao dos capitulos seguintes. Os conceitos
sobre a adsorgao e difusdo (e alguns conceitos necessarios para analisar a dindmica do
sistema) sao apresentados qualitativamente e quantitativamente.

Adsorcao e difusao sao fenémenos com ampla aplicag@o, seja separadamente ou de
forma conjunta, e, consequentemente, possuem vasta literatura devotada a suas teorias e
comprovagoes experimentais [34-37].

Desta forma, mostraremos aqui apenas aspectos destes fendmenos, que tornem pos-
sivel compreender como eles ocorrem e quais circunstancias sao favoraveis para a sua
ocorréncia. Além disso, apresentamos também alguns aspectos que diferenciam os feno-
menos de adsor¢ao quimica e adsorcao fisica, que sao os principais fenémenos abordados

neste trabalho.

2.1 Adsorcao

As aplicacoes do fendmeno de adsorc¢ao sao muito difundidas; entre os muitos campos
de importancia pratica com base nesse fenémeno, pode-se mencionar a catalise hetero-
génea, flotagao, microeletronica, separagao de misturas, purificagdo de agua e ar, ele-
troquimica, cromatografia, entre outros [3§]. E interessante, e se faz necessario, elucidar
a diferenca entre adsorcao e "absorcao", em que a penetragao fisica de uma fase em outra
é envolvida, sendo que ambas podem operar concorrentemente em um sistema.

O processo de adsor¢ao é uma das possiveis (se ndo uma das principais) maneiras,
por meio da qual interfaces de alta energia podem ser alteradas para reduzir o total da
energia de um sistema. Em um liquido, por exemplo, alguns desses excessos de energia
podem ser dissipados espontaneamente através da reducao de area interfacial total - o
liquido forma uma gota esférica (ou proxima a essa geometria) [39]. J& um solido nao

possui essa opcao, de modo que a superficie sélida tende a adsorver materiais, com o



intuito de reduzir o desequilibrio das forcas que atuam nas moléculas da superficie sélida
ou liquida.

A adsorgao é, portanto, provocada por interagoes entre o solido (adsorvente) e as
moléculas da fase gasosa ou, no nosso caso, da fase fluida (adsorvato). As forgas res-
ponsaveis pela adsorcao sao forcas de dispersao atrativa e repulsao de curto alcance, que
independem da natureza polar do adsorvato ou do adsorvente, e sao, portanto, conside-
radas nao-especificas [40].

Fazendo uso da teoria de pertubacao em mecéanica quantica, London caracterizou
pela primeira vez as forcas de dispersao atrativas, que sao originadas devido a rapidas
flutuagoes na densidade eletronica em um atomo, induzindo um momento elétrico nos
atomos vizinhos. A expressao obtida por London é bem conhecida para calcular a energia

potencial, ep(r), para dois d&tomos separados por uma distancia r, dada por

ep(r) = —7%, (2.1)

em que C' é a constante que pode ser expressa em termos da polarizabilidade do adsorvato.

A repulsao de curto alcance é frequentemente expressa por,

er(r) = 2 (2.2)

r

em que B é uma constante empirica. Esta interacao é resultado da interpenetracao das
nuvens eletronicas.
Desta forma, para a interagao entre dois atomos isolados, temos que a energia po-

tencial total torna-se c B

e(r) = — %t (2.3)
que é frequentemente designada como o potencial de Lennard-Jones [41]. Consequente-
mente, para um conjunto de moléculas do adsorvente e adsorvato, o potencial sentido pela

1-ésima molécula do adsorvato é dado pelo somatoério:

¢i(z) = Ejeij(rij), (2.4)

sendo r;; a distancia (a partir do centro de massa) da i-ésima molécula do adsorvato a
J-ésima molécula do adsorvente. No caso de uma molécula polar ser adsorvida por uma
superficie ibnica ou polar, interacoes especificas, devidas aos momentos de dipolo induzido
e quadrupolo, podem contribuir para a energia da adsorgao.

Essas interagoes ocorrem, portanto, para moléculas proximas as superficies, e sao
consideradas para ambos os processos de adsorcao - quimica e fisica. Desta forma, a
distingao dos mecanismos pelos quais ocorrem a adsor¢ao quimica e a adsorgao fisica nem

sempre é muito clara [42]. Contudo, existem alguns fatores que ajudam na distingao entre



os dois mecanismos, e estes serao mostrados nas subsegoes a seguir.

2.1.1 Adsorcao Quimica

A adsorcao é caracterizada como quimissorcao, quando ocorrem interacoes muito
especificas entre a superficie solida e as moléculas da fase fluida. Esse processo esta dire-
tamente conectado com a reatividade entre adsorvente e adsorvato, em que as interagoes
quimicas sao responsaveis pela formagao de compostos quimicos de superficies e comple-
xos de adsor¢ao [40]|. Desta forma, ocorre que o processo de adsor¢ao quimica se limita a
formagao de monocamadas, como exemplificado na Fig. (2.1) .

Se uma molécula é adsorvida quimicamente, esta pode ser submetida a uma reacao
ou dissociagao, resultando em um composto diferente daquele presente no volume, alte-
rando a identidade anterior e, como consequéncia, nao pode ser recuperada por dessor¢ao.
A energia envolvida na adsor¢ao quimica é da mesma ordem de grandeza que a variagao
de energia em uma reagao quimica comparavel. O processo geralmente terd uma energia

de ativacao e pode ser mais lento que a adsorcao fisica.

2.1.2 Adsorcao Fisica

As forgas envolvidas no processo de fisissor¢ao (interagoes de Van der Waals) sao as
mesmas responsaveis pela condensacao de vapor e desvio no comportamento de um gas
ideal.

A adsorcao fisica, assim como a adsorcao quimica, é um processo exotérmico, sua
entalpia pode ser medida por meio do monitoramento do aumento da temperatura de uma
amostra de capacidade calorifica conhecida. Valores tipicos para a entalpia para adsorcao
fisica estdo na regiao de 20 kJ.mol~!. Essa pequena mudanca na entalpia é insuficiente
para levar a quebra de ligagoes quimicas; consequentemente, a molécula adsorvida nao
perde sua identidade, e, na dessor¢ao retorna a fase fluida na sua forma original [39].

Portanto, na fisissor¢ao o processo é reversivel e o equilibrio é atingido mais rapida-

mente do que na quimissor¢ao, nao possuindo energia de ativagao.

Adsorgao quimica‘ )ﬂ Adsorgao fisica
2999 M‘%

Superficie adsorvente

qﬂg } Adsorgao fisica
nwm

999¢

Figura 2.1: Representacao esquematica para a formacao de camadas de adsorvato segundo o
processo de adsorgdo por quimissor¢ao e/ou fisissorgao.

- Adsorgao quimica



Diferentemente da adsorcao quimica, a adsorcao fisica é geralmente um processo de
multicamadas, ou seja, o total de moléculas adsorvidas nao é limitado pela area superfi-
cial disponivel, pode haver o empilhamento das moléculas. As multicamadas de moléculas
adsorvidas fisicamente podem também ocorrer acima de uma camada adsorvida quimica-

mente, como mostra a Fig. (2.1).

2.2 Quanto & Dinamica

Nao menos importante do que entender os mecanismos pelos quais ocorre o fendmeno
de adsorc¢ao é realizar a descri¢ao da dinamica resultante de sua presenca em um sistema,
no nosso caso, um sistema confinado. Através da evolucao temporal da densidade de
particulas adsorvidas, podemos obter informagoes quanto a taxa de adsorcao de uma
determinada superficie e de seus tempos caracteristicos de adsorcao e dessorcao.

Apresentamos, a seguir, as equagoes que serao essenciais para o desenvolvimento do

nosso trabalho nos préoximos capitulos.

2.2.1 Equagao de Continuidade

H4 uma equagdo que rege a conservacao do nimero de particulas em um meio
continuo, a equac¢do de continuidade. Seja a densidade de particulas em torno de um
ponto r para um tempo t dada por p(r,t), e, considerando um volume ideal 7 limitado

por uma superficie S(7), podemos escrever que o numero de particulas contidas no volume

v=[ [ [oar (2.5)

A taxa de variacao temporal para N sera

Sifffoe-f fHee

Se indicarmos a densidade de corrente como sendo j = pv, em que v é a velocidade do

é dado por

fluido, podemos escrever

N
N :_7{ j.nds:—///v-jdr, (2.7)
dt S(7) T

sendo n um vetor unitario normal a superficie S(7), e que aponta para fora dela. Com-

binando as Egs.(2.6) e (2.7), implica em

[[[(Z+53)a-o o



Sendo 7 um volume arbitrario, da Eq.(2.8) segue que

9p

i 92,
5 TV i=0, (2.9)

que é bem conhecida como a equagao de continuidade.

2.2.2 Equagao de Difusao

Quando uma particula (ou substancia) se espalha através de um meio continuo,
partindo das regioes de maiores concentragoes para as de menores concentragoes, temos o
fendmeno que é conhecido como difusao. A maior parte dos fenémenos difusivos obedece

uma relagao linear, conhecida como Lei de Fick [34]:
j=-DVp, (2.10)

em que D é o coeficiente de difusao, um fator de proporcionalidade entre o fluxo e o
gradiente de concentragao, e que depende das propriedades do meio.

Uma vez considerado que a substancia que se difunde nao é absorvida ou emitida pelo
meio onde ocorre a difusao, entao, a equagao de continuidade deve ser valida. Substituindo
a Eq.(2.10) em (2.9), obtemos 5

I

£ 2y = 2.11
5~ PVr=0, (2.11)

conhecida como equacao de difusao usual. E possivel ainda, considerar o processo de
difusdo em um slab de espessura d, com as superficies limitantes localizadas em z = +d/2.

Para essa geometria é conveniente introduzirmos uma coordenada reescalada £ = z/d, de
tal modo que —1/2 < ¢ > 1/2. Reescrevendo a Eq. (2.11), obtemos

£ =F_y, (2.12)

em que 7p possui dimensao de tempo e é conhecido como tempo de difusao. Este é um

tempo caracteristico para um processo de difusdo em particular [19].

2.2.3 Equacgao Cinética das Superficies

Considerando uma amostra limitada, de espessura d, em que nao haja nenhum
campo externo aplicado, as particulas se movem através da amostra devido a energia
térmica do sistema. A corrente de difusao, que faz com que essas particulas se movam, é

dada por:
. dp
=—-D—.
J 0z

Uma solugao possivel para o perfil de concentragdo do sistema, p(z,t), considera

(2.13)



uma condic¢ao de contorno que descreve o caso em que as superficies sao bloqueantes, é
j(£d/2,t) =0, Vt, (2.14)

ou seja, nao sao consideradas possiveis interagoes entre o substrato e o material contido
na amostra.
Para o caso em que ocorre a adsorcao de particulas pelas superficies limitantes, a

condicao de contorno seréa

. B dp _do
J—d/2.1) = - (8—)/— a (2.15)

em que o é a densidade superficial de particulas adsorvidas. Assim, temos que a densidade
de corrente de particulas que chegam as superficies deve ser igual a variacao temporal na
densidade de particulas adsorvidas. A equacao cinética que descreve a dindmica para

adsor¢ao nas superficies ¢ dada por

Z—: = kp(z,t) — %a(t), (2.16)

2

em que k é um parametro relacionado a taxa de adsorcao e possui dimensao de com-
primento/tempo, enquanto 7 ¢ um parametro relacionado a taxa de dessor¢ao e tem
dimensao de tempo [22|. Essa equacao nos diz que a varia¢ao temporal da densidade de
particulas na superficie depende da densidade volumétrica de particulas imediatamente
a frente da superficie adsorvente, e da densidade de particulas ja adsorvidas anterior-
mente. Desta forma, ao considerarmos um sistema confinado no qual ocorra o fenémeno
de adsorgao-dessor¢ao, a condi¢ao de contorno é dada pela Eq. (2.15), e sera usada nos

proximos capitulos.

2.2.4 Efeito Memoria

N ~

E possivel que incorporemos a equacao cinética das superficies limitantes, para o
caso em que ha a adsorcao-dessorcao, um efeito do tipo "memoria". As razoes fisicas
para esse comportamento podem ser entendidas da seguinte forma: as particulas, ao
sofrerem adsor¢ao-dessorcao, podem ter uma memoria do estado precedente; esta pode
ser de longo ou curto alcance, representando um processo nao-Markoviano. O fato de
que a memoria possa ser de curto ou longo alcance esta intimamente ligado & natureza
do processo de adsorgao, isto €, fisissor¢ao ou quimissor¢ao, em que no primeiro caso
pode haver multiplas adsor¢oes e dessor¢oes (havendo assim, memoria de longo alcance),
e, no segundo caso, a particula se liga quimicamente a parede e mantém este estado,

caracterizando uma memoéria curta. Os dois processos serao mais bem descritos a seguir.



Para isto, temos a equacao integral na forma

O — - [ K=ot ar (217

que é conhecida como integral de memoria para um kernel nao-trivial, ou seja, todo
instante de 7 = 0 até 7 = ¢ contribui para a situagao em ¢, uma vez que K(t) possa
ser integrado. Uma equagao similar a esta tem sido utilizada para investigar relaxagoes
nao-exponenciais, relaxacao non-Debye [43]. Apresentaremos, a seguir, alguns kernels

possiveis:

1. A memoria ¢é perdida, ou seja, o processo torna-se Markoviano para
K(t) = Kod(t). (2.18)
Neste caso, temos a relaxacao exponencial

o(t) = doe ™" (2.19)

2. Para um kernel constante,

K(t) = Ko, (2.20)

que nos leva a uma solugao oscilante
o(t) = ¢ cos <\/K_0t) (2.21)
3. Um kernel que varie lentamente e, para pequenos tempos, comporte-se como
K(t) ~ 17, (2.22)

teremos a funcao

B(t) = o (2.23)

4. De grande importancia para este trabalho, o kernel que represente perda de memoria

gradativa, dado por

K(t) = Koe ¥, (2.24)
que gera a funcao
K2—472
Ko sinh | YT
_ Kot t\/K3 — 472 2 )
o(t) = ¢poe” 2= | cosh ( o ) + =1 ; (2.25)
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que, para |7| < Ky/2, da lugar a uma solugdo oscilante para tempos pequenos e
tende a zero para grandes intervalos de tempos. Os kernels de maior interesse para

este trabalho sao os que representam a quimissorcao e fisissorcao.

Para o fendmeno de adsorcao quimica, o kernel a ser incorporado na equacgao,

do(t)
dt

— p(—d/2,t) — /0 Kt = P)o(r)dr (2.26)

sera,

(1) = ~50(t/7), (2.97)
que corresponde ao limite usual representado pela equagao cinética, Eq. (2.16). Este
kernel é relevante para um processo de adsor¢ao puramente quimico, pois, assumimos
que a particula ndo possui memoria do estado precedente [44]|. Por essa razao, o kernel é
uma funcao localizada no tempo, como mostrado no item 1 anteriormente. Na teoria de
relaxacao em dielétricos, um kernel como este leva em conta a rapida resposta do material
dielétrico a uma excitagao externa [45].

Consideramos, agora, um kernel que represente o processo de adsorgao fisica, que é

dado por
1

TTa

K(t)=—e /™, (2.28)

em que 7, ¢ um tempo caracteristico conectado com a memoria do sistema. Para este
fenémeno, o kernel proposto tem uma amplitude diferente de zero no tempo. Por exemplo,
o efeito memoria é relevante para pequenos periodos de tempo [23]|. O processo de adsorgao
fisica pode ser descrito da seguinte maneira: as moléculas no volume possuem uma grande
quantidade de energia, de modo que, quando elas sao absorvidas nos pocos na superficie,
a energia ainda é bastante grande e, por esta razao, estas logo sao dessorvidas, perdendo
parte de sua energia. Este processo continua até o momento em que a energia perdida pela
particula é tal que o estado estacionario ¢ atingido, apés um tempo caracteristico. Estes
kernels serao usados nos proximos capitulos para investigar os casos em que as superficies

limitantes possuem comportamentos iguais e distintos.

11



Capitulo

Adsorcao-Dessorcao de Particulas Neutras:

Superticies Idénticas

Neste capitulo, estudamos o fenomeno de adsorcao-dessor¢ao de particulas neu-
tras em um sistema confinado. Apresentaremos as dindmicas resultantes nas superficies,
quando considerado que estas apresentem adsorcao quimica ou fisica na presenca de um
efeito memoria. Desta forma, é possivel avaliar as dinamicas de cada mecanismo de ad-
sor¢ao e compreender as diferencas entre seus comportamentos.

Além disso, o objetivo deste capitulo é servir como referéncia para comparagao
com os comportamentos obtidos no Capitulo 4, quando serao considerados processos de

adsor¢ao distintos em cada superficie.

3.1 O Modelo

Considera-se inicialmente uma amostra em forma de slab com espessura d, em que

as superficies limitantes estao posicionadas em z = +d/2, como mostra a Fig. (3.1). O

slab é preenchido por um liquido isotréopico dopado com particulas neutras que podem

se difundir pela amostra e serem adsorvidas pelas superficies. Assim, para este sistema,

tem-se que as grandezas fisicas dependem apenas da coordenada z. Consequentemente, o
regime de difusao das particulas sera dado pela equagao

2
apf;t’ _po ’(;(;’ D _y (3.1)

em que p(z,t) é a densidade de particulas neutras e D ¢é o coeficiente de difusao.

Para resolver a equagao anterior, usa-se a transformada de Laplace na varidvel tem-

poral. Adotando a notagao, £{p(z,t)} = p(z,s), a transformada da Eq. (3.1) sera

d?p(z, s
D% = sp(z,$) — po, (3.2)

12



sendo pg = p(t = 0).
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Figura 3.1: Representagao esquematica do slab, considerando que ambas superficies possuem
adsor¢do quimica. As esferas vermelhas, representam as particulas adsorvidas quimica-
mente a superficie.

Reescrevendo (3.2) na forma

d2p(z7 S) S Po
a2 BP(% s) = D (3.3)
obtém-se como solucao
p(z,8) = % + A(s) sinh(az) + B(s) cosh(az), (3.4)

em que « = /s/D. Como o problema é simétrico, a dindmica nas duas superficies é
equivalente. Consequentemente, a distribui¢ao de particulas ¢ uma funcao par, p(z,s) =

p(—z, s), portanto

_M
s

p(z,s) + B(s) cosh(az). (3.5)

Como existe o fendmeno de adsor¢ao nas superficies limitantes, é preciso introduzir
uma equagao cinética. No entanto, a fim de levar-se em consideragao a existéncia do efeito

memoria na adsor¢ao-dessorcao, modifica-se a equagao com a introdugao de um kernel,

KC(t) [23]. Assim,

sz_: = kp(—d/2,t) - /Ot K(t — #o(t)dt, (3:6)

sendo o(t) a densidade de particulas adsorvidas e x é um parametro conectado com o
fenomeno de adsor¢ao, que pode ser relacionado com o tempo caracteristico 7, para a

adsor¢ao em uma amostra de espessura d, por 7, = d/2k.

13



Quando a transformada de Laplace é aplicada a Eq. (3.6), considerando, G(s) =
£{o(t)}, obtém-se

sG(s) —o(t=0)=krp(—d/2,s) — K(s)G(s). (3.7)

Contudo, supondo-se que inicialmente todas as particulas estao no volume, temos que

o(t =0) = 0. Consequentemente, da Eq. (3.7) e usando a Eq. (3.5), tem-se

B Ko kB(s) cosh(ad/2)
AR <) R R V)

Para finalizar, antes de escolher o kernel e realizar a transformada inversa da equacao

(3.8)

anterior, é necessario que B(s) seja determinado. Assim, para tal determinagao, utiliza-se

a condicao de conservacao do niimero de particulas no sistema, dada por

d/2
20(t) + / p(z,t)dz = pod (3.9)
—d/2

ou, mais apropriadamente, sua transformada

/2
26(s) + /_ P = %l; (3.10)

apos a integral ser avaliada, usando a Eq. (3.5), a equagao anterior torna-se

G(s) + B(is) sinh(ad/2) = 0. (3.11)

Resolvendo, portanto, a Eq. (3.11) a partir da substitui¢gao da Eq. (3.8), para B(s),

tem-se

B(s) = — Al . (3.12)

R )

Finalmente, através da substituigdo de B(s) na Eq. (3.8), determina-se a equagao

para a densidade de particulas adsorvidas nas superficies, como segue:

. K20 cosh (\/; ;l)
(s +K(s)) ,{cosh( ;;l) +\/?(8+K(s))sinh< ;g)]

que necessita, agora, apenas da determinagao do kernel apropriado. Para cada K(t)

G(s) = . , (3.13)

s(s+ K(s))

possivel, ha uma correspondente dindmica no fendémeno de adsorgao. Iremos apresentar e

analisar dois kernels distintos neste trabalho.
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3.2 Processo de Adsorcao Quimica

O primeiro kernel a ser considerado, serd o que descreve o processo em que ocorre
apenas a adsorcao quimica pelas superficies limitantes. Admiti-se que a molécula na
superficie perde a memoria do estado precedente. Consequentemente, o kernel é uma

funcao localizada no tempo, da forma

K(t) = %5@/7). (3.14)

Este caso recupera a equagao de balanco usual, do/dt = kp(—d/2,t) — o(t)/T, em que T
¢ o parametro conectado com a taxa de dessorcao, e o produto entre x e 7 é da ordem do
alcance das interagoes fisicas responsaveis pelo fenémeno de adsorgao [19].

Para incorporar o kernel a Eq. (3.13), é necessario realizar a sua transformada para

o espago de Laplace, que torna-se

K(s) = =. (3.15)

Portanto, substituindo a Eq. (3.15) em G(s), obtém-se

G(s) = — P - L —
3<8+;) s(1 4 s7) <KT+\/;(1+ST)tanh( %§>>

Vale lembrar que G(s) é a transforma de o(t). Assim, para determinar a fungao da

(3.16)

densidade de particulas adsorvidas na superficie, é preciso fazer a inversao da transfor-
mada. O primeiro termo da Eq. (3.16) é facilmente invertido ao realizar a decomposigao

em fragoes parciais. Como resultado da inversa tem-se

et {ﬁ} = kpor(1 — et/ (3.17)

No entanto, o segundo termo ¢ uma convolucao de duas fungoes, Fi(s) e Fa(s), tal que

1
F = —, 3.18
1(s) s(sT+1) (3.18)
possui inversa simples e é feita através do mesmo método do primeiro termo. E
1
Fo(s) = (3.19)

/D sd\’
~1 h i
KT + S( + $7) tan ( DQ)

que para encontrar sua inversa, usa-se a integral de Bromwich [46] no plano complexo, ou

seja,
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1 Y+i0o
Fy(t) = —/ e Fyo(s)ds, (3.20)
v

2w )
em que vy é a reta que delimita os polos da funcao a ser invertida, ou seja, delimita o
intervalo para o qual a fungao é convergente.

Para resolver a integral anterior, usa-se a teoria dos residuos. Sendo assim, é preciso

encontrar primeiramente os polos da fun¢ao. Para isso, basta igualar o denominador de

KT + \/g(l + s7) tanh (@g) =0. (3.21)

Os polos sao periodicos, e sdo determinados ao substituir s por —32, que sao as raizes da

F5(s) a zero, ou seja,

equacdo. E obtida, portanto, a seguinte relacdo

™D Xn
tan|X,| = | — | ———, 3.22
an[ X <47’H) X2 —1p/AT ( )
em que 7p = d?/D, 1, = d/2k e X,, = df3,/2v/D para n = 1,2... + co. Sendo os polos de
primeira ordem, é possivel calcular o residuo em s = —/3? usando a seguinte relagao:
Res(s = —f37) = limﬁ (s + B2 Fa(s)e™. (3.23)
s——82

O termo exponencial vem da contribui¢ao da integral de Bromwich. Por se obter infinitos
polos, é necessario expressar a solu¢ao em termos de uma série.

Finalmente, tem-se que a densidade de particulas neutras adsorvidas é dada por

20 T
= = (1= —t/T
pOd Tf{( ¢ )

f 472 /72X, [e~ Xt/ — 1 4 A7 [ (—e T 4 1)] cos?(X,,)
(—1+4X2)[-2X, +8X37/mp + (1 + 4X27/7p) sin(2X,,)]’

(3.24)

n=1

sendo que a equagao esté escrita na forma adimensional, e X, sdo as raizes da Eq. (3.21).
O grafico apresentado na Fig. (3.2), mostra o comportamento de o(t) para dois tempos de
adsorcao diferentes. A curva pontilhada possui tempo de adsor¢ao menor que o da curva
solida. Como consequéncia, h4 um maior acimulo de particulas na superficie. Além disso,
é possivel notar que ha, também, uma pequena diferenca entre o instante de tempo em
que o equilibrio é atingido em cada caso. Quanto ao gréfico da Fig. (3.3), este apresenta o
comportamento de p(z,t)/po em fun¢do de Z = z/d para os mesmos parametros da curva
solida da Fig. (3.2). A densidade volumétrica de particulas ¢ calculada a partir da Eq.
(3.5). O comportamento de p(z,t) para os parametros da curva pontilhada da Fig. (3.2)
¢ similar ao apresentado para a curva soélida, ou seja, a distribuicao de particulas também

serd simétrica em torno do eixo central da amostra.
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Figura 3.2: Representagao grafica de o(t) versus t* = 4¢/7p. A curva solida representa o caso
em que 7p/T =4 e 7,/7 = 0.1, enquanto a curva pontilhada, 7p/T =4 e 7, /7 = 1.
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Figura 3.3: Representacao grafica de p(z,t)/po versus Z = z/d para alguns tempos caracteris-
ticos quando 7p /T =4 e 7,/ = 0.1.

3.3 Processo de Adsorcao Fisica

O segundo kernel a ser apresentado é o que descreve uma adsorgao fisica, a qual se da
estritamente por meio das forgas de interagoes intermoleculares. Esse processo apresenta o
efeito memoria, admitindo-se que durante um tempo 7,, a particula que foi adsorvida tem
conhecimento do estado precedente, podendo, consequentemente, o processo de adsor¢ao

e dessorcao se repetir. Assim, para a adsorcgao fisica

1
K(t) = —e /™, (3.25)

TTa
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que tem como transformada de Laplace a expressao,

1

= 2
K(s) (s 4+ 1/7)TTa (3.26)
Ao substituir o kernel na Eq. (3.13), tem-se a expressao
G(s) = nR
s (8 * (s+1/74) TTa)
d
&2 pg cosh (\/?>
D2 . (3.27)

(o i) oo (4/52) V7 (++ Gz 0y 55

que deve, agora, ser invertido, a fim de se obter a equacao que rege a densidade de
particulas nas superficies limitantes. Logo, para esta equacao, de maneira semelhante ao
que foi realizado na se¢ao anterior, tem-se que o primeiro termo ¢é facilmente obtido por

meio de fragoes parciais, resultando em

271 KpPo

= TKpo

R (=27, + 7) sinh (75_117—‘1—’—7-)
X 1—e /27 | cosh (t A7 + T) + 27ay/T (3.28)
27,\/T VTV =41, + T
J& o segundo termo ¢é constituido pela convolucao das fungoes:
Fils) = fo - (3.29)
s (S + (s + 1/Ta)TTa>
¢ 1
Fa(s) = (3.30)

T e (5

sendo que a primeira funcao é invertida por meio de fragoes parciais, como realizado na
Eq. (3.28). Para a inversao de F»(s), uiliza-se novamente a integral de Bromwich, Eq.

(3.20). Esta integral sera calculada por meio de residuos. Assim, os polos da fungao sao
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determinados, ao se fazer

n+\/§(s+mtanh( %g)) — 0, (3.31)

que possui solugao para todo s = —2. Desta forma, obtém-se

X (4X3(7a/7p) = 1) (7/72)

T 1= 4X2(r/1p) (1 — 4X2 (1./7D)) (3.32)

tan [ X,

Assim como na secao anterior, o resultado da inversao sera dado por uma expansao
em série do residuo, acrescido das inversoes calculadas por fragoes parciais. Devido ao
tamanho da expressao resultante para 2o0(t)/pod, esta nao sera apresentada aqui. No
entanto, mostraremos o grafico gerado a partir da expressao final para a densidade de

particulas adsorvidas pelas superficies na Fig. (3.4).
35—
3,0 -
2,5+
2.0—-

1,5 1

20(t)/dp,

1,0
0,5+

0,0 1

0.5 T T T T T T T T T

Figura 3.4: Representacao grafica de o(t) versus t* = t/7p. A curva representa o caso em que
Tp/T =4, 1. /T =0.1e 7, /T =15 [23].

A curva para o(t) na Fig. (3.4) possui um comportamento nao-mondtono até pro-
ximo de t* = 15, que é quando o sistema entra em equilibrio. Esse comportamento
nao-mondtono é devido a presenca do efeito memoria no processo de adsorcao. Como
mencionado anteriormente, o efeito memoria possui um tempo caracteristico, 7,, dentro
do qual, particulas ja adsorvidas anteriormente podem ser dessorvidas, retornando ao vo-
lume, e dependendo da quantidade de energia que a particula ainda possuir, o processo
de adsorcao-dessor¢ao pode ocorrer novamente durante este intervalo de tempo. Para
To — 0 o efeito memoria é extinto e o processo se torna Markoviano, o que caracteriza

uma quimissorcao.
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Com a apresentacao dos comportamentos caracteristicos para a quimissorc¢ao e fisis-
sor¢ao, poderemos, no proximo capitulo, compreender melhor as variagoes no comporta-

mento das superficies e de todo sistema, quando na presenca de superficies nao-idénticas.
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Capitulo

Superticies Adsorventes Nao-idénticas

Apresentaremos, neste capitulo, o desenvolvimento da problematica em que as su-
perficies do sistema confinado apresentam comportamentos distintos entre si, seja através
de diferentes tempos caracteristicos para a adsorcao-dessor¢ao, ou ainda, apresentando
diferentes mecanismos adsorventes [33].

O modelo apresentado aqui possui aplicagoes diretas, como, por exemplo, em células
de combustivel, onde o material dos eletrodos podem ser diferente e, consequentemente,
apresentar diferentes cinéticas de adsorgao [25]. Podemos ainda citar a sua aplicagdo no
controle superficial da adsorcao de corantes, crucial em sistemas de cristais liquidos, em
que o foto-alinhamento é necessério, tal como para o processamento e armazenamento
optico [21]. Em geral, o nosso modelo pode encontrar aplicagdo em qualquer sistema
em que mais de uma superficie esta presente, pois, do ponto de vista experimental, nem
sempre ¢ possivel garantir que ambas as superficies se comportem identicamente. Dai
0 nosso interesse em investigar como a diferenca de comportamento entre as superficies
pode interferir na dindmica de cada superficie e no sistema como um todo.

O comportamento temporal da densidade de particulas adsorvidas pelas superficies
o(t) e a densidade volumétrica p(z, t) sera calculado para o caso em que ambas apresentem
adsor¢ao quimica (mas com diferentes cinéticas) e o caso onde uma superficie adsorve
quimicamente e a outra apresenta adsorcao fisica. No processo de adsor¢ao-dessor¢ao, o

efeito memoria é considerado.

4.1 O Modelo

Consideramos novamente uma amostra em forma de slab com espessura d. Porém,
para este modelo, as superficies limitantes estao posicionadas em z = 0 e z = d, pois
nao é necessario que haja paridade. O slab é preenchido por um liquido isotrépico com
particulas neutras diluidas que podem se difundir pela amostra e serem adsorvidas pelas

superficies. Por considerarmos o problema como sendo unidimensional, temos que as
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grandezas fisicas dependem apenas da coordenada z. Consequentemente, a densidade
de particulas p(z,t) é governada pela equagao de difusdo dada por (3.1), que aqui por
comodidade, ou seja
Op(zt) [ &plzt) _ 0. (4.1)
ot 022

sendo D o coeficiente de difusao, como no capitulo precedente.

Procedemos como no capitulo 3. Inicialmente, usamos da transformada de Laplace

na sua variavel temporal, ou seja,

d*p(z,5) s Po
L . (42)
em que a notagdo adotada & £{p(z,t)} = p(z,s) e po = p(t = 0), ou seja, admitimos
uma distribuicao homogénea para t = 0. Em seguida, para esta equacao obtemos como
solugao

p(z,8) = ooy A(s)sinh(az) + B(s) cosh(az), (4.3)

S

em que o = \/s/D.

A equagao cinética que governa as superficies limitantes, leva em consideragao o
efeito memoria no fendmeno de adsorgao-dessorcao, o que é feito através da introdugao
de um kernel. Como neste capitulo abordamos um sistema em que as superficies tém
comportamentos diferentes, escrevemos uma equacao cinética para cada superficie. Logo,

temos
dUo

t

E = ﬁop(O,t) - / ,Cg(t - Z?)O'()(E)dl?, (44)
0

para a superficie em z =0, e

t

= raptd.0) = [ Katt = Dol (1.5
para a superficie em z = d, sendo o¢(t) e 04(t) a densidade de particulas adsorvidas
em z = 0 e z = d, respectivamente. Os parametros kg e kg sao conectados com o
fenémeno de adsorgao, que esta relacionado ao tempo caracteristico 7., = d/2x;, enquanto,
KCi(t)(i = 0,d) é o kernel que governa o fenémeno de adsorgao-dessor¢ao, de acordo com
a funcao escolhida.

Ao aplicarmos a transformada de Laplace nas Eqs.(4.4) e (4.5), fazendo G(s) =
L{o(t)} e Ki(s) = £{K;(t)}, obtemos

sGo(s) — ap(t =

’ (4.6)
8Ga(s) —o4(t =0 : .

Porém, temos que o(t = 0) = 0, pois supomos que inicialmente todas as particulas estao

no volume. Portanto, partindo da Eq. (4.6) e usando a Eq. (4.3), temos
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B K0po roB(s)

Gols) = s+ Kos) T 5+ Kols) (4.72)
B Kdapo kqgA(s)sinh (ad)  KkqB(s) cosh (ad)

Gis) = GrKae) T st ks T stkaw

Iremos, agora, determinar as constantes A(s) e B(s). Para isso usamos a condigao

de contorno para a densidade de corrente, ou seja, J(i,t) = do;/dt. Assim, para i = 0,

(B(s)s + po)
A(s) _RO[S(K BET) (4.8)

Para determinar a constante B(s), introduzimos a equagao de conserva¢ao do nimero de

obtemos

particulas dada por

d
Go(s) + Ga(s) + /0 p(z,8)dz = pid, (4.9)

S

no espago de Laplace. Substituindo A(s) em (4.9), determinamos B(s). Consequente-

mente,

» :mopo\/g |:—I€d8 + #4s cosh <\/§d> + D\/g(lCd(s) + 5)sinh <\/§d>]
Fp)eml] L
B :IidPO I:in(K:d(S) + s) cosh (ﬁd> T Ky ( )45+ Fio\/>smh (\/g ))}
s [Cl cosh <\/§d) + Cysinh <\/§ )]

com

C1 = s[kq (Ko(s) + 5) + Ko (Ka(s) + )],
Cy = \/% [kokas + D (Ko(s) + s) (Ka(s) + s)].

Ao substituirmos A(s) e B(s) nas Eqs. (4.7a) e (4.7b), obtemos

o s ascosh () 5) 4 D[S (Ku(s) + s (| 5 .
s(creom (| pa) + cosion (| 5a))




oy s+ sascosh (1 Za) + Dy [ (Ka(s) + s (| 5 i
s(Creom (| 5a) +cosion (| 5a) )

e ainda, determinamos p(z,s) ao realizar a mesma substituigdo na Eq. (4.3), da qual

obtemos:

))); ()
()
))

S«
U

PoS {moad cosh ( Sd) + Kq (ao + Ko sinh (
) D
plz) =2 ”
s <01 cosh (, | — ) + (5 sinh <
s L s d n b
Poko Bnds cos D sag sin
s (Cl cosh (, / Dd> + C5 sinh (

sendo que ag = Ko(s) + s e ag = K4(s) + s.

Para analisarmos a dinamica do nosso sistema, precisamos agora escolher os kernels

S|«

|«

+

S =
Y

Ko(s) e K4(s). Abordaremos as possiveis variagoes nas escolhas dos kernels nas segoes

seguintes.

4.2 Adsorcao Quimica com Tempos Diferentes

Nesta segao iremos considerar que nas duas superficies limitantes ocorre adsorcao
quimica. Porém, diferentemente do realizado no capitulo anterior, a adsor¢ao nas superfi-
cies ocorrera com velocidades diferentes, ou seja, seus pardmetros (tempos caracteristicos)
Nnao serao 0s Mesmos.

O kernel para a adsor¢ao quimica é dado por

Ki(t) = = 5(t/7) (4.14)

T;

ou, mais precisamente, a sua transformada de Laplace
Ki(s) = — (4.15)

para i = 0, d, que, ao ser aplicada nas Eqgs. (4.11) e (4.12), fornece
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o Koo l—/ﬁds + kys cosh < %d) + D\/%(Tid + s) sinh (\/%dﬂ -
e (45 om0

ka0t [—mos + kos cosh ( d) + D\/%<Ti0 + s) sinh (\/%d)] e
s (01 cosh ([ d) | Cysinh (\/%d))

o () +m (5 +0)
01:8 Kgl —+S) +Ko!| —+s ,
To Td
C’gz,/i{lﬂofids—i—D(i—l—s)(l—l—s)]
D To T4

Agora, para determinarmos a densidade de particulas adsorvidas nas superficies, oy

»

S|

Ga(s) =

S|

sendo as constantes

e 04, precisamos calcular a transformada inversa de Laplace das Egs. (4.16) e (4.17). Para
iss0, usamos mais uma vez a integral de Bromwich no plano complexo, Eq. (3.20), que é
resolvida usando o teorema dos residuos. Os denominadores de Gy(s) e Gy(s) s@o iguais,

e, portanto, possuem os mesmos polos, determinados ao fazer

3{3 {nd (Tio n s) + Ko (Tid n s)] cosh ( %d)
n \/% {liolids +D (T—lo n s> (Tld + sﬂ sinh (@d) } —0. (4.18)

Sendo assim, temos um polo em s = 0 e polos peri6dicos, obtidos ao fazermos s = —32,

que sao dados por

XoTp [AX 2707 (Tag + Twy) — T (T0Twy + TdTwy)]

tan|X,,| =
Xl 16X A T0TdTroTry + THTro Ty — X270 (ToTaTD + 4Ty Ty (To + Ta))

(4.19)

onde 7p = d?/D, 7., = d/2k; e X,, = df3,/2v/'D, em que B, sdo as raizes da equacao de
autovalores. Para calcularmos os residuos, fazemos
Res(s =0) = lin(l)(s + 0)Gi(s)e”,
5—
Res(s = —32) = (s — B2)Gi(s)e™, (4.20)

lim
s——B2
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sendo i =0,den=1,2,... + oo, devido aos polos serem de primeira ordem.
Finalmente, a solugao para o((t) e o4(t) pode ser escrita como um desenvolvimento
em séries dos residuos calculados, que na forma adimensional é dado por

2Ui(t) . 27—1'7_/43-
pod TdTry + (T0 + 2T ) Tiey
too , AXat
B EO:O 4e” D T;Tpsin] X, ][(4X 2T — TD)’T,{J. cos[Xy] + X, 77p sin[ X, ]] (4.21)
— 2X,01 cos[2X,,] + Oy sin[2X,,] B
com
O1 = TH(270Tw, + 2TuTwo + TroTry) + 16T0TaTwg Trey X

— T X (107a(Tp 4 1274 + 47, (T (10 + 74) + 37074)),
Oy = STI%THOTW + STOTdXﬁ(TD(THO + Twy) + 1470, Toy)

— TDXS(T()<5TdTD + 27Ty, + 207, Ty) + 2747wy (Tp + 1075,)),

e com j = d quando ¢ = 0, e 7 = 0 quando ¢ = d, tendo assim a equacao para as duas
superficies. O comportamento da densidade de particulas nas superficies em funcao do
tempo, para diferentes parametros, ¢ mostrado na Fig. (4.1).

A densidade de particulas no volume, apés a substituicao dos kernels, fica da seguinte

forma

o el ) () e (o 5)
° s (01 cosh (ﬁd) + Cysinh (ﬁd))
e (e (3 ) o (B (3)
; (01 cosh <\/;d> Cy sinh (\/;d>)

Devemos realizar também a transformada inversa de Laplace para esta equagcao.

_|_

Contudo, o segundo e terceiro termos de p(z, s) possuem o mesmo denominador que Gy(s)
e Gq(s). Desta forma, a Eq. (4.19) ainda é valida, sendo apenas necessario calcular os
residuos para s = 0 e —32. Para o primeiro termo, a inversa ¢ simples, e resulta em
L7 {po/s} = po. O resultado final ¢ dado pela inversa do primeiro termo acrescido
a soma dos residuos. A densidade de particulas adsorvidas pelas superficies limitantes

resulta em
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_ 1 _ TdTNO + TOTlid

Po TdTro 1 (TO =+ 27—50)7'%
—4x2t
- i’" 20 X,7p[A1 + Ta(Ag c08[2X,, Z] — X 7o7p (sin[2X, (1 — Z)] + sin[2X,,)))] (423)
— 2X,01 cos[2X,,] + Oy sin[2X,,] '

com Z = z/d, \y = ToTu,(—4X274 + 7p) cos[2X,,(1 — Z)] e Ay = T,y (—4 X270 + D). A
Fig. (4.2) apresenta o comportamento de p(z,t)/py em fungdo de Z = z/d para alguns

intervalos de tempos, sendo os parametros empregados os mesmos da Fig. (4.1).

20(t)p,d

t*

Figura 4.1: Comportamento temporal de oo(t) e oq4(t) vs. t* = 4t/7p. Os circulos abertos e
fechados representam o caso em que 74/Tg = Tx,/To = Tx,/T0 = 1 € Tp/70 = 4. As linhas
solidas representam o caso em que 7q4/70 = T, /7o = 1,7p/T0 = 4 € T, /70 = 0.1. As linhas
tracejadas mostram o caso para 74/70 = 20,7p /70 = 40 € Ty, /To = T, T0 = 10.

Apresentamos trés situagoes distintas. Na Fig. (4.1), para as curvas representadas
pelos circulos abertos e fechados, temos o caso em que ambas as superficies possuem os
mesmo parametros, ou seja, 0o(t) = 04(t). Como esperado, estas curvas se assemelham as
da Fig. (3.2). Em consequéncia desse comportamento igualitario das superficies, podemos
observar através da Fig. (4.2(a)), que as particulas distribuem-se simetricamente, em
relagao ao centro, através do volume.

A fim de analisar como a dindmica de uma superficie pode afetar a da outra, para as
curvas representadas por linhas tracejadas e solidas da Fig. (4.1), temos os casos para os
quais alguns parametros diferem entre as superficies. No caso mostrado pela linha soélida,
a superficie localizada em z = 0 possui um tempo de adsorcao pequeno em relacao a
superficie oposta. Isso acarreta, apés um intervalo tempo, a redugao de o4, pois, devido a
corrente de deriva existente em direcao a superficie oposta, ocorre a dessorcao de algumas

particulas até o momento em que o equilibrio é atingido. Essa dinamica pode ser também
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visualizada na Fig. (4.2(b)), que mostra a distribuigdo de particulas no volume para
alguns intervalos de tempo. E possivel notar nesta figura, que proximo a t* = 0.1, a

densidade de particulas no volume aumenta nas proximidades da superficie em z = 0.

1,0 I I t*=0.001
e T e e = 5001 [T
[ e t*=0.1 \ 4
! s 20,5 \
09 f S ol Y
S o t*=3
08/ e e )
a o7}
06 F M
e

0,5 @@@@@@@““”
" 1 " 1 " 1

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
z

e ---- t=0.01 N

p(z.ip,

0,0 0,2 04 0,6

#=0.001
10 —= T - - - =001 IR ]
4 e 40, AN

p(zt)/p,

00
AAAMAMAAMAAAMAAMMAMAAMAAMAAR IS

s 1 s 1 s 1 s 1
0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0

V4

(¢) Ta/m70 = 20,7p /70 = 40 € Ty /T0 = Thq/TO =
10

Figura 4.2: Comportamento de p(z,t)/po versus Z = z/d para alguns tempos caracteristicos,
referentes as curvas apresentadas na Fig. (4.1)
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Para o caso representado pelas linhas tracejadas, o tempo de adsor¢cao é o mesmo
em ambas as superficies. No entanto, o tempo de dessorcao para a superficie em z =0 é
menor do que na superficie oposta, o que implica uma quantidade pequena de particulas
adsorvidas nesta superficie. A distribuicao da densidade de particulas no volume para
este caso é mostrada pela Fig. (4.2(c)).

Apos a analise deste caso, em que ambas superficies adsorvem através do mesmo me-
canismo, mas com tempos de adsorcao diferentes, iremos analisar o caso em que ocorrem,

também, diferentes mecanismos de adsorcao para uma superficie em relacao a outra.

4.3 Adsorcao Quimica e Fisica

Introduzimos, agora, o caso em que as superficies limitantes possuem mecanismo
de adsorcao distintos, Fig. (4.3). Consideraremos que na superficie em z = 0 ocorra a
adsorcao quimica, enquanto que em z = d temos a adsorcao fisica com o efeito memoria

presente. Desta forma, os kernels, ja no espaco de Laplace, serao

Ko(s) = = e Kuls) = !

o (s +1/7a)TaTa (4.24)

Adsorciao Quimica

o
2 4
o} € [ 4] s
2 oe o i€
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Adsorcao Fisica

Figura 4.3: Representagio esquematica do sistema. As esferas em verde representam as parti-
culas que se difundem pelo slab. A parede a esquerda pode adsorver quimicamente (esferas
em vermelho representam a adsorgao quimica das particulas), enquanto a superficie oposta
pode adsorver fisicamente.
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Substituindo os kernels, de forma adequada, nas Eqgs. (4.11) e (4.12), temos

L () (e o)
s (Cl cosh (@d) + Cysinh (\/%d))

S S 1 . S
KdpPo |:_’f05 + Kos cosh ( Ed) +D D (T_d + s) sinh ( 5d>} |

Gl ()

(4.25)

Ga(s) =

sendo as constantes,

CFSM%“)”@ (m“ﬂ’
S 1
Cz:@{“m”l)(?o“) (m“ﬂ'

Assim como realizado na se¢@o anterior, é necessario fazer a transformada inversa das
Eqgs. (4.24) e (4.25) para obtermos oy(t) e o4(t). Utilizamos a integral de Bromwich para
a inversao, Eq. (3.20). Esta integral é calculada por intermédio da técnica de residuos.
Sendo assim, precisamos determinar os polos da funcao.

As equagdes para Gy(s) e G4(s) possuem o mesmo denominador, e consequentemente,

os mesmos polos. Fazendo

s{s {/{d (Tlo + s) + Ko (W + s)} cosh ( %d)
+ \/% [Koﬁds +D (710 + 3) (m + sﬂ sinh (\/?d> } — 0,(4.27)

encontramos um polo em s = 0 e polos periddicos quando s = —32, que sao dados por

S|

tan[X;] = X1p{T) + 7p [—4X?*70Ta(Trg + Tuey)TD(TaTro + ToTwy)|} (4.28)
P T, + (X7 — ) (167X by + 7 (—4X27 + 7)) Ty ~

sendo

Ty = 47, X274 [~ TD Ty + 4X %70 (Tiy + Twy)]
Ty = X?1omy73 (—47, X% + 7p) .
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em que 7p = d*/D, 7., = d/2k; e X5 = dB,/2v/D. Como temos polos de primeira ordem,

basta fazer

Res(s =0) = ii_r}r(l)(s + 0)Gi(s)e”,
Res(s = —f3;) = (s — Ba)Gi(s)e™. (4.29)

lim
s——032

A solucao final para a densidade de particulas nas superficies limitantes é dada pela
soma dos residuos calculados acima, gerando, portanto, na forma adimensional, para a

superficie em z = 0, a seguinte expressao para a densidade:

200(t) B 2707y,
pod TaTro T (T0 + 270 ) Tisy
—ax2t

—+00

B Z 4e” > 1omp(—47, X2 + 7p) sin[X,,][0; cos[X,,] + O sin[X,]]
2X,,05 cos2X,,| + Oy sin[X,,]

(4.30)

n=1

sendo 0; = (167, X 1y + 7p(—4X274 + 70)) T, € 02 = X, 74(47,X?% — 7p)7p, enquanto que

para a superficie em z = d,

204(t) B 2Ty Ty
pod TaTro + (T0 + 270y ) Tiey
—4x2¢

+§ de D 0Oy sin[X,][(4X279 — 7p) T, + cos[X,] + XnToTD sin[Xn]]/4 31)
2X,,05 cos[2X,,] + O4sin[X,,] A

n=1

em que 03 = 747p(—47, X2 + 7p)?, e com

O3 = —Tutp(—47, X2+ 1p)*(—27pTe, + X 70(7p + 1274,))

+ [2707p(—9672 X 7y + 487, X ryrp — 2X2 (1, + 374)TH + )

+ (A1, X2mp) (=4 X210 4+ 7p) (167, X i1y + Tp(—4X2T4 + D)) Ty Trey»
Oy = X27ump(—47.X2 + 7p)*(—5707p + 8X 70Ty — 27Dk,

+ (2X72L7'0(47'aX2 — TO)TD(16TaXde + TD(—4Xsz +7p)) + (17927a2XSTOTd
— 64TaX2(57'a + 1479) 147D + 16Xﬁ(37a70 + 107,74 + 77'on)7%
— AX2(7y + 5(To + Ta))TH + 37’2‘5)7'50)7%.

A densidade de particulas no volume, Eq. (4.13), apos a substituigao dos kernels é
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escrita como

e m {Koad cosh (\/;d> T ke (ao + o sinh (\/;d>)] cosh (\/g)
i s <01 cosh (\/%d> + Cysinh <\/%d)>
oo {\/%/ids <cosh (\/%d> - 1) + sagsinh ( %d)] sinh (\/%z) .
s (01 cosh (\/%d> + Cysinh ( %d))

sendo ag = (1/70) +s e ag = (1/[(s+1/74)7ata]) +s. O processo de transformada inversa

+

de Laplace para p(z,s) é o mesmo realizado anteriormente, e nos fornece

p(z,t) TdTro + T0Thy

Po B TdTrko + (7-0 + 27—50)7_&1

—4x2t
f 2¢ 0 Xpn(47, — )70 (A3 c08[2X, (1 — Z)] + Ta(47.X2 — 7))

4.
2X,03cos[2X,,| + O, sin[2X,)] (433)

+

n=1

em que A3 = (19167, X 7y + 7p(—4 X270+ 70)) 7w, € M = ((4X 270 — Tp)Twy cO8[2X,, Z] +
X, 1omp(sin[2X (1—Z)]+sin[2X,,Z])). Apos a obtencao desta solucao, geramos os graficos,
Figs. (4.5) e (4.6), para a densidade de particulas no volume em funcdo de Z = z/d
para véarios parametros. Os graficos exemplificam o comportamento de p(z,t)/po para os

mesmos parametros adotados na Fig.(4.4)

1,5

-
o

26(t)/p,d

L
&)}

0,0

: 1 : 1 : 1 : 1
0 10 20 30 40

t*

Figura 4.4: Comportamento temporal de oo(t) e o4(t) versus t* = 4t/7p quando Ko(s) = 1/79
e Ka(s) = 1/[(s + 1/7a)7a7a]. Os circulos fechados representam o caso em que 74/79 =
Tra/To =1, Ty /To = 0.1, 7p /70 = 4 € 74 /79 = 0.1. As linhas sélidas representam o caso em
que 74/70 =5, Tk, /70 =1, TD/T0 = 5, Try/T0 = 0.1 € 7, /79 = 3.5. As linhas pontilhadas
mostram o caso para 7q4/7o = 1,7p/To = 5, Tiy/To = Try/T0o = 0.1 € 7/70 = 3.5.
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Apresentamos na Fig. (4.4) o comportamento de o¢(t) e 04(t) para diferentes valores
de parametros. As curvas representadas por circulos nas cores preta e vermelha possuem
o mesmo parametro conectado ao tempo de dessorcao, e diferem quanto ao tempo de
adsorgao, 7,/70 = 0.1, enquanto que 7,,/79 = 1. Quanto ao tempo caracteristico 7,, que
é o tempo durante o qual a particula possui "memoria"de seu estado precedente, este é
considerado curto. Podemos notar que devido ao curto tempo de memoria, recuperamos o
comportamento das curvas representadas por linhas solidas da Fig. (4.1), em que ambas as
superficies sao representadas por fungoes delta. Da mesma forma, o grafico da densidade

de particulas no volume, gerado com os mesmos parametros citados anteriormente, Fig.

(4.5(a)), se assemelha ao da Fig. (4.2(b)).

p(z.t)/p,

(@) Ta/T0 = Try/T0 = 1, Ty /T0 = 0.1, Tp/T0 = 4 €
Ta/T0 = 0.1.

p(z.t)/p,

(b) 7a/70 =5, Te,/T0 =1, TD/To =5, Try/T0 = 0.1
e Ta/Ta = 3.5.

Figura 4.5: Comportamento de p(z,t)/py versus Z = z/d para alguns intervalos de tempo (pa-
rametros correspondentes as curvas representadas respectivamente pelos circulos e linhas

solidas da Fig(4.4)).
Para os dois pares de curvas (linhas solidas e pontilhadas) da Fig. (4.4), conside-
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ramos que 7, seja um tempo longo, havendo, portanto, a presenca do efeito memoria na
parede localizada em z = d. No entanto, o comportamento nao-monotonico é observado
em ambas as superficies, dependendo também dos parametros 7,, e 7;. Para a curva sélida,
o tempo de adsor¢ao em oy(t) ¢ menor do que em o4(t). Isto acarreta um crescimento
rapido da densidade de particulas adsorvidas em z = 0, porém, devido ao efeito memoria e
ao longo tempo de dessor¢ao em z = d, ocorre uma oscilagao em oq. A Fig. (4.2(c)) mos-
tra a distribuicao de particulas no volume para alguns tempos caracteristicos t*, referentes
ao comportamento descrito anteriormente. Para a curva pontilhada da Fig. (4.4), ambas
as superficies possuem os mesmos tempos de adsorcao e dessor¢ao. Como consequéncia,
as superficies, ap6s um longo periodo de tempo, alcangam a mesma densidade de parti-
culas. Isto ocorre devido ao comportamento nao-Markoviano do processo de adsorcao da
superficie em z = d. A memoria no processo de ador¢ao-dessorcao afeta ambas superficies,
e pode ser associada ao longo tempo decorrido para que ambas as superficies alcancem
a mesma densidade de particulas. Além do mais, através da Fig. (4.6), que mostra o
comportamento de p(z,t)/py correspondente & curva pontilhada da Fig. (4.4), é possivel
notar a grande variagdo na densidade de particulas no volume. Comparando as curvas
para os tempos t* = 5 e t* = 40, vemos que a distribuicao de particulas no volume atinge
um estado estacionério (t* = 40) com concentragdo maior do que em estados precedentes
(t* = 5). Tal comportamento é consequéncia do longo tempo que a superficie em z = d

possui para dessorver particulas inicialmente adsorvidas.
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Figura 4.6: Comportamento de p(z,t)/po versus Z = z/d para varios intervalos de tempo,
considerando 74/70 = 1,7p/T0 = 5, Tio/T0 = Tr,/To = 0.1 e 7, /70 = 3.5 (valores corres-
pondentes & curva pontilhada da Fig. (4.4).

Como dito na introducao deste capitulo, o modelo aqui apresentado pode ser direta-
mente aplicado em sistemas de cristais liquidos, que vem sendo extensivamente estudados
como meio para processamento 6ptico e armazenamento. A reorientagao de cristais li-
quidos dopados com corantes através da foto inducao causada pela adsor¢ao de corantes,

pode ser citado entre esses. Os corantes foram adicionados inicialmente, como agentes
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passivos para visualizar a mudanca do diretor na presenca de um campo elétrico estatico.
No entanto, pesquisas mostraram que o corante aumenta a sensibilidade do cristal liquido
a irradiagao de luz. Em [21], por exemplo, mostrou-se que para um cristal liquido dopado
com corantes sob a irradiacao de luz, a fase de moléculas do corante se separa do cristal
liquido hospedeiro e estas sao adsorvidas ao substrato da célula. Embora a intensidade
da luz incidente seja uniforme no interior da area irradiada, a densidade de corante adsor-
vido é modulada de acordo com a modulacao do diretor do cristal liquido. As moléculas
de corantes adsorvidas formam uma impressao na superficie que retrata as distorcoes na
orientacao do diretor do cristal liquido hospedeiro.

Kuksenok et al. mostraram que em sistemas de cristais liquidos dopados com co-
rantes, o processo de adsor¢ao-dessor¢ao das moléculas de corante pode ocorrer com ou
sem a irradiagao de luz (adsorgao dark). Esse problema foi explorado teoricamente consi-
derando que os corantes difundem na presenga de um campo potencial criado proximo as
superficies por interagoes eletrostaticas e de van der Waals e por parametros especificos
do cristal liquido. Durante a irradiacao, um substrato recebia luz enquanto o outro nao;
consequentemente, mostrou-se que a cinética das duas superficies eram diferentes. Os
resultados encontrados em [47], Fig. (4.7), sdo similares aos apresentados na Fig. (3.2).
A semelhanga entre o comportamento das curvas é esperada, pois, presume-se que ocorra
a ligacao de corantes com a superficie sem efeitos de memoria, assim como reportado aqui,

quando considerado o processo de quimissor¢cao em ambas superficies.
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Figura 4.7: Cinéticas das densidades superficiais de corantes adsorvidos (em nimero de camadas
moleculares) no substrato sem irradiacdo de luz (linha 1) e com irradiagdo comec¢ando em
diferentes momentos: (2) to = 57p; (3) to = 1007p; (4) to = 2007p (os subindices 1 e 2
sdo referentes ao substrato com e sem irradiacao, respectivamente) [47].

De fato, os parametros fenomenoldgicos usados em nosso estudo podem ser conecta-

dos com parametros microscopicos [22], e um paralelo com o modelo apresentado em [47|
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pode ser estabelecido. Entretanto, nosso modelo é mais simples de aplicar e pode predizer
comportamentos mais complexos, com ou sem efeito memoria.

Outra interessante aplicagdo para o nosso modelo é a adsor¢ao em graos de Ja-
nus [48]. Essas particulas podem ser nanoparticulas esféricas, cilindricas ou na forma de
discos, cujas superficies sao tratadas para apresentar duas ou mais propriedades fisico-
quimicas. Carvalho et al. estudaram a adsorgao direcionada eletrostaticamente de cadeias
polieletroélito flexiveis em nanoesferas de Janus, via simulacao Monte Carlo e considera-
goes analiticas [49]. A esfera ¢ composta por dois hemisférios de cargas opostas. Foram
estudadas em detalhes condigoes criticas para a adsorcao de uma cadeia de polieletrolito
em fungao do raio da particula de Janus e da sua densidade superficial de carga, bem como
em funcao da concentragao de sal na solu¢ao ambiente e do comprimento de blindagem
do eletrolito. Além disso, o comportamento encontrado difere da esfera uniforme. Nosso
modelo incorpora a ideia principal por tras de tais fendmenos. De fato, uma extensao
deste trabalho é solucionar o conjunto de equacoes apresentado aqui em coordenadas es-
féricas para obter resultados analiticos da adsorcao de particulas neutras por esferas de
Janus. Uma outra extensao é considerar particulas carregadas conectando o modelo com

a equacao de Poisson.
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Capitulo

Analise dos Regimes Difusivos Causados por

Diferentes Superticies Adsorventes

Apresentaremos, neste capitulo, o estudo dos regimes difusivos resultantes no sis-
tema devido & presenca de diferentes superficies adsorventes. Para isso, primeiramente,
apresentaremos uma breve introducao sobre variancia, difusao usual e difusao andémala.
Posteriormente, apresentaremos os regimes difusivos resultantes. A analise sera realizada

para os casos mostrados no capitulo anterior.

5.1 Variancia e Difusao

A medida de variabilidade mais comum utilizada em estatistica é a variancia, que
¢ uma funcao dos desvios (ou distancias) das medigoes, a partir da sua média, ((Az)?) =
{(z — (2))?). Quanto maior for a variancia de um conjunto de medigoes, tanto maior sera
a quantidade de variacao dentro do conjunto [50].

Com o célculo da varidncia, é possivel caracterizar, por exemplo, o coeficiente de
difusdo dependente do tempo quando o processo de adsor¢ao-dessor¢ao é considerado [24],
em que, D(t) = (Az)?/2t, este varia temporalmente devido a inconstancia do regime
difusivo com o decorrer do tempo.

No trabalho apresentado por Albert Einstein em 1905, no qual realizou um desenvol-
vimento mais formal do movimento browniano [8], ele, apds derivar a equagao diferencial
para a densidade de particulas em funcao do espaco e do tempo, obteve a expressao para o
desvio quadratico médio (variancia). Tal expressao nos diz que a variancia das particulas
se difundindo tem dependéncia linear com o tempo, (Az)? o t. Para este comportamento,
dé-se o nome de difusao usual

Contudo, em uma ampla diversidade de sistemas o deslocamento médio quadratico
tem um crescimento nao-linear com o tempo. Nestes casos os comprimentos dos passos

no processo difusivo nao sao iguais. Tal comportamento para as particulas é denominado
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difusao anémala.

Quando ocorre uma difusdao anémala, a variancia de uma particula, (Az)?, sera dado
por uma lei de poténcia em fungiao do tempo: (Az)?  t7; para (0 < v < 1) o regime
¢ caraterizado como sendo subdifusivo, enquanto que para (y > 1) é caracterizado como
sendo superdifusivo [29].

A variancia é um importante pardmetro porque é a medida do espalhamento da
distribuicao em torno do seu valor médio. Para o problema abordado aqui, a varian-
cia é diretamente afetada pela superficie, uma vez que a imobilizagao por adsorcao das

particulas acontece & medida que essas exploram o meio.

5.2 Analise dos Regimes Difusivos

Para calcular a variancia em z, (Az)? para os casos em que as superficies limitantes
do sistema apresentam diferentes processos de adsorcao-dessorcao, partiremos das Egs.
(4.23) e (4.33), apresentadas no capitulo anterior, que sdo, respectivamente, as equagoes
para p(z,t) para os cendrios em que: ambas superficies apresentam o mecanismo de
quimissor¢cao com parametros distintos entres elas; e quando uma superficie apresenta
quimissorc¢ao e a outra fisissorc¢ao.

Os parametros a serem usados para o calculo da variancia, considerando, primeira-
mente, o caso que ambas as superficies adsorvem quimicamente, serao os mesmo utilizados
na Fig. (4.1). O grafico da Fig. (5.1) nos mostra as curvas resultantes do calculo de (Az)?
para KC;(s) = 1/m;.
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Figura 5.1: (Az)? versus t* = 4t/7p. A linha tracejada representa o caso em que 74/79 =
Tro/To = Tw,/To = 1 € Tp/79 = 4. A linha pontilhada representa o caso em que 74/
Tea/To = 1, 7p /70 = 4 € Ty, /70 = 0.1. A linha sélida mostra o caso para o qual 74/79 =
20,7p /7o = 40 e T, /To = T,y T0 = 10.
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Na Fig. (5.1), a linha tracejada corresponde ao caso em que ambas as superficies
possuem os mesmos parametros, ou seja, Ko(t) = K4(t). Como esperado, ocorre o decrés-
cimo da curva, uma vez que a distribuicao da densidade de particulas no volume esta a
diminuir ao longo do tempo, até atingir um valor constante. A curva representada pela
linha so6lida corresponde aos mesmo parametros das linhas tracejadas apresentadas na Fig.
(4.1), em que os tempos de adsorgao sao os mesmo para ambas as superficies. Este fato
acarreta, para longos tempos, o alcance do mesmo valor constante como a linha tracejada.

Para a linha pontilhada da Fig. (5.1), que possui os mesmos parametros das linhas
solidas da Fig. (4.1), temos que o comportamento difere das duas curvas apresentadas
anteriormente. Ocorre que, devido ao desequilibrio na taxa de adsorcao (7, = 74,/10), a
densidade volumétrica de particulas tenha uma evolugao lenta, levando um longo tempo
para uma completa imobilizagao. Consequentemente, o desvio quadratico médio, (Az)?,
leva um longo tempo para atingir um ponto de saturagao.

Consideramos agora, o caso em que as superficies apresentam em z = 0 o processo
de adsorgao quimica (Ky = 1/7) e em z = d o processo de adsorgao fisica (g = 1/[(s +
1/74)747a]). Os parametros a serem considerados para o calculo de (Az)? em fungdo de

t*, Fig. (5.2), sdo os mesmo para as curvas apresentadas na Fig. (4.4).
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Figura 5.2: (Az)? versus t* = 4t/7p quando Ko(s) = 1/79 e Kq(s) = 1/[(s + 1/74)7aTal.
A linha solida representa o caso em que 74/70 = Ty, /70 = 1, Twy /70 = 0.1, Tp/70 = 4 €
Ta/To = 0.1. A linha pontilhada representa o caso em que 74/79 = 5, 74, /70 = 1, 7p /70 = 5,
Tro/To = 0.1 e 7, /79 = 3.5. A linha tracejada mostra o caso para 74/79 = 1,7p/70 = 5,
Tro/To = Ti,/To = 0.1 € 74 /79 = 3.5.

A curva solida da Fig. (5.2), é igual & curva pontilhada da Fig. (5.1) uma vez que
todos os pardmetros comuns possuem os mesmos valores, pois, como dito anteriormente,
para 7, pequeno, o efeito memoria é extinto, e o processo de adsor¢ao comporta-se como
quimissorgao. As curvas pontilhada e tracejada apresentam um longo tempo para alcan-

carem um valor constante, mesmo quando 7., = 7, (curva pontilhada), devido & presenca
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do efeito memoria. Para as trés curvas da Fig. (5.2), no periodo em que (Az)? aumenta, a
distribuicdo se espalha, Fig. (4.4), devido ao processo de dessorg¢ao pelas superficies. Po-
demos, portanto, determinar qual regime difusivo ocorre enquanto a distribui¢cao amplia,
ao olharmos para o expoente v de (Az)? ~ t7, em que 7y caracteriza os regimes difusivos
em usual, subdifusivo ou superdifusivo. Para as trés curvas apresentadas na Fig. (5.2),
os expoentes encontrados sao menores que 1, variando entre v = 0.23 a v = 0.99, o que
caracteriza os regimes como sendo subdifusivos. A ocorréncia desses regimes difusivos é
induzido pelas superficies limitantes.

Continuando a analise dos regimes difusivos, apresentamos na Fig. (5.3) um plot log-
log de (Az)? versus t* para um conjunto de parametros, escolhidos de modo que o tempo
de alargamento da distribuicao seja longo. Tais parametros foram obtidos reescalando-
se os parametros da curva tracejada da Fig. (5.2) por 107°. Por meio da Fig. (5.3),
é possivel observar como o processo de adsorcao influencia o espalhamento do sistema
e, consequentemente, leva a uma aproximagao de regimes subdifusivos com v = 0.39 e

~v = 0.48, nas regioes em que ocorre espalhamento da distribuigao.
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Figura 5.3: Log[(Az)?] versus Log[t*] com t* = 4t/7p, para os parametros reescalados da curva
tracejada da Fig. (5.2).

Iremos agora, através da Fig. (5.4), mostrar um exemplo interessante de como
a diferenca no mecanismo de adsorcao entre as duas superficies afeta a variancia do
sistema. Consideramos para os trés plots que 7p/79 = 4 e 74/790 = 1. A linha sélida
¢ calculada admitindo que as duas superficies limitantes sdo descritas por K;(s) = 1/7;
(processo de quimissor¢ao), quando 7., = 7,,/10. Os circulos abertos representam o caso
em que a superficie em z = 0 adsorve quimicamente, enquanto em z = d a superficie
adsorve fisicamente as particulas neutras. Neste caso, 7, = 7,,/10 e 7, = 7,,,/10. Como
mencionado anteriormente, desde que 7, seja pequeno, ambos os conjuntos de pardmetros

produzem a mesma densidade superficial de particulas (curvas solidas na Fig. (4.1) e a
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curva representada por circulos na Fig. (4.4)) e, como mostra a Fig. (5.3), a mesma (Az)2.
Portanto, os circulos abertos na Fig. (5.3) representam o caso para o qual nao acontece
efeito memoria. Como esperado, quando as densidades superficiais sao calculadas, os
comportamentos de oq(t) e g4(t) substituem um ao outro, como mostra o grafico inserido
na Fig. (5.4). No entanto, se mudarmos os tempos de adsorcao fazendo 7,, = 7,,/10
(mantendo os mecanismos de adsorcao), a (Az)? obtida sera a representada pela curva
tracejada. Essa mudanga no comportamento de (Az)? é devida a combinagao de um
curto tempo de adsor¢ao e ao efeito memoria, que altera a dinamica das particulas no
volume. Este fato é um resultado importante, nunca reportado anteriormente, que pode

encontrar aplicacoes em sistemas nos quais a separacao de espécies que estao se difundindo

é necessaria.
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Figura 5.4: (Az)? versus t* = 4t/7p. Para os trés plots, 7p/79 = 4 e 74/70 = 1. A linha sélida
é calculada admitindo que ambas as superficies sdo descritas por K;(s) = 1/7;, quando
Tro = Try/10. Os circulos abertos representam o caso em que a superficie em z = 0 realiza
quimissorgao (funcdo delta) e a superficie em z = d realiza fisissor¢ao (fungao exponencial).
Neste caso, 7.,/70 = 1, Tw, /70 = 0.1 € 7, /79 = 0.1. A curva tracejada é calculada para
Tro/To =1, Twe, /70 = 0.1 € 7, /79 = 0.1.
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Capitulo

Conclusao

Um sistema confinado preenchido por um liquido com particulas neutras diluidas,
que podem se difundir pela amostra e serem adsorvidas pelas superficies limitantes, foi
analisado. Apresentamos primeiramente o caso ja existente na literatura, no qual ambas
as superficies possuem dinamicas de adsorcao idénticas, para fins de comparacao com o
problema proposto.

Neste trabalho, é considerada a analise do sistema confinado, para superficies ad-
sorventes nao-idénticas, ou seja, uma superficie apresenta um mecanismo ou dindmica
diferente da outra. Os comportamentos distintos, apresentados no quarto capitulo, fo-
ram caracterizados usando kernels nao-singulares na equacgao cinética das superficies que
representam tanto quimissorcao ou fisissor¢cao. As densidades superficial e volumétrica,
assim como a variancia do sistema, foram calculadas analiticamente em vérios cenarios.
Encontramos que mesmo uma pequena diferenca na taxa de adsorcao-dessor¢ao de uma
superficie com relacao a outra pode afetar drasticamente o comportamento do sistema
como um todo, inclusive a varidncia, cujos valores mostram comportamentos distintos
dependendo da escolha dos tempos caracteristicos e do efeito memoria.

No quinto capitulo, por meio do célculo da varidncia para os casos apresentados no
quarto capitulo, realizamos a analise dos regimes difusivos resultantes, caracterizando-os,
através da relagao (Az)? ~ ¢7 em usual (y = 1), subdifusivo (0 < v < 1) ou superdifusivo
(v > 1). Demonstramos ainda, um interessante fenomeno caracterizado pelo fato de
o comportamento estatistico no volume apresentar-se andémalo e este ser afetado pelas
superficies limitantes, dependendo da permuta dos parametros do processo de adsor¢ao-
dessor¢ao. Conhecendo o comportamento de tal sistema de uma maneira mais realista,
tal como descrito aqui, é importante em varias aplicagoes, como separagao por adsor¢ao

de espécies difusivas e na caracterizacao de dielétricos por impedancia.
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Apéndice
A Transtormada de Laplace

Neste trabalho, por algumas vezes, fizemos uso da transformada de Laplace. Esta
transformada possui vasta aplicabilidade, mas é usada principalmente para a solugao de
equagoes diferenciais. A transformada de Laplace consiste em uma transformada inte-
gral no limite de 0 a co. O objetivo deste apéndice é introduzir os conceitos bésicos
deste método de transformada integral e os procedimentos para a sua inversao no plano

complexo.

A.1 A Transformada

Se uma funcao f(t) esté definida na regiao 0 < t < oo, com t e f(t) reais, entao a

funcao F'(s), definida por meio da integral de Laplace

F(s) = / e *'f(t)dt (s = complexo), (A.1)
0
¢ conhecida como a transformada de Laplace de f(t). Simbolicamente

F(s)=£{f(1)}, (A.2)

assim F(s) é o resultado de uma certa operagao efetuada sobre uma fungao f(t).

A integral de Laplace converge, em geral, para s em uma certa regiao no plano
complexo. Uma caracteristica geral da integral de Laplace é que esta regiao pode ser
caracterizada por Re s > «, onde o é uma constante real. Ou seja, a integral de Laplace

converge a direita de uma certa reta vertical no plano s, como mostra a Fig. (A.1).
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Regiao de divergéncia {

Linha de convergéncia

Figura A.1

Existem funcoes para as quais a integral de Laplace diverge para todos os valores de
s; ou seja, estas funcoes nao possuem transformada de Laplace. A condicao de existéncia
é tal que, se f(t) é uma funcao continua por pedagos para 0 < t < oo e exponencial de

ordem oy, entao a integral de Laplace converge para Re s > oy.

A.1.1 Propriedades da Transformada de Laplace

A caracteristica fundamental da transformada de Laplace, ocasionada pela propria
natureza da integral de Laplace, é que duas fungoes idénticas em 0 < ¢ < 0o, mas distintas
em outros pontos, possuem a mesma transformada.

Devido a linearidade da transformada de Laplace, temos as seguintes propriedades:

a) £{af(t)} = aL{f()} (A.3)
b) LLAM) + f2(0)} = £{/1(1)} + £{f2(1)}, (A.4)

em que o operador é o operador integral de Laplace.
Uma outra propriedade, e talvez a mais importante da transformada de Laplace, é
a que relaciona £{f(t)} e £{f'(t)}. Partindo da suposigao de que f(t) seja continua e

integravel na integral de Laplace por partes:

[e.9]

/0 ettt = —(1/s)e (1) + (1/5) / e f'(1)dt (A.5)

s/ooo e_Stf(t)dt:f(O)—i—/oo e f'(t)dt. (A.6)

0

Supondo que £{f'(t)} existe, isso pode ser escrito como sendo
L)} =sL{f(®)} - f(0) (A.7)
que é conhecida como a propriedade da derivagao, ou ainda em geral, para uma n-ésima
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derivada
n

{0} =L {f )} =) P0), (A-8)

k=1

em que f(™(t) é a m-ésima derivada de f(t) e f™(0) é o seu valor em ¢ = 0.

A.2 A Transformada Inversa

Apos aplicar a transformada de Laplace para resolver, por exemplo, uma equagao
diferencial (ou ordinaria), nos deparamos com o problema da transformada de Laplace
inversa, ou seja, o problema em determinar a fungdo desconhecida f(t) a partir de sua
transformada de Laplace F'(s) (que é a solugao no espago de Laplace). Inverter a trans-
formada de Laplace nao é, em geral, um problema simples. Geralmente transformadas
inversas podem ser encontradas em tabelas, que mostram a fungao e sua respectiva in-
versa. Porém, algumas vezes, a fun¢ao nao tem, a priori, transformada inversa tabelada.
Mas, em alguns casos, o problema da inversao é muito facilitado pelo fato de a trans-
formada de Laplace ser uma transformacao linear. Usamos essa propriedade, a fim de
rearranjar a fungao, decompondo-a em fragoes parciais com inversas tabeladas. Um outro

meio de encontrar as inversas nao tabeladas, é usando o teorema da convolugao.

A.2.1 O Teorema da Convolucao

Frequentemente, quando resolvemos uma equacao diferencial, encontramos como
solugao no espago de Laplace uma fungao X (s) cuja inversa nao conhecemos. Entretanto,

a estrutura de X (s) é da seguinte forma

X(s) = F(s)G(s), (A.9)
tal que temos

CTHE(s)} = f(1), (A.10)

£7HG(s)} = g(0). (A.11)

ou seja, nao sabemos a inversa da fun¢ao principal, mas sabemos as inversas das funcoes
que a compoem como produto. O problema fundamental é encontrar £7! {F(s)G(s)} se
LHE(s)} = f(t) e £71{G(s)} = g(t) forem conhecidos. A resposta esta contida no
chamado teorema da convolugao: Defini¢ao: A convolugao de duas fungoes f(t) e g(t),

representada por (f * g) é definida por

(fxg) = /Otf(t)g(t — 7)dr. (A.12)
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Observe que (f*g) = (g*f), como facilmente pode ser verificado pela mudanga de variavel

u =t — 7. Desta definicao segue que

L{(fxg)} = F(s)G(s) (A.13)

e assim podemos determinar a inversa da fungdo mais complicada X (s).

A.2.2 A Inversao da Transformada de Laplace por Integrais de

Contorno

Como ja dissemos, o problema da inversao nem sempre ¢é simples. Muitas vezes nao
é possivel inverter a nossa funcao com a ajuda das técnicas mencionadas. Nestes casos,
devemos usar as variaveis complexas como ferramentas.

Em 1916, Bromwich mostrou que podemos determinar a inversa de uma transfor-

mada da Laplace por meio da integral

1 Yy+ioco

f(t) = —/ F(2)e*dz, (A.14)
270 oo

em que 7 é a abscissa de convergéncia de Laplace. O valor de v deve ser tal que todas

as singularidades devem estar a esquerda desta reta, ou seja, a parte real de v deve ser

maior do que toda singularidade, de forma que possamos fechar o circulo e usar a integral

de Cauchy. F(z) é a funcao transformada de Laplace, ou

F(s) = /OOO f(t)e *dt. (A.15)

A prova da Eq.(A.14) é a seguinte: considere uma fungao diferenciavel por partes
F(t) e definida para t > 0. Seja também a fungdo g(t) = f(t)e~"". Se F(t) diverge como
e® requer que v seja maior do que «, para g(t) ser convergente. Agora, com ¢(t) = 0
para t < 0 e o caso contrario devidamente restrito de modo a que possa ser representado

por uma integral de Fourier

1 > >
g(t) = 2—/ emdu/ e "g(v)dv. (A.16)
™ 0

—0o0

Substituindo-se g(t) por f(t)e " teremos

f(t) " /00 e™du /OO e f(v)e " dt. (A.17)
0

:§ N

Fazendo agora a troca de varidveis s = v + iu, a integral sobre v ¢é lancada na forma da

46



transformada de Laplace,
F(s) = / F(v)e*dv. (A.18)
0

Resolver a integral de Browinch nao é sempre simples. Como toda integral no plano
complexo, uma série de teoremas especificos devem ser invocados em sua solug¢ao, como
o teorema de Cauchy-Goursat, o lema de Jordan e o teorema dos residuos de Cauchy.
Sendo assim, uma série de cuidados devem ser tomados com relacao as singularidades da

funcao, a ordem dos polos ou se a funcao é univoca ou pluorivoca, exigindo ou nao as

linhas de corte, onde a fungao nao é analitica.
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