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Capitulo 1

INTRODUCAO

A descrigao fisica dos cristais liquidos neméticos é feita, normalmente, a partir da introducao
de um diretor 77, que coincide com a orientagdo molecular média das moléculas que formam
a fase[l]. Um problema de relevancia na teoria eldstica dos cristais liquidos nemadticos é a
determinacao do perfil do diretor, ou mais especificamente, da orientagdo molecular média em
uma amostra, levando-se em conta os efeitos produzidos pelo substrato sélido que normalmente
a limita. O problema também é relevante do ponto de vista experimental, pois uma orientacao
bem conhecida na superficie é de grande importancia na fabricagdo de dispositivos préaticos. Na
auséncia de campos externos, 77 depende somente do tratamento dado a superficie da amostra.
Torna-se, portanto, necessério investigar a orientacao induzida pelo substrato sélido no meio
nematico. Nos tltimos anos, uma série de trabalhos ocupou-se do problemal2, 3, 4, 5] tanto
do ponto de vista fenomenolégico [6, 7] quanto do ponto de vista microscépico[8, 9]. Na maior
parte desses trabalhos, a superficie é considerada como sendo uniforme, e caracterizada por uma
direcao facil bem definida. Contudo, essa situacao pode ser considerada como uma idealizacao
excessiva, jd que as superficies reais nunca sao homogéneas em larga escala, mesmo quando a sua
composigao quimica nao varia[10]. Eis o motivo por que, mais recentemente, novos trabalhos
foram dedicados & andlise do problema na presenga de superficies inomogéneas [11, 12, 13, 10,
14, 15, 16].

Neste trabalho, nés retomamos o modelo apresentado em [14, 15] e aplicado em[16, 17] para



formuld-lo em termos matemédticos mais precisos e abordar os problemas de contorno em uma
geometria particular, mas representativa de uma série de situagoes experimentais relevantes.
Nés determinamos, matematicamente, o comportamento do diretor em uma amostra liquido-
cristalina limitada por superficies planas, apresentando inomogeneidades na distribuicao das
direcoes faceis. Os sistemas por nds considerados sdo tais que o diretor permanece no plano.
Assim, o problema matemaético consiste na busca de solucées para a equagao de Laplace, obede-
cendo a condic¢oes de contorno de dois tipos, dependendo de a situacao referir-se a ancoramento
forte ou fraco. Os problemas de contorno cldssicos que consideramos sao o Problema de Diri-
chlet, onde o valor da funcao é especificado sobre o contorno e o problema misto, onde o valor
da fungao e da derivada normal da fungao estao conectados sobre o contorno[18, 19].

Uma parte dos problemas tratados nesta monografia havia sido considerada na literatura
recente (veja, em particular, as referéncias [10, 14, 15, 16, 17]) e serviram, aqui, para ilustrar
a aplicabilidade do formalismo desenvolvido. Mesmo assim, devemos registrar alguns avancgos
representados por este trabalho. Em primeiro lugar vale a pena mencionar que a generalidade
do tratamento foi preservada durante todo o trabalho. Além disso, o problema da distribuicao
periédica de eixos faceis foi por nés resolvido de maneira exata para uma classe geral de dis-
tribuicoes representativas de possiveis situagoes experimentais. Nosso tratamento é mais geral
do que aquele apresentado em[10] pois permite, efetivamente, considerar outros casos de inte-
resse nao contemplados naquela andlise, como é o caso de uma célula bi-estdvel, que pode ser
tratada no ambito deste formalismo. Por fim, depois de retomar o cdlculo da forga entre de-
feitos, apresentado em|[16, 20], nés investigamos o comportamento dinamico de uma superficie
livre que estivesse sob a acao exclusiva dessa forca. A partir dessa andlise, e de maneira sucinta,
nds discutimos a possibilidade de que um tratamento teérico desta natureza possa servir como
instrumento para a interpretagdo de um novo contexto experimental. Nesse contexto, a ener-
gia de ancoramento de uma amostra liquido-cristalina, limitada por superficies inomogéneas,
poderia ser detectada por um método que nao requer a aplicacao de campos externos. Esses
métodos, como se demonstrou no passado[17], podem induzir o experimentador a conclusoes
conflitantes sobre a real natureza do ancoramento que caracteriza uma amostra.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte maneira. No segundo capftulo apresentamos

generalidades sobre os cristais liquidos e apresentamos, também, os elementos fundamentais da



teoria eldstica que empregaremos em todo o trabalho. No terceiro capitulo desenvolvemos a
apresentacao do modelo tedrico completo para a determinagao do perfil do diretor. Chegamos,
entdo, a um resultado genérico para esse perfil, tanto para uma amostra semi-infinita, quanto
para uma amostra de espessura finita, em ambas as situagoes de ancoramento forte e fraco.
No quarto capftulo apresentamos algumas aplicagoes do formalismo apresentado e resolvemos,
de maneira exata, os problemas de contorno pertinentes ao caso de uma distribui¢ao periédica
de eixos faceis na superficie. No quinto capitulo mostramos o surgimento de uma forga entre
linhas de defeitos, oriundas de uma particular forma de inomogeneidade superficial. Uma
andlise dinAmica do movimento dessas superficies devido ao aparecimento dessa forca também

é apresentado. Algumas conclusGes gerais sao esbogadas na seqiiéncia.



Capitulo 2

PROPRIEDADES ELASTICAS
DOS CRISTAIS LIQUIDOS

2.1 Ciristais Liquidos: generalidades

Cristal liquido é uma fase intermedidria da matéria, também chamada de mesofase. Ela pode
ser encontrada entre o estado sélido cristalino, em que as moléculas possuem uma organizac¢ao
bem definida no espaco, e o estado liquido isotrépico, em que as moleculas ocupam posigoes
aleatérias no espago[l1].

O cristal liquido apresenta propriedades encontradas na fase cristalina como, por exemplo, a
birrefringéncia e a anisotropia 6ptica. Isso se deve ao fato de os cristais liquidos manterem uma
certa ordem posicional das moléculas. Geralmente essas moléculas sdo alongadas e, exceto por
influéncia de flutuacoes térmicas, elas se posicionam paralelas umas as outras na fase nemaética.
Embora livres para se moverem em todas as diregoes, como em um liquido comum, permanecem
orientadas em torno de uma diregdo preferencial. Esta direcao é representada por um vetor
unitario 7(7), chamado de diretor da fase nemadtica.

O parametro que determina essa orientacao das moléculas é chamado Parametro de Ordem

(S) e, na fase nemdtica, foi definido por Tsvetkov([21] como:



S == (3(cos®0) — 1),

N

onde 6 é o angulo formado entre o eixo longo da molécula e o diretor 7(7). Quando 6 = 0,

S =1, que representa uma ordem orientacional perfeita e, quando <Cos2 9> = %, S =0, isto é,

aQ 1 [* m 1
<cos 9> = / cos 9477 i/, do /0 cos” fsenfdb 3

quando todas as direcoes sao igualmente proviveis.
Pode-se definir também um parametro de ordem tensorial, de natureza macroscépica, cujas
componentes sao ();;, por meio da susceptibilidade magnética molecular. De acordo com de

Gennes|1], esse tensor pode ser escrito na forma

1
Qij =G (Xij - 552‘3‘ Zka> )
k
onde G é uma constante de normalizacao e x é o tensor susceptibilidade magnética. O parametro
de ordem tensorial (Q;;) pode ser relacionado com o parametro de ordem escalar (S), por meio
da expressao
3 1

Qij = 55 [nmj - 351]:| . (21)

Como regra geral, todos os tensores que caracterizam uma fase nematica, como, por exemplo, a
permitividade dielétrica, a condutividade térmica, e outros, devem ser decompostos em termos
dos elementos de simetria da fase. Tipicamente, pode-se efetuar a decomposi¢do em termos
das componentes de 77, da delta de Kronecker, d;; e do tensor de Levi-Civita, €;;;; alternativa-
mente, pode-se efetuar a decomposicao em termos do parametro de ordem tensorial, da delta
de Kronecker e do tensor de Levi-Civita[22]. Como veremos mais adiante, ao supormos que
o parametro de ordem escalar é espacialmente constante, escreveremos a densidade de energia
eldstica em termos das derivadas primeiras do diretor 7. Isso permitird que definamos uma
densidade de energia elédstica caracterizando a fase nemédtica, com a qual formularemos os pro-
blemas fundamentais a serem abordados nesta dissertacdo. Antes disso, porém, consideraremos

outras propriedades gerais dos sistemas liquido-cristalinos.



Os cristais liquidos, em geral, sdo dividos em dois grupos: termotrépicos e liotrépicos.

2.1.1 Termotrépicos

Sao compostos por substancias puras e a variagdo de temperatura é a principal causa do
aparecimento da fase liquido-cristalina. Os cristais liquidos termotrépicos apresentam trés
mesofases: nematica, colestérica e esmética.

Fase nemdtica: as caracteristicas essenciais dessa fase podem ser brevemente apresentadas como

segue:

a) as moléculas sao, em geral, alinhadas com seus eixos longos paralelos uns aos outros definindo
macroscopicamente uma dire¢ao preferencial. Nessa dire¢ao existe uma simetria rotacional; a

fase é uniaxial, isto é, as diregbes 77 e —7 sdo equivalentes;

b) ndo ha uma interagao de longo alcance entre os centros de massa das moléculas permitindo

que elas se movam livremente. Esta propriedade determina o cardcter fluido da fase nemaética;

¢) o eixo de simetria uniaxial nao é polarizado apesar de as moléculas poderem ser polares.

Fase colestérica: forgas intermoleculares podem favorecer um alinhamento entre as moléculas
com um angulo entre o eixo longo das moléculas e o diretor formando uma fase levemente
distorcida, e assim diferente da nematica. Nessa fase, o diretor nao é fixo no espago, podendo
girar de forma helicoidal. A distancia de repeticao dessa hélice é chamada de passo. A fase

colestérica também é chamada de fase nemética chiral.

Fase esmética: é uma fase que ocorre a uma temperatura abaixo da temperatura das fases
nemédtica e colestérica. Ela é mais viscosa que as outras e possui propriedades mecénicas
semelhantes as dos saboes. Nessa fase hd um aumento na ordem orientacional, bem como um
aumento na ordem posicional das moléculas, além de uma organizagdo dessas moléculas em

camadas. E a fase mais préxima do estado sélido cristalino.

10



Os tipos mais comuns sao os esméticos A, B e C. Na fase esmética A o diretor é perpendi-
cular ao plano que define a camada, enquanto que no esmético C' ele forma um angulo diferente
de m/2 com esse plano. Nos esméticos A e C' as moléculas se movem aleatoriamente dentro de
cada camada, e ndo ha ordem posicional dentro de cada plano. J4 no esmético B as moléculas
ocupam uma ordem posicional dentro da camada, acarretando uma menor fluidez do esmético

B com relag@o aos esméticos A e C.

Figura 2-1: Esquema da ordem posicional das moléculas nas fases: (a) sélida; (b) esmética; (c)
nematica; (d) colestérica; (e) liquida.

2.1.2 Liotrépicos

E a fase intermedidria entre os estados sélido e liquido de solugdes quimicamente compostas.
O surgimento dessa fase depende tanto da variagdo da temperatura como da concentragao da
solucdo. As solugoes mais usadas para a obtencao de liotrépicos sdo as misturas de fosfolipidios
e dgua. Os fosfolipidios sao formados por moléculas anfifilicas, isto é, moléculas que possuem
uma parte polar, chamada cabega (grupo de dtomos que tém afinidade elétrica com o solvente) e
uma parte ndo polar, em geral uma cadeia de hidrocarbono, chamada cauda. Os compostos que

possuem moléculas anfifilicas sdo também chamados de surfactantes. Na presenca do solvente

11



e numa concentracao critica, essas moléculas se agrupam de uma maneira peculiar formando
o que se chama de micela. As micelas, dependendo da temperatura e da concentracdo, podem
assumir véarias formas, como a discética e a cilindrica.

Os cristais liquidos liotrépicos, em relacao a ordem das moléculas, apresentam as mesofases

hexagonal, lamelar e cibica.

Fase heragonal: apresenta-se quando a concentragao da solugao (dos surfactantes, por exem-
plo) é elevada (da ordem de aproximadamente 50%) e as moléculas anfifilicas se combinam em

estruturas grandes, em forma de uma haste cilindrica, dando origem a uma estrutura hexagonal.

Fase cubica: Pode-se encontrar entre a fase lamelar e a fase hexagonal, quando a concentragao
diminui. Apresenta as moléculas anfifilicas formando esferas que se posicionam na forma de

uma estrutura cubica.

Fase lamelar: apresenta-se em concentragbes ndo muito elevadas. As moléculas anfifilicas

formam bicamadas preenchidas por solvente.

/\/)
i
T .@\ ﬁhﬁm txH
S
‘lj’ '11 qt"ff ry 1\‘:.3.&-“.1‘16
I, ”rg“‘“‘ “\\;N JJu; n\\\:"\\‘

A w117
r-,r,“ ottt

U}
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2.2 Densidade de energia elastica dos cristais liquidos nemati-

COS

Considerando o pardmetro de ordem escalar como sendo espacialmente constante, obtém-se
uma expressao para a densidade de energia eldstica de um cristal liquido nemético em termos
da primeira derivada espacial do diretor, ou, mais precisamente, em termos da quantidade n; ;.

Se o diretor for independente da posicao, o meio nao é distorcido e a densidade de energia
eldstica pode ser tomada como minima e indicada por fy. Se considerarmos agora o diretor
como 7(7) o meio é distorcido e, entdo, surge uma densidade de energia eldstica indicada por
f. Neste caso, n; j # 0. Na abordagem que consideraremos, admite-se que a primeira derivada
espacial de 7i(7) seja suficiente para descrever o estado distorcido. Entao, ¢ suficiente considerar

que

f=f(nij ). (2.2)

Se, como suporemos, a primeira derivada de 7 for uma quantidade pequena, serd possivel
expandir f em séries de poténcia de n; ;, como apontado anteriormente. Essa expansao pode ser
desenvolvida apenas até a segunda ordem porque os termos de ordem superior nao apresentam

uma contribuicao relevante. A Eq. (2.2) pode ser escrita como

0 1 0?
f(nij) = fo+ ((%Zij)om,j + 5 <f>0ni7jnk’l + .. (2.3)

on; jOny,
onde a convengao de soma (onde indices repetidos sao somados) foi adotada e sera utilizada
doravante, e o subscrito zero indica que as derivadas sao calculadas com respeito ao estado nao

distorcido. A Eq. (2.3) pode ser reescrita na forma mais compacta

1
f=fo+ Lijn;; + §K¢jkmi,jnk,z = fo+ f1+ f2 > fo, (2.4)

e os tensores eldsticos L;; e K;ji = Kyi; sao definidos por

13



([ Of B o f
Lig = <3nz’,j>o © Hin = (37%,3'3%1)0' (25)

Os tensores eldsticos L;; e K;ji; podem ser decompostos levando-se em consideragao os
elementos de simetria do meio, como apontado acima. Esses elementos sao as componentes de
7, a delta de Kronecker, d;;, e o tensor anti-simétrico de Levi-Civita, €;j,. Desse modo, L;;

pode ser reescrito na forma

Lij = Ll’lh”flj + LQ(SZ']‘ + L3nk5kij, (2.6)

onde L;, i = 1,2,3 s&o constantes desconhecidas. Como num meio nemético as direcoes 77 € —7i
sao equivalentes, a Eq. (2.4) deve mostrar-se invariante frente a essa operagao de troca do sinal

de 7. Portanto, L1 = 0 e Ly = 0. Em decorréncia dessa simetria, a Eq. (2.6) reduz-se a

Lij’nm‘ = Lgnkekijnm. (2.7)

Ocorre, porém, que nao é muito dificil verificar que

nksk’i,jnivj = nkem’jv_'mj = —nk(ﬁ X ﬁ)k = —ﬁ(ﬁ X ﬁ),

de modo que o termo f; - que comparece em (2.4) -, suprimindo-se o indice 3 de L, torna-se

Lijnl-yj = Lnkemd-ni,j = —L[fi . (6 X ﬁ)] (28)

O coeficiente L s6 é diferente de zero para o cristal liquido colestérico, porque, nessa fase, ha
uma deformagdo espontanea no estado fundamental, isto é, L # 0.

O tensor Kjjx, por sua vez, pode ser decomposto como segue.

1
Kijkl = Klnmjnknl + §K2(ninl(5kl + nknléij) + Kgnink(Sjl +
1
§K4(ninj5jk +njngdy) + Ksngnidix +

Kg0ij05 + K70i1,0 51 + K800 -

14



Em principio, o tensor Kjj;; possui 8 termos. Assim, o termo fo (v. Eq. (2.4)) pode ser escrito

Ccomo

1 1

1
EKijkl”i,jnk,l = E[Klni”jnknl + §K2<ninj5kl + ngngdi;) +
1
K3nink5jl + §K4(ninl6lk + njnkéil) +

K5njn16ik + K66ij5kl + K75ik5jl + Kg5il5jk]ni,jnk,l.

Entretanto, sendo 7 um vetor unitério, n;n; = 1. Desse modo, é conveniente recordar que

on; 10n;n;
N — T _ -
v Zaxj 2 ax]‘

Diante disso, concluimos que os termos cujos coeficientes constantes sao K1, Ko, K3 e K4 nao
contribuem para f. Poremos, portanto, K; = 0, para i = 1,2, 3,4. Além disso, alguns cédlculos

simples, mas bastante trabalhosos, mostram que[22]

. 12
Kg,njnléikni’jnk,l = K5[n X (V X n)] s
-,
Ke0;j0pmigneg = Ke(V-1)%,
Krogdmigngs = Kingjngj,

Kgdydjpn;jng; = Kgngjngj.

Assim, o termo fy adquire a forma

S = - 1 1
fg = 7K5[n X (V X n)]2 + —KS(V . TL)2 + §K7nk7jnk7j + iKgnlJan. (29)

Uma simplificagao ulterior importante pode ser obtida se se leva em conta que
MMk = kg + [ (V x )2+ [ x (V x @))%,

e que

15



nnig = (V@) =V-[@- (V@) +ix (VX)) (2.10)

Substituindo-se esses resultados em (2.9) obtém-se

fo=  ZKs[ix (Vx )2+ =Ke(V-7)? + 517(7{( )% —
7% (V x A} + g Kl (V)2 = 9[- () 473 x (9 x 7)),
ou seja
f2 = %(K6+K7+K8)(§ﬁ)2+%[(7[ﬁ (6 X ﬁ)]2+

(s + K[ x (9 x )~
(K7 + K)V - [t - (V- 7) + 7 x (V x i1)]. (2.11)

Podemos, agora, redefinir as constantes K; # 0 de modo tal que

Ko+ K7+ Ky = K11, K7=Kj, Ks+ Kr=Ksz3, Kg= Ko,

e a Eq. (2.11) adquirira a forma

1 e o 1 a1 L
JFrank = §K11(V -it)? 4 §K22[n- (V x @))? + §K33[n x (V x it)]? —
(Koy + Kog)V - [+ (V- 1) + 7 x (V x 7)]. (2.12)

A Eq. (2.12) é a expressao de Frank para a densidade de energia eldstica de um cristal liquido
nemético deformado[24]. Os novos coeficientes K11, Kaa, K33 e (K22 + Ka4) sado conhecidos,
respectivamente, como constantes eldsticas das distorcoes ‘splay’, ‘twist’, ‘bend’ e ‘saddle-splay’.

Essas constantes sao o andlogo das constantes eldsticas de Hooke para meios anisotrépicos, sao

16



positivas, tém a dimensdo de energia/comprimento e sdo dependentes da temperatura[l].
Esta analise mostra que, considerando apenas a aproximacao em primeira ordem nas defor-
magoes, a densidade de energia eldstica do estado distorcido apresenta apenas trés contribuigoes

independentes [24] que sdo:

W [V-A?, @R Vxa? e 3)[iAxVxi?

O primeiro termo é chamado “splay” (divergéncia), o segundo termo “twist” (torgao) e o terceiro
termo “bend” (flexdo). A Fig. (2.3) mostra as distorgoes fisicas do diretor associadas a cada

termo.

E & e e e e gl LI
- T 11
Vb iy P
V11 /\&\xs/ f/f
4§ e v e S !
111 | SR G
111 Y Y

(a) splay (b) twist | (c) bend

O dltimo termo da Eq. (2.12), conforme o teorema de Gauss, oferece apenas uma con-
tribuicao de superficie. Entao, a densidade de energia eldstica relativa ao volume da amostra
é proporcional ao quadrado das derivadas espaciais do diretor e depende apenas das trés
constantes eldsticas Kq1, Koo € K33.

Assim, a densidade de energia eldstica relevante ao volume de uma amostra de cristal liquido

na fase nemadtica tem a forma

+ —Kolit- (V x )]+ = Kasii x (V x )] (2.13)

17



Por fim, recordamos, mais uma vez, que se L # 0 a amostra estd no estado distorcido, que é
conhecido como a fase colestérica. Neste trabalho consideraremos sempre que L = 0, de modo

que a nossa descrigdo estard centrada nas propriedades eldsticas da fase nemdtica.

2.3 Deformacoes elasticas: splay, twist, bend

Como ja foi dito, os cristais liquidos sao caracterizados por uma ordem orientacional das
moléculas, e nos nemadticos essa ordem ¢ uniaxial (simetria cilindrica); o eixo de simetria ¢
paralelo ao diretor 7i(7).

O ponto de partida para o desenvolvimento da Teoria do Continuo é a consideragao do
estado de equilibrio. Em cristais liquidos nemdticos, o alinhamento paralelo de todos os eixos
longos das moléculas de uma amostra representa o estado de equilibrio, ou seja, o estado de
energia livre minima. Porém, quando se perturba o sistema, aplicando-se um campo externo
ou introduzindo-se uma flutuagao térmica, por exemplo, o diretor local (em algum(ns) ponto(s)
da amostra) pode nao ser espacialmente invariante. A formulagdo quantitativa dessa afirmagao

estd no fato de que as quantidades

Na,3 = Ong /0,

2

onde x é a varidvel espacial e os subscritos «, 8 = 1,2,3 representam as componentes dos
eixos ortogonais do sistema de coordenadas cartesianas, sao zero para o estado de equilibrio e
diferentes de zero para alguns, ou todos, os valores de a e 3, onde o sistema é distorcido.
Como o estado distorcido representa um estado de energia livre eldstica maior que o estado
de equilibrio, podemos introduzir uma densidade de energia livre para o estado distorcido na

forma

f:f0+Af>

onde f e fy representam as densidades de energia livre dos estados distorcido e de equilibrio,

respectivamente, e A f é uma funcao de n, e nq, g que se anula quando n, g = 0, para quaisquer

18



aef.
Como, em geral, |Af| é uma quantidade muito pequena em fendomenos de interesse, ela
pode ser desenvolvida em séries de poténcia em n, g, como é usualmente feito em teoria da

elasticidade[23].

2.4 Problema variacional

Como j4 foi visto, a energia eldstica total de uma amostra de nematico é obtida pela inte-
gragao da densidade de energia eldstica em todo o volume da amostra, mais as contribuigoes
das energias das superficies. Assim, num slab de espessura d, a energia total por unidade de
area é dada por

/2
F= P f(@,8"; 2)dz +71(d1) + 12(02), (2.14)

onde ¢ ¢ angulo de tilt que caracteriza a deformacao e ¢/ = d@/dz. Além disso v1(¢;) e

va(¢y) sdo as contribuigbes da superficie a energia do sistema. Note-se que ¢; = ¢(—d/2) e
by = 0(d/2).

Como podemos perceber F' é uma quantidade que depende de ¢(z), isto é, trata-se de um
funcional. De acordo com os principios gerais da teoria continua, o estado estével (i.e., o estado
de equilibrio) é obtido por meio da minimizacao de F[¢(z)], dada pela Eq. (2.14). H& duas

situacoes fundamentais que devem ser consideradas separadamente.

2.4.1 Ancoramento forte

Na situacao de ancoramento forte, ¢(z) assume valores fixos nas superficies, i.e,

Pz =—d/2) = ¥
p(z=4d/2) = oo, (2.15)
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onde, em principio ®; sdo quantidades conhecidas. A energia eldstica por unidade de drea é

dada por

/2
Flp(2)] = / F6(2), &(2); 2]dz.

—d/2
Para minimizar esse funcional, buscamos um ¢(z) 6timo, ¢(z), tal que
af d of d d

7_77:07 VZE(—§,§),

e que satisfaca as condigdes de contorno explicitadas em (2.15)[22].

{

¢ @

¢ ()

-d/f2 d/2 Z

(2.16)

(2.17)

Figura 2-2: 5(3) é a fungao extremizadora do funcional F[¢(z)]. No caso de ancoramento forte
consideramos ¢(+d/2) = ¢(+d/2), isto é, a funcdo arbitrédria v(z), se anula para z = +d/2.

2.4.2 Ancoramento fraco

Se os valores de ¢(z) nao estiverem fixos nas superficies, aparece também uma energia

nas superficies, que representamos por v;(¢;) e v5(¢9). Entdo, devemos considerar a energia

eldstica total, por unidade de drea, dada pela equacao (2.14)
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F= 7 f(6.6 ,2)dz+71(61) + 72 (62). (2.18)

_4d
2

O problema agora é o de determinar uma func¢ao ¢(z), 6tima, p(z) que minimize (2.18) e

obedega a condigoes de contorno apropriadas.

o@) !

= 9,

1 ¢(Z) —_—-”

-

¢1' S5 o

b, |== i f-_—;av(z)
@ ¢,

d/f2 Z

-d2

Figura 2-3: ¢(z) extremizando o funcional F [¢(2)]. Em ancoramento fraco os valores da fungao
extremizadora nao sao fixos nos extremos entao; ¢p(+d/2) # ¢(+£d/2), e a fungao arbitraria v(z),

nao se anula em z = £d/2.

E relativamente imediato mostrar[22] que ¢(z) obedece & Equacao de Euler-Lagrande (2.17),

mas devendo satisfazer as seguintes condigbes de contorno

of dy, of dyy
— 4+ —==0 e —= =0, 2.19
07(=) " do, 95(2) " ds (2.19)
para z = —d/2 e z = d/2, respectivamente.

Concluimos assim, o formalismo que serd usado na determinacao do perfil do diretor, em

algumas aplicacoes que serao apresentadas nos préximos capitulos.
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Capitulo 3

PERFIL DO DIRETOR PARA
DEFORMACOES NO PLANO

Neste capitulo vamos determinar, de maneira exata, o perfil do diretor em duas dimensoes
para o caso de uma amostra nemética semi-infinita nas situagoes de ancoramento forte e fraco,
e para o caso de uma amostra de espessura finita, d, também para as situagdes de ancoramento
forte e fraco. O objetivo da andlise é o de estabelecer as equacOes gerais que governam o
comportamento do diretor nesse tipo de geometria e mostrar que o problema matemaético geral

pode ser resolvido formalmente em termos de propagadores.

3.1 O meio semi-infinito

Consideremos uma amostra de cristal liquido nemético, infinita na direcao x e semi-infinita
na direcdo z, com a superficie, em z = 0, tratada de modo a favorecer uma certa direcao fécil,
caracterizada por um angulo conhecido, ou, no caso mais geral, por uma distribuicao dada para
esses angulos, como mostra a Figura (3.1).

As componentes do diretor sdo

ny =seng(z,z), ny =0, n,=cosp(z,z). (3.1)
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A densidade de energia elédstica de Frank, definida em (2.13) (recordando que estamos con-

siderando L = 0), e que aqui reescrevemos por comodidade, é

1

. 1 . 1 .
f= §K11(v i) + §K22(ﬁ -V xit)® + §K33(ﬁ XV x ). (3:2)

E facil verificar que, nessas circunstancias,

n-Vxi=0. (3.3)

Esse resultado indica que ocorre uma distor¢ao do tipo splay-bend, j& que o termo de twist esté
ausente.

Usando as componentes introduzidas em (3.1) pode-se ainda mostrar que

fo= S Enleos? 6(r, 2)(50)? — 2sen 6(r, 2)cos 6(z, 2) o0 o0

Ox 0z
sen2¢(gg,z)(%)2] + %K33[56n2¢(x7 Z)(@)Z N

0z ox
¢ O ¢

2sen¢(z, z) cos ¢(x, z)a—xa + cos® ¢(, Z)(g)z]

Na aproximacao de uma tinica constante eldstica, isto é, fazendo Ky = K33 = K, a expressao
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anterior assume a forma simplificada

1 06, 06, 1. /o
f= §K[(%)2 + (&)Q] = §K <V¢)

2

. (3.4)
A expressao (3.4) ¢ a densidade de energia eldstica que usaremos ao longo deste trabalho.
Embora obtida depois de importantes aproximacoes, ela é de grande utilidade na descricao
de uma classe de problemas que apresentam nao somente interesse teérico ou académico, mas
também relevancia experimental.

Na situacao de ancoramento fraco as moléculas nao se encontram rigidamente fixadas nas
paredes. H4 uma energia de superficie finita e o estado de equilibrio do diretor serd determinado
a partir da minimizagdo de uma energia total que leva em conta a contribui¢ao de volume e
essa contribuicao na superficie. Nao se conhece precisamente como é a energia de superficie
de uma amostra de cristal liquido. H4 uma literatura abundante a respeito e pode-se afirmar
que o estabelecimento de resultados precisos acerca dessa quantidade é uma das questoes mais
debatidas nos tltimos anos pela comunidade da drea[5]. Contudo, mesmo nao havendo uma
forma estabelecida a partir de principios primeiros, hd formas fenomenolégicas bem aceitas e
que podem apresentar predicbes em bom acordo com resultados experimentais. O protétipo

dessas formas para a energia de superficie é aquele proposto por Rapini e Papoular[25]

1
v = =W 72,

onde W é a energia de ancoramento e @ é o vetor que define a diregdo fdcil. Desse modo,
entende-se que a diregdo facil é aquela que minimiza a energia de superficie na auséncia de
campos externos e distorgoes no volume. Para o tipo de geometria que estamos considerando é

possivel escrever a energia de superficie na forma

v = %Wsen2(¢ - 0), (3.5)

onde © é o angulo que caracteriza a diregao faicil e ¢ é o angulo de tilt na superficie. Uma
ulterior aproximacao que se faz, e que utilizaremos neste trabalho, é a de considerar situagoes
nas quais o angulo de tilt, no equilibrio, pouco difere do 4ngulo estabelecido pela diregao fécil.

Trata-se da aproximacao parabdlica, isto é,
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v~ %W(gb - 0)% (3.6)

A energia eldstica total da amostra nemdtica pode ser obtida integrando-se a densidade
de energia eldstica (3.4) em todo o volume da amostra, e levando-se em conta a contribuigao
de superficie. Nos caso de uma amostra semi-infinita, a energia eldstica total, por unidade de

comprimento ao longo de y, é dada por

P [ "o [T @GR+ GO+ [ Cplow - @ 1)

Fazendo uso do cédlculo variacional apresentado no capitulo anterior, mas agora estendido
ao caso bidimensional, devemos encontrar uma solugao ¢(x,z) que, na regidgo 0 < z < oo e
—00 < x < 0o, minimize o funcional acima, e satisfaga a condi¢oes de contorno apropriadas,
que discutiremos em detalhes na seqiiéncia.

Consideremos, inicialmente, o caso de ancoramento forte. Nesse caso, o problema, do ponto
de vista matemadtico, é conhecido como Problema de Dirichlet, pois busca-se uma func¢ao har-
monica, especificando-se o valor da funcdo no contorno, isto é, deve-se encontrar uma solucao

para

V2p(z,2) =0, (3.8)

que satisfaga a condigao

¢(z,0) =0O(z), —oo<z<o0. (3.9)

onde O(z), como salientado anteriormente, representa a orientacdo imposta pela superficie

tratada. A solucao procurada pode ser escrita na forma geral[26] como

b(z,2) = % /_ Z m@(az’)dm’. (3.10)

No caso de ancoramento fraco, a solugao procurada deve satisfazer ainda a Eq. (3.8), mas agora

deve obedecer & condicao
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-(52) _+ {0 -ew) - (311)

onde L = K/W é o comprimento de extrapolacao[l]. Uma amostra em ancoramento fraco com
comprimento de extrapolacao L é equivalente & mesma amostra em situacdo de ancoramento

forte com uma espessura d + 2L. A solucao geral do problema serd, portanto,
o) = [ e 0 (312)
T,z) = — ——d(x T .
’ T ) oo 22+ (2 — )2 ’ ’
onde, agora, ¢(z,0) ¢ o valor de equilibrio do angulo de tilt na superficie, que ¢ determinado a

partir de (3.11). De fato, a condigdo de contorno (3.11) pode ser posta na forma

L[> ¢@&',0) ,,
- R G 1

ow0) =0+ [~ B, (3.13)

ou, ainda,
L 1 de,0)

0)=06 — ——=d 3.14

o0 = 0@ + 7 [ T, (3.14)

pois (2 — x)"2 = —d(2' — z)"!/d2’. O problema matemdtico é agora o problema misto de

Neumann-Dirichlet: busca-se uma fun¢ao harmonica quando uma relagdo entre essa fungao e
sua derivada normal é conhecida sobre o contorno[27]. No caso de ancoramento fraco, o valor

de equilibrio para o angulo de #ilt na superficie ¢ dado em termos de uma equacgao integral[18].

3.2 Amostra de espessura d

Consideraremos agora uma amostra infinita na direcdo = e de espessura d na direcao z, de
modo tal que as superficies tratadas estejam localizadas em z = +d/2, como mostra a Fig.(3.2).

No caso do ancoramento forte, a energia eldstica, por unidade de comprimento na diregao

y, ¢

B [eS) d/2 B 1 00 d/2 ¢ ) o6 5
F= /_Oodx/_d/2dzf— 2K/_Oodx/_d/2[(ax) +($) ldz, (3.15)

que, minimizada, nos leva novamente a equacao de Laplace cuja solucao harmonica deve satis-
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Ati
®+ (X) Q-:]) nematico

Y

0. (x)
YLLLZ200202002 2000000000002 0200 20 2 2 S A S 2
-dI2

Figura 3-1: Amostra de espessura d.

fazer as seguintes condigoes de contorno

B, ~5) =0-(), oz, 5)=0.(z).

A solugao geral pode ser buscada a partir da transformada de Fourier

o(z,2) = /Oo h(z, k)e**dk,

—00

de modo que a equacao de Laplace se torna

* th(zak) ikx
Vip = /OO[—k:Qh(z, k) + 7]6 dk = 0.

Devemos, entao, considerar a equacao de Helmholtz

0?h(z, k)

2
~k?h(z,k) + =

=0.

N3ao ¢é dificil verificar que a solugéo pode ser escrita na forma
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h(z, k) = a(k)e® + B(k)e ™, (3.20)

onde a(k) e 5(k) deverao ser determinados a partir do uso das condigoes de contorno. A solugao

geral (3.17) serd reescrita como

bz, %) = /_ " la(k)ek R 4 Bkt k4] g, (3.21)

Usando as condicoes de contorno, obtemos:

o) = 0ul) = [ la(Re I 4 p(R)ete R ar,

e D) = 0 @)= [ el g e (322

Usando, mais uma vez, a Transformada de Fourier, o conjunto de equagoes (3.22) se pode

escrever na forma compacta

I+(k;) _ /oo e_ikz(—)+(x)d1‘ = 27T[Oz<]€)ekd/2 + B(k)e_kd/Z]

—0o0

I(k) = / h eFrO _(2)dx = 2n[[o(k)e Y2 4 B(k)eFH?, (3.23)

—00

Portanto, chegamos a um sistema de duas equagoes que, resolvido, fornece

kd/2 _ T —kd/2

Cy(k) _ I+€ I_e :
2senh(kd)

I_ekd/2 _ I+€—kd/2

k) = Ssenh(kd) (3.24)

Assim

2senh(kd) ¢ 2senh(kd)

—00

é(z,7) = /OO [Lrekd/Q —I_e k2 ikz+kz I cikr—=kz | g1
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Fazendo uso das Egs. (3.23) teremos

o(z,2) = /00 [Gi(x—2',2)04(2") + G_(z — 2',2)0_(2')]dz’ (3.25)

oo

onde introduzimos as quantidades

ik(z— I/) senh [ (Z + d/2)]
senh(kd)

1 oo
Gi(z —12',2) = :t% /_oo dk. (3.26)

Embora néo elementar, a integracao acima pode ser realizada sem maiores dificuldades. De
fato, pode-se verificar que os propagadores sdo obtidos (a menos de uma constante) a partir da

Transformada de Fourier (inversa) das fungoes

senh[k(z + d/2)]

Felzk) = —qrd

e sao

, 1 cos (5z2)
L . 2
Gi(z -2, 2) 2d cosh [5(z — a')] F sen (52) o

As Eqgs. (3.25) e (3.27) determinam, formalmente, o perfil do diretor em uma amostra nemadtica
em duas dimensoes, na aproximacao de uma tinica constante eldstica, e, ainda, no caso de anco-
ramento forte. E importante ressaltar a generalidade deste resultado; o problema de Dirichlet
é formalmente resolvido para qualquer distribuigdo de eixos féceis, representadas por Oy (x).
Do ponto de vista prético, é o tratamento dado & superficie que determina a distribuicdo das
diregoes féceis.

Consideremos agora o problema geral na situacao de ancoramento fraco. Nesse caso, a
energia eldstica total, por unidade de comprimento ao longo de y, pode ser escrita na forma

geral

d/2 8¢
2
/ d:r:/d/2dz K[ 835) +( 2

bW [ @ e @Pdr g [ (o, @) - Ou@Pdn,  (328)
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onde

d
¢y(x) =0 <x i2> (3.29)
sao os valores de equilibrio do angulo de tilt na superficie. Além disso, em (3.28), W_ e W4
referem-se, respectivamente, as energias de ancoramento da superficie inferior e superior. Sem
perda de generalidade, podemos considerar, doravante, superficies idénticas, isto é, W_ = W, =

W. Numa situacao de ancoramento fraco o perfil do diretor pode ser calculado resolvendo-se a

Equagao de Laplace (3.8), mas agora usando as seguintes condigoes de contorno[28]

0¢(z, 2)

82] i Pule) = Oule) =0 .

L {
A solucao geral para o caso de ancoramento fraco pode ser posta na forma

ow(z,z) = /00 (Gi(z =2, 2)p, (2)) + G_(z — 2/, 2)9_(2)] do’, (3.31)

—00
mas, agora, em vista das condi¢oes de contorno (3.30), os angulos ¢, (z) serdao determinados

por

0G4 (x — 2, z)
0z

OG_(x — 2, z)

0z z=-td/2

6o = 0@ FL [ o) o_(a) da'. (3.2)

Dessa forma, o problema misto correspondente ao caso de ancoramento fraco fica formalmente
resolvido. Note-se, entretanto, que agora o problema passa pela solugao de um sistema de duas
equagoes integrais de Fredholm [18], de segunda espécie, representado pelas equagoes (3.32).
As equagbes até aqui estabelecidas formam o ‘arsenal’ matema&tico necessdrio para o trata-
mento do problema eldstico em amostras neméticas onde o perfil do diretor estd definido no
plano. E claro que o uso da aproximacio de uma tnica constante eldstica simplifica conside-
ravelmente o problema. Na verdade, essa aproximacao é essencial para a obtencao da Equacao
de Laplace. O formalismo até aqui apresentado pode ainda ser generalizado de modo a con-
siderar o efeito de um campo externo sobre a orientagao molecular ou o efeito de uma energia
de ancoramento que dependa da posigao[14, 15]. Consideradas as aproximacoes que fizemos, o

modelo apresentado é o mais completo e geral para a determinacao exata dos perfis do diretor
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em uma amostra na presenca de distor¢oes do tipo splay-bend.
Vamos agora mostrar como é possivel afrontar o problema das equagoes integrais acopladas
(3.32) de modo a reduzir a dificuldade na obtengdo de uma solu¢do geral do problema. Em

(3.32) comparecem as seguintes quantidades

<a§;>zd = _JWCOSSGC}IQ[M%T;{LJ)]:A(%_x/)’
(%i)z_d = —[?sechQ[ﬂmTﬁ]:B(x—x’), (3.33)
(B8) | = fmeat™oe pa-)
=73
(%i) .= %dzcossechz[ﬂ-(%;x/)]Z—A(m—x’)_ (3.34)
=72

Desse modo, as Egs. (3.32) podem ser escritas na forma

¢ (x) = O4(x)—-L /00 (¢ ()A(x —2") + ¢_(2') (B(z — 2')]dz’,

o0

O_(x) + L/ [—¢,(2)B(z — 2') — ¢_(a")A(zx — 2')]da’. (3.35)

—0o0

g
&
I

Fazendo uso do teorema da convolucao[18] podemos reescrever o sistema acima na forma:

b (w) = Fi(w)—LV27¢, (w)A(w) — LV27¢_(w)B(w),
Fy(w) — LvV2m¢., (w) B(w) — Lv27¢_ (w) A(w), (3.36)

g
£
I

onde as quantidades 5+(w),ﬁ1(w),ﬁ(w),5,(w) e B(w), sdo as transformadas de Fourier das
quantidades ¢_ (z), 04 (z), A(x — 2'),¢_(2") e B(x — 2'), respectivamente. Ficamos assim com

um sistema de equacoes que pode ser facilmente resolvido para fornecer
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~ _ Fi(w)[1 + LA(w)V27] — Fa(w)Ly/27 B(w)
Prlw) = 1+ 2v27LA + 27 L2[A (w)2 B(w)?] (3.57)
~ _ B(w)[l+ Ly2rA(w)] — Fy(w)LB(w)v/2r
¢-(w) = 14 2V27LA + 27 L2[A(w)? — B(w)?] (3.38)

Agora é, entao, possivel inverter o problema para se obter uma solugao geral, pois as equagoes

foram desacopladas; especificamente, devemos calcular

1 ® ~ jwx
6:(w) = o= / dulwpedu, (3.39)

fazendo uso das Egs. (3.37). E claro que uma tarefa dessa natureza nio é, de modo geral,
simples. Contudo, é perfeitamente possivel estabelecerem-se resultados gerais a partir da andlise
dos pontos singulares dos integrandos em (3.39). Em outras palavras, uma andlise matemdtica
mais rigorosa e completa pode ser desenvolvida, de modo a permitir conclusoes as mais gerais
possiveis para uma classe de problemas relevantes. No préximo capitulo aplicaremos o forma-

lismo estabelecido até aqui para o tratamento de algumas situacoes de particular interesse.
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Capitulo 4

APLICACOES: SUPERFICIES
INOMOGENEAS

Neste capitulo fazemos algumas aplicagoes do formalismo apresentado no capitulo anterior,
considerando amostras cujas superficies apresentam inomogeneidades. Analisamos, também,
como se comporta a energia eldstica em cada situacao apresentada e resolvemos exatamente o

problema de uma distribuicao periédica dos eixos faceis na superficie.

4.1 Exemplos: Paredes de Orientacao

4.1.1 Direcao facil equivalente

Consideremos inicialmente uma amostra semi-infinita em situagao de ancoramento forte, na

qual a distribuigdo das direcoes féceis é dada por

01, x<0,
O(z) = (4.1)
O, x> 0.

Lembrando que a solugdo para a amostra semi-infinita, dada pela equacao (3.10), é:
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Y

Figura 4-1: Amostra semi-infinita com a superficie tratada com os angulos O para < 0 e O3
para x > 0.

1 [ z N
_ = __ 4.2
ow2) = 1 [ e (1.2
temos
o0 =1 Orzri e+ [ O ) (43)
TR =T > 122—|—(m—x’)2 v 0 2z2+(x—x’)2 vk '
ou seja

(@1 + @2) n (@2 — @1)

o(z,2) = 5 arctan [g} . (4.4)

A densidade de energia eldstica, por unidade de comprimento na direcao y, dada pela

equagao (3.4), fica

(01 -69)?% 1
2 x2 4 22

f= %K (4.5)

O gréfico a seguir é uma ilustragao dessa densidade de energia (2f/K) para os valores de
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©1 = §, ©2 = 7, numa regido compreendida entre —20 < z/d <20 e 0 < z/d < 10.

NE

Podemos notar que para z — 0 e z — 0 essa energia diverge, porque nesse ponto h& uma
disclinacao. A orientacao molecular na amostra nao é uniforme. Notamos o surgimento de uma
parede de orientacao dividindo duas regides da amostra com orientagoes distintas.

Este exemplo simples é de grande utilidade para introduzirmos o conceito de direcao fécil

uniforme equivalente. Esta defini¢cdo, no presente caso, nos da

Jim 6(r,2) = (€1 +65) = 6. (4.6)

Essa direcao, como esperado, é aquela que teria uma amostra uniformemente alinhada que fosse

equivalente a uma dada amostra cuja orientagao nao é uniforme.

4.1.2 Paredes de orientacao em amostras de espessura d

Consideremos, agora, uma amostra infinita na dire¢do = e de espessura d na direcdo z.
Admitamos que as superficies que limitam a amostras (localizadas em z = £d/2) tenham sido

tratadas de modo tal que a distribuicao de diregoes faceis seja dada por
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01, <0 O3, <0

O, (z) = e O_(z)= (4.7)
Oy, >0 ©4, x>0.
z
dr2
¢1 ¢2 nematico
= x
0, 9,
A Wz
-d/2

Figura 4-2: Amostra de espessura d com as superficies tratadas com os seguintes angulos: em
z=d/2, O parax < 0e Oz paraxz >0eem z=—d/2, O3 para x < 0 e O4 para z > 0.

A solucgao geral estabelecida no capitulo anterior tem a forma

o(z,2) = /OO [Gi(z—2',2)0, (') + G _(x — 2/, 2)0_(2')]da’. (4.8)

—0o0

Portanto, usando as condigoes (4.7), temos

0 oo
o(z,2) = O / Gi(x — 2, 2)dr’ + Oy / Gi(z — 2/, 2)dx’ +
—00o 0

0 o]
@3/ G_(x — 2, 2)dz’ + @4/ G_(x— 2 2)d2,
—00 0

que resulta em
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(01 +69) (02 —01) (O3 + Oy) (04 — ©3)

oz, 2) = t1+ ta + ts + ta, (4.9)
T T T T
onde
t1 = arctan
to = arctan [a tanh ( )} ,
t3 = arctan ( )
¢ tan | - ~ tanh (Wx)
= arctan an
4 2d )
com

]

cos|55] + sen|

2 5
= . 4.1
“= cos|[55] — sen[57] (4.10)
A densidade de energia eldstica é calculada por meio da Eq. (3.4) e resulta em
[Tz 7Tz . 27z 2
;o= %Kw2 —2A 005[72]:205[7] + fﬁzen[T] N
4d (cos[“Z#] + cosh[*T%]
2
2A sen["%] sen[Z] + B senh[2%%
o4 (—2Asen[% 2] en["F] + - senh[Z2]) ’ (4.11)
cos[ <2 ] + cosh[<77]

onde:

= 01— 03 — O3+ Oy,
B = —0;+03—03+ 0y,

= 0O1+ 065+ 03+ 64.

O gréfico a seguir é uma ilustracao dessa densidade de energia eldstica para os valores

©1 =04 =3,e0y =03 =7, com x e z medidos em unidades da espessura da amostra d.
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Novamente temos um ponto de disclinacdo na regidao em que x — 0 e z — 0. A densidade de
energia é principalmente localizada em torno de z = 0, apresentando dois pontos divergentes

para z = +d/2.

Figura 4-3: Densidade de energia eldstica para amostra de espessura d em ancoramento
forte.Novamente ha uma divergéncia no ponto (0,0,0).

4.2 Distribuicao periédica de eixos faceis

Vamos determinar a orientagdo molecular em uma amostra nemética de espessura d (com
as superficies localizadas em z = 0 e z = d, por comodidade) cujas superficies tenham sido
tratadas de modo tal que apresentem uma distribuicdo periddica para os eixos fdceis, conforme
a Fig. (4.5).

Teremos, portanto, em z = 0

01, 0<z<a,
Oq(z) =
O, a<x <A

eem z=4d
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¢3 ¢4 nematico
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Figura 4-4: Distribuigao periddica de eixos ficeis numa amostra de espessura d.

O3 0<z<a,
Oo(z) =
Oy, a<z <A,

onde A é o perfodo da distribuicgo. Além disso, O(z) e O4(x) referem-se as distribuicoes dos
eixos fdceis nas duas superficies localizadas, respectivamente, em z =0 e z = d.

As componentes do diretor nessa geometria sao
ngy =send(x,z), ny =0, n,=cosP(z,z). (4.12)

Desse modo, novamente, a energia total por unidade de comprimento ao longo de y, relativa a

um periodo A, pode ser escrita na forma

0o A 1 . 2
F o= FV+F5—/ / SK (w) dzdz
—o00 J0

A A
+ ;W/O [6(,0) —GO(x)}2d:c+;W/0 [6(x,d) — Oq()]” da, (4.13)
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onde consideramos a situagao de ancoramento fraco e admitimos o fato de as superficies serem
idénticas no que se refere a energia de ancoramento.
O problema variacional é sempre aquele discutido no Capitulo II. Agora, porém, devemos

procurar solugoes periddicas para a Equacao de Laplace

Polw.2) , Pola,2)

=0
Ox? 022 ’
satisfazendo as seguintes condigoes de contorno:
I - Ancoramento forte:
¢(x,0) = Op(x) e ¢(z,d) = Oq(x); (4.14)

II - Ancoramento fraco:

I (gf)“] +¢(2,0) = Oo()

99
L <8Z)Zd +o(z,d) = O4(x). (4.15)

Uma solugdo pode ser escrita na forma

¢(z, z) = " [A cosh kz + Bsenhkz] . (4.16)

Para que a solucao seja periddica, é necessdrio que:

p(z + A, 2) = é(z, 2), (4.17)
e, portanto,
A 2
P % para n = 0,+1,42, 43, +.... (4.18)

A solugéao que satisfaz as condi¢oes de contorno em consideracdo tem a forma
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o(x,z) = Z e (A, cosh(kpz) + Bpsenh(k,z)] .

n=—oo

No caso de ancoramento forte devemos aplicar as condigoes de contorno (I). Temos

¢($,O) = @O(x) = Z Aneiknm

n=—oo

P(z,d) = q(x) = Z [A,, cosh(kyd) + Bysenh(k,d)]e?*n?.

n=—oo

Sabendo que

A
/ e kn=km)T 4o — XSpm,
0

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

podemos usar as transformadas de Fourier de ®p(x) e ®4(z), denominando-as, respectivamente,

de Ip(n) e I;(n), para escrever

1 [ .
Iy(n) = )\/ Po(x)e” FrTdy = A,
0
e
1 ;
Iy(n) = )\/ Dg(x)e *nTdy = A, cosh(knd) + Bpsenh(k,d).
0

Resolvendo o sistema de duas equagoes acima, encontramos

I;(n) — Ip(n) cosh(k,d)

Ap =1 B, =
o(n) ¢ senh(k,d)

Antes de prosseguir, podemos verificar os limites z = 0 e z = d. Com efeito, obtemos

$(x,0) = Y € Iy(n)

n=—oo
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¢(x,d) = Z eI (n) (4.27)

n=-—o0o
o que demonstra que esta solugdo satisfaz as condigoes de contorno (I).

Para a situag@o de ancoramento fraco, nés admitimos que a solugdo tenha a mesma forma que
no caso do ancoramento forte, porém com os coeficientes A,, e B,, modificados, respectivamente,
para gn e En, isto é,

o0

d(x,z) = Z ekn® [ﬁn cosh(knz) + Bpsenh(knz) (4.28)

n=—oo

A transformacao de A, para En e B, para En, que garante a solucao para o caso de

ancoramento fraco é da seguinte forma:

Vale a pena sublinhar a generalidade dos resultados que obtivemos até aqui. O problema de
Dirichlet (ancoramento forte) e o problema misto (ancoramento fraco) foi resolvido de maneira
exata para qualquer distribuicao periédica de eixos fdceis na amostra. A unica exigéncia é
a existéncia das transformadas de Fourier que definem Ip(n) e Iz(n). Ha uma ampla classe
de problemas fisicos relevantes para os quais essa exigéncia pode ser satisfeita sem maiores
problemas.

Retornemos agora o caso especifico da célula mostrada na Fig (4.5), na situacdo de ancora-

mento forte. Naquele caso, temos

A
Io(n) = 3 { / O Hn g 4 / @26_ik"x/dx’}
(©2 1)

_ 1) (e~ — (4.30)

2inT
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L[ e A !
Iy(n) = A[ /0 Ose " da! + / CHEL d:c’]

(@4 — @3)(€_ik”’a — 1)

= . 4.31
2inm ( )
Assim, a solugao geral adquire a forma
o(z, 2) Z e L Io(n) cosh(ky,z) + (4.32)
n—oo
senh(k;,z)
1, 1 h(k,d)] —————=1}.
1a(m) ~ Jo{n) cosh(ld) ot o0y
Para z = %, isto é, o perfil do diretor no centro da amostra, temos:
"2 2cosh(k,g) ‘

n—oo
Para o caso de ancoramento forte, a energia eldstica por unidade de comprimento na diregao

y e no periodo A, é calculada por meio da expressao ja apresentada, isto é,

b [l [ (M) (22)] s

Embora naoseja muito simples, o cdlculo nao apresenta maiores dificuldades. Efetuando a

integracao em x, obtemos

Fr = fK)\ Z / (A, cosh(kyz) + By, senh(kyz))
(A, cosh(k_p,z) + B_psenh(k_y,z2)) +
k2 (Apsenh(k,2) + By, cosh(k,z2))

(A_psenh(k_pz) + B_,, cosh(k_,2))|dz,

onde tivemos de usar o fato de
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A
/ ekn—km)z o — N5 (4.35)
0

Efetuando os cdlculos restantes, a energia eldstica total, por unidade de comprimento, pode-se

escrever na forma

K < 1
F= & n;oo /. {16n27r2 [PnsenhQ(knd) — Qnsenh(2k,d)] } . (4.36)
onde

Na situacao de ancoramento fraco admitimos que a solugdo seja semelhante & do ancora-
mento forte fazendo a substitui¢ao de A,, por Zn e B, por En como dada em (4.32). Podemos
verificar que essa substituicao é valida pois no caso do ancoramento forte L. — 0 e, conseqiien-

temente A, — A, e B, — B,. Assim, a energia eldstica assume a forma:

~ A A
F=F+ ;W/O [p(x,0) — Og(z))dz + ;W/O [6(z,d) — Oq4(x)]dz, (4.38)

onde F se refere a energia eldstica para situagao de ancoramento forte, calculada acima, mas
com A, e B, substituidos, respectivamente, por A, e B, (veja a Eq. (4.32)). Por outro lado,

as condigoes de contorno sao tais que

6(2,0) = Bo(x) + L (gf)go e o(z.d) = dy(z)— L (gf)Zd. (4.39)

Em vista da solucao geral obtida, temos

oo
$(x,0) = ®o(a)+L Y Bue*ky,

n=—oo

¢(w,d) = ®4(x)— L Z kn, [gnsenh(k‘nd) + B, cosh(k:nd)}eik"“’,

n=—oo

e a energia eldstica total fica com a forma
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I 1 2 > 2
F=F+ WL > k2f(n), (4.40)

n=—oo

onde

~ |2 ~ |2
f(n) = ‘Bn [1+COSh2(knd)]+‘An senh?(k,d) +

(A_, By, + A, B_,)senh(kyd) cosh(knd).

Com as equagoes acima se completa a solugao formal do problema de determinar o perfil de
equilibrio do diretor em uma amostra nemadtica cujas superficies sdo caracterizadas por uma
distribuicao periédica dos eixos fdceis, seja na situagdo de ancoramento forte, seja numa situagao
de ancoramento fraco, que caractiza, em geral, um problema matemético muito mais dificil de
resolver.

Como tltima aplicagao deste capitulo, e com o objetivo de conectar os resultados aqui obti-
dos com um problema de grande importancia na literatura dos cristais liquidos, consideraremos
o problema de um meio semi-infinito com uma distribuicdo periédica dos eixos faceis. Trata-se

do problema de Berreman[29] onde se assume que

O©¢(z) = Asengz, (4.41)

onde ¢ = 27/A. A solugdo para este problema pode ser obtida do caso geral anterior con-
siderando o limite de uma amostra de grande espessura, isto é, fazendo o limite d — oo na

expressao (4.32). Nesse caso, devemos ter

o(z,2) = Z ekn Iy (n)eFnlz (4.42)

n=—oo

pois admitiremos que a solucao seja limitada quando z — oc. De igual maneira, o cdlculo de

Iy(n), dado por (4.30), fornece
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A ) 2inm __ 1
Ioin) = e (2>

27 1—n
= i%, se n==l1,
2
= 0, se n#=xl (4.43)

Usando o resultado (4.44) em (4.42) verifica-se, facilmente, que

2
$(z,2) = Asin (;x) e /A2 (4.44)

que é, justamente, a solu¢ao encontrada por Berreman|[29]. E claro que uma tal solugao pode
ser obtida por métodos mais simples do que o método aqui empregado. Contudo, pela sua
importancia, nés o estamos obtendo como um caso particular. Se agora calcularmos a energia

total por unidade de drea, obteremos

Fi= [ " Iy = TEA (4.45)

Essa energia estd localizada sobre uma camada superficial cuja espessura é (2¢)~1. O re-
sultado acima é obtido considerando-se que ¢(zx,z) tenda a zero longe da superficie. Se,
porém, considerarmos que a grandes distancias o diretor adquira uma orientacao fixa, tal que
7l = (sin ¢y, 0, cos ¢), para valores arbitrérios de ¢, a energia (4.45) pode ser reescrita como

1
Fg = ZKA?(;F sin? ¢y, (4.46)

Se, agora, considerarmos a energia (4.46) como uma energia de superficie na forma Fg =
12w sin? ¢, é possivel introduzir um “comprimento de extrapolacao” [26], que pode ser escrito

Ccomo
K 2 A3

LI == = —
w? A2q3 47T3A27

(4.47)

que pode ser estimado como sendo da ordem de 1um para um nemdtico tipico. Esta andlise
simplificada mostra que o efeito de uma estrutura periédica na superficie - na situacao de anco-

ramento forte - pode corresponder, para efeitos praticos, a uma situagao de ancoramento fraco,
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e, com isso, podemos introduzir um “comprimento de extrapolagao” cujo valor é detectdvel

experimentalmente.
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Capitulo 5

COMPORTAMENTO DINAMICO
DA SUPERFICIE SOB A ACAO
DE FORCAS ENTRE DEFEITOS

Consideremos um slab de nemético de espessura d, com as superficies que contém a amostra
tratadas com quatro dngulos diferentes como os mostrados na subsegao (4.1.2). Porém, agora,
vamos considerar que a separagao dos segmentos tratados ndo ocorra no mesmo plano vertical,
ou seja, a linha de disclinagdo na superficie inferior estd defasada de uma distancia horizontal
A com relagéo a linha de disclinagdo na superficie superior, como mostra a figura (5.1):

Calcularemos também a energia eldstica para uma configuacdo normal (A = 0) e para uma
configuracao distorcida (A # 0). Mostraremos que ¢é possivel definir uma forca entre os defeito
das superficies que, dependendo das condigoes de contorno, pode ser atrativa ou repulsiva. Este
problema foi considerado na referéncia[16] na hipétese de ancoramento forte. Nés o retomamos
aqui, estendendo a andlise para o caso de ancoramento fraco. As equagoes fundamentais ja
foram apresentadas nos capitulos anteriores, de modo que nos restringiremos & apresentacao
dos resultados principais. Nossa apresentacao, para o caso de ancoramento forte, segue de perto

o tratamento apresentado em|[16].
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Figura 5-1: Amostra de espessura d com as superficies tratadas com defasagem A.

Na situagao de ancoramento forte podemos escrever esse angulos como:

0, <0 O3, z<A
6, (z) = 6 (1) = (5.1)
627 x > 0 @4, x> A

Temos, inicialmente, quatro superficies caracterizadas por quatro diferentes diregoes faceis.

O perfil do diretor pode ser calculado pela equacao (4.8), isto é,

0 0
d(x,z) = O / Gi(2' —z,2)dz’ + Oy / Gi(2' —x,2)da’
—00 0

A [}
+@3/ G_(2' — x,2)dz’ + @4/ G_(2' — x,2)dx’.
oo A

Depois de realizar as integragoes indicadas, obtemos

© C] O, -0 S e 04— 06
(01 + 2)t1+( 2 1)t2+( 3+ Oy4) t3—|—( 4 3) " (5.2)
™ s ™ ™

(b(x,z) =

onde as quantidades t;, i = 1,...,4 sdo definidas da seguinte forma (ver a Sec. (4.1))
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t1 = arctan(a(z)) (5.3)

ts = arctan :a(z)tanh[%]} (5.4)
[ 1

ts = arctan :a(z)] (5.5)

ty = arctan <a(z))—1tanh[”(A2;"’“")]] (5.6)

com

o) — cos[55] + sen[F7]
(2) cos[Z5] — sen[FZ] (5:7)

5.1 Casos especiais

Existem vérias configuragoes possiveis para essa situagao, porém restringiremos nossa andlise
a apenas dois casos especiais, a saber:

I) Os angulos caracterizando as diregoes fdceis sdo os seguintes:

@1 = @4, € @2 = @3. (58)

A solucao geral torna-se

oez) = 10
. . m(A—x
(@20 (14 sin(5F)) tanh[55] + (1 — sin(%F)) tanh] (4] 59)
cos(Z2)(1 + tanh[32] tanh[Z5=2)])
IT) Os angulos caracterizando as superficie sao os seguintes:
@1 S5 @3 € @2 = @4 (5.10)

A expressao para ¢(z, z) que obtemos neste caso é
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(01 +62)
2

(02 —©4)

———— 2 arctan A—
. cos(™#)(1 — tanh[Z%] tanh[%])

¢($,Z) =

(1 + sin(%2)) tanh[Z2] — (1 — sin(Z2)) tanh[ZA=2)]

5.11)

As solugoes (5.9) e (5.11) descrevem paredes de orientagao induzidas na amostra em virtude das
inomogeneidades presentes nas superficies que a limitam[15]. Em ambas as situagoes temos uma
amostra de espessura d com duas disclinagoes localizadasem z = 0,z = d/2 ex = A,z = —d/2.

Consideremos, agora, na situagao de ancoramento fraco, os mesmos casos especiais tratados
anteriormente na situagdo de ancoramento forte. Nessa situacdo devemos considerar-como ja
sabemos -condig¢oes de contorno do tipo mista (veja a Sec.(3.2)). Embora ja tenhamos apresen-
tado as equacgoes fundamentais do modelo que estamos tratando, convém, aqui, reapresenta-las
para deixar clara a esséncia do procedimento perturbativo que usaremos.

As condigoes de contorno a serem satisfeitas sdo

+L {gz + ¢4 () — O+(z) = 0. (5.12)

z==+d/2

A solucao geral pode ser escrita na forma (veja-se a Eq. (77) )

Sy (z,2) = /00 (Gi(2' — 2, 2)¢, (2) + G_(2' — z,2)p_(2)]da’. (5.13)

—0o0
Usando (5.12) teremos

0G4 (x — 2, z)

oL =0+ 7F L/ da’ ¢+($,)T + ¢_($/)T (5.14)

z==+d/2

A solucao acima, como salientamos anteriormente, é a solucao formal exata do problema. As
equacoes (5.14) sao as duas equagoes integrais que ja encontramos e discutimos usamos métodos
gerais[18]. Contudo, para os propésitos deste cdlculo que apresentaremos, é suficiente considerar
uma solugdo perturbativa em primeira ordem em L. Essa solugdo tem significado somente
quando W é suficientemente grande, isto é, quando o comprimento de extrapolacdo é pequeno

quando comparado a espessura da amostra. Nesse caso, em primeira ordem em L teremos
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0G_(x — 2, z)

(5.15)
0z z=%d/2

¢y(z) =04(x)F L/Oo dx’ [®+(m')8G+($_$/’Z) +0O_(z))

oo 0z

E para as condigoes de contorno (5.12), agora apropriadamente modificadas para respeitar a

ordem do tratamento perturbativo, teremos

O — Le(A,x), x <0

¢+($) =
Oy — Le(A,z), >0
e
b (z) = O3+ Ln(A,z), <A
O4+ Ln(A,z), = > A,
onde
(A, z) = % [A + B coth [%} +C tanh [WH (5.16)
e
n(A,x) = i [A + B tanh [%] + C coth [W(AQ;HC)H , (5.17)

onde, para compactar a notacao fizemos A =014+605—-03—04, B=05:—-01,e C = 04— 03.
A solugao ¢y (x, 2z) (para o caso de ancoramento fraco) pode ser obtida, apds cdlculos nao

muito simples, na forma

¢W(m72) :¢S(:C,Z)+L$W(£E,Z), (518)

onde

rz senh ( *A-2)
ng:iarctan <1m> A+ B Siilh(d.) —~ +C A( a )
md cos (7F) cosh (%) — sin (7F) cosh (L d_m)) + sin (%)
(5.19)

Na expressao acima ¢g(x, z) é a solugdo para o caso de ancoramento forte ja apresentada. No

limite de ancoramento forte (L — 0), ¢y (z,2) — ¢g(z, 2), como se espera.
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5.2 Energia elastica e forca entre defeitos

A energia eldstica, F', de nosso sistema pode ser calculada a partir das expressdes que
introduzimos no Cap. III (especificamente, Eqs. (3.4) e (3.8) respectivamente para os casos
de ancoramento forte e fraco). Devido & presenga de um deslocamento relativo A entre as
disclinagOes nas superficies, F', em ambas as situagbes torna-se funcdo de A. Se admitirmos
que a configuracgdo de referéncia é aquela em que A = 0 (que corresponde ao caso tratado na
Sec.(4.1)), é possivel definir um ‘excesso’ de energia eldstica relativamente a essa configuragao,

na forma

E(A) = F(A) — F(A = 0). (5.20)

A partir de consideragoes dimensionais, podemos definir uma forga, por unidade de comprimento

ao longo de y, entre os defeitos de superficie, cuja componente na dire¢do = é dada por

DE(A)

) = == (5.21)

Dependendo das condigoes de contorno, pode-se mostrar que a forca pode ser atrativa ou
repulsiva. Por simplicidade, consideraremos apenas o segundo caso tratado anteriormente, na

hipétese de ancoramento fraco. Obtemos a seguinte expressao

(02 — 01)2 L A A
AN)=-K——— [(1+2=)tanh(— L———|. .22
F) g | (2 b+ LT (5.2
Observe-se que, no caso de ancoramento fraco, (L — 0), obtemos
(09 — @1)2 TA
AN=-K———"2 h(—). 2
7(8) o tann (2 (5.23)

Para o caso em que A < d, f(A) x —A.

5.2.1 Efeito da forgca sobre o movimento da superficie

53



Uma aplicagao experimental dos resultados que obtivemos neste trabalho poderia surgir se
considerdssemos um arranjo tal que uma das superficies - suponhamos a superior - pudesse
estar livre, enquanto que a segunda estaria fixada. Se a forca entre os defeitos for suficiente-
mente intensa, a possibilidade de que a superficie se mova sob sua agao existe. Uma situagao
experimental desse tipo é, em tese, possivel, pois nao viola nenhum principio fisico. Trata-se,
porém, de um eventual experimento de dificil realizagao. Nao obstante essas objecoes préticas
quase que intransponiveis, nés admitiremos a possibilidade de o problema matemdtica repre-
sentar uma potencial situacao experimental. Tendo em mente essas observacoes analisaremos
o movimento da superficie superior, sob a acao dessa forga.

Admitiremos que a superficie superior é livre para mover-se e no instante ¢ = 0 se encontra
em repouso, de modo tal que a distancia horizontal entre os defeitos seja A > 0 (Fig. 5.1).
Como o meio nemdtico é viscoso, admitiremos, também que ele apresente uma viscosidade
efetiva 7[30]. A superficie pode realizar oscilagoes amortecidas governadas pela equagao

d?z dx

— + 2yb— = 24
P T 20—+ f() =0, (5.24)

onde i é a massa da superficie, por unidade de comprimento, b ¢ um nimero da ordem da
unidade [30] e z = A, de modo que f(z) representa a forga determinada em (5.22). A Eq. (5.24)
é uma equagao diferencial nao-linear para a qual é dificil encontrar solucGes exatas. Entretanto,
se considerarmos valores tipicos para os pardmetros experimentais, solu¢cdes numéricas podem
ser obtidas com bom grau de confiabilidade. Foi o que fizemos, por meio do programa MA-
THEMATICA.

Se considerarmos um cristal liquido convencional como o MBBA, podemos empregar[l]:
7 =0.76 dyn/cm? s, K = Tx 10~7 dyn. Admitiremos que a espessura da amostra é d = 10 um,
e que u = 0.5¢g/cm. Por fim, vale a pena lembrar que a maxima diferenga entre os eixos faceis
impostos pelas superficies deve ser /2.

Com esses parametros, a Eq. (5.24) foi resolvida para alguns valores representativos de
L/d < 1. Na Fig. (5.2) exibimos solugdes para L/d =0, L/d = 0.1 e L/d = 0.5. Observamos
que no caso de ancoramento forte, L = 0, o decaimento da solu¢ao é muito rdpido, e o sistema
tende a oscilar mais rapidamente com o crescimento de L. Apesar de estarmos no limite

perturbativo ( na verdade, os célculos acima valem apenas para pequenos valores de L/d)
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verifica-se que o efeito de uma energia de ancoramento finita é o de permitir que o sistema
oscile mais rapidamente. O problema apresenta-se estruturalmente semelhante ao problema do

oscilador amortecido em seus diversos regimes.
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Diante desse quadro, e para concluir a andlise, podemos imaginar a possibilidade de um
experimento destinado a medir a energia de ancoramento a partir do movimento da superficie.
Ressalvadas todas as dificuldades experimentais envolvidas, podemos imaginar um experimento
como segue.

No instante t = 0 a superficie superior parte do repouso, a uma distancia horizontal de
defasagem A # 0, conhecida e determinada experimentalmente. Abandonada sob a acdo da
forca a superficie se move como é predito pela solucdo que apresentamos acima. Por meio de
um dispositivo apropriado, pode-se filmar todo o processo. Em particular, pode-se medir o
tempo necessario para que as duas linhas de disclinacdo entrem em fase. Da mesma forma
como encontramos uma solugdo numérica para o problema, uma solucao perturbativa pode ser
encontrada, ao menos para intervalos de tempo pequenos, compativeis com o tempo do expe-
rimento. Encontrada essa solugao perturbativa, analitica, e conhecido o tempo anteriormente
mencionado, o Unico parametro desconhecido no sistema seria o comprimento de extrapolacao.
Desse modo, admitindo-se que um tal experimento seja realizdvel, encontramos um método
independente para a medida da energia de ancoramento em uma amostra nemaética.

Para finalizar, vale a pena insistir sobre um fato: o experimento, em principio é possivel,

mas inegavelmente muito dificil. Em todo o caso, o formalismo apresentado, além de ser 1til
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em outras situacoes experimentais mais conhecidas, poderia servir de base para a interpretagao
de um novo contexto experimental. Independentemente disso, porém, o problema matematico

é, em si mesmo, bastante instigante e serd objeto de ulteriores andlises.
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Capitulo 6

CONCLUSAO

Neste trabalho consideramos o problema matemédtico de determinar o perfil do diretor em
uma amostra liquido-cristalina limitada por superficies inomogéneas. Apresentamos um modelo
matemdtico completo, e suficientemente rigoroso, para determinar a configuracao de equilibrio
para o caso de um arranjo em que o diretor permanece no plano. Como trabalhamos na
aproximacao de uma tnica constante eldstica, o problema - simplificado - pdde ser tratado em
grande generalidade. Ele consistiu em procurar fungdes harmonicas para a solugao da equagao
de Laplace, satisfazendo dois tipos fundamentais de condigdes de contorno nas superficies que
limitam a amostra. E bem provével que, guardadas as restrigoes na proposi¢ao do problema, o
modelo que apresentamos seja o mais geral possivel. Merece uma mencao particular a solucao
exata do problema de Dirichlet e do problema misto, para o caso em que a superficie inomogénea
é caracterizada por uma distribuigao periddica dos eixos féceis.

A presenca de superficies inomogéneas é a responsavel pelo surgimento de defeitos no meio
nemstico, no contexto do problema que estamos considerando. A presenca desses defeitos, por
sua vez, se pode associar uma forca. Essa forca entre defeitos foi calculada de maneira exata
para o caso de ancoramento forte e de modo perturbativo para o caso de ancoramento fraco.
Admitindo que uma das superficies de uma amostra se possa mover sob a agdo dessa forca,
demos inicio a uma investigacao do comportamento dindmico dessa superficie. Mostramos que

esse comportamento é governado por uma equacao diferencial linear para a qual, aparentemente,
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¢ muito dificil encontrar solugoes exatas. Contudo, o problema pode ser afrontado por métodos
numeéricos, e nés o fizemos para valores significativos dos parametros envolvidos (que carac-
terizam o meio nemdtico). Também conjecturamos acerca da possibilidade de o formalismo
apresentado - cdlculo da forca e comportamento dindmico da superficie - poder ser interpretado
num contexto experimental novo, onde a energia de ancoramento de uma amostra real pudesse
ser determinada por um método que nao envolve a aplicacado de campos externos. Nesse sen-
tido, os resultados preliminares apresentados abrem a perspectiva de uma ulterior abordagem
de fendmenos nao lineares nesse contexto.

Uma possivel - e até mesmo necessdria - extensao das idéias apresentadas deveria tratar
deformagoes no plano, como as que consideramos, mas levando em conta a anisotropia eldstica.
Mais precisamente, o problema deve ser reformulado desde o seu inicio, admitindo-se que K11 #
K33, como ocorre experimentalmente. Nesse caso, por ser mais geral e mais realista do ponto de
vista préatico, uma série de problemas novos e recentes, envolvendo células bi-estdveis poderia

ser afrontada.
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