
 
 
 
 
 
 

Roselí Fatima Scramim Lima 
 
 
 

Problemas de Contorno em uma Célula 
Nemática Limitada por 

Superfícies Inomogêgeas 
 
 
 

 
 
 
  Orientador: Prof. Dr. Luiz Roberto Evangelista 
 
 
 

  
 Dissertação de mestrado apresentada à 

Universidade Estadual de Maringá para a 
obtenção do título de mestre em Física. 

  
  
  

    Maringá, março de 2001. 

UNIVERSIDADE 
ESTADUAL DE MARINGÁ

 
 

PÓS-GRADUAÇÃO EM FÍSICA



��������	 
� ���
���� �� ��� ������ ����
��� ����
�
� ���
����������	 ����������	

��

�� �� ���	


���� �
���	���� �� ������	
�� ������
����� �������������  
������� �� ����
���!� ����"�

���#����$ �� ��� %�&�	�#�
� �� '����	���� '
!�
��	�
! �
$ ��#&���	 ����
��
�
 &�	���� ���(��#�
� �� ��� 	�)��	�#�
�� ��	 ��� $�!	��� ��

%����	 �� *������&��

�
$

�����	 �� ����
��

�� ���

�+ ,'-� �. /0 +'1 �'2 �/

3�
� ����

�� -�#��� �� ��� $������ ��&�	�!�� �	�# ��� �����

��� �����	 ��	��� !	�
�� �� �
���	���� �� +�4 ��5��� &�	#�����
 �� 	�&	�$��� �
$
�� $���	����� ��&��� �� ���� ������ $���#�
� �
 4���� �	 �
 &�	��

��!
���	� �� �����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
%�&�	�#�
� �� '����	���� '
!�
��	�
! �
$ ��#&���	 ����
��

�6 ��� ����

��	��(�$ �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
%���$ ������

%�	����	� ���
$ �
$ 0�		� 7���	���	�
-����	�� 8��$

��	��(�$ �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
9��	!� %� *��	��


%�	����	� ����
���� ��&&�	�
������ ��&�	����	

����&��$ ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�	���	 �� ���	:�

����	&�	��
� %�&�	�#�
� ��##����� �
 9	�$���� ���$�
��



���
��
�

� ���� !"#$ %

& �� ���'!(!'� '�)����(� ! � �����(�� �*+"�! � ,

;�� �	������ 7<)��$��= !�
�	���$�$�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

;���� ��	#��	>&���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

;���; 7���	>&���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

;�; %�
��$�$� $� �
�	!�� ��?����� $�� �	������ �<)��$�� 
�#?����� � � � � � � � � � � � � �6

;�6 %���	#�@A�� ��?������= �&���� �4���� ��
$ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

;�" *	����#� ��	�����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

;�"�� �
��	�#�
�� ��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

;�"�; �
��	�#�
�� �	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ;�

- �'�.�� ! !��'� � �(�( !'. �/(#0'� � ��(� &&

6�� / #��� ��#�B�
(
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ;;

6�; �#���	� $� ��&����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ;C

1 (����(#0'�2 �"�'�.*��'� �� / 34�'(� --

"�� '5�#&���= *�	�$�� $� /	��
��@D� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 66

"���� %�	�@D� �?��� �)������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 66

"���; *�	�$�� $� �	��
��@D� �# �#���	�� $� ��&����	� � � � � � � � � � � � � � � 6E

"�; %���	����@D� &�	�>$��� $� ��5�� �?���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 6�

;



% � /� ��(/'�� !��5/�� !( �"�'�.*��' � 6 ( (#$ !'

. �#(� '���' !'.'�� � 1,

E�� ����� ��&������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � E�

E�; '
�	!�� ��?����� � ��	@� �
�	� $������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � E6

E�;�� '����� $� ��	@� ���	� � #���#�
�� $� ��&�	�<��� � � � � � � � � � � � � � � � E6

7 � ���"�$ %8

6



��������	 
� ���
���� �� ��� ������ ����
��� ����
�
� ��� ����������	

����������	

��

�� �� ���	

���#����$ �� ��� %�&�	�#�
� �� '����	���� '
!�
��	�
! �
$ ��#&���	 ����
��
�
 �6 ��� ����� �
 &�	���� ���(��#�
� �� ���

	�)��	�#�
�� ��	 ��� $�!	��� ��
%����	 �� *������&��

�
$
�����	 �� ����
��

��	���

-�&���� 4��� ��� ������ ����	���

-����	�� 8��$= %���$ ������
�����= %�	����	� ���
$ �
$ 0�		� 7���	���	�

������ ��&�	����	= 9��	!� %� *��	��

�����= %�	����	� ����
���� ��&&�	�

"



����
��� �

���� !"#$ 

� $���	�@D� �<���� $�� �	������ �<)��$�� 
�#?����� F ������ 
�	#��#�
��� � &�	��	 $� �
�	�$�@D�

$� �# $�	���	 ��� )�� ���
��$� ��# � �	��
��@D� #�������	 #F$�� $�� #��F����� )�� ��	#�#

� ����G�H� �# &	����#� $� 	����I
��� 
� ���	�� ��?����� $�� �	������ �<)��$�� 
�#?����� F �

$���	#�
�@D� $� &�	(� $� $�	���	� �� #��� ��&���(��#�
��� $� �	��
��@D� #�������	 #F$�� �#

�#� �#���	�� ����
$�B�� �# ��
�� �� ������� &	�$�J�$�� &��� �����	��� �>��$� )�� 
�	#��#�
��

� ��#���� / &	����#� ��#�F# F 	�����
�� $� &�
�� $� ����� �5&�	�#�
���� &��� �#� �	��
��@D�

��# ��
����$� 
� ��&�	�<��� F $� !	�
$� �#&�	�I
��� 
� ���	���@D� $� $��&�������� &	?������ +�

���K
��� $� ��#&�� �5��	
��� �� $�&�
$� ��#�
�� $� �	���#�
�� $�$� L ��&�	�<��� $� �#���	��

��	
�B��� &�	��
��� 
�����?	�� �
�����!�	 � �	��
��@D� �
$�J�$� &��� �����	��� �>��$� 
� #���


�#?����� +�� M���#�� �
��� �#� �F	�� $� �	������� ���&��B�� $� &	����#�G;� 6� "� EH ��
��

$� &�
�� $� ����� ��
�#�
��>!��� GC� NH )��
�� $� &�
�� $� ����� #��	���>&���G�� �H� +� #���	

&�	�� $����� �	�������� � ��&�	�<��� F ��
��$�	�$� ��#� ��
$� �
���	#�� � ��	����	�J�$� &�	 �#�

$�	�@D� �?��� ��# $�(
�$�� ��
��$�� ���� �����@D� &�$� ��	 ��
��$�	�$� ��#� �#� �$����J�@D�

�5�������� O? )�� �� ��&�	�<���� 	���� 
�
�� �D� ��#�!K
��� �# ��	!� ������� #��#� )��
$� � ���

��#&���@D� )�<#��� 
D� ��	��G��H� '�� � #����� &�	 )��� #��� 	���
��#�
��� 
���� �	�������

��	�# $�$���$�� L �
?���� $� &	����#� 
� &	���
@� $� ��&�	�<���� �
�#�!K
��� G��� �;� �6� ���

�"� �E� �CH�

+���� �	������� 
>� 	���#�#�� � #�$��� �&	���
��$� �# G�"� �EH � �&����$� �#G�C� �NH &�	�

E



��	#��?B�� �# ��	#�� #���#?����� #��� &	������ � ���	$�	 �� &	����#�� $� ��
��	
� �# �#�

!��#��	�� &�	������	� #�� 	�&	���
������ $� �#� �F	�� $� �����@A�� �5&�	�#�
���� 	�����
����

+>� $���	#�
�#��� #���#�����#�
��� � ��#&�	��#�
�� $� $�	���	 �# �#� �#���	� �<)��$�B

�	������
� ��#���$� &�	 ��&�	�<���� &��
��� �&	���
��
$� �
�#�!�
��$�$�� 
� $���	����@D� $��

$�	�@A�� �?����� /� �����#�� &�	 
>� ��
��$�	�$�� �D� ���� )�� � $�	���	 &�	#�
��� 
� &��
��

����#� � &	����#� #���#?���� ��
����� 
� ����� $� ����@A�� &�	� � �)��@D� $� 7�&����� ���$�B

��
$� � ��
$�@A�� $� ��
��	
� $� $��� ��&��� $�&�
$�
$� $� � �����@D� 	���	�	B�� � �
��	�#�
��

��	�� �� �	���� /� &	����#�� $� ��
��	
� ��?������ )�� ��
��$�	�#�� �D� � *	����#� $� %�	�B

������ �
$� � ����	 $� ��
@D� F ��&���(��$� ���	� � ��
��	
� � � &	����#� #����� �
$� � ����	

$� ��
@D� � $� $�	���$� 
�	#�� $� ��
@D� ���D� ��
����$�� ���	� � ��
��	
�G��� ��H�

�#� &�	�� $�� &	����#�� �	���$�� 
���� #�
�!	�(� ����� ��$� ��
��$�	�$� 
� ����	���	�

	���
�� ���O�� �# &�	������	� �� 	���	K
���� G��� �"� �E� �C� �NH� � ��	��	�#� �)��� &�	� �����	�	

� �&��������$�$� $� ��	#����#� $���
�����$�� ���#� ����#� $���#�� 	�!���	�	 ��!�
� ���
@��

	�&	���
��$�� &�	 ���� �	������� '# &	�#��	� ��!�	 ���� � &�
� #�
���
�	 )�� � !�
�	���$�$�

$� �	���#�
�� ��� &	���	��$� $�	�
�� ��$� � �	������� ��F# $����� � &	����#� $� $���	����@D�

&�	�>$��� $� ��5�� �?���� ��� &�	 
>� 	������$� $� #�
��	� �5��� &�	� �#� ������ !�	�� $� $��B

�	����@A�� 	�&	���
������� $� &���<���� �����@A�� �5&�	�#�
����� +���� �	���#�
�� F #��� !�	��

$� )�� �)���� �&	���
��$� �#G��H &��� &�	#���� �������#�
��� ��
��$�	�	 ���	�� ����� $� �
��B

	���� 
D� ��
��#&��$�� 
�)���� �
?����� ��#� F � ���� $� �#� �F���� ��B���?���� )�� &�$� ��	

�	���$� 
� I#���� $���� ��	#����#�� *�	 (#� $�&��� $� 	���#�	 � �?����� $� ��	@� �
�	� $�B

������� �&	���
��$� �#G�C� ;�H� 
>� �
�����!�#�� � ��#&�	��#�
�� $�
I#��� $� �#� ��&�	�<���

���	� )�� ��������� ��� � �@D� �5������� $���� ��	@�� � &�	��	 $���� �
?����� � $� #�
��	� ����
���


>� $������#�� � &��������$�$� $� )�� �# �	���#�
�� ��>	��� $���� 
���	�J� &���� ��	��	 ��#�

�
��	�#�
�� &�	� � �
��	&	���@D� $� �# 
��� ��
��5�� �5&�	�#�
���� +���� ��
��5��� � �
�	B

!�� $� �
��	�#�
�� $� �#� �#���	� �<)��$�B�	������
�� ��#���$� &�	 ��&�	�<���� �
�#�!K
����

&�$�	�� ��	 $������$� &�	 �# #F��$� )�� 
D� 	�)��	 � �&����@D� $� ��#&�� �5��	
��� '����

#F��$��� ��#� �� $�#�
��	�� 
� &����$�G�NH� &�$�# �
$�J�	 � �5&�	�#�
��$�	 � ��
����A��

��
P���
��� ���	� � 	��� 
���	�J� $� �
��	�#�
�� )�� ��	����	�J� �#� �#���	��

'��� $����	��@D� ���? �	!�
�J�$� $� ��!��
�� #�
��	�� +� ��!�
$� ��&<���� �&	���
��#��

!�
�	���$�$�� ���	� �� �	������ �<)��$�� � �&	���
��#��� ��#�F#� �� ���#�
��� ��
$�#�
���� $�

C



���	�� ��?����� )�� �#&	�!�	�#�� �# ��$� � �	������� +� ��	���	� ��&<���� $���
�����#�� �

�&	���
��@D� $� #�$��� ��>	��� ��#&���� &�	� � $���	#�
�@D� $� &�	(� $� $�	���	� ���!�#���

�
�D�� � �# 	������$� !�
F	��� &�	� ���� &�	(�� ��
�� &�	� �#� �#���	� ��#�B�
(
���� )��
��

&�	� �#� �#���	� $� ��&����	� (
���� �# �#��� �� �����@A�� $� �
��	�#�
�� ��	�� � �	����

+� )��	�� ��&<���� �&	���
��#�� ��!�#�� �&����@A�� $� ��	#����#� �&	���
��$� � 	������#���

$� #�
��	� �5���� �� &	����#�� $� ��
��	
� &�	��
�
��� �� ���� $� �#� $���	����@D� &�	�>$���

$� ��5�� �?���� 
� ��&�	�<���� +� )��
�� ��&<���� #���	�#�� � ��	!�#�
�� $� �#� ��	@� �
�	�

��
��� $� $�������� �	��
$�� $� �#� &�	������	 ��	#� $� �
�#�!�
��$�$� ��&�	(����� �#�

�
?���� $�
I#��� $� #���#�
�� $����� ��&�	�<���� $���$� �� �&�	���#�
�� $���� ��	@� ��#�F#

F �&	���
��$�� ��!�#�� ��
����A�� !�	��� �D� ����@�$�� 
� ��)QK
����

N



����
��� &

�� ���'!(!'� '�)����(�

! � �����(�� �*+"�! �

&9� ���	
��	 ��:��
�	2 ��������
�
�	

�	����� �<)��$� F �#� ���� �
��	#�$�?	�� $� #��F	��� ��#�F# ���#�$� $� #�������� '�� &�$�

��	 �
��
�	�$� �
�	� � ����$� �>��$� �	������
�� �# )�� �� #��F����� &�����# �#� �	!�
�J�@D�

��# $�(
�$� 
� ��&�@�� � � ����$� �<)��$� ����	>&���� �# )�� �� #�������� ���&�# &���@A��

�����>	��� 
� ��&�@�G�H�

/ �	����� �<)��$� �&	���
�� &	�&	��$�$�� �
��
�	�$�� 
� ���� �	������
� ��#�� &�	 �5�#&��� �

��		��	�
!K
��� � � �
����	�&�� >&�����  ��� �� $��� �� ���� $� �� �	������ �<)��$�� #�
��	�# �#�

��	�� �	$�# &������
�� $�� #��F������ 9�	��#�
�� ����� #��F����� �D� ���
!�$�� �� �5���� &�	

�
P�K
��� $� P����@A�� �F	#����� ���� �� &������
�# &�	������ �#�� L� ���	�� 
� ���� 
�#?�����

'#��	� ���	�� &�	� �� #���	�# �# ��$�� �� $�	�@A��� ��#� �# �# �<)��$� ��#�#� &�	#�
���#

�	��
��$�� �# ��	
� $� �#� $�	�@D� &	���	�
����� '��� $�	�@D� F 	�&	���
��$� &�	 �# ����	

�
��?	�� ������� ���#�$� $� ������� $� ���� 
�#?�����

/ &�	I#��	� )�� $���	#�
� ���� �	��
��@D� $�� #��F����� F ���#�$� *�	I#��	� $� /	$�#

��� �� 
� ���� 
�#?����� ��� $�(
�$� &�	 �����:��G;�H ��#�=

�



� �
�

�

�
����	� �� � �

�
�

�
$� � F � I
!��� ��	#�$� �
�	� � ��5� ��
!� $� #��F���� � � $�	���	 ������� R��
$� � � 
�

� � �� )�� 	�&	���
�� �#� �	$�# �	��
�����
�� &�	����� �� )��
$�
�
��	� �

�
� �

� � � � 
� ���� F�

�
��	� �

�
�

�
��	� �

��

��
�

�

��

� ��

�
�	

� �

�
��	� ���
��� �

�

�
�

)��
$� ��$�� �� $�	�@A�� �D� �!���#�
�� &	��?�����

*�$�B�� $�(
�	 ��#�F# �# &�	I#��	� $� �	$�# ��
��	���� $� 
���	�J� #��	���>&���� ��O��

��#&�
�
��� �D� 
�� � &�	 #��� $� �����&������$�$� #�!
F���� #�������	� %� ���	$� ��# $�

9�

��G�H� ���� ��
��	 &�$� ��	 ���	��� 
� ��	#�


�� � �

�
��� �

�

�

��
�
�

���

�
�

�
$�� F �#� ��
���
�� $� 
�	#���J�@D� � � F � ��
��	 �����&������$�$� #�!
F����� / &�	I#��	�

$� �	$�# ��
��	��� �
��� &�$� ��	 	������
�$� ��# � &�	I#��	� $� �	$�# ������	 ���� &�	 #���

$� �5&	���D�


�� �
�

�
�

	
���� � �

�

��



� �;���

��#� 	�!	� !�	��� ��$�� �� ��
��	�� )�� ��	����	�J�# �#� ���� 
�#?����� ��#�� &�	 �5�#&��� �

&�	#�����$�$� $���F�	���� � ��
$�����$�$� �F	#���� � ���	��� $���# ��	 $���#&����� �# ��	#��

$�� ���#�
��� $� ��#��	�� $� ����� ��&���#�
��� &�$�B�� ������	 � $���#&���@D� �# ��	#��

$�� ��#&�
�
��� $� ��� $� $���� $� S	�
��:�	� 
�� � $� ��
��	 $� 7���B������� ����T ����	
�����B

#�
��� &�$�B�� ������	 � $���#&���@D� �# ��	#�� $� &�	I#��	� $� �	$�# ��
��	���� $� $����

$� S	�
��:�	 � $� ��
��	 $� 7���B������G;;H� ��#� ��	�#�� #��� �$��
��� �� ��&�	#�� )��

� &�	I#��	� $� �	$�# ������	 F ��&�����#�
�� ��
���
��� ���	���	�#�� � $�
��$�$� $� �
�	!��

��?����� �# ��	#�� $�� $�	���$�� &	�#��	�� $� $�	���	 ���  ��� &�	#���	? )�� $�(
�#�� �#�

$�
��$�$� $� �
�	!�� ��?����� ��	����	�J�
$� � ���� 
�#?����� ��# � )��� ��	#���	�#�� �� &	�B

���#�� ��
$�#�
���� � ��	�# ���	$�$�� 
���� $����	��@D�� �
��� $����� &�	F#� ��
��$�	�	�#��

���	�� &	�&	��$�$�� !�	��� $�� �����#�� �<)��$�B�	������
���

�



/� �	������ �<)��$��� �# !�	��� �D� $���$�� �# $��� !	�&��= ��	#��	>&���� � ����	>&�����

&9�9� �����
�;����	

�D� ��#&����� &�	 �����I
���� &�	�� � � ��	��@D� $� ��#&�	���	� F � &	�
��&�� ����� $�

�&�	���#�
�� $� ���� �<)��$�B�	������
�� /� �	������ �<)��$�� ��	#��	>&���� �&	���
��# �	K�

#��������= 
�#?����� ������F	��� � ��#F�����

��	� 
�����
�= �� ��	����	<������ ����
����� $���� ���� &�$�# ��	 �	���#�
�� �&	���
��$�� ��#�

��!��=

�� �� #��F����� �D�� �# !�	��� ���
��$�� ��# ���� ��5�� ��
!�� &�	������ �
� ��� ���	�� $�(
�
$�

#��	����&���#�
�� �#� $�	�@D� &	���	�
����� +���� $�	�@D� �5���� �#� ��#��	�� 	������
��T �

���� F �
��5���� ���� F� �� $�	�@A�� �� � ��� �D� �)������
���T

�� 
D� �? �#� �
��	�@D� $� ��
!� ����
�� �
�	� �� ��
�	�� $� #���� $�� #��F����� &�	#���
$�

)�� ���� �� #���# ���	�#�
��� '��� &	�&	��$�$� $���	#�
� � ��	?���	 P��$� $� ���� 
�#?����T

�� � ��5� $� ��#��	�� �
��5��� 
D� F &���	�J�$� �&���	 $� �� #��F����� &�$�	�# ��	 &���	���

��	� 
���	����
�= ��	@�� �
��	#�������	�� &�$�# ����	���	 �# ���
��#�
�� �
�	� �� #��F�����

��# �# I
!��� �
�	� � ��5� ��
!� $�� #��F����� � � $�	���	 ��	#�
$� �#� ���� ����#�
��

$����	��$�� � ����# $���	�
�� $� 
�#?����� +���� ����� � $�	���	 
D� F (5� 
� ��&�@�� &�$�
$�

!�	�	 $� ��	#� �������$��� � $���I
��� $� 	�&���@D� $���� �F���� F ���#�$� $� &����� � ����

������F	��� ��#�F# F ���#�$� $� ���� 
�#?���� ���	���

��	� �	����
�= F �#� ���� )�� ���		� � �#� ��#&�	���	� ����5� $� ��#&�	���	� $�� �����


�#?���� � ������F	���� '�� F #��� ������� )�� �� ���	�� � &����� &	�&	��$�$�� #��I
����

��#����
��� L� $�� ���A��� +���� ���� �? �# ��#�
�� 
� �	$�# �	��
�����
��� ��# ��#� �#

��#�
�� 
� �	$�# &������
�� $�� #��F������ ��F# $� �#� �	!�
�J�@D� $����� #��F����� �#

��#�$��� U � ���� #��� &	>5�#� $� ����$� �>��$� �	������
��

��



/� ��&�� #��� ��#�
� �D� �� ��#F����� �� � � �� +� ���� ��#F���� � � $�	���	 F &�	&�
$�B

����	 �� &��
� )�� $�(
� � ��#�$�� �
)��
�� )�� 
� ��#F���� � ��� ��	#� �# I
!��� $���	�
��

$� ��� ��# ���� &��
�� +�� ��#F����� � � � �� #��F����� �� #���# ������	��#�
�� $�
�	� $�

��$� ��#�$�� � 
D� �? �	$�# &������
�� $�
�	� $� ��$� &��
�� 3? 
� ��#F���� � �� #��F�����

���&�# �#� �	$�# &������
�� $�
�	� $� ��#�$�� ���		���
$� �#� #�
�	 P��$�J $� ��#F����

� ��# 	���@D� ��� ��#F����� � � ��

0�!�	� ;B�= '�)��#� $� �	$�# &������
�� $�� #��F����� 
�� �����= ��� �>��$�T ��� ��#F����T ���

�#?����T �$� ������F	���T ��� �<)��$��

&9�9& ���
�;����	

U � ���� �
��	#�$�?	�� �
�	� �� ����$�� �>��$� � �<)��$� $� ����@A�� )��#���#�
�� ��#&������

/ ��	!�#�
�� $���� ���� $�&�
$� ��
�� $� ��	��@D� $� ��#&�	���	� ��#� $� ��
��
�	�@D� $�

����@D�� �� ����@A�� #��� ���$�� &�	� � ����
@D� $� ����	>&���� �D� �� #����	�� $� �������&<$���

� ?!��� /� �������&<$��� �D� ��	#�$�� &�	 #��F����� �
(�<������ ���� F� #��F����� )�� &�����#

�#� &�	�� &���	� ���#�$� ����@� �!	�&� $� ?��#�� )�� �K# �(
�$�$� ��F�	��� ��# � �����
��� �

�#� &�	�� 
D� &���	� �# !�	�� �#� ��$��� $� ��$	���	��
�� ���#�$� ���$�� /� ��#&����� )��

&�����# #��F����� �
(�<����� �D� ��#�F# ���#�$�� $� ��	�����
���� +� &	���
@� $� �����
��

��



� 
�#� ��
��
�	�@D� �	<����� ����� #��F����� �� �!	�&�# $� �#� #�
��	� &������	 ��	#�
$�

� )�� �� ���#� $� ��
���� �� #������� $�&�
$�
$� $� ��#&�	���	� � $� ��
��
�	�@D�� &�$�#

����#�	 �?	��� ��	#��� ��#� � $���>���� � � ���<
$	����

/� �	������ �<)��$�� ����	>&����� �# 	���@D� L �	$�# $�� #��F������ �&	���
��# �� #��������

��5�!�
��� ��#���	 � �M�����

��	� ������
�� = �&	���
��B�� )��
$� � ��
��
�	�@D� $� ����@D� �$�� ��	�����
���� &�	 �5�#B

&��� F �����$� �$� �	$�# $� �&	�5�#�$�#�
�� E�V� � �� #��F����� �
(�<����� �� ��#��
�# �#

���	���	�� !	�
$��� �# ��	#� $� �#� ����� ���<
$	���� $�
$� �	�!�# � �#� ���	���	� ��5�!�
���

��	� 
���
�= *�$�B�� �
��
�	�	 �
�	� � ���� ��#���	 � � ���� ��5�!�
��� )��
$� � ��
��
�	�@D�

$�#�
��� �&	���
�� �� #��F����� �
(�<����� ��	#�
$� ����	�� )�� �� &������
�# 
� ��	#� $�

�#� ���	���	� �M�����

��	� ������� = �&	���
��B�� �# ��
��
�	�@A�� 
D� #���� �����$��� �� #��F����� �
(�<�����

��	#�# ����#�$�� &	��
���$�� &�	 �����
���

�;



&9& !��	�
�
� 
� ������� ���	
��� 
�	 ���	
��	 ��:��
�	 ����
�<

��	

��
��$�	�
$� � &�	I#��	� $� �	$�# ������	 ��#� ��
$� ��&�����#�
�� ��
���
��� ���F#B��

�#� �5&	���D� &�	� � $�
��$�$� $� �
�	!�� ��?����� $� �# �	����� �<)��$� 
�#?���� �# ��	#��

$� &	�#��	� $�	���$� ��&����� $� $�	���	� ��� #��� &	�����#�
��� �# ��	#�� $� )��
��$�$� ���� �

�� � $�	���	 ��	 �
$�&�
$�
�� $� &���@D�� � #��� 
D� F $����	��$� � � $�
��$�$� $� �
�	!��

��?����� &�$� ��	 ��#�$� ��#� #<
�#� � �
$���$� &�	 ��� �� ��
��$�	�	#�� �!�	� � $�	���	

��#� ������ � #��� F $����	��$� �� �
�D�� ��	!� �#� $�
��$�$� $� �
�	!�� ��?����� �
$���$� &�	

� � +���� ����� ���� �� 
� +� ���	$�!�# )�� ��
��$�	�	�#��� �$#���B�� )�� � &	�#��	� $�	���$�

��&����� $� ������ ��O� ��(���
�� &�	� $���	���	 � ����$� $����	��$�� '
�D�� F ��(���
�� ��
��$�	�	

)��

� � �������� �;�;�

��� ��#� ��&�	�#��� � &	�#��	� $�	���$� $� �� ��	 �#� )��
��$�$� &�)��
�� ��	? &���<���

�5&�
$�	 � �# �F	��� $� &��K
��� $� ���� � ��#� �&�
��$� �
��	��	#�
��� '��� �5&�
�D� &�$� ��	

$���
�����$� �&�
�� ��F � ��!�
$� �	$�# &�	)�� �� ��	#�� $� �	$�# ��&�	��	 
D� �&	���
��#

�#� ��
�	����@D� 	�����
��� � ')� �;�;� &�$� ��	 ���	��� ��#�

������� � �� 


�
��

�����

�
�

���� 

�

�

�
���

����������

�
�

�������� 
 ��� �;�6�

�
$� � ��
��
@D� $� ��#� ��
$� W
$���� 	�&���$�� �D� ��#�$��� ��� �$���$� � ��	? �����J�$�

$�	���
��� � � �����	��� J�	� �
$��� )�� �� $�	���$�� �D� �������$�� ��# 	��&���� �� ����$� 
D�

$����	��$�� � ')� �;�6� &�$� ��	 	����	��� 
� ��	#� #��� ��#&����

� � �� 
 ������� 

�

�
������������� � �� 
 �� 
 �� � ��� �;�"�

� �� ��
��	�� ��?������ ��� � ����� � ����� �D� $�(
�$�� &�	

�6



��� �

�
��

�����

�
�

� ����� �

�
���

����������

�
�

� �;�E�

/� ��
��	�� ��?������ ��� � ����� &�$�# ��	 $���#&����� ����
$�B�� �# ��
��$�	�@D� ��

���#�
��� $� ��#��	�� $� #���� ��#� �&�
��$� ���#�� '���� ���#�
��� �D� �� ��#&�
�
��� $�

��� � $���� $� S	�
��:�	� 
�� � � � ��
��	 �
��B��#F�	��� $� 7���B������� ����� %���� #�$�� ���

&�$� ��	 	����	��� 
� ��	#�

��� � ������ 
 ��
�� 
 �������� � �;�C�

�
$� ��� � � �� �� � �D� ��
���
��� $����
����$��� ��#� 
�# #��� 
�#?���� �� $�	�@A�� �� � ���
�D� �)������
���� � ')� �;�"� $��� #���	�	B�� �
��	��
�� �	�
�� � ���� �&�	�@D� $� �	��� $� ��
��

$� ��� *�	��
��� �� � 
 � �� � 
� '# $���		K
��� $���� ��#��	��� � ')� �;�C� 	�$�JB�� �

������� � ������������ � �;�N�

/��		�� &�	F#� )�� 
D� F #���� $��<��� ��	�(��	 )��

������������ � �������� ����� � ������� ���� � ������� ����

$� #�$� )�� � ��	#� �� B )�� ��#&�	��� �# �;�"� B� ��&	�#�
$�B�� � <
$��� � $� �� ��	
�B��

������� � ������������� � ����� 	 ���� ����� �;���

/ ���(���
�� � �> F $���	�
�� $� J�	� &�	� � �	����� �<)��$� ������F	���� &�	)��� 
���� ����� �?

�#� $���	#�@D� ��&�
�I
�� 
� ����$� ��
$�#�
���� ���� F� � �� 
�

/ ��
��	 ������ &�	 ��� ��J� &�$� ��	 $���#&���� ��#� ��!���

����� � ���������� 

�

�
�������
�� 
 ����
��� 
������
�� 


�

�
�������
�� 
 ����
��� 
������
�� 


��
��
�� 
��
��
�� 
�	
��
���

�"



'# &	�
�<&��� � ��
��	 ����� &����� � ��	#��� ����#� � ��	#� �� ��� ')� �;�"�� &�$� ��	 ���	���

��#�

�

�
������������� �

�

�
����������� 


�

�
�������
�� 
 ����
��� 


������
�� 

�

�
�������
�� 
 ����
��� 


������
�� 
��
��
�� 
��
��
�� 
�	
��
������������

'
�	���
��� ��
$� �� �# ����	 �
��?	��� ���� � �� %���� #�$�� F ��
��
��
�� 	���	$�	 )��

������ � ��
���
���

�
�

�

�����
���

� 
�

%��
�� $����� ��
���<#�� )�� �� ��	#�� ��O�� ���(���
��� ��
���
��� �D� ��� ��� �� � �� 
D�

��
�	����# &�	� � � *�	�#��� &�	��
��� �� � 
� &�	� � � �� �� �� �� ��F# $����� ��!�
� �?������

��#&���� #�� �����
�� �	���������� #���	�# )��G;;H

������
���������� � ������ ���� ������
��
��
���������� � ����� 	 �����
��
��
���������� � ���������� �

�	
��
���������� � �	���������

����#� � ��	#� �� �$)��	� � ��	#�

�� �
�

�
������ ���� ����� 
 �

�
����� 	 ���� 
 �

�
���������� 


�

�
�	��������� �;���

�#� ��#&��(��@D� ����	��	 �#&�	��
�� &�$� ��	 ����$� �� �� ���� �# ��
�� )��

�������� � �������� 
 ��� 	 ���� ����� 
 ���� ���� ������

� )��

�E



�������� � ��� 	 ���� � �� 	 ��� 	 ��� 	 ��� 
 ��� ���� ����� �;����

���������
$�B�� ����� 	������$�� �# �;��� ���F#B��

�� �
�

�
������ ���� ����� 
 �

�
����� 	 ���� 
 �

�
��
��� 	 ���� �

�� 	 ��� 	 ��� 	 ��� 
 ��� ���� ���� 
 ��� 	 ���� ����� 

���� ���� ������
 �

�
�	
��� 	 ���� � �� 	 ��� 	 ��� 	 ��� 
 ��� ���� ������

�� ��O�

�� �
�

�
��� 
�� 
�	���� 	 ���� 
 �

�
����� 	 ���� ����� 


�

�
��� 
������� ���� ����� �

��� 
�	��� 	 ��� 	 ��� 	 ��� 
 ��� ���� ����� �;����

*�$�#��� �!�	�� 	�$�(
�	 �� ��
���
��� �� �� 
 $� #�$� ��� )��

�� 
�� 
�	 � ���� �� � ���� �� 
�� � ���� �	 � ����

� � ')� �;���� �$)��	�	? � ��	#�

�
��
� �
�

�
������ 	 ���� 
 �

�
������ 	 ���� ����� 
 �

�
������� ���� ����� �

���� 
������ 	 ��� 	 ��� 	 ��� 
 ��� ���� ����� �;��;�

� ')� �;��;� F � �5&	���D� $� 0	�
: &�	� � $�
��$�$� $� �
�	!�� ��?����� $� �# �	����� �<)��$�


�#?���� $���	#�$�G;"H� /� 
���� ���(���
��� ���� ���� ��� � ���� 
 ���� �D� ��
����$���

	��&������#�
��� ��#� ��
���
��� ��?������ $�� $����	@A�� X�&���Y� X�4���Y� X��
$Y � X��$$��B�&���Y�

'���� ��
���
��� �D� � �
?��!� $�� ��
���
��� ��?������ $� 8��:� &�	� #���� �
����	>&����� �D�

�C



&��������� �K# � $�#�
�D� $� �
�	!��Z��#&	�#�
�� � �D� $�&�
$�
��� $� ��#&�	���	�G�H�

'��� �
?���� #���	� )��� ��
��$�	�
$� �&�
�� � �&	�5�#�@D� �# &	�#��	� �	$�# 
�� $���	B

#�@A��� � $�
��$�$� $� �
�	!�� ��?����� $� ����$� $����	��$� �&	���
�� �&�
�� �	K� ��
�	����@A��

�
$�&�
$�
��� G;"H )�� �D�=

��� ��� 	 ����� ��� ��� 	 ��� ����� � ��� ���� ��� �����

/ &	�#��	� ��	#� F ���#�$� [�&���\ �$���	!K
����� � ��!�
$� ��	#� [�4���\���	@D�� � � ��	���	�

��	#� [��
$\ �P�5D��� � 0�!� �;�6� #���	� �� $����	@A�� �<����� $� $�	���	 �������$�� � ��$�

��	#��

/ M���#� ��	#� $� ')� �;��;�� ��
��	#� � ���	�#� $� 9����� ���	��� �&�
�� �#� ��
B

�	����@D� $� ��&�	�<���� '
�D�� � $�
��$�$� $� �
�	!�� ��?����� 	������� �� ����#� $� �#���	�

F &	�&�	���
�� �� )��$	�$� $�� $�	���$�� ��&������ $� $�	���	 � $�&�
$� �&�
�� $�� �	K�

��
���
��� ��?������ ���� ��� � ����

����#� � $�
��$�$� $� �
�	!�� ��?����� 	�����
�� �� ����#� $� �#� �#���	� $� �	����� �<)��$�


� ���� 
�#?���� ��# � ��	#�

� � �� � ���� 	 ���� ���� 
 �

�
������ 	 ����



�

�
������ 	 ���� ����� 
 �

�
������� ���� ������ �;��6�

�N



*�	 (#� 	���	$�#��� #��� �#� ��J� )�� �� � �� 
 � �#���	� ���? 
� ����$� $����	��$�� )�� F

��
����$� ��#� � ���� ������F	���� +���� �	������ ��
��$�	�	�#�� ��#&	� )�� � � 
� $� #�$�

)�� � 
���� $���	�@D� ����	? ��
�	�$� 
�� &	�&	��$�$�� ��?������ $� ���� 
�#?�����

&9- !������=>�	 ���	
���	2 	���?@ 
A�	
@ ���


��#� O? ��� $���� �� �	������ �<)��$�� �D� ��	����	�J�$�� &�	 �#� �	$�# �	��
�����
�� $��

#��F������ � 
�� 
�#?����� ���� �	$�# F �
��5��� ���#��	�� ���<
$	����T � ��5� $� ��#��	�� F

&�	����� �� $�	���	 �������

/ &�
�� $� &�	��$� &�	� � $���
�����#�
�� $� ���	�� $� ��
�<
�� F � ��
��$�	�@D� $�

����$� $� �)���<�	��� '# �	������ �<)��$�� 
�#?������ � ���
��#�
�� &�	����� $� ��$�� �� ��5��

��
!�� $�� #��F����� $� �#� �#���	� 	�&	���
�� � ����$� $� �)���<�	��� �� ��O�� � ����$� $�

�
�	!�� ���	� #<
�#�� *�	F#� )��
$� �� &�	��	�� � �����#�� �&����
$�B�� �# ��#&� �5��	
�

�� �
�	�$�J�
$�B�� �#� P����@D� �F	#���� &�	 �5�#&��� � $�	���	 ����� ��# ��!�#�
�� &�
�����

$� �#���	�� &�$� 
D� ��	 ��&�����#�
�� �
��	��
��� � ��	#���@D� )��
�������� $���� �(	#�@D�

���? 
� ���� $� )�� �� )��
��$�$��

���� � ��������

�
$� � F � ��	�?��� ��&����� � �� �����	���� �� � � �� �� � 	�&	���
��# �� ��#&�
�
��� $��

��5�� �	��!�
��� $� �����#� $� ���	$�
�$�� ��	�����
��� �D� J�	� &�	� � ����$� $� �)���<�	�� �

$���	�
��� $� J�	� &�	� ��!�
�� �� ��$��� �� ����	�� $� � � �� �
$� � �����#� F $����	��$��

��#� � ����$� $����	��$� 	�&	���
�� �# ����$� $� �
�	!�� ���	� ��?����� #���	 )�� � ����$�

$� �)���<�	��� &�$�#�� �
�	�$�J�	 �#� $�
��$�$� $� �
�	!�� ���	� &�	� � ����$� $����	��$� 
�

��	#�

� � �� 
���

�
$� � � �� 	�&	���
��# �� $�
��$�$�� $� �
�	!�� ���	� $�� ����$�� $����	��$� � $� �)���<�	���

	��&������#�
��� � �� F �#� ��
@D� $� �� � ���� )�� �� �
��� )��
$� ���� � 
� &�	� )����)��	

��



� � ��

��#�� �# !�	��� ��� � F �#� )��
��$�$� #���� &�)��
� �# ��
]#�
�� $� �
��	����� ���

&�$� ��	 $���
�����$� �# �F	��� $� &��K
��� �# ����� ��#� F �����#�
�� ����� �# ���	�� $�

��������$�$�G;6H�

&91 �������� B����������

��#� O? ��� ������ � �
�	!�� ��?����� ����� $� �#� �#���	� $� 
�#?���� F ����$� &��� �
��B

!	�@D� $� $�
��$�$� $� �
�	!�� ��?����� �# ��$� � ����#� $� �#���	�� #��� �� ��
�	����@A��

$�� �
�	!��� $�� ��&�	�<����� ����#� 
�# 	��� $� ��&����	� �� � �
�	!�� ����� &�	 �
�$�$� $�

?	�� F $�$� &�	

� �

� 	
�

�	
�
��	� 	�� ���� 
 ���	�� 
 ���	��� �;��"�

�
$� 	 F I
!��� $� ���� )�� ��	����	�J� � $���	#�@D� � 	� � �	���� ��F# $���� ���	�� �

���	�� �D� �� ��
�	����@A�� $� ��&�	�<��� L �
�	!�� $� �����#�� +���B�� )�� 	� � 	������ �

	� � 	������

��#� &�$�#�� &�	����	 � F �#� )��
��$�$� )�� $�&�
$� $� 	���� ���� F� �	���B�� $� �#

��
���
��� %� ���	$� ��# �� &	�
�<&��� !�	��� $� ���	�� ��
�<
��� � ����$� ���?��� ������ � ����$�

$� �)���<�	��� F ����$� &�	 #��� $� #�
�#�J�@D� $� � �	����� $�$� &��� ')� �;��"�� 8? $���

�����@A�� ��
$�#�
���� )�� $���# ��	 ��
��$�	�$�� ��&�	�$�#�
���

&919� (��������
� ���
�

+� �����@D� $� �
��	�#�
�� ��	��� 	��� ����#� ����	�� (5�� 
�� ��&�	�<����� ����

	�� � ����� � ��

	�� � ���� � ��� �;��E�

��



�
$�� �# &	�
�<&�� �� �D� )��
��$�$�� ��
����$��� � �
�	!�� ��?����� &�	 �
�$�$� $� ?	�� F

$�$� &�	

� �	���� �

� 	
�

�	
�
� �	���� 	����� ����� �;��C�

*�	� #�
�#�J�	 ���� ��
���
��� �����#�� �# 	��� >��#��  ���� ��� )��

��

� 
� �

��

��

� �
� 
� 
� � ���

�
�
�

�
�� �;��N�

� )�� �������@� L� ��
$�@A�� $� ��
��	
� �5&������$�� �# �;��E�G;;H�

0�!�	� ;B;= 
	��� F � ��
@D� �5�	�#�J�$�	� $� ��
���
�� � �	����� +� ���� $� �
��	�#�
�� ��	��
��
��$�	�#�� 
	������ � 	������� ���� F� � ��
@D� �	���	?	�� !���� �� �
��� &�	� � � �����

&919& (��������
� �����

�� �� ����	�� $� 	��� 
D� ������	�# (5�� 
�� ��&�	�<����� �&�	��� ��#�F# �#� �
�	!��


�� ��&�	�<����� )�� 	�&	���
��#�� &�	 ���	�� � ���	��� '
�D�� $���#�� ��
��$�	�	 � �
�	!��

��?����� ������ &�	 �
�$�$� $� ?	��� $�$� &��� �)��@D� �;��"�

;�



� �

� �
�

� �
�

��	� 	� � ���� 
 ���	�� 
 �� �	�� � �;����

/ &	����#� �!�	� F � $� $���	#�
�	 �#� ��
@D� 	���� >��#��  ��� )�� #�
�#�J� �;���� �

���$�@� � ��
$�@A�� $� ��
��	
� �&	�&	��$���

0�!�	� ;B6= 
	��� �5�	�#�J�
$� � ��
���
�� � �	����� '# �
��	�#�
�� �	��� �� ����	�� $� ��
@D�
�5�	�#�J�$�	� 
D� �D� (5�� 
�� �5�	�#�� �
�D�T 
	������ �� 	������� � � ��
@D� �	���	?	�� !����

D� �� �
��� �# � � �����

U 	�������#�
�� �#�$���� #���	�	G;;H )��  ��� ���$��� L ')��@D� $� '���	B7�!	�
$� �;��N��

#�� $���
$� �������J�	 L� ��!��
��� ��
$�@A�� $� ��
��	
�

� ��

� ����


���
�	�

� 
 �
��

� ����


���
�	�

� 
 � �;����

&�	� � � ���� � � � ���� 	��&������#�
���

��
���<#�� ����#� � ��	#����#� )�� ��	? ���$� 
� $���	#�
�@D� $� &�	(� $� $�	���	� �#

��!�#�� �&����@A�� )�� ��	D� �&	���
��$�� 
�� &	>5�#�� ��&<������

;�



����
��� -

�'�.�� ! !��'� � �(�(

!'. �/(#0'� � ��(� 

+���� ��&<���� ��#�� $���	#�
�	� $� #�
��	� �5���� � &�	(� $� $�	���	 �# $��� $�#�
�A��

&�	� � ���� $� �#� �#���	� 
�#?���� ��#�B�
(
��� 
�� �����@A�� $� �
��	�#�
�� ��	�� � �	����

� &�	� � ���� $� �#� �#���	� $� ��&����	� (
���� �� ��#�F# &�	� �� �����@A�� $� �
��	�#�
��

��	�� � �	���� / ��O����� $� �
?���� F � $� ����������	 �� �)��@A�� !�	��� )�� !���	
�# �

��#&�	��#�
�� $� $�	���	 
���� ��&� $� !��#��	�� � #���	�	 )�� � &	����#� #���#?���� !�	��

&�$� ��	 	������$� ��	#��#�
�� �# ��	#�� $� &	�&�!�$�	���

-9�  ���� 	���<��C��
�

��
��$�	�#�� �#� �#���	� $� �	����� �<)��$� 
�#?����� �
(
��� 
� $�	�@D� � � ��#�B�
(
���


� $�	�@D� �� ��# � ��&�	�<���� �# � � 
� �	���$� $� #�$� � ����	���	 �#� ��	�� $�	�@D� �?����

��	����	�J�$� &�	 �# I
!��� ��
����$�� ��� 
� ���� #��� !�	��� &�	 �#� $���	����@D� $�$� &�	�

����� I
!����� ��#� #���	� � 0�!�	� �6����

�� ��#&�
�
��� $� $�	���	 �D�

�� � ��
	��� ��� �� � 
� �
 � ��		��� ��� �6���

;;



Z

X

nemático

Φ (x,
z)

n

� $�
��$�$� $� �
�	!�� ��?����� $� 0	�
:� $�(
�$� �# �;��6� �	���	$�
$� )�� ����#�� ��
B

��$�	�
$� � � 
�� � )�� �)�� 	����	���#�� &�	 ��#�$�$�$�� F

� �
�

�
������ 	 ���� 
 �

�
������ 	 ��� ���� 
 �

�
������� ��� ����� �6�;�

U �?��� ��	�(��	 )��� 
����� ��	��
��I
�����

� 	 ��� �� � 
� �6�6�

'��� 	������$� �
$��� )�� ���		� �#� $����	@D� $� ��&� 	�������
�� O? )�� � ��	#� $� ���	� ���?

����
���

���
$� �� ��#&�
�
��� �
�	�$�J�$�� �# �6��� &�$�B�� ��
$� #���	�	 )��

� �
�

�
������	

� 	��� ���
�	

��
�� � � ��
	��� �� ��		��� ��

�	

��

�	

��



��
�	��� ���
�	

��
��� 


�

�
������
�	��� ���

�	

��
�� 


� ��
	��� �� ��		��� ��
�	

��

�	

��

 ��	� 	��� ���

�	

��
����

+� �&	�5�#�@D� $� �#� M
��� ��
���
�� ��?������ ���� F� ��J�
$� ��� � ��� � �� � �5&	���D�

;6



�
��	��	 ����#� � ��	#� ��#&��(��$�

� �
�

�
���

�	

��
�� 
 �

�	

��
��� �

�

�
�
�
��	
��
� �6�"�

� �5&	���D� �6�"� F � $�
��$�$� $� �
�	!�� ��?����� )�� ���	�#�� �� ��
!� $���� �	�������

'#��	� ����$� $�&��� $� �#&�	��
��� �&	�5�#�@A��� ��� F $� !	�
$� �����$�$� 
� $���	�@D�

$� �#� ������ $� &	����#�� )�� �&	���
��# 
D� ��#�
�� �
��	���� ��>	��� �� ���$K#���� #��

��#�F# 	����I
��� �5&�	�#�
����

+� �����@D� $� �
��	�#�
�� �	��� �� #��F����� 
D� �� �
��
�	�# 	�!�$�#�
�� (5�$�� 
��

&�	�$��� 8? �#� �
�	!�� $� ��&�	�<��� (
��� � � ����$� $� �)���<�	�� $� $�	���	 ��	? $���	#�
�$�

� &�	��	 $� #�
�#�J�@D� $� �#� �
�	!�� ����� )�� ���� �# ��
�� � ��
�	����@D� $� ����#� �

���� ��
�	����@D� 
� ��&�	�<���� +D� �� ��
���� &	�����#�
�� ��#� F � �
�	!�� $� ��&�	�<���

$� �#� �#���	� $� �	����� �<)��$�� 8? �#� ����	���	� ���
$�
�� � 	��&���� � &�$�B�� �(	#�	

)�� � ����������#�
�� $� 	������$�� &	������ ���	�� $���� )��
��$�$� F �#� $�� )����A�� #���

$�����$�� 
�� M���#�� �
�� &��� ��#�
�$�$� $� ?	��GEH� ��
��$�� #��#� 
D� ����
$� �#�

��	#� ����������$� � &�	��	 $� &	�
�<&��� &	�#��	��� �? ��	#�� ��
�#�
��>!���� ��# ������� �

)�� &�$�# �&	���
��	 &	�$�@A�� �# ��# ���	$� ��# 	������$�� �5&�	�#�
����� / &	��>��&�

$����� ��	#�� &�	� � �
�	!�� $� ��&�	�<��� F �)���� &	�&���� &�	 -�&�
� � *�&����	G;EH

� � ��

�
" ��� 	 �����

�
$� " F � �
�	!�� $� �
��	�#�
�� � �� F � ����	 )�� $�(
� � $�	�@D� �?���� %���� #�$��

�
��
$�B�� )�� � $�	�@D� �?��� F �)���� )�� #�
�#�J� � �
�	!�� $� ��&�	�<��� 
� ���K
��� $�

��#&�� �5��	
�� � $����	@A�� 
� ����#�� *�	� � ��&� $� !��#��	�� )�� ����#�� ��
��$�	�
$� F

&���<��� ���	���	 � �
�	!�� $� ��&�	�<��� 
� ��	#�

� �
�

�
" ��
��	���� �6�E�

�
$� � F � I
!��� )�� ��	����	�J� � $�	�@D� �?��� � 	 F � I
!��� $� ���� 
� ��&�	�<���� �#�

����	��	 �&	�5�#�@D� )�� �� ��J� � )�� �����J�	�#�� 
���� �	������� F � $� ��
��$�	�	 �����@A��


�� )���� � I
!��� $� ����� 
� �)���<�	��� &���� $���	� $� I
!��� ����������$� &��� $�	�@D� �?����

�	���B�� $� �&	�5�#�@D� &�	��>����� ���� F�

;"



� � �

�
" �	����� �6�C�

� �
�	!�� ��?����� ����� $� �#���	� 
�#?���� &�$� ��	 ����$� �
��!	�
$�B�� � $�
��$�$�

$� �
�	!�� ��?����� �6�"� �# ��$� � ����#� $� �#���	�� � ����
$�B�� �# ��
�� � ��
�	����@D�

$� ��&�	�<���� +�� ���� $� �#� �#���	� ��#�B�
(
���� � �
�	!�� ��?����� ������ &�	 �
�$�$� $�

��#&	�#�
�� �� ��
!� $� #� F $�$� &�	

� �

� �

��
��

� �

�
��

�

�
���

�	

��
�� 
 �

�	

��
��� 


� �

��
�
"

�
��	������������� �6�N�

0�J�
$� ��� $� �?����� ��	�����
�� �&	���
��$� 
� ��&<���� �
��	��	� #�� �!�	� ����
$�$�

�� ���� ��$�#�
���
��� $���#�� �
��
�	�	 �#� ����@D� 	��� �� )��� 
� 	�!�D� 
 � � $ � �

�� $ � $ �� #�
�#�J� � ��
���
�� ���#�� � �������@� � ��
$�@A�� $� ��
��	
� �&	�&	��$���

)�� $������	�#�� �# $������� 
� ��)QK
����

��
��$�	�#��� �
�����#�
��� � ���� $� �
��	�#�
�� ��	��� +���� ����� � &	����#�� $� &�
��

$� ����� #���#?����� F ��
����$� ��#� *	����#� $� %�	������� &��� �����B�� �#� ��
@D� ��	B

#]
���� ��&���(��
$�B�� � ����	 $� ��
@D� 
� ��
��	
�� ���� F� $���B�� �
��
�	�	 �#� ����@D�

&�	�

��	��� �� � 
� �6���

)�� �������@� � ��
$�@D�

	��� 
� � ����� �� $ � $�� �6���

�
$� ����� ��#� �����
��$� �
��	��	#�
��� 	�&	���
�� � �	��
��@D� �#&���� &��� ��&�	�<���

�	���$�� � ����@D� &	���	�$� &�$� ��	 ���	��� 
� ��	#� !�	��G;CH ��#�

	��� �� �
�

�

� �

��
�

�� 
 ��� ������������� �6����

+� ���� $� �
��	�#�
�� �	���� � ����@D� &	���	�$� $��� �������J�	 ��
$� � ')� �6���� #�� �!�	�

$��� ���$���	 L ��
$�@D�

;E



�
�
�	

��

�

��



�

�
�	��� 
������� � 
� �6����

�
$� � � ��" F � ��#&	�#�
�� $� �5�	�&���@D�G�H� �#� �#���	� �# �
��	�#�
�� �	��� ��#

��#&	�#�
�� $� �5�	�&���@D� � F �)������
�� L #��#� �#���	� �# �����@D� $� �
��	�#�
��

��	�� ��# �#� ��&����	� �
 ��� � ����@D� !�	�� $� &	����#� ��	?� &�	��
���

	��� �� �
�

�

� �

��
�

�� 
 ��� � ���	��
�� 
����� �6��;�

�
$�� �!�	�� 	��� 
� F � ����	 $� �)���<�	�� $� I
!��� $� ���� 
� ��&�	�<���� )�� F $���	#�
�$� �

&�	��	 $� �6����� %� ����� � ��
$�@D� $� ��
��	
� �6���� &�$� ��	 &���� 
� ��	#�

	��� 
� � ���� 

�

�

� �

��
	���� 
�
��� � �����

�� �6��6�

��� ��
$��

	��� 
� � ���� 

�

�

� �

��
�

�� � �
�	���� 
�
���

���� �6��"�

&��� ��� � ���� � ����� � ��������� / &	����#� #���#?���� F �!�	� � &	����#� #���� $�

+��#�

B%�	������= �����B�� �#� ��
@D� ��	#]
��� )��
$� �#� 	���@D� �
�	� ���� ��
@D� �

��� $�	���$� 
�	#�� F ��
����$� ���	� � ��
��	
�G;NH� +� ���� $� �
��	�#�
�� �	���� � ����	

$� �)���<�	�� &�	� � I
!��� $� ���� 
� ��&�	�<��� F $�$� �# ��	#�� $� �#� �)��@D� �
��!	��G��H�

-9& (��	
�� 
� �	��		��� �

��
��$�	�	�#�� �!�	� �#� �#���	� �
(
��� 
� $�	�@D� � � $� ��&����	� � 
� $�	�@D� �� $�

#�$� ��� )�� �� ��&�	�<���� �	���$�� ����O�# ������J�$�� �# � � ����� ��#� #���	� � 0�!��6�;��

+� ���� $� �

�����
�� ������ � �
�	!�� ��?������ &�	 �
�$�$� $� ��#&	�#�
�� 
� $�	�@D�

#� F=

� �

� �

��
��

� 	
�

�	
�
��� �

�

�
�

� �

��
��

� 	
�

�	
�
��
�	

��
�� 
 �

�	

��
������ �6��E�

)��� #�
�#�J�$�� 
�� ���� 
���#�
�� L �)��@D� $� 7�&���� ��O� ����@D� ��	#]
��� $��� �����B

;C



Z

X

d/2

-d/2

nemáticoΘ  (x)+

-Θ  (x)

Φ (x,
z)

n

0�!�	� 6B�= �#���	� $� ��&����	� ��

��J�	 �� ��!��
��� ��
$�@A�� $� ��
��	
�

	�����
�
� � ������ 	���

�

�
� � ������ �6��C�

� ����@D� !�	�� &�$� ��	 �����$� � &�	��	 $� �	�
���	#�$� $� 0��	��	

	��� �� �

� �

��
%��� &�'����&� �6��N�

$� #�$� )�� � �)��@D� $� 7�&���� �� ��	
�

��	 �

� �

��
��&�%��� &� 
 ��%��� &�

���
�'����& � 
� �6����

%���#��� �
�D�� ��
��$�	�	 � �)��@D� $� 8��#����J

�&�%��� &� 
 ��%��� &�

���
� 
� �6����

+D� F $��<��� ��	�(��	 )�� � ����@D� &�$� ��	 ���	��� 
� ��	#�

;N



%��� &� � ��&�'�
 
 ��&�'��
� �6�;��

�
$� ��&� � ��&� $���	D� ��	 $���	#�
�$�� � &�	��	 $� ��� $�� ��
$�@A�� $� ��
��	
�� � ����@D�

!�	�� �6��N� ��	? 	����	��� ��#�

	��� �� �

� �

��
���&�'�����
 
 ��&�'�����
��&� �6�;��

���
$� �� ��
$�@A�� $� ��
��	
�� ����#��=

	���
�

�
� � ����� �

� �

��
���&�'�����	
� 
 ��&�'�����	
���&�

	�����
�
� � ����� �

� �

��
���&�'�����	
� 
 ��&�'�����	
���&� �6�;;�

���
$�� #��� �#� ��J� � �	�
���	#�$� $� 0��	��	� � ��
O�
�� $� �)��@A�� �6�;;� �� &�$�

���	���	 
� ��	#� ��#&����

(��&� �

� �

��
'����������� � �����&�'�	
� 
 ��&�'��	
��

(��&� �

� �

��
'���������� � ������&�'��	
� 
 ��&�'�	
��� �6�;6�

*�	��
��� ���!�#�� � �# �����#� $� $��� �)��@A�� )��� 	������$�� ��	
���

��&� �
(�'

�	
� � (�'��	
�
� ��
��&��

�

��&� �
(�'�	
� � (�'��	
�

� ��
��&��
� �6�;"�

����#

	��� �� �

� �

��

�
(�'

�	
� � (�'��	
�
� ��
��&��

'�����
 

(�'�	
� � (�'��	
�

� ��
��&��
'�����


�
�&�

;�



0�J�
$� ��� $�� ')�� �6�;6� ��	�#��

	��� �� �

� �

��
������ ��� �������� 
����� ��� ������������ �6�;E�

�
$� �
�	�$�J�#�� �� )��
��$�$��

����� ��� �� � � �

��

� �

��
'������

�� ��
� �&�� � �����
��
��&��

�&� �6�;C�

'#��	� 
D� ���#�
��	� � �
��!	�@D� ���#� &�$� ��	 	����J�$� ��# #���	�� $�(���$�$��� %�

����� &�$�B�� ��	�(��	 )�� �� &	�&�!�$�	�� �D� ����$�� �� #�
�� $� �#� ��
���
��� � &�	��	 $�

�	�
���	#�$� $� 0��	��	 ��
��	��� $�� ��
@A��

����� &� �
��
��&�� � �����

��
�&�
�

� �D�

����� ��� �� � �

��

��	
�
�
	 �
�

��	�
�
�
	 ��� ���

�� ��

�
�
	 �
� � �6�;N�

�� ')�� �6�;E� � �6�;N� $���	#�
�#� ��	#��#�
��� � &�	(� $� $�	���	 �# �#� �#���	� 
�#?����

�# $��� $�#�
�A��� 
� �&	�5�#�@D� $� �#� M
��� ��
���
�� ��?������ �� ��
$�� 
� ���� $� �
��B

	�#�
�� ��	��� U �#&�	��
�� 	�������	 � !�
�	���$�$� $���� 	������$�T � &	����#� $� %�	������

F ��	#��#�
�� 	������$� &�	� )���)��	 $���	����@D� $� ��5�� �?����� 	�&	���
��$�� &�	 ������

%� &�
�� $� ����� &	?����� F � �	���#�
�� $�$� L ��&�	�<��� )�� $���	#�
� � $���	����@D� $��

$�	�@A�� �?�����

��
��$�	�#�� �!�	� � &	����#� !�	�� 
� �����@D� $� �

�����
�� ���
�� +���� ����� �

�
�	!�� ��?����� ������ &�	 �
�$�$� $� ��#&	�#�
�� �� ��
!� $� #� &�$� ��	 ���	��� 
� ��	#�

!�	��

� �

� �

��
��

� 	
�

�	
�
��

�

�
���

�	

��
�� 
 �

�	

��
���



�

�
"�

� �

��
�	��������������


�

�
"�

� �

��
�	�����������

���� �6�;��

;�



�
$�

	���� � 	

�
����

�

�
�6�;��

�D� �� ����	�� $� �)���<�	�� $� I
!��� $� ���� 
� ��&�	�<���� ��F# $����� �# �6�;��� "� � "�

	���	�#B��� 	��&������#�
��� L� �
�	!��� $� �
��	�#�
�� $� ��&�	�<��� �
��	��	 � ��&�	��	� ��#

&�	$� $� !�
�	���$�$�� &�$�#�� ��
��$�	�	� $�	���
��� ��&�	�<���� �$K
������ ���� F� "� �"� �

" � +�#� �����@D� $� �
��	�#�
�� �	��� � &�	(� $� $�	���	 &�$� ��	 �������$� 	������
$�B�� �

')��@D� $� 7�&���� �6���� #�� �!�	� ���
$� �� ��!��
��� ��
$�@A�� $� ��
��	
�G;�H

��
	
�	��� ��

��




��	
�


 	���������� � 
� �6�6��

� ����@D� !�	�� &�	� � ���� $� �
��	�#�
�� �	��� &�$� ��	 &���� 
� ��	#�

	� ��� �� �

� �

��

�
����� ��� ��	����� 
����� ��� ��	�����

�
���� �6�6��

#��� �!�	�� �# ����� $�� ��
$�@A�� $� ��
��	
� �6�6��� �� I
!���� 	���� ��	D� $���	#�
�$��

&�	

	���� � ������ �
� �

��

	
	���

��
������ ��� ��

��

 	����

������ ��� ��
��




��	
�

���� �6�6;�

%���� ��	#�� � &	����#� #���� ��		��&�
$�
�� �� ���� $� �
��	�#�
�� �	��� (�� ��	#��#�
��

	������$�� +���B��� �
�	���
��� )�� �!�	� � &	����#� &���� &��� ����@D� $� �# �����#� $� $���

�)��@A�� �
��!	��� $� 0	�$���# G��H� $� ��!�
$� ��&F���� 	�&	���
��$� &���� �)��@A�� �6�6;��

�� �)��@A�� ��F �)�� ����������$�� ��	#�# � X�	��
��Y #���#?���� 
�����?	�� &�	� � �	���B

#�
�� $� &	����#� ��?����� �# �#���	�� 
�#?����� �
$� � &�	(� $� $�	���	 ���? $�(
�$� 
�

&��
�� U ���	� )�� � ��� $� �&	�5�#�@D� $� �#� M
��� ��
���
�� ��?����� ��#&��(�� ��
��$�B

	����#�
�� � &	����#�� +� ��	$�$�� ���� �&	�5�#�@D� F ����
���� &�	� � ����
@D� $� ')��@D�

$� 7�&����� / ��	#����#� ��F �)�� �&	���
��$� &�$� ��
$� ��	 !�
�	���J�$� $� #�$� � ��
B

��$�	�	 � ������ $� �# ��#&� �5��	
� ���	� � �	��
��@D� #�������	 �� � ������ $� �#� �
�	!��

$� �
��	�#�
�� )�� $�&�
$� $� &���@D�G�"� �EH� ��
��$�	�$�� �� �&	�5�#�@A�� )�� (J�#��� �

#�$��� �&	���
��$� F � #��� ��#&���� � !�	�� &�	� � $���	#�
�@D� ����� $�� &�	(� $� $�	���	

6�



�# �#� �#���	� 
� &	���
@� $� $����	@A�� $� ��&� 	�������
��

,�#�� �!�	� #���	�	 ��#� F &���<��� ��	�
��	 � &	����#� $�� �)��@A�� �
��!	��� ���&��$��

�6�6;� $� #�$� � 	�$�J�	 � $�(���$�$� 
� ����
@D� $� �#� ����@D� !�	�� $� &	����#�� '#

�6�6;� ��#&�	���# �� ��!��
��� )��
��$�$��

�
���
��

�

� �

�

� � �

���
���������

���� ���
��

� � ���� �����
���
��

�

� �

�

� � �

���
������

���� ���
��

� � ���� ���� �6�66��
���
��

�

�� �

�

�
�

���
������

���� ���
��

� � ����� �����
���
��

�

�� �

�

�
�

���
���������

���� ���
��

� � ����� ���� �6�6"�

%���� #�$�� �� ')�� �6�6;� &�$�# ��	 ���	���� 
� ��	#�

	���� � ������ �
� �

��
�	���

������ ��� 
 	���
�� ����� ��������

	���� � ����� 
 �

� �

��
��	��������� ���� 	��������� �������� �6�6E�

0�J�
$� ��� $� ���	�#� $� ��
����@D�G��H &�$�#�� 	����	���	 � �����#� ���#� 
� ��	#�=


	��)� � 
���)�� ����
	��)� 
��)�� ����
	��)� 
��)��


	��)� � 
���)�� ����
	��)� 
��)�� �
�
��
	��)� 
��)�� �6�6C�

�
$� �� )��
��$�$�� 
	��)�� 
���)�� 
��)�� 
	��)� � 
��)�� �D� �� �	�
���	#�$�� $� 0��	��	 $��

)��
��$�$�� 	����������� ���� ����	����� � ���� ���� 	��&������#�
��� 0���#�� ����# ��#

�# �����#� $� �)��@A�� )�� &�$� ��	 �����#�
�� 	������$� &�	� ��	
���	

6�




	��)� �

���)��� 
 � 
��)������ 
���)����� 
��)�

� 
 �
�
����
 ����� 
��)�� � 
��)���

�6�6N�


	��)� �
���)��� 
 �

�
�� 
��)��� 
���)�� 
��)�

�
��

� 
 �
�
����
 ����� 
��)�� � 
��)���

� �6�6��

�!�	� F� �
�D�� &���<��� �
��	��	 � &	����#� &�	� �� ����	 �#� ����@D� !�	��� &��� �� �)��@A��

��	�# $�����&��$��T ��&���(��#�
��� $���#�� �������	

	���� �
��
��

� �

��

	��)�'����)� �6�6��

��J�
$� ��� $�� ')�� �6�6N�� U ���	� )�� �#� ��	��� $���� 
���	�J� 
D� F� $� #�$� !�	���

��#&���� ��
��$�� F &�	�����#�
�� &���<��� ����������	�#B�� 	������$�� !�	��� � &�	��	 $� �
?����

$�� &�
��� ��
!���	�� $�� �
��!	�
$�� �# �6�6��� '# ���	�� &����	��� �#� �
?���� #���#?����

#��� 	�!�	��� � ��#&���� &�$� ��	 $���
�����$�� $� #�$� � &�	#���	 ��
����A�� �� #��� !�	���

&���<���� &�	� �#� ������ $� &	����#�� 	�����
���� +� &	>5�#� ��&<���� �&����	�#�� � ��	#�B

���#� ����������$� ��F �)�� &�	� � �	���#�
�� $� ��!�#�� �����@A�� $� &�	������	 �
��	�����

6;



����
��� 1

(����(#0'�2 �"�'�.*��'�

�� / 34�'(�

+���� ��&<���� ��J�#�� ��!�#�� �&����@A�� $� ��	#����#� �&	���
��$� 
� ��&<���� �
��	��	�

��
��$�	�
$� �#���	�� ��O�� ��&�	�<���� �&	���
��# �
�#�!�
��$�$��� �
�����#��� ��#�F#�

��#� �� ��#&�	�� � �
�	!�� ��?����� �# ��$� �����@D� �&	���
��$� � 	������#�� �5���#�
�� �

&	����#� $� �#� $���	����@D� &�	�>$��� $�� ��5�� �?���� 
� ��&�	�<����

19� 'D�����	2 ����
�	 
�  ����
�=E�

19�9� !���=E� ����� �:��B����
�

��
��$�	�#�� �
�����#�
�� �#� �#���	� ��#�B�
(
��� �# �����@D� $� �
��	�#�
�� ��	��� 
�

)��� � $���	����@D� $�� $�	�@A�� �?���� F $�$� &�	

���� �

��� ��� � $ 
�

��� � * 
�
�"���

7�#�	�
$� )�� � ����@D� &�	� � �#���	� ��#�B�
(
���� $�$� &��� �)��@D� �6����� F=

66



Z

X

nemático

φ1 2φ

0�!�	� "B�= �#���	� ��#�B�
(
��� ��# � ��&�	�<��� �	���$� ��# �� I
!���� �� &�	� � $ 
 � ��
&�	� � * 
�

	��� �� �
�

�

� �

��
�

�� 
 ��� ������������� �"�;�

��#��

	��� �� �
�

�
�

� �

��
��

�

�� 
 ��� ������
� 

� �

�
��

�

�� 
 ��� ������
��� �"�6�

�� ��O�

	��� �� �
��� 
���

�



��� ����

�
�	���


��
�

�
� �"�"�

� $�
��$�$� $� �
�	!�� ��?������ &�	 �
�$�$� $� ��#&	�#�
�� 
� $�	�@D� #� $�$� &���

�)��@D� �6�"�� (��

� �
�

�
�

��� ����
�

��
�

�� 
 ��
� �"�E�

/ !	?(�� � ��!��	 F �#� �����	�@D� $���� $�
��$�$� $� �
�	!�� ������ &�	� �� ����	�� $�

6"



�� �
�
� � �� �

�
� � 
�#� 	�!�D� ��#&	��
$�$� �
�	� ��
 $ ��� $ �
 � 
 $ ��� $ �
�

*�$�#�� 
���	 )�� &�	� � � 
 � � � 
 ���� �
�	!�� $���	!�� &�	)�� 
���� &�
�� �? �#�

$�����
�@D�� � �	��
��@D� #�������	 
� �#���	� 
D� F �
���	#�� +���#�� � ��	!�#�
�� $� �#�

&�	�$� $� �	��
��@D� $���$�
$� $��� 	�!�A�� $� �#���	� ��# �	��
��@A�� $����
����

'��� �5�#&�� ��#&��� F $� !	�
$� �����$�$� &�	� �
�	�$�J�	#�� � ��
����� $� $�	�@D� �?���

�
���	#� �)������
��� '��� $�(
�@D�� 
� &	���
�� ����� 
�� $?

���

��	��� �� �

�

�
��� 
��� � ��� �"�C�

'��� $�	�@D�� ��#� ��&�	�$�� F �)���� )�� ��	�� �#� �#���	� �
���	#�#�
�� ���
��$� )�� �����

�)������
�� � �#� $�$� �#���	� ��O� �	��
��@D� 
D� F �
���	#��

19�9& ����
�	 
� �����
�=E� �� ���	
��	 
� �	��		��� �

��
��$�	�#��� �!�	�� �#� �#���	� �
(
��� 
� $�	�@D� � � $� ��&����	� � 
� $�	�@D� ��

�$#���#�� )�� �� ��&�	�<���� )�� ��#���# � �#���	�� �������J�$�� �# � � ����� ��
��# ��$�

�	���$�� $� #�$� ��� )�� � $���	����@D� $� $�	�@A�� �?���� ��O� $�$� &�	

6E



����� �

��� ��� � $ 


��� � * 

� ����� �

��� ��� � $ 


��� � * 
�
�"�N�

Z

X

d/2

-d/2

nemáticoφ

φ

φ

φ

1 2

3 4

0�!�	� "B;= �#���	� $� ��&����	� � ��# �� ��&�	�<���� �	���$�� ��# �� ��!��
��� I
!����= �#
� � ���� �� &�	� � $ 
 � �� &�	� � * 
 � �# � � ����� �� &�	� � $ 
 � �� &�	� � * 
�

� ����@D� !�	�� ����������$� 
� ��&<���� �
��	��	 ��# � ��	#�

	��� �� �

� �

��
������ ��� �������� 
����� ��� ������������� �"���

*�	��
��� ���
$� �� ��
$�@A�� �"�N�� ��#��

	��� �� � ��

� �

��
����� ��� ����� 
��

� �

�
����� ��� ����� 


��

� �

��
����� ��� ����� 
��

� �

�
����� ��� ������

)�� 	������ �#

6C



	��� �� �
��� 
���

�
+� 


��� ����

�
+� 


��� 
���

�
+� 


��� ����

�
+�� �"���

�
$�

+� � �	���
����

+� � �	���

�
� ����

���
��

��
�

+� � �	���

�
�

�

�
�

+� � �	���

	
�

�
����

���
��

�

�

��#

� �
��	��
�	 � 
 ��
��
�	 �
��	��
�	 �� ��
��
�	 �

� �"����

� $�
��$�$� $� �
�	!�� ��?����� F �������$� &�	 #��� $� ')� �6�"� � 	������ �#

� �
�

���
���

��
��� ��	���	 � ��	��
	 � 
� ��
���
	 �

���	���
	 � 
 ��	�����	 �

���

��

� 

���� ��
��
	 � ��
�

��
	 � 
� ��
�����	 ��

��	���
	 � 
 ��	�����	 �

���
� �"����

�
$�=

� � �� ��� ��� 
���

� � ��� 
�� ��� 
���

� � �� 
�� 
�� 
���

/ !	?(�� � ��!��	 F �#� �����	�@D� $���� $�
��$�$� $� �
�	!�� ��?����� &�	� �� ����	��

�� � �� � �
� � � �� � �� � �

� � ��# � � � #�$�$�� �# �
�$�$�� $� ��&����	� $� �#���	� ��

6N



+���#�
�� ��#�� �# &�
�� $� $�����
�@D� 
� 	�!�D� �# )�� � � 
 � � � 
� � $�
��$�$� $�

�
�	!�� F &	�
��&��#�
�� ������J�$� �# ��	
� $� � � 
� �&	���
��
$� $��� &�
��� $���	!�
���

&�	� � � �����

0�!�	� "B6= %�
��$�$� $� �
�	!�� ��?����� &�	� �#���	� $� ��&����	� � �# �
��	�#�
��
��	���+���#�
�� �? �#� $���	!K
��� 
� &�
�� ��������

19& !�	
�����=E� ����;
��� 
� ��D�	 �����	

,�#�� $���	#�
�	 � �	��
��@D� #�������	 �# �#� �#���	� 
�#?���� $� ��&����	� � ���#

�� ��&�	�<���� ������J�$�� �# � � 
 � � � �� &�	 ��#�$�$�$�� ��O�� ��&�	�<���� ��
��# ��$�

�	���$�� $� #�$� ��� )�� �&	���
��# �#� $���	����@D� &�	�>$��� &�	� �� ��5�� �?����� ��
��	#�

� 0�!� �"�E��

��	�#��� &�	��
��� �# � � 


�	��� �

��� ��� 
 $ � $ ,�

��� , $ � $ -�

� �# � � �

6�



Z

X

nemático

φ

φ

φ

φ

1 2

3 4

0

d

a

E

Λ

0�!�	� "B"= %���	����@D� &�	�>$��� $� ��5�� �?���� 
�#� �#���	� $� ��&����	� ��

����� �

��� ��� 
 $ � $ ,�

��� , $ � $ -�

�
$� - F � &�	<�$� $� $���	����@D�� ��F# $����� ����� � �	��� 	���	�#B�� L� $���	����@A�� $��

��5�� �?���� 
�� $��� ��&�	�<���� ������J�$��� 	��&������#�
��� �# � � 
 � � � ��

�� ��#&�
�
��� $� $�	���	 
���� !��#��	�� �D�

�� � ��
	��� ��� �� � 
� �
 � ��		��� ��� �"��;�

%���� #�$�� 
���#�
��� � �
�	!�� ����� &�	 �
�$�$� $� ��#&	�#�
�� �� ��
!� $� #� 	������� �

�# &�	<�$� -� &�$� ��	 ���	��� 
� ��	#�

�� � �� 
 �� �

� �

��

� �

�

�

�
�
�
��	
��
����



�

�
"

� �

�
�	��� 
��������

� ��

�

�
"

� �

�
�	��� ����	����

� ��� �"��6�

6�



�
$� ��
��$�	�#�� � �����@D� $� �
��	�#�
�� �	��� � �$#���#�� � ���� $� �� ��&�	�<���� ��	�#

�$K
����� 
� )�� �� 	���	� L �
�	!�� $� �
��	�#�
���

/ &	����#� ��	�����
�� F ��#&	� �)���� $������$� 
� ��&<����   � �!�	�� &�	F#� $���#��

&	���	�	 ����@A�� &�	�>$���� &�	� � ')��@D� $� 7�&����

��	��� ��

���


��	��� ��

���
� 
�

�������J�
$� L� ��!��
��� ��
$�@A�� $� ��
��	
�=

 B �
��	�#�
�� ��	��=

	��� 
� � ����� � 	��� �� � �	���� �"��"�

  B �
��	�#�
�� �	���=

��
�
�	

��

�

��


 	��� 
� � �����

�

�
�	

��

�

�	


 	��� �� � �	���� �"��E�

�#� ����@D� &�$� ��	 ���	��� 
� ��	#�

	��� �� � '��� �� ��	� &� 
���
�&�� � �"��C�

*�	� )�� � ����@D� ��O� &�	�>$���� F 
�����?	�� )��=

	��
 -� �� � 	��� ��� �"��N�

�� &�	��
���

'��� � � � &� �
���

-
� &�	� � � 
�������������� � �"����

� ����@D� )�� �������J �� ��
$�@A�� $� ��
��	
� �# ��
��$�	�@D� ��# � ��	#�

"�



	��� �� �

��
����

'���� ��� ��	��&��� 
����
��&���� � �"����

+� ���� $� �
��	�#�
�� ��	�� $���#�� �&����	 �� ��
$�@A�� $� ��
��	
� � �� ��#��

	��� 
� � ����� �

��
����

��'
���� �"�;��

�

	��� �� � �	��� �

��
����

��� ��	��&��� 
����
��&����'����� �"�;��

����
$� )��

� �

�
'����������� � -
��� �"�;;�

&�$�#�� ���	 �� �	�
���	#�$�� $� 0��	��	 $� ����� � �	���� $�
�#�
�
$�B��� 	��&������#�
���

$� (���� � (	���� &�	� ���	���	

(���� �
�

-

� �

�
�����'

������� � �� �"�;6�

�

(	��� �
�

-

� �

�
�	���'

������� � �� ��	��&��� 
����
��&���� �"�;"�

-������
$� � �����#� $� $��� �)��@A�� ���#�� �
��
�	�#��

�� � (���� � �� �
(	���� (���� ��	��&���

��
��&���
� �"�;E�

�
��� $� &	����!��	� &�$�#�� ��	�(��	 �� ��#���� � � 
 � � � �� ��# ������� ����#��

	��� 
� �
��

����
'����(���� �"�;C�

�

"�



	��� �� �

��
����

'����(	���� �"�;N�

� )�� $�#�
��	� )�� ���� ����@D� �������J �� ��
$�@A�� $� ��
��	
� � ��

*�	� � �����@D� $� �
��	�#�
�� �	���� 
>� �$#���#�� )�� � ����@D� ��
�� � #��#� ��	#� )��


� ���� $� �
��	�#�
�� ��	��� &�	F# ��# �� ���(���
��� �� � �� #�$�(��$��� 	��&������#�
���

&�	� 
�� � 
��� ���� F�

	��� �� �
��

����
'����

� 
�� ��	��&��� 
 
����
��&���
�

�"�;��

� �	�
���	#�@D� $� �� &�	� 
�� � �� &�	� 
��� )�� !�	�
�� � ����@D� &�	� � ���� $�

�
��	�#�
�� �	��� F $� ��!��
�� ��	#�=


�� �
�� 
 �&���
�� ��&��

� 
�� �
�� 
 �&���
�� ��&��

� �"�;��

,��� � &�
� �����
��	 � !�
�	���$�$� $�� 	������$�� )�� ������#�� ��F �)��� / &	����#� $�

%�	������ ��
��	�#�
�� ��	��� � � &	����#� #���� ��
��	�#�
�� �	���� ��� 	������$� $� #�
��	�

�5��� &�	� )���)��	 $���	����@D� &�	�>$��� $� ��5�� �?���� 
� �#���	�� � M
��� �5�!K
��� F

� �5���K
��� $�� �	�
���	#�$�� $� 0��	��	 )�� $�(
�# (���� � (	���� 8? �#� �#&�� ������

$� &	����#�� �<����� 	�����
��� &�	� �� )���� ���� �5�!K
��� &�$� ��	 ���������� ��# #���	��

&	����#���

-���	
�#�� �!�	� � ���� ��&��<(�� $� �F���� #���	�$� 
� 0�! �"�E�� 
� �����@D� $� �
��	�B

#�
�� ��	��� +�)���� ����� ��#��

(���� �
�

-

	� �

�
��'

��������� 

� �

�
��'

���������



�
��� �����'

����� � ��

����
�"�6��

�

";



(	��� �
�

-

	� �

�
��'

��������� 

� �

�
��'

���������



�
��� �����'

����� � ��

����
� �"�6��

����#� � ����@D� !�	�� �$)��	� � ��	#�

	��� �� �
��
���

'����
(���� ��	��&��� 
 �"�6;�

�(	���� (���� ��	��&���� ��
��&���
��
��&���

��

*�	� � � 	
� � ���� F� � &�	(� $� $�	���	 
� ��
�	� $� �#���	�� ��#��=

	���
�

�
� �

��
���

'����
(���� 
 (	���

� ��	��&�
	
��

� �"�66�

*�	� � ���� $� �
��	�#�
�� ��	��� � �
�	!�� ��?����� &�	 �
�$�$� $� ��#&	�#�
�� 
� $�	�@D�

# � 
� &�	��$� -� F �������$� &�	 #��� $� �5&	���D� O? �&	���
��$�� ���� F�

� �
�

�
�

� �

�
��

� 	

�
��

��
�	��� ��

��

��



�
�	��� ��

��

���
� �"�6"�

'#��	� 
D���O� #���� ��#&���� � �?����� 
D� �&	���
�� #���	�� $�(���$�$��� '�����
$� �

�
��!	�@D� �# �� ����#��

� �
�

�
�-

��
����

� 	

�
�&����� ��	��&��� 
�� ��
��&����

���� ��	��&���� 
�����
��&����� 


&�������
��&��� 
�� ��	��&����

������
��&���� 
��� ��	��&���������

�
$� ����#�� $� ���	 � ���� $�

"6



� �

�
'����������� � -
���� �"�6E�

'�����
$� �� �?������ 	����
���� � �
�	!�� ��?����� ������ &�	 �
�$�$� $� ��#&	�#�
��� &�$�B��

���	���	 
� ��	#�

� �
�

�-

��
����

�

&�

�
������

�
.���
���&����
���
���&���

��
� �"�6C�

�
$�

.� � ������ 
������ � 
� � ������ 
 ������� �"�6N�

+� �����@D� $� �
��	�#�
�� �	��� �$#���#�� )�� � ����@D� ��O� ��#����
�� L $� �
��	�B

#�
�� ��	�� ��J�
$� � ���������@D� $� �� &�	 
�� � �� &�	 
�� ��#� $�$� �# �"�6;�� *�$�#��

��	�(��	 )�� ���� ���������@D� F ����$� &��� 
� ���� $� �
��	�#�
�� ��	�� �� 
 �� ��
��)Q�
B

��#�
�� 
�� � �� � 
�� � ��� ����#� � �
�	!�� ��?����� ����#� � ��	#�=

� � 
� 

�

�
"

� �

�
�	��� 
��������

���

�

�
"

� �

�
�	��� ����	����

���� �"�6��

�
$� 
� �� 	���	� L �
�	!�� ��?����� &�	� �����@D� $� �
��	�#�
�� ��	��� �������$� ���#�� #��

��# �� � �� ��������<$��� 	��&������#�
��� &�	 
�� � 
�� ���O� � ')� �"�6;��� *�	 ���	� ��$��

�� ��
$�@A�� $� ��
��	
� �D� ���� )��

	��� 
� � ����� 
 �

�
�	

��

�

��

� 	��� �� � �	���� �
�
�	

��

�

�	

� �"�6��

'# ����� $� ����@D� !�	�� ����$�� ��#��

	��� 
� � ����� 
 �
��

����

��'����&��

	��� �� � �	���� �
��

����
&�� 
����
��&��� 
 
�� ��	��&����'�����

� � �
�	!�� ��?����� ����� (�� ��# � ��	#�

""



� � 
� 

�

�
" ��-

��
����

&������� �"�"��

�
$�

���� �
��� 
������ �� 
 ��	���&���� 


��� 
������ ��
���&��� 


� 
��� 
�� 
 
�� 
������
��&��� ��	��&����

��# �� �)��@A�� ���#� �� ��#&���� � ����@D� ��	#�� $� &	����#� $� $���	#�
�	 � &�	(� $�

�)���<�	�� $� $�	���	 �# �#� �#���	� 
�#?���� ��O�� ��&�	�<���� �D� ��	����	�J�$�� &�	 �#�

$���	����@D� &�	�>$��� $�� ��5�� �?����� ��O� 
� �����@D� $� �
��	�#�
�� ��	��� ��O� 
�#� �����@D�

$� �
��	�#�
�� �	���� )�� ��	����J�� �# !�	��� �# &	����#� #���#?���� #���� #��� $��<��� $�

	������	�

��#� M���#� �&����@D� $���� ��&<����� � ��# � ��O����� $� ��
����	 �� 	������$�� �)�� ����B

$�� ��# �# &	����#� $� !	�
$� �#&�	�I
��� 
� ����	���	� $�� �	������ �<)��$��� ��
��$�	�	�#��

� &	����#� $� �# #��� ��#�B�
(
��� ��# �#� $���	����@D� &�	�>$��� $�� ��5�� �?����� �	���B��

$� &	����#� $� 
�		�#�
G;�H �
$� �� ����#� )��

����� � � ��
 /�� �"�"��

�
$� / � ���-� � ����@D� &�	� ���� &	����#� &�$� ��	 ����$� $� ���� !�	�� �
��	��	 ��
B

��$�	�
$� � ��#��� $� �#� �#���	� $� !	�
$� ��&����	�� ���� F� ��J�
$� � ��#��� � � � 
�

�5&	���D� �"�6;�� +���� ����� $���#�� ��	

	��� �� �
��

����
'����(����'

�����
� �"�";�

&��� �$#���	�#�� )�� � ����@D� ��O� ��#���$� )��
$� � � �� %� �!��� #�
��	�� � �?����� $�

(����� $�$� &�	 �"�6��� ��	
���

"E



(���� �
�

��
'�����

�
'���� � �

�� ��
�

� � ��
�
� �� � � ���

� 
� �� � �� ��� �"�"6�

���
$� � 	������$� �"�""� �# �"�";� ��	�(��B��� �����#�
��� )��

	��� �� � � 	��

�
��

-
�

�
'���
� 
� �"�""�

)�� F� O����#�
��� � ����@D� �
��
�	�$� &�	 
�		�#�
G;�H� U ���	� )�� �#� ��� ����@D� &�$�

��	 ����$� &�	 #F��$�� #��� ��#&��� $� )�� � #F��$� �)�� �#&	�!�$�� ��
��$�� &��� ���

�#&�	�I
���� 
>� � ����#�� ����
$� ��#� �# ���� &�	������	� �� �!�	� �������	#�� � �
�	!��

����� &�	 �
�$�$� $� ?	��� ����	�#��

�� �

� �

�
��#��# �

�

�
���/�� �"�"E�

'��� �
�	!�� ���? ������J�$� ���	� �#� ��#�$� ��&�	(���� ��O� ��&����	� F ��/���� / 	�B

�����$� ���#� F ����$� ��
��$�	�
$�B�� )�� 	��� �� ��
$� � J�	� ��
!� $� ��&�	�<���� ���

&�	F#� ��
��$�	�	#�� )�� � !	�
$�� $���I
���� � $�	���	 �$)��	� �#� �	��
��@D� (5�� ��� )��

�� � �	��	�� 
� ��		��� &�	� ����	�� �	���	?	��� $� 	�� � �
�	!�� �"�"E� &�$� ��	 	����	��� ��#�

�� �
�

�
���/� 	��� 	�� �"�"C�

��� �!�	�� ��
��$�	�	#�� � �
�	!�� �"�"C� ��#� �#� �
�	!�� $� ��&�	�<��� 
� ��	#� �� �

���" � 	��� 	� F &���<��� �
�	�$�J�	 �# [��#&	�#�
�� $� �5�	�&���@D�\ G;CH� )�� &�$� ��	 ���	���

��#�

�� �
�

" � �
�

��/�
�

-�

�����
� �"�"N�

)�� &�$� ��	 ����#�$� ��#� ��
$� $� �	$�# $� �01 &�	� �# 
�#?���� �<&���� '��� �
?����

��#&��(��$� #���	� )�� � ������ $� �#� ���	���	� &�	�>$��� 
� ��&�	�<��� B 
� �����@D� $� �
��B

	�#�
�� ��	�� B &�$� ��		��&�
$�	� &�	� ������� &	?������ � �#� �����@D� $� �
��	�#�
�� �	����

"C



�� ��# ����� &�$�#�� �
�	�$�J�	 �# [��#&	�#�
�� $� �5�	�&���@D�\ ��O� ����	 F $�����?���

�5&�	�#�
���#�
���

"N



����
��� %

� /� ��(/'�� !��5/�� 

!( �"�'�.*��' � 6 ( (#$ 

!' . �#(� '���' !'.'�� �

��
��$�	�#�� �# 	��� $� 
�#?���� $� ��&����	� �� ��# �� ��&�	�<���� )�� ��
�K# � �#���	�

�	���$�� ��# )���	� I
!���� $���	�
��� ��#� �� #���	�$�� 
� �����@D� �"���;�� *�	F#� �!�	��

��#�� ��
��$�	�	 )�� � ��&�	�@D� $�� ��!#�
��� �	���$�� 
D� ���		� 
� #��#� &��
� ��	������

�� ��O�� � ��
�� $� $�����
�@D� 
� ��&�	�<��� �
��	��	 ���? $�����$� $� �#� $���I
��� ��	�J�
���

� ��# 	���@D� L ��
�� $� $�����
�@D� 
� ��&�	�<��� ��&�	��	� ��#� #���	� � (!�	� �E���=

�������	�#�� ��#�F# � �
�	!�� ��?����� &�	� �#� ��
(!��@D� 
�	#�� �� � 
� � &�	� �#�

��
(!�	�@D� $����	��$� �� �� 
�� ����	�	�#�� )�� F &���<��� $�(
�	 �#� ��	@� �
�	� �� $������

$�� ��&�	�<���� )��� $�&�
$�
$� $�� ��
$�@A�� $� ��
��	
�� &�$� ��	 ��	����� �� 	�&������� '���

&	����#� ��� ��
��$�	�$� 
� 	���	K
���G�CH 
� ��&>���� $� �
��	�#�
�� ��	��� +>� � 	���#�#��

�)��� ����
$�
$� � �
?���� &�	� � ���� $� �
��	�#�
�� �	���� �� �)��@A�� ��
$�#�
���� O?

��	�# �&	���
��$�� 
�� ��&<����� �
��	��	��� $� #�$� )�� 
�� 	���	�
!�	�#�� L �&	���
��@D�

$�� 	������$�� &	�
��&���� +���� �&	���
��@D�� &�	� � ���� $� �
��	�#�
�� ��	��� ��!�� $� &�	��

� �	���#�
�� �&	���
��$� �#G�CH�

"�



Z

X

d/2

-d/2

nemáticoφ

φ

φ

φ

1 2

3 4

0

Λ

0�!�	� EB�= �#���	� $� ��&����	� � ��# �� ��&�	�<���� �	���$�� ��# $�����!�# ��

+� �����@D� $� �
��	�#�
�� ��	�� &�$�#�� ���	���	 ���� I
!���� ��#�=

����� �

��� ��� � $ 


��� � * 

����� �

��� ��� � $ �

��� � * �
�E���

��#��� �
�����#�
��� )���	� ��&�	�<���� ��	����	�J�$�� &�	 )���	� $���	�
��� $�	�@A�� �?�����

/ &�	(� $� $�	���	 &�$� ��	 �������$� &��� �)��@D� �"���� ���� F�

	��� �� � ��

� �

��
����

� � �� ����� 
��

� �

�
����

� � �� �����


��

� �

��
����� � �� ����� 
��

� �

�
����� � �� ������

%�&��� $� 	����J�	 �� �
��!	�@A�� �
$���$��� ����#��

	��� �� �
��� 
���

�
+� 


��� ����

�
+� 


��� 
���

�
+� 


��� ����

�
+�� �E�;�

�
$� �� )��
��$�$�� +�� � � �� ���� � �D� $�(
�$�� $� ��!��
�� ��	#� ���	 � ���� �"����

"�



+� � ������������ �E�6�

+� � ������
�
���� �����

��

��
�
�

�E�"�

+� � ������

	
�

����



�E�E�

+� � ������

	
�������� �����

���� ��
��

�



�E�C�

��#

���� �
��	��
�	 � 
 ��
��
�	 �
��	��
�	 �� ��
��
�	 �

� �E�N�

%9� ��	�	 �	������	

'5����# �?	��� ��
(!�	�@A�� &���<���� &�	� ���� �����@D�� &�	F# 	���	�
!�	�#�� 
���� �
?����

� �&�
�� $��� ����� ��&������� � ����	=

 � /� I
!���� ��	����	�J�
$� �� $�	�@A�� �?���� �D� �� ��!��
���=

�� � ��� � �� � ��� �E���

� ����@D� !�	�� ��	
�B��

	��� �� �
��� 
���

�



��� ����

�
������

�
�� 
 	����
	 �� �����

��
�	 � 
 ��� 	����
	 �� �����

������
�	 �

��	��
	 ��� 
 ��������	 � �����
������
�	 ��

�
�E���

  � /� I
!���� ��	����	�J�
$� �� ��&�	�<��� �D� �� ��!��
���=

�� � �� � �� � �� �E����

� �5&	���D� &�	� 	��� �� )�� ����#�� 
���� ���� F

E�



	��� �� �
��� 
���

�

���� ����

�
������

�
�� 
 	����
	 �� �����

��
�	 �� ��� 	����
	 �� �����

������
�	 �

��	��
	 ���� ��������	 � �����
������
�	 ��

�
�E����

�� ����@A�� �E��� � �E���� $���	���# &�	�$�� $� �	��
��@D� �
$�J�$�� 
� �#���	� �# ��	��$� $��

�
�#�!�
��$�$�� &	���
��� 
�� ��&�	�<���� )�� � ��#���#G�EH� '# �#��� �� �����@A�� ��#�� �#�

�#���	� $� ��&����	� � ��# $��� $�����
�@A�� ������J�$�� �# � � 
� � � ��� � � � �� � � �����
��
��$�	�#��� �!�	�� 
� �����@D� $� �
��	�#�
�� �	���� �� #��#�� ����� ��&������ �	���$��

�
��	��	#�
�� 
� �����@D� $� �
��	�#�
�� ��	��� +���� �����@D� $���#�� ��
��$�	�	B��#� O?

����#�� B��
$�@A�� $� ��
��	
� $� ��&� #���� ���O� � �����6�;��� '#��	� O? ��
��#�� �&	���
B

��$� �� �)��@A�� ��
$�#�
���� $� #�$��� )�� ����#�� �	���
$�� ��
�F#� �)��� 	��&	���
�?B���

&�	� $��5�	 ���	� � ���K
��� $� &	���$�#�
�� &�	��	������ )�� ���	�#���

�� ��
$�@A�� $� ��
��	
� � ��	�# ����������� �D�

��
	
��

��




��	
�


 	���������� � 
� �E��;�

� ����@D� !�	�� &�$� ��	 ���	��� 
� ��	#� ���O�B�� � ')� �FF� �

	� ��� �� �

� �

��
�����

� � �� ��	����� 
����� � �� ��	���������� �E��6�

���
$� �E��;� ��	�#��

	� � �� � �
� �

��
���
	
	���

��
������ ��� ��

��

 	���

��
������ ��� ��

��




��	
�

� �E��"�

� ����@D� ���#�� ��#� �����
��#�� �
��	��	#�
��� F � ����@D� ��	#�� �5��� $� &	����#�� ��

�)��@A�� �E��"� �D� �� $��� �)��@A�� �
��!	��� )�� O? �
��
�	�#�� � $������#�� ���#�� #F��$��

!�	���G��H� ��
��$�� &�	� �� &	�&>����� $���� �?����� )�� �&	���
��	�#��� F ��(���
�� ��
��$�	�	

�#� ����@D� &�	��	������ �# &	�#��	� �	$�# �# �� '��� ����@D� ��# ��!
�(��$� ��#�
��

)��
$� " F ��(���
��#�
�� !	�
$�� ���� F� )��
$� � ��#&	�#�
�� $� �5�	�&���@D� F &�)��
�

)��
$� ��#&�	�$� L ��&����	� $� �#���	�� +���� ����� �# &	�#��	� �	$�# �# � ��	�#��

E�



	���� � ������ �
� �

��
���
	
����

��
������ ��� ��

��

������

������ ��� ��
��




��	
�

� �E��E�

' &�	� �� ��
$�@A�� $� ��
��	
� �E��;�� �!�	� �&	�&	��$�#�
�� #�$�(��$�� &�	� 	��&����	 �

�	$�# $� �	���#�
�� &�	��	������� ��	�#��

	���� �

��� �� � ����� ��� � $ 


�� � ����� ��� � * 


�

	���� �

��� �� 
 �2��� ��� � $ �

�� 
 �2��� ��� � * ��

�
$�

���� �� �
�

��

	
�
� ����

���
��

�

 � ����

	
���� ��

��




�E��C�

�

2��� �� �
�

��

	
�
� ����

���
��

�

 � ����

	
���� ��

��




� �E��N�

�
$�� &�	� ��#&����	 � 
���@D� (J�#�� � � ��
��������� � � ������ � � � ������

� ����@D� 	� ��� �� �&�	� � ���� $� �
��	�#�
�� �	���� &�$� ��	 ����$�� �&>� �?������ 
D�

#���� ��#&���� 
� ��	#�

	� ��� �� � 	���� �� 
 �	� ��� ��� �E����

�
$�

	� �
�

��
������

�
�

��	
�
�

	

��
���
�

��
�
�
��
	

�
��	�

�
��
	

�� 	��
�
�

	

� 
 �
��
�

�
������

	

�
��	�

�
������

	

�

 	��

�
�

	

�
��

�E����

+� �5&	���D� ���#� 	���� �� F � ����@D� &�	� � ���� $� �
��	�#�
�� ��	�� O? �&	���
��$�� +�

��#��� $� �
��	�#�
�� ��	�� ��� 
�� 	� ��� ��� 	���� ��� ��#� �� ��&�	��

E;



%9& '������ ���	
��� � ���=� ��
�� 
����
�	

� �
�	!�� ��?������ � � $� 
���� �����#� &�$� ��	 �������$� � &�	��	 $�� �5&	���A�� )��

�
�	�$�J�#�� 
� ��&�    ���&���(��#�
��� ')�� �6�"� � �6��� 	��&������#�
�� &�	� �� �����

$� �
��	�#�
�� ��	�� � �	����� %���$� L &	���
@� $� �# $������#�
�� 	������� � �
�	� ��

$�����
�@A�� 
�� ��&�	�<����� � � �# �#��� �� �����@A�� ��	
�B�� ��
@D� $� �� �� �$#���	#��

)�� � ��
(!�	�@D� $� 	���	K
��� F �)���� �# )�� � � 
 �)�� ��		��&�
$� �� ���� �	���$� 
�

�����"����� F &���<��� $�(
�	 �# X�5�����Y $� �
�	!�� ��?����� 	�������#�
�� � ���� ��
(!�	�@D��


� ��	#�

3��� � � ���� � �� � 
�� �E�;��

� &�	��	 $� ��
��$�	�@A�� $�#�
���
���� &�$�#�� $�(
�	 �#� ��	@�� &�	 �
�$�$� $� ��#&	�#�
��

�� ��
!� $� #� �
�	� �� $������� $� ��&�	�<���� ��O� ��#&�
�
�� 
� $�	�@D� � F $�$� &�	

���� � ��3���

��
� �E�;��

%�&�
$�
$� $�� ��
$�@A�� $� ��
��	
�� &�$�B�� #���	�	 )�� � ��	@� &�$� ��	 ��	����� ��

	�&������� *�	 ��#&����$�$�� ��
��$�	�	�#�� �&�
�� � ��!�
$� ���� �	���$� �
��	��	#�
��� 
�

��&>���� $� �
��	�#�
�� �	���� /���#�� � ��!��
�� �5&	���D�

���� � �� ��� ����
�

��

�
�� 
 �

�

�
� �����

��

��
� 
 �

��

� ��	������	 �

�
� �E�;;�

/���	��B�� )��� 
� ���� $� �
��	�#�
�� �	���� ��� 
�� ����#��

���� � �� ��� ����
�

��
�����

��

��
�� �E�;6�

*�	� � ���� �# )�� �� �� ���� � ���

%9&9� '���
� 
� ���=� 	���� � ��B����
� 
� 	���������

E6



�#� �&����@D� �5&�	�#�
��� $�� 	������$�� )�� ������#�� 
���� �	������ &�$�	�� ��	!�	 ��

��
��$�	?���#�� �# �		�
O� ��� )�� �#� $�� ��&�	�<���� B ��&�
��#�� � ��&�	��	 B &�$����

����	 ���	�� �
)��
�� )�� � ��!�
$� ����	�� (5�$�� �� � ��	@� �
�	� �� $������� ��	 ��(���
��B

#�
�� �
��
��� � &��������$�$� $� )�� � ��&�	�<��� �� #��� ��� ��� �@D� �5����� �#� �����@D�

�5&�	�#�
��� $���� ��&� F� �# ����� &���<���� &��� 
D� ����� 
�
��# &	�
�<&�� �<����� �	���B���

&�	F#� $� �# ���
���� �5&�	�#�
�� $� $��<��� 	����J�@D�� +D� �����
�� ����� ��O�@A�� &	?�����

)���� )�� �
�	�
�&�
<����� 
>� �$#���	�#�� � &��������$�$� $� � &	����#� #���#?���� 	�&	�B

��
��	 �#� &���
���� �����@D� �5&�	�#�
���� ��
$� �# #�
�� ����� ����	��@A�� �
�����	�#��

� #���#�
�� $� ��&�	�<��� ��&�	��	� ��� � �@D� $���� ��	@��

�$#���	�#�� )�� � ��&�	�<��� ��&�	��	 F ���	� &�	� #���	B�� � 
� �
���
�� + � 
 �� �
��
�	�

�# 	�&����� $� #�$� ��� )�� � $���I
��� ��	�J�
��� �
�	� �� $������� ��O� � * 
 �0�!� E����

��#� � #��� 
�#?���� F �������� �$#���	�#��� ��#�F# )�� ��� �&	���
�� �#� �������$�$�

������� �G6�H� � ��&�	�<��� &�$� 	����J�	 ������@A�� �#�	����$�� !���	
�$�� &��� �)��@D�

0
���

�+�

 ��4

��

�+

 ���� � 
� �E�;"�

�
$� 0 F � #���� $� ��&�	�<���� &�	 �
�$�$� $� ��#&	�#�
��� 4 F �# 
M#�	� $� �	$�# $�

�
�$�$� G6�H � � � �� $� #�$� )�� ���� 	�&	���
�� � ��	@� $���	#�
�$� �# �E�;;�� � ')� �E�;"�

F �#� �)��@D� $���	�
���� 
D�B��
��	 &�	� � )��� F $��<��� �
��
�	�	 ����@A�� �5����� '
�	���
���

�� ��
��$�	�	#�� ����	�� �<&���� &�	� �� &�	I#��	�� �5&�	�#�
����� ����@A�� 
�#F	���� &�$�#

��	 ����$�� ��# ��# !	�� $� ��
(�����$�$�� 0�� � )�� (J�#��� &�	 #��� $� &	�!	�#� ��B

�8'��� ���

�� ��
��$�	�	#�� �# �	����� �<)��$� ��
��
���
�� ��#� � �

�� &�$�#�� �#&	�!�	G�H=

� � 
� � �#��51� 6� � �  ��
�� �#�� �$#���	�#�� )�� � ��&����	� $� �#���	� F � � �
 01�

� )�� 0 � 
�! 7�51� *�	 (#� ���� � &�
� ��#�	�	 )�� � #?5�#� $���	�
@� �
�	� �� ��5�� �?����

�#&����� &���� ��&�	�<���� $��� ��	 ����

��# ����� &�	I#��	��� � ')� �E�;"� ��� 	������$� &�	� ��!�
� ����	�� 	�&	���
������� $�

��� � �� +� 0�!� �E�;� �5���#�� ����@A�� &�	� ��� � 
� ��� � 
�� � ��� � 
�!� /���	��#��

)�� 
� ���� $� �
��	�#�
�� ��	��� � � 
� � $����#�
�� $� ����@D� F #���� 	?&�$�� � � �����#�

��
$� � ������	 #��� 	�&�$�#�
�� ��# � �	����#�
�� $� �� �&���	 $� ����	#�� 
� ��#���

&�	��	������ � 
� ��	$�$�� �� �?������ ���#� ����# �&�
�� &�	� &�)��
�� ����	�� $� ����

E"



��	�(��B�� )�� � ������ $� �#� �
�	!�� $� �
��	�#�
�� (
��� F � $� &�	#���	 )�� � �����#�

������ #��� 	�&�$�#�
��� / &	����#� �&	���
��B�� ���	���	��#�
�� ��#����
�� �� &	����#� $�

������$�	 �#�	����$� �# ���� $���	��� 	�!�#���

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-0,04

-0,02

0,00

0,02

0,04

0,06

0,08

0,10

0,12

L/d = 0.5

L/d = 0.1

L/d = 0x/
d

t (s)

%��
�� $���� )��$	�� � &�	� ��
����	 � �
?����� &�$�#�� �#�!�
�	 � &��������$�$� $� �#

�5&�	�#�
�� $����
�$� � #�$�	 � �
�	!�� $� �
��	�#�
�� � &�	��	 $� #���#�
�� $� ��&�	�<����

-�������$�� ��$�� �� $�(���$�$�� �5&�	�#�
���� �
�����$��� &�$�#�� �#�!�
�	 �# �5&�	�#�
��

��#� ��!���

+� �
���
�� + � 
 � ��&�	�<��� ��&�	��	 &�	�� $� 	�&����� � �#� $���I
��� ��	�J�
��� $�

$�����!�# � �� 
� ��
����$� � $���	#�
�$� �5&�	�#�
���#�
��� ���
$�
�$� ��� � �@D� $�

��	@� � ��&�	�<��� �� #��� ��#� F &	�$��� &��� ����@D� )�� �&	���
��#�� ���#�� *�	 #��� $�

�# $��&������� �&	�&	��$�� &�$�B�� (�#�	 ��$� � &	������� '# &�	������	� &�$�B�� #�$�	 �

��#&� 
�����?	�� &�	� )�� �� $��� ��
��� $� $�����
�@D� �
�	�# �# ����� %� #��#� ��	#�

��#� �
��
�	�#�� �#� ����@D� 
�#F	��� &�	� � &	����#�� �#� ����@D� &�	��	������ &�$� ��	

�
��
�	�$�� �� #�
�� &�	� �
��	����� $� ��#&� &�)��
��� ��#&��<���� ��# � ��#&� $� �5&�B

	�#�
��� '
��
�	�$� ���� ����@D� &�	��	������� �
��<����� � ��
����$� � ��#&� �
��	��	#�
��

#�
���
�$�� � M
��� &�	I#��	� $����
����$� 
� �����#� ��	�� � ��#&	�#�
�� $� �5�	�&���@D��

%���� #�$�� �$#���
$�B�� )�� �# ��� �5&�	�#�
�� ��O� 	����J?���� �
��
�	�#�� �# #F��$�

�
$�&�
$�
�� &�	� � #�$�$� $� �
�	!�� $� �
��	�#�
�� �# �#� �#���	� 
�#?�����

*�	� (
���J�	� ���� � &�
� �
�����	 ���	� �# ����= � �5&�	�#�
��� �# &	�
�<&�� F &���<����

#�� �
�!����#�
�� #���� $��<���� '# ��$� � ����� � ��	#����#� �&	���
��$�� ��F# $� ��	 M���

EE



�# ���	�� �����@A�� �5&�	�#�
���� #��� ��
����$��� &�$�	�� ��	��	 $� ���� &�	� � �
��	&	���@D�

$� �# 
��� ��
��5�� �5&�	�#�
����  
$�&�
$�
��#�
�� $����� &�	F#� � &	����#� #���#?����

F� �# �� #��#�� �����
�� �
���!�
�� � ��	? ��O��� $� ����	��	�� �
?������

EC



����
��� 7

� ���"�$ 

+���� �	������ ��
��$�	�#�� � &	����#� #���#?���� $� $���	#�
�	 � &�	(� $� $�	���	 �#

�#� �#���	� �<)��$�B�	������
� ��#���$� &�	 ��&�	�<���� �
�#�!K
���� �&	���
��#�� �# #�$���

#���#?���� ��#&����� � ��(���
��#�
�� 	�!�	���� &�	� $���	#�
�	 � ��
(!�	�@D� $� �)���<�	��

&�	� � ���� $� �# �		�
O� �# )�� � $�	���	 &�	#�
��� 
� &��
�� ��#� �	������#�� 
�

�&	�5�#�@D� $� �#� M
��� ��
���
�� ��?������ � &	����#� B ��#&��(��$� B &]$� ��	 �	���$� �#

!	�
$� !�
�	���$�$�� '�� ��
������ �# &	���	�	 ��
@A�� ��	#]
���� &�	� � ����@D� $� �)��@D�

$� 7�&����� �������J�
$� $��� ��&�� ��
$�#�
���� $� ��
$�@A�� $� ��
��	
� 
�� ��&�	�<���� )��

��#���# � �#���	�� U ��# &	��?��� )��� !��	$�$�� �� 	���	�@A�� 
� &	�&���@D� $� &	����#�� �

#�$��� )�� �&	���
��#�� ��O� � #��� !�	�� &���<���� ��	��� �#� #�
@D� &�	������	 � ����@D�

�5��� $� &	����#� $� %�	������ � $� &	����#� #����� &�	� � ���� �# )�� � ��&�	�<��� �
�#�!K
��

F ��	����	�J�$� &�	 �#� $���	����@D� &�	�>$��� $�� ��5�� �?�����

� &	���
@� $� ��&�	�<���� �
�#�!K
��� F � 	��&�
�?��� &��� ��	!�#�
�� $� $������� 
� #���


�#?����� 
� ��
��5�� $� &	����#� )�� ����#�� ��
��$�	�
$�� ^ &	���
@� $����� $�������� &�	

��� ��J� �� &�$� �������	 �#� ��	@�� '��� ��	@� �
�	� $������� ��� �������$� $� #�
��	� �5���

&�	� � ���� $� �
��	�#�
�� ��	�� � $� #�$� &�	��	������ &�	� � ���� $� �
��	�#�
�� �	����

�$#���
$� )�� �#� $�� ��&�	�<���� $� �#� �#���	� �� &���� #���	 ��� � �@D� $���� ��	@��

$�#�� �
<��� � �#� �
�����!�@D� $� ��#&�	��#�
�� $�
I#��� $���� ��&�	�<���� ����	�#�� )��

���� ��#&�	��#�
�� F !���	
�$� &�	 �#� �)��@D� $���	�
���� ��
��	 &�	� � )���� �&�	�
��#�
���

EN



F #���� $��<��� �
��
�	�	 ����@A�� �5����� ��
��$�� � &	����#� &�$� ��	 ��	�
��$� &�	 #F��$��


�#F	����� � 
>� � (J�#�� &�	� ����	�� ��!
�(������� $�� &�	I#��	�� �
�����$�� �)�� ��	��B

��	�J�# � #��� 
�#?������ ��#�F# ��
O����	�#�� ���	�� $� &��������$�$� $� � ��	#����#�

�&	���
��$� B �?����� $� ��	@� � ��#&�	��#�
�� $�
I#��� $� ��&�	�<��� B &�$�	 ��	 �
��	&	���$�


�# ��
��5�� �5&�	�#�
��� 
���� �
$� � �
�	!�� $� �
��	�#�
�� $� �#� �#���	� 	��� &�$����

��	 $���	#�
�$� &�	 �# #F��$� )�� 
D� �
����� � �&����@D� $� ��#&�� �5��	
��� +���� ��
B

��$�� �� 	������$�� &	���#�
�	�� �&	���
��$�� ��	�# � &�	�&������ $� �#� ����	��	 ���	$�!�#

$� ��
]#�
�� 
D� ��
��	�� 
���� ��
��5���

�#� &���<��� B � ��F #��#� 
�����?	�� B �5��
�D� $�� �$F��� �&	���
��$�� $���	�� �	���	

$���	#�@A�� 
� &��
�� ��#� �� )�� ��
��$�	�#��� #�� ����
$� �# ��
�� � �
����	�&�� ��?������

���� &	�����#�
��� � &	����#� $��� ��	 	���	#���$� $��$� � ��� �
<���� �$#���
$�B�� )�� ��� ��
���� ��#� ���		� �5&�	�#�
���#�
��� +���� ����� &�	 ��	 #��� !�	�� � #��� 	������� $� &�
�� $�

����� &	?����� �#� �F	�� $� &	����#�� 
���� � 	���
���� �
�����
$� �F����� ��B���?���� &�$�	��

��	 ��	�
��$��

E�



6��������C�

G�H *� 9� $� 9�

��� ��� ���	�
	 �� ������  ��	���	� �/5��	$ �
���	���� *	���� /5��	$� ��N"��

G;H �� 0������ ���� �	���� 7�)� �	���� �8G� ;�N �������

G6H �� 0������ �
 ���	�
	 �� ������  ��	�����
� !�������	� �$�  � �� S��� �
$ 0� ��#�
�� �9�	$�


�
$ 
	����� ���;�� &� 6���

G"H 8� .�:���#�� ���� �	���� 7�)� �	���� �H,� 6�N �������

GEH 
� 3K	�#�� -�&� *	�!� *���� %1� 6�� �������

GCH 3� +��	�
!� �� -� S#��J� �
$ �� 3� ���_�	� 3� �&&�� *���� 18� �E� ���NC��

GNH S� 8� .�
!� �
$ �� -���
������ �&&�� *���� 7���� 1-� C; ����6��

G�H 3� 
�	
����
�� �� ��	�����	� �
$ 8� -� `����	� *���� -��� � &&� ;NC �������

G�H 3� %� *�	��
� 3� *���� 0	�
�� -8� ���N ���NC��

G��H 9� 
�	��	�� �� 
����� �� 7� ���5�B �
����� �
$ -� ���$���
� 3� *����   0	�
�� &� ;���

����;��

G��H �� ��
:�$�� �� 
��5� �
$ 9� %�	�
$� '�	�&���� 7���� %� C�N �������

G�;H 3� ��!
�	$� ���� �	���� 7�)� �	���� ��&&�� � 8,� � ����;��

G�6H 8� .�:���#�� �� S��������� �
$ 8� S�#��� 3� �&&�� *���� %7� ;C"E ����"��

G�"H 7� -� '��
!������� �
$ 9� 
�	��	�� *���� -��� ' 1,� ��C6 ����6��

G�EH 7� -� '��
!������� �
$ 9� 
�	��	�� *���� -��� ' %H� ;�;� ����"��

E�



G�CH 0� �� ��	$���� �
$ 7� -� '��
!������� *���� -��� ' %-� �;CE ����C��

G�NH 7� -� '��
!������� *���� 7���� � &H%� ;�6 ����E��

G��H *� �� ��	�� �
$ 8� 0�������� !�����	 �� ��������
�� ���	�
	 ���9	�4B8���� +�4 .�	:�

��E6�� ,���  � ��� ��

G��H '� 
��:��� !��������
�� ���	�
	� ��$$���
B1������ +�4 .�	:� ��C���

G;�H 0� �� ��	$���� "������	 �� ������#
��	 � ���$�	 �� %��	���	 &�����
�	 ��������	� ��
�B

!	�(� $� 9	�$��@D�� �
���	��$�$� '���$��� $� ��	�
!?� ���C�

G;�H ,� �����:��� ���� *���������#� ����-�� �7� �6; ���";��

G;;H 9� 
�	��	�� �
$ 7� -� '��
!������� %
 '����
����  ���	� �
 ���  �
��
��� ������ ���

&�����
 ������  ��	���	� �1�	�$ ����
��(�� ��
!�&�	�� ;�����

G;6H 3� 0� +��� ���	�
�� ���������	 ��  ��	���	� ����	�
$�
� /5��	$� ��EN��

G;"H 0� �� 0	�
:� %������� 0�	�$�� ���� &%� �� ���E���

G;EH �� -�&�
� �
$ �� *�&����	� 3� *���� �*�	��� �����)� -H� �"BE" ���C���

G;CH �� S�F#�
� ���
�	( ���
�	( �����	 �'$����
� $� *����)��� 7�� ����� /	���� ��NN��

G;NH '���#�� ���#�
$� $� &	����#� #���� $� +��##�
B%�	������� � )�� �# ��!�
� ���	��

��5��� F ���#�$� $� &	����#� �
��	#�$�?	��� �# ��5�� &�$	D�� ��#� &�	 �5�#&��� 
��:���

���#� $� &	����#� #���� �)���� )�� ��&���(�� ��
$�@A�� $� ��
��	
� )��� � �# �> ��#&��

#����	�# �� �5�	�#�$�$�� $� &	����#�� +>� ��
��
��	�#�� � ���	 � #��#� ��	#�
���!��

#��#� 
� ���� $� �#� �#���	� $� ��&�����	� (
����

G;�H 9� 
�	��	�� -�
�	��	�� �
 ��� ���	�
	 �� ������  ��	�����
� !�������	� �$���$ ��  � ��

S��� �
$ 0� ��#�
� �9�	$�
 �
$ 
	����� ������

G;�H %� 
�		�#�
� *���� -��� 7���� &,� �C�6 ���N;��

G6�H *� '� ���$��� 1� ��
 ���	����� *� 7� 0�

� �
$ �� -� S�	��
� *���� -��� 7���� %,� ;;;

����N��

C�


