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Resumo

O perfil do vetor diretor do meio nematico é determinado a partir da minimizacao da densidade
de energia livre de Frank e por meio de métodos de simulagao computacional. Uma variedade
de situacoes foram analisadas, focalizando os efeitos da superficie confinante. Em uma amostra
cilindrica, submetida a um campo elétrico radial, a transicao de Fréedericksz e a criticalidade
dessa transicao sao investigadas, sendo encontrados os expoentes criticos. A configuracao do
diretor é obtida de maneira analitica e texturas 6pticas sao construidas para uma amostra com
pequenas inomogeneidades nas superficies. Situagoes dinamicas sao abordadas para investigar
o papel da energia de ancoramento e da viscosidade de superficie sobre a relaxacao do diretor
em amostras planas. No caso em que os eixos faceis possuem dependéncia temporal, o perfil do
diretor é escrito por meio de func¢oes de Green; em seguida, teoria de pertubacao é utilizada para
tratar o caso em que o campo elétrico varia no tempo.

O método de simulagao de Monte Carlo é abordado e ilustrado com o modelo de Ising e com
o modelo de Lebwohl-Lasher. A situacao de uma amostra cilindrica com ancoramento forte e
condicoes de contorno antagonisticas é investigada para analisar os efeitos da inversao da ori-
entagao sobre as superficies. Além disso, é analisada a transicao na orientacao sobre a parede
quando a amostra possui também condi¢oes de ancoramento hibridas. Em ambos os problemas,
teoria elastica e simulagoes de Monte Carlo foram utilizados para propiciar a comparagao entre
os métodos. Texturas Opticas sao analisadas para estudar a formacao de defeitos topologicos
induzida pelas condi¢oes de contorno. O modelo de Lebwohl-Lasher é discutido para mostrar a
relagao entre o surgimento deles com a espessura da amostra. Os defeitos sao também analisados
com o pseudo-potencial anisotrépico de Grunh-Hess-Romano-Luckhurst. Diversos conjuntos de
constantes elasticas foram analisados para investigar a relacao entre elas, a formacao e a carga
topologica dos defeitos. Novamente, uma comparagao com a teoria eléstica é realizada.

PALAVRAS CHAVE: Teoria elastica, geometria cilindrica, viscosidade de superficie, Simula-
¢oes de Monte Carlo, Potencial de GHRL, defeitos topoldgicos.



Abstract

The profile of the vector through the nematic director is determined from minimizing the free
energy density of Frank and simulation methods. A number of situations were analyzed focusing
on the effects of the confining surface. In a cylindrical sample, subjected to a radial electric field,
the transition from Fréedericksz and criticality of this transition are investigated, and found the
critical exponents. The configuration of the director is obtained in an exacted way and optical
textures are built for a sample with small inhomogeneities on the surfaces. Dynamic situations
are taken to investigate the role of the anchoring energy and surface viscosity on the relaxation
of the director on flat samples. In the case that the axes have easy time dependence, the director
profile is written by means of Green’s functions, then perturbation theory is used to treat the
case where the electric field varies in time.

The method of Monte Carlo simulation is discussed and illustrated with the Ising model
and the Lebwohl-Lasher model. The situation of a cylindrical sample with strong anchoring
and antagonistic boundary conditions are investigated to analyze the effects of reversing the
orientation on the surfaces. Moreover, the transition is analyzed in the orientation on the wall
when the sample also has hybrid anchoring conditions. In both problems, elastic theory and Monte
Carlo simulations were used to provide a comparison between the methods. Optical textures
are analyzed to study the formation of topological defects induced by the boundary conditions.
The Lebwohl-Lasher model is discussed to show the relationship between their appearance with
the sample thickness. The defects are also analyzed with the anisotropic pseudo-potential to
Grunh-Hess-Romano- Luckhurst. Several sets of elastic constants were analyzed to investigate
the relationship between them, the formation of defects and the topological charge. Again, a
comparison with the elastic theory is performed.

KEY WORDS: elastic theory, cylindrical geometry, surface viscosity, Monte Carlo simulations,
GHRL potential, topological defects.
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Introducao

Uma das principais revolugoes na area dos mostradores de informagao deve-se a descoberta de
uma classe de materiais que apresentam uma fase intermediaria entre o estado sélido e liquido:
os cristais liquidos. Hoje, nem ¢é preciso destacar a importancia desses materiais em virtude
do grande uso principalmente nos mostradores de celulares e tablets, além de dispositivos simples
como relogios e calculadoras.

Os cristais liquidos estao incluidos em uma classe de materiais chamados fluidos complezos,
na qual também estao liquidos comuns como a agua e o sangue. Historicamente, as primeiros
observagoes das fases liquido-cristalinas deram-se em 1888 pelo austriaco Frederich Reinitzer e
pelo alemao Otto Lehmann. De maneira geral, as mesofases dos cristais liquidos apresentam
arranjo molecular semelhante ao de solidos cristalinos além de birrefringéncia; apresentam ainda
desordem posicional e fluidez, caracteristicas de liquidos isotrépicos.

Com o avango de tecnologias capazes de desenvolver e investigar filmes cada vez mais finos, a
interacao desses materiais com as superficies passou a receber maior atencao dos pesquisadores.
Embora os fendmenos de superficie sejam ja conhecidos e muitos problemas tecnolégicos que
surgiram na fabricagao de displays tenham sido superados, pouco se sabe acerca da natureza
fisica dessa interagao. De fato, torna-se um problema simplesmente definir com precisao onde
esté a superficie [1]. Desse modo, todo conhecimento que se acumular a respeito de fenomenos de
superficie contribui para que seja possivel compreender melhor essa interface.

Assim, nosso trabalho tem por objetivo estudar alguns problemas cujo enfoque esta princi-
palmente em efeitos de superficie representadas pelas condig¢oes de contorno. Os sistemas serao
tratados do ponto de vista da teoria elastica e, em um segundo momento, por meio também de
simulagoes de Monte Carlo.

A teoria elastica é uma das mais importantes linhas de pesquisas em fluidos complexos do grupo
de Maringa |2, 3]. Além dos trabalhos mostrados nesta tese, participamos da investigagao das
respostas elétricas durante o processo de reorientagao induzido pelo campo aplicado; estudamos o
problema no caso de ancoramento forte [4, 5| onde encontramos que na transi¢ao de Fréedericksz
a corrente elétrica apresenta uma descontinuidade cuja amplitude depende de propriedades do
cristal liquido; outro problema trata da situagdo de ancoramento fraco [4, 6], onde sugerimos uma
técnica experimental para determinar a intensidade do ancoramento medindo a corrente elétrica.

Ja as simulagoes de Monte Carlo correspondem a uma abordagem nova dentro do grupo de



Maringa. Durante o periodo de doutoramento, desenvolvemos um projeto de doutorado sanduiche,
financiado pela CAPES, com o grupo dos Drs. Paolo Pasini e Cesare Chiccoli, além de colaborar
com o Prof. Dr. Claudio Zannoni, todos de Bolonha, Italia. Os trés pesquisadores mundialmente
reconhecidos atuam na area de simulacoes, principalmente utilizando o método de Monte Carlo,
tendo, inclusive, editado diversos livros nesta area |7, 8, 9]. A simulac¢do computacional é uma
ferramenta bastante 1til na busca por informagoes termodinamicas, mas pode também ser de
grande ajuda na descri¢ao da organizagao molecular no interior da amostra. O nosso trabalho
traz resultados de simulagoes envolvendo problemas com essa caracteristica; a temperatura é
fixa e baixa o suficiente para que a ordem da fase nematicase mantenha proximo da unidade.
Buscamos, entao, pela configuracao média que os vetores, que representam os eixos longos das
moléculas, adotam no sistema quando submetidos a determinadas condi¢oes de borda.

O presente trabalho, entao, pode ser dividido em duas grandes partes. A primeira diz respeito
a analises utilizando apenas a teoria elastica, enquanto na segunda incorporamos a ferramenta de
simulacao. J& no que tange aos problemas investigados, tratamos de diversos casos em geometria
cilindrica, o papel da viscosidade de superficie e os defeitos topologicos induzidos pela superficie.

Amostras cilindricas tém apresentado diversos efeitos nao observados em amostras planas |10,
11, 12, 13|. Efeitos como transi¢do de Fréedericksz na auséncia de campo, variando apenas
parametros geométricos do sistema, podem ser encontrados nessa geometria. Torna-se, entao, um
ambiente rico em efeitos nao usuais. Associado a essa geometria, consideramos ainda o caso em
que as superficies possuem inomogeneidades na direcao do eixo facil. Superficies nao lisas tém
despertado interesse desde o pioneiro trabalho de Berreman [14], que analisou o efeito de uma
superficie em formato sinusoidal, com ancoramento forte, sobre a orientacao do diretor nemético.

A geometria cilindrica também pode modificar situagoes que seriam bastante simples em
geometria plana. Um problema classico de teoria elastica consiste em determinar a espessura
critica de uma amostra com condi¢oes de contorno antagonisticas e ancoramento hibrido [2].
Nesse caso, quando a espessura tem o mesmo valor do comprimento de extrapolacao, a amostra
torna-se completamente uniforme. Quando a amostra é cilindrica, entretanto, a orientacao nas
paredes exercem muito mais influéncia sobre a configuracao do diretor do que no caso plano.
Isto é, no caso plano, nao ha qualquer diferenca se o ancoramento planar ¢ na parede superior
ou inferior; no caso cilindrico, contudo, é sao situagoes bastante distintas se a condi¢ao planar
esta no cilindro interno ou no externo, em razao da quantidade de moléculas em cada superficie.
Por esse motivo, o problema classico da teoria elastica pode sofrer grandes modificagoes no caso
cilindrico, como seré visto em detalhes.

Efeitos dinAmicos estao naturalmente presentes no meio nemético. Quando um campo elétrico
¢ aplicado, ele produz um torque na molécula movendo o diretor e o fluido [15]. Torna-se entao
um problema matemaético bastante complexo. O que se faz para contornar essa dificuldade é
tratar apenas a situacao de equilibrio ou restringir a anélise com algumas aproximagoes. Desse
modo, efeitos viscosos podem ser estudados considerando a aproximacao de pequenas distorgoes.

Entretanto, na relaxagao do sistema a partir de um estado deformado por um campo elétrico
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para a condicao de equilibrio em que o campo é desligado abruptamente, ha certos problemas de
divergéncia na segunda derivada do angulo do diretor [16]. Além disso, na superficie pode também
existir uma oposicao a variagao do diretor, i.e., pode haver uma viscosidade na superficie que é
diferente daquela do volume [17]. Nesse sentido, tanto campo elétrico quanto eixos faceis devem
ser tratados com certo cuidado para oferecer as condigoes adequadas para evitar as divergéncias.

Quando a amostra relaxa apds passar por uma transicao da fase isotropica para a fase neméa-
tica, podem surgir varios dominios, i.e., regioes com orientacoes diferentes. Nas fronteiras entre
dominios, as orientag¢oes podem favorecer o surgimento de defeitos topologicos [11]. Os defeitos,
porém, podem-se formar por outras razoes; uma delas, em virtude das condi¢oes de contorno
associadas com a espessura fina de uma amostra plana [18]. Uma amostra plana que induz a
desordem no arranjo das moléculas ancoradas em uma das placas, pode apresentar defeitos to-
poldgicos se as dimensoes laterais da amostra forem muito maiores do que a espessura. Esse
fendomeno pode ser abordado pelas simulacoes computacionais, na qual podemos simular uma
textura Optica bastante rica em detalhes. E possivel ainda que as constantes eldsticas, presentes
no cristal liquido, afetem a formagao dos defeitos.

A tese esta organizada como segue: no primeiro capitulo traremos os principais aspectos da
fase nemética e da teoria elastica, energia livre, interacao com campo e superficie e condi¢oes de
contorno; no segundo capitulo discutimos nossas pesquisas em geometria cilindrica, investigando
a criticalidade da transicao de Fréedericksz e uma amostra inomogénea, além do problema da re-
laxacao envolvendo viscosidade de superficie. O terceiro capitulo corresponde a um breve tutorial
sobre como sao feitas as simulagoes de Monte Carlo; nele abordamos o algoritmo de Metropolis,
ilustrado com o modelo de Ising, além de discutir como sao calculados o parametro de ordem e
as texturas Opticas simuladas; discutimos também o classico modelo de Lebwohl-Lasher e intro-
duzimos brevemente o potencial anisotropico. O quarto capitulo compreende nossas pesquisas
utilizando as simulagoes de Monte Carlo, tanto no que concerne a geometria cilindrica quanto aos
defeitos topologicos.

O trabalho se encerra com um breve capitulo dedicado as conclusoes.
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Capitulo 1

Principios fundamentais - fase nematica

De maneira geral, as moléculas de cristal liquido (CL) sdo moléculas anisotropicas. Basica-
mente, em formato de bastao ou disco, tendem a manter-se paralelas umas as outras e gerando
uma ordem orientacional. Claro que em considerando temperaturas mais baixas, a diminuicao da
agitagao térmica faz com que essa nem sempre seja a situacao estavel e, desse modo, fases com
outras simetrias podem ser observadas naturalmente. A fase ordenada com simetria mais simples
é a fase nemética. Nessa fase, a ordem orientacional é de longo alcance e a ordem posicional é de
curto alcance. As posi¢oes dos centros de massa das moléculas estao distribuidas aleatoriamente
no espaco, enquanto que a distribuicao das direcoes das moléculas permite definir uma direcao
média para a fase. Ao vetor unitario que representa essa direcao média damos o nome de diretor
e o representamos pelo vetor 7. Como as moléculas sao apolares, ha uma equivaléncia entre as
diregoes 7 e —n. Quando consideramos uma amostra com ordem uniforme, podemos deixar de
lado as interacoes em nivel microscopico considerando seu efeito na amostra como um todo. A
partir desse ponto de vista, é possivel desenvolver uma teoria fenomenologica que leve em conta
apenas as deformagoes em nivel macroscopico; essa teoria é chamada de teoria elastica de
Frank. Com a presenga de um agente externo, por exemplo um campo elétrico (ou magnético) e
ou uma superficie ancoradora, o campo vetorial do diretor pode ser funcao da posicao. Nos casos
em que a amostra esta livre, uma solugao trivial do tipo 7i(7) = 7y é, muitas vezes, encontrada. O
estudo das deformagoes em amostras neméticas é um campo extenso e ja muito consolidado, no
qual diversos trabalhos e livros mostram os principios basicos e intimeras aplicagoes 2, 15]. Nesse
capitulo mostraremos como ¢ introduzido o parametro de ordem, discutindo o modelo de Maier-
Saupe para a transicao da fase nematica para a fase isotropica (transicdo N—I) e, em seguida,
discutiremos os aspectos béasicos para a obtencao da energia livre, alguns efeitos de superficie e

campos elétricos, e como esses efeitos afetam as condigoes de contorno.
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1.1 Parametro de ordem

Genericamente CLs podem ser separados em duas fases: orientada (anisotropica) e desorien-
tada (isotropica) [19]. Para descrever como o sistema parte de um estado ordenado e atinge o
estado desordenado, ou vice-versa, podemos associar a cada fase um valor de um parametro de
ordem.

Para definir o parametro de ordem, tomamos um vetor, @, que representa a diregdo do eixo
longo de uma tinica molécula de CL e o ja mencionado vetor @ que representa a orientagao média
das moléculas. Os vetores estao ilustrados na Fig. 1.1. Com estes dois vetores, notamos que o

Z, n

A

X

Figura 1.1: Ilustrag¢ao dos vetores d e i para uma molécula calamitica (formato de bastao).

valor médio ((7 - @)) é nulo, em virtude da simetria na inversao de 7 por -7i da fase nemaética ou

da fase isotropica. Porém, quando computamos a quantidade

com 6 o angulo entre d, obtemos uma medida nao nula que indica o quanto a orientacao das
moléculas difere da orientagao média. Na fase isotropica, @ se orienta em todas as diregoes e

Y g _fcosQQdQ_l
<(”‘a)>—fT—§,

com df2 o elemento de angulo s6lido. Em uma fase totalmente orientada, esta grandeza assume
valor igual a {(7 - @)?) = 1, jA que todas as moléculas se orientam na mesma diregao de 7.
Desta maneira, esse valor médio pode ser usado para definir um parametro que mede a ordem

do sistema, um parametro de ordem que caracteriza matematicamente em que fase o sistema se

13



encontra; assim, definimos

S— g (((ﬁ .82 — %) — (Py(cosh)), (1.1)

no qual P,(cos f) é polinomio de Legendre de segunda ordem de cos #; na fase totalmente orientada
S =1e 5 =0 na fase isotropica.

A interacao entre um par de moléculas na fase nemaética, em uma primeira aproximagao, nao
dependeria da posicao, apenas da orientacao das moléculas vizinhas; assim, uma expressao que
levasse em conta apenas os termos orientacionais contemplaria as principais caracteristicas da fase
nematica. Algumas aproximagoes foram propostas por Maier e Saupe numa série de trabalhos
publicados entre os anos de 1958 e 1960 [20]. Eles sugeriram que a parte orientacional da interagao
de van der Walls, entre um par de moléculas apolares em formato de bastao, reduz-se a um campo
interno sentido por uma molécula produzido pela média sobre as posicoes e orientagoes de todas
as suas vizinhas, que nada mais é que a aproximacgao de campo médio; admitiram que nao ha
anisotropia nas correlagoes posicionais (simetria cilindrica). Essas aproximagoes resultam em um

potencial efetivo que pode ser escrito, em forma simplificada, como:

U(d) = —%SPQ(COS 9), (1.2)
com V é o volume molecular, A é uma constante que nao depende da temperatura, volume
ou pressao e tem dimensao de energia vezes volume ao quadrado e 6 é o dngulo como definido
anteriormente. Notamos que U = 0 se S = 0, nao havendo ordem. Definindo J = A/V?,
podemos escrever a distribuicao de probabilidades de se encontrar uma molécula com energia
U e orientado com eixo longo tendo um angulo 6 em relacao & média. Da teoria estatistica de

Maxwell-Boltzmann, encontramos

1
9) — BJSPs(cos ) 1.
com 3 =1/KgT, sendo Z(T) a fungao de partigao do sistema, definida por
1 1
Z(T) = 27r/ d(cos 9)66JSP2(C°SG) = 47r/ d(cos Q)GBJSPQ(COSH). (1.4)
-1 0

A distribui¢ao de probabilidades p(f) permite obter o valor médio de qualquer grandeza fisica
presente no sistema, inclusive o valor médio de P(cos @), que fornece o pardmetro de ordem S.

Usamos entao a auto-consisténcia da teoria para obter a expressao:

1

(Py(cos®)) =S J d(cos ) Py(cos §) B SPa(cost)
2(COs — g =

1 : (1.5)
fO d(COS Q)GBJSPQ(C% 0)
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Figura 1.2: Grdfico de S em func¢ao da temperatura reduzida Tr. Podemos ver claramente um salto no
andamento do pardmetro de ordem do sistema.

Definindo Tr = 3KgT/2J construimos o perfil de S em funcdo de Tx mostrado na Fig. 1.2.
E notével que o parametro de ordem salte de S ~ 0.43 para S = 0 na temperatura de transicao
Tre = 0.1468, o que indica transicao de fase de primeira ordem, o primeiro grande resultado
da teoria que coincide com o observado experimentalmente. Resolvendo para T' obtemos Ty =
0.2202JKp. Este resultado mostra a existéncia da fase orientada (fase nemética) para uma
temperatura abaixo de T¢.

O parametro de ordem pode ser determinado experimentalmente com medidas de varios pa-
rametros: anisotropia diamagnética, anisotropia elétrica, birrefringéncia. Desse modo, é possivel
associar os resultados experimentais com esse paradmetro de ordem. A transi¢ao de fase N—I é
descontinua, de primeira ordem, como predita pelo modelo de Maier-Saupe com a aproximacao de
campo médio é encontrada experimentalmente; além disso, o valor limite do parametro de ordem
proximo a transi¢ao é em torno de 0.4 e o valor do parametro de ordem na mais baixa temperatura
é em torno de 0.6; o modelo de Maier-Saupe é bastante simplificado e reproduz qualitativamente
os dados da transicao. No capitulo 3, vamos abordar essa mesma transicao do ponto de vista
simulacional, adotando o método de Monte Carlo associado ao modelo de Lebwohl-Lasher para
encontrar a transicao de fase.

No que segue, vamos admitir que o pardmetro de ordem é o mais préoximo possivel da unidade.
Nesse cenario, as moléculas de CL podem ser observadas nao mais como moléculas individuais,
mas como um conjunto delas formando um campo vetorial, no qual a direcao em todo ponto
coincide com a orientagao média das moléculas; a abordagem da teoria elastica do continuo,

muito adotada em meios cristalinos sélidos, pode ser usada para se obter o perfil das deformacoes
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em amostras liquido-cristalinas submetidas a agoes externas.

1.2 Elementos da teoria elastica

Para o CL que se encontra na fase nematica, uma abordagem fenomenolégica permite deter-
minar o perfil do diretor quando campos externos ou superficies estao influenciando o sistema.
Nesse caso, com parametro de ordem uniforme, a descrigao do sistema passa por estabelecer o
perfil do campo vetorial 7i(7) que, inevitavelmente, ird depender dos parametros de agentes ex-
ternos, como a intensidade do campo elétrico, a intensidade da interacao e a orientagao imposta

pela superficie.

1.2.1 Aproximacgao elastica para a energia livre

Como dissemos, se o meio esta livre de distorgoes, entao o vetor diretor é uniforme; essa
configuragao possui uma densidade de energia f;. Quando o sistema esta distorcido, ha um
aumento dessa energia que muda de acordo com a forma da distor¢ao. No entanto, se o obejtivo
é causar uma distorcao, ou investigar a energia necessaria para produzi-la, devemos considerar
as variagoes (derivadas) espaciais do diretor. Consideramos entdo, que a densidade energia livre

seja funcao das derivadas das componentes do diretor:

f = fnig),

com n;; = On;/Ox; o chamado tensor das deformagdes; assim, a energia livre é dada pela quanti-
dade f integrada em todo o volume da amostra. Além disso, precisamos considerar que o campo
vetorial 77 seja um campo continuo, isto é, definido em qualquer ponto no interior da amostra.
Em um sistema grande, esta aproximacao ¢ bastante razoavel. Para simplificar, sem perder,
porém, a generalidade, consideramos o fluido com densidade e parametro de ordem uniformes.
Um aspecto importante a ser ressaltado neste ponto é que, dado que agora as moléculas podem
assumir direcoes diferentes no espago, é possivel que o parametro de ordem global, aquele em que
se toma a média sobre TODAS as moléculas do volume, nao seja necessariamente proximo de
1, nem mesmo uniforme, podendo ser até nulo. Entretanto, nos referimos aqui ao parametro de
ordem local, aquele que é calculado sobre um elemento finito de volume AV no qual o pardmetro
de ordem é tal que seu valor seja o mesmo em qualquer outro elemento de volume; AV é muito
menor que o volume da amostra, mas grande o suficiente para que haja uma grande quantidade
de moléculas. Para descrever as deformagoes, podemos desenvolver f em uma série de poténcias
de n; ; e considerar que as deformacoes sao pequenas de tal modo que poténcias de ordem superior

a 2 sao despreziveis, isto é, |n; j| < 1. Se levarmos em consideracao a simetria da fase nemaética
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Figura 1.3: Ilustracoes das constantes eldsticas e das distorcoes a elas associadas.

uniaxial, isto é, o estado 7 é equivalente ao estado —n encontramos a densidade de energia elastica

como sendo |2, 15]

frrank = = (Ki[V -7 + Ko[ii - V x ii)? + Ka[ii x V x 7]?) (1.6)

DN | —

que é conhecida como energia livre de Frank, em que as constantes K; sao constantes elasticas,
chamadas i = 1 splay, 1 = 2 twist e i = 3 bend, que representam a dificuldade em distorcer o
diretor em determinadas direc¢oes, ilustradas pela Fig. 1.3.

E importante mencionar que durante o desenvolvimento para se obter a Eq. 1.6 para a den-
sidade de energia livre, existe mais um termo, relacionado as deformagoes na superficie causadas
pelo volume. No contexto desta tese, um termo de superficie tem particular importancia. Con-
tudo, o termo de superficie que vamos introduzir na se¢ao 1.3, compreende, fenomenologicamente,
a contribuicao efetiva da superficie sobre a deformagao do diretor neméticol|2].

Para que a expressao da densidade de energia livre de Frank, como ressaltamos, seja razoével é
importante que o diretor varie pouco ao longo de distancias comparéveis as dimensoes moleculares
e que o parametro de ordem seja uniforme e proximo da unidade. Teorias mais gerais nas quais
derivadas de ordem superior ou poténcias maiores sao permitidas no desenvolvimento em série de
de poténcias da energia livre foram propostas por Nehring e Saupe [2], embora aparecam alguns
problemas de interpretacao das constantes que surgem durante esse desenvolvimento. Teorias
com parametro de ordem que varia com a posicao e temperatura também foram desenvolvidas e
sao muito utilizadas em varios estudos numeéricos e analiticos; trata-se de uma teoria de Landau-

de Gennes modificada para incorporar a teoria de Frank [21]; de maneira geral, uma teoria com
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essa abordagem consiste em considerar as constantes elasticas como dependentes do parametro
de ordem, além de termos acoplados de S e 7. Uma teoria semelhante & de Frank também é

possivel obter para sistemas biaxiais, onde diversas outras constantes e termos surgem (22, 23].

1.2.2 Interagao com campo elétrico

Muitas das aplicagoes tecnologicas de um CL dependem de campos elétricos externos. O
campo tem o efeito de modificar a orientacao das moléculas, de acordo com algumas propriedades
do meio. As moléculas podem interagir também com campos magnéticos; de fato, a grande
maioria dos CL sao diamagnéticos e respondem muito fracamente aos estimulos magnéticos. As
moléculas de CL sao eletricamente neutras na auséncia de campo elétrico; entretanto, quando
um campo é aplicado, as cargas procuraram as extremidades das moléculas, gerando um dipolo
induzido pelo campo. Contudo, hé cristais liquidos polares, no qual o dipolo elétrico é permanente.
O dipolo pode ser gerado em dois sentidos: paralelo ou perpendicular ao eixo longo, como ilustra
a Fig. 1.4. Dependendo de como o dipolo for induzido, o campo pode orientar o diretor paralela
ou perpendicularmente & sua direcao; outro fator importante é que o campo aplicado na diregao
positiva ou negativa nao deve causar diferenca; assim, a energia livre de interagdo com o campo
deve ter essa caracteristica. Em alguns sistemas mais complexos, configuragoes bi-estaveis sao
alcangadas com aplicacao de campos externos; nesses sistemas, o campo elétrico é ligado e o
sistema adquire uma certa configuracao, que é mantida mesmo quando o campo é desligado,
sendo necesséario outro campo para que o sistema volte & configuracao inicial.

Para se determinar a contribuicao a energia livre, o procedimento é semelhante ao anterior,
com a diferenca que f agora deve ser fungao de n; ; e E. A energia livre de interagao com o campo
é, entao,

fEL = —%Ea(ﬁ . E)Q, (17)

em que ¢, = €| — €, ¢ chamada anisotropia dielétrica, ¢ || ¢ L referindo-se a direcao de 7.
Se €, > 0, fgr é minima para o caso de 7 paralelo a E. Por outro lado, se ¢, < 0, fgr adquire
o menor valor se o campo elétrico e o vetor diretor forem perpendiculares. Assim, no caso de
um campo elétrico aplicado a uma amostra, temos que levar em conta as interacgoes elasticas e o
termo de interacao com o campo, somando os dois.

Sem duavida o uso de campos elétricos para orientar as moléculas tem um papel fundamental
no uso de CL na tecnologia dos mostradores de informacao. Quando campos elétricos ou mag-
néticos sdo aplicados em amostras planas (slab) cujas moléculas proximas as superficies possuem
diregoes fixas e perpendiculares & dire¢ao do campo (ou paralelos em caso de anisotropia dielé-
trica negativa), existe, nas regioes internas do volume, uma competigao entre a dire¢do imposta
pela superficie e a direcao imposta pelo campo. Se a intensidade do campo é pequena, a ori-
entacao da superficie se impoe a amostra inteira. Contudo, se a intensidade do campo elétrico

for suficientemente grande, as moléculas do volume passarao a orientar-se na dire¢ao dele. Ha,
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Figura 1.4: Dependendo do tipo de cristal liquido, o campo elétrico pode induzir nas moléculas uma
orientacao paralela ou perpendicular ao sentido do campo.

entao, um valor critico para o campo elétrico onde ocorre a transicao de uma configuracao para
a outra. Para amostras tipicas, de espessura da ordem de 1um, a voltagem capaz de fazer essa
deformagao é da ordem de 1V. Esse fenémeno, conhecido como transigdo de Freédericksz (TF),
¢ um dos principios para a construcao dos mostradores de cristal liquido; quando uma amostra,
adequadamente orientada, esta localizada entre polarizadores cruzados, e um feixe de luz cruza o
conjunto polarizador-amostra-analisador, a transicao de Fréedericksz permite o controle entre a
passagem ou nao de luz através do conjunto. Esse controle vai definir se o pixel aparecera acesso
ou apagado no mostrador.

No proximo capitulo, estudaremos a transicao de Freédericksz para uma amostra cilindrica,
obtendo o valor do potencial critico e analisando a criticalidade da transicao. Além da transicao
de Freédericksz, os efeitos de campos elétricos sobre a deformacao de uma amostra e sobre a
dinamica de relaxagao do ordenamento sao problemas relevantes e serao consideradas em alguns

problemas descritos também no préoximo capitulo.

1.3 Efeitos de superficie

Se uma quantidade de CLN estd em contato com outro material, uma superficie se forma

nessa interface. Um dos efeitos que surge é a quebra de simetria quando as moléculas encontram
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a superficie. Desse modo, hd um actimulo natural de moléculas na regiao préxima a superficie e,
consequentemente, um aumento da ordem posicional. Outro efeito é a interacao entre as moléculas
do material do qual é composta a superficie com as moléculas de CL [1].

Ambos os fendmenos geram um efeito macroscopico: a orientagao do diretor nas vizinhangas da
superficie. Em outras palavras, a presenca da superficie induz uma direcao preferencial ao diretor;
a esse fenomeno ¢ dado o nome de ancoramento. Quando o sistema estd na fase nematica, com
temperatura bem inferior a temperatura de transicao, o alcance da interagao com a superficie
é curto, se comparado com as dimensoes da amostra, de modo que podemos considerar que a
superficie atua apenas na regiao imediatamente proxima a superficie. Ou seja, dada uma amostra
cuja placa esteja no plano z = 0, consideramos que nesse ponto a superficie influencia a orientagao
do diretor, que pode interferir na orientacao de toda a amostra.

O potencial de superficie pode apresentar também um formato fenomenolégico. A forma mais

comum é a proposta por Rapini-Papoular [24]:

(71 - 7p)>. (1.8)

A Eq. 1.8 é uma das formas propostas e existem outras disponiveis na literatura [25]. W é
um coeficiente que exprime o nivel de acoplamento da superficie com as moléculas mais proximas
e 1 ¢ a dire¢ao do eixo facil imposta pela superficie; geralmente, W vem dividido pela constante
elastica, de modo que é definido o parametro L = K/W; L tem dimensao de comprimento e é
chamado comprimento de extrapolacao. Esse potencial consegue recuperar e reproduzir boa
parte das propriedades elésticas encontradas experimentalmente.

Quando a temperatura esta proxima da To (temperatura critica) e as correlagoes comegam a
ficar muito maiores, o potencial de superficie se estende por distancias maiores, amostra adentro.
Uma grande discussao ainda esta aberta na literatura sobre a natureza fisica e a forma matemaética
dessa interagao. De fato, ha trabalhos que consideram um potencial estérico do tipo delta [26,
27, 28|, ou um potencial tipo lei de poténcia, com expoente -3 (Van der Waals) [29]; ambos
os potenciais geram um parametro de ordem induzido pela superficie; isto é, se no volume o
sistema esta na fase isotrépica, proximo da superficie ha um parametro de ordem nao nulo, se
a temperatura estiver proxima e acima da temperatura critica. Contudo, dados experimentais
recentes |30, 31| apresentam um comportamento diferente dos previstos pelas teorias. Isso mostra
que, de acordo com os dados experimentais, o potencial nao é nem do tipo delta nem lei de
poténcia; é possivel existir ainda a presenga de um potencial nao-local, isto é, um potencial
efetivo que depende do potencial de todos os outros pontos da amostra.

Para fins praticos, com temperaturas fixas e bem abaixo da temperatura critica, a forma
de Rapini-Papoular consegue dar um amparo fenomenolégico e os resultados apresentam boa
concordancia com os dados experimentais.

Uma aproximagcao ¢ considerar que na parede o diretor nao varia, independente do campo

aplicado, ou independente das distor¢oes de volume; esse caso é chamado ancoramento forte em
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que consideramos W — oo e L — 0. Se W é finito, a situagao é chamada de ancoramento fraco e
L pode ser interpretada como a distancia, virtual e externa & amostra, para o qual o ancoramento

seria forte.

1.4 Condicoes de contorno

O problema de encontrar as deformacoes da amostra nematica passa por estabelecer qual,
dentre todas as possiveis, minimiza a energia livre e satisfaz as condigoes de contorno. A energia
livre da amostra é a soma das interacoes elésticas com as interagoes com agentes externos, sejam
eles campos elétricos ou magnéticos, ou ainda a interagao com superficies; quando integrada sobre
todo o volume da amostra, esse valor ira, obviamente, depender da forma matemaética de 7i(7), ou
seja, f é descrito por um funcional. Tais procedimentos correspondem ao calculo variacional. No

caso unidimensional, em que f é funcdo de g(x) e ¢'(z) = dg/dzx, podemos escrever o funcional:

Fly)) = | " g, gs 2)d,

na qual o ‘;” indica que as fungoes g e ¢’ sdo funcoes explicitas de z. A func@o que extremiza esse

funcional é solucao da equagao diferencial de Euler-Lagrange
— - —=—==0. (1.9)

Para definir as condi¢oes de contorno para o problema de ancoramento fraco, consideramos
uma amostra com duas superficies localizadas em © = x1 e * = x5 com energia de ancoramento
escrita como w(g) e que gy e go sao os valores para a fungao g(x = 1) e g(z = x3), respectivamente.
Assim, as condigoes que a solugao deve satisfazer sdo dadas por [2]

0 dw 0 dw
_Of fdw g OF  dwa (1.10)
g dg 99" dgi
No caso de ancoramento forte, o problema se reduz a considerar como condi¢ao de contorno

apenas as condigoes

gx=x1)=g e glx=mux) =gy,

pois a superficie nao permite variacao do diretor na borda.

Do ponto de vista formal, a determinacao da configuracao de equilibrio do perfil do diretor na
situacao de ancoramento forte corresponde ao problema de Dirichlet, enquanto que a situagao de
ancoramento fraco corresponde ao problema misto Dirichlet - Neumann. Neste trabalho, abor-
daremos problemas com ambos os tipos de ancoramento, discutindo inclusive amostras hibridas,
com as duas situagoes presentes.

No proximo capitulo faremos uso da teoria elastica para tratar basicamente de dois problemas
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distintos. O primeiro consiste em determinar algumas propriedades elasticas em um porgao de
CLN confinada em cilindros concéntricos; essa geometria tem-se mostrado rica em fenémenos nao
usuais como os que veremos aqui; por fenémenos nao usuais, entendemos aqueles que nao sao
obtidos em geometria plana, como em um slab. O segundo problema trata-se da relaxacao do
sistema para a situagao de equilibrio; esse problema leva em conta a contribuicao da viscosidade de
superficie. Diferentemente de certos problemas de contorno, as condi¢oes iniciais da amostra nao
podem ser quaisquer, mas devem satisfazer certas condigoes para evitar dificuldades envolvendo

divergéncia das derivadas, como seréd visto em detalhes.
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Capitulo 2

(Geometria cilindrica e viscosidade de

superficie - problema elastico

Problemas elasticos tém por objetivo principal determinar o perfil do diretor. Em alguns
sistemas, porém, o perfil depende de mais do que simplesmente as interagoes da fase nemética:
dependem também de agentes externos e geométricos do confinamento. Neste capitulo mostramos
alguns resultados que obtivemos utilizando a teoria elastica. O primeiro corresponde ao caso de
uma amostra orientada da mesma forma nas duas superficies com ancoramento forte, e aplicando
um campo externo que forca as moléculas a assumirem um sentido oposto ao da superficie. Além
disso, estudamos o problema em ancoramento fraco, porém, com condi¢oes inomogéneas. Em
seguida, o problema dinamico da relaxacao do sistema para a condig¢ao de equilibrio ¢ investigando,
verificando a necessidade de se adotarem condigoes iniciais que respeitem também o problema
elastico; por fim, consideramos a viscosidade de superficie e estudamos o problema em amostras

planas, adotando dois métodos de solucao: exata e a pertubativa.

2.1 Geometria cilindrica

Investigar as deformacoes elasticas em meio nematico confinado em geometria cilindrica é
um problema classico proposto por Meyer e estudado por diversos outros autores [10, 11, 12,
13, 32, 33, 34]. Alguns fendmenos nao observados em geometria plana podem ocorrer devido ao

confinamento e & organizacao das moléculas.

2.1.1 Criticalidade da transicao de Freédericksz em geometria cilindrica

Nesta segao, estudaremos a transi¢ao de Freédericksz (TF) em geometria cilindrica com dis-

torgoes permitidas apenas no plano polar, definindo um parametro de ordem para essa transi¢cao
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e investigando seu comportamento proximo da transicao [35].

Neste caso, a amostra nemética esté contida entre dois cilindros de raios a e b = pa > a, com
superficies homogéneas; p é entao a razao entre os raios dos cilindros. O alinhamento inicial é
puramente radial. Na presenca de um campo elétrico, para nematicos com constante dielétrica
negativa (e, = €| — e < 0), uma configuragao distorcida pode ser encontrada no sistema se o
campo for aplicado na diregao radial. Vamos primeiro investigar a existéncia de uma TF sob essas
condigoes e em seguida, verificar como se comporta o sistema nas vizinhangas dessa transicao.

O diretor é definido como n = cos Y1 + senwé, com 1 é o angulo entre 7 e 7 no plano polar.

A geometria pode ser observada na Fig. 2.1

K

¢

Figura 2.1: Amostra nemdtica limitada por dois cilindros de raio a e b. O dngulo ¢ € mostrado para
uma distor¢dao no plano polar.

O problema a ser resolvido obedece a condigoes de contorno dadas por ¥ (a) = (b) = 0,
considerando o caso de ancoramento forte. O campo elétrico é gerado por uma diferenca de

potencial V' = V' (a) — V(b) entre os cilindros tal que:

.
(rinp)

E= 7.

A densidade de energia elastica é composta pela energia livre de Frank, com o termo de twist
ausente, além do termo envolvendo o acoplamento elétrico. Desta forma, a energia livre por
unidade de comprimento do cilindro no limite de pequenas distorgoes (¢ < 1) e desprezando

termos constantes, é dada por

N AN
F:’]TKg/a [r <d—?f) - 2] dr, (2.1)

em que introduzimos as quantidades adimensionais

eaV2 Kl

h=Fk— —
K31n2p ¢ Kg
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com K; e K3, sendo, respectivamente, as constantes elasticas de splay e bend. Propomos a

mudancga de variavel r = ae® (que serd usada durante toda essa se¢do) que nos permite escrever

F =7k, /Olnp [(%)2 — hz/12] dz. (2.2)

A equacao de Euler-Lagrange utilizada na minimizacao do funcional acima reduz-se a equagao

( 2.1) na forma mais simples

diferencial

d2
d—;f +hyp =0, (2.3)

cuja solucao que satisfaz as condi¢oes de contorno é

(x) = ysen [li—ﬂpx} : (2.4)
se (Im)?/(Inp)? = h, paral = 1,2,3,.... A quantidade ¢y ¢ a maxima amplitude de ¥ (z) e na
aproximacao de pequenas distorgoes deve ser considerada como muito pequena. Com a mudanca
de coordenada adotada, esse valor corresponde a ¢ em um ponto intermedidrio da amostra, i. e.,
¥[(In p)/2] = Y, para | = 1.

A situacao de menor energia corresponde a [ = 1. Usando a definicao de h dada acima,
precisamos encontrar o valor que satisfaca h = 0; ao fazer isso, encontramos o valor critico do

potencial para a TF

2 2
v2—7TK3(1 Wk). (2.5)

e U Iy

Se uma voltagem V' < V. é aplicada, a energia elastica nao admite outra configuracao a nao
ser aquela puramente radial e o estado nao distorcido é o que minimiza a energia livre. Se, por
outro lado, V' > V., a configuracao radial fica instavel e a solugao que minimiza é aquela dada
pela Eq. (2.4), com [ = 1; isso quer dizer que a a¢do do campo elétrico externo consegue superar
a contribuicao eléstica.

Uma importante caracteristica da amostra confinada neste tipo de geometria é a possibilidade
de existir uma TF na auséncia de campo. Esse fenomeno foi teoricamente previsto em trabalhos
anteriores de Willians e Halperin com distor¢goes permitidas na dire¢ao axial [12]; eles definiram
essa transicao como Fréedericksz-like transition, ou transicao do tipo Fréedericksz. Tomando,

entao, V. = 0, a relagdo (2.5) fornece um valor para a espessura critica dada por

™

In p. = ﬁv

0 que parece sugerir a existéncia de uma situagao distorcida sem a existéncia de um campo elétrico.

(2.6)
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Perceba que na aproximacao de constante tinica esse comportamento nao seria observado. Quanto
a isso, contudo, é necessario que k > 0, o que implica K; > K3, uma situacao geralmente nao
encontrada para CLs comuns (liotropicos e termotrépicos). Entretanto, para os CLs poliméricos, é
possivel que ocorra esse tipo de situagao. De fato, hd ainda uma dependéncia com a temperatura;

para esse tipo de CLs a razao K; /K3 pode ser escrita como [37]:

K Up \"*
?;O((KBhT) eUn/KBT (2.7)

A equagao (2.7) mostra que, para esses materiais, k& diminui com o aumento da temperatura.

A dependéncia do comportamento do diretor com os pardmetros relevantes da transigao de
fase nas imediacoes da transicao pode ser analisada investigando ;. A partir de uma situagao
nao deformada, puramente radial (1) = 0), podemos investigar os elementos que conduzem a
uma situagao deformada (i) # 0). Por esta razao, ¢y pode ser admitido como um pardmetro
de ordem, como é feito para geometrias comuns e mostrado na Ref. [2]. Para tratar do compor-
tamento critico, vamos tomar o problema sem a aproximacao de pequenos angulos. Assim, seja
uma amostra no espaco r, com espessura d = Inp, cuja espessura critica seja dada por d.. A

energia livre por unidade de comprimento, sem aproximacoes, é escrita como

Fly(z)] = ngfod{<k—52—k[%r) cos? ¢+ (k + 1) [%r}d;@ (2.8)

com 6% = (V/V.)?/[k — (n/d)?], com um termo constante omitido. Minimizando novamente a

energia livre e depois de alguns calculos, encontramos a seguinte equacao diferencial:

1 ]’ d?
§sen21/1 {k‘ —0+k {%} } +(1+ ksenzw)d—f = 0. (2.9)

Tomando em conta as relagoes 1 (x/2) = 1\ e (dip/dw),—a2 = 0, é possivel integrar ambos os

membros da Eq. (2.9), de modo que a funcdo 1(z) pode ser dada por

Y(z) 2
/ \/ LEksen’s - o, (2.10)
0

sen?iy; — sen?(

Por meio da mudanga de variaveis sengp = sen(/senty; e integrando de x = 0 a = = d/2, a

Eq. (2.10) pode ser posta na forma

/2 2 2
/ \/1 Thsentgysen’p , _ d, (2.11)
0

1 — sen?ypsen?p 2

Esta equacao fornece 1, como funcao dos parametros internos e geométricos do sistema que sao

relevantes para a transicao. No limite em que ¢y — 0, recuperamos o potencial critico para a
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TF.
Para investigar de maneira analitica o comportamento do parametro de ordem nas vizinhancas
da transi¢@o, podemos escrever a Eq. (2.11) em uma série de poténcias de 1y e desprezar termos

de ordem superior a 2, para obter

(e

d
S(L+ k)i =5h, (2.12)

.
2

o que fornece

2 d V2 2
= o ;\/k—v—g(k—ﬁ)—l. (2.13)

Podemos concluir que o comportamento de ¥y, quando V' — V., pode ser bem aproximado
por
Uy o (V= V)2, (2.14)

0,8

0,4

0,0 T T T T 1
0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0

VIV -1

Figura 2.2: ¢y vs (V/Vo — 1) para k = 1.5 ed = 1. Observe que o pardmetro de ordem cresce com
(V/Ve — 1)1/2.

Esta afirmacao fica muito bem evidente quando se observa o que é mostrado na Fig. 2.2. O
comportamento critico € o mesmo encontrado na teoria de campo médio e é o mesmo encontrado
para a transicao de Freédericksz e para a transicao na célula hibrida quando geometria planar é
considerada [2|. Além disso, como veremos adiante, esse mesmo problema de célula hibrida em
amostra cilindrica fornece o mesmo expoente em uma série de casos; 0 que mostra um compor-
tamento critico com carater robusto nao apenas dentro de geometria cilindrica, mas de varias
transicoes na teoria elastica. Vimos na secao anterior que, teoricamente, é possivel encontrar
uma transi¢ao de ordem na auséncia de um campo elétrico ou magnético; tomando V' = 0 na
Eq. (2.13) e usando a defini¢ao de espessura critica, o comportamento de v pode ser expresso

como
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n = f(k)(d —do)”, (2.15)

com

k

=172 o J0) =2 5o

Na Eq. (2.15), a espessura da amostra assume o papel de temperatura em uma transigao de fase
0,8
0,6 -

0,4

Yu

0,2

010 T T T 1
0,0 02 04 06 08

Figura 2.3: ¢ como fun¢ao de (d —d.) para k = 1.5.
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Figura 2.4: Comportamento de f(k). O valor mdzimo de f < 1. O perfil do diretor é bem aprorimado
pela configuragao obtida para o regime de pequenas distorgdes.

(termodinamica) de segunda ordem [38]. Novamente, encontramos o expoente critico classico,
ie., B =1/2 (Fig. 2.3). A fun¢ao f(k) é uma fun¢ado nao monoétona como mostrado na Fig. 2.4,
na qual podemos também observar que f(k) tem um méaximo em k =1, i.e., f(1) = /7/2 = 0.8.
Isto sugere que se d 2 d., o perfil do diretor pode ser aproximadamente dado pela Eq. (2.4),
com 1y dado pela Eq. (2.13) para valores de V' que se encontram no intervalo de zero a V. ou

levemente superior.
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A equagao (2.7) mostra que o parametro k tem dependéncia com a temperatura. Desse modo,
k pode ser tomado como um parametro controlavel e que pode induzir uma transicao na ordem do
diretor. Para um valor fixo de d, ¢ facil encontrar que k. = 72/d?. A substituigao desse resultado

na Eq. (2.13), para V = 0, fornece

2 d [
U = —= \/— %—i—(k—kc)—l (2.16)
e lt+(k—k) VT

que tem uma forma assintética nao usual nas vizinhancas da transicao. Porém, quando d é

pequeno, Yy pode ser aproximado por

V2d

2

Uy A (k — ko)'2. (2.17)

T
Resultados numéricos apontam que esta aproximacao é razoavel para d < 1.5, sendo o erro da
ordem de 2% para k — k. ~ 1. Para este intervalo de espessuras, o expoente critico é também
1/2 (Fig. 2.5). Sendo d = In p, o valor vélido aproximado d ~ 1.5 é equivalente a p = 5 ~ 4.5,
mostrando que o comportamento predito pela Eq. (2.17) é util para um intervalo bastante grande

da separacgao entre as superficies cilindricas.

0,124
0,10
0,08 -

= 0,06 -

>

0,04 4

0,02

0100 T T T T 1
0,0 02 04 06 08 1.0

kkg

Figura 2.5: Dependéncia de iy com (k — k) para d = 1.

Essa abordagem indica um comportamento critico que coincide com aquele da geometria pla-
nar mesmo para uma situagao que nao existe naquela geometria. De fato, geometrias nao usuais
podem gerar fend6menos nao usuais, como a TF induzida pela superficie e o comportamento cri-
tico. Entretanto, comportamentos robustos indicados pelo expoente critico apontam que a teoria
elastica torna-se invariante frente as mudancas de geometria, contemplando apenas a natureza da
interacao e nao tanto seus efeitos externos. Na proxima se¢ao, a mesma geometria serd investi-

gada, na qual abordaremos o caso de superficies com ancoramento fraco nao homogéneas.
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2.1.2 Amostra inomogénea

Vimos na secao anterior um exemplo bastante simples e claro de como os fenémenos em
geometria cilindrica podem ser diferentes daqueles observados em geometria plana. O problema
agora consiste em investigar os efeitos de borda com mais cuidado: considerando efeitos de uma
superficie com condi¢oes de contorno nao homogéneas. Isso significa que, diferentemente do caso
anterior, os cilindros possuem condigoes de contorno que sao diferentes em diferentes pontos do
cilindro.

Um problema muito semelhante ao que vamos tratar aqui foi considerado por alguns cola-
boradores [34]. Naquele caso, a amostra possuia dire¢oes de eixo facil ndo homogéneas com
ancoramento forte. Aqui, vamos considerar efeitos do acoplamento fraco entre as moléculas e as
superficies [39].

Podemos usar a aproximagao de pequenos angulos para encontrar a relagao matematica mais
geral possivel que pode ser valida quando as deformagoes impostas pela superficie sao pequenas;
além disso, podemos utilizar um método numérico para comparar a precisao dos resultados sob
essa aproximacao. Com este objetivo no horizonte, usaremos métodos numéricos de solucao de
equacgoes diferenciais para investigar o problema completo, sem nenhum tipo de aproximacao.
Essa comparagao, como sera verificado, mostra que a aproximacao empregada é bastante razoavel
para a solucao analitica do problema.

A amostra possui caracteristicas geométricas iguais ao problema anterior, isto €, € uma porcao
de CL nemaético que preenche o volume entre dois cilindros concéntricos de raios a e b > a, em
que o eixo do cilindro é paralelo ao eixo z, como no caso anterior, ilustrado na Fig. 2.1. Como
a amostra nao possui invariancia com respeito a diregao radial, a varidvel § deve também ser

considerada. Além disso, o vetor diretor, na mais geral das condigoes, pode ser escrito como

i = cos[ip(p, 0, 2)] cos[g(p, 0, 2)|p + sen[v)(p, 0, 2)] cos[b(p, 6, 2)]0 + sen[@(p, 0, 2)]2,

com v o angulo entre o diretor e o eixo radial e ¢ o angulo entre o diretor e o eixo Z e p, nesta
subsecao, diz respeito a variavel radial). Tal como o caso anterior, o vetor diretor seré teoricamente
observado no plano polar (¢ = 7/2). Além disso, a inomogeneidade é presente na dire¢ao polar,
mas ¢ uniforme ao longo do eixo do cilindro; isto é, se tomarmos o valor do angulo facil em
um dado 6 ele sera igual para todo ponto z correspondente a esse 6, assim, podemos considerar
o problema como independente de z. Como discutimos, as superficies fornecem condigoes de
contorno com eixos faceis nao uniformes, mas varidveis, como funcao de #. Por esse motivo, a
solugao geral ird depender da posicao r e do angulo #. Para que o problema possa ser tratado
analiticamente, consideramos o caso de pequenas distorcoes e a aproximagcao de constante tnica;
o campo elétrico que vamos incluir ao sistema deve ter intensidade no méximo levemente superior

ao campo critico da transicao de Freédericksz, visto na secao precedente, para que a aproximacgao
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de pequenos angulos seja razoavel.
O campo elétrico considerado aqui é o mesmo campo considerado no caso anterior, que nesse
caso escrevemos como F = <C/p> p com C=V/In(b/a).

A energia livre por unidade de comprimento é dada por

P ) = [ [ [y 00.007 5 el 0000 pips

Wi

[ e -a0r 2 pe.o - o)

[ [ )

em que W, e W, na segunda integral se referem as energias de ancoramento nos cilindros de
raio a e b, respectivamente; além disso, ®,; sao os eixos faceis em cada superficie cilindrica.

Minimizando a energia livre com a equacao de Euler-Lagrange, encontramos a seguinte equagao

diferencial
2
V2p(r, 0) — ¥ 0) =0, (2.19)
sujeita as condicoes de contorno
7 9v(r,0) _ Op(r,0) _
Ly o +(r, 0) — du(0) e L, o +(r, 0) = d,(0), (2.20)

com Lgp = K/(Wap(b—a)) é um analogo adimensional ao comprimento de extrapolacao, ja que
esté reescalado pelo tamanho da amostra. A Eq. (2.19) é uma forma simplificada da equacao
obtida a partir da Eq. (2.18) em que submetemos o problema a seguinte mudanga de variavel
r=p/lb—a),a=a/(b—a) e B=>b/(b—a). Além disso, v2 = 72(Ey/E.)?, com Ey = C/(b— a)
e E? = 12K /e,(b — a)? correspondendo ao campo critico da transigao de Freédericksz em uma
amostra plana com espessura (b — a), no caso de ancoramento forte [2].

Para resolver a Eq. (2.19), sujeita as condi¢oes de contorno mencionadas acima, podemos usar
o procedimento de separacao de variaveis para reduzir o problema de resolver uma equacao dife-
rencial parcial para o problema de resolver duas equagoes diferenciais ordinarias. Neste sentido,
podemos desenvolver a solu¢do em uma série das autofungoes do operador espacial da Eq. (2.19),
ie., 020, = —k20,,

Assim, a solucao da equacao diferencial, aplicando as condig¢oes de contorno, é

o0

6(r,0) = 3 (A0} (0) + Ba(r)O,(0)) (2.21)

n=0
com OF(#) = cos(mb) e O, (0) = sen(mb). As funcdes A, (r) e B,(r) sdo determinadas substi-

tuindo a solugdo acima na Eq. (2.19) e tomando as propriedades de ortogonalidade das autofun-

31



¢oes, junto com as condigoes de borda.

Depois de algumas manipulacoes algébricas, a solucao geral é dada por

Agr? — dor™7 /27r — oor~ 7 — nor” /27r = =

r0) = dODd,(0) + dod, (0

dj( ) 2 (ADO'O — 050) b( ) 2 (AoO’O — 7’]0(50) ( )
cos(mb)

+

5 )/ d cos(mB)f.,(0)

3] M

sen(mo) m — -
+m:17T(Am0m . /0 dOsen(mb)fap(0),
(2.22)
em que
_ _ . _ o
fab(é) = Cbb((g) (Am’l"gm - T{—m> +(I>a(€) <rf_’m - 7’]m’f‘§m> s (223)
e
do = (a7 —7L,a™™), Ag= (a7 +7yL,a”0D)
oy = (ﬂ + LB 1) . Mo = (5—7 — 7Lb5—(7+1))
O = (0% —&nLaa®™Y) A, = (a7 4 &, Lya” D)
Om = (B 4L Y), = (875 = &Ly ) (2.24)

com &, = \/m :

Analisamos a solugao dada pela Eq. (2.22) considerando o primeiro caso em que a superficie,
localizada em r = «, como tendo um eixo constante, isto é, ®,(0) = ¢o enquanto a superficie
localizada em r = (3, com distribui¢ao periddica dos eixos, ou seja, ®,(f) = @1sen(qfh), com
g = 2m/A um inteiro e A sendo a periodicidade da distribuigao; Nas figs.2.6(a) e 2.6(b) sao
mostradas as solugoes para dois valores de A\, com duas diferentes maneiras de se observar a
solucao, o 3D e o density plot. Este tltimo é uma simulacao da intensidade de luz que atravessa
a amostra entre dois polarizadores cruzados posicionados perpendicularmente ao eixo do cilindro;
essas figuras foram construidas utilizando a ferramenta DensityPlot no Mathematica ®) da fungao
sen?2[0(r, )] [41], no qual © = (¥(r,0) + 0) é o angulo entre o diretor nemético e o eixo z. Por
outro lado, os gréaficos em 3D mostram diretamente o comportamento de . Para pequenos
valores de A, (Fig. 2.6(a)), uma distor¢do periddica de curto alcance é imposta pela superficie
externa; a medida que a periodicidade aumenta, (Fig. 2.6b), a distor¢ao periodica atinge regioes
bem maiores. Ambas as visualizacoes indicam que mesmo uma pequena deformacao, como as
que consideramos aqui, pode produzir um notavel efeito nas orientacoes e, consequentemente, na
forma como o experimentador vera a textura por meio de técnicas de microscopia 6ptica de luz

polarizada; esse resultado é bastante diferente do que ocorre em geometria plana. Observe os
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padroes Opticos e note que, no caso de uma amostra completamente orientada de maneira radial,
seriam observadas quatro manchas escuras e quatro manchas claras sem deformacao; os angulos
impostos pelas superficies sao pequenos, porém, o resultado 6ptico é consideravelmente afetado.

Se olharmos com mais detalhes para o sistema, veremos que existem alguns pontos em que a
superficie externa impoe ao diretor um valor minimo de distorgao, por exemplo, em 6 = 37 /(2q),
no qual ¢(r,0 = 37w /(2q)) apresenta um zero em algum valor de r. De alguma maneira, estes
zeros indicam quao longe as distor¢oes impostas pelas superficies penetram na amostra. Desse
modo, para investigar esse alcance em funcao da periodicidade, vamos procurar numericamente
pelos zeros do angulo neste valor de 6. Se ( é a raiz do angulo para um particular valor de A,
podemos interpreta-lo como sendo um comprimento sobre o qual a superficie externa estende sua
distor¢ao para dentro da amostra. Desse modo, ( é medido a partir da superficie externa para
dentro da amostra, como mostrado no inset da Fig. 2.7. Podemos ver que, quando A aumenta (g
diminui), as distorgoes se estendem por um grande intervalo. Para ¢ = 0 nao existe raiz, pois nao
ha distor¢oes na amostra. O comportamento assintotico de ¢ como fungao de A é do tipo lei de

poténcia, com expoente aproximadamente igual a -0.9.

Bl i H R B S SR mren A EE S B RS
=15 -10 ~5 00 0s 10 B

Figura 2.6: As figuras da esquerda mostram o comportamento de 1(r,8) (Eq. (2.22)) enquanto que as
figuras da direita mostram os resultados dpticos de uma amostra entre polarizadores cruzados. Conside-
ramos L, = 0.03c, Ly, = 0.028, ¢1 = ©/10, ¢g = 7/8, a = 0.5, f = 1.5 (0 que implica que b/a = 3) e
A =m7/4 (superior) e X\ = 3w /2 (inferior). Além de v = 1.

Na Fig. 2.8, estudamos o caso de uma célula hibrida, na qual uma superficie possui ancora-
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Figura 2.7: Conjunto de raizes ¢ como fun¢ao de A. O inset mostra (r,0 = 3w/2q) que indica como ¢
€ medido. Os pardmetros sao os mesmos da Fig. 2.6.

mento forte e na outra ancoramento é fraco, para alguns valores de campo elétrico. Note que
mesmo um campo pequeno aplicado na amostra produz distorgoes significativos na orientacao da

amostra.

Figura 2.8: Comportamento da Eq. (2.22), com L, =0, Ly =12, &, =7/15, &, =7/4, a =1e = 3.
Vamos abordar agora o problema na auséncia de campo elétrico. Para isso, consideramos a

Eq. (2.19) com v = 0 e resolvemos a equagao de Laplace, novamente, usando as condi¢oes de borda

dadas pela Eq. (2.20). Se o procedimento de separacao de varaveis for utilizado, encontraremos
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_ aBUnlafr) = Laja) [T aB(LB+W(B) [T
(. 0) = afln(a/B)— (8L, + aLb)/O 0Py () afln(a/B)—(BL, + osz)/o 024 (6)
. cos(m#b) o = =
+;m/o df cos(mb)gqp(0)
=, sen(mf) o = =
+;m /0 dBsen(mb) gu,(0), (2.25)
9@ = [20(0) (s 7 = ) + 2, 0) (Lo —w )] (2.26)
v = a™— Lyma™ ="+ Lymfm !
¢ = a ™+ Lyma~ MY = g — meﬁ_(m+1). (2.27)

Na Fig. 2.9, mostramos o comportamento de v (r, ), dado pela solu¢ao (2.25), para alguns
valores de L, considerando a superficie interna com ancoramento forte na presenga de uma
distribuicao homogénea dos eixos faceis.

Para o caso especifico de ancoramento forte, L, = 0 e L, = 0, Eq. (2.25) fornece

U(r,0) = m{ /0 ﬂd@ [@4,(0) In(ar) — ©4(6) In(B)] + In(r) /0 ﬂd@ [cba(@)—qbb(@)}}
& cos(mb) o o
+m2:17T[( )m]/o df cos(mB)ha(0)

Bla)™ —(a/B
> sen(m#) mo = o
+le7T B (Oé/ﬁ)m]/o dBsen(mé)hq,(6),

(2.28)

o hao(8) = [(I)b(g) (ﬂ _ £> +@,(6) (ﬁ—m - ﬂ)} ‘ (229

Esses perfis sao mostrados na Fig. 2.10.

Os casos vistos até aqui sao tteis para investigar as distor¢oes de splay-bend, quando as
distorcoes sao pequenas; por essa razao, o campo aplicado deve ser no maximo levemente superior
ao campo de Freédericksz, para garantir a validade dessa aproximagao. Vamos agora tratar de
resolver o problema completo numericamente, sem que haja aproximacao de pequenas distorgoes,
para investigar o quao proximos estao os resultados numéricos dos analiticos. A equacao nao

linear a ser resolvida é
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Figura 2.9: Comportamento de (r) dado pela Eq. (2.25) para L, =0, &, = 7/100, &, =7/4, aa =1
e g =3.

=13 -10 -0.3 00 03 10 15

Figura 2.10: (Esquerda) comportamento de 1 (r,0) dado pela Eq. (2.28). (Direita) Simulagao dos
padroes dpticos. Utilizamos @, = 7/8, ®, = (7/10)sen(qf), a« = 0.5, = 1.5, e A = 7/4.
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2
V24 (r, ) — ;—ﬂsen (24(r, 0)) = 0, (2.30)

com as condi¢oes de contorno
—I—wavLsen(@b(r, 0)|_,=2u(6) and —LGW +sen(v(r,0)| = ®u(0) . (2.31)
Neste cenéario, solugdes da Eq. (2.30) serao buscadas por meio do procedimento numérico

baseado no método de Runge-Kutha [42].

a b
0.34 T T T 0.25 T
+  Numerical - y=0.0 [ +  Numerical - Lb = 9.0 L
0.32H Analytical - y=0.0 B Analytical - Lb = 9.0
: *  Numerical - y= 0.5 *  Numerical - Lb = 15.0
— — _ Analytical - v=0.5 L 0.2} — — — Analytical - Lb = 15.0
0.3 yueal =y = 0. * ] % Numerical - Lb = 20.0
% Numerical - y=1.0 % P — - — Analytical - Lb = 20.0
—-— Analytical - y=1.0 k- % F
0.28[" 5 * g .
*x 0.15 . %
— *- — e o
= *- A — X
= 0.26 q — X=X
> > *
0.24 J 0.1
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Figura 2.11: Resultados numéricos e analiticos obtidos para o dngulo de deformacao mostrados na
Fig. 2.10(a) e Fig. 2.10(b). Os resultados analiticos estao ilustrados na Fig. 2.8 e 2.9. Os resultados sao
obtidos resolvendo numericamente a Eq. (2.30) com as condigoes especificadas na Eq. (2.31).

As figuras 2.11(a) e 2.11(b) mostram o comportamento do perfil do diretor usando os métodos
analitico e numérico, para uma comparacao visual. Note que, dependendo da escolha dos para-
metros, encontramos um acordo melhor entre as duas abordagens. Vemos que, quanto mais fraco
é o ancoramento, melhor é a aproximacao. Este resultado sugere que, mesmo para a geometria
cilindrica, a aproximacao que utilizamos para resolver o problema ¢é bastante proxima do resultado
numérico do problema exato.

Vemos entao que, no caso de geometrias cilindricas, feno6menos relevantes podem ser encon-
trados mesmo se os efeitos de superficie ou de campo forem pequenos. Na proxima se¢ao veremos
o caso de um efeito também bastante sutil, mas que pode interferir no processo de relaxamento

da amostra.

2.2 Efeitos dinamicos

No que diz respeito aos fendémenos nos quais as configuragoes de contorno e efeitos de campos
externos estao presentes, a teoria elastica junto com o potencial de superficie, como adotado

por Rapini-Papoular, fornecem as leis fundamentais para descrever a organizacao das moléculas
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no interior da amostra, se a temperatura é fixa e muito menor que a critica, de tal modo que
o parametro de ordem local seja o mais proximo possivel da unidade. Além disso, é preciso
assegurar que o sistema tenha atingido o equilibrio; caso contrario, efeitos dindmicos devem ser
considerados, o que nao é banal. A teoria fenomenolégica que envolve determinar a dinamica de
meio neméticos é ja muito bem fundamentada [15], porém muito pouco aplicavel analiticamente,
tendo em vista a complexidade das equacoes. De fato, trata-se de determinar oito incognitas -
trés componentes do diretor, trés componentes da velocidade, uma componente da pressao e um
multiplicador de Lagrange - acopladas, em geral.

Alguns tipos de distor¢oes e aproximagdes, como o caso de simples tor¢ao (simple twist),
entretanto, permitem que efeitos dinamicos nao influenciem tanto e apenas a insercao do torque
viscoso na equacao de Euler-Lagrange torna-se uma aproximacao razodvel; uma aproximagao
desse tipo é a de pequenas distor¢oes que consideramos nas segoes anteriores. Porém, os efeitos
na superficie, como os que estamos considerando ao longo de todo esse trabalho, podem também
possuir uma dinimica que é distinta daquela envolvida no volume; o eixo facil, adotado pela
superficie, pode também induzir algum tipo de torque viscoso. Esse termo foi inserido na literatura
em 1979 por Derzhanskii e Petrov [43]: trata-se da viscosidade de superficie.

Nos ultimos anos, diversas analises foram focadas sobre o papel desse parametro no compor-
tamento dindmico dos CLN [44, 45, 46, 47, 48, 49|. A viscosidade de superficie esta geralmente
conectada com um problema matematico que surge quando se investiga o relaxamento do sistema
de uma condigao estavel, com campo elétrico constante e uniforme, para a condicao de equilibrio,
quando o campo é desligado.[50, 51, 52, 53, 54, 16, 17]. Nesta se¢do abordaremos os efeitos da
viscosidade de superficie na relaxacao de amostras planas.

Para preparar o leitor para as subsecoes finais, discutiremos primeiramente o processo de
relaxacao quando o campo é desligado de maneira continua, i.e., ndo abrupta [16]. Em seguida,
o processo de relaxacao é analisado levando em conta a dissipacao que ocorre nas superficies
(idénticas) que limitam a amostra [17]. Nas subse¢oes finais, analisaremos o problema mais geral,

considerando as placas como fornecendo energias de acoplamento e eixos faceis diferentes.

2.2.1 A relaxacao da deformacao elastica

O sistema, discutido na Ref. [16], é uma amostra plana de espessura d, com as superficies
perpendiculares ao eixo z e localizadas em z = +d/2. Como as placas sao homogéneas e idénticas,
o diretor é funcao apenas de z e, portanto, a intensidade de ancoramento W, o eixo facil e o angulo
adotado pelo diretor na parede (¢(z = +d/2) = ¢,) s@o idénticos nas duas placas. O campo
externo é E = EZ, e a anisotropia dielétrica é considerada positiva e as constantes elasticas sao
todas iguais a K. O angulo entre o diretor nemético e o eixo z é .

O primeiro caso a ser investigado é o caso do campo constante (Fy) que é desligado subita-

mente. Nesse caso, para t < 0 o campo esta ligado e a deformacao, na aproximacao de pequenas
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distorgoes, precisa satisfazer a equagao diferencial

d? 9
K@q)(z) — €. B3P (2) =0, (2.32)
sujeita as condic¢oes de contorno
d
j:KECI)(z) + Wo(2) = Wos. (2.33)

z=+d/2

A solugao da Eq. (2.32) com as condigoes de contorno (2.33) ¢ da forma

Psu
(d/X)senh[d/2\] + u cosh[d/2)]

O(2) = cosh[z/A], (2.34)

em que A = (1/Fy)/+/k/eq & 0 comprimento de coeréncia e u = Wd/K.
O perfil de ®(z) fornecera a condi¢ao inicial do problema dindmico (¢(t = 0,z) = P(x)),
a partir do qual o sistema relaxara até a condicao de equilibrio, sem campo ; a condicao de
equilibrio, sem agao externa, conduz a ¢(t — 0o, z) = ¢, ja que o volume ird ser deformado
apenas seguindo as condi¢oes de borda. O procedimento padrao, considerando apenas a difusao
do ordenamento, consiste em resolver a seguinte equacao diferencial:
0? 0

K—¢p(z,t) = ng

o dp(2,1), (2.35)

ja que o campo ¢é desligado de maneira abrupta; n é o coeficiente de viscosidade rotacional do
nematico. A Eq. 2.35 é resultado do balango de torques da energia eléstica e do atrito viscoso[15].

A condicao de contorno do problema é, a principio, a mesma do caso estatico, isto é,
0
+K—o¢p(z,t) + Wop(z,t) = Was, (2.36)
0z 2=+d/2

e as solugoes terao a forma ¢p(z,t) = ¢s+0¢(z,t), sendo 0¢(z,0) = P(z) — @5 € limy_, o, IO (2, 1) =

0. E possivel resolver esta equacao considerando uma série do tipo
s k
2
dp(z,t) = Z A, cos(anz)e” 7" (2.37)
n=0
onde os autovalores sao obtidos por meio das condigoes de contorno

(W/K) cos(and/2) — apsen(a,d/2) = 0.
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Os coeficientes A,, sao dados por

d/2 d/2 d sen(a,d
A, / cos(an2)(®(2) — ¢5)dz, com N\ = / cos?(an2)dz = - <1 + M) :
N d/2 —d/2 2 A d
(2.38)
Aqui se pode notar uma pequena incoeréncia: imediatamente antes de desligar o campo
elétrico (t = 07), o sistema estava em equilibrio e ndo havia qualquer movimento do diretor;

contudo, imediatamente apos desligar o campo (¢ = 0%), o sistema passa a obedecer a equagao

diferencial 2.36, desse modo, note que:

8¢D . 3¢D . n d*®
< ot )t:() - ) < ot )t:0+ K d2? . (2.39)

conduzindo a uma segunda derivada temporal de ¢ com divergéncia em ¢ = 0. Assim, o modelo
deve ser modificado para resolver esse problema.

Quando se levam em conta processos dinamicos é preciso considerar que os efeitos viscosos
estao por toda a amostra, inclusive na superficie. Nesse caso, entretanto, esse efeito nao é suficiente
para que se resolva o problema da divergéncia temporal. Onde esta, entao, o problema? Uma
forma de contornar o problema ¢é considerar o sistema como estando em uma condigao inicial,
imposta pelo campo, e entao desligar o campo de maneira gradual, isto é, com tempo finito.

Assim, a equacao diferencial que se deve resolver para o processo de relaxacao deve ser

2

0
K—=05(2,1) — @B’ (¢n(2,t) = n0t¢E(Z t), (2.40)

em que E%(t) = E2 f(t), com f(t <0)=1e f(t = 0o) — 0. Os autores consideraram o caso em
que f(t) = exp(—t/7), com T um tempo caracteristico no qual o campo se reduz consideravelmente

daquele valor inicial. Desse modo, a equacao diferencial a ser resolvida pode ser simplificada por

2

0 1
06, 1) = 55 1 (05(2.1) = L2 9z 1) (241)

K@t

Se a condicao inicial é construida desse modo, o problema da descontinuidade da derivada
em ¢ = 0 desaparece. No que refere a borda, o problema seré tratado sem considerar os efeitos

viscosos de superficie, e as condi¢oes de contorno serao

0
0z 2=+d/2
e novamente ®(z) é a condigao inicial.
Para resolver a Eq. 2.41, consideramos a seguinte solugao
Or(2,t) = g5+ Z/c cos(anz), (2.43)
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com IC,,(0) = A,,(0).

Ao aplicar a solucao na EDP encontramos uma EDO para a parte temporal

CA1) + HADK(1) = ~Gulr), (2.44)
na qual "
Ky _ 2K, f(t

O método do fator integrante fornece como solugao para a equagao temporal

t t
Kn(t) = e un® [An — / e“"(t)/gn(t')dt’] com  u,(t) = / H,(t)dt'. (2.46)
0 0

Note que se t — 0o, H,(t) é constante e G, (t) vai a zero, recuperando o caso padrao - apenas
difusivo - discutido logo acima. Perceba entao que o problema dindmico na presenca de campo
elétrico deve ser tratado de modo que a intensidade do campo diminua continuamente; se nao for

assim surgird a inconsisténcia na derivada temporal.

2.2.2 Viscosidade de superficie - célula simétrica

Além da incoeréncia encontrada na subsecao anterior, ha ainda uma outra discutida por
Sonnet e parceiros na Ref. [55]; naquele trabalho, eles propdem um modelo que denominaram
Dilution Model. O modelo é proposto de modo que os efeitos viscosos impostos pela superficie
nao estao localizados na superficie, mas propagados por toda a amostra; desse modo, as condigoes
de contorno correspondem as de ancoramento fraco, com potencial de superficie local nulo: apenas
a derivada do angulo do diretor na borda deve-se anular; os efeitos da superficie, desse modo, sao
considerados na expressao da energia livre no volume. Nao vamos discutir o modelo em detalhes
aqui; mas é importante comentar o motivo que os levou a propor o modelo, ao invés de tomar o
caminho mais comum, discutido na secao anterior, levando em conta a viscosidade de superficie.
O que eles perceberam é que ha uma incompatibilidade na primeira variagao temporal do diretor
quando tomamos a condi¢ao de contorno e a equagao diferencial para o volume. Na verdade, esse
problema pode ser contornado, novamente, tomando as devidas condigoes iniciais além de cuidar
para que, havendo campo externo, ele seja desligado com tempo finito. A incompatibilidade
nas derivadas surgem matematicamente, porque as ordens da derivada na equagao diferencial e
na condicao de contorno sao iguais. Quando fixamos o sistema com condigoes iniciais iguais ao
problema estatico, essa dificuldade é contornada.

Vamos discutir agora o problema abordado na Ref. [17]|, na qual foi considerado o sistema
dindmico sem campo, mas com a direcao do eixo facil variavel no tempo. O sistema é formado
por duas placas situadas em z = £d/2, tratadas de modo a fornecerem as mesmas condigdes de

ancoramento. O angulo ¢ esté entre o eixo z e o diretor neméatico. Como as placas sao iguais, a
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funcao que descreve o perfil do diretor deve ser uma fungao par, com maximo em z = 0, logo

0
8_¢(z7t) =0 e ¢<Z7t) = (z)(_zvt)
< z=0
Como nao ha campo externo aplicado ao volume, a EDP a resolver para se obter o perfil do

diretor é )

0 0
w—0(2,t) = K—=¢(z,1), 2.47
(2, t) = K=—0(,1) (247
com K a constante elastica e 7, a viscosidade de volume do CL, que é um parametro intrinseco

do tipo de CL usado. A condigao de contorno é

0

nsamz, t) — K%qﬁ(z, )+ W(o(z,t) — os(t)) = 0. (2.48)

z=—d/2
com 7, a viscosidade da superficie, que é resultado do acoplamento entre as moléculas e a super-
ficie; logo, dependeré tanto do tipo de CL quanto do material da parede confinante. Na Eq. 2.48

o eixo facil é funcao do tempo, na forma

P (t<0)=¢y e &s(t>0)=cp+ (¢o— 1)e . (2.49)

Assim, o agente responsével pela dinamica, nesse caso, sao os eixos faceis, que variam no tempo
por algum mecanismo externo.

A condigao inicial deve ser tal que o problema estatico seja recuperado. Como nao hé campo
externo, a unica solugao possivel é ¢(z,0) = ¢ . Note que, desse modo, as derivadas temporais

no inicio da dinamica nao divergem e, além disso, coincidem na borda e no volume:

o¢
ot

:% :0’
. ot

vol. t=0

superf. t=

isso indica que o sistema, adotado nessas condicoes, nao sofre as incoeréncias discutidas por
Sonnet e colaboradores [55].

Para resolver a EDP (2.47), introduzimos as variaveis adimensionais z, = z/d e t, = t/7 e o0s
parametros u = Wd/K, v =n,/(n,d) e Tp = nd?/K; a equagao diferencial e as condi¢des a serem

satisfeitas sao, respectivamente,

0 02

8—1;925(2“7574) = a_z,gqb(zratr) (2.50)
0 t 0 t t t =0 2.51
e t) = g bt) (oot ~0e)| - 2s1)
0
a_zr¢<zrytr) ZT:OZ 0
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Resolver esse problema nao é simples. Para isso, vamos descrevé-lo brevemente agora e
considera-lo em mais detalhes adiante, quando formos afrontar o problema assimétrico. O proce-
dimento corresponde a aplicar uma transformada de Laplace na parte temporal da equagao e em
seguida utilizar o método das func¢oes de Green para a parte espacial. Quando a funcao de Green
é encontrada como func¢ao de s - variavel do espaco de Laplace - descobrimos que possui infinitos
polos, o que nos permite usar o teorema dos residuos para a transformada inversa de Laplace.

Assim, a solugao geral do problema é dada por

0 tr - ~
(< 1,) = — o / d5.G(z 2 1) — u / dhb(ts — DG (1) — vooG(t),  (2.52)
~1/2 0
com
Gz, 2. i ktTCOSkz) cos |k 1—i—z +i(u—yk‘2)sen k. 1—i—z
79 n 9 r kn n n 9 r 5

n=1
para —1/2 <z, < 2] e

% k2L,
G(z, 2., Z cos(k zT) {cos {kn (% + z;)} + ki(u — vk?)sen {kn (% + z;)} } :

n=1

para z. < z. < 0, em que

7~/ 1 1 2 ]. 1 1
F'(ky) = T {1 + 2(u— an)] sen (2kn) + (4 +1/> cos (2kn) ,

e k, sendo os autovalores obtidos a partir de

ky kn
(u—uki)cos(;) —k sen(z) = 0.

E assim, a solucao acima pode ser usada para investigar a influéncia de v sobre a relaxacao.

Antes de fazé-lo, contudo, vamos considerar entao o problema geral abordado em [56].

2.2.3 Viscosidade de superficie - célula assimétrica

A amostra novamente é formada por duas placas, espagadas por uma distancia d, normais
ao eixo z, situadas em z = +d/2. O angulo de distor¢ao formado entre o diretor e o eixo z é
indicado por ¢ e a aproximacao de constante tnica é novamente utilizada além de admitir que as

distorgoes sao pequenas. A equagao diferencial a ser resolvida é, novamente,

2

0 0
Wuaﬁb(zﬂf) = K@Qb(zat)? (253)
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com K e m, como na subse¢ao anterior. Como as placas possuem condigdes de ancoramento

diferentes, temos de resolver a equacao estando atentos as duas condi¢oes de contorno

0 0
Ko 0(2,8) + Wi [d(2,1) = 2 (t)] + 115 5,0(2, 1) e 0, (2.54)

com 7y sendo a viscosidade de superficie, que ¢ considerada igual para as duas placas; aqui
W, (sinal + e — referem-se as superficies localizadas em d/2 e —d/2) sao os coeficientes de
ancoramento e ¢ 4 (t) s@o os eixos faceis que caracterizam as duas superficies da amostra. Como
no caso anterior, estamos supondo que os eixos variam no tempo pela acdo de algum agente

externo, de acordo com

Ger(t <0) =iy, © Geilt)=rs+ (dis— dra)e /™, (2.55)

em que i (f) indica a condi¢ao inicial (final) e 71 s@o os tempos caracteristicos tipicos relacionadas

a agdo externa sobre as superficies. Da Eq. (2.55), o perfil inicial do diretor é

3(2,0) = A; + Biz. (2.56)

A forma final do diretor pode ser obtida considerando o limy_,~, ¢s 1 (t) = ¢¢ + para as condigdes

de contorno, o que nos conduz a solugao estacionaria, lim; . ¢(2,t) = Gest(2):
Gest (2) = Ar + By z, (2.57)

com

Ug (14 u_/2)iry 4+ + u— (1 + ug /2)Py(r) —

Ao = up(1+u_/2) +u_(1+uy/2)
‘ 2 ugu— (i 4+ + i)
B = Guiiru /2t (tu)2)’ (2.58)

com uy = Wid/K sao os parametros adimensionais relacionados a energia e ¢; + = (¢ 4, ¢ ).
Para t < 0, o perfil do diretor é dado pela Eq. (2.56). Para o sistema estabelecido desse modo,
com a Eq. (2.87) e (2.88), concluimos que

(@) _ (@) ~0 (2.59)
ot superf.,t=0 ot volume,t=0

e, novamente, nao hé incompatibilidade entre as derivadas temporais na borda, calculadas pela

equacao de volume, Eq. (2.87), e por meio das condigbes de borda, Eqs. (2.88), em ¢ = 0.
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Para prosseguir, escrevemos as Egs. (2.87) e (2.88) na forma adimensional, como antes,

0 02

a_trd)(z”tr) = a—zgfb(zr’tr), (2.60)

e
+ 0 t t t 0 t =0 2.61
a_ZrQS(Z” r) + U+ [¢(Zr7 r) - ¢s,i( r)] + Ua_tr¢(zr’ r) 12 - ’ ( . )

novamente com 2, = z/d, t, = t/Tp, v+ = T7+/Tp, € v = 15/ (n,d), com Tp = n,d*/K é o tempo
de difus@o. Aplicamos a transformada de Laplace, definida como

1 Y+i00

Lf{...1 = dt,e 5t ... Lo = ds eStr ...

(o= [ e e ety = o [ s

e o método das fungdes de Green para obter uma solugdo para a Eq. (2.60). Isto pode ser
aplicado de maneira mais simples se considerarmos primeiro uma condi¢ao inicial para a Eq. (2.60),
Dy(2) = ¢(z,0), dada pela Eq. (2.56). Aplicamos a transformada de Laplace nas Egs. (2.60)

e (2.61) para encontrar, respectivamente,

2

dz2

T

O(2r, 8) — $P(21,8) = —DPo(2) (2.62)

d (2, ) + (usr +vs)P(2, s) = vPo(21)|,,—q1/0 + us s (s) - (2.63)

+
dz =t1/2

A fungao de Green associada as Eqs. (2.62) e (2.63) é solugao da EDO

2
d G2, 2, 58) — $G (21, 215 8) = 0(2 — 21), (2.64)
dz?

com condig¢oes de borda

d !/ !/
+—G(%, 25 5) + (ug +v8)G (2, 2,3 5) =0. (2.65)
dz Z=t1/2

E, desse modo, a solugao da Eq. (2.62) pode ser escrita como

1/2
o(s) = — / d2®0(2)G (20, 2L, 8) — [0B0(20) + 14602 (5)] G20, 2 8)]_y

1/2
— [wP(2) + u_¢s_(5)] G (2, 21, 5) |sm—1/2- (2.66)
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Depois de fazer a integragao da condigao inicial e a substitui¢ao de z, = —1/2 no segundo
termo, substituimos z] por z,, para obter ¢(z,, s), que é o perfil do diretor no espago de Laplace.
O primeiro termo na Eq. (2.66) fornece a evolugao temporal da condi¢ao inicial ®g(z;), dada
pela Eq. (2.62) e os demais termos sao relacionados a superficie. Resolvendo a equacao diferencial

para a fun¢ao de Green, encontramos que

Glo2is) = —ﬁ {\/Ecosh {\/E (% + zﬂ + (u_ +vs)senh {ﬁ (% + z)} }

« {\/E cosh [\/5 (% _ z)} 4 (us + vs)senh [\/5 (% _ z)] } | (2.67)

para —1/2 <z <z e

G(eryis) = —ﬁ {\/Ecosh {\/E (% + z;ﬂ + (u_ -+ vs)senh {ﬁ G + z)} }

« {\/E cosh [\/5 (% _ z)} 4 (us + vs)senh [\/5 (% _ z)] } | (2.68)

para z, < z < 1/2, na qual
F(s) = [s+ (us 4+ vs)(u_ + vs)] senh (v/s) + v/s(uy + u_ + 2vs) cosh (V/s) . (2.69)

As equagoes (2.66), (2.67) e (2.68) representam a solugao da Eq. (2.60) no espago de Laplace.
Para obter a transformada inversa de Laplace fechamos o contorno da integral no plano complexo
sobre os polos de F(s) que surgem quando tomamos s = —k?2, levando aos autovalores que sao

solucao da equagao
[(uy — vk2)(u_ — vk2) — k2] sen (kn) + kn(us +u_ — 20k2) cos (k,) = 0. (2.70)

Como existem infinitos polos, podemos novamente usar o teorema de residuos para encontrar a

transformada inversa das Egs. (2.67) e (2.68), no qual obtemos

e—kitr

- 1
Gz, 25t,) = — E . — {k:n cos [k:n (— + zrﬂ
( ) w1 KT () 2

¢ o oipeni (342
{kn cos {kn (% - z;>] + (uy — vk2)sen {kn (% — z;)l } : (2.71)

X

para —1/2 <z <zl e
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Gz, 2ity) = — nil % {k:n cos {k:n (% + z/ﬂ
+ (u_ —vk?)sen {k (% + z)] }
) Y ) S

X

para z. < z < 0, em que

Fky) = % (k2 (1+ v (6+up +u_ —vk2)) —us(l+u_) —u_] cos(k,)
1

+ 24w +us + 2 (ug +us — kL) — 4kiv?] sen(ky,). (2.73)

(\V]

E a solugao geral do problema é dada por

1/2
ot) = — / 02:Bo ()G (2, 21 )

1/2

= 0| @o(20)l, 10 G (=1 t) + Po(=)

128 ()]

- / dt’ [u+¢s,+(t')'g;(z;,t—t')+u,¢s,,(t')’gl<z;,t—t')}. (2.74)
0

com QNi(z;,tr) = G(2, 2, tr) n=%1/2

Na Fig. 2.12(a), o comportamento de ¢(z,,t,) é mostrado como funcdo de z, para diferentes
valores de ¢, a fim de ilustrar a evolugao temporal do perfil do angulo do diretor.

A assimetria na distribuicao espacial do diretor é evidente para tempos intermediarios entre os
estados inicial e final. E também evidente a relaxacdo da solucdo para os conjuntos de parametros
considerados na Fig. 2.12(b), em que o perfil do dngulo do diretor é mostrado para dois diferentes
valores da viscosidade de superficie reduzida. Note que esses valores correspondem a uma razao
entre a viscosidade de superficie e de volume 74/n, = vd na ordem de microns para amostras
tipicas de CLN (d =~ 1um) e podem ser considerados como muito grandes quando comparada com
os valores empregados na Ref. [45], que é da ordem de nanémetros. Além disso, os dois valores
ilustrativos que estamos usando aqui correspondem a d = 10L e d = L, com L o comprimento de
extrapolacao tipico ja discutido nas secoes anteriores. Estes valores representam, respectivamente,
um ancoramento razoavelmente forte (u = 10) e relativamente fraco (u = 1).

Para que haja uma forma de testar experimentalmente os resultados mostrados aqui, podemos
explorar propriedades mensuraveis. Um bom exemplo é o caso de um feixe polarizado incidindo
normalmente sobre a amostra nematica; a diferenca de caminho 6ptico Al, entre os feixes ordinario

e extraordinario, pode ser escrita como [57]
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Figura 2.12: (a) ¢(z,,t,) versus z, para diferentes valores de t, e v = 0.1 ilustrando a evolugao temporal
do perfil do diretor. As linhas sdlidas representam as configuragoes inicial e final do diretor. As linhas
pontilhadas representam o perfil do diretor para diferentes valores de t,. (b) ¢(zp,tr)|s.=0.1 por t, para
dois diferentes valores de v ilustrando influéncia da viscosidade sobre a evolugdo do perfil. Para ambos

0s casos consideramos uy = 10, u_ =1, ¢+ =1, ¢i— = 0.5, ¢pr 4+ = 1.5, ¢y =09, .4 = 0.0l ¢
Tr,— = 0.05.
/2
Al = An(¢)dz, (2.75)
—d/2

em que

An(¢) = neff(¢)—n0:no{ 1_Tlsen2<¢>—1},

comr = 1—(ng/ ne)2 e ng e n, sao os indices de refracao ordinario e extraordinario respectivamente.
Os resultados obtidos acima podem ser usados para determinar a dependéncia temporal de Al.

Na figura Fig. 2.13(a) mostramos o comportamento da derivada temporal de ¢ (¢) como
fungao do tempo para dois valores da viscosidade de superficie reduzida v = 7/(1n,d) e para dois
valores significativos da energia de ancoramento reduzida uy = Wid/K, os quais representam
ancoramento relativamente forte na superficie localizada z = d/2 (uy = 10) e razoavelmente fraco
na placa situada em z = —d/2 (u_ = 1).

Para tempos curtos nao ha muita diferenca quando se varia o coeficiente v, note isso para
os valores (v = 0.1) e (v = 1.0). Para tempos grandes, entretanto, isso ja é bastante diferente.

O comportamento de relaxagao do sistema em dire¢ao a condi¢ao estacionaria pode ser rapido
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Figura 2.13: (a) ¢(z,tr)|z—01 vs tr e (b) Al/ngd vs t, para dois valores diferentes de v. As curvas
foram construidas com uy =10, u_ = 1,¢5 4 =1, ¢i - =08, ¢¢ 4 =12, ¢ _ =1, e p 4 = 7 = 0.02.
Além de ng = 1.53 e n, = 1.71.

ou lento, se a viscosidade de superficie for pequena ou grande. A diferenca de caminho 6ptico,
mostrada na Fig. 2.13(b), parece ser bastante sensivel as varia¢oes de v, mostrando sua relevancia
no processo de relaxacao da amostra. Além disso, como esperado, os tempos de relaxacao indu-
zidos pela superficie tém grande influéncia sobre todo o processo de relaxagao da amostra, como
pode ser visto pela Fig. 2.14(a), onde a quantidade é(zr,tr)pr:o,l é mostrada. Na Fig. 2.14(b),
a diferenca de caminho 6ptico é mostrada para um conjunto de tempos caracteristicos dos eixos
faceis.

A influéncia da energia de ancoramento sobre o relaxamento do sistema é mostrada na figura
2.15(a). Note que, enquanto a Fig. 2.15(a) mostra que o processo é rapido para grandes valores da
energia de ancoramento reduzida, a Fig. 2.13 exibe rdpido comportamento também para grandes
valores da viscosidade de superficie. Novamente, o comportamento da diferenca de caminho 6ptico
é mostrado para ambos os casos.

Podemos agora investigar os efeitos produzidos por um campo elétrico constante aplicado ao
sistema. A equacao a ser considerada é

0 0?

—¢p(2,t) = (9_23

1
Y Or (%, tr) (2.76)

¢E(zr7 Zfr) - ﬁ

com A = 1/Eg\/k/ (£,d2). O campo elétrico considerado aqui é E = EgZ e a anisotropia dielétrica
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Figura 2.14: (a) q'ﬁ(zr,tr)]zT:o,l contra t, e (b) Al/nod por t, para diferentes valores de 1y 4 e 7 —. Os
outros pardmetros sao uy =10, u_ =1, ¢; 1 =1, ¢; - = 0.8, ¢r+ = 1.2, ¢ _ =1 além de v =1.0.

¢ considerada positiva (¢, = ¢ —¢1). Para que a condigao de pequenas distor¢oes seja respeitada
vamos considerar a intensidade do campo como pequena, o que corresponde a A > 1. A Eq. (2.76)
precisa ser resolvida considerando a condigao de contorno dada pela Eq. (2.61). Como mostrado
na secao anterior, para que seja evitado o problema da compatibilidade da derivada do angulo do

diretor sobre a superficie e sobre o volume, consideramos a condi¢ao inicial como sendo

Dpi(z) = Age”* + Bgie /™, (2.77)
na qual
4 W A1+ u NGy 25+ u A1+ uy Ayr) e
i(f )
B0 (1+u A1+ uph)er — (1 —u A1 —ugN)e s
B~ WAL Uy N)bigr) €25 + us A1+ u_ Ay 4 )e 2 (2.78)
Bi(f) = . :
i (1+u A1+ uph)er — (1 —u A1 —ugN)e s
A solugao (2.77) é obtida ao se resolver a equagao
d? 1
ECDE(Zr) - ﬁq)E(zr) =0, (2'79)
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Figura 2.15: (a) (2, t,)|..—0.1 como fungio de t, e (b) Al/nod versus t, para dois valores de uy e u_.
As curvas foram construidas com ¢i 4 =1, ¢; - =08, ¢y =12, ¢y _ =1, v=1e7 4 =7 _ =0.02.

com condigoes de contorno dadas por

d
j:d (I)E(Zr) + U4+ ((DE(Zr) — ¢i,:|:) =0. (280)
Zr Z=%+1/2

Similarmente ao caso sem campo, a situagao estacionéria é escrita como
Dpi(z) = Agre?/ 4+ Bgre /. (2.81)

Seguindo o procedimento de solugao ja descrito para o caso sem campo, é possivel encontrar

a solucao

1/2
Pp(z,t) = — / d2®p(2)G (2, 21, e

1/2
t
- / At e [y (V)G (ot = 1) + ubu(1)G (et — 1)
0

- U[%(zr) o 1Ge ()] (2.82)

-2

zr:% gE,-&-(Z;a t) + q)E<Zr)

com Gp 1 (2, t,) = Gulz, 2, tr)|,,—41/2- € & fungdo de Green dada por
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Gz, 2st,) = —Z - ;2tr { . Co8 {k:n (% + z)] (2.83)
b (o= gy o)sen [k (4 ) |
x {kncos {kn (% - z;)] n <u+ . % . vk2> sen {k (% . z;)} } ,

para —1/2 <z <z e

Gulo, 2it) = — Z - ;Qtr {k:n cos {kn (% n z)] (2.84)
+ (u, . % . vk2> sen {kn (% + z;)l }
X {kncos {kn (% - z;)] n <u+ _ % _ vkg) sen {kn (% _ zé)} } ,

/
para z, < z; < 0, com

Fe(k) = {ki (1 +v <6 + Uy u- — % — vk2>) (2.85)

2
1 1 1
— (u+—ﬁ> (1+u_—ﬁ)+p—u_} cos(ky)
1
2

2 2
[2 +uy +u_ — 2 +2 (u+ +u. ——=— k:2> - 4]{:31)2} sen(ky,).

+ e

Os k,,’s sao obtidos de

(UU_ —k2)sen (ky)+kn(Us +U-)cos (k,) =0 . (2.86)

com Uy =uy —v/N—vkield =u_ —v/\— vkl

A Fig. 2.16(a) mostra o perfil do diretor para diferentes tempos, de modo a ilustrar os efeitos
produzidos pelo campo elétrico. O sistema relaxa de uma condigdo inicial, dada pela Eq. (2.77),
para o estado estacionario, dado pela Eq. (2.81). Na Fig. 2.16b, o comportamento da derivada
temporal do angulo na presenca e na auséncia de campo elétrico para um valor arbitrario de v
é mostrado. Note que para pequenos tempos (, < 1), a Fig. 2.16(b) mostra que os efeitos do

campo elétrico nao sao muito distinguiveis quando comparados ao caso sem campo.
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8,4

(a) (b)

Figura 2.16: (a) ¢p(z,,t,) versus z, para diferentes valores de t, e X = 1 para ilustrar a evolugao
temporal do perfil do diretor. As linhas pontilhadas representam o perfil do diretor para diferentes valores
de t, e podem ser comparadas as configuracoes inicial e estaciondria representadas, respectivamente, pelas
linhas solidas em t, =0 et, = co. (b) <Z.>E(zr,tr)|zr:0.1 port, para A =1, A\ =1.5, e A = oo para ilustrar
a mfléncia do campo elétrico sobre o processo de relaxacdo do perfil do diretor. Para ambos 0s casos
consideramos uy = 10, u— =1, ¢+ = 1, ¢;— = 0.5, ¢r4 = 1.5, ¢y =09, 4 =02, v =1c¢
Tr— = 0.1.

2.2.4 Abordagem perturbativa

A amostra é novamente como a descrita anteriormente (slab de espessura d, com placas loca-
lizadas em z = £d/2), sujeita a um campo elétrico E(t) = E(¢)z. Os principais resultados estao
publicados na Ref. [58]. A dinamica do angulo ¢ que o diretor faz com o eixo z é governada pela
equacao

0 0?

77b§¢(2,t) = K@d)('z»t) - EaE2(t)¢<Z>t)’ (287)

com K sendo a constante elastica, 7, a efetiva viscosidade de volume da amostra e £, a anisotropia
dielétrica do material. Vamos considerar o caso de um campo elétrico variavel no tempo, diferen-
temente do caso anterior em que o campo é constante; por esse motivo, também, a abordagem
pertubativa é uma saida para se obter um resultado mais geral.

Para estudar o problema focando apenas no método perturbativo, vamos considerar o caso
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simétrico, onde as duas placas fornecem condi¢oes de ancoramento e eixos faceis iguais. Logo, a

solugao para ¢ deve, novamente, ser uma funcao par. As condi¢oes de contorno sao, como antes,

dadas por
KLt Fw ot - 0) 4 noszt| = 0
B zZ, w Z, s Ms ot ) e -
0
e ggb(z,t) T 0,

(2.88)

Na Eq. (2.88), ¢s ¢ o angulo do diretor na superficie. Como antes, ns; ¢ o coeficiente de
viscosidade de superficie. Para ¢ < 0, o perfil do diretor é dado por ¢(z,t) = ®(2), com P(z)
obtido da solucao da equagao

d2

K@qm) — e, E3®(z) =0, (2.89)

sujeito as condigoes

d
—K—®(z) + W (®(2) — ¢s) =0
dz z=—d/2
d
) — 0.
e - (2) . 0
(2.90)
Em particular, a solu¢do para ®(z) é dada por
() = ups cos (z/A) (2.91)

sen (1/(2X\)) /A +wucos (1/(2X))’

comu=Wd/K e\ =1/Eg\/e,/K. O sistema descrito desse modo nao sofre qualquer problema
de incompatibilidade de derivada temporal em ¢ = 0 em qualquer uma das superficies.
Para abordar o problema por meio da teoria de perturbagdo, consideramos as Eq. (2.87) e

(2.88) em forma adimensional

0 0? 1
a_trqs(zra r) 8_Zr2¢<zra tr) - E (tr)¢(zratr>a (292)
€
0 0 0
gt ) P0G ) — ) Fugpelat)| =0 e Goolat)] =0
(2.93)
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com z, = z/d, t, = t/1p, v = ns/(ny,d) e f(t) representa a dependéncia temporal do campo
elétrico; Tp = n,d*/K ¢ o tempo de difusao.

Vamos admitir que a viscosidade do sistema seja suficientemente pequena a ponto de podermos
consideri-la como um parametro perturbativo. De fato, usando os parametros tipicos de amostras
de CL d = 107%m e n,/m, = 107%m, obtemos v = 0.01, que é um valor pequeno e permite esse

tipo de abordagem. Deste modo, a solu¢ao para o perfil do diretor pode ser escrita como [59]

Oz, 1) = 0V (21, 1) + 00! (2, 1), (2.94)

em que ¢ (z,t,) é o estado ndo perturbado e ¢! (2,t,) corresponde & correcio em primeira ordem
para a solu¢@o nao perturbada devido & viscosidade v. Substituindo a Eq. (2.94) nas Egs. (2.92)
e (2.93), obtemos para ¢(¥)(z,t,) a equacdo

0 0? 1
a0 e te) = 5500 G te) = 55 F (180 (), (2.95)
com as condi¢oes de contorno:
0 Lo o 0 Lo
——¢ (2, 1) + u (0 (21, 1) — @) =0 e ¢\ (2, 1) =0, (2.96)
02 =—1/2 “r 2=0

junto com a condigdo inicial (¥ (z,,0) = ®(2). Ja ¢V (2, t,) deve satisfazer a equacio diferencial

0 0? 1
A1) — = 4@ _
atr (ZI‘7 tI‘) 822 ¢ (’ZI‘7 tl‘) )\2

T

f(tr)(b(l)(Zr? te), (2.97)

com as condic¢oes de contorno

0

0
azr v ¢ (Zr’ tr)

Zr=—1/2 8tr Zn=—1/2
oW (ar, )

oY (2, 1) + upW (2, t,)

9
0z,

e = 0, (2.98)

z2r=0

e tendo por condicdo iniciai ¢(!)(z;,0) = 0. Note que esse procedimento nao afeta a compatibili-

dade nas derivadas temporais; sendo ¢(¥(z,,0) = ®(2) é possivel obter

0 0
— O (2, t,) = Oz, 1) =0 (2.99)
atr superf.,t=0 atr vol.,t=0
e, consequentemente,
0 0
=0 (2, 1) = —oWt)| =0 (2:100)
r superf.,t=0 r vol.,t=0




Comecaremos por buscar solugoes para o problema nao perturbado, considerando que a solucao

tenha a seguinte forma

¢(O)(Zr,7fr) _ G—AQ f (t: dtrﬂ)(zr’tr) )

e substituindo o resultado em (2.95) e (2.96), obtemos

0 9?2
8_tr¢(zr’tr) a_zgw(zrytr)a
(§]
0 2 Jo f ) dE
_ ¢(Zr7tr) +U@/J(Zr,tr) = ¢ ex2 Jo T ,
azr zr=—1/2
0
a_zrw<zr7tr) - = 0.

Podemos usar do método das fungoes de Green, as quais devem satisfazer a equacao:

2 9 ,
(6_23 — a_tr> g(Zr, Z tr,tr) (5( )5(tr — tr)’

com as condigoes

0
———G (2, 2 b, t) + uG (2, 203 4, 1) = 0,
0z Zr=—1/2
0
Ty tI‘7tr == O’
8ng(z Z )erO

e sao tais que G(z, 2};t,,t.) = 0, para t, < t.. Depois de alguns calculos encontramos

ry “r

e Hn(t:=ti) 1 u 1
Gz, 2t t)) = — Z o { 0s (kn (5 + z)) + sen (k;n (5 + z>)}

n=1

x cos (kp2') Q(tr — 1),

for —1/2 <z <2, e

/ / _kQ tr t, 1 / u 1 /
i) = S oo (144)) o ()

n=1

X cos (knz) Q(tr —t),

T

para z, < z <0, com 6(z) a fungao degrau (ou 6 de Heavside) e, por fim,

, 1 1 1 1 1
.7:(1{: ) = T (1 + 2u) sen (ékn) + 7 608 <§kn) )

o6

(2.101)

(2.102)

(2.103)

(2.104)

(2.105)

(2.106)

(2.108)



Os k! s sao determinados por meio de
knsen (k,/2) — (u— vk2) cos (k,/2) = 0. (2.109)

E a solugao pode ser escrita como
0 2 1Pt e\ g —
Ylzt) = - / dz®(2)G (2, 23 4, 0) = &, / dyexs W IONG(L g ). (2.110)
-1/2 0

com
G(ZI{, tr, t;) - g(zr7 Z£7 tra t;)

Zr=—1/2-

O perfil, (2, ,), pode ser obtido substituindo-se a Eq. (2.110) na Eq. (2.101), o que conduz

0
PO () = —e_;?fotrf(tr)dtr/ dz®(2,)G (2, 21; tr, 0)
~1/2
te o g
— ug, / dt/ ez Jo" T 35 Jo" Sty 41y (2.111)
0

A primeira corregao para ¢ (2., t,), devida a viscosidade de superficie, ¢(V)(z/, ), pode ser obtida
da Eq. (2.97) sujeita & Eq. (2.98). Especificamente, é dada por

G20t 1),
Zn=—1/2

o (e fE [ p ) D

(2.112)

que representa a solu¢ao com uma primeira corre¢ao em v. Substituindo esses resultados em
Eq. (2.94), temos

0
d(zp,tr) = —em e Jo" fEdE: / dz®(2)G (2, 215 11, 0)
~1/2
ty o r_
o u¢s/ dtle_)%? fotr f(tr)dtreA% fgr f(tr)dtrE(Z/; t, tl)
0

b -% br 7r dir_ t; 7r dﬁr a -
4 U/ dt;e 22 ( o fte)dt— o f(tr) t) %(b((])(zl 75/) Q(z;;tr,t;) ] (2113>
0 r

Zn=—1/2

)T

Restringimos nosso resultado & primeira ordem, uma vez que os valores usados para v sao peque-
nos.

A Fig. 2.17(a) ilustra o perfil do diretor para diferentes valores da viscosidade, considerando a
solugdo dada pela Eq. (2.112), enquanto a dependéncia temporal da primeira derivada temporal
de ¢ em 2z, = —1/3 é mostrada na Fig. 2.17(b) para trés valores diferentes de v. Esta figura

mostra os efeitos da viscosidade de superficie para um valor de u que representa um ancoramento
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bastante fraco. A medida que v aumenta, a relaxagao do sistema é mais lenta quando comparada

ozt

0.6

— — TS ————
-05 -04 -03 -0.2 -0.1 00 0.1 02 03 04 05 00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50
z t

r r

Figura 2.17: Esta figura mostra o perfil ¢(z;,t;) por zx para diferentes valores de t, considerando alguns
poucos valores de v. Nesta figura, os estados inicial e estaciondrio sao indicados pelas linhas sdlidas
pretas. A direita d)tr ¢ mostrado com funcao de t, em z, = —1/3 para alguns valores da viscosidade
de superficie v. FEsta figura mostra que para um pequeno valor da viscosidade de superficie, o perfil do
diretor, ¢(zy,t;), relaxa mais rapidamente que para grandes valores da viscosidade de superficie.

ao caso de viscosidade nula. Esta mesma caracteristica pode ser verificada na Fig. 2.17(a) onde
é possivel notar que, para pequenos valores de v, (valores proximos de v = 0), o sistema vai mais
rapidamente para o estado estacionario, imposto pelas condigoes de contorno.

Novamente, podemos analisar os resultados por meio de um parametro acessivel a medidas,
como o caso da diferenca de caminho 6ptico Al, dada pela Eq.(2.75). A Fig. 2.18 ilustra o com-
portamento da solugao dada pela Eq. (2.75) para diferentes valores da viscosidade de superficie.
Note que os valores de Al para v = 0 e v = 0.01 sao essencialmente os mesmos. Para o caso
de v = 0.05, a viscosidade de superficie tem um efeito significativamente maior sobre o sistema.

Esses detalhes também podem ser verificados por meio das Figs. 2.17(a) e 2.17(b).

2.3 Consideracoes sobre a teoria elastica

Como vimos, a teoria elastica trata de situacoes que partem de uma configuracao geralmente

uniforme do diretor. Quando ocorre a transicao de fase em uma amostra real, observamos, por
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Figura 2.18: Al/(nod) vs t, para mostrar a influéncia da viscosidade de superficie.

meio da textura, pequenos dominios de ordem; em um primeiro momento, a ordem da fase é de
curto alcance, dentro daquele dominio. Para que o sistema esteja na condi¢ao de alinhamento
uniforme, como desejamos para iniciar os problemas, como o da transicao de Freédericksz por
exemplo, precisamos de um agente externo, como um campo elétrico, bastante intenso, que dé
conta de orientar todos os dominios em uma tnica direcao. A partir dessa situacao, teremos
apenas um dominio e poderemos entao usar a teoria elastica.

Assim, uma amostra semi-infinita (uma gota sobre uma placa) cuja dire¢ao de eixo facil
imposta pela superficie é descrita por um vetor 7y, sem agao de qualquer outro campo externo, sera
representada por um diretor uniforme cujo eixo coincide com aquele da superficie. Desse ponto de
vista, entao, o problema consiste em determinar como o diretor pode ser escrito de acordo com as
condicoes de borda e aplicid-lo na energia livre; a energia livre deve ser minimizada para encontrar a
equacao diferencial; finalmente, é preciso resolver a equacao diferencial para obter a configuracao
do diretor com as condi¢oes de contorno adequadas. Apesar de o procedimento, geralmente,
obedecer a esta ordem de processos, o problema nao é, em absoluto, simples de resolver. Isto
pode ser facilmente verificado nos problemas discutidos aqui: mesmo com a aproximacao de
pequenos angulos, o problema envolve procedimentos matematicos muitas vezes nao triviais.

Um problema bastante simples de propor nesse contexto, ¢ o de considerar as distor¢oes em 3
dimensoes e, assim, determinar dois angulos. Mas esse problema, geralmente, consiste em obter

solugoes de equacoes acopladas. Mesmo um problema bem simples pode, muitas vezes, tornar-se
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invidvel do ponto de vista matematico.

Para investigar com mais detalhes algumas distorcoes que podem nao ser bem descritas pela
teoria elastica, algumas outras abordagens sao possiveis. Como dissemos no inicio, teoria de
Landau-de Gennes, dispoe de ferramentas capazes de fornecer resultados numéricos mais sofisti-
cados. Ha, ainda, extensoes da teoria elastica para situacoes com parametro de ordem variavel.
Além desses, a simulagdo computacional é também uma das ferramentas mais usadas para se
obterem resultados teéricos. As abordagens simulacionais de dindmica molecular e dos métodos
de Monte Carlo sao, sem duvida, os mais utilizados. Nesse assunto, o método de Monte Carlo,
além de mostrar-se mais simples para programar e colher resultados, é bastante eficiente no que
diz respeito ao tempo de programagao. No proximo capitulo, descreveremos o método de Monte
Carlo, sua origem, o algoritmo de Metropolis ilustrado pelo modelo de Ising, além de mostrar
como aplicar o método no estudo de CLN, discutindo o modelo de Lebwohl-Lasher. Vamos dis-
cutir ainda brevemente, o modelo que leva em conta a anisotropia elastica da interacao entre as

moléculas.
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Capitulo 3

Simulacoes de Monte Carlo

O uso de computadores para obter resultados em sistemas fisicos cresceu muito nas tultimas
duas décadas em razao do aumento da capacidade de processamento dos computadores. Hoje em
dia, é possivel trabalhar, mesmo com um computador portétil, em problemas simples e que exi-
jam pouco tempo de processamento. Nesse sentido, a simulacao tem-se mostrado uma ferramenta
muito 1til na resolugao de problemas fisicos. Existem alguns métodos de simulacao que podem
ser mais bem ajustados dependendo do sistema que se deseja estudar. Podemos destacar, dentre
eles, 0 método de DinaAmica Molecular (DM), onde as equagoes da dindmica sao resolvidas nume-
ricamente para todos os corpos do sistema, e as simulagdes de Monte Carlo (MC), onde processos
estocaticos sao gerados e um certo critério permite atingir o estado de equilibrio. Historicamente,
ambos os métodos, além de outros, foram usados na fisica dos CLs. Entretanto, o método de
MC é bastante simples de se implementar, além de bastante versatil e por isso torna-se, em nosso
entendimento, uma forte ferramenta simulacional. Além disso, compreende um primeiro passo na
insercao dos métodos de simula¢oes mais sofisticados.

Neste capitulo, introduziremos o método e discutiremos o algoritmo de Metropolis com uma
rapida aplicagao ao modelo de Ising em 2D; em seguida, ja aplicando aos CLs, vamos discutir como
o sistema liquido-cristalino pode ser estudado por simulacoes MC introduzindo-se o potencial de
Lebwohl-Lasher (LL) aplicando o modelo para obter a transi¢ao de fase N—T; discutiremos, ainda,
o pseudo-potencial de Gruhn-Hess-Romano-Luckhusrt, que incorpora a anisotropia elastica; por
fim, discutiremos como obter uma textura optica a partir dos resultados da simulacao por meio
das Matrizes de Mueller.

3.1 Nocoes basicas

Basicamente, o método de Monte Carlo consiste na utilizagao de niimeros aleatérios para se

obter informagoes a respeito do sistema. Podemos usar o método de Monte Carlo em uma gama
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de sistemas para obter diversos resultados|60].

O método foi desenvolvido com o objetivo de resolver o problema da difusao de néutrons em
material fissionavel [61] (neutron difussion in fissionable material), na década de 1940. Desen-
volvido por Stanislaw Ulam e Jonh Von Newmann, o nome do método foi sugerido por Nicholas
Metropolis, em razao do bastante conhecido cassino de Monte Carlo em Moénaco. O motivo é
bastante 6ébvio: nimeros aleatérios e jogos de azar!

Um exemplo bastante simples ¢ a utilizacao do método para resolver integrais numericamente.
Para ilustrar, vamos utilizar do método para encontrar numericamente a integral de um semi-
circulo de raio unitario. Para isso, tomamos uma regiao retangular de area A cujo semi-circulo
esté inscrito. Sorteamos pontos aleatérios dentro da regiao retangular e computamos como Np o
numero de pontos que caem dentro da semicircunferéncia. Teremos um valor aproximado da area
Agc da semi-circunferéncia quando N ntmeros forem sorteados, pois é de se esperar que a area

seja proporcional a ND/N, assim, ap(')s N pOIltOS sorteados teremos que
Np
ASC’ = WAR

Nesse caso, a area em questdao ¢ Agc = 7/2, a Fig. 3.1 mostra o desvio padrao de sorteios de
N pontos aleatorios; o sistema converge como 1/N /20 método é bastante simples e pode ser

aplicado a qualquer curva, porém ¢é bastante lento de convergéncia.
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Figura 3.1: Desvio padrao de um conjunto de simulacdes para se obter a drea de uma semicircunferéncia
de raio unitdrio; a convergéncia ao valor médio tem uma lei de poténcia com N—1/2,

3.2 O algoritmo de Metropolis

Sem duvida, um dos algoritmos mais usados para atingir o estado de equilibrio em sistemas
fisicos é o algoritmo de Metropolis, embora haja outros mais eficientes em relacao ao tempo de

convergéncia. O algoritmo é bastante simples e esta baseado na mecanica estatistica de Boltzman
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e no célculo de processos estocasticos 62, 63, 60]. Para descrevé-lo vamos considerar um exemplo
classico da fisica: o modelo de Ising.
O modelo de Ising corresponde a um conjunto de spins em uma rede, aqui considerada qua-

drada, cuja energia em uma particula é dada por:

Ui = — Z Jijai * 0y,

<ij>

em que o simbolo <> indica que a soma é feita sobre todos os primeiros vizinhos e o; é a
componente em z do spin ¢; assim J;; = J se ¢ é primeiro vizinho de j e 0 em outro caso. Estamos
considerando o sistema sem ac¢ao de campo externo.

Para resolver o problema utilizando o método de Monte Carlo, distribuimos o conjunto de spins
em uma rede de L1 X Ly sitios, e em cada sitio estd um spin. Cada spin pode assumir apenas dois
estados up e down, numericamente ¢ = 1 ou ¢ = —1. Distribuimos o sistema de algum modo
qualquer, isto é, a forma inicial de como sao organizados todos os spins nao tem importancia,
tendo em vista que o sistema deve atingir o equilibrio partindo de qualquer configuracao, seja
aleatorio ou todos orientados em uma dire¢ao. Escolhemos aleatoriamente um spin em algum
sitio da rede, e computamos a energia U;, chamando-a de E,4; produzimos uma inversao na
sua direcao, isto €, se ele estiver como +1, o tornamos -1 e vice-versa. Feito isso, computamos a
energia U; e chamamos essa energia de F,,.,,. Se a energia do novo estado é menor que a energia do
estado antigo, a configuracao do spin escolhido passa a ser aquela invertida de seu estado original.
Caso contrario, o sistema pode ou nao ser modificado: essa probabilidade depende do fator peso
p, o parametro de Boltzman: p = exp(—AFE/KgT) em que T é a temperatura do sistema e Kp
¢é a constante de Boltzman; logo, para determinar se a configuracao invertida serda ou nao aceita,
sorteamos um numero aleatério s entre 0 e 1; se s for maior que p entao o sistema nao aceita a
nova configuragao e vamos escolher um novo spin, reiniciando o processo; caso contrario, o spin é
invertido, um novo sitio é sorteado e o processo ¢é reiniciado. Este processo trata-se do algoritmo
de Metropolis [65]. Quando todos os sitios da rede forem sorteados, ou quando tiver sido feito
um numero de sorteios igual ao ntimero de sitios, tera se completado 1 ciclo ou 1 passo de Monte
Carlo. O nimero de passos para que haja o equilibrio depende do tamanho da rede ou da natureza
do sistema.

Em cada ciclo, diversas variaveis podem ser computadas, por exemplo a energia total ou o
parametro de ordem. Nesse caso, o parametro de ordem corresponde ao valor médio de o;. Ou
seja, tendo a configuracao da rede, as varidveis termodinamicas relevantes podem ser calculadas,
utilizando os resultados da mecanica estatistica. Para isso, consideramos um niimero minimo de
passos que possam ser desprezados, até que o sistema atinja o equilibrio. A partir dai passamos
a computar os dados ciclo apos ciclo, para obtermos os valores médios com certa precisao, e caso
precise, os desvios padroes. No caso do modelo de Ising, investigamos, apenas para ilustrar, o

parametro de ordem como funcdo da temperatura reduzida (T = KgT'/J) para 5 dimensoes
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diferentes de rede quadrada (L; = 20, 30,40, 50,60). Nesse caso, consideramos 10K (dez mil)
ciclos e desprezamos os primeiros 5K ciclos. O pardmetro de ordem é mostrado na Fig. 3.2 como

funcao da temperatura reduzida.
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Figura 3.2: Pardmetro de ordem como fun¢ao da temperatura reduzida (Tr = KgT/J) para o modelo
de Ising. Perceba a transicao de fase e como a curva muda de acordo com o tamanho da rede.

E bastante facil de observar a transicdo de fase do sistema; é possivel observar também que o
perfil do parametro de ordem o depende do tamanho da rede. Nesse caso, quanto maior a rede,
mais realista serd o modelo.

Nessa simulacao, usamos condigoes periddicas de contorno, o que significa que o sistema, ao
atingir a borda, interage com a extremidade oposta, de modo que simulamos uma amostra infinita
e efeitos de tamanho finito sao reduzidos. Muitas vezes, ha o interesse em se estudar efeitos de
tamanho finito e essa aproximacao nao é mais utilizada.

Como uma informacao adicional, o ambiente computacional em que as simulagoes sao reali-
zadas depende do usuério. Sao possiveis de serem feitas no Mathematica® ou no MatLab®); o
problema que pode surgir é o tempo de espera para obtencao dos dados ja que esses programas
naturalmente consomem grande quantidade de memoéria e processamento. E conveniente entao
utilizar uma linguagem de programacao mais crua, como Fortran®), C ou C++. Os codigos fonte
de nossos programas foram desenvolvidos em C em maquinas com sistema operacional Linux. No
caso dos procedimentos do modelo de Ising, em que 10K ciclos foram efetuados para cada tem-
peratura, o resultado é obtido em pouco tempo, em torno de 2h para o maior sistema. No caso
de algumas simulacoes de cristal liquido, por exemplo, houve casos de sistemas que permanecem
em execucao por até 30 horas, devido ao tamanho da rede. Mas quase todos os casos mostrados
nesta tese sao problemas rapidos, em torno de 4 horas. A espera maior esta nas repeticoes; por
exemplo, no modelo de LL que descreveremos em breve, utilizamos uma rede ctubica com véarias

dimensoes, sendo a maior com 45 sitios em cada direcao, o que corresponde a pouco mais de 90K
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moléculas; fizemos 145 valores de temperatura e, para cada valor, foram feitos 10K ciclos; esse
sistema levou 36h para completar todo o processo. Nosso departamento conta com um cluster de
20 nucleos. Alguns bem novos e velozes, outros mais velhos e lentos, mas mesmo assim, é possivel

obter resultados uteis em pouco tempo.

3.3 Simulacoes aplicadas aos cristais liquidos

No que concerne aos cristais liquidos, aparentemente, o primeiro trabalho usando esse método
foi reportado por Lebwohl- e Lasher em julho de 1972 [64]. Esse estudo foi feito basicamente para
encontrar a transicao de fase que ja havia sido encontrada em campo médio por Maier e Saupe,
cujo modelo ja foi aqui brevemente discutido. Vamos, primeiramente, descrever como ¢ feita a
simulagao para neméticos uniaxiais, como ¢ aplicado o algoritmo de Metropolis além de discutir
como ¢ obtido o pardmetro de ordem [7].

Novamente, sob uma rede bi ou tridimensional ctbica situamos vetores que representam os
eixos longos de moléculas individuais ou conjunto de moléculas. Por serem semelhantes a spins,
muitas vezes nos referimos aos vetores como tais; sdo chamados spins sem cabeca (headless spins),
pois nao ha distingao entre as diregoes positivas ou negativas deles. Embora, chamar os vetores
de moléculas é também pertinente. A rede onde os spins estao localizados pode ser cubica ou
de qualquer outra estrutura, dependendo da simetria do problema; a dificuldade pode estar em
construir essas redes. A rede ciibica é mais simples e fornece resultados satisfatérios e, portanto,
optamos por usé-la durante todo esse trabalho.

Os vetores que representam os spins devem ser normalizados. Se vamos sortear um conjunto
de vetores em direcao aleatoria, sorteamos as trés dire¢oes, cada direcao correspondendo a um
ntumero aleatério entre -1 e 1, e s6 entao corrigimos a norma; esse método gera configuragoes
completamente aleatoria. Outro método que pode ser utilizado é o de sortear os dngulos 6 e ¢ do
sistema de geometria esférica; desse modo, as componentes dadas em termos de senos e cossenos
desses angulos sao naturalmente normalizadas.

Existem algumas modificagoes em relacao ao algoritmo de Metropolis usado no modelo de
Ising e para o caso dos cristais liquidos. Depois de escolhermos uma molécula e calcularmos
sua energia de interagdo com as vizinhas, sorteamos uma nova orientagao para essa molécula. A
escolha da nova configuracao é feita sorteando uma direcao z, ¢ ou Z e causando um giro de um
angulo « radianos nessa dire¢ao; o intervalo em que o niimero « ¢é sorteado, depende da taxa em
que as novas configuracoes sao escolhidas. Esse intervalo é ajustével durante a simulacao para
que a taxa de aceite de novas configuracoes esteja proxima dos 50%. Se deixarmos o sistema
livre para escolher qualquer configuracao, dependendo da temperatura, essa porcentagem pode
ser muita pequena e isso afeta os resultados da simulagao, deixando-os invélidos do ponto de vista

da mecanica estatistica.
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Uma das variaveis que estamos interessados, na grande maioria das vezes, em sistemas liquido-
cristalinos diz respeito ao parametro de ordem. Podemos calcular alguns parametros que permi-
tem, de alguma maneira, determinar a ordem nesses sistemas. E o caso, por exemplo, do valor

médio do segundo ou do quarto polinémio de Legendre, respectivamente escritos por:

1
Py(cosf) = 5(3C0829—1)

1
e Py(cos) = §(35 cos* 0 — 30 cos 0 + 3),

nos quais # é o angulo entre o eixo longo da molécula e a direcao média. O pardmetro de ordem que
usamos é o valor médio de Py, referido como (P,)y; em que A diz respeito & orientagao preferencial

do sistema. A maneira mais eficiente de calcular é encontrando os autovalores da matriz:

1

Qij = ((ugiup; — §5z'7j)>7 (3.1)

em que u; corresponde a componente ¢ da k-ésima molécula; o valor médio indica que a média
é feita sobre todas as moléculas, isto é, construimos a matriz em que cada elemento corresponde
a soma daquele parametro sobre todas as moléculas, dividimos entao pelo numero de moléculas
e s6 entao buscamos os autovalores. Essa matriz possui 3 autovalores, com dois valores distintos
para o caso uniaxial; tomamos sempre o maior como o valor do parametro de ordem; o menor
corresponde ao valor em relacao a direcao perpendicular, e por isso sera sempre desprezado.

No caso de problemas elasticos, como veremos, podemos calcular o parametro de ordem com
respeito a uma certa direcao; esse caso € mais simples e pode ser calculado diretamente pela
definicao de valor médio junto com a forma explicita do segundo polinémio de Legendre. Esse

caso serd mais bem discutido no momento oportuno.

3.4 O modelo de Lebwohl-Lasher

A interacgao entre duas moléculas de cristal liquido, como ja discutimos, pode ser aproximada
por interagoes que levem em conta apenas aspectos orientacionais. Desse modo, as interagoes
podem ser escritas como um desenvolvimento em série dos polinomios de Legendre. Nao sao raros
trabalhos com potenciais que considerem combinagoes lineares desses polindmios. O modelo que
esta secao trata considera que a interagao seja proporcional ao polinomio de Legendre de segunda
ordem. Esse potencial consegue contemplar diversos fenémenos e corresponde ao mais utilizado na
literatura dos cristais liquidos. No modelo de Lebwohl-Lasher (LL) a interagao entre as moléculas

k e | é escrita por:

1
Ui = Ekl§(3 cos® B — 1), (3.2)
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em que [ é o angulo entre as moléculas k e [ e geralmente e = €, se k e [ forem primeiros
vizinhos, e €,; = 0 em outros casos, com € a intensidade da interacao entre as moléculas. Na
Fig. 3.3(a) mostramos o perfil do parametro de ordem como fungdo da temperatura para uma
rede cubica com 4 dimensoes diferentes. Da mecéanica estatistica, sabemos que na transi¢ao de
fase as flutuagdes do sistema aumentam consideravelmente. Nas Fig. 3.3(b), o desvio padrao
para a regiao proxima a transicao para redes ciibicas com valores diferentes do tamanho da rede.

Trabalhos muito precisos identificaram a transigao ocorrendo em Ty = KgT'/e = 1.1232 [66].
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Figura 3.3: Pardametro de ordem (a) e desvio padrao (b) como funcao da temperatura reduzida usando
o modelo de LL para redes de diversos tamanhos. A medida que o sistema fica maior, a transicio de fase
vai se tornando cada vez mais evidente, mais descontinua. As flutuagdes nos valores do pardmetro de
ordem indicadas pelo desvio padrido aumentam na regido préoxima da transi¢do de fase.

3.5 0O modelo de GHRL

O potencial de LL, do ponto de vista eléstico, diz respeito a um potencial isotropico. Isto
é, as moléculas interagem apenas por meio de um potencial que nao leva em conta a posicao
relativa entre elas. Isso corresponde a um caso especial da teoria eldstica, em que consideramos
as constantes elasticas como tendo valores iguais. No comeco da década de 1990, Grunh e Hess
desenvolveram o modelo de um pseudo-potencial, isto é, um potencial aproximado, que pode
imitar o potencial elastico anisotropico, associando os parametros do potencial as constantes
elasticas da teoria de Frank. Nesta se¢do, discutiremos os passos para obter esse potencial [67].

Em um conjunto de moléculas dispostas em uma rede ctibica, consideramos a interacao entre as
moléculas 1}, e i;, que sao vizinhas. Os parametros relevantes nessa interagao sao principalmente
o angulo entre elas e a direcao de cada uma em relagao ao vetor que as une. Se os vetores py € p;

representam o vetor correspondente ao ponto da rede em que elas se localizam, definimos o vetor
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—

7 = P, — Dj, € a partir dele, o vetor unitario § = 7/|7]. Definimos ainda os escalares:

a;=1U;-5, ap=1uU,-5 e by =1u;-u. (3.3)
O potencial ® de interacao entre duas moléculas vizinhas deve ser funcao dos escalares a;, ay
e bj,, além de preservar a simetria neméatica. Desse modo, é possivel desenvolver ® em termos de

uma série de poténcias até ordem 4, para encontrar:

-0y =1+ 1+ 74+ 0O5), (3.4)
com

To = CQJ(CL? + ai) + Cg,gb?k (35)

T3 = CgJ(IjCLkbjk

T4 = C4,1(a§ + az)b?ka (3.6)

e termos desacoplados de quarta ordem sao desprezados.

Agrupando os termos e reescrevendo em uma notacao mais adequada, o potencial tem a forma:

Qi = A[Pa(ay) + Polar)] + plajar + bjx — 1/9) (3.7)
+ VP2(bjk) + ,O[Pz(aj> + P2(ak>]P2(bjk>7

na qual os parametros A\, u, v, p devem ser reconhecidos como combinagao das constantes elasti-
cas. O reconhecimento das constantes é feito tomando uma configuragao apropriada do problema
elastico em uma versao discretizada, levemente distorcida em uma direcao com relagao a camada

adjacente. Ao fazer isso, é possivel reconhecer as constantes como sendo:

1
1
v = gA(Kl —3K2—K3),

1
p = AL - Ky),

com A uma constante com dimensao de comprimento e que é usada para ajustar a constante
v = —1. Desse modo, caso as constantes sejam iguais, o modelo de LL ¢é recuperado; note
que, devido ao parametro A, é possivel escalar as constantes por uma delas, tendo apenas dois

parametros variaveis, digamos K; /K3 e K5/ Ks3.
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3.6 Texturas simuladas

Por meio da simulacao temos acesso a diversas variaveis, inclusive a configuragao das moléculas
em todos os pontos da rede. Isso pode ser bastante 1itil para se analisar tanto a configuracao direta
dos vetores, quanto simular experimentos. Sem duvida, uma das caracteristicas mais marcantes
dos cristais liquidos é a formacao de texturas verificadas quando um feixe de luz cruza a amostra
observada entre polarizadores cruzados. Desse modo, torna-se uma ferramenta interessante a
qual é possivel ter acesso por meio das simulagoes. Para isso, fazemos uso das matrizes de
Muller [68, 69].

O feixe de luz é representado como um vetor de Stokes de 4 componentes, que representa a

direcao da luz incidente nao polarizada

o o o =

A ideia é que o feixe se propaga pela rede e interage com todos os vetores ao longo de uma linha
reta, dentro da rede, modificando a direcao de polarizacao; o elemento 6ptico capaz de fazer
essa modificagao chama-se retardador. O retardador é responsavel por dividir a luz em dois feixes
perpendiculares, um atrasado em relagao ao outro. Sendo o cristal liquido um meio birrefringente,

pode ser tratado como um retardador. A matriz de Muller que representa um retardador linear

é dada por
1 0 0 0
M. — 0 cos?(20y) + sen?(20;) cos 6, (1 — cos &) cos(20;)sen(26;,) —sen(26},)sendy,
““lo (1 — cos 0y,) cos(20;)sen(20;)  cos?(26},) cos Oy, + sen?(20;)  cos(26;,)sendy
0 sen(26y,)sendy, — cos(26y)sendy, cos 0y,
com

2mh .
O = T no(n —1) e nek:\/ng+(ng—n%)cosek.
)\e Ne,k: ’

sendo h a espessura de uma camada e A, o comprimento de onda da luz incidente. ng é o indice
de refragao ordinario do cristal liquido, n. o indice extraordinario e 6, é o angulo entre a direcao
do feixe incidente e a molécula.

Os polarizadores sao também representados por matrizes de Muller. Um polarizador com
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direcao de polarizagao ¢ em relagao ao eixo x é representada por:

1 cos(29) sen(2¢) 0

1 | cos(29) cos*(2¢) sen(2¢) cos(2¢) 0
2 | sen(2¢) sen(2¢)cos(2¢) sen?(2¢) 0
0 0 1

o

Assim, escolhemos as dire¢oes do polarizador e do analisador e, por fim, podemos determinar
a intensidade de uma linha perpendicular a direcao do feixe e, dessa forma, construir um pixel.

A intensidade é dada pelo primeiro elemento da matriz s dada por

s = Ppot | | MicPansin. (3.8)
k

Essa matriz é obtida para todos os pixels da amostra e assim, uma imagem ¢é construida.
Geralmente, para suavizar a imagem, tomamos a média sobre uma pequena quantidade de ciclos,
em torno de 50. O resultado, como é possivel perceber, gera apenas uma matriz de intensidades
com apenas um padrao de cores, em que, por simplicidade, trabalhamos sempre com o grau cinza.
No capitulo 2, nés mostramos os padroes 6pticos calculando uma fungao simples. Naquele caso é
permitido pois ao longo da dire¢ao de propagagao da luz supomos que a amostra esteja ordenada.

Apresentaremos figuras dessas texturas simuladas no proximo capitulo, onde mostraremos as
texturas em cilindros concéntricos e belas figuras de defeitos topoldgicos em amostras utilizando
o potencial de GHRL.
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Capitulo 4

Simulacoes de Monte Carlo: cilindros

concéntricos e defeitos topolbgicos

A grande vantagem das simulagoes é observar fen6menos muitas vezes nao acessiveis por
métodos analiticos. Mas, pode também ser usada como uma ferramenta paralela, para averiguar
se fendmenos obtidos por outras abordagens podem ser reproduzidos pela simulagao e vice-versa.

Neste capitulo, primeiro vamos usar a simulagao para obter resultados em geometria cilindrica
usando tanto ancoramento forte quanto fraco e, ainda, na auséncia ou na presenca de anisotropia
elastica. Por fim, o problema de defeitos topologicos formados pela acao da superficie serd também

investigado.

4.1 Cilindros Concéntricos

Sistemas confinados tem atraido a atencao de muitos pesquisadores tanto tedricos quanto
experimentais |7, 70]. Nossos colaboradores investigaram diferentes geometrias como gotas, fil-
mes finos, cilindros para diversas condi¢oes de contorno, intensidade de ancoramento e campos
externos [18, 69, 71, 72, 73, 74].

Como mencionamos, as simulacoes nao sao tteis somente para determinar as varidveis termo-
dindmicas, mas também para determinar a organizacao molecular. Nesta secao abordaremos as
deformagoes em amostras cilindricas e o problema da transicao no ordemento da uma amostra
hibrida, onde uma das paredes fornece ancoramento forte enquanto que a outra fornece ancora-
mento fraco, combinando os resultados da teoria elastica na investigacao do problema de um CLN
confinado entre superficies cilindricas concéntricas.

O modelo que sera descrito a seguir é bastante simples embora nossos colaboradores mostraram
ser suficiente para descrever adequadamente sistemas confinados com resultados experimentais

disponiveis. Os principais resultados do primeiro problema esté publicado na Ref. [75]; o segundo
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estd em fase de conclusao para submissao.

4.1.1 Ancoramento forte

Nosso problema agora consiste em estudar o efeito de condigoes de contorno antagonisticas
em duas superficies cilindricas e qual a diferenca entre a troca das condi¢oes de contorno sobre a
organizacao molecular; as distor¢oes podem ser afetadas fortemente apenas com a troca entre as
condigoes de contorno, tendendo a ser mais semelhantes quando a diferenca entre os raios diminui.

A amostra cilindrica S usada na simulacao é usada tomando duas superficies cilindricas dentro
de uma rede ciibica, nos quais os spins interagem pelo potencial de Lebwohl-Lasher, ja discutido
em detalhes anteriormente [64]. O efeito das superficies interna e externa ¢ modelada com duas
camadas externas de “spins fantasmas" (“ghost” spins), Gi, € Gour, com orientagoes fixas escolhidas
para imitar as condi¢oes desejadas. As camadas do contorno atuam sobre as particulas internas

de acordo com a interacao de par

3.
UZ'J' = —EUJ[§<UZ . U]’)Q — —], (41)

para i €S8,5 € Gy ou  j € Gou,

em que 1;, U; sao as orientagoes dos spins nos sitios ¢, e J denota a intensidade relativa do
acoplamento entre um nemético e a superficie, comparada com a intensidade entre dois nematicos
do volume. Assim, quando J = 1 a interacao entre os dois vizinhos do volume possui a mesma
intensidade da interacao de um nemaético com a superficie, enquanto J = 0 corresponde a um filme
no vacuo. Como nosso objetivo aqui é estudar as distor¢oes; entao, por simplicidade, usaremos
J=1

Nesta subsec¢ao, usaremos duas condi¢oes de contorno diferentes, referidas como
i) (R-Z-BC) Condigoes de Contorno Radial - Homeotropico (Radial boundary conditions - ho-
meotropic) na superficie externa as moléculas sdo ancoradas de maneira radial (RBC), enquanto
que na superficie interna a orientagao é vertical, com os spins alinhados ao longo de z (ZBC) .
it) (Z-R-BC) Os alinhamentos nas superficie sdo invertidas com respeito ao caso anterior, i.e.
ao longo de z na superficie externa e radial na superficie interna. A Fig. 4.1 mostra um esquema
grafico de ambas as condigoes.

Para cada caso, as simulagoes foram realizadas a temperatura reduzida 7™ = 0.2, bem abaixo
da temperatura de transigao N—I; nessas condigoes, o parametro de ordem orientacional (P),,
obtido para uma rede ciibica é, ~ 0.99, ou seja, muito proximo de 1.0 [7].

Para examinar o ordenamento dentro do filme cilindrico, varios parametros de ordem foram
calculados. O parametro de ordem ordinario (P), nao é apropriado nesse caso, porque nao existe
um diretor uniforme dentro da amostra. Assim, podemos calcular outros parametros de ordem

que possam ser mais tteis. Podemos definir uma configuracao idealizada e calcular o parametro de
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Figura 4.1: Representacio das duas condi¢oes estudadas nesta subsecao.

ordem com respeito a essa configuracao. Em caso da configuracao do diretor estar perfeitamente
ordenada com esta configuragao idealizada, esse parametro de ordem tende & unidade e tende a

-1/2 caso esteja completamente perpendicular a esta configuragao. Assim

(P = 3 3" Pulis- ), (4.2)

em que ¢; é o vetor que representa a configuragao idealizada no sitio 7.

Analisaremos aqui dois parametros de ordem relevantes para esse caso; relativo ao eixo z
(P,), com ¢ = Z que corresponde a ordem perfeita ao longo do eixo z; o outro diz respeito a
diregao radial, em que consideramos o parametro (P,), que tende a unidade, quando o sistema é
perfeitamente alinhado ao eixo 7}, i.e. ¢; =7, e vai a -1/2, quando o sistema esté alinhado com z.

As simulagoes foram feitas mantendo-se constante o raio do cilindro externo, com ro, = 21
e variando o raio do cilindro interno r; de 1 a 18, e os dados dos sistemas estao reportados na
tabela 4.1. Ao longo de z, o nimero de camadas das amostras foi sempre mantido em 8 e condigoes
de contorno peridédicas foram impostas, imitando uma amostra infinita. A configuracao inicial foi
escolhida como completamente alinhada ao longo de z e o procedimento para atualizar a rede foi
o algoritmo de Metropolis [65].

A amostra foi dividida em regides com distancias aproximadamente iguais do centro dos cilin-
dros para que seja possivel construir os parametros de ordem como funcao da distancia ao centro.
Como exemplo, o comportamento de (P)y, (Py)g e (P),, com respeito a distancia a partir do
centro dos cilindros para dois diferentes valores dos raios do cilindro interno, sao mostrados na
Fig. 4.2 para o caso R-Z-BC, e na Fig. 4.3 para o caso Z-R-BC. E claro, a partir dos graficos
na Fig. 4.2, que o parametro de ordem radial tem um comportamento oposto em comparacao
com o (P,), que é maximo ao cilindro interno e aproxima-se de -0.5 na superficie externa, onde
as moléculas alinham-se na direcao z. O parametro de ordem padrao, calculado com respeito a

direcao média dos spins é proximo de 1 nas imediagoes da superficie interna e, depois de diminuir
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a um minimo préoximo ao centro da amostra, cresce até o valor limite de aleatoriedade em duas
dimensoes. A diferenca nas espessuras nao parece afetar o comportamento dos trés parametros
de ordem.

Tabela 4.1: Dados para os cilindros simulados. Nirc, Ng1 € Ngo sdo o nimero de moléculas livres e o
numero de spins fixos na superficie S1 e So respectivamente.

T1 1 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Nrc 10208 10144 9824 9344 8576 7712 6656 5312 3744 2080
Ng1 32 64 160 224 352 384 544 736 800 800
Ngo 928 928 928 928 928 928 928 928 928 928
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Figura 4.2: Pardmetros de ordem (P2)y (tridngulos), (P2)r (circulos), e (P2). (quadrados) no caso R-
Z-BC. Os resultados sao para dois diferentes valores dos raios do cilindro interno: 1 =5 (a) e rp =11
(b) com ro = 21.
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Figura 4.3: Como na figura 4.2 para o caso Z-R-BC.

Invertendo os alinhamentos nas superficies dentro da amostra, o ordenamento torna-se muito
diferente quando a espessura do filme aumenta. Para grandes espessuras, a orientacao ao longo
de z, das moléculas da superficie externa, se sobrepoe em praticamente toda a amostra, mesmo

em regioes mais préoximas ao cilindro interno, no qual a orientagao das moléculas da superficie é
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radial. Isto pode ser visto na Fig. 4.4 na qual mostramos os dados de (P,), x (P2)g para varios
valores de 7 nos casos de R-Z-BC e Z-R-BC. No primeiro caso, (Fig. 4.4(a)) todos os dados
permanecem sobre a reta (P2), = —(Ps)r + 1/2 enquanto que para o caso Z-R-BC (Fig. 4.4(b))
existem fortes desvios desta linha para o menor valor do raio r; correspondente a grande espessura
do filme.

0.75 0.75
E L 05
2025 X025 @@%?7
\Y Vv
0 0 xH %7
-0.25 -0.25 %%Q
0.5 0.5
0.5 0.5 0 0.5 1
<Py>, <Py>,

(a) (b)

Figura 4.4: Pardmetros (P2), vs (P2)r para o caso R-Z-BC (a) e Z-R-BC (b). Os desvios da reta
(P2), = —(P2)r + 1/2 para o caso Z-R-BC € bastante evidente para os valores de raio maiores: ri = 1
(cruzes), r1 = 2 (quadrados), 11 = 3 (circulos).

Podemos dizer que quando a espessura do filme é suficientemente pequena, o comportamento
é similar aquele de um filme planar para o qual nao ha diferencas entre a troca dos alinhamentos
nas superficies. Essa propriedade é mais evidente quando colocamos no mesmo grafico todos os
parametros de ordem de mesmo raio, como mostrado na Fig. 4.5.

Vamos tratar o problema investigado pelas simulagoes por meio da teoria elastica. Como nas
condicoes utilizadas na simulacao, o diretor permanece no plano polar e pode ser escrito como
11 = sengr +cos ¢z, com ¢ sendo o angulo entre 77 e 2. Os cilindros sao homogéneos em # e z entao
¢ varia apenas com a direcao radial. As simulagoes foram feitas com as condig¢oes de contorno
fixas e as moléculas vizinhas & superficie interagindo com potencial igual ao de volume. Assim,
consideramos o ancoramento como sendo forte, com as condi¢oes ¢(r;) = ®; e ¢(ry) = Py, para
Q5 =7/2 e ®yq =0, de acordo com a situagao a ser considerada.

Do ponto de vista elastico, como ja discutimos anteriormente, o potencial de LL corresponde
a aproximacao de constante tnica (K13 = K9 = K33 = K) e a densidade de energia elastica pode

ser escrita como

K
2

Para a geometria que estamos considerando aqui, a energia livre por unidade de érea pode ser

r2 2 d 2
F =K / (w + {d—ﬂ ) rdr, (4.4)

75

for = [(6 A2+ (V x ﬁ)?] . (4.3)

escrita como
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Figura 4.5: Pardmetros (P2), e (P2)r para o casos Z-R-BC (simbolos vazios) e R-Z-BC (simbolos
preenchidos) para todos os valores do cilindro interno investigados 11 = 1,2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18.

e que ao ser minimizada conduz a seguinte equagao diferencial nao-linear

d?¢ 1dp sen2¢ _o. (4.5)

dr2 " rdr 272
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Uma integracao da equagao acima fornece

é(r)
/ ey {1} , (4.6)
é(r) /¢ —cos? & 1

na qual ( é uma constante de integracao a ser determinada pelas condi¢des de contorno. Assim,
a solucdo de ¢(r) pode ser numericamente obtida por meio da Eq. (4.6).
Para comparar os dados com as predigoes da teoria elastica, definimos os parametros de ordem

com respeito a diregao radial como

(P2)r(r) = gcos2 o(r) — % (4.7)

e com respeito a dire¢ao azimutal como

(Po)(r) = 20052 15— o] - % = —(Py)g(r) + % (4.8)

Estas quantidades sao mostradas junto com os dados da simulacao para comparar ambos os
procedimentos (Figs. 4.6 e 4.7).

1
0.75 p 0.75
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Figura 4.6: Parametros (Py)r e (P3), como fung¢ao da distancia para o caso R-Z-BC. As vdrias curvas

referem-se aos diferentes raios internos. As linhas correspondem & teoria e os pontos correspondem a
simulagao.

As predicoes da teoria eléstica estao em bom acordo com as simulagoes para as menores
espessuras (maiores valores de 1), para os quais os resultados de ambos procedimentos sao muito
similares. Para as maiores espessuras investigadas ha alguns desvios, embora o comportamento
qualitativo seja bastante semelhante. Provavelmente, isto ocorre devido ao fato de que o potencial
de LL aplicado na simulacao aqui é de primeiros vizinhos e os efeitos de uma determinada ordem
se propagam por uma ou duas camadas da rede, de tal maneira que ao meio da amostra o efeito
de alinhamento do potencial de volume se sobrepoe aos efeitos da superficie.

E ainda possivel apreciar os resultados das simulacoes de maneira qualitativa analisando as

texturas simuladas de microscopia 6ptica. Usando as matrizes de Muller, discutidas no capitulo
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Figura 4.7: Parametros (Py)r e (Pa), versus r para o caso Z-R-BC. As vdrias curvas referem-se aos
diferentes raios internos. As linhas correspondem a teoria e os pontos correspondem a simulagdo
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Figura 4.8: Imagens dpticas (visao superior) para o caso R-Z-BC para m = 2,4,6,8,10,12,14,16

(superior esquerda para inferior direita).
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Figura 4.9: Imagens dpticas (visao superior) para o caso Z-R-BC para r1 = 2,4,6,8,10,12,14, 16
(superior esquerda para inferior direita,).

anterior, consideramos que a espessura do filme é d = 5.3um, os indices de refracao ordinario
e extraordinério sao, respectivamente, n, = 1.5 e n, = 1.66 e o comprimento de onda )

545nm [18, 76]. Os resultados sao mostrados nas figuras 4.8, 4.9, e 4.10.

Podemos ver que no caso do modelo simples de LL, a teoria e a simulagao tém concordancias
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Figura 4.10: Imagens dpticas, com polarizadores localizados laterais.

numéricas em alguns casos. O que nao acontece, como vamos ver, com o caso discutido a seguir.

4.1.2 Ancoramento fraco e a transicao de ordem na superficie

O problema da célula hibrida plana, no qual uma das placas favorece ancoramento homeotro-
pico e forte e a outra placa planar e fraco, é um problema cléssico da teoria eléstica e fornece um
método experimental para se determinar a energia de ancoramento de uma amostra [25]. Além
disso, é um problema didatico bastante relevante pois permite estudar uma transicao de segunda
ordem e obter analiticamente o expoente critico 1/2 da transigao, que é o mesmo daquele obtido
na transi¢ao de Freédericksz, e que j4 mostramos aqui ser o mesmo encontrado em geometria
cilindrica.

Do mesmo modo, podemos analisar do ponto de vista elastico como é o comportamento de

uma célula cilindrica com essa caracteristica. Como vimos na subsegao anterior, as condigoes de
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contorno exercem um papel extremamente relevante no que diz repeito a como é o ordenamento
interno da amostra. Nesta subsecao, investigamos o perfil do diretor na superficie e analisamos
como se comporta o diretor na superficie que aplica um fraco ancoramento das moléculas, consi-
derando quatro situacoes distintas que serao definidas no momento oportuno. Vamos investigar
o problema por meio da teoria elastica e em seguida comparar com os resultados da simulacao.

O problema é como antes, duas superficies cilindricas de raio ry e ro = pry > r; com o interior
preenchido com CLN. O comprimento do cilindro L é muito maior que 75 e pode ser tomado como
infinito. As superficies sao homogéneas, entao o diretor depende apenas da componente radial e
pode ser escrito como 7 = seng(r)7 + cos ¢(r)Z, com ¢ sendo o angulo formado entre o diretor e
o eixo z. O acoplamento entre as moléculas e a superficie é da forma de Rapini-Papoular [24]:

Wl 2

fs12=— 2’ (Ms1,2 - ﬁ01,2)2, (4.9)

com W, os coeficientes de ancoramento e 7i5 2 as dire¢oes do diretor na superficie e 7ig; 2 a
direcao do eixo facil nas superficies r e 9 respectivamente.

A energia livre por unidade de comprimento é escrita como

Flo(r)] = 2w / ) f5(8, ¢ )rdr, (4.10)
em que

fo(6.0) = 22 {5@

5 2 + ¢ [Fc +(1- /f)sen%] } ,

é a densidade de energia por unidade de volume sendo k = K1/ K3 e ¢' = d¢/dr . Se produzirmos

a mudanga de variavel r = r1e”, a equacao (4.10) torna-se

%[g)] B /Olnpd:c {msen% + (%)2 [k + (1 — k)sen’¢] } : (4.11)

No processo de minimizacao desse funcional, a equacao de Euler-Lagrange, depois de alguns

calculos, adquire a forma

sen2¢ [R —(1- &) (@) ] _ @ [ + k:sen2¢] =0. (4.12)

2 dx dz?

E possivel integrar a Eq. (4.12), para obter

o(x) 2 2 1/2 T
j:/ <sen € + K cos 5) dfz/ i (4.13)
¢ 0

) Cy, — Kk cos?&

com Cj, uma constante de integracao que deve ser determinada por meio das condicoes de con-

torno.
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A condi¢ao de ancoramento fraco fornece

(7“1,2/L1,2)236n2[2(¢s1,2 - q)1,2)]
Sen2¢sl,2 + K cos? ¢3172

Cy, = K cos® gg1 9 + : (4.14)
com ¢z = ¢(r = r;), ®; o angulo imposto pela superficie e L; o comprimento de extrapolacao
K3/W;. A Eq.(4.13) associada com a Eq.( 4.14) deve ser numericamente tratada para determinar
a orientac@o nas superficies (¢g € ¢g2) € assim encontrar a completa configuragao do diretor.

Nosso interesse aqui é observar os efeitos de orientagoes antagonisticas e condigoes de con-
torno hibridas; especificamente, temos interesse em saber como a orientacao na superficie com
ancoramento fraco ¢, muda com L, 71,75 e k; dessa forma, analisamos quatro situagoes distintas
para estabelecer a diferenca entre essas modificagoes. Definimos:

i) Rw-Zs Na superficie externa, o ancoramento é fraco com diregao facil homeotrépica, en-
quanto que na superficie interna o ancoramento é forte e planar, paralelo a z. Este caso corres-
ponde a &1 = ¢ =0, gy = 7/2.

i1) Zw-Rs As condigoes de ancoramento sao as mesmas do caso anterior, mas as condigoes
de contorno sdo trocadas; este caso corresponde a 1 = ¢ = 7/2, Py = 0.

i11) Rs-Zw Ancoramento fraco esta presente na superficie interna na qual o eixo facil é paralelo
a Z; na superficie externa, o ancoramento forte mantem o o diretor com direcao radial. Este caso
corresponde a ®; = 0, Py = o = 0.

iv) Zs-Rw Ancoramento forte e planar é imposto pela superficie externa enquanto o ancora-
mento fraco e homeotropico é imposto pela superficie interna. Este caso corresponde a ®; = /2
e P =9y =0.

E relevante notar que no caso planar, com isotropia elastica, ndo ha diferenca entre o diretor
com essas quatro situacoes.

Vamos primeiro considerar o caso especial no qual as constantes elastica sao iguais; nesta

situagao, k = 1 e a Eq. (4.13) reduz-se a

é(Inp)
:i:/ at =Inp. (4.15)
¢

0 5 1/2
[(%) sen?2¢pg1 2 + cos? g1 0 — cos? €

s

As Figs. 4.11(a) e 4.11(b) mostram o comportamento de ¢4 2 com L para ry = 20 e alguns
poucos valores de 7. Note que h& uma transi¢ao em ¢4 2 quando L atinge um valor denotado por
L = L., o qual, indica a figura, depende dos valores dos raios. Nas Figs. 4.12, os perfis de L. como
funcao de r; para 7y fixo sao mostrados para todas as condi¢oes de contorno. Quando L e ry sao
mantidos fixos e ¢, € investigado variando-se r1, podemos encontrar também um comportamento
transicional. A Fig. 4.13 apresenta este perfil para dois casos distintos.

Todas as condigoes de contorno apresentam grandes diferencas entre si, especificamente:

i) Rw-Zs Quando o ancoramento forte esté sobre o cilindro interno, a quantidade de moléculas
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Figura 4.11: ¢4 2 com fungao de L para todas as condicoes de borda. E possivel notar o comportamento
transicional quando L atinge um determinado valor L.. Podemos observar também que ¢s12 — 0 (¢5172 -
/2 — 0) como uma lei de poténcia de expoente 5~ 1/2. Usamos aqui r2 = 20.

com orientacoes fixas é pequena quando confrontada com a densidade de moléculas da superficie
externa. Entao, a intensidade do ancoramento para o qual a orientacao na superficie externa
tende a tornar-se paralelo a z, deve ser maior do que o caso oposto. De fato, encontramos que L.
é menor quando r; se aproxima de ry. Este fato pode ser observado na Fig. 4.13, para um L fixo

e r1 variavel.
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Figura 4.12: Fizamos o valor de ro = 20 e buscamos o valor L. para cada ry, construindo o perfil de
L. versus r1. Note que para o caso Zs-Rw a curva exibe um comportamento nao mondtono.

i1) Zw-Rs Este caso é similar ao anterior, mas hé outra caracteristica que diminui o efeito do
cilindro interno. O ancoramento radial tem energia maior que o caso azimutal. Assim, a superficie
externa precisa de um ancoramento muito menor para atingir a situacao completamente radial.
Logo, quando r; diminui L. deve aumentar.

i1i) Rs-Zw Este caso é intermediario entre os casos i e ii, como pode ser visto na Fig. 4.12.
H4 uma competicao do ancoramento radial sobre a superficie externa e o azimutal, mas fraco,
sobre o cilindro interno.

iv) Zs-Rw Este é o caso mais interessante. Quando o raio interno é pequeno, a influéncia da

orientacao radial atinge uma curta regiao, fazendo com que L. seja pequeno. Quando a densidade
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de moléculas com orientacao radial aumenta, a orientacao é propagada para uma regiao um pouco
maior e L. também aumenta. Contudo, quando r; aproxima-se de o, 0 ancoramento forte sobre
a superficie externa domina e o L. diminui. Entao, o perfil de L. com r; nao é uma funcao
monodtona, mas deve possuir um maximo. Quando L é fixo, investigamos o comportamento de

¢s1 com rq, como indicado na Fig. 4.13.
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Figura 4.13: ¢4 2 por ri. Fizamos L = 10, e ro = 20. Note também aqui o comportamento nao
mondtono para o caso Rw-Zs. Aqui também o expoente 1/2 pode ser encontrado.

Para todos os casos, um comportamento robusto é encontrado: quando os angulos na superficie
com ancoramento mais fraco tendem a orientacao da superficie externa, o expoente critico é
sempre proximo de 1/2. Isto pode ser observado para todos os casos mostrados nas figuras 4.11
e 4.13. Este resultado parece ser natural da teoria elastica. De fato, como a densidade de energia
livre corresponde a uma funcao de segunda ordem nas componentes do diretor, ¢ natural que
expoentes 1/2 surjam quando o angulo é investiga com respeito a certos parametros. O que
observamos aqui, é que a geometria e consequentemente os efeitos nao usuais que surgem em
virtude do confinamento, guardam esse comportamento fundamental.

Esse fenémeno, como dissemos, é encontrado em superficies planas e a transi¢ao ocorre quando
d atinge L, porém, nao ha qualquer diferenca entre o ancoramento planar ou homeotrépico. Aqui,
encontramos uma classe de fendmenos muito mais rica. Na maioria dos casos, L. é maior que
a diferenca ro — 71, e para alguns casos, o comprimento de extrapolacao, a partir da superficie
interna, nao esta no espago real. Contudo, este comprimento é apenas um valor do sistema, nao
correspondendo a uma medida real de espaco.

Podemos obter resultados diferentes quando a anisotropia elastica esta presente. Este caso
pode diminuir ou aumentar o L. para a transicao. Podemos ver que um valor maior de x induz
a um menor valor de ¢ 2, 0 que faz 77 ser mais paralelo a 2. Assim, nos casos Rw-Zs ¢ Zs-Rw,
maiores valores de k induzem a uma distor¢ao uniforme, enquanto nos outros casos, isto é obtido
com menores valores de k. Além disso, se tomarmos valores fixos para L, r| e 79 e variamos k, o

mesmo expoente critico é encontrado. Todos esses resultados podem ser vistos nas Figs. 4.14(a)
e 4.14(b).
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Figura 4.14: ¢4 2 contra k para rl =10, ro = 20.

Podemos abordar o problema também por meio das simula¢des de MC. O modelo corresponde
a uma rede cibica S onde sao construidas duas superficies cilindricas com um conjunto de spins
fantasmas, como no caso precedente, S;, e Sou¢ com diregoes fixas para simular as condig¢oes de

contorno. A regiao interna é nomeada por F. A Hamiltoniana do sistema é escrita como

UN:% dooek+ D of + D e (4.16)

i,j € F e F i e F
175] j € Sin Jj € Sout

com N sendo o nimero total de spins livres. As moléculas de volume interagem por meio do

potencial de GHRL escrito como

q)g = 65)\[1:’2(@]-) + Pg(ak) + u[ajakbjk - 1/9] (417)
+ vP(bj) + p[Pa(aj) + Pa(ar)] Pa(bjr)-

i = € para vizinhos proximos e e} = 0 para as demais, além disso,

com &

1
1
v = gA(Kl _3K2_K3)7

1
p = gA(Kl—KS%

com os escalares a;, a;, b;;, como antes:
a; = U; - §;  a; =U;-5; by = u; - uj,

em que § = 7/|r], ¥ = ¥; — &;, com &;, ¥; representando coordenadas adimensionais i-ésimo e
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J-ésimo sitios da rede; u;, uy sao os vetores unitarios de diregao dos spins e I o segundo polinémio
de Legendre. A é um fator de comprimento escalado para obter sempre v = —1.
Sobre a superficie, para adotar um potencial anisotrépico, consideramos as moléculas intera-

gindo via potencial de LL, que ¢é similar ao potencial de Rapini-Papoular, escrito como
Y1 =~} , Po(byy). (4.18)

Como estamos interessados no comportamento em relacgao a intensidade do ancoramento, teremos
dois parametros nos potenciais relacionado as interagoes e que devem ser cuidadosamente dife-
renciados; um do volume, que nomeamos aqui como 2, que deve ser absorvido na temperatura
reduzida, e um outro de superficie, nomeado por €%; além disso, esse tltimo tem diferentes valores
em cada uma das superficies, por essa razao, definimos € e 5.

Realizamos as simulagoes a temperatura reduzida T = KpT/e® = 0.2, muito menor que
a temperatura de transicao Tr = 1.1232 [66]. Ao longo de Z, realizamos as simulagbes com
10 camadas e condigoes periddicas de contorno e atualizamos a rede por meio de algoritmo de
Metropolis [65]. As condigoes iniciais correspondem a todas as moléculas em F ao longo de Z.
As simulagoes foram feitas com 100K ciclos de Monte Carlo, e a média é tomada para os tltimos
60K ciclos. Para obter os angulos na superficie, em todos os 60K ciclos, tomamos os parametros

de ordem com respeito a Z, como segue:
1 2
(Pyz), = 5(3(003 ), —1); (4.19)

com # o angulo entre o spin e a direcao do eixo z e a média é calculada para todos os spins com

distancia r do centro do cilindro. Entao

1 2<P2>T1,2 +1

; (4.20)

hs1.2 = cos ' 4/ {cos? 0)r,, = cos™

Investigamos este valor como func¢ao do parametro (e /5?72). Este parametro é, em algum
sentido, proporcional ao Lo da teoria eléstica. Além disso, ¢ um parametro que depende da
temperatura. Nosso interesse aqui nao é encontrar essa proporcionalidade, até porque para tal,
seria mais sensato utilizar a geometria plana. Nosso objetivo é investigar algumas similaridades
entre o resultado teodrico e das simulagoes de MC com o potencial de GHRL.

A primeira analise corresponde ao sistema na aproximacao de LL para o potencial de volume,
variando o parametro (gB/ 5?72), cujos resultados estao mostrados nas Figs. 4.15 e 4.16 para um
conjunto de valores r; mantendo fixo r,. Para todos os casos, investigamos o sistema para o
intervalo de e /¢ variando de 1.0 a 24.5 com passos de 0.5. Podemos observar que a célula tende
a um valor estavel, muito préximo daquele com ancoramento forte. Esse valor é atingido para
uma certa razao (¢8/ 6?72)6. E possivel notar que os comportamentos qualitativos das conclusoes

obtidas com a teoria elastica podem ser também aqui encontradas.
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Figura 4.15: Perfil de ¢512 como fungdo de (ep/cs), para o = 20 e alguns poucos valores de r1. (a)
Rs-Zw e (b) Zw-Rs. Note que para o caso (b) mesmo um fraco ancoramento, o sistema nao atinge a
configuracao uniforme para os menores valores de ry.
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Figura 4.16: ¢4 2 contra (ep/cs), para ro = 20 e alguns valores de ry. (a) Zs-Rw e (b) Rw-Zs. O caso
ilustrado em (b) mostra um comportamento nao mondtono para os valores criticos de L., como previsto
pela teoria eldstica.

Mesmo no caso Zs-Rw podemos observar que as curvas exibem um comportamento nao
mon6tono para o valor critico de € /¢5.

Quando a anisotropia elastica esta presente, algumas fortes divergéncias entre teoria e simula-
¢ao sao encontradas. A primeira é que, por construgao, K nao afeta as deformacoes para a teoria
elastica, o que nao é o caso para as simulacoes, como pode ser visto nas Figs. 4.17 e 4.18. Além
disso, para alguns valores das constantes, é possivel observar um comportamento semelhante ao
previsto teoricamente, mas nao é o caso para todas. Essas discrepancias numéricas entre as
duas abordagens podem estar em varios detalhes. Talvez, o modelo de GHRL seja adequado para
verificar as transicoes de fase, mas nao seja adequado para determinar certos fendmenos elasti-
cos. Outro problema pode estar na simulagao de uma superficie cilindrica construida em uma
rede cubica, por ser um modelo isotrépico, pode nao ser uma aproximacao razoavel. Além disso,
durante nossas simulacoes, percebemos alguns casos em que a ordem nematica é perdida apenas
variando as constantes elasticas. Esse nao é um fenémeno real, mas ocorre devido as constantes

do potencial. Se a constante A ficar muito grande, (se K; — 3K, + K3), a constante v que
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Figura 4.17: Perfil de ¢s2 como funcao de Ki/Ks para alguns valores de Ko/Ks para os casos (a)
Zs-Rw e (b) Rw-Zs. Tomamos os valores 11 = 10, 19 = 20, Lo = 4.0 para (a) e L1 = 8.0 para (b). O
sistema € fortemente afetado por variagoes de Ko, diferente da teoria eldstica.
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Figura 4.18: Perfil de ¢so por Ki/Ks para alguns valores de Ko/K3 para o caso (a) Rs-Zw e (b)
Zw-Rs. Novamente, os pardmetros da simula¢ao sao r1 = 10, r9 = 20, Lo = 4.0 para (a) e L1 = 8.0
para (b).

acompanha o termo de Pa(bjx), que é o responsavel pela ordem, fica muito pequena comparada as
demais. Um de nossos objetivos futuros é submeter esse potencial a problemas elasticos classicos
envolvendo anisotropia elastica, para investigar a consisténcia com a teoria eléstica, embora tenha
sido construido com base nela.

Na proxima secao, o problema dos defeitos topoldgicos sera investigado por meio das simulagoes
e verificar as previsoes da teoria elastica. Considerando o modelo mais simples, de LL, e em

seguida o problema mais geral, considerando o potencial de GHRL.

4.2 Defeitos topologicos

Defeitos topologicos sao dominios com pardmetro de ordem diferente daquele encontrado na
maior parte da amostra e aparecem geralmente na fase nematica. De maneira simples, um defeito

constitui-se de pontos, ou regioes, de uma determinada fase imersa em outra. Nesta secao estu-
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daremos o problema por meio das simulagoes. A principio, discutiremos o problema da Ref. [18§],

para depois tratar do problema com anisotropia eléstica, publicado na Ref. [77].

4.2.1 Célula hibrida com o potencial de Lebwohl-Lasher

Existem trés mecanismos conhecidos que fazem com que surjam defeitos no meio nemético. O
primeiro deles é o rapido esfriamento da amostra fazendo com que passe por uma transigao da fase
isotropica para a fase nematica, por exemplo[18, 78|. Outro mecanismo é o surgimento natural de
estruturas estaveis que minimizam a energia livre de volume, como ¢é o caso das “blue phases”. Em
ambos 0s processos, as interagoes com a superficie nao possuem qualquer relevancia na formacao
do defeito. De maneira diferente, o outro mecanismo de formacao constitui-se basicamente como
uma resposta do sistema ao confinamento por superficies fechadas.

O estudo que sera descrito nesta secao reporta resultados com simulacao de Monte Carlo de
interagoes moleculares entre primeiros vizinhos, onde ha o surgimento de defeitos, aparentemente,
sem que nenhum dos trés mecanismos destacados acima estejam presentes: os defeitos aparecem
em filmes finos de neméticos com condigoes de contorno hibridas. Esses filmes tém a espessura h
do filme muito menor que sua lateral. A técnica de Monte Carlo permite o estudo da evolucao da
estabilidade da configuracao inicial para verificar se ela evolui para outra de menor energia livre,
e em caso positivo, como é a evolucao.

Como antes, o modelo consiste de vetores com componentes em trés dimensodes que permane-
cem em sitios de uma rede ctibica e que interagem por meio do potencial de Lebwohl-Lasher (LL)

de segunda ordem:

Ui' = —GijP2<COS /Bij)a (421)

em que €; = € > 0 para primeiros vizinhos e ¢;; = 0 para as demais particulas. Além disso,
Bij € o angulo entre os eixos longos (u;, @;) de duas moléculas vizinhas. Esse potencial reproduz
muito bem a interacao orientacional de curto alcance e, utilizando-o no ensemble canoénico, é
possivel obter a transicao de primeira ordem da fase Nematica para a fase Isotropica, como visto
no capitulo anterior.

A caracteristica fundamental para que sejam observados esses resultados esta nas condi¢oes de
contorno impostas pelas superficies. O modelo imita uma célula com condigoes de alinhamento
nematico hibrido (HAN - “hybrid aligned nematic”). Na superficie z = 0, as moléculas sao
distribuidas aleatoriamente no plano, de modo que a componente em z é nula; o parametro de
ordem nessa superficie é proximo de 0.25, pois a desordem é em apenas duas dimensoes. Na
superficie superior, z = h, o alinhamento é uniforme (S = 1) e homeotrépico, ou seja, normal
a superficie. O ancoramento das moléculas na superficie é descrito também pelo poténcial de
LL. Nas extremidades dos planos paralelos ao plano xy as condigoes de contorno sao abertas,

isto é, espaco vazio é adotadas para as quatro regioes que circundam a amostra. Nao se aplica
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o uso de condigbes de contorno periddicas, ou condigoes fechadas, pois, se forem periddicas (ou
fechadas) o sistema ¢ analogo a uma amostra infinita (ou finita e ancorada) e nao seria possivel
entao investigar os efeitos em relagao a dimensao da amostra.

O sistema é iniciado com todos os vetores paralelos ao eixo z, exceto claro, aqueles da super-
ficie inferior que sao mantidos fixos. Desse modo, imagina-se o sistema como se esquentando a
medida que a rede vai sendo atualizada. Para atualizar a rede foi utilizado o algoritmo de Me-
tropolis discutido no capitulo anterior. Para investigar as propriedades das amostras em relagao
ao tamanho da rede, foram tomadas 6, 8 e 10 camadas livres na diregao de z. Para investigar a
relacao com a espessura h, o nimero de camadas em z é mantido constante, variando apenas as
componentes x e y, que, por simplicidade e sem perda de generalidade, serao iguais com tamanho
L. Para a comparacao com experimentos reais, texturas opticas sao produzidas simulando um
feixe de luz cruzando a amostra entre polarizadores cruzados.

A primeira analise é feita para um sistema de 100 x 100 x 12, a temperatura reduzida
T* = kT /e = 0.4. Nessas condigoes surgem os defeitos; embora alguns aparecam e logo depois
desaparecam, alguns persistem até mesmo depois de 120000 passos. Na Fig. 4.19, é possivel
observar que as texturas na parte inferior quase nao se alteram em 30000 passos, o que mostra a
estabilidade do defeito. Eventualmente, os defeitos podem-se deslocar para fora da amostra, mas

eles continuam existindo.

Figura 4.19: Imagens dpticas da evolucao do defeito para wma rede de 100 x 100 x 12 depois de 100,
6 000, 50 000 e 80 000 ciclos, da esquerda superior para direita inferior.

Como principal resultado, observa-se que os defeitos surgem apenas quando a relagdo L/h
aumenta significativamente. Na Fig. 4.20, é possivel notar que a formacao de defeitos se da
apenas para L < 50 quando h = 10. Amostras com L=10, 20, 30, 40, 50 e 60 sao mostradas e
apenas nas duas ultimas os defeitos estao presentes.

Para examinar o comportamento molecular das texturas exibidas, as orientagoes das moléculas

sao mostradas individualmente. Na Fig. 4.21 referente a organizacao molecular que origina a
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fig.4.20 (superior esquerda), é possivel perceber que, para um sistema 10 x 10 x 10, o diretor é
fortemente deformado no plano vertical, como deveria ser em razao das condi¢oes de contorno. O
campo horizontal é uniforme; embora nao perfeitamente, é possivel observar pequenas variagoes

do diretor.

Figura 4.20: Imagens simuladas para configuragoes de 10x10x 10, 20x20x 10, 30 x30x 10, 40x 40 x 10,
50 x 50 x 10, 60 x 60 x 10.

Figura 4.21: Representacao tridimensional para os spins da rede de 10 x 10 x 10. As cores acompanham
a norma da componente z, amarelo, ciano, verde, vermelho e azul.

A situagdo muda substancialmente quando L/h fica maior. Nas Figs. 4.22 e 4.20 (inferior
esquerda) é possivel observar fortes e estéveis deformagoes horizontais associados com defeitos
topologicos. Os defeitos sao de carga topologica |m| = 1. O ntcleo do defeito esta localizado na
superficie inferior, as distor¢oes vao diminuindo & medida em que z aumenta.

Na Fig. 4.23 é mostrado o parametro de ordem como func¢ao de z, ou seja, do nimero de
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Figura 4.22: (superior esquerda) Representacao da organizag¢ao dos spins contendo uma rede de 25 X
25 x 10, retirada de uma rede de 50 x 50 x 10, com mesmo cddigo de coloragio da Fig. 4.21. As outras
trés figuras indicam o primeiro (sup. direita), sequndo (inf. esquerda) e terceiro (inf. direita) planos a
partir do plano inferior (aleatorio) e estao coloridas com amarelo se a componente em z € superior a 0.7
e ciano para inferiores.

camadas. Pode-se perceber que quando L = 10, 20, 30 e 40 o parametro de ordem muda pouco ao
longo da amostra. Quando L > 50, ao contrario, ha uma significativa variacao do parametro de

ordem. Se condicoes de contorno idénticas em ambas as placas tivessem sido usadas, nao haveria
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Figura 4.23: Parametro de ordem (Py)\ através da amostra.

o aparecimento de defeitos. Ao invés disso, o sistema relaxaria para uma amostra nemética
uniforme.

Para investigar se a configuragao com defeito é realmente uma configuracao estével, é possivel
usar a teoria elastica para mostrar que em determinadas condigoes, a situacao em que um defeito
estéd presente é preferida. O primeiro passo é usar a aproximagao de constante tnica, que é o

equivalente fenomenologico do potencial de LL. Nessas condicoes, a energia livre é usada na forma
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F = %/ ((V-70)?+ (V x 7@)?) dV. (4.22)

Na situacao sem defeito, a amostra tem condi¢oes de contorno hibridas, com ancoramento
forte. Se 6 for o dngulo entre o diretor nematico e o eixo z, entdao 6(0) = 6, e #(0) = 6. Se
0(0) = 0, = 7/2, o sistema nao tem assimetria polar, nao ha por que supor que ¢ dependa de = e
y. Assim, 0 ¢ apenas funcdo de z. Entdo, 7 = senf(z)i — cos 0(z)2.

Assim, a solugdo que minimiza a energia livre sob essas condigoes é:

0(z) = 6) — % (4.23)

em que a = 0 — 6. Considerando a situagdo antagonistica, #; = 7/2 e 3 = 0, e usando essa

solucao na energia livre, para uma amostra de raio R =~ L, a energia sera
Fy = K R*/(8h).

Para investigar a possibilidade ou nao da estabilidade de defeitos, supoe-se que pode ser
desacoplada a parte polar da parte axial do vetor diretor. Essa aproximacao é boa para regioes
distantes do nucleo do defeito. Desse modo, o diretor tem dois angulos 0 e v, que sao, nessa
aproximacao, independentes. Primeiro, toma-se § = /2 e resolve-se o problema, e em seguida,
toma-se 1) = 0 e resolve-se o problema. Assim, ¥(x,y) = m¢ + ¢, com ¢ o angulo polar (¢ =
arctan(y/x)) e m a intensidade do defeito (que sera usado apenas com valor 1) e ¢ uma constante
que controla a distribuigao radial vs cilindrica ao redor do defeito. Desse modo, o diretor passa a

ser escrito como:

n = sen [g <1 — %)} cos[é + i
+ sen b <1 - Eﬂ sen[¢ + c]y — cos [5 <1 - EH z,

que fornece como energia elastica (lembrando a dependéncia de ¢ com z e y e depois voltando

para coordenadas polares para fazer a integragao)

K 2 .2
=" (4#(7’6 — R)cosc+4hln {E} + 7T2M) (4.24)
8 re h
ou " R
Fl = Fo—{—% (-47TRCOSC+4th |:7"_:|> +Fc, (425)

com F, = +4hnr.—m*r?/h e r. a energia e o raio do nicleo do defeito, respectivamente. Deixando

explicita a dependéncia da energia com o termo R/h, escrevemos

K
FF=F+F.+ WTjL (—47?% cosc+41n {%} +1In {ﬁ]) ) (4.26)
Te
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que pode ainda ser escrita na forma

~ Kh
Fi=F+F.+ WT (—471'% cosc+41In [%]) : (4.27)

em que

E, = +4hnr, — w°r?/h + (nKh/8) In[h/r,].

O termo F. depende apenas de parametros do sistema, ou seja, nao depende de R, ou darazao R/h,
que é a variavel de interesse. Desse modo, se na Eq. 4.27 houver situagoes em que F; — Fy < 0, a
configuragao com defeito pode ser privilegiada. Para tratar explicitamente essa situacao, fazemos

E. = f e escrevemos a quantidade F; — Fy = AF, assim
AF = f+r(In[§] —&rcosc) = f+ rg(€). (4.28)

com g(§) = (In[¢] — &mcosc) e £ = R/h. Note que a dependéncia no sinal de AF esta principal-
mente na func¢ao g(§). Como f depende de r. e R > r., entao [ deve ser pequeno. De modo que
para grandes £ é provavel que Af < 0.

Na Fig. 4.24 é mostrado um grafico da func¢do g(&¢) para diversos valores de ¢. Conclui-se,
entao, que dadas as aproximacoes, a configuracao com defeito ¢ uma configuragao energeticamente

estavel desde que & = R/h seja grande.

&)

c=n/(2+0.3)
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Figura 4.24: Perfil de g(§) para alguns valores de ¢

Em casos onde hé configuragoes iguais nas duas placas, a = 0, o termo linear em ¢ nao aparece
e, por essa razao, nao ha por que supor que defeitos sejam estaveis. Isso parece sugerir que os
defeitos sao estabilizados pelo balanco energético das interacoes de volume com as interagoes
de superficie e das condigoes por elas oferecidas. De fato, a simulagao de Monte Carlo segue
a tendéncia qualitativa da teoria elastica, embora uma abordagem tedrica mais rigorosa seja
necessaria o que, pela natureza do problema, traz sérias dificuldades mateméticas. Diversas
tentativas foram feitas até o momento, porém, sem sucesso, tentando usar inclusive a teoria de
Laudau-de Gennes com S variével e acoplado ao diretor.

Na subsegao seguinte veremos um pequeno avango nesse sentido; entretanto, do ponto de
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vista simulacional, mostrando algumas limitagoes da teoria elastica ao tratar matematicamente

o problema dos defeitos topologicos.

4.2.2 Defeitos com o potencial de GHRL

A teoria eléstica tem sido uma teoria de sucesso ao longo de muitos anos. De maneira simples,
ela consegue explicar as deformagoes encontradas na fase nemética por meio de trés constantes
elasticas de volume ja bastante discutidas anteriormente.

No que tange as simulagoes, entretanto, o potencial de Lebwohl-Lasher corresponde a um
potencial isotropico, cuja interacao é tomada apenas entre as orientagoes e sao iguais para todos
os vizinhos, independentemente da posicao relativa no espaco. Como discutimos anteriormente,
do ponto de vista elastico, essa aproximacao corresponde & aproximagcao de constante tnica.

Essa aproximacao é bastante util quando se deseja investigar efeitos globais, acessiveis a todos
os CLs, como a formagao dos defeitos ja discutidos acima, ou mesmo a resposta do volume a
superficies cilindricas inomogéneas. Entretanto, diversos fendmenos podem estar escondidos por
detras da anisotropia elastica, como vimos no segundo capitulo, onde estudamos os efeitos da
transicao de Freédericksz em uma amostra cilindrica, ou mesmo na se¢ao anterior, para o caso
das amostras cilindricas hibridas.

O mesmo argumento pode ser discutido para as simulacoes; embora diversos fendmenos pude-
ram ser observados por meio do potencial de LL, é possivel que alguns fendémenos sejam ocultados
por essa simplificagdo e, portanto, uma abordagem anisotrépica poderia ser mais realista. En-
quanto que para CLs com massa molar pequena a aproximagao de constante Unica é razoavel,
isso nao é necessariamente verdade para importantes classes de CLs, como os poliméricos |79, 80],
ou CLs originados de longas cadeias semelhantes as de virus (long virus like) TMV [81], nanotu-
bos [82], outras supensoes de nanocristais [83] ou mesmo simples CLs proximos da fase esmética,
onda a constante elastica de bend supostamente diverge [11].

Para ir além do caso limite de constante tinica no modelo de rede com simulagoes de Monte
Carlo, empregaremos o modelo introduzido por Gruhn e Hess [84] e parametrizado para simulagoes
por Romano e Luckhurst [67, 85, 86]. Este potencial depende diretamente das constantes elasticas
da teoria elastica e, por isso, pode ser util para investigar o efeito da anisotropia eléastica [87, 88, 89|
por exemplo em sistemas confinados. Esse mesmo modelo foi aplicado por nossos colaboradores
no estudo de um filme fino com condigoes de borda planares e aleatorias [89].

O objetivo do procedimento detalhado nesta secao é estudar um filme nematico hibrido fino
(HAN) confinado entre duas superficies com condigoes de contorno antagonisticas (normal e tan-
gencial) [74] onde as varias constantes elasticas podem produzir diferentes defeitos topologicos nas
texturas de microscopia polarizada. Em experimentos reais, um filme HAN pode ser realizado nao
apenas entre placas confinantes tratadas adequadamente, mas também depositando um nematico

em um substrato isotropico (4gua ou glicerina por exemplo) o que fornece o alinhamento aleatorio
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enquanto a superficie livre no topo induz orientagoes homeotropicas [90].
O potencial (GHRL) consiste de um sistema de centros interagentes (“spins”) localizados em

sitios de uma certa rede regular. A Hamiltoniana é escrita como

1

ij € F i€F

i#] JESs
na qual F' e S denotam o conjunto de particulas no volume e na superficie, respectivamente,
e o parametro J modela a intensidade do acoplamento entre as superficies. Por simplicidade,
adotaremos J = 1. Note que, escolhendo-o menor que a unidade, estamos tratando de uma
amostra com ancoramento fraco; esse ancoramento poderia mascarar a relagao com as dimensoes
do sistema pois o ancoramento fraco faz com que efetivamente a amostra seja mais espessa do

que seria realmente. As particulas interagem por meio do potencial atrativo de segunda ordem:

Qi = eAPa(aj) + Polar) + plajarb, — 1/9] (4.30)
+ vP(bjr) + p[Pa(aj) + Po(ar)] Pa(bjr),

no qual

1
1
v = gA(Kl —BKQ—Kg),

1
p o= AU - K)

com os parametros iguais aos ja discutidos anteriormente.

As placas sao formadas por um plano de moléculas orientadas adequadamente para simular
a condicao de contorno que sao mantidas fixas durante a simulagao. Usaremos uma rede ctbica
com 100 x 100 x 10 moléculas. Como antes, as condi¢oes impostas pelas superficies sao planar e
aleatoria na superficie inferior homeotropico (paralelo a z) na superficie superior.

A situacao inicial corresponde a todas as moléculas alinhadas ao longo de z e a evolugao segue
o algoritmo de Metropolis. As texturas sao construidas seguindo o procedimento das matrizes de
Muller, discutidas no capitulo anterior; para tanto, os seguintes parametros foram empregados:
espessura do filme d = 5.3um, indices de refracao ordinario e extraordinério n, = 1.5 e n, = 1.66,
e comprimento de onda \g = 545nm.

Como discutido na subse¢ao anterior, a competicao entre os alinhamentos induzidos pelas duas
superficies é suficiente para criar um defeito puntual estéavel quando a dimensao lateral do sistema
¢ muito maior que sua espessura. Vamos, entao, investigar os efeitos das constantes elasticas nas

formagoes desses defeitos.
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Primeiramente, consideramos os valores das constantes do PAA em 120°C, como podem ser
encontradas no livro de de Gennes e Prost [11], e usado por Romano [67]|. As texturas resultantes

sao mostradas na Fig. 4.25

L

Figura 4.25: Padrées opticos simulados para um filme nemdtico hibrido, com as constantes eldsticas do

PAA: K1 =7x 10712 N, Ky = 4.3 x 10712N, K3 = 17 x 107'2N. As figuras sio mostradas para 1 000,
2000, 5 000 e 10 000 MC ciclos.

Iniciando com esses valores, modificamos entao os valores relativos de K7, Ky e K3 para ob-
servar os efeitos dessas modificagoes sobre as texturas. Os resultados sao mostrados na Fig. 4.26.
Quando a constante de splay (K1) e bend (K3) sao aproximadamente iguais e muito maiores do
que a constante de twist (K3) existe também o aparecimento de defeitos de carga +1/2, como
pode ser visto na Fig. 4.26 (segunda linha); essa carga esta também pode estar presente quando
a constante de bend é muito maior do que as outras duas, embora possam nao ser estaveis como
as de carga inteira, como pode ser visto na Fig. 4.26 (terceira linha). Para detalhar um pouco
mais as andlises, simulamos vérios casos, variando K de 1 a 9, como mostrado na Tab.4.2 onde

os valores correspondentes de A, p, v e p sao também mostrados.

*

Ki| Ki| Ki| 1KCycles 2 KCycles 5 KCycles 10 KCycles
7.0 14|57 " I ] IR ¥

21|1.4|5.7]

i 2
3
e ¢ 3

7.0/12.9 51 |

Figura 4.26: Padroes dpticos simulados para vdrios conjuntos de constantes Ki = K1 /10712N.

Os resultados desses testes sao mostrados nas figuras 4.27 e 4.28; a partir dessas figuras

podemos determinar alguns outros padroes
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Tabela 4.2: Valores das constantes eldsticas simuladas (K} = K; X 10'2N) e os correspondentes pard-

metros que aparecem mno potencial.

K} K; Kj A 1 v p
3 1 1 -4.0000 18.0000 1.0000 -2.0000
1 3 1 06667 -2.0000 1.0000 0.0000
1 1 3 -0.4000 0.0000 1.0000 0.4000
9 1 1 3.2000 -14.4000 1.0000 1.6000
1 9 1 08889 -2.6667 1.0000 0.0000
1 19 -0.7273 0.0000 1.0000 0.7273
3 3 1 02857 0.0000 1.0000 -0.2857
3 1 3 -2.0000 6.0000 1.0000 0.0000
1 3 3 03636 -1.6364 1.0000 0.1818
9 9 1 04211 0.0000 1.0000 -0.4211
9 1 9 -80000 24.0000 1.0000 0.0000
I 9 9 04571 -2.0571 1.0000 0.2286

e Quando a constante Ky é maior que K; e K3 nenhum defeito puntual é observado nas

texturas do filme HAN.

podem surgir.

ainda surgir.

Quando K5 é muito menor que as outras duas constantes defeitos com intensidade +1/2

Se K7 ou K3 sao maiores que as outras duas constantes, apenas defeitos +1 sao produzidos.
Se K; ¢ muito maior que as outras duas nenhum defeito parece surgir.

Se K3 é muito maior que as outras duas, entretanto, defeitos com intensidade +1 podem

Além dos casos ideais, simulamos alguns outros casos de constantes reais retiradas da litera-

tura [80, 91| para o 5CB, MBBA e TMV, mostrados na Fig. 4.29.

Podemos comparar os resultados da simulacao com os resultados obtidos pela teoria elastica. O

procedimento que se pode fazer é analogo aquele usado na secao anterior; tomamos a configuracao

de um defeito de intensidade m e computamos a energia e comparamos todas para estabelecer

qual configuragao é mais estavel e sob quais condi¢oes. A configuracao é obtida supondo que

o diretor no plano perpendicular as placas nao esta acoplado com aquela perpendicular. Nesta

aproximacao, o diretor pode ser escrito como

n = cos[mf]sen[r/2(1 — z/d)]i + sen[mb]sen[r /2(1 — z/d)]j + cos[r/2(1 — z/d)]k

no qual m é a carga do defeito. Esta configuracao garante que para z = 0 o diretor permanece

no plano polar e é perpendicular & placa para z = d.
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Ki| Ki| K5| 1 KCycles 2 KCycles 5 KCycles 10 KCycles
TEERER — : — . —
1 |3 1
1 |1 3
3 |3 1
3 |1 3
1 |3 3

Figura 4.27: Texturas para varios valores de teste das constantes eldsticas.

Para analisar a estabilidade dos defeitos, computamos a energia por integracao direta da
densidade de energia livre

1
fFrank = 5 [Kll(v : ﬁ)Q + KQZ(TL -V x ﬁ)Q + Kgg(ﬁ x V x ﬁ)ﬂ .

em uma superficie cilindrica de raio R e altura d, onde uma superficie cilindrica de raio r ao

interior é removida para evitar divergéncias. Para os casos de m = 0,1/2,1, a energia livre g,,
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Ki| Ko | Ks 1 KCycles 2 KCycles 5 KCycles 10 KCycles
1 |9 1
1 |1 9
9 9 1
9 |1 9
1 19 9

Figura 4.28: Texturas para um conjunto de constantes.

pode ser escrita como

_7T3<K1 + Kg) (7‘2 — RQ)

" ) (4.31)
Td? 1 9 3)In|R/r (K, 3)(R? —r?

gy = TRy 13 [R6/4c]l+4 (K + K) (B2 —r?) (4.32)

o = TEEEII xRl + Kl + B) 84} (4.33)

Quando g; é comparado com gy, como reportado em [18] e discutido na se¢do anterior, o
caso com m = 1 é energeticamente favoravel quando R >> d, para quaisquer valores fisicos das
constantes. Note que em ambos os casos o termo de twist desaparece, o que sugere que esse

termo nao influencia na formacao desses tipos de defeitos. Entretanto, quando g /2 ¢ confrontado

99



Kil Kz | Ks| 2KCycles 5 KCycles | 10 KCycles
o] . e ‘ o = e o = -

6.4| 3.6

1.0/0.6

1.0/0.22

Figura 4.29: Texturas simuladas para um o seguinte conjunto de constantes de sistemas reais: 5CB e
MBBA da Ref. [91] (primeira e sequnda linhas, respectivamente), MBBA e TMV obtidos de [86] (terceira
e quartas linhas).

com ¢g; ou gy, nao hé valores com sentido fisico que fazem com que essa configuracao torne-se
energeticamente favorédvel em relacao as outras duas; isso ocorre mesmo se compararmos com
g-1 or g_i/2. Isto parece sugerir que, para qualquer conjunto de valores das constantes elésticas,
apenas defeitos do tipo m = 1 e consequentemente m = —1 poderiam ser encontrados em uma
célula HAN. Este resultado estd em acordo com a referéncia [90], que afirma que defeitos com
intensidade meio-inteiro sao proibidas para este tipo de condi¢oes de contorno.

Ambas as afirmagoes estao em desacordo com nossos resultados simulacionais, para os quais
defeitos de carga m + 1 e £1/2 bem como situagdes livres de defeitos puderam ser encontradas
na célula HAN para apropriados valores das constantes. Este conflito pode ser em parte devido a
hipotese de pequenas distorcoes caracterizadas pela aproximacgao da energia livre de Frank, como
discutimos no primeiro capitulo. Essa hipotese esta enraizada no desenvolvimento da teoria eléas-
tica, onde, ao considerar que a energia livre seja funcao do tensor das deformacoes, consideramos

com sendo pequenos e descartamos termos de ordem superior a 2.
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Células, como as discutidas aqui, possuem espessura muito pequenas quando comparadas com
o volume, e mudancgas bruscas no diretor ocorrem em um intervalo muito pequeno, o que conduz
a uma derivada brusca do diretor e poténcias de ordem superiores na deformacao podem nao ser
despreziveis. Além disso, ha o efeito que um parametro de ordem nao uniforme pode causar. Esse
fato, a principio, pode nao afetar o problema quando a anisotropia elastica é ausente, mas pode
ser relevante quando presente.

O problema dos defeitos analisados do ponto de vista tedrico é ainda um problema em aberto
e, hoje em dia, diversos tratamentos numéricos foram desenvolvidos para estuda-los. Entretanto,
a abordagem do ponto de vista da Teoria de Landau-de Gennes talvez seja mais sensata, pois
permite que sejam incorporados efeitos de um parametro de ordem nao uniforme. Esse é sem

davida um trabalho que desejamos rever no futuro.

4.2.3 A Simulagao dos defeitos

Vimos que os estudos feitos com simulag¢ao mostraram a possibilidade de formacao dos defeitos
a partir de uma competicao e rapida variacao do parametro de ordem. Nesse aspecto, alguns
futuros trabalhos podem ser realizados na tentativa de entendé-los ainda mais, tanto no que refere
a distribuicao de defeitos e anti-defeitos, além da prépria dindmica de formagao e aniquilagao.
Essas anélises possuem contrapartidas experimentais, onde os defeitos surgem pela formacao
de dominios durante a transicao de fase [—+N. Deixando claro que o mecanismo de formacao é
completamente diferente, esses resultados possuem diversas propriedades em comum e resultados
parciais indicam que hé a possibilidade de tracar um paralelo entre os resultados simulados e os

experimentais.

101



Conclusoes

Neste trabalho, investigamos diversos problemas envolvendo a determinacao do perfil do di-
retor de uma fase nematica. Para isso, utilizamos tanto abordagens de teoria elastica quanto de
simulagoes de Monte Carlo. Em todos os problemas tratados, ficaram sempre em destaque os
efeitos da superficie e do confinamento sobre a orientagao das moléculas.

Nos problemas envolvendo apenas a teoria elastica, determinamos o comportamento do diretor
nematico em geometria cilindrica e investigamos o papel da viscosidade de superficie no processo
de relaxacao do meio neméatico. Em relagao a geometria cilindrica, determinamos o campo cri-
tico para a transicao de Fréedericksz, e obtivemos, de maneira exata, os expoentes criticos do
parametro de ordem que definimos como sendo o valor maximo da distor¢ao; o expoente 1/2 foi
encontrado para todos os diversos casos investigados. Além disso, investigamos os efeitos de uma
amostra com condigbes de contorno inomogéneas. Ali, determinamos o perfil do diretor para a
aproximacao de pequenos angulos.

Concluimos que mesmo distorgoes sutis sao capazes de gerar grandes deformagoes na textura
da amostra quando observada entre polarizadores cruzados. Fizemos, ainda, uma comparacao
dos resultados com o problema completo, sem aproximacao de pequenos angulos, resolvido de
maneira numérica. A aproximagao mostrou-se bastante razoavel e melhor para ancoramentos
mais fracos.

Depois dos casos estudados em geometria cilindrica, tratamos do problema relacionado com a
dinamica, principalmente a relaxacao do sistema a partir de um estado inicial.

O papel da viscosidade de superficie foi estudado em uma situacao em que as placas localizadas
em z = d/2 e z = —d/2 favorecem eixos faceis e energia de ancoramento diferentes. O perfil do
diretor foi determinado de maneira exata para o caso em que os eixos faceis variam no tempo.

Pudemos constatar que tanto se a viscosidade de superficie quanto se a energia de ancoramento
aumentarem, o tempo de relaxamento diminuird. O caso em que o responsével pela dinamica é
um campo elétrico variavel no tempo foi investigado com o método pertubativo. Em ambos os
problemas, as equacoes diferenciais foram resolvidos com métodos de func¢oes de Green.

Quanto aos sistemas tratados por meio de simulacao, estudamos também problemas em geo-
metria cilindrica. Utilizamos o modelo de Lebwohl-Lasher na situacao de ancoramento forte com
condigoes antagonisticas, em que as moléculas se ancoram de maneira radial sobre uma superficie

e de maneira azimutal sobre a outra. Analisamos principalmente as diferencas que ocorrem na
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inversao das condigoes de contorno. Concluimos que os sistemas sao analogos apenas no limite
em que a diferenca entre os raios é pequena.

Um outro caso investigado em geometria cilindrica foi o de uma das superficie fornecendo anco-
ramento fraco enquanto na outra, ancoramento forte. Encontramos uma transi¢ao na orientagao
diretor na superficie com ancoramento fraco, para um certo valor do parametro de ancoramento;
consideramos o angulo na superficie como um pardmetro de ordem e conseguimos determinar
numericamente o expoente critico utilizando a teoria eléstica. Novamente encontramos um valor
muito proximo de 1/2. Quanto as simulagoes, utilizamos o potencial de Grunh-Hess-Romano-
Luckhurst que leva em conta a anisotropia elastica e, qualitativamente, concluimos que os resul-
tados estao em acordo com a teoria eléstica, embora haja problemas quantitativos.

O problema dos defeitos topoldgicos induzidos pela superficie foi estudado também sob o
enfoque da anisotropia elastica. Considerando diversos conjuntos de constantes elésticas, pudemos
concluir que a formacao e a carga topoldgica dos defeitos dependem fortemente das constantes
elasticas, além de depender da espessura da amostra, como ja havia sido investigado anos atras
por nossos colaboradores.

De maneira geral, teoria e simulacao tiveram mais fatores em comum do que discrepéancias.
Contudo, faz-se ainda necessaria uma investigacao mais profunda dos limites do potencial de
GHRL, no que diz respeito as configuracoes do diretor e também aos problemas com parametro
de ordem variavel.

Nossas pesquisas mostraram alguns fenoémenos que ocorrem devido ao confinamento e a intera-
¢ao das moléculas com a superficie. Fizemos ainda, informalmente, algumas analises na tentativa
de verificar a dependéncia espacial do potencial de superficie, nas vizinhancas da transicao, po-
rém, sem sucesso. Existem diversos dados experimentais disponiveis na literatura e, sem duavida,
com a ferramenta de simulagao e com a bagagem tedrica, poderemos afrontar os problemas nas

diversas frentes possiveis.
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