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Resumo

Dedicamos esta dissertação ao estudo das equações de difusão que generalizam a
equação de difusão usual pela presença de derivadas fracionárias vinculadas à variável es-
pacial e/ou temporal ou termos não locais. Também consideramos o efeito dos contornos
sobre o sistema difusivo por meio de condições de contorno que são não-homogêneas e
dependentes do tempo. Para estas equações, sejam elas com derivadas fracionárias ou com
termos não locais, obtivemos soluções exatas utilizando o formalismo de função de Green
e mostramos que elas exibem uma dispersão anômala.

Palavras-Chave: equação de difusão, difusão anômala, funções de Green.
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Introdução

A compreensão da difusão e, em especial, da difusão anômala ou de sistemas que
possuem uma relaxação anômala, tem atraído a atenção de vários pesquisadores devido
ao grande número de situações ligadas à física, à engenharia, à biologia, à economia, etc.
De fato, a difusão anômala está presente em várias situações tais como difusão em meios
fractais [1], na relaxação ao equilíbrio de sistemas com memória temporal longa (por exe-
mplo, cadeias de polímeros e membranas) [2, 3], na descrição de transporte anômalo em
sistemas desordenados [4], para modelar processos dinâmicos não-Markovianos em pro-
teínas [5], lei de Richardson [6], lei de Kolmogorov [7] (estas duas leis aplicam-se ao
estudo de turbulência), transporte axial de materiais granulares [8], transporte de substân-
cia em um solvente de um vaso para outro através de uma membrana [9] e na translocação
assimétrica do DNA [10]; no transporte através de um meio poroso [11], nas flutuações
de sistemas financeiros [12], nas batidas do coração [13], em semicondutores amorfos
[14], em micelas dissolvidas em água salgada [15], entre outras. Nas situações em que
temos uma difusão anômala (por exemplo, nas mencionadas acima), podemos ter o se-
gundo momento finito [16] ou não [16, 17]. A difusão anômala com o segundo momento
finito, 〈r2〉 ∼ tγ , geralmente tem como característica γ < 1 e γ > 1, correspondendo a
sub- e superdifusão, respectivamente. Neste contexto, algumas equações representativas
na descrição deste fenômeno são as equações de difusão que empregam derivadas fra-
cionárias temporais [2, 18], a equação de meios porosos ∂tρ = D∂2

xρ
ν(que é não-linear)

[16] e a equação usual de difusão com coeficientes dependentes de variáveis de posição
ou de tempo [19]. Por sua vez, a difusão anômala quando não possui o segundo mo-
mento finito é caracterizada pelas distribuições do tipo Lévy [17]. Dentro deste contexto,
temos a equação de difusão com derivadas fracionárias na variável espacial [17, 18] cuja
solução é dada em termos das distribuições de Lévy [17, 18], que satisfazem o teorema de
Lévy-Gnedenko, i.e., uma generalização do teorema central do limite.

De um ponto de vista formal, a partir da discussão acima, vemos que a difusão anô-
mala pode ser investigada através de diferentes tipos de equações diferenciais parciais.
Assim, o estudo desses tipos de equações diferenciais, suas extensões e as situações rela-
cionadas a elas são importantes, pois possibilitam a investigação de novos cenários. Neste
sentido, pretendemos nessa dissertação dedicar nossos esforços ao estudo das equações de
difusão fracionárias lineares na presença de uma força externa ("drift"). Assim, focalizare-
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mos nossa atenção em equações de difusão que estão contidas na equação abaixo:

∂γ

∂tγ
ρ(r, t) =

∫ t

0

dt′K̃(t− t′)∇µρ(r, t′)−∇ · (F (r, t)ρ(r, t))

+

∫
dr′

∫ t

0

dt′K(t− t′, r− r′)ρ(r′, t′) . (1)

Na equação acima, a derivada fracionária temporal é considerada na representação de
Caputo [20], a derivada fracionária espacial é considerada na representação de Riesz/Weyl
[20], F (r, t) representa uma força externa atuando sobre o sistema e o último termo da
equação é um termo não-local, que pode ser relacionado a derivadas de ordem fracionárias.
Ressalte-se que os kernels K̃(t) e K(t, r) presentes na Eq. (1) representam outra forma,
além das derivadas de ordem fracionárias, de introduzir a presença de memória na equação
de difusão ou Fokker-Planck.

Assim, pretendemos nesta dissertação estudar a Eq. (1) levando em conta vários
cenários no intuito de compreender suas propriedades formais para futuras aplicações. Par-
ticularmente, dividimos nosso trabalho essencialmente em quatro capítulos. O primeiro
deles é dedicado à compreensão dos formalismos que são usualmente empregados na
descrição de um processo estocástico. Dentre esses formalismos temos, por exemplo, a
equação de Langevin e o formalismo de caminhantes aleatórios com espaço e tempo con-
tínuos (CTRW). Estes formalismos são úteis na compreensão dos processos usuais e terão
um papel importante no estudo das equações de difusão fracionárias. No segundo capítulo,
abordaremos as equações de difusão fracionárias lineares unidimensionais, que empregam
derivadas fracionárias tanto a operadores relacionados à variável temporal como à variável
espacial. Isto significa que neste capítulo vamos estudar a Eq. (1) em uma dimensão com
K̃(t) = δ(t) e K(t, r) = 0 na presença de forças externas, levando em conta condições
de contorno do tipo ρ(±∞, t) = 0. No terceiro capítulo, consideraremos a presença do
termo não local, i.e., K(t, r) 6= 0 e estudaremos seus efeitos sobre a solução da equação
de difusão usual na ausência de forças externas. Para este caso também consideraremos
condições de contorno do tipo ρ(±∞, t) = 0. No quarto e último capítulo, investigaremos
como as soluções da equação de difusão são influenciadas pelos seus contornos. Para tal
consideraremos a Eq. (1) na ausência de termos não locais, K̃(t) = Dδ(t) +K(t) e forças
externas com µ = 2 em uma região confinada. Nossa análise será feita considerando o caso
em uma dimensão e depois o caso bidimensional com simetria cilíndrica. As condições de
contorno consideradas para este caso são dependentes do tempo e de variáveis de posição.
Por fim, apresentamos nossas conclusões a respeito dos resultados que obtivemos ao ana-
lisar as situações que são compreendidas pela Eq. (1) e apontamos algumas perspectivas
futuras.



Capı́tulo 1
Movimento Browniano

Neste capítulo inicial apresentaremos uma breve discussão acerca do movimento
browniano, isto é, um movimento estocástico, sob o enfoque de equações de Langevin,
caminhantes aleatórios com espaço e tempo contínuos e equações de difusão. Tais con-
ceitos serão fundamentais na compreensão do desenvolvimento do presente trabalho.

1.1 Equação de Langevin
Muitos fenômenos que possuem um comportamento altamente aleatório em nível

microscópico com uma regularidade macroscópica podem ser descritos por meio de vários
formalismos conforme veremos nesse capítulo, em particular, pela equação de Langevin.
Para tal, vamos considerar o movimento de uma partícula de massa m imersa num líquido.
Esta, por sua vez, está sujeita a uma força viscosa que será considerada proporcional à sua
velocidade e uma força de caráter aleatório (estocástico). Para simplificar nosso problema,
vamos considerar o caso unidimensional na direção x. Portanto, a equação de movimento
em sua forma mais simples fica dada por

m
dv

dt
= −αv + F (t), (1.1)

onde

v =
dx

dt
(1.2)

é a velocidade e x a posição da partícula. O primeiro termo do lado direito da Eq. (1.1) é a
força viscosa, sendo α uma constante, e F (t) a força aleatória. Em nosso estudo vamos su-
por que a aleatoriedade de F (t) implica interações com intensidades diversas, de modo que
as variáveis F (t) e F (t′) são independentes para t 6= t′. Assim, F (t) é nula em média, ou
seja, 〈F (t)〉= 0. Da mesma forma, é necessário observar que 〈F (t)F (t′)〉=〈F (t)〉〈F (t′)〉 =
0 se t 6= t′, pois F (t) e F (t′) são consideradas variáveis aleatórias independentes. Por
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outro lado, se t = t′ temos um valor pronunciado para 〈F (t)F (t′)〉. Em resumo a força
aleatória que estamos considerando aqui possui as seguintes propriedades:

〈F (t)〉 = 0 (1.3)

e

〈F (t)F (t′)〉 = Bδ(t− t′), (1.4)

pois estamos considerando que as colisões das partículas com as moléculas do líquido se-
jam independentes. A função δ aparece porque a energia média das partículas não pode
ser finita como deveria, conforme a lei de equipartição. Reescrevendo a Eq. (1.1), obtemos

dv

dt
= −γv + ζ(t), (1.5)

onde γ = α/m e ζ(t) = F (t)/m. A variável ζ(t), que possui as propriedades da força
aleatória definida acima, é uma variável estocástica chamada de ruído. Particularmente,
substituindo F (t) por ζ(t) nas equações (1.3) e (1.4) temos

〈ζ(t)〉 = 0 (1.6)

e
〈ζ(t)ζ(t′)〉 = Γδ(t− t′), (1.7)

onde Γ = b/m2, com b = 2γKBT/m.
A escolha feita acima, equações (1.6) e (1.7) (ou (1.3) e (1.4)), recebe o nome de

ruído branco, porque a distribuição espectral [19] dada pela transformada de Fourier da
Eq. (1.7) é independente da frequência w. Se a distribuição espectral depende da fre-
quência, chamamos de ruído colorido. Se, por acaso, escolhermos outra forma funcional
para a equação, podemos ser conduzidos a outras situações que abrangem outros tipos de
movimentos estocásticos que não venham ser o browniano típico que conhecemos. Por
exemplo, a escolha de um ruído dependente da concentração [16] pode nos levar a uma
situação que é caracterizada pela equação de meios porosos e, consequentemente, estabe-
lecer uma relação com a mecânica estatística não-extensiva.

A partir da Eq. (1.1) juntamente com a propriedade (1.7) é possível obter a dispersão
do sistema, que caracteriza a forma como se difunde. Esta, por sua vez, é dada por

〈(x− 〈x〉)2〉 =

(
v2

0 −
b

2γ

)
(1− e−γt)2

γ2
+

b

γ2
t− b

γ3
(1− e−γt). (1.8)

Para um estado estacionário, i.e., γt À 1, a equação acima se reduz a

〈(x− 〈x〉)2〉 ≈ 2Dt (1.9)
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sendo D = b/2γ2 = KBT/mγ [21]. Neste ponto, deve ser ressaltado que uma das
características marcantes da maioria dos processos difusivos é a relação de dispersão ser
linear com o tempo. Sistemas que sofrem um processo anômalo de difusão não verificam
esta propriedade, conforme vamos discutir nos capítulos que seguem.

1.2 Caminhante aleatório com espaço e tempo contínuo
O formalismo de caminhantes aleatórios com espaço e tempo contínuos CTRW

[22, 23], de forma análoga à equação de Langevin, descreve o movimento de partículas in-
dividuais (ou qualquer outra quantidade conservada, como distribuição de probabilidade).
Este formalismo é baseado em distribuições de probabilidade que governam o movimento
microscópico das partículas.

Vamos considerar o movimento de uma partícula no espaço, por simplicidade tam-
bém unidimensional. No formalismo CTRW, a partícula executa um pulo de comprimento
e direção arbitrária x em um intervalo de tempo t a t+dt. Os pulos são estatisticamente in-
dependentes e executados em intervalos de tempo aleatórios, os quais devem ser definidos
estatisticamente. Desta forma, o CTRW é baseado na idéia que o comprimento dos pu-
los, assim como os intervalos de tempo entre dois sucessivos pulos são descritos por uma
função densidade de probabilidade PDF ψ(x, t). De ψ(x, t) podemos obter a distribuição
relacionada ao comprimento do pulo:

λ(x) =

∫ +∞

0

dt ψ(x, t) (1.10)

e a distribuição relacionada ao intervalo de tempo

w(t) =

∫ +∞

−∞
dxψ(x, t). (1.11)

Na Eq. (1.10), λ(x)dx representa a probabilidade de ocorrer um pulo no comprimento en-
tre (x, x + dx) e w(t)dt, na Eq. (1.11), a probabilidade de ocorrerem pulos entre o tempo
(t, t + dt). Com estas definições podemos formular o CTRW pela equação [18]

η(x, t) =

∫ +∞

−∞
dx′

∫ +∞

0

dt′η(x′, t′)ψ(x− x′, t− t′) + δ(x)δ(t) (1.12)

a qual relaciona a PDF η(x, t) da chegada na posição x no tempo t, e o evento da chegada
em x′ no tempo t′ com η(x′, t′). O segundo termo na Eq. (1.12) denota a condição inicial,
que foi escolhida aqui sendo do tipo δ(x). Consequentemente, a probabilidade ρ(x, t) de
a partícula estar na posição x em um tempo t é dada por

ρ(x, t) =

∫ t

0

dt′η(x, t′)Ψ(t− t′), (1.13)



CAPÍTULO 1. MOVIMENTO BROWNIANO 12/61

onde

Ψ(t) = 1−
∫ t

0

w(t′)dt′ (1.14)

é a probabilidade cumulativa. No espaço de Fourier-Laplace, a Eq. (1.13) se torna

ρ(k, s) =
1− w(s)

s

1

1− ψ(k, s)
, (1.15)

que é o propagador geral do CTRW. Desta forma, fazendo escolhas adequadas para a dis-
tribuição dos tempos entre saltos e para a distribuição do comprimento dos saltos, podemos
relacionar a equação acima com a equação de difusão no espaço de Fourier-Laplace [24].

1.3 Equação de difusão usual
A difusão é um processo natural por meio do qual um dado sistema, com determi-

nadas condições iniciais, encaminha-se para o estado de equilíbrio. Em um processo de
difusão num conjunto de elementos que se movem, cada elemento realiza uma trajetória
aleatória que, ao passar do tempo, vai se difundindo até atingir o equilíbrio. Os fenômenos
de difusão, também chamados de fenômenos de transporte, têm sido amplamente estuda-
dos desde que Adolf Fick descreveu tais transientes de forma puramente fenomenológica
[25]. Do ponto de vista fenomenológico, o procedimento para um modelo matemático
usado para descrever a difusão se dá através de “leis”. Existem duas leis comuns [26].
A mais usada, conhecida como a chamada lei de Fick da difusão, utiliza um coeficiente
de difusão, sendo a mais citada na descrição da difusão. A outra, que não tem um nome
formal, envolve um coeficiente de transferência de massa. A opção pela lei de Fick neste
trabalho se deu por ser ela geralmente usada na física, físico-química e biologia.

Seja ρ a densidade da substância que se difunde e J a densidade de corrente (quan-
tidade da substância que atravessa uma unidade de área normal à direção do fluxo, por
unidade de tempo). Podemos relacionar a corrente, ou densidade de corrente de difusão,
com o gradiente da densidade ρ, obedecendo à seguinte lei linear, a enunciada lei de Fick:

J = −D∇ρ, (1.16)

sendo ρ = ρ(r, t) e D o coeficiente de difusão, ou difusividade, que dependerá das pro-
priedades do meio. O sinal negativo na frente do coeficiente de difusão indica que a difusão
acontece da região de maior densidade para a de menor densidade. Suponha também que
a substância difundida não é nem absorvida nem emitida pelo meio, desta forma, surge
uma lei de conservação que implica uma equação de continuidade
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∂ρ

∂t
+∇ · J = 0. (1.17)

Combinando a Eq. (1.16) com a equação da continuidade acima e supondo D constante,
obtemos

∂ρ

∂t
= D∇2ρ. (1.18)

Esta equação é a chamada equação de difusão.
Vamos supor agora que a substância seja capaz de ser absorvida (destruída) ou emi-

tida (criada), como no caso de um composto químico. Neste caso, a equação de difusão
assume a seguinte forma

∂ρ

∂t
= D∇2ρ + δ (1.19)

onde δ é a densidade da fonte, sendo δ > 0 para o caso de criação e δ < 0 para absorção de
substância. Se o sistema estiver sob a ação de uma força externa, a densidade de corrente
terá a forma

J = −D∇ρ + µFρ, (1.20)

com µ representando a mobilidade. Sendo assim, quando µ for constante, a equação de
difusão pode ser descrita como

∂ρ

∂t
= D∇2ρ− µ∇ · (Fρ). (1.21)

Em um processo de difusão, nada impede que tenhamos os dois fenômenos ocor-
rendo simultaneamente. Caso isso ocorra, a equação é escrita na forma:

∂ρ

∂t
= D∇2ρ− µ∇ · (Fρ) + δ. (1.22)

1.4 A equação de Fokker-Planck
A equação de Fokker-Planck foi primeiramente usada por Fokker e Planck para des-

crever o movimento de partículas[19]. Considere agora o movimento de partículas de
massa m imersa em um líquido. Se nós tratássemos o problema de forma exata, teríamos
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que resolver as equações acopladas de movimento para todas as moléculas do fluido e para
todas as partículas. Como não podemos, geralmente, fazer isso, usamos a descrição es-
tocástica, ou seja, descrevemos o sistema por meio de variáveis macroscópicas que flutuem
de forma estocástica (aleatórias). Em uma boa aproximação, quando temos uma partícula
imersa, esta por sua vez, está sujeita a uma força viscosa que será proporcional à sua ve-
locidade e a forças R(t), de caráter aleatório, resultante das colisões das moléculas do
líquido com as partículas de massa m[19]. Suponhamos também que a partícula está
sujeita a uma força externa F (x). Usando a descrição de Paul Langevin (1872-1946)
[27, 28], a equação de movimento é escrita como

m
d2x

dt2
= F (x)− η

dx

dt
+ R(t) (1.23)

sendo η uma constante positiva, que representa o coeficiente de atrito. Para os casos em
que a massa da partícula é desprezível (o termo md2x/dt2 pode ser desconsiderado em
relação a η dx/dt) a Eq. (1.23) resulta em

dx

dt
= f(x) + ζ(t) (1.24)

onde f(x) = F (x)/η e ζ(t) = R(t)/η.
Em nosso estudo, a aleatoriedade de ζ(t) implica interações em todas as direções e

sentidos diversos. Dessa forma, sendo as variáveis ζ(t) e ζ(t′) independentes para t 6= t′

teremos média nulas. A Eq. (1.24), juntamente com as propriedades (1.6) e (1.7), é um
exemplo de equação de Langevin, de modo a ser de natureza estocástica.

Definida a Eq. (1.24), podemos encontrar a densidade de probabilidade ρ(x, t, x0)
de a partícula ser encontrada entre x e x + dx, no instante de tempo t, estando a partícula
em um ponto x = x0 no instante inicial t = t0. Desta forma, utilizando o procedimento
abordado em[28], vamos discretizar o tempo em intervalos iguais a τ e denotar por xn a
posição da partícula no instante t = nτ . Assim, a Eq. (1.24) é escrita na forma aproximada

xn+1 = xn + τf(xn) +
√

τΓξn (1.25)

com ξn =
√

τ/Γζn. Com isso δ(t− t′) → δnn′/τ , sendo 〈ξn〉 = 0 e 〈ξnξn′〉 = δnn′ .
Se tomarmos ρn = ρ(xn, nτ, x0) como sendo a distribuição de probabilidades da

variável xn e gn(k) a função característica correspondente à variável xn, teremos

gn(k) = 〈eikxn〉 =

∫ +∞

−∞
eikxnρndxn (1.26)

desse modo

gn+1(k) = 〈eikxn+1〉 = 〈eik[xn+τf(xn)+τζn]〉. (1.27)
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Tendo em vista que xn e ζn são independentes, podemos escrever a equação acima como

gn+1(k) = 〈eik[xn+τf(xn)]〉〈eikτζn〉. (1.28)

A partir deste resultado, vamos obter a expansão de gn+1(k) em τ até termos de primeira
ordem, pois estamos supondo τ suficientemente pequeno. Empregando a expansão ex =
1 + x + (x2/2!) + . . ., sendo x = ikτf(xn) temos

〈eikxneikτf(xn)〉 ≈ 〈eikxn〉+ ikτ〈f(xn)eikxn〉, (1.29)

e para x = ik
√

τΓξn, juntamente com as propriedades 〈ζn〉 = 0 e 〈ζ2
n〉 = Γ/τ , obtemos

〈eik
√

τΓξn〉 ≈ 〈1 + ik
√

τΓξn +
(ik
√

τΓξn)2

2!
〉 = 1− 1

2
k2τΓ. (1.30)

Retornando à Eq. (1.28) com os resultados obtidos nas Eqs. (1.29) e (1.30), chegamos a

gn+1(k) ≈ gn(k) + τ

[
ik〈eikxnf(xn)〉 − 1

2
k2Γgn(k)

]
. (1.31)

Por outro lado,

ik〈eikxnf(xn)〉 = ik

∫ +∞

−∞
eikxnf(xn)ρndxn = −

∫ +∞

−∞
eikxn

d

dxn

[f(xn)ρn]dxn, (1.32)

onde foi realizada uma integração por partes e considerada a condição de contorno natural
ρn(±∞) = 0. De forma análoga, após uma dupla integração por partes,

−k2gn(k) = (ik)2

∫ +∞

−∞
eikxnρndxn =

∫ +∞

−∞
eikxn

d2ρn

dx2
n

dxn (1.33)

e a Eq. (1.31) pode ser reescrita como

∫ +∞

−∞
eikxn+1ρn+1dxn+1 −

∫ +∞

−∞
eikxnρndxn = −τ

∫ +∞

−∞
eikxn

d

dxn

[f(xn)ρn]dxn

+
1

2
τΓ

∫ +∞

−∞
eikxn

d2ρn

dx2
n

dxn, (1.34)

ou melhor,
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∫ +∞

−∞
eikxn

{
ρn+1 − ρn

τ
+

d

dx
[f(xn)ρn]− Γ

2

d2ρn

dx2
n

}
dxn = 0. (1.35)

Para que a equação acima seja válida

ρn+1 − ρn

τ
= − d

dx
[f(xn)ρn] +

Γ

2

d2ρn

dx2
n

. (1.36)

Tomando o limite τ → 0 e reescrevendo ρn como ρ(x, t) e f(xn) como f(x, t), nos conduz
a

∂ρ(x, t)

∂t
=

Γ

2

∂2ρ(x, t)

∂x2
− ∂

∂x
[f(x, t)ρ(x, t)], (1.37)

que no caso tridimensional, fica representada por

∂ρ

∂t
= D∇2ρ− µ∇ · (Fρ), (1.38)

onde D = Γ/2. Esta equação é denominada equação de Fokker-Planck que é a equação
de evolução temporal da distribuição de probabilidade ρ(x, t). Note que quando não há
força externa atuando no sistema, obtemos o caso mais simples da equação de Fokker-
Planck, a equação de difusão usual. Pela semelhança apresentada entre as duas equações,
tomaremos a liberdade de usar as denominações equação de Fokker-Planck e equação de
difusão indistintamente. A resolução da equação de Fokker-Planck significa, pois, re-
solver a equação de Langevin permitindo encontrar a média de variáveis macroscópicas,
lembrando que esta equação não apenas descreve propriedades estacionárias, mas também
a dinâmica de sistemas dependentes do tempo.

1.5 Soluções da equação de Fokker-Planck
A difusão usual com aplicação de um campo externo é frequentemente modelada

em termos da equação de Fokker-Planck (FPE)[29, 30, 31]. Muitos problemas físicos de
transporte acontecem sob a aplicação de um campo externo, por exemplo, uma indução
elétrica exercendo uma força na carga carregada, um potencial periódico encontrado em
certos problemas de estado sólido ou em modelos de motores moleculares, etc. Como
ilustração, apresentaremos a equação de Fokker-Planck sem termo de fonte e sem força
externa (difusão usual), com fonte proporcional à densidade e com força linear.

No estudo que segue consideraremos somente o caso unidimensional para simpli-
ficar os cálculos e a notação, sendo assim, não havendo perda de generalidade. Seja ρ(x, t)
a densidade de uma certa substância num meio contínuo fora do equilíbrio. Para encon-
trarmos a solução da Eq. (1.18), aplicamos a transformada de Fourier obtendo
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∂ρ(k, t)

∂t
= −Dk2ρ(k, t), (1.39)

onde a solução desta equação é

ρ(k, t) = ρ(k, 0)e−Dk2t, (1.40)

sendo ρ(k, 0) a transformada de Fourier da condição inicial. Seja ρ(x, 0) = f̂(x). Então,

ρ(k, 0) =

∫ ∞

−∞
ρ(x, 0)eikxdx =

∫ ∞

−∞
f̂(x)eikxdx. (1.41)

Substituindo a Eq. (1.41) na Eq. (1.40), obtemos

ρ(k, t) =

∫ ∞

−∞
f̂(x)eikxe−Dk2tdx, (1.42)

onde a inversa da transformada de Fourier da Eq. (1.42) é dada por

ρ(x, t) =

∫ ∞

−∞
dx′G(x− x′, t)ρ(x′, 0) (1.43)

G(x− x′, t) =
1

(4πDt)1/2
e−(x−x′)2/4Dt. (1.44)

A função G(x − x′, t) é a função de Green da equação de difusão (1.18), que tem um
comportamento gaussiano para diferentes valores do coeficiente de difusão.
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Figura 1.1: Comportamento de G(x, t) versus x, que ilustra a Eq. (1.44) con-
siderando, por simplicidade, t = 30.

Vamos considerar uma solução do tipo fonte pontual f̂(x) = ρ0δ(x − x′), estando
toda a substância concentrada em x = x′ no instante inicial. Então, ρ(x, t) assume a forma

ρ(x, t) =
ρ0

(4πDt)1/2
e−

(x−x′)2
4Dt . (1.45)

Para uma condição inicial do tipo gaussiana, f̂(x) =
√

α
π
ρ′0e

−α(x−x′′)2 a densidade é repre-
sentada por

ρ(x, t) =
ρ′0

[4πD(t + t0)]1/2
e
− (x−x′′)2

4D(t+t0) , (1.46)

onde t0 = 1/4Dα. Com estas soluções podemos calcular o segundo momento, que para
nós desempenha um papel importante, e conhecendo o segundo momento obter a variância
e consequentemente saber como as distribuições se alargam [32].

Consideramos agora a equação de Fokker-Planck com um termo de fonte δ, um
sorvedouro, admitindo que este termo seja proporcional à densidade. Dessa forma, teríamos
δ = −α(t)ρ(x, t), se α(t) > 0, resultando em

∂ρ(x, t)

∂t
= D∂2ρ(x, t)

∂x2
− ∂[f(x)ρ(x, t)]

∂x
− α(t)ρ(x, t). (1.47)

Se ignorarmos os termos difusivo e de arraste, a Eq. (1.47) pode ser escrita como
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∂ρ̃

∂t
= −α(t)ρ̃, (1.48)

cuja solução é ρ̃ = ρ0 exp[− ∫ t

0
α(t′)dt′]. Esse resultado sugere que a solução seja da forma

ρ(x, t) = e−
∫ t
0 α(t′)dt′ ρ̂(x, t) (1.49)

que, substituída na Eq. (1.47), nos leva a

∂ρ̂(x, t)

∂t
= D∂2ρ̂(x, t)

∂x2
− ∂[f(x)ρ̂(x, t)]

∂x
. (1.50)

Assim, o tratamento da Eq. (1.47) fica reduzido a resolvê-la sem o termo de fonte (ou
sorvedouro). Para f = 0, a solução está exposta na Eq. (1.43). Portanto, se resolvermos a
Eq. (1.43) para ρ̂, com a condição inicial ρ(x, 0) = ρ0δ(x) e f = 0, obteremos a solução

ρ(x, t) =
ρ0

(4πDt)1/2
e−

∫ t
0 α(t′)dt′e−x2/4Dt. (1.51)
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Figura 1.2: Comportamento de ρ(x, t) versus t, que ilustra a Eq. (1.51) con-
siderando, por simplicidade, ρ0 = 1, x = 0 para α(t)=cos(t), ρ0 = 1, x = 0,
α = 1 para α(t) = αe−t2 , e ρ0 = 1, x = 2, α = 1 para α(t) = αt.
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Agora, como um último exemplo, vamos considerar a equação de Fokker-Planck
com um termo de arraste linear, que é um exemplo conhecido como processo de Ornstein-
Uhlenbeck [21]. Aqui, as partículas estão sujeitas a um potencial harmônico, implicando
um termo de arraste linear, isto é, F = −γr. A equação de Fokker-Planck unidimensional
correspondente é

∂ρ(x, t)

∂t
= γ

∂

∂x
[xρ(x, t)] +D∂2ρ(x, t)

∂x2
. (1.52)

Aqui, vamos supor que nossa condição inicial está concentrada em um ponto, ou seja,

ρ(x, 0) = δ(x− x0), (1.53)

onde usamos ρ0 = 1 e x0 6= 0, frisando que as diversas posições não são equivalentes.
A solução da Eq. (1.52) pode ser obtida aplicando o método de separação de vari-

áveis e, depois de alguns cálculos, ser representada pelos polinômios de Hermite, ou, é
encontrada facilmente utilizando a técnica de transformada de Fourier com respeito a x
[19]. A Eq. (1.52) já transformada é dada por

∂ρ̃(k, t)

∂t
= −γk

∂ρ̃(k, t)

∂k
−Dk2ρ̃(k, t), (1.54)

onde temos apenas derivadas de primeira ordem. A condição inicial já transformada é

ρ̃(k, 0) = eikx0 . (1.55)

Para resolver a Eq. (1.54), vamos introduzir a função

ρ̃(k, t) = exp

[ ∞∑
n=1

an(t)kn

]
, (1.56)

que, substituída em (1.54), conduz a

∞∑
n=1

kn

(
dan

dt
+ γnan

)
+Dk2 = 0. (1.57)

Para n = 1, temos a equação

da1

dt
+ γa1 = 0 (1.58)

com solução
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a1(t) = a1(0)e−γt. (1.59)

Para n = 2, a equação correspondente é dada por

da2

dt
+ 2γa2 +D = 0, (1.60)

e apresenta a seguinte solução

a2(t) = −D
2γ

(1− e−2γt) + a2(0)e−2γt. (1.61)

As equações diferenciais para n ≥ 3 têm a forma

dan

dt
+ γnan = 0 (1.62)

com soluções

an(t) = an(0)e−nγt. (1.63)

Comparando (1.55) com (1.56), verificamos que a1(0) = ix0 e an(0) = 0 para valores de
n ≥ 2. Assim,

ρ̃(k, t) = ea1(t)k+a2(t)k2

(1.64)

e, efetuando a transformada inversa da equação acima, encontramos

ρ(x, t) =

√
γ

2πD(1− e−2γt)
exp

[
−γ

(x− x0e
−γt)2

2D(1− e−2γt)

]
. (1.65)

Observe na solução acima que para t → ∞ obtemos uma solução estacionária. Tal fato
pode ser verificado ao analisarmos a variância que emerge desta distribuição, pois ela nos
dá como a distribuição se alarga.



Capı́tulo 2
Equação de difusão fracionária linear
unidimensional

Neste capítulo, vamos abordar algumas equações de difusão que envolvem derivadas
fracionárias na variável temporal ou na variável espacial, usualmente empregadas na des-
crição de processos difusivos anômalos. Como veremos, a aplicação de derivadas fra-
cionárias na variável temporal nos leva a uma difusão anômala com o segundo momento
finito, i.e., 〈x2〉 ∝ tγ , em contraste com a derivada fracionária aplicada na variável es-
pacial, que resulta em uma difusão anômala cujo segundo momento não é finito. Neste
contexto, usaremos o formalismo de caminhantes aleatórios descrito no capítulo anterior
para explorar as implicações obtidas pelo uso de derivadas fracionárias na equação de
difusão.

2.1 Derivadas fracionárias aplicadas à variável temporal

Começaremos nosso estudo considerando a seguinte equação fracionária de Fokker-
Planck:

∂γ

∂tγ
ρ(x, t) = D ∂2

∂x2
ρ(x, t)− ∂

∂x
[F (x, t)ρ(x, t)] , (2.1)

onde o operador ∂γ/∂tγ representa o operador de derivada fracionária de Caputo, aplicado
neste caso à variável temporal. Este operador é definido como

∂γ

∂tγ
ρ(x, t) =

1

Γ (n− γ)

∫ t

0

dt′
ρ(n)(x, t′)

(t− t′)γ+1−n
, (2.2)

22
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com n − 1 < γ < n e ρ(n)(x, t) é a n-ésima derivada de ρ(x, t) em relação ao tempo.
Temos ainda a presença do termo de força externa F (x, t) e do coeficiente de difusão D,
que inicialmente consideraremos constante. Mais adiante veremos situações nas quais D
poderá apresentar uma dependência, por exemplo, com o espaço e com o tempo. Ainda
com relação à Eq. (2.1), vale comentar que ela generaliza a equação de difusão usual,
conforme vimos acima, mediante a presença do operador fracionário atuando na variável
temporal, e que para γ = 1 recuperamos a equação de difusão usual. Com o intuito de
mostrar que a distribuição ρ(x, t) na Eq. (2.1) é normalizável, vamos reescrevê-la na forma

∂γ

∂tγ
ρ(x, t)− ∂

∂x
J(x, t) = 0 , (2.3)

ou seja, na forma de uma equação de continuidade, com

J(x, t) = D ∂

∂x
ρ(x, t)− F (x, t)ρ(x, t) . (2.4)

A normalização é verificada quando integramos a Eq. (2.3) sobre todo o espaço e conside-
ramos que J(x = ±∞, t) = 0, pois estamos admitindo que ρ(x = ±∞, t) = 0. Assim,
esta importante propriedade das densidades de probabilidades continua válida mesmo com
a presença do operador de derivada fracionária do tipo Caputo.

Voltando à análise das soluções da Eq. (2.1), vamos desenvolver esta equação con-
siderando diferentes situações para o coeficiente de difusãoD, para a força externa F (x, t)
e para as condições de contorno. Inicialmente, consideraremos uma situação caracterizada
pela ausência de força externa, com D constante e a condição inicial ρ(x, 0) = ρ̃(x).
Como condição de contorno vamos tomar inicialmente ρ(x = ±∞, t) = 0. Devido a estas
considerações, a equação a ser resolvida é

∂γ

∂tγ
ρ(x, t) = D ∂2

∂x2
ρ(x, t) , (2.5)

sujeita às já referidas condições de contorno e inicial. Tal situação é melhor trabalhada
se fizermos uso de transformadas integrais. Empregando as transformadas de Fourier e
Laplace na Eq. (2.5), obtemos

ρ(k, s) =
ρ(k, 0)

s +Ds1−γk2
, (2.6)

com 0 < γ < 1, onde empregamos o resultado
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L
{

∂γ

∂tγ
ρ(x, t)

}
= sγρ(x, s) +

n−1∑
i=0

sγ−i−1

[
∂γ−1−i

∂tγ−1−i
ρ(x, t)

]

t=0

, (2.7)

que é válido para n− 1 < γ ≤ n. Agora, para obtermos a solução desejada temos que in-
verter ambas as transformadas. Aplicando a inversa da transformada de Fourier e levando
em conta o teorema de convolução, obtemos

ρ̂(x, s) =

∫ ∞

−∞
dx′ρ̃(x− x′)G(x′, s) , (2.8)

onde

G(x, s) =
1

2s

(
sγ

D
) 1

2

exp

[
−

(
sγ

D
) 1

2

|x|
]

. (2.9)

Em particular, observando a Eq. (2.8) vemos que G(x′, s) é a função de Green associada
à condição inicial considerada. Por sua vez, para invertermos a transformada de Laplace,
relacionaremos a transformada de Laplace com a transformada de Mellin, invertendo esta
transformada (Mellin) mediante a identificação do integrando da operação inversa desta
transformada com o integrando das funções H de Fox, obtendo então ρ(x, t). Observe que
as funções de Fox são definidas como [33]

Hm n
p q

[
x

∣∣∣(a1,A1),(a2,A2),··· ,(ap,Ap)

(b1,B1),(b2,B2),··· ,(bq ,Bq)

]
=

1

2πi

∫

L

ds χ(s)xs

χ(s) =

∏m
i=1 Γ (bi −Bis)

∏n
i=1 Γ (1− ai + Ais)∏q

i=m+1 Γ (1− bi + Bis)
∏p

i=1+n Γ (ai − Ais)
. (2.10)

Assim, aplicando o procedimento discutido acima, após alguns cálculos é possível
mostrar que as transformadas de Laplace e de Mellin estão relacionadas uma com a outra
por meio de

ρ(x, s′) =
1

Γ (1− s′)

∫ ∞

0

ds s−s′ρ(x, s) , (2.11)

onde ρ(x, s′) representa a função transformada em Mellin e ρ(x, s) representa a função
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transformada em Laplace. Lembramos que a transformada de Mellin é definida como

ρ(x, s′) =

∫ ∞

0

dt ts
′−1ρ(x, t)

(
ρ(x, t) =

1

2πi

∫

L

ρ(x, s′)t−s′ds′
)

. (2.12)

Assim, utilizando a relação (2.11) na Eq. (2.9), obtemos

G(x, s′) =
1

γ|x|
( |x|√D

) 2
γ

s′ Γ
(
1− 2

γ
s′

)

Γ (1− s′)
. (2.13)

A partir de (2.13), após a inversão da transformada de Mellin, obtemos

G(x, t) =
1√

4πDtγ
H2 0

1 2

[
x2

4Dtγ

∣∣∣∣
(1− γ

2
,γ)

( 1
2
,1) (0,1)

]
. (2.14)

Este resultado é obtido mediante a comparação direta entre a integral de inversão de Mellin

G(x, t) =
1

2πi

∫

L

G(x, s′)t−s′ds′ , (2.15)

e a forma integral das funções H de Fox anteriormente representadas pela relação (2.10).
A representação gráfica da Eq. (2.14) é mostrada abaixo para alguns valores específicos.
Com base nesses resultados, concluímos que nossa solução é da forma:

ρ(x, t) =
1√

4πDtγ

∫ ∞

−∞
dx′ρ̃(x′) H2 0

1 2

[
(x− x′)2

4Dtγ

∣∣∣∣
(1− γ

2
,γ)

( 1
2
,1) (0,1)

]
. (2.16)
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Figura 2.1: Comportamento de (4πDtγ)1/2G(x, t) versus x/(4Dtγ), ilustra a
Eq. (2.14) para valores típicos de γ (subdifusivo).
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Figura 2.2: Comportamento da Eq. (2.14) para grandes valores dos argumentos.

Vamos agora considerar situações nas quais há a presença de barreiras absorventes e
refletoras no sistema. Para estes casos a aplicação de transformadas integrais não é, ao con-
trário do caso anterior, apropriada. Por exemplo, a escolha entre transformadas de Fourier
e as séries de Fourier origina-se no fato de que, em um caso, o intervalo de variação de x
é infinito, ou seja, de −∞ a +∞, e no segundo caso é finito, de 0 a L. Considerando ini-
cialmente o caso de barreiras absorventes, ou seja, situação na qual ρ(0, t) = ρ(L, t) = 0,
faremos uso de uma transformada finita no intervalo 0 < x < L. Dada a condição de
contorno, vamos considerar que a solução procurada possa ser escrita em termos de uma
série em senos de Fourier. Assim, a série
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ρ(x, t) =
∞∑

n=1

Bn(t)sen
(nπ

L
x
)

(2.17)

com

Bn(t) =
2

L

∫ L

0

dx sen
(nπ

L
x
)

ρ(x, t) (2.18)

é apropriada para o tratamento deste caso, pois satisfaz as condições de contorno. Subs-
tituindo a Eq. (2.17) na Eq. (2.5), multiplicando ambos os lados por sen(nπx/L), inte-
grando desde 0 a L e identificando Bn(t), obtemos

dγ

dtγ
Bn(t) = −n2π2

L2
DBn(t) . (2.19)

Para resolver a equação acima aplicaremos uma transformada de Laplace, permitindo-
nos uma clara identificação do resultado a ser invertido com as funções de Mittag-Leffler
Eγ(x). Isto deve-se ao fato de que

Eγ (−tγ) = L−1

{
1

s + s1−γ

}

=
∞∑

n=0

(−tγ)n

Γ (1 + nγ)
. (2.20)

Então, após alguns cálculos, podemos mostrar que

Bn(t) = Bn(0)Eγ

(
−n2π2

L2
Dtγ

)
. (2.21)

Agora, considerando uma condição inicial do tipo ρ(x, 0) = ρ̃(x) e utilizando o resultado
acima em (2.17) temos

ρ(x, t) =

∫ L

0

dx′ G(x, x′, t)ρ̃(x′)
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com

G(x, x′, t) =
2

L

∞∑
n=1

sen
(nπ

L
x′

)
sen

(nπ

L
x
)

Eγ

(
−n2π2

L2
Dtγ

)
. (2.22)

Por outro lado, para o caso de barreiras refletoras, onde no contorno devemos ter ∂xρ|x=0 =
∂xρ|x=L = 0, consideramos que a solução possa ser expressa em termos de uma série em
cossenos de Fourier. Assim, aplicando o procedimento do caso anterior, obtemos

ρ(x, t) =
1

L

∫ L

0

dx′ρ̃(x′) +

∫ L

0

dx′G(x, x′, t)ρ̃(x′)

com

G(x, x′, t) =
2

L

∞∑
n=1

cos
(nπ

L
x′

)
cos

(nπ

L
x
)

Eγ

(
−n2π2

L2
Dtγ

)
. (2.23)

Neste ponto, é interessante observar que para esta situação podemos obter uma solução
estacionária. De fato, considerando t →∞ na solução acima chegamos em

ρ(x, t →∞) ∼ 1

L

∫ L

0

dx′ρ̃(x′) ,

pois Eγ(−n2π2Dtγ/L2) → 0 quando t → ∞ . Isto se verifica porque a função Eγ(x) no
intervalo de γ considerado é uma função que decai de forma monotônica sem apresentar
oscilações. O fato de termos uma solução estacionária nos permite também o cálculo da
função de autocorrelação estacionária [19], que mostra de que forma as soluções geral e
inicial estão relacionadas. Esta função é definida como

〈x(t)x(0)〉s =

∫ L

0

dx

∫ L

0

dx′xx′ρ(x, t)ρs(x) , (2.24)

onde ρs(x) é a solução para o regime estacionário. Considerando, por simplicidade,
ρ(x, 0) = δ(x − x′) como nossa condição inicial, obtemos ρs(x) = 1/L. Com este
resultado e a solução (2.23) encontramos, após alguns cálculos,

〈x(t)x(0)〉s =
L2

4
+

8L4

π4

∞∑
n=0

1

(2n + 1)4
Eγ

[
−(2n + 1)2

L2
Dtγ

]
. (2.25)
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Se tomarmos o limite de tempos longos na equação acima verificaremos que 〈x(t)x(0)〉 ∼
L2/4. Este resultado foi obtido em [19] para a equação de difusão usual, indicando que
a derivada fracionária somente fará com que o sistema relaxe de forma anômala até à
situação de equilíbrio.

Voltando nossa atenção agora para a forma do segundo momento da Eq. (2.5) a par-
tir da qual foram discutidos três casos precedentes dependentes do índice γ, o segundo
momento diz se um processo difusivo é anômalo ou usual. Para a situação que aqui está
em consideração, ou seja, aquela na qual há a presença de derivadas não inteiras na vari-
ável temporal de uma equação de difusão, o segundo momento se mostra na forma de
uma potência de t, ou seja, 〈x2〉 ∝ tγ . Além disso, é marcante a forma com que a pre-
sença do operador de Caputo altera a distribuição de tempo de espera ω(t). Neste sentido,
utilizando os conceitos de caminhantes aleatórios anteriormente discutidos, chegamos em
uma distribuição de probabilidades para a parte temporal da forma

w(t) =
1

τ0

(
t

τ0

)γ−1

Eγ,γ

(
− tγ

τ γ
0

)
, (2.26)

onde τ0 é uma constante e Eγ,β(t) é a função de Mittag-Leffter generalizada

Eγ,β(t) =
∞∑

n=0

xn

Γ (nγ + β)
. (2.27)

Vemos que agora a distribuição apresenta uma dependência com o parâmetro γ, que pode
dar forma tanto a processos subdifusivos quanto a superdifusivos. Assim, a presença de
operadores diferenciais fracionários na equação de difusão apresenta uma situação na qual
as distribuições de probabilidades para o tempo e para o espaço, que emergem da abor-
dagem de caminhantes aleatórios, são alteradas, ou seja, a difusão ocorre de forma anô-
mala. Neste caso em particular, a alteração ocorreu apenas na distribuição de tempos, já
que a derivada fracionária foi aplicada na variável temporal. Mais à frente veremos a al-
teração causada na distribuição de saltos quando há aplicação de derivadas fracionárias na
variável espacial.

Vejamos agora o caso em que o coeficiente de difusão é dado por D(x, t) = D|x|−θ.
Cabe mencionar aqui que esta dependência espacial no coeficiente de difusão tem sido em-
pregada na investigação de, por exemplo, sistemas turbulentos e difusão em fractais. Ainda
considerando F (x, t) = 0 na Eq. (2.1) e utilizando transformadas integrais definidas ante-
riormente, podemos mostrar que

ρ(x, t) =
2 + θ

2Γ
(

1
2+θ

)
[

1

(2 + θ)2Dtγ

] 1
2+θ

H2 0
1 2

[ |x|2+θ

(2 + θ)2Dtγ

∣∣∣∣
(1− γ

2+θ
,γ)

(1− 1
2+θ

,1) (0,1)

]
, (2.28)
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lembrado que para γ = 1 e θ = 0 recuperamos a solução gaussiana obtida para o caso
usual. Para este caso, a alteração ocorreu na distribuição de tempos e saltos, porque o
coeficiente de difusão tem uma dependência espacial. Mais à frente veremos a alteração
causada na distribuição de saltos quando há aplicação de derivadas fracionárias na variável
espacial. Se, além desta dependência do coeficiente de difusão com o espaço, tivermos a
presença de uma força externa do tipo linear, ou seja, F (x) = −kx, obteremos mediante
separação de variáveis o resultado

ρ(x, t) =

∫ ∞

0

dξρ̃(ξ)ξ−θ−1G(x, ξ, t)

G(x, ξ, t) =

[
k

(2 + θ)D
]− (1+θ)

(2+θ)
∞∑

n=0

e−
k|x|2+θ

(2+θ)D L
− (1+θ)

(2+θ)
n

[
k|ξ|2+θ

(2 + θ)D
]
×

× L
− (1+θ)

(2+θ)
n

[
k|x|2+θ

(2 + θ)D
]

Eγ [−(2 + θ)nktγ]
Γ(1 + n)

Γ(1 + n− a)
, (2.29)

com λn = (2 + θ)nk.
Da discussão feita acima percebemos que são poucos os potenciais cuja presença

na equação de difusão nos conduz a uma solução exata expressa em termos de funções
especiais conhecidas. Entretanto, na maioria das situações, somos obrigados a fazer apro-
ximações da situação original devido à dificuldade de encontrarmos uma solução em forma
fechada. Neste sentido, é interessante obter a equação integral relativa à Eq. (2.1) que torna
possível uma solução recursiva na forma de uma abordagem perturbativa que pode ser re-
levante na análise do problema. Assim, vamos reescrever a Eq. (2.1) como

∂γ

∂tγ
ρ(x, t) = D ∂2

∂x2
ρ(x, t)− α(x, t) , (2.30)

com

α(x, t) =
∂

∂x
[F (x, t)ρ(x, t)] . (2.31)

Empregando transformadas de Fourier e Laplace na Eq. (2.30) obtemos

ρ(k, s) =
ρ(k, 0)

s +Ds1−γk2
− α(k, s)

s +Ds1−γk2
. (2.32)
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A inversão destas transformadas fornece

ρ(x, t) = ρ(0)(x, t)−
∫ t

0

dt′
∫ ∞

−∞
dx′Gγ(x− x′, t− t′)α(x′, t′) . (2.33)

com

Gγ(x, t) =
1√

4πDtγ
H2 0

1 2

[
x2

4Dtγ

∣∣∣∣
(1− γ

2
,γ)

( 1
2
,1) (0,1)

]
. (2.34)

Substituindo α(x, t) na Eq. (2.33), obtemos, via integração por partes,

ρ(x, t) = ρ(0)(x, t)

+

∫ t

0

dt′
∫ ∞

−∞
dx′G(2)

γ (x− x′, t− t′) [F (x′, t′)ρ(x′, t′)] . (2.35)

com

G(2)
γ (x, t) =

d

dx
Gγ(x, t)

=
1√

πDtγ
H2 1

2 3

[
x2

4Dtγ

∣∣∣∣
(0,2) (1− γ

2
,γ)

( 1
2
,1) (0,1) (1,2)

]
, (2.36)

onde utilizamos a propriedade (A.2) do apêndice. A Eq. (2.35) é a forma integral corres-
pondente à Eq. (2.1) e pode ser empregada no cálculo da influência de uma força externa
aplicada ao sistema.

2.2 Equação de difusão: derivadas fracionárias no espaço

Até o presente momento tratamos apenas de situações onde foram empregadas deriva-
das fracionárias na variável temporal, de modo que obtivemos alterações somente na
função distribuição de tempos de espera, ω(t). Além disso, vimos que as soluções obtidas
forneciam segundos momentos finitos, embora não fossem, como no caso usual, lineares
com o tempo. O emprego de derivadas fracionárias na variável espacial apresenta uma
situação onde o segundo momento diverge. Este comportamento é característico de dis-
tribuições do tipo Lévy, que têm sido aplicadas, por exemplo, no estudo de sistemas caóti-
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cos, na descrição de transporte em plasma turbulento e também em estudos de econofísica
lembrando que estas distribuições apresentam a propriedade da auto-similaridade. Não en-
traremos em mais detalhes acerca do emprego de distribuições do tipo Lévy em sistemas
que apresentam comportamento caótico pois isto transcende os objetivos desta dissertação.

Iniciaremos com a observação de que a distribuição de Lévy

Lµ(x) =

∫ ∞

−∞

dk

2π
e−ikx−|k|µDt (2.37)

é solução da equação de difusão

∂ρ

∂t
= D ∂µρ

∂|x|µ −
∂

∂x
[F (x, t)ρ(x, t)] , (2.38)

quando consideramos a ausência de força externa. Para demonstrarmos esse resultado
basta utilizarmos o fato de que F{∂µ

|x|ρ(x, t)} ≡ −|k|µρ(k, t), que pode ser vista no
apêndice (A.2), onde

F{ρ(x, t)} =

∫ ∞

−∞

dx√
2π

eikxρ(x, t) (2.39)

é a transformada de Fourier. Esta consideração conduz a ρ(x, t) = Lµ(x), confirmando
nossa afirmação inicial. Neste contexto, aplicando o procedimento do capítulo anterior
relativo a caminhantes aleatórios na Eq. (2.38) obtemos que a distribuição relacionada ao
comprimento dos saltos é agora dada por λ(k) = 1 − σµ|k|µ, com σµ = D/τµ, para a
qual recuperamos o caso usual com µ = 2. Esta distribuição apresenta comportamento
assintótico de cauda longa, ou seja, saltos longos possuem uma maior probabilidade de
ocorrerem quando comparados com o caso usual.

Ainda na ausência de força externa, vamos considerar agora que o coeficiente de
difusão apresenta uma dependência temporal do tipo D(t) = Dtα−1/Γ(α). Utilizando
transformadas integrais e propriedades das funções de Mittag-Leffler e de Fox H pode-se
mostrar que

ρ(x, t) =
π

µ|x|H
2 1
3 3


 |x|

(Dtα+1)
1
µ

∣∣∣∣∣
(1, 1

µ) (1, α+1
µ ) (1, 1

2)

(1,1) (1, 1
µ) (1, 1

2)


 (2.40)

(veja Fig.(2.3)). Como esperado, podemos inferir que a Eq. (2.40) tem um comportamento
assintótico de cauda longa a medida que diminuímos o valor de µ.
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Figura 2.3: Comportamento de (Dt)
1
µ Lµ(x, t) versus x/(Dt)

1
µ , ilustra a

Eq. (2.40) para valores típicos de µ.

Se, por outro lado, considerarmosD constante e F (x) = −kx obtemos, empregando
método semelhante ao do caso anterior, a solução

ρ(x, t) =
1

µ|x|H
2 2
1 1




(
αµ

D(t)

) 1
µ

|x|
∣∣∣∣∣
(1, 1

µ) (1, 1
2)

(1,1) (1, 1
2)


 , (2.41)

onde D(t) = D[1− exp(−αµt)] com um comportamento semelhante ao anterior. Vamos
analisar agora a Eq. (2.38) para uma condição inicial do tipo ρ(x, 0) = ρ̃(x). Repetindo o
procedimento empregado acima, tomando a transformada de Laplace e Fourier da equação
(2.38), temos
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ρ(k, s) =
ρ(k, 0)

s +D|k|µ . (2.42)

Invertendo a equação anterior, sua solução fica dada por

ρ(x, t) =

∫ ∞

−∞
dx′Gµ(x− x′, t− t′)ρ̃(x′) , (2.43)

onde Gµ(x, t) = Lµ(x, t), e a equação integral associada a Eq. (2.38) é

ρ(x, t) = ρ(0)(x, t)−
∫ t

0

dt′
∫ ∞

−∞
dx′G(2)

µ (x− x′, t− t′)F (x′, t′)ρ(x′, t′) , (2.44)

sendo

G(2)
µ (x, t) = − d

dx
Lµ(x, t)

=

∫ ∞

0

dk

π
k sin(kx)e−tD|k|µ . (2.45)

Como no caso mostrado anteriormente para a derivada fracionária na parte temporal, a
Eq. (2.44) também pode ser usada para calcular perturbativamente a influência de uma
força externa qualquer aplicada ao sistema.

Discutimos, neste capítulo, as consequências do emprego de derivadas fracionárias
na equação de difusão, considerando também dependência espacial e temporal para o coe-
ficiente de difusão, além da presença de uma força externa. Vimos que, quando aplicadas
à variável espacial, a derivada fracionária nos conduz às distribuições de Lévy, que apre-
sentam comportamento superdifusivo.



Capı́tulo 3
Equação de difusão com um termo
não-local

No capítulo anterior vimos como a presença das derivadas de ordem fracionárias
pode modificar as soluções da equação de difusão. Tais modificações nos levam a obter
uma solução que difere da tradicional Gaussiana, tendo o comportamento assintótico dado
por uma função exponencial alongada ou do tipo lei de potência (distribuições de Lévy).
Agora, vamos introduzir um termo não local na equação de difusão e investigar quais são
as consequências produzidas por este termo. Desta forma, a equação de difusão que vamos
analisar neste capítulo é:

∂

∂t
ρ(x, t) = D ∂2

∂x2
ρ(x, t)−

∫ t

0

dt

∫ ∞

−∞
dx K(x− x, t− t)ρ(x, t) (3.1)

onde a última parte da equação acima representa um termo não-local atuando sobre o
sistema que depende de K(x, t). Este termo pode ser relacionado a vários contextos em
particular, com processos de reação [34, 35] e com derivadas de ordem fracionárias [10]
dependendo da escolha de K(x, t) e é tal que, para K(x, t) = 0, a forma usual da equação
de difusão na ausência de forças externas é recuperada. O comportamento da solução
é governado pelos termos difusivo e não-local que, dependendo da escolha do último,
pode manifestar diferentes regimes difusivos. Desta forma, um deles é dominado pelo
comportamento gaussiano devido ao termo difusivo e o outro é dependente da escolha de
K(x, t), conforme mencionamos anteriormente. Em particular, paraK(x, t) ∝ δ(t)/|x|1+µ

a solução é assintoticamente governada por uma lei de potência para tempos longos, que
está relacionada com as distribuições de Lévy. Neste sentido, devemos ressaltar que situa-
ções caracterizadas pelos dois regimes têm sido relatadas em vários contextos físicos,
como, por exemplo, sistemas com interações de longo alcance [36] e difusão intracelu-
lar [37]. A Eq. (3.1) ainda pode ser relacionada com as equações fracionárias de ordem
distribuída [38].

36
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3.1 Equações de difusão e soluções

Investigaremos agora soluções para a Eq. (3.1) considerando algumas formas da
função K(x, t) presentes no termo não-local da mesma. Particularmente, analisaremos
três casos: (i) K(x, t) ∝ δ(t)/|x|1+µ com 0 < µ < 2 (K(k, s) = K̃|k|µ), (ii) K(x, t) ∝
δ(t)K(x), (iii) K(x, t) ∝ tγ−1/|x|1+µ com 0 < µ < 2 (K(k, s) = K̂s−γ|k|µ) e após
o estudo destes casos discutiremos o caso em que K(x, t) representa uma função arbi-
trária que possui transformada de Fourier e Laplace definidas. A primeira escolha para
K(x, t) tem um comportamento de cauda longa e está relacionada com a derivada espa-
cial de ordem fracionária do tipo Riesz-Weyl [10]. A solução para este caso apresenta
dois regimes distintos, sendo que um deles, para tempos longos, pode ser relacionado
com as distribuições de Lévy. Esta característica poderá ser verificada ao analisarmos a
função de Green no limite de tempos longos, como será demonstrado mais tarde. O se-
gundo caso pode ser relevante na investigação da solução quando temos um termo não-
local com uma dependência arbitrária na parte espacial. A terceira escolha incorpora
uma dependência temporal no termo não-local (discutida no primeiro caso) que poderá
ser relacionada com uma derivada temporal de ordem fracionária [10] mediante uma es-
colha apropriada de γ. Começaremos nossa análise aplicando a transformada de Fourier
F{...} =

∫∞
−∞ dxe−ikx... and F−1{...} =

∫∞
−∞

dk
2π

eikx...) na Eq. (3.1) de maneira a obter a
equação integro-diferencial

d

dt
ρ(k, t) = −Dk2ρ(k, t)−

∫ t

0

dtK(k, t− t)ρ(k, t) . (3.2)

Esta equação integro-diferencial pode ser simplificada utilizando a transformada de Laplace
(L{...} =

∫∞
0

dte−st... and L−1{...} = 1
2πi

∫ i∞+c

−i∞+c
dsest...). Assim, após aplicarmos a

transformada de Laplace obtemos a equação algébrica:

sρ(k, s)− ρ(k, 0) = −Dk2ρ(k, s)−K(k, s)ρ(k, s) (3.3)

cuja solução é dada por ρ(k, s) = ρ(k, 0)G(k, s), com

G(k, s) =
1

s +Dk2 +K(k, s)
, (3.4)

onde ρ(k, 0) é a transformada de Fourier da condição inicial e G(k, s) é a função de Green
da Eq. (3.1) no espaço de Fourier-Laplace. Note que a Eq. (3.4) retorna ao caso usual, isto
é, à função de Green para o caso livre, quando K(k, s) = 0.
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Figura 3.1: Esta figura ilustra o comportamento de ρ(x, t) versus x para diferentes
valores de tempo considerando, por simplicidade, µ = 1, D = 1, K = 1 e a
condição inicial ρ(x, 0) = δ(x).

3.1.1 Primeiro caso: K(x, t) ∝ δ(t)/|x|1+µ

Substituindo a primeira escolha por K(x, t), que no espaço de Fourier-Laplace é
dado por K(k, s) = K̃|k|µ, obtemos

ρ(k, s) =
ρ(k, 0)

s +Dk2 + K̃|k|µ
. (3.5)

Aplicando a transformada inversa de Laplace, a Eq. (3.5) fica dada por

ρ(k, t) = ρ(k, 0) exp
(
−Dk2t− K̃|k|µt

)
, (3.6)
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onde a transformada inversa de Fourier da Eq. (3.6) é

ρ(x, t) =

∫ ∞

−∞
dx G(x− x, t)ρ(x, 0)

G(x, t) =
1

2|x|
∞∑

n=0

1

n!

(
− K̃t

(Dt)
µ
2

)n

H1,1
2,2

[ |x|√Dt

∣∣∣∣
(1−nµ

2
, 1
2),(1, 1

2)
(1,1),(1, 1

2)

]

sendo Hm n
p q

[
x

∣∣∣(a1,A1),··· ,(ap,Ap)

(b1,B1),··· ,(bq ,Bq)

]
a função H de Fox [33] (veja Fig.(3.1) e Fig.(3.2)).
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Figura 3.2: Esta figura ilustra o comportamento de ρ(x, t) versus x para diferentes
valores de D e K considerando, por simplicidade, t = 1, µ = 1 e a condição
inicial ρ(x, 0) = δ(x).

A presença desta função na solução indica que o termo não-local na Eq. (3.1) produz uma
dispersão anômala da solução. Neste sentido, uma característica importante da solução
encontrada acima é a presença de dois regimes, um deles é caracterizado pelo caso usual
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(i.e., Gaussiano) e o outro é dominado assintoticamente por uma lei de potência (i.e., do
tipo Lévy). A Eq. (3.5) pode ser relacionada ao formalismo CTRW (Continuous Time
Random Walk) [2] considerando-se a distribuição do tempo de espera ω(s) = 1/(1 + τs)

e a função densidade de probabilidade de salto λ(k) = 1 − τ(Dk2 + K̃|k|µ), onde τ é o
tempo de espera característico. O resultado obtido para ω(s) e λ(k) indica que a opção an-
terior para o termo não-local muda somente a função densidade de probabilidade do salto.
Em particular, esta escolha paraK(x, t) manifesta na solução um comportamento de cauda
longa quando consideramos o limite de tempos grandes. De fato, é possível verificar que
para tempos pequenos

G(x, t) ∼ e−
x2

4Dt√
4πDt

(3.7)

enquanto que para tempos longos

G(x, t) ∼ 1

µ|x|H
1,1
2,2

[
|x|

(Kt)
1
µ

∣∣∣∣
(1, 1

µ),(1, 1
2)

(1,1),(1, 1
2)

]
(3.8)

A Eq. (3.8) é essencialmente uma a distribuição do tipo Lévy comumente encontrada em
situações onde temos difusão anômala.

3.1.2 Segundo caso: K(x, t) ∝ δ(t)K(x)

Agora, conduziremos nossa discussão ao segundo caso, caracterizado por K(x, t) =
K(x)δ(t), com K(x) arbitrário. Utilizando a Eq. (3.4), com K(k, s) = K(k), e aplicando
a transformada inversa de Laplace, obtemos

ρ(k, t) = ρ(k, 0) exp
(−Dk2t−K(k)t

)
. (3.9)

Fazendo uso da transformada inversa de Fourier, juntamente com o teorema de convolução,
na Eq. (3.9), obtemos como solução

ρ(x, t) =

∫ ∞

−∞
dxρ(x, 0)G(x− x, t)

G(x, t) = G(x, t) +
∞∑

n=1

(−t)n

n!

∫ ∞

−∞
dxnK(x− xn) · · ·

×
∫ ∞

−∞
dx1K(x2 − x1)G(x1, t) , (3.10)

onde ρ(x, 0) é a condição inicial e
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G(x, t) =
e−

x2

4Dt√
4πDt

(3.11)

é a função de Green usual obtida a partir da equação de difusão na ausência de forças e
termos de reação. De forma análoga ao caso explorado anteriormente, este caso também
pode ser relacionado ao formalismo CTRW escolhendo-se a distribuição do tempo de es-
pera ω(s) = 1/(1 + τs) e distribuição dos saltos λ(k) = 1− τ(Dk2 +K(k)).

3.1.3 Terceiro caso: K(x, t) ∝ tγ−1/|x|1+µ

Dando prosseguimento em nossa análise, vamos incorporar uma dependência tem-
poral em K(x, t) considerando K(x, t) ∝ tγ−1/|x|1+µ (K(k, s) = K̂ s−γ|k|µ) que nos leva
a obter a partir da Eq. (3.5)

ρ(k, s) =
ρ(k, 0)

s +Dk2 + K̂s−γ|k|µ
. (3.12)

Note que a Eq. (3.12) retorna ao caso anterior quando tomado γ = 0 e ao caso usual
quando K̂ = 0. Por outro lado, esta dependência no termo não-local introduz um efeito
memória, de forma semelhante ao que ocorre com as equações temporais fracionárias de
difusão. Deste modo, a solução obtida para este caso (assim como os casos previamente
estudados) tem um caráter não-Markoviano. Para encontrar a solução, começamos apli-
cando a transformada inversa de Laplace. Seguindo o procedimento apresentado por [39],
após alguns cálculos é possível mostrar que

ρ(k, t) = ρ(k, 0)
∞∑

n=0

1

n!

(
−K̂t1+γ|k|µ

)n

E(n)
1,1+nγ

(−Dk2t
)

, (3.13)

onde E(n)
µ,β(x) é a n-ésima derivada da função de Mittag-Leffler generalizada, isto é, E(n)

µ,β(x)

≡ dn

dxn Eµ,β(x) [20]. A transformada inversa de Fourier da Eq. (3.13) é dada por

ρ(x, t) =

∫ ∞

−∞
dxρ(x, 0)G(x− x, t) (3.14)

G(x, t) =
1

2|x|
∞∑

n=0

tn

n!

(
− K̂tγ

(Dt)
µ
2

)n

H2,1
3,3

[ |x|√Dt

∣∣∣∣
(1−nµ

2
, 1
2),(1+(1+γ−µ

2 )n, 1
2),(1, 1

2)
(1,1),(1−(1−µ

2 )n, 1
2),(1, 1

2)

]
.

Neste contexto, a solução geral que considera uma forma arbitrária para o termo não-local
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pode ser encontrada utilizando a transformada inversa de Laplace e o Teorema da Con-
volução correspondente. Assim sendo, após alguns cálculos de rotina, podemos mostrar
que

ρ(x, t) =

∫ ∞

−∞
dxρ(x, 0)G(x− x, t)

G(x, t) = G(x, t) +
∞∑

n=1

(−1)n

n!

∫ ∞

−∞
dxn

∫ t

0

dtnK(x− xn, t− tn) · · ·

×
∫ ∞

−∞
dx1

∫ t2

0

dt1t
n
1K(x2 − x1, t2 − t1)G(x1, t1) (3.15)

onde ρ(x, 0) é a condição inicial e G(x, t) é dada pela Eq. (3.11). A Eq. (3.15) estende
a Eq. (3.10) e pode ser usada para obter soluções aproximadas quando o termo não-local
permite ser considerado como uma perturbação na solução usual.



Capı́tulo 4
Equação de difusão fracionária em uma
região confinada: efeitos de superfície e
soluções exatas

Neste capítulo daremos continuidade ao estudo iniciado no Cap. 2 a respeito das
derivadas de ordem fracionárias, entretanto nos restringindo a situações que os contornos
do sistema definem uma região confinada na qual o sistema pode se difundir. Nestas situa-
ções, as superfícies que definem a região podem vir a desempenhar um papel importante
no processo difusivo do sistema. Para investigar tais efeitos vamos considerar condições
de contorno que são dependentes do tempo em sistemas que possuem uma ou duas dimen-
sões espaciais. Particularmente, no caso em que o sistema possui duas dimensões espaciais
vamos incorporar à dependência temporal e aspectos não homogêneos na condição de con-
torno. Especificamente, a equação que vamos analisar neste capítulo é

∂γ

∂tγ
ρ(r, t) = D∇2ρ(r, t) +

∫ t

0

dt′K̄(t− t′)∇2ρ(r, t′) . (4.1)

Observe que ela contém dois regimes de difusão, sendo que em um deles temos a presença
de um kernel K(t) o qual, dependendo da escolha, pode introduzir diferentes regimes di-
fusivos e recuperar as equações de difusão fracionárias de ordem distribuídas. Ela pode
ser relacionada ao formalismo de caminhadas aleatórias contínuas no tempo CTRW [18]
ao considerarmos a função densidade de probabilidade ψ(k, s) = φ(s)λ(k), com a dis-
tribuição do intervalo de tempo no espaço de Laplace dada por φ(s) = (D +K(s))/(D +
K(s)+τsγ) e a distribuição de probabilidade dos pulos dada por λ(k) = 1−τk2 no espaço
de Fourier. Vamos iniciar nossa análise considerando uma equação de difusão fracionária,
levando em conta a derivada fracionária de Caputo [20], onde K̄(t) é um kernel depen-
dente do tempo o qual nós consideramos dado por K̄(t) = Dαtα−1/Γ(α). Inicialmente,
abordaremos o caso unidimensional sujeito às condições de contorno ρ(0, t) = Φ0(t) e
ρ(a, t) = Φa(t), onde Φ0(t) e Φa(t) são duas funções arbitrárias dependentes do tempo.
Em seguida, abordaremos o caso com simetria cilíndrica, ou seja, bidimensional respei-
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tando as condições de contorno ρ(a, θ, t) = Φ̃a(θ, t) e ρ(b, θ, t) = Φ̃b(θ, t).

4.1 Equação de difusão fracionária: Caso unidimensional
Para o caso unidimensional, com K̄(t) = Dαtα−1/Γ(α), a Eq. (4.1) pode ser ree-

scrita como

∂γ

∂tγ
ρ(x, t) = D ∂2

∂x2
ρ(x, t) +

Dα

Γ(α)

∫ t

0

dt′(t− t′)α−1 ∂2

∂x2
ρ(x, t′), (4.2)

com 0 < γ ≤ 1 e 0 ≤ α + γ ≤ 1. Esta equação estende a equação de difusão usual
pela presença da derivada fracionária e a integral de convolução em um dos termos difu-
sivo. Para resolver a equação acima vamos aplicar a transformada de Laplace e utilizar
o formalismo de funções de Green. Desta forma, após alguns cálculos é possível obter a
solução para a Eq. (4.2) no espaço, como segue

ρ̂(x, s) = −sγ−1

∫ a

0

dx′Ĝ(x, x′; s)ρ̃(x′) +

[
Φ̄a(s)

∂

∂x′
Ĝ(x, x′; s)

∣∣∣∣
x′=a

− Φ̄0(s)
∂

∂x′
Ĝ(x, x′; s)

∣∣∣∣
x′=0

]
, (4.3)

com Φ0,a(s) = (D + Dαsα)Φ0,a(s) e a função de Green G(x, t; x′, t′) governada pela
equação

(
D +

Dα

sα

)
d2

dx2
Ĝ(x, x′; s)− sγG(x; x′, s) = δ(x− x′), (4.4)

estando sujeita às condições de contorno G(0, x′; s) = 0 e G(a, x′; s) = 0. Usando as auto-
funções do problema de Sturm-Liouville relacionadas ao operador espacial da Eq. (4.4), é
possível mostrar que

Ĝ(x, x′; s) = −2

a

∞∑
n=1

sin(nπx′/a) sin(nπx/a)

sγ + (D +Dαs−α)(nπ/a)2
. (4.5)

Para sabermos mais sobre o comportamento do sistema confinado, temos que inverter a
Eq. (4.5), que resulta em

G(x, x′; t) = −2

a

∞∑
n=1

sin
(nπ

a
x
)

sin
(nπ

a
x
)
Yn(t, kn), (4.6)

com Yn(t, kn) sendo dado por
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Yn(t, kn) =
∞∑

m=0

tγ−1

m!
(−Dαtγ+αk2

n)mH1,1
1,2

[
Dk2

ntγ
∣∣∣∣

(−m, 1)
(0, 1)(1− (γ + α)m− γ, γ)

]
, (4.7)

onde kn = nπ/a e Hm,n
p,q é a função H de Fox. Note que Yn(t, kn) é essencialmente

uma mistura de dois regimes, um deles governado pela derivada fracionária e o outro
dominado pelo kernel presente no termo difusivo. De fato, a função Yn(t, kn) é re-
presentada por Yn(t, kn) = tγ−1Eγ,γ(−Dk2

nt
γ) para D 6= 0 e Dα = 0, com γ 6= 1, e

Yn(t, kn) = tγ−1Eγ+α,γ(−Dαk2
nt

γ+α) para D = 0 e Dα 6= 0. Aplicando a transformada
inversa de Laplace na Eq. (4.3), obtemos

ρ(x, t) = − 1

Γ(1− γ)

∫ t

0

dt̄
1

(t− t̄)γ

∫ a

0

dx′Ĝ(x, x′; t)ρ̃(x′)

+

∫ t

0

dt̄

[
Φ̄a(t− t̄)

∂

∂x′
G(x, x′; t)

∣∣∣∣
x′=a

− Φ̄0(t− t̄)
∂

∂x′
G(x, x′; t̄)

∣∣∣∣
x′=0

]
, (4.8)

com Φ̄0,a = DΦ0,a(t) +Dα/Γ(α)
∫ t

0
dt̄(t− t̄)α−1Φ0,a(t̄).

O primeiro termo da Eq. (4.8) dá a evolução temporal do sistema para uma condição
inicial arbitrária e o segundo termo representa o efeito de superfície. A representação grá-
fica de ρ(x, t) e G(x, x′; t) é mostrada abaixo para alguns valores específicos.

Figura 4.1: Comportamento de ρ(x, t) versus x, que ilustra a Eq. (4.8) con-
siderando, por simplicidade, γ = 1/2, D = 1, Dα = 0, a = 3, t = 0.1 e
ρ(x, 0) = δ(x− 1).
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Figura 4.2: Comportamento de G(x, x′; t) versus x, que ilustra a Eq. (4.6) con-
siderando, por simplicidade, a = 5, x′ = 1, e t = 1.

A linha preenchida em Fig.(4.1) corresponde à solução da Eq. (4.8) sujeita às condições
de contorno ρ(0, t) = Φ(1 + t−η/Γ(1 − η)) (Φ = 1 e η = 1/2) e ρ(a, t) = 0. A
linha pontilhada é solução também da Eq. (4.8) para ρ(0, t) = ρ(a, 0) = 0, e a linha
quebradiça corresponde à solução com a condição de contorno ρ(0, t) = 0 e ρ(a, t) =
Φ(1 + t−η/Γ(1− η)) (Φ = 1 e η = 1/2).

As figuras (4.1) e (4.2) mostram o comportamento não-usual (oscilação e acumu-
lação de alguma substância analisada próxima às superfícies) as quais podem ser úteis,
por exemplo, para investigar sistemas com condições de contorno governadas por uma
equação cinética relacionada a um processo de adsorção-dessorção [40, 41]. Para o caso
especial no qual Φ0(t) = Φa(t) = 0 a solução da equação recai na solução encontrada
em [42]. Este comportamento inesperado está relacionado com a presença da derivada
fracionária, com a dependência temporal do kernel e com as condições de contorno que
mudam a dinâmica do sistema.

4.2 Equação de difusão fracionária: Caso bidimensional
Vamos agora analisar o caso bidimensional da Eq. (4.2) com simetria cilíndrica e

sujeita às condições de contorno ρ(a, θ, t) = Φ̃a(θ, t) e ρ(b, θ, t) = Φ̃b(θ, t). Empregando
o mesmo procedimento anterior, a solução da Eq. (4.2) pode ser escrita como
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ρ(r, θ, t) = − 1

Γ(1− γ)

∫ t

0

dt̄
1

(t− t̄)γ

∫ 2π

0

dθ′
∫ b

a

dr′r′G(r, θ; r′, θ′; t)ρ̃(r′, θ′)

+

∫ t

0

dt′
∫ 2π

0

dθ′
[
b ¯̃Φb(θ

′, t− t′)
∂

∂r′
G(r, θ; r′, θ′; t′)

∣∣∣∣
r′=b

− a ¯̃Φa(θ
′, t′)

∂

∂r′
G(r, θ; r′, θ′; t− t′)

∣∣∣∣
r′=a

]
, (4.9)

com ¯̃Φa,b(t) = DΦ̃a,b(t) + Dα/Γ(α)
∫ t

0
dt̄(t − t̄)α−1Φ̃a,b(t̄) e nossa função de Green fica

dada por

G(r, θ; r′, θ′; t) = −π

2

∞∑
m=0

∞∑
n=1

NmnΨmn(r)Ψmn(r′) cos(m(θ − θ′))Ymn(kmn, t), (4.10)

sendo Ψmn(r) = Jm(kmnr)Nm(kmna) − Jm(kmna)Nm(kmnr) representado em termos
das funções de Bessel de primeira e segunda espécie e kmn são soluções da equação de
autovalores Jm(kmnb)Nm(kmna) − Jm(kmna)Nm(kmnb) = 0. Similar à Eq. (4.8), o úl-
timo termo da Eq. (4.9) representa o efeito de superfície, o qual dá a evolução temporal do
sistema para uma condição inicial arbitrária. Uma ilustração gráfica de ρ(r, θ, t) pode ser
vista abaixo.



CAPÍTULO 4. EQUAÇÃO DE DIFUSÃO FRACIONÁRIA EM UMA REGIÃO
CONFINADA: EFEITOS DE SUPERFÍCIE E SOLUÇÕES EXATAS 48/61

Figura 4.3: Comportamento de ρ(r, θ, t) versus r, que ilustra a Eq. (4.9) con-
siderando, por simplicidade, γ = 1/2, D = 1, Dα = 0, ρ(r, θ, 0) =
(2/r)δ(r − r̃) com r̃ = 2.3, a = 2, b = 3, e t = 1.

A linha preenchida corresponde à solução da Eq. (4.9) sujeita às condições de con-
torno ρ(a, θ, t) = ρ(b, θ, t) = 0. A linha pontilhada é solução também da Eq. (4.9) para
ρ(a, θ, t) = 0 e ρ(b, θ, t) = 2/(3π), e a linha quebradiça corresponde à solução com
condições de contorno ρ(a, θ, t) = 1/π e ρ(b, θ, t) = 0.

Uma aplicação do formalismo acima pode ser encontrada naqueles sistemas que
envolvem amostras de cristais líquidos confinados entre duas superfícies cilíndricas con-
cêntricas. Estes problemas têm sido investigados em conexão com a instabilidade flexo-
elétrica [43], com a análise de instabilidade da orientação do diretor [44], e a transição de
Fréedericksz ocorrendo na ausência do campo elétrico externo [45].



Discussões e Conclusões

Nesta dissertação abordamos extensões da equação de difusão que empregam deriva-
das fracionárias tanto na variável espacial como no variável temporal, conforme apre-
sentado nos capítulos anteriores. Também consideramos a equação de difusão na pre-
sença de um termo não-local, que pode ser relacionado a vários contextos, em particular
com derivadas de ordem fracionárias. Outro fato que devemos ressaltar diz respeito às
condições de contorno que usamos na análise destas equações, consideramos condições
de contorno que se estendem por todo espaço como no caso das situações trabalhadas nos
Cap. 2 e Cap. 3 e condições de contorno que limitam a região do espaço onde o sistema
pode se difundir, como no caso do Cap. 4. Neste último caso, consideramos condições de
contorno que são dependentes do tempo e da posição, isto é, um sistema confinado por su-
perfícies não homogêneas, o que nos permite investigar como a superfície pode influenciar
na difusão dos componentes do sistema.

Os resultados encontrados ao resolvermos estas equações de difusão diferem dos re-
sultados encontrados com a equação de difusão usual e nos conduzem a uma situação em
que as soluções sofrem uma dispersão anômala, fato este verificado através da variância
que fica dada por σ2 ∼ tγ ou propriamente pela distribuição que muitas vezes fica dada
em termos das funções H de Fox ou contém a função de Mittag-Leffler. No caso em que a
variância não é finita, temos um comportamento do tipo lei de potência para a solução que
pode ser identificada com as distribuições de Lévy. Este comportamento não-usual das
equações de difusão fracionárias pode ser explicado dentro do contexto de caminhantes
aleatórios com espaço e tempo contínuos. De fato, estas equações têm como consequência
a mudança das distribuições de tempo entre saltos que passa a adquirir um comporta-
mento diferente do usual, caracterizado por uma relaxação exponencial, ou a mudança da
distribuição de tamanho com que os saltos são dados. No caso em que as condições de
contorno restringiam o sistema à uma região confinada, foi possível analisar como a di-
fusão pode ser afetada pelos contornos. Particularmente, uma das consequências diretas
que obtivemos na solução foi a presença de termos adicionais que não estavam presentes
quando consideramos situações que cobrem todo o espaço. Tais termos são essencialmente
devidos à superfície que contorna o sistema.
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Nossas perspectivas futuras são de investigar generalizações da equação de Schrödin-
ger baseadas em derivadas fracionárias, presença de termos não-locais e/ou com a massa
dependente da posição. Investigar conexões dos processos difusivos com a termodinâmica
e a mecânica estatística, por outro lado, a estatística quântica que emerge deste formalismo
também deverá ser investigada e aplicada a sistemas físicos de interesse, por exemplo, sis-
temas vítreos entre outros.



Apêndice A
Funções Especiais

A.1 Operador fracionário de Riemann-Liouville
A integral fracionária de Riemann-Liouville é dada por [46]

t0D−α
t y(x, t) =

∂−α

∂t−α
y(x, t) =

1

Γ(α)

∫ t

0

y(x, t)

(t− s)1−α
ds, (A.1)

com α > 0, e a derivada fracionária de Riemann-Liouville

∂1−α

∂t1−α
y(x, t) =

∂

∂t

1

Γ(α)

∫ t

0

y(x, t)

(t− s)1−α
ds. (A.2)

Quando temos 0 < α < 1, a relação da derivada se torna

0D1−α
t [y(x, t)] =

∂1−α

∂t1−α
y(x, t) + L−1

{
∂−α

∂t−α
y(x, t)|t=0

}
(A.3)

e

0D−α
t =

∂−α

∂t−α
y(x, t). (A.4)

A.2 Operador fracionário de Riesz/Weyl
O operador fracionário de Weyl é uma representação do operador fracionário de

Riemann-Liouville onde o índice t0 = −∞. Desta forma, a transformada de Fourier fica
dada por
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F{−∞Dµ
xy(x, t)} ≡ −|k|µy(k, t), (A.5)

a qual tem aplicações em cálculo fracionário. Em uma dimensão o operador de Weyl é
equivalente ao operador de Riesz, o qual preserva a propriedade (A.5) em dimensões mais
altas. Matematicamente, a expressão do operador de Riemann-Liouville é uma convolução
de Laplace, enquanto que o operador de Riesz/Weyl representa uma convolução de Fourier
[18].

A.3 Funções de Fox e Mittag-Leffler

A.3.1 Funções de Fox
A classe das funções de Fox ou Função H, compreendem uma larga classe de funções

especiais conhecidas em física matemática, tais como funções de Bessel, funções hiper-
geométricas, funções Meijer, etc. Recentemente, as funções de Fox vêm sendo ligadas
à transformada de Mellin, que tem sido reconhecida em trabalhos de teoria de probabili-
dades e em cálculos fracionários, assim como em suas aplicações [47, 3, 48, 49]. De
acordo com a notação padrão, a função de Fox é definida como

Hm,n
p,q (z) =

1

2πi

∫

£

Hm,n
p,q (s)zsds, (A.6)

onde Hm,n
p,q é chamado de kernel e £, é um caminho adequado no plano complexo C. Este

kernel pode ser representado através das funções Γ da seguinte forma:

Hm,n
p,q (s) =

A(s)B(s)

C(s)D(s)
, (A.7)

com

A(s) =
m∏

j=1

Γ(bj − βjs), B(s) =
n∏

j=1

Γ(1− aj + αjs), (A.8)

C(s) =

q∏
j=m+1

Γ(1− bj + βjs), D(s) =

p∏
j=n+1

Γ(aj − αjs) (A.9)

sendo 0 ≤ n ≤ p, 1 ≤ m ≤ q, {aj, bj} ∈ C, {αj, βj} ∈ <+. A representação integral das
funções de Fox envolvendo produtos e relações da função Γ, é conhecida como sendo do
tipo integral de Mellin-Barnes. Uma notação compacta pode ser usada para representá-la
como
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Hm,n
p,q (z) = Hm,n

p,q

[
z

∣∣∣∣
(aj, αj)j=1...,p

(bj, βj)j=1...,q

]
. (A.10)

A condição para a existência da função H pode ser feita examinando a convergência da
integral (A.6), a qual depende da seleção do contorno £ e uma exata relação entre os
parâmetros {ai, αi}(i = 1 . . . , p) e {bj, βj}(j = 1 . . . , q) [50]. Algumas das suas pro-
priedades [18] foram empregadas em capítulos anteriores.

A.3.2 Mittag-Leffler
As funções especiais mais importantes usadas em cálculo fracionário são as funções

de Mittag-Leffler, que fornecem uma possível generalização da função exponencial e da
função erro. Esta função depende apenas de um parâmetro, em geral, um parâmetro real
ou complexo. Há mais ou menos cinquenta anos, Agarwal [51] generalizou a função
de Mittag-Leffler a partir da introdução de um outro parâmetro; esta generalização é co-
nhecida como função de Mittag-Leffler com dois parâmetros, tendo uma vasta aplicabili-
dade no estudo de equações diferenciais fracionárias.

Vamos considerar a função de Mittag-Leffler com dois parâmetros, α > 0 e β > 0,
definida pelo seguinte desenvolvimento em série:

Eα,β(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(αk + β)
. (A.11)

Esta por sua vez, é reduzida à clássica função de Mittag-Leffler, no caso em que o parâmetro
β = 1. Em relação à função erro, as funções de Mittag-Leffler se relaciona com esta
através do seguinte teorema:

Teorema: Para todo z ∈ C temos

E 1
2
,1(iz) = e−z2

[1 + erf(iz)] = e−z2

[erfc(−iz)]. (A.12)

Em problemas envolvendo difusão anômala, as funções de Mittag-Leffler são usadas geral-
mente nas inversas de Laplace. Uma inversa conhecida na literatura [20] é dada por

L−1

{
j! uα−β

(uα + a)j+1

}
= tαj+β−1E

(j)
α,β(−atα). (A.13)

onde a derivada da função de Mittag-Leffler tem a forma

E
(j)
α,β(y) =

djEα,β(y)

dyj
=

∞∑
n=0

(j + n)!yn

n!Γ[α(j + n) + β]
. (A.14)
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A função de Mittag-Leffler pode se relacionar com a função de Fox através da equação

E
(j)
α,β(y) = H1,1

1,2

[
−y

∣∣∣∣
(0, 1)

{1− (αj + β), α}
]

, (A.15)

sendo que para α = 1, a função de Mittag-Leffler recai no caso particular

ey = H1,0
0,1

[
−y

∣∣∣∣
(−)
(0, 1)

]
. (A.16)

A.4 Funções de Green
Este é um método de resolução de equações diferenciais que podem ou não conter

termos de fonte, onde podemos facilitar a solução da equação usufruindo desta técnica. As
funções de Green aparecem em várias áreas da Física, como em Física de Partículas Ele-
mentares, e em todos os casos elas estão associadas à “influência” que um ponto do espaço
exerce sobre outro, podendo essa influência ser eletromagnética, gravitacional, ou nuclea-
res forte e fraca. Em particular, elas são extremamente importantes em teorias quânticas
de campo, como Eletrodinâmica Quântica e Cromodinâmica Quântica [52].

A.4.1 Problema de Sturm-Liouville
Vamos supor que queremos resolver a equação diferencial não homogênea

Lu(x) ≡ d

dx

[
p(x)

du(x)

dx

]
− q(x)u(x) = ϕ(x) (A.17)

no intervalo a ≤ x ≥ b com uma função especificada conhecida ϕ(x) e com condições
de contorno em x = a e x = b. Como Lu = 0 é a forma auto-adjunta da equação de um
problema de Sturm-Liouville, vamos nos referir a L como o operador de Sturm-Liouville.
Multiplicando o operador diferencial linear de segunda ordem uma hora por um fator v
qualquer e outra hora por um fator u qualquer temos

vLu(x) =
d

dx

[
p(x)

du(x)

dx

]
− q(x)u(x) = ϕ(x)

uLu(x) =
d

dx

[
p(x)

du(x)

dx

]
− q(x)u(x) = ϕ(x), (A.18)
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subtraindo uma da outra

∫ b

a

dx [vLu− uLv] =

[
p

(
v
du

dx
− u

dv

dx

)]b

a

, (A.19)

onde este é o conhecido teorema de Green.
Para resolver (A.17) para uma fonte comum ϕ(x), nós introduzimos a chamada

função de Green G(x, x′), na qual a solução para uma fonte pontual em x′:

LG(x, x′) = δ(x− x′), (A.20)

sendo δ(x − x′) a função delta de Dirac. Aplicando o teorema de Green (A.19) a u(x)
e v(x) = G(x, x′) e usando (A.17), (A.20) e juntamente com a integral da função delta,
trocando x por x′, a equação se torna

u(x) =

∫ b

a

dx′G(x, x′)ϕ(x′)

−
[
p(x′)

(
G(x, x′)

du(x′)
dx′

− u(x′)
d

dx′
G(x, x′)

)]b

x′=a

. (A.21)

Agora de posse desta equação, podemos escolher uma condição de contorno que anule
os termos desconhecidos. Supomos que u(a) e u(b) são dados, assim podemos escolher
como condição de contorno

G(a, x′) = G(b, x′) = 0, (A.22)

esta condição elimina da Eq. (A.21) a quantidade desconhecida du(x′)/dx′ em
x′ = a, b e reduz a equação para

u(x) =

∫ b

a

dx′G(x′, x)ϕ(x′) +

[
p(x′)u(x′)

d

dx′
G(x′, x)

]b

x′=a

. (A.23)

Esta é a solução da Eq. (A.17) em termos de quantidades conhecidas.

A.4.2 Expansão das funções de Green em autofunções
Muitos problemas em física envolvem, de uma ou de outra maneira, operadores

diferenciais do tipo Sturm-Liouville:

Lun =
d

dx

[
p(x)

dun(x)

dx

]
− qun(x) = −λnρ(x)un, (A.24)
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onde p(x) e un(x) são não negativas. Podemos estudar a expansão das funções de Green
em autofunções usando o operador de Sturm-Liouville acima. Em cada caso nós podemos
escolher as condições de contorno de forma que seja possível eliminar valores desconheci-
dos. Para equação acima escolhemos condições de contorno do tipo gerais

Aun(a) + Bu′n(a) = 0 (A.25)
Cun(b) + Du′n(b) = 0 (A.26)

Suponha agora que nós desejamos resolver a equação diferencial não homogênea

Lu + λρu = ϕ(x), (A.27)

com as condições de contorno

Au(a) + Bu′(a) = X (A.28)
Cu(b) + Du′(b) = Y . (A.29)

Aqui ϕ(x) é uma função dada, assim como, X e Y são constantes dadas. Nós precisamos
então encontrar uma função G(x, x′) que satisfaz a equação diferencial

LG(x, x′) + λρG(x, x′) = δ(x− x′). (A.30)

Deste modo, encontrando a função de Green, encontramos também a solução da equação
diferencial não homogênea (A.30). As condições de contorno são

AG(a, x′) + B
d

dx
G(x, x′)

∣∣∣∣
x=a

= 0 (A.31)

CG(b, x′) + D
d

dx
G(x, x′)

∣∣∣∣
x=b

= 0. (A.32)

Em termos destas funções de Green G(x, x′), que é simétrica, a solução de (A.27) com
condições de contorno dadas por (A.28) e (A.29) é
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u(x) =

∫ b

a

dx′G(x, x′)ϕ(x′) (A.33)

−
[
p(x)

(
G(x, x′)

du(x′)
dx′

− u(x′)
d

dx′
G(x, x′)

)]b

x′=a

; (A.34)

onde é fácil verificar que a solução de (A.30), juntamente com (A.31) e (A.32) para
G(x, x′) é dada pela série

G(x, x′) =
∑

n

γn(x′)un(x). (A.35)

Desta forma, com a Eq. (A.30) e a condição de ortogonalidade, encontramos G(x, x′) dado
por

G(x, x′) =
∑

n

un(x)un(x′)
λ− λn

, (A.36)

onde un(x) são as autofunções de (A.24).
A equação geral acima para G(x, x′) é um belo resultado, mas infelizmente envolve

uma série infinita. Assim, para facilitar um dado problema, escolhemos condições de
contorno de tal forma que a G(x, x′) se anule nas extremidades, podendo ser desenvolvida
em uma série de funções ortogonais convenientes, como por exemplo, uma série em senos
de Fourier.
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