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Resumo

Dedicamos esta dissertacdo ao estudo das equacdes de difusdo que generalizam a
equacao de difusdo usual pela presenca de derivadas fraciondrias vinculadas a varidvel es-
pacial e/ou temporal ou termos ndo locais. Também consideramos o efeito dos contornos
sobre o sistema difusivo por meio de condi¢des de contorno que sdo ndo-homogéneas e
dependentes do tempo. Para estas equagdes, sejam elas com derivadas fraciondrias ou com
termos ndo locais, obtivemos solugdes exatas utilizando o formalismo de fungdo de Green
e mostramos que elas exibem uma dispersao andmala.

Palavras-Chave: equacio de difusdo, difusdo andmala, fun¢des de Green.



Introducao

A compreensao da difusdo e, em especial, da difusdo anomala ou de sistemas que
possuem uma relaxagdo andmala, tem atraido a atencdo de vérios pesquisadores devido
ao grande nimero de situacdes ligadas a fisica, a engenharia, a biologia, a economia, etc.
De fato, a difusd@o andmala estd presente em vdrias situagdes tais como difusdo em meios
fractais [1], na relaxacdo ao equilibrio de sistemas com memoria temporal longa (por exe-
mplo, cadeias de polimeros e membranas) [2, 3], na descri¢do de transporte andmalo em
sistemas desordenados [4], para modelar processos dindmicos nao-Markovianos em pro-
teinas [5], lei de Richardson [6], lei de Kolmogorov [7] (estas duas leis aplicam-se ao
estudo de turbuléncia), transporte axial de materiais granulares [8], transporte de substan-
cia em um solvente de um vaso para outro através de uma membrana [9] e na translocacdo
assimétrica do DNA [10]; no transporte através de um meio poroso [11], nas flutuacdes
de sistemas financeiros [12], nas batidas do coragdo [13], em semicondutores amorfos
[14], em micelas dissolvidas em agua salgada [15], entre outras. Nas situagdes em que
temos uma difusdo andmala (por exemplo, nas mencionadas acima), podemos ter o se-
gundo momento finito [16] ou ndo [16, 17]. A difusdo andmala com o segundo momento
finito, (r?) ~ t7, geralmente tem como caracteristica y < 1 ey > 1, correspondendo a
sub- e superdifusdo, respectivamente. Neste contexto, algumas equagdes representativas
na descricao deste fendmeno sdo as equagdes de difusdo que empregam derivadas fra-
ciondrias temporais [2, 18], a equagio de meios porosos J;p = DI?p”(que é ndo-linear)
[16] e a equacdo usual de difusdo com coeficientes dependentes de varidveis de posicao
ou de tempo [19]. Por sua vez, a difusdo andmala quando ndo possui o segundo mo-
mento finito € caracterizada pelas distribui¢des do tipo Lévy [17]. Dentro deste contexto,
temos a equacao de difus@o com derivadas fraciondrias na varidvel espacial [17, 18] cuja
solugdo € dada em termos das distribui¢des de Lévy [17, 18], que satisfazem o teorema de
Lévy-Gnedenko, i.e., uma generalizacdo do teorema central do limite.

De um ponto de vista formal, a partir da discussao acima, vemos que a difusao ano-
mala pode ser investigada através de diferentes tipos de equagdes diferenciais parciais.
Assim, o estudo desses tipos de equacdes diferenciais, suas extensoes e as situagdes rela-
cionadas a elas sdo importantes, pois possibilitam a investigacdo de novos cendrios. Neste
sentido, pretendemos nessa dissertacdo dedicar nossos esforcos ao estudo das equagdes de
difusdo fraciondrias lineares na presenca de uma forca externa ("drift"). Assim, focalizare-
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mos nossa atengao em equacdes de difusdo que estdo contidas na equagdo abaixo:

% (r,t) = / dt’l%(t —t\VHp(r,t') — V- (F(r,t)p(r, t))

0

t
- /dr'/ dt'K(t —t', v — " )p(x', ) . (1)
0

Na equagdo acima, a derivada fraciondria temporal é considerada na representacido de
Caputo [20], a derivada fraciondria espacial € considerada na representacao de Riesz/Weyl
[20], F'(r,t) representa uma forga externa atuando sobre o sistema e o dltimo termo da
equagdo € um termo ndo-local, que pode ser relacionado a derivadas de ordem fraciondrias.
Ressalte-se que os kernels KC(t) e IC(t,r) presentes na Eq. (1) representam outra forma,
além das derivadas de ordem fraciondrias, de introduzir a presenca de memoria na equagao
de difusdo ou Fokker-Planck.

Assim, pretendemos nesta dissertacdo estudar a Eq. (1) levando em conta vérios
cendrios no intuito de compreender suas propriedades formais para futuras aplicacdes. Par-
ticularmente, dividimos nosso trabalho essencialmente em quatro capitulos. O primeiro
deles é dedicado a compreensido dos formalismos que sdo usualmente empregados na
descricdo de um processo estocdstico. Dentre esses formalismos temos, por exemplo, a
equacao de Langevin e o formalismo de caminhantes aleatérios com espago e tempo con-
tinuos (CTRW). Estes formalismos sdo uteis na compreensao dos processos usuais € terdo
um papel importante no estudo das equagdes de difusdo fraciondrias. No segundo capitulo,
abordaremos as equacdes de difusdo fraciondrias lineares unidimensionais, que empregam
derivadas fraciondrias tanto a operadores relacionados a varidvel temporal como a varidvel
espacial. Isto significa que neste capitulo vamos estudar a Eq. (1) em uma dimenséo com
K(t) = o(t) e K(t,r) = 0 na presenca de forcas externas, levando em conta condi¢des
de contorno do tipo p(+oo,t) = 0. No terceiro capitulo, consideraremos a presenga do
termo ndo local, i.e., K(¢,r) # 0 e estudaremos seus efeitos sobre a solu¢do da equacgio
de difusdo usual na auséncia de forcas externas. Para este caso também consideraremos
condi¢des de contorno do tipo p(+oo,t) = 0. No quarto e dltimo capitulo, investigaremos
como as solugdes da equag@o de difusdo sdo influenciadas pelos seus contornos. Para tal
consideraremos a Eq. (1) na auséncia de termos ndo locais, KC(t) = D4(t) + K(t) e forcas
externas com 4 = 2 em uma regido confinada. Nossa andlise serd feita considerando o caso
em uma dimensdo e depois o caso bidimensional com simetria cilindrica. As condicdes de
contorno consideradas para este caso sao dependentes do tempo e de varidveis de posi¢ao.
Por fim, apresentamos nossas conclusoes a respeito dos resultados que obtivemos ao ana-
lisar as situacdes que sdo compreendidas pela Eq. (1) e apontamos algumas perspectivas
futuras.



Capitulo

Movimento Browniano

Neste capitulo inicial apresentaremos uma breve discussdo acerca do movimento
browniano, isto €, um movimento estocdstico, sob o enfoque de equacdes de Langevin,
caminhantes aleatérios com espago e tempo continuos e equagdes de difusdo. Tais con-
ceitos serdo fundamentais na compreensao do desenvolvimento do presente trabalho.

1.1 Equacao de Langevin

Muitos fendmenos que possuem um comportamento altamente aleatério em nivel
microscopico com uma regularidade macroscdpica podem ser descritos por meio de varios
formalismos conforme veremos nesse capitulo, em particular, pela equagdo de Langevin.
Para tal, vamos considerar o movimento de uma particula de massa m imersa num liquido.
Esta, por sua vez, estd sujeita a uma forga viscosa que serd considerada proporcional a sua
velocidade e uma forga de carater aleatdrio (estocdstico). Para simplificar nosso problema,
vamos considerar o caso unidimensional na direcio z. Portanto, a equacdo de movimento
em sua forma mais simples fica dada por

d
md—: — —av+ F(b), (1.1)
onde
dx
== 1.2
v=— (1.2)

¢ a velocidade e x a posi¢do da particula. O primeiro termo do lado direito da Eq. (1.1) éa
forca viscosa, sendo o uma constante, e F'(t) a forca aleatéria. Em nosso estudo vamos su-
por que a aleatoriedade de F'(t) implica interagdes com intensidades diversas, de modo que
as varidveis F'(t) e F'(t') sdo independentes para t # t'. Assim, F'(¢) é nula em média, ou
seja, (F'(t))=0. Da mesma forma, é necessdrio observar que (F'(t)F(t'))=(F(t))(F(t')) =
0set # t/, pois F'(t) e F(t') sdo consideradas varidveis aleatdrias independentes. Por

9
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outro lado, se ¢t = t' temos um valor pronunciado para (F(t)F(t')). Em resumo a forca
aleatoria que estamos considerando aqui possui as seguintes propriedades:

(F(t)) =0 (1.3)

(F(t)F(t')) = BS(t —t'), (1.4)

pois estamos considerando que as colisdes das particulas com as moléculas do liquido se-
jam independentes. A funcdo o aparece porque a energia média das particulas ndo pode
ser finita como deveria, conforme a lei de equiparticdo. Reescrevendo a Eq. (1.1), obtemos

dv

o =~ (), (15)

onde v = a/m e ((t) = F(t)/m. A varidvel ((t), que possui as propriedades da forca
aleatdria definida acima, é uma variavel estocastica chamada de ruido. Particularmente,
substituindo F'(t) por ((¢) nas equagdes (1.3) e (1.4) temos

(C(t))=0 (1.6)

(C@)¢(t)) =To(t =), (1.7)

onde I' = b/m?, com b = 2yKgT /m.

A escolha feita acima, equacdes (1.6) e (1.7) (ou (1.3) e (1.4)), recebe o nome de
ruido branco, porque a distribuicdo espectral [19] dada pela transformada de Fourier da
Eq. (1.7) é independente da frequéncia w. Se a distribui¢do espectral depende da fre-
quéncia, chamamos de ruido colorido. Se, por acaso, escolhermos outra forma funcional
para a equacdo, podemos ser conduzidos a outras situacdes que abrangem outros tipos de
movimentos estocdsticos que ndo venham ser o browniano tipico que conhecemos. Por
exemplo, a escolha de um ruido dependente da concentracdo [16] pode nos levar a uma
situacd@o que € caracterizada pela equac@o de meios porosos e, consequentemente, estabe-
lecer uma relagao com a mecanica estatistica nao-extensiva.

A partir da Eq. (1.1) juntamente com a propriedade (1.7) € possivel obter a dispersao
do sistema, que caracteriza a forma como se difunde. Esta, por sua vez, é dada por

<@—@ﬁ:(ﬁ b>91193b;_£a_am. (18

2y 7 7o
Para um estado estaciondrio, i.e., vyt > 1, a equag@o acima se reduz a

{(x — (x))?) ~ 2Dt (1.9)
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sendo D = b/2y*> = KgT/m~y [21]. Neste ponto, deve ser ressaltado que uma das
caracteristicas marcantes da maioria dos processos difusivos € a relacdao de dispersao ser
linear com o tempo. Sistemas que sofrem um processo andmalo de difusdo ndo verificam
esta propriedade, conforme vamos discutir nos capitulos que seguem.

1.2 Caminhante aleatorio com espaco e tempo continuo

O formalismo de caminhantes aleatérios com espaco e tempo continuos CTRW
[22, 23], de forma andloga a equacdo de Langevin, descreve o movimento de particulas in-
dividuais (ou qualquer outra quantidade conservada, como distribui¢do de probabilidade).
Este formalismo € baseado em distribui¢des de probabilidade que governam o movimento
microscépico das particulas.

Vamos considerar o movimento de uma particula no espaco, por simplicidade tam-
bém unidimensional. No formalismo CTRW, a particula executa um pulo de comprimento
e direcdo arbitraria z em um intervalo de tempo ¢ a t+dt. Os pulos sdo estatisticamente in-
dependentes e executados em intervalos de tempo aleatdrios, os quais devem ser definidos
estatisticamente. Desta forma, o CTRW ¢ baseado na idéia que o comprimento dos pu-
los, assim como os intervalos de tempo entre dois sucessivos pulos s@o descritos por uma
fun¢do densidade de probabilidade PDF ¢ (x,t). De ¢ (x,t) podemos obter a distribui¢do
relacionada ao comprimento do pulo:

+o00
Az) = / dt(x,t) (1.10)
0
e a distribuicdo relacionada ao intervalo de tempo
+o0o
w(t) :/ dx(x,t). (1.11)

Na Eq. (1.10), A(z)dz representa a probabilidade de ocorrer um pulo no comprimento en-
tre (x,z + dz) e w(t)dt, na Eq. (1.11), a probabilidade de ocorrerem pulos entre o tempo
(t,t + dt). Com estas defini¢des podemos formular o CTRW pela equagao [18]

+oo +o0o
n(x,t) = / d:v’/ dt'n(z', V(e — 't — ") + 0(x)0(t) (1.12)
—00 0

a qual relaciona a PDF 7(z, t) da chegada na posi¢do z no tempo ¢, e o evento da chegada
em z’ no tempo ¢’ com 7n(z’,t'). O segundo termo na Eq. (1.12) denota a condi¢@o inicial,
que foi escolhida aqui sendo do tipo §(x). Consequentemente, a probabilidade p(x,t) de
a particula estar na posi¢ao x em um tempo ¢ é dada por

t
oz, t) = / dt'n (o )0 (t — 1), (1.13)
0
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onde
t
U(t)=1 —/ w(t)dt (1.14)
0

¢ a probabilidade cumulativa. No espaco de Fourier-Laplace, a Eq. (1.13) se torna

1 —w(s) 1
s 1—(k,s)’

plk,s) = (1.15)

que € o propagador geral do CTRW. Desta forma, fazendo escolhas adequadas para a dis-
tribuicdo dos tempos entre saltos e para a distribuicao do comprimento dos saltos, podemos
relacionar a equagdo acima com a equacao de difusdo no espaco de Fourier-Laplace [24].

1.3 Equacao de difusao usual

A difus@o € um processo natural por meio do qual um dado sistema, com determi-
nadas condig¢des iniciais, encaminha-se para o estado de equilibrio. Em um processo de
difusdo num conjunto de elementos que se movem, cada elemento realiza uma trajetéria
aleatoria que, ao passar do tempo, vai se difundindo até atingir o equilibrio. Os fendmenos
de difusdo, também chamados de fendmenos de transporte, t€m sido amplamente estuda-
dos desde que Adolf Fick descreveu tais transientes de forma puramente fenomenoldgica
[25]. Do ponto de vista fenomenoldgico, o procedimento para um modelo matemético
usado para descrever a difusdo se da através de “leis”. Existem duas leis comuns [26].
A mais usada, conhecida como a chamada lei de Fick da difusio, utiliza um coeficiente
de difusdo, sendo a mais citada na descri¢ao da difusdo. A outra, que ndo tem um nome
formal, envolve um coeficiente de transferéncia de massa. A opg¢do pela lei de Fick neste
trabalho se deu por ser ela geralmente usada na fisica, fisico-quimica e biologia.

Seja p a densidade da substancia que se difunde e J a densidade de corrente (quan-
tidade da substancia que atravessa uma unidade de drea normal a direcdo do fluxo, por
unidade de tempo). Podemos relacionar a corrente, ou densidade de corrente de difusdo,
com o gradiente da densidade p, obedecendo a seguinte lei linear, a enunciada lei de Fick:

J=-DV), (1.16)

sendo p = p(r,t) e D o coeficiente de difusdo, ou difusividade, que dependerd das pro-
priedades do meio. O sinal negativo na frente do coeficiente de difusdo indica que a difusao
acontece da regido de maior densidade para a de menor densidade. Suponha também que
a substancia difundida ndo € nem absorvida nem emitida pelo meio, desta forma, surge
uma lei de conservacao que implica uma equagdo de continuidade
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dp B
E—FV-J—O. (1.17)

Combinando a Eq. (1.16) com a equagdo da continuidade acima e supondo D constante,
obtemos
Op

i DV?)p. (1.18)

Esta equacdo € a chamada equacdo de difusdo.

Vamos supor agora que a substancia seja capaz de ser absorvida (destruida) ou emi-
tida (criada), como no caso de um composto quimico. Neste caso, a equagao de difusdo
assume a seguinte forma

dp

£ _ pvy? 1.1
o Vp+6 (1.19)

onde ¢ € a densidade da fonte, sendo 6 > 0 para o caso de criagdo e § < 0 para absorc¢do de
substincia. Se o sistema estiver sob a agdo de uma forca externa, a densidade de corrente
terd a forma

J=-DVp+ uFp, (1.20)

com y representando a mobilidade. Sendo assim, quando p for constante, a equagdo de
difusdo pode ser descrita como
dp

pri DV?p — uV - (Fp). (1.21)

Em um processo de difusdo, nada impede que tenhamos os dois fendmenos ocor-
rendo simultaneamente. Caso isso ocorra, a equacao € escrita na forma:
dp

Er DV?p — uV - (Fp) + 6. (1.22)

1.4 A equacao de Fokker-Planck

A equacdo de Fokker-Planck foi primeiramente usada por Fokker e Planck para des-
crever o movimento de particulas[19]. Considere agora o movimento de particulas de
massa m imersa em um liquido. Se nds tratdssemos o problema de forma exata, teriamos
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que resolver as equagdes acopladas de movimento para todas as moléculas do fluido e para
todas as particulas. Como nao podemos, geralmente, fazer isso, usamos a descri¢io es-
tocéstica, ou seja, descrevemos o sistema por meio de varidveis macroscopicas que flutuem
de forma estocdstica (aleatérias). Em uma boa aproximacdo, quando temos uma particula
imersa, esta por sua vez, estd sujeita a uma forga viscosa que serd proporcional a sua ve-
locidade e a forcas R(t), de carater aleatdrio, resultante das colisdes das moléculas do
liquido com as particulas de massa m[19]. Suponhamos também que a particula estd
sujeita a uma forga externa F'(z). Usando a descricdo de Paul Langevin (1872-1946)
[27, 28], a equacdo de movimento € escrita como

Az dx
ZC— Fy) — = 1.2
m o = Fla) ' + (1) (123

sendo 7 uma constante positiva, que representa o coeficiente de atrito. Para os casos em
que a massa da particula é desprezivel (o termo m d*z/dt* pode ser desconsiderado em
relacdo a n dx/dt) a Eq. (1.23) resulta em

X~ fa)+ < (1.24)
onde f(x) = F(z)/ne((t) = R(t)/n.

Em nosso estudo, a aleatoriedade de () implica interagdes em todas as dire¢des e
sentidos diversos. Dessa forma, sendo as varidveis ((¢) e ((¢') independentes para t # ¢/
teremos média nulas. A Eq. (1.24), juntamente com as propriedades (1.6) e (1.7), € um
exemplo de equacdo de Langevin, de modo a ser de natureza estocdstica.

Definida a Eq. (1.24), podemos encontrar a densidade de probabilidade p(x,t, x¢)
de a particula ser encontrada entre x e x + dx, no instante de tempo ¢, estando a particula
em um ponto x = x( no instante inicial ¢ = ¢;. Desta forma, utilizando o procedimento
abordado em[28], vamos discretizar o tempo em intervalos iguais a 7 e denotar por x,, a
posicdo da particula no instante ¢ = n7. Assim, a Eq. (1.24) € escrita na forma aproximada

Tni1 = T+ 7f(20) + VTTE, (1.25)

com &, = /7/I'(,. Comisso §(t — t') — &, /7, sendo (€,,) = 0e (§,60) = O
Se tomarmos p,, = p(x,,nT, o) como sendo a distribui¢do de probabilidades da
varidvel x,, e g, (k) a funcdo caracteristica correspondente a varidvel x,,, teremos

+oo
gn(k) = (eon) = / eken o da, (1.26)

o0

desse modo

Gni1 (k) = (ehontr) = (eklentrilen)tranly, (1.27)
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Tendo em vista que x,, e (,, sdo independentes, podemos escrever a equagao acima como

Gnt1 (k?) — <62k[$n+7f(zn)]> <e’“€7<n> ] (128)

A partir deste resultado, vamos obter a expansdo de g,,+1(k) em 7 até termos de primeira
ordem, pois estamos supondo 7 suficientemente pequeno. Empregando a expansdo e =
1+z+ (2%/2!) + ..., sendo z = ik7 f(z,) temos

<€ikxn€ik7f(xn)> ~ <€zk;:cn> + ik?T<f(:En)6ikx”>, (1.29)

e para v = ikv/7T&,, juntamente com as propriedades (¢,,) = 0 e ((?) = I'/7, obtemos

- 2
@> 11— L2 (1.30)

(V) x (1 4 ik V/TTE, + 5

Retornando a Eq. (1.28) com os resultados obtidos nas Egs. (1.29) e (1.30), chegamos a

- 1
Gni1(k) =~ gn(k) + 7 {ik(em”f(xn» — ékQan(k)} ) (1.31)
Por outro lado,
. ikx . e ikx oo ik d
ik{e™ f(xy,)) = zk/ e f(xy,) pndxy, = —/ e "%[f(xn)pn}dxn, (1.32)

onde foi realizada uma integrac@o por partes e considerada a condi¢do de contorno natural
pn(£00) = 0. De forma andloga, ap6s uma dupla integragdo por partes,

2 a2 [ e T ken o
—k*gn (k) = (ik) /_OO "™ ppdx, = /_OO e nd_x%dx" (1.33)
e a Eq. (1.31) pode ser reescrita como
+oo too too d
/ €zkm"+1pn+1d$n+1—/ e ppd, = —T/ elkx"%[f(%)%]d%
1 too d2p
I then 22 1.34
+ 5T /_ e, (134

ou melhor,
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+oo 2

ikx Pnt+1 — Pn d I'd Pn
ne 4+ — n)Pnl — = dz, = 0. 1.35
| { Lt ] - 5 | da (135)

Para que a equacao acima seja valida

Pn+1 — Pn d I d2pn
—_— = n)pPnl + = . 1.36
- L@l + 5 (136)

Tomando o limite 7 — 0 e reescrevendo p,, como p(x,t) e f(x,) como f(z,t), nos conduz
a

dpla,t) T pla,t) 9

— 1.37
a1 i AR (1.57)
que no caso tridimensional, fica representada por
dp 2
9 = PVip—uV - (Fp), (1.38)

onde D = I'/2. Esta equagfo é denominada equagdo de Fokker-Planck que é a equac@o
de evolugdo temporal da distribuicdo de probabilidade p(x,t). Note que quando ndo ha
forca externa atuando no sistema, obtemos o caso mais simples da equacdo de Fokker-
Planck, a equacdo de difusdo usual. Pela semelhanca apresentada entre as duas equagdes,
tomaremos a liberdade de usar as denominag¢des equacio de Fokker-Planck e equacdo de
difusdo indistintamente. A resolucdo da equagdo de Fokker-Planck significa, pois, re-
solver a equacao de Langevin permitindo encontrar a média de varidveis macroscopicas,
lembrando que esta equacdo nao apenas descreve propriedades estaciondrias, mas também
a dindmica de sistemas dependentes do tempo.

1.5 Solucoes da equacao de Fokker-Planck

A difusdo usual com aplicacdo de um campo externo é frequentemente modelada
em termos da equacdo de Fokker-Planck (FPE)[29, 30, 31]. Muitos problemas fisicos de
transporte acontecem sob a aplicacdo de um campo externo, por exemplo, uma inducao
elétrica exercendo uma for¢a na carga carregada, um potencial periédico encontrado em
certos problemas de estado s6lido ou em modelos de motores moleculares, etc. Como
ilustrac@o, apresentaremos a equagao de Fokker-Planck sem termo de fonte e sem forga
externa (difusdo usual), com fonte proporcional a densidade e com forga linear.

No estudo que segue consideraremos somente o caso unidimensional para simpli-
ficar os cdlculos e a notacdo, sendo assim, ndo havendo perda de generalidade. Seja p(z, t)
a densidade de uma certa substincia num meio continuo fora do equilibrio. Para encon-
trarmos a solucdo da Eq. (1.18), aplicamos a transformada de Fourier obtendo
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k,t
i E%’ ) _ —Dip(k, 1), (1.39)
onde a solugdo desta equacdo é
plk,t) = p(k, 0)e™P*, (1.40)

sendo p(k, 0) a transformada de Fourier da condicdo inicial. Seja p(z,0) = f(z). Entdo,

p(k,0) = / p(z,0)e**dy = / flz)e™da. (1.41)
Substituindo a Eq. (1.41) na Eq. (1.40), obtemos
p(k,t) = / flx)e* e P gy, (1.42)

onde a inversa da transformada de Fourier da Eq. (1.42) é dada por

p(z,t) = /OO dx'G(x — o', t)p(2’,0) (1.43)
1 7\2
o o —(z—a")*/4D
Glx—2',t) = (4D e b (1.44)

A fungdo G(z — 2/,t) é a funcdo de Green da equacdo de difusdo (1.18), que tem um
comportamento gaussiano para diferentes valores do coeficiente de difusao.
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Figura 1.1: Comportamento de G(x,t) versus x, que ilustra a Eq. (1.44) con-
siderando, por simplicidade, t = 30.

Vamos considerar uma solucdo do tipo fonte pontual f(z) = pod(x — 2’), estando
toda a substancia concentrada em = = z’ no instante inicial. Entdo, p(x,t) assume a forma

Po _(@=a)?
p(f]?, t) = We 4Dt (145)
Para uma condig¢do inicial do tipo gaussiana, f (z) = /2ph e~z 4 densidade é repre-
sentada por
/ z—z!2
Fo ¢ D (1.46)

P ) = oDl + 1)1

onde ty = 1/4Da. Com estas solugdes podemos calcular o segundo momento, que para
n6s desempenha um papel importante, e conhecendo o segundo momento obter a variancia
e consequentemente saber como as distribuicdes se alargam [32].

Consideramos agora a equagdo de Fokker-Planck com um termo de fonte §, um
sorvedouro, admitindo que este termo seja proporcional a densidade. Dessa forma, teriamos
d = —a(t)p(x,t), se a(t) > 0, resultando em

Op(x,t) _ pOpla,t)  O[f(x)p(x,t)]

ot 0x? 0x

—a(t)p(z,t). (1.47)

Se ignorarmos os termos difusivo e de arraste, a Eq. (1.47) pode ser escrita como
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0p )
L= —a(t)p, (148)

cuja solucdo é p = pg exp|— f[f a(t")dt']. Esse resultado sugere que a solucao seja da forma
plz,t) = e~ Jo ol 5(g 1) (1.49)
que, substituida na Eq. (1.47), nos leva a

ople,t) _ 0%p(x,t)  Olf(x)p(x, t)]
o Do or (130

Assim, o tratamento da Eq. (1.47) fica reduzido a resolvé-la sem o termo de fonte (ou
sorvedouro). Para f = 0, a solucdo estd exposta na Eq. (1.43). Portanto, se resolvermos a
Eq. (1.43) para p, com a condig¢do inicial p(z,0) = ppd(z) e f = 0, obteremos a solugdo

plx,t) = (Le Jo e(t)dt! o~ /4Dt (1.51)

4Dt)1/?

0,9

— 0=1, a(t)= acos(t)
----- » =1, a(t)= aexp(-t})
-------- D=1, a(t)= at

0,84

p(x,t)

Figura 1.2: Comportamento de p(x,t) versus t, que ilustra a Eq. (1.51) con-
siderando, por simplicidade, py = 1, x = 0 para a(t)=cos(t), po = 1, x = 0,
a=1paraa(t)=ae epy=1,2=2 a=1paraat) = ot
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Agora, como um ultimo exemplo, vamos considerar a equacdo de Fokker-Planck
com um termo de arraste linear, que € um exemplo conhecido como processo de Ornstein-
Uhlenbeck [21]. Aqui, as particulas estdo sujeitas a um potencial harmonico, implicando
um termo de arraste linear, isto é, F = —vr. A equac¢do de Fokker-Planck unidimensional
correspondente €

Ip(z,t)
ot

*p(z, 1)
or?

0
= 7%[@(% t))+D (1.52)

Aqui, vamos supor que nossa condi¢do inicial estd concentrada em um ponto, ou seja,

p(x,0) = d(z — ), (1.53)

onde usamos py = 1 e xg # 0, frisando que as diversas posi¢cdes ndo sdo equivalentes.
A solucdo da Eq. (1.52) pode ser obtida aplicando o método de separagdo de vari-
aveis e, depois de alguns célculos, ser representada pelos polinomios de Hermite, ou, é
encontrada facilmente utilizando a técnica de transformada de Fourier com respeito a x
[19]. A Eq. (1.52) ja transformada é dada por
op(kt) __ 0p(k.)
ot ok

— Dk*p(k, 1), (1.54)

onde temos apenas derivadas de primeira ordem. A condic¢do inicial ja transformada é

p(k,0) = eoo. (1.55)
Para resolver a Eq. (1.54), vamos introduzir a funcao
pk,t) = exp [Z an(t)k”] : (1.56)
n=1
que, substituida em (1.54), conduz a
> . ( day, 9
DK = +man | + DR =0, (1.57)
n=1
Para n = 1, temos a equacao
— +ya, = (1.58)

com solucao
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ay(t) = ay(0)e " (1.59)

Para n = 2, a equagdo correspondente € dada por

dag

— +2vay + D =0, (1.60)
dt
e apresenta a seguinte solu¢do
_ _2 =2t —2vt
as(t) = 27(1 e 1) + ag(0)e 7. (1.61)

As equacdes diferenciais para n > 3 tém a forma

day,
—2 4 na, =0 (1.62)
com solucdes
an(t) = a,(0)e™ ™", (1.63)

Comparando (1.55) com (1.56), verificamos que a;(0) = iz e a,,(0) = 0 para valores de
n > 2. Assim,

Pk, t) = en (Dh+aa(Ok? (1.64)

e, efetuando a transformada inversa da equacio acima, encontramos

(x — mge™)?

-
t) = PV 1.65
pla.t) \/2@(1 ety P TIop( — e (1.65)

Observe na solug@o acima que para ¢ — oo obtemos uma solugdo estaciondria. Tal fato
pode ser verificado ao analisarmos a variancia que emerge desta distribui¢do, pois ela nos
da como a distribuicdo se alarga.



Capitulo 2

Equacao de difusdo fracionaria linear
unidimensional

Neste capitulo, vamos abordar algumas equacgdes de difusdao que envolvem derivadas
fraciondrias na varidvel temporal ou na varidvel espacial, usualmente empregadas na des-
cricdo de processos difusivos andomalos. Como veremos, a aplicagdo de derivadas fra-
ciondrias na varidvel temporal nos leva a uma difusdo andmala com o segundo momento
finito, i.e., (z%) oc 7, em contraste com a derivada fraciondria aplicada na varidvel es-
pacial, que resulta em uma difusdo andmala cujo segundo momento ndo ¢ finito. Neste
contexto, usaremos o formalismo de caminhantes aleatdrios descrito no capitulo anterior
para explorar as implicagdes obtidas pelo uso de derivadas fraciondrias na equacdo de
difusdo.

2.1 Derivadas fracionarias aplicadas a variavel temporal

Comecaremos nosso estudo considerando a seguinte equacgao fracionaria de Fokker-
Planck:

o7 02

0
Sl t) = Dol t) = 5 [F(w,tp(e, )] @

onde o operador 07 /0t" representa o operador de derivada fracionaria de Caputo, aplicado
neste caso a varidvel temporal. Este operador € definido como

a7 1 oo™ ()

22
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comn —1 <y < nep™(xt)éan-ésima derivada de p(z,t) em relagdo ao tempo.
Temos ainda a presenga do termo de forga externa F'(z,t) e do coeficiente de difusdo D,
que inicialmente consideraremos constante. Mais adiante veremos situacdes nas quais D
podera apresentar uma dependéncia, por exemplo, com o espaco e com o tempo. Ainda
com relacdo a Eq. (2.1), vale comentar que ela generaliza a equagdo de difusdo usual,
conforme vimos acima, mediante a presenca do operador fraciondrio atuando na varidvel
temporal, e que para v = 1 recuperamos a equacao de difusdo usual. Com o intuito de
mostrar que a distribui¢do p(x, t) na Eq. (2.1) é normalizdvel, vamos reescrevé-la na forma

o

0

ox

ou seja, na forma de uma equacgdo de continuidade, com

J(z,t) = D%p(w, t) — F(x,t)p(x,t). (2.4)

A normalizagdo ¢ verificada quando integramos a Eq. (2.3) sobre todo o espaco e conside-
ramos que J(z = +oo,t) = 0, pois estamos admitindo que p(x = +00,t) = 0. Assim,
esta importante propriedade das densidades de probabilidades continua vadlida mesmo com
a presenca do operador de derivada fraciondria do tipo Caputo.

Voltando a andlise das solucdes da Eq. (2.1), vamos desenvolver esta equagdo con-
siderando diferentes situacdes para o coeficiente de difusdo D, para a for¢a externa F'(z, t)
e para as condi¢des de contorno. Inicialmente, consideraremos uma situacao caracterizada
pela auséncia de forga externa, com D constante e a condi¢do inicial p(x,0) = p(x).
Como condi¢do de contorno vamos tomar inicialmente p(z = +00,t) = 0. Devido a estas
consideragdes, a equacdo a ser resolvida é

o 0?
Ere (z,t) = D@P(fﬁﬂf)» (2.5)

sujeita as ja referidas condi¢des de contorno e inicial. Tal situagdo é melhor trabalhada
se fizermos uso de transformadas integrais. Empregando as transformadas de Fourier e
Laplace na Eq. (2.5), obtemos

p(k,0)

PEN RETER 20

p(k’, 3) =

com (0 < 7 < 1, onde empregamos o resultado
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bl § n—1 i 87_1_i
L {% (x, t)} = s"p(x,s) + ; s {aﬂlip(x,t)} . (2.7)

que € valido paran — 1 < v < n. Agora, para obtermos a solu¢do desejada temos que in-
verter ambas as transformadas. Aplicando a inversa da transformada de Fourier e levando
em conta o teorema de convolugdo, obtemos

pla,s) = / d2'p(z — 2)G (o', 5) 2.8)

—0o0

onde

1 0 % Y\ 2
G(x,s) = o- (%) exp [— (%) |w|] - (2.9)

Em particular, observando a Eq. (2.8) vemos que G(z', s) € a fungdo de Green associada
a condi¢do inicial considerada. Por sua vez, para invertermos a transformada de Laplace,
relacionaremos a transformada de Laplace com a transformada de Mellin, invertendo esta
transformada (Mellin) mediante a identificacdo do integrando da operacdo inversa desta
transformada com o integrando das fun¢ées H de Fox, obtendo entdo p(x,t). Observe que
as fungdes de Fox sdo definidas como [33]

mn a a - (a 1
Hpq |:x ( 17A1)7( 27A2)7 7( PvAP)] ds X(S):Es

(b1,B1),(b2,B2), ,(bg,Bq) — %

X(S) _ H;ilr(bi - Bis) H?:1F(1 - ai+AiS)
q T (1 — bz + BZS) H§:1+n r (CLi — Als) .

i=m-+1

(2.10)

Assim, aplicando o procedimento discutido acima, apds alguns calculos € possivel
mostrar que as transformadas de Laplace e de Mellin estdo relacionadas uma com a outra
por meio de

1

px,s') = m/o ds s p(x,s), (2.11)

onde p(z,s’) representa a funcdo transformada em Mellin e p(z, s) representa a funcdo
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transformada em Laplace. Lembramos que a transformada de Mellin é definida como

plx,s) = /OO dt t¥p(z,t) (p(m,t) L / p(x, s’)t_slds’) : (2.12)
0 L

271

Assim, utilizando a relagdo (2.11) na Eq. (2.9), obtemos

(1 (I (-3)
e =5a(vs) T .

A partir de (2.13), ap6s a inversao da transformada de Mellin, obtemos

1 20 [ 2% |(1-21)
G(.1) = ——=Hi; {—wm (1) (0’1)} : (2.14)

Este resultado € obtido mediante a comparacao direta entre a integral de inversao de Mellin

1 /
wm:ﬁlwwﬁw, 2.15)

e a forma integral das funcdes H de Fox anteriormente representadas pela relacdo (2.10).
A representacdo gréfica da Eq. (2.14) € mostrada abaixo para alguns valores especificos.
Com base nesses resultados, concluimos que nossa solugdo € da forma:

(x —2')?

~/ 20
p(x’) H1 2 { 4Dt

(1-3)
o) ”(071)} . (2.16)

(2,1) = 1/3'
PeY = e
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Figura 2.1: Comportamento de (4vDt")'/2G(x,t) versus x/(4Dt"), ilustra a
Eq. (2.14) para valores tipicos de ~y (subdifusivo).
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Figura 2.2: Comportamento da Eq. (2.14) para grandes valores dos argumentos.

Vamos agora considerar situacdes nas quais hé a presenca de barreiras absorventes e
refletoras no sistema. Para estes casos a aplicacdo de transformadas integrais ndo é, ao con-
trario do caso anterior, apropriada. Por exemplo, a escolha entre transformadas de Fourier
e as séries de Fourier origina-se no fato de que, em um caso, o intervalo de variacdo de x
¢ infinito, ou seja, de —oo a 400, e no segundo caso ¢ finito, de 0 a L. Considerando ini-
cialmente o caso de barreiras absorventes, ou seja, situa¢do na qual p(0,t) = p(L,t) = 0,
faremos uso de uma transformada finita no intervalo 0 < z < L. Dada a condicdo de

contorno, vamos considerar que a solu¢do procurada possa ser escrita em termos de uma
série em senos de Fourier. Assim, a série
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= nm
plx,t) = ; B, (t)sen <fx> (2.17)
com
9 (L
B,.(t) = Z/o dx sen (n%a:) px,t) (2.18)

¢ apropriada para o tratamento deste caso, pois satisfaz as condi¢cdes de contorno. Subs-
tituindo a Eq. (2.17) na Eq. (2.5), multiplicando ambos os lados por sen(nmz/L), inte-
grando desde 0 a L e identificando B,,(t), obtemos

Al n?m?

T Bault) = ——5-DB,(1). (2.19)

Para resolver a equagdo acima aplicaremos uma transformada de Laplace, permitindo-
nos uma clara identificacdo do resultado a ser invertido com as fun¢des de Mittag-Leffler
E, (). Isto deve-se ao fato de que

_ -1 1
B (=) = L {+—

o (=)
— Z—r 1) (2.20)

n=0

Entdo, ap6s alguns calculos, podemos mostrar que

2,2

B,(t) = B,(0)E, (—”LZ Dﬂ) . (2.21)

Agora, considerando uma condi¢@o inicial do tipo p(x,0) = j(x) e utilizando o resultado
acima em (2.17) temos

oo t) = / av' Gz, 2, H)i(z')
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com
G(z,a',t) = 2 i sen (nﬂx’> sen (n7r$> E e Dt” (2.22)
Y L&~ L L K L2 ‘ '

Por outro lado, para o caso de barreiras refletoras, onde no contorno devemos ter 0, p|,—o =
Ozple=1, = 0, consideramos que a solugdo possa ser expressa em termos de uma série em
cossenos de Fourier. Assim, aplicando o procedimento do caso anterior, obtemos

1 L L
plat) =1 / ar' (o) + / a2'G e, o' ()

com

2 nm nm n?m?
G(z,2',t) = I ; cos <T$/> cos (Tl‘) E, (— T3 Dt”) : (2.23)

Neste ponto, € interessante observar que para esta situacdo podemos obter uma solucao
estaciondria. De fato, considerando ¢ — oo na solug@o acima chegamos em

1 L /] ~ !
p<x,t~oo>~z/ a2 p(a’) |
0

pois E(—n*7?Dt"/L?*) — 0 quando ¢ — oo . Isto se verifica porque a fun¢do E. () no
intervalo de v considerado ¢ uma funcio que decai de forma monotdnica sem apresentar
oscilacdes. O fato de termos uma solucdo estaciondria nos permite também o calculo da
funcdo de autocorrelacdo estaciondria [19], que mostra de que forma as solugdes geral e
inicial estdo relacionadas. Esta funcdo é definida como

(x(t)x(O)}S:/o dx/o dr'zx' p(x, t)ps(z) | (2.24)

onde py(x) é a solugdo para o regime estaciondrio. Considerando, por simplicidade,
p(x,0) = 6(x — z’) como nossa condi¢@o inicial, obtemos ps(x) = 1/L. Com este
resultado e a solucdo (2.23) encontramos, apds alguns célculos,

I? 8I4A S 1 on +1)2
o), =5+ 5 Y GE [P e eas)

4
T
n=0
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Se tomarmos o limite de tempos longos na equagao acima verificaremos que (z(t)z(0)) ~
L? /4. Este resultado foi obtido em [19] para a equacdo de difusdo usual, indicando que
a derivada fraciondria somente fard com que o sistema relaxe de forma andmala até a
situacdo de equilibrio.

Voltando nossa aten¢do agora para a forma do segundo momento da Eq. (2.5) a par-
tir da qual foram discutidos trés casos precedentes dependentes do indice v, o segundo
momento diz se um processo difusivo € andmalo ou usual. Para a situagdo que aqui estd
em consideragdo, ou seja, aquela na qual ha a presenca de derivadas ndo inteiras na vari-
avel temporal de uma equacgdo de difusdo, o segundo momento se mostra na forma de
uma poténcia de ¢, ou seja, <x2> o t7. Além disso, € marcante a forma com que a pre-
senga do operador de Caputo altera a distribuicdo de tempo de espera w(t). Neste sentido,
utilizando os conceitos de caminhantes aleatdrios anteriormente discutidos, chegamos em
uma distribui¢io de probabilidades para a parte temporal da forma

1 /+\"! #

onde 7 € uma constante e E,, 3(¢) ¢ a fungdo de Mittag-Leffter generalizada

n

Bis() =D v (nj vt 2.27)

n=0

Vemos que agora a distribuicdo apresenta uma dependéncia com o parametro vy, que pode
dar forma tanto a processos subdifusivos quanto a superdifusivos. Assim, a presenca de
operadores diferenciais fraciondrios na equacdo de difusdo apresenta uma situagdo na qual
as distribui¢des de probabilidades para o tempo e para o espago, que emergem da abor-
dagem de caminhantes aleatdrios, sdo alteradas, ou seja, a difusdo ocorre de forma and-
mala. Neste caso em particular, a alteracdo ocorreu apenas na distribui¢do de tempos, ja
que a derivada fraciondria foi aplicada na varidvel temporal. Mais a frente veremos a al-
teracdo causada na distribui¢do de saltos quando ha aplicacio de derivadas fraciondrias na
varidvel espacial.

Vejamos agora o caso em que o coeficiente de difusdo é dado por D(z,t) = D|x|~*.
Cabe mencionar aqui que esta dependéncia espacial no coeficiente de difusdo tem sido em-
pregada na investigacao de, por exemplo, sistemas turbulentos e difusdo em fractais. Ainda
considerando F'(x,t) = 0 na Eq. (2.1) e utilizando transformadas integrais definidas ante-
riormente, podemos mostrar que

2+9 1 ﬁ 20 ’$‘2+9 (1—i,7)
t) = —_— e 2.28
AnD = o (ﬁ){@w)zm] t {(2+6)2Dm (-] 20
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lembrado que para v = 1 e # = 0 recuperamos a solu¢do gaussiana obtida para o caso
usual. Para este caso, a alteracdo ocorreu na distribuicdo de tempos e saltos, porque o
coeficiente de difusdo tem uma dependéncia espacial. Mais a frente veremos a alteracdo
causada na distribuicdo de saltos quando ha aplica¢do de derivadas fraciondrias na varidvel
espacial. Se, além desta dependéncia do coeficiente de difusdo com o espago, tivermos a
presenca de uma forga externa do tipo linear, ou seja, F'(x) = —kx, obteremos mediante
separacdo de varidveis o resultado

pla,t) = /O T AEHOEG (w6 1)

(1+06)

k TE0) Oy ka2t 040 [l c)2+46
Gret) = (i) S L, [HET
n=0

oD 2+ 6)D
L, | —/— | E, [-(24+ Onkt| ———— 2.2
x [(24—0)2)] E@H O Fr sy )

com A\, = (2 + 0)nk.

Da discussiao feita acima percebemos que sdo poucos os potenciais cuja presencga
na equacao de difusdao nos conduz a uma solug@o exata expressa em termos de funcodes
especiais conhecidas. Entretanto, na maioria das situa¢des, somos obrigados a fazer apro-
ximagdes da situacdo original devido a dificuldade de encontrarmos uma solu¢do em forma
fechada. Neste sentido, € interessante obter a equacao integral relativa a Eq. (2.1) que torna
possivel uma solucdo recursiva na forma de uma abordagem perturbativa que pode ser re-
levante na andlise do problema. Assim, vamos reescrever a Eq. (2.1) como

ol 0?

com
(w.1) = 2L (Fla, )pla, 1) (2.31)
a\xT, — 8.73 Z,t)p\T, . :

Empregando transformadas de Fourier e Laplace na Eq. (2.30) obtemos

p(k,0) a(k, s)
k = — . 2.32
plk. s) s+ Ds=7k2 s+ Dsl—k? ( )
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A inversdo destas transformadas fornece

t ]
p(z,t) = pO(z,t) — /0 dt'/ de'G(x — 2/t — t)a(a',t') . (2.33)
com
. 1 20 CL’Q (1—%;‘/)
Gl t) = p Hie me (31) ©On] - (239

Substituindo «(z, t) na Eq. (2.33), obtemos, via integra¢do por partes,

plz,t) = p(O)(I> t)

+ /t dt’ /Oo dx’ggﬂ)(x—;p’,t—t’) [F(z' t)p(2' )] . (2.35)
0 —o00
com
GO (r,t) = LG, (x,1)
dx
N \/%Hgé {% o) (iéﬁﬁ)m] 7 (2.36)

onde utilizamos a propriedade (A.2) do apéndice. A Eq. (2.35) € a forma integral corres-
pondente a Eq. (2.1) e pode ser empregada no cdlculo da influéncia de uma forca externa
aplicada ao sistema.

2.2 Equacao de difusao: derivadas fracionarias no espaco

Até o presente momento tratamos apenas de situacdes onde foram empregadas deriva-
das fraciondrias na varidvel temporal, de modo que obtivemos alteragdes somente na
fung¢do distribui¢do de tempos de espera, w(t). Além disso, vimos que as solugdes obtidas
forneciam segundos momentos finitos, embora ndo fossem, como no caso usual, lineares
com o tempo. O emprego de derivadas fraciondrias na varidvel espacial apresenta uma
situacdo onde o segundo momento diverge. Este comportamento € caracteristico de dis-
tribui¢cdes do tipo Lévy, que t€m sido aplicadas, por exemplo, no estudo de sistemas cadti-
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cos, na descricao de transporte em plasma turbulento e também em estudos de econofisica

lembrando que estas distribui¢des apresentam a propriedade da auto-similaridade. Nao en-

traremos em mais detalhes acerca do emprego de distribui¢des do tipo Lévy em sistemas

que apresentam comportamento cadtico pois isto transcende os objetivos desta dissertacao.
Iniciaremos com a observacgdo de que a distribui¢do de Lévy

Ak ikl
Lu(x) = / —— etk |klD (2.37)

oo 2T
€ solucdo da equacao de difusao

ap o*p 0
-r_p _
ot Olxz|r  Ox

[F(z,t)p(x,t)] , (2.38)

quando consideramos a auséncia de forca externa. Para demonstrarmos esse resultado
basta utilizarmos o fato de que F{9, p(z, 1)} = —[k["p(k,t), que pode ser vista no
apéndice (A.2), onde

Fip(z,1)} = /_ \/—j_ﬂelkxp(x, ) (2.39)

¢ a transformada de Fourier. Esta consideragdo conduz a p(z,t) = L,(x), confirmando
nossa afirmacdo inicial. Neste contexto, aplicando o procedimento do capitulo anterior
relativo a caminhantes aleatérios na Eq. (2.38) obtemos que a distribuic@o relacionada ao
comprimento dos saltos é agora dada por A(k) = 1 — o#|k|*, com o* = D/7#, para a
qual recuperamos o caso usual com p = 2. Esta distribuicdo apresenta comportamento
assintético de cauda longa, ou seja, saltos longos possuem uma maior probabilidade de
ocorrerem quando comparados com o caso usual.

Ainda na auséncia de forca externa, vamos considerar agora que o coeficiente de
difusdo apresenta uma dependéncia temporal do tipo D(t) = Dt*!/T'(«). Utilizando
transformadas integrais e propriedades das fun¢des de Mittag-Leffler e de Fox H pode-se
mostrar que

(1) (157) (1:2)

m 2]

plz|

p(z,t) = —H3 1 (2.40)

1
P (12) (14)
(veja Fig.(2.3)). Como esperado, podemos inferir que a Eq. (2.40) tem um comportamento
assintético de cauda longa a medida que diminuimos o valor de .
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Figura 2.3: Comportamento de (Dt)iLu(x,t) versus %/(Dt)i ilustra a
Eq. (2.40) para valores tipicos de yu.

Se, por outro lado, considerarmos D constante e F'(z) = —kx obtemos, empregando
método semelhante ao do caso anterior, a solugao

1 22 ap .
——H — 2.41

1) (1,3)

onde D(t) = D[l — exp(—ayut)] com um comportamento semelhante ao anterior. Vamos
analisar agora a Eq. (2.38) para uma condi¢@o inicial do tipo p(x,0) = p(x). Repetindo o
procedimento empregado acima, tomando a transformada de Laplace e Fourier da equacao
(2.38), temos
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p(k,0)
k,s) = ——"—— . 2.42
Invertendo a equacao anterior, sua solucao fica dada por
plx,t) = / de'G, (v — o', t —t)p(a') (2.43)
onde G, (z,t) = L,(x,t), e a equagdo integral associada a Eq. (2.38) é
t 00
p(x,t) = pO(x,t) — / dt’/ da'GP (x — o/t — ) F (2 )p(al '), (2.44)
0 —00
sendo
d
GP(a,t) = ——Lu(a.1)
> dk #
= / — k sin(kx)e PIF" (2.45)
o T

Como no caso mostrado anteriormente para a derivada fraciondria na parte temporal, a
Eq. (2.44) também pode ser usada para calcular perturbativamente a influéncia de uma

forca externa qualquer aplicada ao sistema.

Discutimos, neste capitulo, as consequéncias do emprego de derivadas fraciondrias
na equacdo de difusdo, considerando também dependéncia espacial e temporal para o coe-
ficiente de difusdo, além da presenca de uma forca externa. Vimos que, quando aplicadas
a varidvel espacial, a derivada fraciondria nos conduz as distribui¢des de Lévy, que apre-

sentam comportamento superdifusivo.



Capitulo

Equacao de difusdo com um termo
nao-local

No capitulo anterior vimos como a presenca das derivadas de ordem fraciondrias
pode modificar as solugdes da equacdo de difusdo. Tais modificagdes nos levam a obter
uma solugdo que difere da tradicional Gaussiana, tendo o comportamento assintotico dado
por uma fun¢do exponencial alongada ou do tipo lei de poténcia (distribui¢des de Lévy).
Agora, vamos introduzir um termo nao local na equagdo de difusdo e investigar quais sao
as consequéncias produzidas por este termo. Desta forma, a equagao de difusdo que vamos
analisar neste capitulo é:

a 62 t N 00 - _ _ s
&p(x,t) = D@p(x,t) —/0 dt/oodx Kz —Z,t—1t)p(Z,1) (3.1)

onde a dltima parte da equacdo acima representa um termo ndo-local atuando sobre o
sistema que depende de KC(z,t). Este termo pode ser relacionado a vérios contextos em
particular, com processos de reacdo [34, 35] e com derivadas de ordem fraciondrias [10]
dependendo da escolha de KC(z, t) e é tal que, para C(z,t) = 0, a forma usual da equac@o
de difusdo na auséncia de forcas externas € recuperada. O comportamento da solugdo
€ governado pelos termos difusivo e ndo-local que, dependendo da escolha do tultimo,
pode manifestar diferentes regimes difusivos. Desta forma, um deles ¢ dominado pelo
comportamento gaussiano devido ao termo difusivo e o outro é dependente da escolha de
K(z,t), conforme mencionamos anteriormente. Em particular, para K(z, t) o< 6(¢)/|z|' T
a solucdo € assintoticamente governada por uma lei de poténcia para tempos longos, que
estd relacionada com as distribui¢des de Lévy. Neste sentido, devemos ressaltar que situa-
cOes caracterizadas pelos dois regimes t€ém sido relatadas em vdrios contextos fisicos,
como, por exemplo, sistemas com interacdes de longo alcance [36] e difusdo intracelu-
lar [37]. A Eq. (3.1) ainda pode ser relacionada com as equacdes fraciondrias de ordem
distribuida [38].

36
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3.1 Equacoes de difusao e solucoes

Investigaremos agora solucdes para a Eq. (3.1) considerando algumas formas da
fungdo K(xz,t) presentes no termo nao-local da mesma. Particularmente, analisaremos
trés casos: (i) K(z,t) o< 8(t) /x| com 0 < p < 2 (K(k, s) = K|k, (ii) K(z,t)
S(OK (), (i) K(z,t) o< 7|z com 0 < p < 2 (K(k,s) = Ks|k|") e ap6s
o estudo destes casos discutiremos o caso em que /C(x,t) representa uma fungdo arbi-
traria que possui transformada de Fourier e Laplace definidas. A primeira escolha para
K(z,t) tem um comportamento de cauda longa e estd relacionada com a derivada espa-
cial de ordem fraciondria do tipo Riesz-Weyl [10]. A solugdo para este caso apresenta
dois regimes distintos, sendo que um deles, para tempos longos, pode ser relacionado
com as distribui¢des de Lévy. Esta caracteristica poderd ser verificada ao analisarmos a
funcdo de Green no limite de tempos longos, como serd demonstrado mais tarde. O se-
gundo caso pode ser relevante na investigacdo da solu¢do quando temos um termo nao-
local com uma dependéncia arbitrdria na parte espacial. A terceira escolha incorpora
uma dependéncia temporal no termo nao-local (discutida no primeiro caso) que podera
ser relacionada com uma derivada temporal de ordem fraciondria [10] mediante uma es-
colha apropriada de v. Comecaremos nossa andlise aplicando a transformada de Fourier
F{.}=J" dee ™  and FH{..} = [7_2Ee** ) naEq. (3.1) de maneira a obter a
equagao integro-diferencial

d

t
—p(k,t) = —Dk*p(k,1) - / dEKC(k, t — D)p(k,T) . (3.2)
0

Esta equagao integro-diferencial pode ser simplificada utilizando a transformada de Laplace
(L{..} = [Zdte=*..and L7{..} = 5= [ dset...). Assim, apés aplicarmos a

2 —ioo—i-.c
transformada de Laplace obtemos a equacdo algébrica:

sp(k,s) — p(k,0) = =Dk*p(k, s) — K(k, s)p(k, s) (3.3)

cuja solugdo é dada por p(k, s) = p(k,0)G(k, s), com

1
s+ Dk2+ K(k,s)’

G(k,s) = (3.4)

onde p(k, 0) € a transformada de Fourier da condi¢@o inicial e G(k, s) é a fun¢do de Green
da Eq. (3.1) no espaco de Fourier-Laplace. Note que a Eq. (3.4) retorna ao caso usual, isto
é, a fungdo de Green para o caso livre, quando K(k, s) = 0.
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0.5+
————————— t=0.2
; ——1t=05
/ t=1.0
0.4 - |

p(x.t)

Figura 3.1: Esta figura ilustra o comportamento de p(x,t) versus x para diferentes

valores de tempo considerando, por simplicidade, t = 1, D =1, K =1ea
condigdo inicial p(x,0) = 0(x).

3.1.1 Primeiro caso: K(xz,t) oc §(t) /|| T+

Substituindo a primeira escolha por K(z,t), que no espaco de Fourier-Laplace é
dado por K(k, s) = K|k|*, obtemos

p(k,0)
k"s = —— . (3.5)
s = D R

Aplicando a transformada inversa de Laplace, a Eq. (3.5) fica dada por

plk,t) = p(k,0) exp (—Dk2t . ’E|k’“t> , (3.6)
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onde a transformada inversa de Fourier da Eq. (3.6) é

pla,t) = /_Oodfg@—f,t)p(w

LSRN [ el
olot) = 2Iw|§n!< (Dt)‘z‘) H“{\/ﬁ

E‘blll gll)) ((55’;5)} a funcdo H de Fox [33] (veja Fig.(3.1) e Fig.(3.2)).

(1=%3):(13)
(L1, (1.3)

mn
sendo Hp p [m

0.35
»=0.0, k=1.0
— D=1.0, k= 1.0
0.30 ‘;‘: ‘:‘ D= 10, K= 0.0
0.25
0.20
%
Q
0.15 Y
0.10] ‘
0.05
0.00 T T T T T T
4 2 0 2 4

Figura 3.2: Esta figura ilustra o comportamento de p(x, t) versus x para diferentes

valores de D e K considerando, por simplicidade, t = 1, n = 1 e a condi¢do
inicial p(x,0) = §(z).

A presenga desta fun¢@o na solucao indica que o termo nao-local na Eq. (3.1) produz uma
dispersdo andmala da solucdo. Neste sentido, uma caracteristica importante da solug¢ao
encontrada acima € a presenca de dois regimes, um deles € caracterizado pelo caso usual
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(i.e., Gaussiano) e o outro € dominado assintoticamente por uma lei de poténcia (i.e., do
tipo Lévy). A Eq. (3.5) pode ser relacionada ao formalismo CTRW (Continuous Time
Random Walk) [2] considerando-se a distribui¢do do tempo de espera w(s) = 1/(1 + 75)
¢ a fungio densidade de probabilidade de salto A(k) = 1 — 7(Dk? + K|k|*), onde 7 é o
tempo de espera caracteristico. O resultado obtido para w(s) e A(k) indica que a opgao an-
terior para o termo nao-local muda somente a funcao densidade de probabilidade do salto.
Em particular, esta escolha para IC(z, t) manifesta na solu¢do um comportamento de cauda
longa quando consideramos o limite de tempos grandes. De fato, é possivel verificar que
para tempos pequenos

22

e 4Dt

Gla,t) ~ vVarDt

(3.7)

enquanto que para tempos longos

2]

() 1@

(

] )(1
£) ~ —HY
G(z,t) ] 22 (13

~— m\»ﬂ

>] (3.8)

A Eqg. (3.8) € essencialmente uma a distribui¢do do tipo Lévy comumente encontrada em
situacdes onde temos difusdao andmala.

3.1.2 Segundo caso: K(z,t) o §(t)K(x)

_ Agora, conduziremos nossa discussdo ao segundo caso, caracterizado por K(z,t) =
K(x)d(t), com KC(z) arbitrario. Utilizando a Eq. (3.4), com K(k, s) = K(k), e aplicando
a transformada inversa de Laplace, obtemos

p(k,t) = p(k,0) exp (—Dk*t — K(k)t) . (3.9)

Fazendo uso da transformada inversa de Fourier, juntamente com o teorema de convolucao,
na Eq. (3.9), obtemos como solucdo

pla,t) = /°° 0T, 0)G(x — 7. 1)

n

G(z,t) = G(x +i

n=1

Kz — 21)G (21, 1) (3.10)

/_OO A K — ) -+

n!

X
\

onde p(x,0) é a condicdo inicial e
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22

— e 4Dt

Gla,1) = VanDt

¢ a funcdo de Green usual obtida a partir da equagdo de difusdo na auséncia de forgas e
termos de reacdo. De forma andloga ao caso explorado anteriormente, este caso também
pode ser relacionado ao formalismo CTRW escolhendo-se a distribui¢ao do tempo de es-
pera w(s) = 1/(1 + 75) e distribui¢do dos saltos A(k) = 1 — 7(Dk* + K(k)).

(3.11)

3.1.3 Terceiro caso: K(x,t) oc t771/|z|1T#

Dando prosseguimento em nossa analise, vamos incorporar uma dependéncia tem-
poral em K(z,t) considerando K(z,t) oc 7~ /|71 (K(k, s) = K s77|k|") que nos leva
a obter a partir da Eq. (3.5)

p(k,0)

k,s)= — )
o(k:5) s+ DK% + Ks=|k|#

(3.12)

Note que a Eq. (3.12) retorna ao caso anterior quando tomado v = 0 e ao caso usual
quando K = 0. Por outro lado, esta dependéncia no termo nao-local introduz um efeito
memoria, de forma semelhante ao que ocorre com as equagdes temporais fraciondrias de
difusdo. Deste modo, a solu¢do obtida para este caso (assim como 0s casos previamente
estudados) tem um carater ndo-Markoviano. Para encontrar a solu¢do, comecamos apli-
cando a transformada inversa de Laplace. Seguindo o procedimento apresentado por [39],
apos alguns cdlculos € possivel mostrar que

o0 1 R n
plkt) = p(k0) Y = (—ICt”WcV‘) E),,. (—Dkt) (3.13)
n=0
onde EEL"Z,( ) é an-ésima derivada da fungdo de Mittag-Leffler generalizada, isto é, E( ™) 5(2)
= di—nn E, s(z) [20]. A transformada inversa de Fourier da Eq. (3.13) é dada por
plat) = [ dmpl@0)le -0 (3.14)

(Ko \"
otnt) = 5>t (<o) it [

Neste contexto, a solug@o geral que considera uma forma arbitraria para o termo nao-local
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pode ser encontrada utilizando a transformada inversa de Laplace e o Teorema da Con-
volugdo correspondente. Assim sendo, apds alguns cdlculos de rotina, podemos mostrar
que

pant) = [ arp(@0gle - 7.)

n!

G(z,t) = G(:c,t)+§:(_1>n /_Oo da:n/otdtnﬁ(x—xn,t—tn)-..

) to
X / de’l / dtﬂf?ﬁ(ﬂ?g — T, tg — tl)g(ﬂfl, tl) (315)
—00 0

onde p(z,0) é a condicdo inicial e G(z,t) é dada pela Eq. (3.11). A Eq. (3.15) estende
a Eq. (3.10) e pode ser usada para obter solu¢des aproximadas quando o termo nao-local
permite ser considerado como uma perturbacio na solucdo usual.



Capitulo I

Equacao de difusdo fracionaria em uma
regido confinada: efeitos de superficie e
solucoes exatas

Neste capitulo daremos continuidade ao estudo iniciado no Cap. 2 a respeito das
derivadas de ordem fraciondrias, entretanto nos restringindo a situagdes que os contornos
do sistema definem uma regido confinada na qual o sistema pode se difundir. Nestas situa-
coes, as superficies que definem a regido podem vir a desempenhar um papel importante
no processo difusivo do sistema. Para investigar tais efeitos vamos considerar condi¢des
de contorno que sdo dependentes do tempo em sistemas que possuem uma ou duas dimen-
sOes espaciais. Particularmente, no caso em que o sistema possui duas dimensdes espaciais
vamos incorporar a dependéncia temporal e aspectos nao homogéneos na condi¢do de con-
torno. Especificamente, a equacdo que vamos analisar neste capitulo é

o7

t
@p(r, t) = DV?p(r,t) + / dt'K(t —t)V2p(r,t) . 4.1)

0
Observe que ela contém dois regimes de difusdo, sendo que em um deles temos a presenca
de um kernel K(t) o qual, dependendo da escolha, pode introduzir diferentes regimes di-
fusivos e recuperar as equagdes de difusdo fraciondrias de ordem distribuidas. Ela pode
ser relacionada ao formalismo de caminhadas aleatdrias continuas no tempo CTRW [18]
ao considerarmos a func¢do densidade de probabilidade ¥ (k,s) = ¢(s)A(k), com a dis-
tribui¢do do intervalo de tempo no espago de Laplace dada por ¢(s) = (D + K(s))/(D +
K(s)+7s") e adistribui¢do de probabilidade dos pulos dada por A(k) = 1—7k? no espago
de Fourier. Vamos iniciar nossa anélise considerando uma equacao de difusdo fraciondria,
levando em conta a derivada fraciondria de Caputo [20], onde K(t) é um kernel depen-
dente do tempo o qual nés consideramos dado por K(t) = D,t*"1/T'(a). Inicialmente,
abordaremos o caso unidimensional sujeito as condi¢des de contorno p(0,t) = Py(t) e
pla,t) = ®,(t), onde Py(t) e P,(t) sdo duas funcdes arbitrarias dependentes do tempo.
Em seguida, abordaremos o caso com simetria cilindrica, ou seja, bidimensional respei-
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tando as condi¢des de contorno p(a, 8, t) = ®,(6,t) e p(b, 0, t) = y(6,1).

4.1 Equacao de difusao fracionaria: Caso unidimensional

Para o caso unidimensional, com K(t) = D,t*"1/T'(«), a Eq. (4.1) pode ser ree-
scrita como

o o2 De ', 8
o0 (x,t):pr(x,t)er/o dt'(t — ') 1@P(I,t/), (4.2)

com(O < v <1e0 < a+~v < 1. Esta equacdo estende a equacdo de difusdo usual
pela presenca da derivada fraciondria e a integral de convolu¢do em um dos termos difu-
sivo. Para resolver a equagdo acima vamos aplicar a transformada de Laplace e utilizar
o formalismo de fun¢des de Green. Desta forma, apds alguns célculos é possivel obter a
solucdo para a Eq. (4.2) no espaco, como segue

os) =~ [ dx'é<x,x';s>ﬁ<x'>+[ ) 26w 's5)
0 x’'=aqa

] , 4.3)

com ®g,(5) = (D + Das®)Pp,(s) e a fungdo de Green G(w,t;2',t') governada pela
equagao

2
(D+ D—) %g(x r'ys) — s7G(x; 2, s) = §(x — '), (4.4)

estando sujeita as condigdes de contorno G(0,z';s) = 0 e G(a, 2; s) = 0. Usando as auto-
fungdes do problema de Sturm-Liouville relacionadas ao operador espacial da Eq. (4.4), é
possivel mostrar que

2w~ sin(n7a’/a)sin(nrz/a)
Gz, 2'; ) - ; (D & Dos—)(nr /)" (4.5)

Para sabermos mais sobre o comportamento do sistema confinado, temos que inverter a
Eq. (4.5), que resulta em

G(z,2';t) = —= Z sin ( ) sin <@x> Vu(t, ky), (4.6)

a

com Y, (t, k,) sendo dado por
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N (—m, 1)

(=D k2 mHlvl[mPt7 : . (4.7

=2 DR PRE (1)1 - (3 aym =) @7

m=0

onde k, = nm/a e H)"" é a fungdo H de Fox. Note que Y, (t,k,) € essencialmente
uma mistura de dois regimes, um deles governado pela derivada fraciondria e o outro
dominado pelo kernel presente no termo difusivo. De fato, a fungdo ), (¢, k,) é re-
presentada por YV, (t,k,) = ¢ 'E, . (—Dk2t") paraD # 0e D, = 0, comy # 1, e
Volt kn) = 7 E 4o, (—Dok2t7t) para D = 0 e D, # 0. Aplicando a transformada
inversa de Laplace na Eq. (4.3), obtemos

o(a,t) — —ﬁ /0 dfﬁ /0 S G s )

+/0t [ ot — 3—9’(95:1; t)

z'=a

_ 0 .
- CI)()(t - a%g(l}x 72?)

1 , (4.8)
z'=0

com (i)(],a = D(I)Q’a( ) -+ DQ/F fO dt t— E)oz 1(1)0 a(f)

O primeiro termo da Eq. (4.8) da a evolu¢do temporal do sistema para uma condi¢ao
inicial arbitrdria e o segundo termo representa o efeito de superficie. A representacdo gra-
ficade p(z,t) e G(z,2';t) é mostrada abaixo para alguns valores especificos.

Figura 4.1: Comportamento de p(x,t) versus x, que ilustra a Eq. (4.8) con-
siderando, por simplicidade, v = 1/2, D =1, D, = 0,a = 3,t = 0.1 ¢

p(x,0) =0(x —1).
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Figura 4.2: Comportamento de G(x,x';t) versus x, que ilustra a Eq. (4.6) con-
siderando, por simplicidade, a =5, 2’ =1, et = 1.

A linha preenchida em Fig.(4.1) corresponde a solu¢do da Eq. (4.8) sujeita as condi¢Oes
de contorno p(0,t) = (1 +t"/T(1—-7n) (P =1len = 1/2)e p(a,t) = 0. A
linha pontilhada é solugdo também da Eq. (4.8) para p(0,t) = p(a,0) = 0, e a linha
quebradica corresponde a solu¢do com a condi¢do de contorno p(0,t) = 0 e p(a,t) =
S(14+t™"/T(1—n))(P=1en=1/2).

As figuras (4.1) e (4.2) mostram o comportamento ndo-usual (oscilagdo e acumu-
lacdo de alguma substincia analisada proxima as superficies) as quais podem ser uteis,
por exemplo, para investigar sistemas com condi¢des de contorno governadas por uma
equacao cinética relacionada a um processo de adsorcdo-dessor¢ao [40, 41]. Para o caso
especial no qual ®y(t) = ®,(t) = 0 a solugdo da equagdo recai na solugdo encontrada
em [42]. Este comportamento inesperado estd relacionado com a presenga da derivada
fraciondria, com a dependéncia temporal do kernel e com as condi¢des de contorno que
mudam a dinamica do sistema.

4.2 Equacao de difusao fracionaria: Caso bidimensional

Vamos agora analisar o caso bidimensional da Eq. (4.2) com simetria cilindrica e
sujeita as condig¢des de contorno p(a,0,t) = ®,(0,t) e p(b,6,t) = Py(0,t). Empregando
o mesmo procedimento anterior, a solu¢do da Eq. (4.2) pode ser escrita como
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1 t 3 1 21 b
p(r,0,t) = — / dt / d9’/ dr'r'G(r,0;7", 0" t)p(r', 0
( ) Fl=v)Jo (=10 Jo a ( )AL )
t 2 _ a
4 / d / 4o’ {b@b(e',t — 2 G000, 01
0 0 or' r=b
= a0, LG 00 0 — 1) (4.9)
a ) 07"/ b ) b ) T‘/:a Y M

com 5)(171,(75) = DP,4(t) + Do/T(a) [y dE(t — 1) P, 4 (%) € nossa fungdo de Green fica
dada por

G(r,0;0',0';t) = —g S S N W (1) Wi () c08(m (8 — 8)) Vo (ks 1), (4.10)

m=0 n=1

sendo V., (1) = Jo(kymnt) Now(kmna) — i (Kmna) N (kmnr) representado em termos
das funcdes de Bessel de primeira e segunda espécie e k,,, sdo solucdes da equacdo de
autovalores J,,, (kb)) N (kmna) — Ji(kpmn@) N (krpnb) = 0. Similar a Eq. (4.8), o dl-
timo termo da Eq. (4.9) representa o efeito de superficie, o qual d a evolucao temporal do
sistema para uma condi¢do inicial arbitraria. Uma ilustracdo gréfica de p(r, 0, t) pode ser
vista abaixo.
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Figura 4.3: Comportamento de p(r,0,t) versus r, que ilustra a Eq. (4.9) con-
siderando, por simplicidade, v = 1/2, D = 1, D, = 0, p(r,0,0) =
(2/r)0(r —7)comT =23, a=2,b=3, et =1.

A linha preenchida corresponde a solucio da Eq. (4.9) sujeita as condi¢des de con-
torno p(a,6,t) = p(b,0,t) = 0. A linha pontilhada é solu¢do também da Eq. (4.9) para
pla,0,t) = 0e p(b,0,t) = 2/(3m), e a linha quebradica corresponde a solugdo com
condigdes de contorno p(a,0,t) =1/m e p(b,0,t) = 0.

Uma aplicagdo do formalismo acima pode ser encontrada naqueles sistemas que
envolvem amostras de cristais liquidos confinados entre duas superficies cilindricas con-
céntricas. Estes problemas tém sido investigados em conexdo com a instabilidade flexo-
elétrica [43], com a andlise de instabilidade da orientacdo do diretor [44], e a transicdo de
Fréedericksz ocorrendo na auséncia do campo elétrico externo [45].



Discussoes e Conclusoes

Nesta dissertagdo abordamos extensdes da equacao de difusdo que empregam deriva-
das fraciondrias tanto na varidvel espacial como no varidvel temporal, conforme apre-
sentado nos capitulos anteriores. Também consideramos a equacdo de difusdo na pre-
senca de um termo nao-local, que pode ser relacionado a varios contextos, em particular
com derivadas de ordem fraciondrias. Outro fato que devemos ressaltar diz respeito as
condi¢des de contorno que usamos na andlise destas equagdes, consideramos condicdes
de contorno que se estendem por todo espago como no caso das situagdes trabalhadas nos
Cap. 2 e Cap. 3 e condi¢des de contorno que limitam a regido do espago onde o sistema
pode se difundir, como no caso do Cap. 4. Neste ultimo caso, consideramos condicdes de
contorno que sdo dependentes do tempo e da posi¢ao, isto €, um sistema confinado por su-
perficies ndo homogéneas, o que nos permite investigar como a superficie pode influenciar
na difusdo dos componentes do sistema.

Os resultados encontrados ao resolvermos estas equacdes de difusdo diferem dos re-
sultados encontrados com a equacao de difusdo usual e nos conduzem a uma situagdo em
que as solugdes sofrem uma dispersdo andmala, fato este verificado através da variancia
que fica dada por 02 ~ t7 ou propriamente pela distribui¢io que muitas vezes fica dada
em termos das funcdes H de Fox ou contém a funcio de Mittag-Leffler. No caso em que a
variancia ndo € finita, temos um comportamento do tipo lei de poténcia para a solu¢do que
pode ser identificada com as distribui¢des de Lévy. Este comportamento ndo-usual das
equagodes de difusdo fraciondrias pode ser explicado dentro do contexto de caminhantes
aleatdrios com espaco e tempo continuos. De fato, estas equacdes t€m como consequéncia
a mudanca das distribuicdes de tempo entre saltos que passa a adquirir um comporta-
mento diferente do usual, caracterizado por uma relaxagdo exponencial, ou a mudanca da
distribui¢do de tamanho com que os saltos sdo dados. No caso em que as condicdes de
contorno restringiam o sistema a uma regiao confinada, foi possivel analisar como a di-
fusdo pode ser afetada pelos contornos. Particularmente, uma das consequéncias diretas
que obtivemos na solucao foi a presenca de termos adicionais que nio estavam presentes
quando consideramos situagdes que cobrem todo o espaco. Tais termos sdo essencialmente
devidos a superficie que contorna o sistema.
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Nossas perspectivas futuras sao de investigar generalizacdes da equagdo de Schrédin-
ger baseadas em derivadas fraciondrias, presenca de termos nao-locais e/ou com a massa
dependente da posicao. Investigar conexdes dos processos difusivos com a termodindmica
€ a mecanica estatistica, por outro lado, a estatistica quantica que emerge deste formalismo
também deverad ser investigada e aplicada a sistemas fisicos de interesse, por exemplo, sis-
temas vitreos entre outros.



Apéndice A

Funcoes Especiais

A.1 Operador fracionario de Riemann-Liouville

A integral fraciondria de Riemann-Liouville € dada por [46]

—Q

o _ 0 L y(at)
tODt ’y(l’,t) - my('rat) - F(Oé) /0 ( d87 (Al)

t—s)t-@

com « > 0, e a derivada fracionaria de Riemann-Liouville

ol 0 1 oy(x,t)
%y(x’t)—ér(a)/o (t_8>1_ads. (A2)

Quando temos 0 < o < 1, a relagdo da derivada se torna

Y l—a 3 a—a
iyt 0] = Gmalent) + £ vt 0l | (a3)
€
i = oy, t). (A4)

A.2 Operador fracionario de Riesz/Weyl
O operador fracionario de Weyl é uma representacdo do operador fraciondrio de

Riemann-Liouville onde o indice t; = —oo. Desta forma, a transformada de Fourier fica
dada por
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a qual tem aplicagdes em célculo fraciondrio. Em uma dimensdo o operador de Weyl é
equivalente ao operador de Riesz, o qual preserva a propriedade (A.5) em dimensdes mais
altas. Matematicamente, a expressao do operador de Riemann-Liouville € uma convolugao
de Laplace, enquanto que o operador de Riesz/Weyl representa uma convolucao de Fourier
[18].

A.3 Funcoes de Fox e Mittag-Leffler

A.3.1 Funcoes de Fox

A classe das func¢des de Fox ou Fun¢ao H, compreendem uma larga classe de fungdes
especiais conhecidas em fisica matemadtica, tais como funcdes de Bessel, funcdes hiper-
geométricas, funcdes Meijer, etc. Recentemente, as funcdes de Fox vém sendo ligadas
a transformada de Mellin, que tem sido reconhecida em trabalhos de teoria de probabili-
dades e em célculos fraciondrios, assim como em suas aplicacdes [47, 3, 48, 49]. De
acordo com a notacao padrao, a fun¢do de Fox € definida como

1

8 Lo _
L (2) = i

/ Hy'(s)2°ds, (A.6)
£

onde H}"" € chamado de kernel e £, € um caminho adequado no plano complexo €. Este
kernel pode ser representado através das fungdes I' da seguinte forma:

A(s)B
Hpy'(s) = 08 D(z 7 (A.7)
com
A(s) =[] T®; - B;s), B(s) =[] T(1 —a; + as), (A.8)
j=1 Jj=1

q p

C(s) = I'(1—b; + B;s), D(s) = [] T(a; —ays) (A9)
j=m+1 Jj=n+1

sendo 0 <n <p,1<m<gq,{a;,b;} € € {a;,B;} € R*. A representacio integral das
func¢des de Fox envolvendo produtos e relacdes da funcao I', é conhecida como sendo do
tipo integral de Mellin-Barnes. Uma notagdo compacta pode ser usada para representd-la
como



CAPITULO A. FUNCOES ESPECIAIS 53/61

H;:‘;]"(z) = H;’fé” {z

(aj,0)j=1. p ] A.10
(05, Bj)j=1..q | N

A condi¢do para a existéncia da fun¢do H pode ser feita examinando a convergéncia da
integral (A.6), a qual depende da selecdo do contorno £ e uma exata relacdo entre os
pardmetros {a;,o;}(: = 1...,p) e {b;,5;}(j = 1...,q) [50]. Algumas das suas pro-
priedades [18] foram empregadas em capitulos anteriores.

A.3.2 Mittag-Leffler

As fungdes especiais mais importantes usadas em célculo fracionério sdo as fungdes
de Mittag-Leffler, que fornecem uma possivel generalizacao da fun¢@o exponencial e da
funcdo erro. Esta fun¢do depende apenas de um parametro, em geral, um parametro real
ou complexo. H&4 mais ou menos cinquenta anos, Agarwal [51] generalizou a fun¢do
de Mittag-Leffler a partir da introdu¢do de um outro parametro; esta generalizagcao é co-
nhecida como fun¢ao de Mittag-Leffler com dois parametros, tendo uma vasta aplicabili-
dade no estudo de equagdes diferenciais fraciondrias.

Vamos considerar a funcao de Mittag-Leffler com dois parametros, o« > 0 e 3 > 0,
definida pelo seguinte desenvolvimento em série:

[e.9]

Zk
Eap(z) =) T ) (A.11)

k=0

Esta por sua vez, € reduzida a cldssica fungdo de Mittag-Leffler, no caso em que o parametro
G = 1. Em relacdo a fungdo erro, as funcdes de Mittag-Leffler se relaciona com esta
através do seguinte teorema:

Teorema: Para todo z € € temos

By, (iz) = e % [1 + erf(iz)] = e [erfc(—iz)]. (A.12)

Em problemas envolvendo difusdo anomala, as fun¢des de Mittag-Leffler sdo usadas geral-
mente nas inversas de Laplace. Uma inversa conhecida na literatura [20] é dada por

[ TN ajeseig) (e
¢ {(ua+a)j+1} =t By p(—at?). (A.13)

onde a derivada da fun¢do de Mittag-Leffler tem a forma

Vo PEaply) <~ (G+n)ly"
asl¥) = dyi ; n!C[a(j +n) + 8] (A.19)
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A funcdo de Mittag-Leffler pode se relacionar com a funcdo de Fox através da equagao

EY(y) = H{» [—y' 0o (g)j’i)ﬁ)’a} ] : (A.15)

sendo que para o = 1, a fun¢do de Mittag-Leffler recai no caso particular

eV = HyY [—y‘ (E),_1)) ] . (A.16)

A.4 Funcoes de Green

Este ¢ um método de resolugdo de equagdes diferenciais que podem ou nao conter
termos de fonte, onde podemos facilitar a solu¢do da equacao usufruindo desta técnica. As
funcdes de Green aparecem em vdrias dreas da Fisica, como em Fisica de Particulas Ele-
mentares, € em todos os casos elas estdo associadas a “influéncia” que um ponto do espaco
exerce sobre outro, podendo essa influéncia ser eletromagnética, gravitacional, ou nuclea-
res forte e fraca. Em particular, elas sdo extremamente importantes em teorias quanticas
de campo, como Eletrodinamica Quéntica e Cromodinamica Quéantica [52].

A.4.1 Problema de Sturm-Liouville

Vamos supor que queremos resolver a equagdo diferencial ndo homogénea

Lu(x) = . [p(x)dz(;)} — q(z)u(z) = p(z) (A.17)

no intervalo ¢ < x > b com uma fung¢fo especificada conhecida ¢(z) e com condi¢des
de contorno em x = a e x = b. Como Lu = 0 é a forma auto-adjunta da equagcdo de um
problema de Sturm-Liouville, vamos nos referir a L como o operador de Sturm-Liouville.
Multiplicando o operador diferencial linear de segunda ordem uma hora por um fator v
qualquer e outra hora por um fator u qualquer temos

otate) = [

uLu(z) = %[pm . ]—qmu(x):so(x), (A18)
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subtraindo uma da outra
b b
du dv
dx [vLu — ulLv| = —_— —Uu— A.19
/a x [vLu — ulLv) [p(vdx udx)L’ ( )
onde este € o conhecido teorema de Green.

Para resolver (A.17) para uma fonte comum ¢(z), nds introduzimos a chamada
fun¢do de Green G(z, 2’), na qual a solugdo para uma fonte pontual em z’:

LG(z,2") = 6(x — ), (A.20)

sendo d(x — z’) a funcdo delta de Dirac. Aplicando o teorema de Green (A.19) a u(x)
e v(z) = G(x,2’) e usando (A.17), (A.20) e juntamente com a integral da fungdo delta,
trocando x por 2/, a equacdo se torna

u(r) = /dx'G(x,x’)gp(x’)

- [p(:ﬂ’) <G($,x')du($,)—u(x')%G(z,x'))T . (A2])

Agora de posse desta equacdo, podemos escolher uma condi¢do de contorno que anule
os termos desconhecidos. Supomos que u(a) e u(b) sdo dados, assim podemos escolher
como condi¢do de contorno

G(a,x’) = G(b,2") =0, (A.22)

esta condi¢do elimina da Eq. (A.21) a quantidade desconhecida du(z')/dz" em
z' = a,b e reduz a equagdo para

b b
u(a:):/ dr'G(2', x)p(2") + p(x')u(x')%G(x’,a:) - (A.23)

r =a

Esta € a solucdo da Eq. (A.17) em termos de quantidades conhecidas.

A.4.2 Expansao das funcoes de Green em autofuncoes

Muitos problemas em fisica envolvem, de uma ou de outra maneira, operadores
diferenciais do tipo Sturm-Liouville:

:| - qun(x> = _)‘nIO(x)uny (A24)
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onde p(z) e u,(x) sdo ndo negativas. Podemos estudar a expansio das fun¢des de Green
em autofuncdes usando o operador de Sturm-Liouville acima. Em cada caso n6s podemos
escolher as condicdes de contorno de forma que seja possivel eliminar valores desconheci-
dos. Para equacdo acima escolhemos condi¢des de contorno do tipo gerais

Auy(a) + Bul(a) = 0 (A.25)
Cup,(b) + Du,(b) = 0 (A.26)

Suponha agora que nés desejamos resolver a equagao diferencial ndo homogénea

Lu + Apu = p(z), (A.27)

com as condi¢des de contorno
Au(a) + Bu'(a) = X (A.28)
Cu(b) + Du'(b) = Y. (A.29)

Aqui ¢(x) é uma fungdo dada, assim como, X e Y sdo constantes dadas. Nds precisamos
entdo encontrar uma fungdo G(x, z’) que satisfaz a equagio diferencial

LG(z,2") + MpG(z,2") = 0(z — 2'). (A.30)

Deste modo, encontrando a fun¢do de Green, encontramos também a solucao da equagdo
diferencial ndo homogénea (A.30). As condi¢des de contorno sao

d
AG(a,x") + B%G(x,x') =0 (A.31)

r=a

CG(b,x") + D%G(.T, ') = 0. (A.32)

r=b

Em termos destas fun¢des de Green G(z, '), que é simétrica, a solucdo de (A.27) com
condi¢cdes de contorno dadas por (A.28) e (A.29) é
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b
u(z) = /daz'G(m,x’)ap(az') (A.33)

_ {p(@ (G@,xf)dzgf')_u<x'>ie(x,x'>)r VN2

onde € fécil verificar que a solugcdo de (A.30), juntamente com (A.31) e (A.32) para
G(x,x") é dada pela série

G(x,2') = Z'yn(x’)u (). (A.35)

Desta forma, com a Eq. (A.30) e a condi¢ao de ortogonalidade, encontramos G(z, ') dado
por

Glz,2) =3 % (A.36)

onde u,, () sdo as autofuncdes de (A.24).

A equagido geral acima para G(x, z") € um belo resultado, mas infelizmente envolve
uma série infinita. Assim, para facilitar um dado problema, escolhemos condi¢des de
contorno de tal forma que a G(x, z’) se anule nas extremidades, podendo ser desenvolvida
em uma série de funcdes ortogonais convenientes, como por exemplo, uma série em senos
de Fourier.
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