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Resumo

Materiais elasticos tém sido usados freqiientemente na producao industrial devido as
suas propriedades especificas. Para acompanhar o avanco no processo de sintetizagao
para diversos tipos de borrachas e explicar suas propriedades, varias teorias tém sido
desenvolvidas. Um dos problemas fundamentais é determinar, a partir de proposi¢oes
moleculares, a forma da densidade de energia livre e a respectiva relacao da tensao em
funcao da deformacao. Se a forma da energia livre é conhecida, podemos obter, de uma
forma direta, a relacao da tensao em funcao da deformagao. Como a contribuicao da
energia interna é muito pequena e independente do grau de deformacao, a energia livre
elastica é assumida ser de origem puramente entrépica. Portanto, para obter a energia
livre elastica é necessario saber como o nimero de conformagoes possiveis para a rede
polimérica varia com a deformacao. A partir da densidade de energia livre podemos
encontrar a expressao para a tensao e comparar os dados preditos pela teoria com os dados
experimentais. Ainda que a deformacao uniaxial é apenas um caso especial, ela tem sido
suficientemente explorada devido a sua simplicidade. Neste trabalho, introduzimos uma
nova expansao para obter a densidade de energia elastica, que considera o efeito de cadeia
finita. KEssa aproximagao aplicada ao modelo de cadeia livremente conectada conduz
a uma expressao analitica para a densidade de energia livre eldstica, que interpolada
com o segundo termo da teoria de Mooney-Rivlin descreve satisfatoriamente os dados
experimentais para a deformacao uniaxial em qualquer regiao de deformacao.



Abstract

Elastic materials have been frequently used in the industrial production for their spe-
cific properties. To follow the advance in the process of synthesis for diverse types of
rubber and to explain their properties some theories have been developed. One of the ba-
sic problems is to determine, from molecular proposals, the form of the elastic free energy
density and the respective stress ratio in function of the deformation. If the form of the
free energy is known, we can get, in a direct way, the stress-strain relation for any type
of deformation. As the contribution of the internal energy is very small and independent
of the deformation degree, the elastic free energy is assumed to be of purely entropic
origin. Therefore, to obtain the elastic free energy it is necessary to know the variation
of the number of possible conformations for the polymeric chain with the deformation.
From the free energy density we can find the expression for the stress and compare the
theory predictions with the experimental data. Despite the uniaxial deformation is only
one especial case, it has been sufficiently explored due its simplicity. In this work, we
introduce a new expansion approach to get the free elastic energy density which includes
finite chain length effect. This approach applied to the freely joined model leads to an
analytical expression for the elastic free energy density, which interpolated with the se-
cond term of the Mooney-Rivlin theory satisfactorily describes the experimental data for
the uniaxial deformation in the whole range of deformation.
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Introducao

A borracha natural é obtida na forma de latex, principalmente do tronco da arvore
Hevea Braziliensis, popularmente conhecida como seringueira. O termo borracha nao
é restrito a borracha natural, ele é aplicado indiscriminadamente a qualquer material
que tenha propriedades mecanicas similares a borracha natural, sem se importar com
sua constituicao quimica, pois cientificamente, a borracha é definida em termos de suas
propriedades fisicas. O termo elastomero também é freqiientemente usado para se referir a
materiais que possuem as propriedades da borracha, no entanto, sao materiais sintetizados.

As primeiras tentativas em descrever as propriedades mecanicas da borracha em termos
de conceitos classicos da estrutura molecular, enfrentaram enormes dificuldades. Gran-
de parte dessas dificuldades foram superadas considerando a seqiiéncia de atomos (ou
moléculas) fixa, na sua posic¢ao relativa média, por forgas interatomicas bem definidas. A
aplicagao de uma tensao nesse tipo de estrutura conduz a uma desordem no equilibrio,
que ¢é contrabalanceado pela tensao interna. Devido a forte dependéncia de tais forcas
interatomicas, esse procedimento é incapaz, até teoricamente, de descrever grandes de-
formacgoes. A caracteristica fisica mais importante dos materiais elasticos é com certeza
o alto grau de deformacao quando sujeitos a uma tensao comparativamente pequena.
Considerar que a elasticidade inerente de uma cadeia é suficiente para descrever suas pro-
priedades elasticas, é apenas uma, embora a mais fundamental, das condi¢oes necessarias.
Uma consideracao mais realista desse problema deve levar em conta nao apenas as propri-
edades de uma cadeia e sim de um conjuto de cadeias que formam uma estrutura coerente.
Para um material pomimérico exibir propriedades elasticas, trés requerimentos devem ser
satisfeitos:

1. Presenca de cadeias longas, com os monomeros livres para assumir qualquer direcgao.

2. Interacao fraca entre as cadeias.

3. Juncoes das cadeias em alguns pontos ao longo de seus comprimentos para formar

uma rede tri-dimensional.
Como as cadeias sao longas, o nimero de pontos de jungoes exigido para formar uma
rede (teoricamente dois por cadeia) nao é suficiente para interferir significadamente na
liberdade de movimento ou flutuagoes estatististicas das cadeias individuais. Os pontos
de juncoes entre as cadeias sao introduzidos por processos de vulcanizagao, que é uma
reacao quimica originalmente realizada com enxofre.

Um dos desenvolvimentos mais importantes na teoria estatistica tem sido sua aplicacao
a problemas de redes de cadeias longas como existe nas borrachas vulcanizadas. Essa



aplicacao conduz a uma relacao especifica entre tensao e deformagao para vérios tipos de
deformacgoes e seu desenvolvimento tem sido particularmente 1til. O comportamento fisico
da curva da tensao em funcao da deformacao apresenta uma relagao nao linear, sendo o
comportamento linear valido apenas na regiao de pequenas deformacoes. Esse aspecto
pode ser explicado pela teoria elastica classica baseada na distribuicao entrépica entre
dois pontos de juncgoes [3, 4, 5]. A forga eldstica restauradora de uma rede polimérica
resulta da variacao da entropia de um conjunto de cadeias independentes. A energia
livre por cadeia é Fs(R) = —kgTIn P(R), em que P(R) é a funcdo de distribuigao
do vetor que liga as duas extremidades da cadeia, kg é a constante de Boltzmann e
T é a temperatura. Nesse caso, quando a distancia entre as extremidades da cadeia
aumenta, sua liberdade configuracional diminui. Assim, a entropia diminui e a energia
aumenta. O estado elastico de um material depende da liberdade configuracional das
cadeias, a baixas temperaturas essa liberdade configuracional fica limitada e o material nao
se comporta mais como uma borracha, ele se torna rigido como um vidro. A transi¢ao do
estado eldstico para o estado rigido (como vidro) é um fenémeno encontrado em todas as
borrachas, vulcanizadas ou nao, embora a temperatura de transicao dependa naturalmente
da constituicdo quimica. A temperatura de transicio é aproximadamente —71°C para a
borracha natural nao vulcanizada e alguns graus a mais para o material vulcanizado. Neste
trabalho, focaremos o estudo do estado elastico, de forma que a dependéncia explicita com
a temperatura, no caso da teoria elastica classica, fica incorporada na constante elastica
1= nskgT, em que n, é a densidade de cadeias.

A densidade de energia livre da rede é obtida realizando uma média da energia livre
por cadeia sobre suas configuracoes iniciais e multiplicando pelo ntimero total de cadeias
por unidade de volume, ng,

F = n, (F.(R))y = n, / F.(R)P(Ro)d’Ro. 1)

Aqui, nés consideramos a temperatura constante e a imposicao de elasticidade perfeita,
ou seja, o material é incompressivel, isotropico no estado nao deformado e as relagoes de
tensdo e deformagao sdo reversiveis. Quando consideramos materiais, como gels [6], em
que os efeitos entre as cadeias nao sao relevantes, a teoria classica parece ser justificavel.
No entanto, quando esses efeitos contribuem para o comportamento da relacdo entre
tensao e deformacao devemos ir além da teoria cldssica [7]. Nesse caso, para descrever
satisfatoriamente os dados experimentais para todo tipo de deformacao em qualquer regiao
de deformagao, podemos adicionar termos fenomenoldgicos, como o de Mooney-Rivlin [2],
nas teorias moleculares.

O desenvolvimento de uma teoria molecular que descreve as propriedades elasticas
de uma borracha envolvem imprescindivelmente dois estagios: o primeiro ¢ o tratamento
estatistico de longas cadeias poliméricas; e o segundo é a aplicacao deste tratamento para a
obtencao da energia livre da rede polimérica. Assim, no capitulo 1, apresentamos o estudo
estatistico para cadeias simples, que é essencial para descrever as propriedades elasticas de
uma borracha. Logo, no capitulo 2 apresentamos sua aplicacao para o problema de rede
polimérica. Na maioria das vezes, a média da equagao (1) nao é trivial. Considerando,
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por exemplo, o modelo de cadeia livremente conectada, constituida por N monomeros de
tamanho by, com todas as diregdes tendo a mesma probabilidade, P(R) é dado por [1]

P(R,N) = (zjr)g / dk e (%)N (2)

que depende apenas do mdédulo do vetor que liga as duas extremidades da cadeia e pode
ser obtida em uma forma fechada apenas em termos de uma série. Uma aproximacao
muito simples para o modelo de cadeia livremente conectada é dada pela aproximacao

Gaussiana
3 \¥? 3R2
P(R) = (QWNbg) P (_ 2Nb§) ' )

Contudo, sabemos que a aproximacao Gaussiana é valida para N suficientemente grande
e a distancia R entre os extremos da cadeia deve ser muito menor que o tamanho maximo
permitido Nby. Um outro problema da distribuicao Gaussiana é que ela prediz probabi-
lidade zero apenas no limite R — oo, que esta diretamente relacionada a lei de Hooke
para deformagoes ilimitadas. Para um tratamento estatistico mais completo, devemos
usar distribuigdes nao Gaussianas.

Uma maneira de considerar o efeito de cadeia finita é usar a aproximacao de Lan-
gevin [8]. No entanto, ndo é possivel encontrar a energia livre de uma forma analitica.
E necessério expandir a energia livre da cadeia em série de Taylor para R/(Nby) < 1 e
a integral é feita termo a termo [9, 10]. O principal problema é que a série apresenta
fraca convergéncia na regiao R/(Nby) > 1/2, e nesse caso, seria necessario tomar infini-
tos termos da série. Além do que, os valores médios (R,R,, - R;) nao sao calculados
analiticamente e (R?) # NbZ. A distribui¢ao g-Gaussiana também conduz ao efeito de
cadeia finita [11, 12, 13]. Contudo, para calcular a energia livre da rede devemos expandir
novamente a energia livre da rede em série de Taylor considerando R/(Nby) < 1. A van-
tagem da distribuicao g-Gaussiana sobre a de Langevin é que os valores médios radiais
sao calculados analiticamente e (R?) = NDg.

Para finalizar, em busca de um modelo molecular vélido para qualquer regiao de de-
formacao, no capitulo 3 introduzimos um novo desenvolvimento para obter a densidade de
energia livre eldstica, e conseqiientemente a expressao analitica para a tensao em funcao
da deformagao. Como estamos tratando de um modelo idealizado (cadeia livremente co-
nectada) que ignora os efeitos da rede (flutuagoes nas jungoes, entrelacamento entre as
cadeias, etc) nao conseguimos abrangir toda regiao de deformagao. Por isso, interpolamos
nosso resultado com o segundo termo da expressdao de Mooney-Rivlin [2] valida na regiao
de deformacoes pequenas e intermediarias. Para uma descricao completa o ideal seria apli-
car o modelo para diferentes tipos de deformacoes, principalmente a deformacao biaxial,
que incorpora todas as deformagoes possiveis [14]. No entanto, muitas vezes as expressoes
da tensao para a deformagao biaxial, cisalhamento, etc, nao sao obtidas de uma forma
direta e sao poucos os dados experimentais encontrados na literatura. Por esse motivo,
aplicamos o modelo para a deformacao uniaxial. Apesar da deformacao uniaxial ser a
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mais simples dentre todas as deformagoes possiveis, a partir dela conseguimos verificar
claramente o efeito de cadeia finita e assim comparar com os dados experimentais.

11



Capitulo 1

Propriedades de Cadeias Poliméricas

Para estudar a elasticidade das borrachas devemos analisar materiais vulcanizados®.
O processo de vulcanizagao, que é uma reacao quimica com enxofre, foi originalmente
descoberto por Charles Goodyear em 1839 [16]. Embora outros reagentes sejam freqiien-
temente usados nas industrias atuais, a vulcanizacao ainda é um processo essencial na
tecnologia das borrachas. Esses materiais vulcanizados sao compostos por um conjunto
de cadeias longas conectadas em uma quantidade relativamente pequena de pontos, co-
nhecidos como pontos de jungoes, ao longo de seus comprimentos (figura 1.1). As forgas

"
C
5\

Figura 1.1: Estrutura interna de uma rede polimérica.

entre as moléculas que constituem as cadeias devem ser fracas como em um liquido, de
modo que as cadeias possam assumir qualquer configuracao estatistica. Embora a forga
entre as moléculas seja fraca, a rede se comporta como um sélido e nao como um liquido,

10s materiais vulcanizados sdo mais perfeitamente eldsticos que a borracha natural. Além do que, a
borracha natural apresenta baixa durabilidade, pelo simples fatos das suas proteinas e outras moléculas
se romperem pelo processo de oxidac¢ao causado pelo oxigénio nas suas ligagoes duplas de isopreno [15].
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pois os pontos de jungoes produzem uma rede tri-dimensional irregular coerente. O de-
senvolvimento de uma teoria que descreve as propriedades elasticas de uma borracha em
termos de seus constituintes moleculares envolvem essencialmente dois estdgios: o primei-
ro ¢ o tratamento estatistico de longas cadeias poliméricas; o segundo ¢ a aplicacao deste
tratamento para obtencao da energia livre da rede polimérica.

Neste capitulo apresentaremos o estudo estatistico para cadeias simples. Sua aplicacao
para o problema da rede polimérica serd apresentada no capitulo seguinte.

1.1 Cadeia Livremente Conectada

Iniciaremos com um modelo simples e idealizado de cadeia polimérica. A idéia princi-
pal desse modelo é considerar uma cadeia constituida por N liga¢oes (monémeros) e todas
com mesmo comprimento by, sendo que nao hd nenhuma relacao entre as direcoes de cada
ligacao e que todas as dire¢oes tém a mesma probabilidade [1]. Portanto, analisando uma
cadeia aleatéria em relagdo a uma origem (figura 1.2), obtemos

FN

ry

Figura 1.2: Cadeia livremente conectada. R é o vetor que liga as duas extremidades da
cadeia.

r,=R, - R, ; n=12,..N. (1.1)

A funcao de distribuicao de uma configuracao aleatéria é dada por

U({r.}) = [ ra). (1.2)

{r,} e ¥(r,) representam o conjunto de vetores® de ligacao e a fungao de distribuigao
aleatoria de cada vetor de comprimento by, respectivamente. Visto que o tamanho do

20s vetores serdo denotados em negrito.
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monomero ¢ by, a expressao correspondente a funcao de distribuicao de cada vetor é a que
segue,

W(r)=Ad(r —by). (1.3)

Devido & condigao de normalizacao da distribuicao ¢ (r,) e a simetria esférica do problema,
concluimos que

(r) d(r — bo). (1.4)

T A2

Sendo R o vetor que liga as duas extremidades da cadeia, constituida por N ligacoes,
temos

R = irn. (1.5)

n=1

Poderiamos calcular o tamanho médio da cadeia por meio da quantidade (R), mas quando
tomamos a média na equagao (1.5), verificamos que (R) = 0, pois (r,) = 0 3. Assim,
passemos ao cdlculo de (R?):

= {(5n) (5))

= S ). (1.6)

A quantidade (r, - r,,,) se reduz a (r,) - {r,,) = 0 e a quantidade (r?) = b2. Por fim, a
equagao (1.6) assume a forma

(R?) = ibg — NB2. (1.7)

A raiz quadrada da equagao (1.7) nos leva, entdo, a distancia ponta a ponta da cadeia.
Nota-se que (R?) é proporcional a N. Essa proporcionalidade é valida para muitos outros
tipos de cadeias e nao apenas para cadeias livremente conectadas [3]. A estrutura local de
uma cadeia afeta apenas o comprimento efetivo dos mondémeros. Um exemplo é quando
assumimos que cada ligacao é conectada a anterior, de modo que ela possa se mover em
qualquer dire¢ao desde que um angulo 6 seja mantido fixo entre elas. Esse modelo nos
leva a

L (18)

3(rp) = [rpip(ry,)d®r,. Como a fungao de distribuicdo ¢ (r) é uma delta, ou seja, uma fungao par, e
r uma fungéo fmpar, o integrando sempre serd {mpar num intervalo simétrico, resultando em (r,,) = 0.
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com comprimento efetivo igual a b3(1 + cos6)/(1 — cos §). No entanto, podemos constatar
a validade do resultado (R?) oc N.

Em geral, assumindo N >> 1 as propriedades estatisticas de um polimero nao de-
pendem do modelo estudado. Assim, podemos obter a func¢ao de distribuicao, P(R, N),
em que R é o vetor que liga as extremidades do polimero, usando o modelo de cadeia
livremente conectada. A funcao de distribuicao para esse modelo é dada por

P(R,N) = /d3r1 . /d3rN 5 (R— Zrn> T({r,}). (1.9)

n=1

Uma maneira conveniente de calcularmos P(R, V) é substituir a equagao (1.2) na equagao
(1.9) e expressar a fungao delta na forma integral *

PR,N) = /d3r1---/d3rN/ (;l:;l;g exp [ik- (R—ﬁ;rn)] P(ry) - YP(rn)

— / (;‘F’Tl; ek R [ / dr efkw(r)]N. (1.10)

A integral em r é calculada substituindo a equagao (1.4). Ao empregarmos coordena~
das esféricas, considerando # como o angulo formado entre os vetores k e r, constatamos
que

) o) m 2m 1
/dr e~ kTy(r) = / dr 7“2/ db sen@/ d¢ exp(—ikr cos ) —=0(r — by)
0 0 0 4y
1 ™

= 5/ df senf exp(—ikby cos ). (1.11)
0

Fazendo a mudanca de variavel cos = &, essa integral torna-se

1
/dI‘ efik-rw(r) _ %/ df e*ikbof
—1

sen(kby)
= —. 1.12
T (1.12)

Portanto, usando a equagao (1.12), a equagao (1.10) é reescrita como
1 o [sen(kbo)\ N
PR,N)= —— [ dk e*B [ —22 1.13
(RoN) = oo [l (5000 ) (113)

que é a expressao exata® da funcao de distribuicao na representacao de Fourier. H4 uma
outra maneira de expressar a funcao de distribuicao exata, conhecida como represen-
tagdo em série (Apéndice A). Ambas apresentam dificuldades matematicas e necessitam

4Funcio delta em trés dimensdes na forma integral é dada por 6(r —r') = (271r)3 feik(‘”_r/)d3k.
5Quando nos referimos a distribuicdo exata é no sentido que ela é vélida para qualquer valor de N e
para qualquer regiao de deformagao e nao no sentido de fisicamente exata.
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de aproximagoes para serem analisadas. Neste trabalho, iremos nos ater apenas a funcao
de distribuicao na representacao de Fourier. Essa escolha se da pelo fato dos momentos
serem calculados analiticamente por meio da funcao caracteristica, como veremos poste-
riormente.

Nas segoes seguintes, apresentaremos algumas funcoes de distribuigoes, utilizando
métodos de aproximagoes, com o intuito de encontrar uma expressao analitica para a
densidade de energia livre que descreva quantitativamente algumas propriedades elasticas
de elastomeros em qualquer regiao de deformacao.

1.2 Aproximacao de Langevin

A solucao assintética para N >> 1, da distribuicao exata, usando aproximagao de
Langevin [8] nos conduz ao efeito de cadeia finita. Para comprovar tal efeito, partiremos
da equagao (A.5) que é um modo diferente de representar a expressao exata da funcao de
distribuigao na representagao de Fourier (eq. (1.13)), isto é

i 7, ke [send N
P g [ e [ e

—00

] o (2
{f] = o [Vin{= )

Se usarmos

entao
B 1 > 1RE sené
PIR) = foire, /of eXp{NKN—bo) th <T)Hd§
1 o0
= m/mf exp [N f(§)] dg, (1.14)
com

J(6) =i <Nibo> ¢+ln (%) | (1.15)

Como o termo £ exp [N f(§)] da expressao (1.14) é analitico num plano complexo finito,
usamos o método de ponto de sela [17], que é dado pela condigao

f(€) =0, (1.16)

conduzindo a &y = iyy, com & = x +iyy. Assim, calculando a derivada primeira da funcao
f(&) no ponto & = iy, obtemos

1 R
cothyy — — = — = L(yo), 1.17
Yo Yo Nb, (yo) ( )
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em que L é a fun¢ao de Langevin. A fungao f(&) pode ser desenvolvida em série em torno
do ponto de sela

F(O) = F(60) + (O] gy (€~ €0) + 37(0)] g (€~ &)+ (1.18)

com

1
1"(6)] g, = cosech’yo — -5 < 0. (1.19)

Por conseguinte, a equagao (1.14) pode ser reescrita na forma

1 o . : L., .
PLR) = m/_ ( + iyo) exp [N (f(lyo) + 51" (o) xz)} dx
exp[Nf(iyo)] [ N .
W . 1Yo €XpP Ef//(’lyo) LE2 dx
_ Yo exp[Nf(iy) [ 2m 1/2 (1.20)
AT D3R Nf(iyo)] '
Das equagoes (1.15) e (1.19), temos
o\ 12 1 1/2
R
Am?bgR \ N cosech“yo — 1/y
X exp [N (—i—‘zs +ln Ser;};yo)] , (1.21)
sendo que
R
yo = L7 (N—bo) =L71). (1.22)
Finalmente, a fungao de distribui¢ao do vetor ponta a ponta, Pr(R), é dada por
-1 " 2
R - £ (1) _
(2rNB3)3/2t {1 — [L~1(t)cosechL1(¢)]" }
senhL ™1 (t) N (1.23)
exp[tL1(t)|L1(t) ’ '

em que L' é a fungao inversa de Langevin e t = R/(Nby).

A equagao (1.23) é valida para pequenas e grandes deformagoes (0 < R < Nbg). No
entanto, analisando a equagao (1.23) graficamente e comparando os termos em rela¢ao aos
diferentes valores de t, verificamos claramente que o segundo termo é predominante para
valores pequenos de t. A medida que o valor de ¢t aumenta o primeiro termo apresenta um
aumento consideravel mas que fica limitado pelo comportamento do segundo termo que
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Figura 1.3: (a) Comportamento do primeiro fator da distribuigdo Pr(R) em fungao de ¢.
(b) Comportamento do segundo fator da distribuigdo Pp(R) em funcao de ¢.

apresenta um decaimento para qualquer valor de ¢ (figura 1.3). Nesse caso, o primeiro
fator pode ser aproximado tomando o limite de ¢ — 0 e a funcao de distribuicao ser escrita
como

= () et 2

A distribuigao (1.24) apresenta dificuldades matemadticas e permite apenas um tratamento
numérico. Portanto, levando em conta que a energia livre de Helmholtz é dada por
F « In P(R), podemos representar a equacao (1.24) de uma forma mais simplificada a
partir da expressao

Focc—N{tc—l(t)Hnﬁ}. (1.25)

Empregando a equacao (1.17), verificamos que

oF x —N {tdﬁ_l(t) +L7Nt) + L dem () — cotghL™1(t) dﬁ_l(t)}

ot dt
x —NL(t). (1.26)
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Integrando a equagao (1.26), obtemos

R
F —N/ P L) dt. (1.27)
0

Assim, da relagdo F' o< In P(R), obtemos uma expressao mais conveniente para a fungao
de distribui¢ao Pr(R), isto é,

PL(R) o exp [—N /0 o ,cl(t)dt] . (1.28)

A forma expandida conduz a

3 \%? 3/ R\ 9/ R\
e = () o [‘N (5 () 3 ()

%(%)Z...)]) (1.29)

com L71(t) = 3t* + (9/5)¢> + (297/175)¢° - - -. Contudo, a expressdo analitica (equagao
(1.29)) para a funcao de distribui¢ao usando a estatistica da inversa de Langevin apresenta
fraca convergéncia para grandes deformacoes e os valores médios da parte radial s6 podem
ser calculados numericamente. Logo, a aproximacao de Langevin ¢ matematicamente
tratavel apenas para deformacgoes pequenas e intermediarias.

1.2.1 Aproximacao de Pade para a Inversa de Langevin

A fungao inversa de Langevin, £71(¢), pode ser efetivamente descrita pela aproximagao
de Pade na seguinte forma [3]
3— ¢

—1 _
L) = t5—.

(1.30)

para qualquer valor de ¢t. A aproximacao de Pade permite expressar a distribuicao (1.28)
como
R
Nog 3 —t2
~-N / "t dt

()] e (o) )

Apesar da aproximacgao de Pade da funcao inversa de Langevin conduzir a uma férmula
fechada para a distribuicao, valida para toda regiao de deformacao, os calculos dos valores
médios da parte radial ndo podem ser efetuados analiticamente [18].

PR) = Aexp

PR) = A
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1.3 Aproximacao (Gaussiana

A aproximacao Gaussiana é vélida apenas para N >> 1 (solu¢do assintética) e
R/Nby << 1, ou seja, quando a distancia entre os dois extremos da cadeia R for pe-
quena comparada com o comprimento maximo, Nby, permitido para a cadeia. Nesse
caso, truncamos a série da equacao (1.29) no termo de ordem quadrética e obtemos a
distribuicao normalizada,

3 \*? 3R2
Ps(R) = ( ) exp (——> : (1.32)
2N b2 2NB2

Nota-se que a funcao de distribuicao do vetor ponta a ponta da cadeia é Gaussiana.
Entretanto, se analisarmos a distribuigao (1.32) veremos que |R| pode assumir valores
maiores que o préprio comprimento méaximo (Nbgy) da cadeia e que ela assegura probali-
dade nula somente no limite R — oo, o que nao sao caracteristicas realistas.

Um ponto adicional a ser ressaltado é que quando usamos o modelo de cadeia livre-
mente conectada, estamos considerando um modelo idealizado que ignora varias carac-
teristicas reais de uma cadeia polimérica. Alguns exemplos sao as interacoes entre os
monomeros que estao longe um dos outros ao longo da cadeia, conhecido como interagoes
de longo alcance e o efeito de volume excluido, que nao permite que dois monémeros
ocupem a mesma regiao no espaco. Quando consideramos o efeito de volume excluido as
propriedades estatisticas mudam completamente, a entropia muda e (R?) nao serd mais
proporcional a N. Apesar do efeito de volume excluido modificar a entropia da cadeia,
como estamos interessados na variagao da energia livre entre o estado deformado e o nao
deformado esse efeito nao afeta significadamente o modelo.

A aproximagao Gaussiana, em particular, é valida apenas para pequenas deformagoes.
Para grandes deformagoes é necessario um tratamento nao Gaussiano, que imponha o
efeito de cadeia finita. Na secao seguinte, iremos explicitar uma maneira de levarmos em
conta tal efeito.

1.4 Distribuicao g-Gaussiana

Em busca de uma funcao de distribuicao que considere o efeito de cadeia finita em
qualquer regido de deformacgao, podemos empregar a distribuicao g-Gaussiana [11, 12],
que resulta da maximizacao da forma entropica proposta por C. Tsallis. Esta forma
entrépica apresenta como distribuicao

PR) =[1—(1—qRIG;'R] ™7, (1.33)

se [1—(1—q)RTG'R;] > 0e Py(R) =0, se [1—(1—q)RIG;'R;] <0, com ¢ < 1.
Para ¢ > 1 o comportamento da calda é mais pronunciado que na Gaussiana e no limite
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q — 1 a distribuicao recupera a forma Gaussiana. Nesse contexto, nos limitaremos ao
caso ¢ < 1. A distribuicao g-Gaussiana pode ser escrita na forma tensorial,

RIN;'R;\"
Py(R) (1 - beo) , (1.34)

comn = 1/(1—q). Se RTA;;'R; > N?by, entao Py(R) = 0 para indicar a condigao de corte
no comprimento maximo permitido. Entdo, a equagao (1.34), que incorpora o efeito de
cadeia finita, pode ser usada para redes isotrépicas e anisotropicas. Aqui, nos limitaremos
ao caso de redes isotrépicas, em que \;; = byd;;. Assim,

P,(R) x (1 - %)n. (1.35)

Cabe ressaltar que, no limite de N — oo a distribuicao g-Gaussiana deve recuperar
a forma Gaussiana. Dessa forma, a escolha de n é feita de tal modo que nesse limite
a distribuigao (1.35) seja proporcional a exp[—3R?/(2Nb2)]. Portanto, comparando a
equagao com a definigao exp(x) = ]\}i_r)noo(l + 2 /N)N | encontramos uma expressao para 1,

3
n= §N +, (1.36)
com 7y = constante. A constante v é determinada fixando o vinculo que o valor médio
da quantidade R? seja igual ao valor médio obtido com a distribuicao exata, Nb3. Os
momentos da distribuicao g-Gaussiana podem ser calculados usando a generalizacao do

teorema de Wick [19]

14 q)(d/2+1)
<xj1 T IjZn H 1+ d/2 + k) Z <$jp1xjp2>q T <xjp2n71xjp2n>q ) (1'37>

Gij
[1+(1—q)(¢+1)]

(Tiz)) = (1.38)

sendo d a dimensao espacial. Para encontrar o valor do segundo momento, (R;R;), com-
paramos a equagao (1.34) com a distribuigdo g-Gaussiana em d-dimensoes

- =.
fi=l1- ( > ) 7 613 (1.39)
e obtemos a relagao
(1 =q) 0ij
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Figura 1.4: Grafico monolog comparativo para diferentes distribui¢oes P(R) em fungao
da distancia R, com N = 50 e by = 1.

lembrando que \;; = bod;;. Assim, das equacoes (1.36) e (1.40), com n = 1/(1 — q),
podemos encontrar uma expressao para o segundo momento em trés dimensoes

B (Nbp)?
(R;R;) = (W) 5 (1.41)

e, entao, obter o valor da constante v por meio do vinculo adicional (R?) = N2, ou seja,
~v = —5/2. Finalmente, a fungao de distribui¢ao q-Gaussiana normalizada é

[MI[ed)

5
N 2

- T(3N/2) R?
BR) = Ry Rt RN — 1)) (1 - <Nbo>2) ' (142)

E digno de nota, que os principais célculos usando a distribui¢ao (1.42) apresentam a
mesma simplicidade matematica da distribuicao Gaussiana. Os momentos, por exemplo,
podem ser calculados analiticamente usando o teorema de Wick generalizado.

Em uma anélise gréfica do tipo InP(R) x R (figura 1.4), podemos comparar o compor-
tamento das distribuigoes (1.29), (1.32) e (1.42) com a distribuigao exata, equagao (1.13).
E certo que a distribuicao Gaussiana ¢ satisfatoria apenas para pequenas deformacoes e
a distribuicao de Langevin na representacao em série, até quarta ordem, apresenta fraca
convergencia no dominio de grandes deformagoes. Ambas nao apresentam o efeito de
cadeia finita. Em contraste, a distribuicao q-Gaussiana, apesar de nao mostrar um ajuste
muito proximo da distribuicao exata, apresenta o corte no comprimento maximo da cadeia
(Nbp), que passa a ser uma caracteristica real do sistema.
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Em busca de uma teoria que descreva satisfatoriamente as propriedades eldsticas das
borrachas, no capitulo seguinte aplicamos o estudo estatistico aqui desenvolvido para o
problema da rede polimérica com o intuito de obter a energia livre da rede.
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Capitulo 2

Energia Livre Elastica, Tensoes e
Deformacoes de Redes Isotrdépicas

Elasticidade de materiais é uma das propriedades mais fascinantes na natureza dos
polimeros. O problema fundamental é determinar a energia livre elastica por meio de
entendimento molecular. Para obter a expressao da energia livre, primeiramente deve-
mos saber como o numero de conformacgoes possiveis da rede polimérica muda com a
deformagao.

A teoria clédssica origina-se de redes compostas por cadeias que se movem durante a
deformagao sem sentir a presenga das outras cadeias da rede (cadeias fantasmas). Es-
sas cadeias sao qualitativamente similares a gases ideias sem interagoes intermoleculares.
Mas, quando a finalidade é encontrar a forma da energia livre para redes reais (com efeitos
de entrelacamento entre as cadeias, efeito de cadeia finita, etc) dizemos que é qualitati-
vamente equivalente a encontrar a equacao de estado para um géas real, com interagoes
intermoloculares e volume molecular finito.

A energia livre, com temperatura constante, apresenta contribuicoes das variagoes da
energia interna e da entropia (AF = AU — TAS). No entanto, analisando uma rede
polimérica, a contribuicao da energia interna aparece devido as forcas entre as moléculas,
e como essas forcas nao estao diretamente relacionada com a deformacao da rede de
moléculas de cadeias longas, a contribuicao da energia interna é aproximadamente nula!.
O significado fisico dessa consideracao é que a energia interna de uma borracha é puramen-
te cinética e surge da agitacao térmica dos atomos que constituem a cadeia. Essa energia
¢ uma funcao apenas da temperatura e é independente da conformacao das cadeias, isto
é, independente do estado de deformacao [20]. Portanto, como estamos interessados em
obter a relagao entre tensao e deformacao a temperatura constante e sem variacao do
volume durante a deformacgao, podemos admitir que a energia livre elastica é de origem
puramente entropica.

Virios dados termoeldsticos mostram que a elasticidade de redes reais ndo é de origem puramente
entrépica. A contribuigdo da energia cinética esta presente, porém, essa contribuigdo (usualmente menor
que vinte por cento) é quase independente do grau de deformagao [2].
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Neste sentido, a teoria eldstica das borrachas pode ser explicada em termos da cha-
mada teoria estatistica [21, 22] baseada na distribui¢do entre os dois extremos de uma
cadeia. Conseqiientemente, a energia livre por cadeia é Fy = —kgT In P(R), pois quando
a distancia ponta a ponta de uma cadeia polimérica aumenta sua liberdade configuracio-
nal diminui, resultando num decaimento da entropia (S = kg InP(R)) e um aumento da
energia livre.

Foi no ano de 1936 que Khun [21] desenvolveu uma teoria para a elasticidade. Apesar
de nao ter obtido uma relacao entre tensao e deformagao, obteve uma relacao entre os
moédulos elasticos e o peso molecular das cadeias. Alguns anos depois, tratamentos mais
precisos explicitando relacoes entre tensao e deformacao foram desenvolvidos por Flory
e Rehner [23], James e Guth [24] e por Treloar [25, 26]. Entretanto, o ponto de partida
para o desenvolvimento da teoria elastica apresentada nesse trabalho é a teoria original
de Khun, que tinha como base as seguintes consideragoes [2]:

1. A rede de polimeros contém ng cadeias por unidade de volume, uma cadeia sendo
definida como um segmento de moléculas entre dois pontos (crosslinks) sucessivos.

2. O valor médio da quantidade R? de um conjunto de cadeias no estado nao deformado
é 0 mesmo para o conjunto de cadeias livres e ¢ dado pela expressao (R?) = Nb3.

3. Nao ha variagao no volume durante a deformagao.

4. Durante a deformacao, os pontos das juncoes entre as cadeias movem-se como se
estivessem imersos num continuo elastico. Assim, o comprimento das componentes de
cada cadeia varia na mesma proporg¢ao (deformacao afim).

5. A entropia e a energia livre da rede é a soma das entropias e das energias das cadeias
individuais, respectivamente.

A consideracao 4 é a chave principal para toda teoria classica, pois ela relaciona a
deformagao que cada cadeia sofre com a deformagao macroscopica do material. Logo é
justificavel o fato das flutuagoes dos pontos das jungoes serem ignoradas, considerando-
os fixos nas suas posigdes mais provaveis. A consideragao 5 é conhecida como modelo
fantasma, pois ignora a interacao entre as cadeias.

2.1 Teoria Gaussiana Classica

Como citado anteriormente, supomos que a energia livre é de origem puramente en-
trépica. Portanto, tomando como partida a energia livre de Helmholtz, verificamos que

FS = —]{JBTIH P(;(R), (21)
sendo kp a constante de Boltzmann e T a temperatura. Da equagao (1.32), a equagao

(2.1) torna-se

3R?

Como estamos interessados na variacao da energia do estado deformado e do nao defor-
mado, a constante da equacao acima pode ser desconsiderada. Devido a forma quadratica
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da equagao (2.2) em R, dizemos que a expressao apresenta uma notavel semelhanga com
a lei de Hooke e portanto, os polimeros podem ser considerados como molas entropicas
com constante eldstica igual a 3kpT /Nb3.

Supondo que o vetor que liga as duas extremidades de uma cadeia seja dado por R? e
que a deformacao aplicada sobre a cadeia seja escrita em funcao do tensor de deformacao,
Aij, temos que qualquer vetor no estado deformado pode ser escrito em fungao do vetor
no estado nao deformado e do tensor de deformacao, isto é,

R; = \i; R}, (2.3)

com ¢ representando as diregoes principais x, y e z. Logo, usando a representagao da
equagao (2.3), a energia livre da cadeia deformada pode ser reescrita como

3
0
3kT , o1 0

Sabendo que a energia livre da rede é a soma das energias das cadeias individuais (con-
digdo 5), calculamos a densidade de energia livre da rede no estado deformado tomando
a média da energia livre por cadeia sobre suas configuragoes iniciais,

F = ng <F8(R>>P(R0)
::m/gmwm%ﬂﬂ (2.5)

O fator multiplicativo n, é a quantidade de cadeias por unidade de volume (condigao 1).
Tendo em vista (2.4), a equagao (2.5) é dada por

3kgT
SNV

F=n, AQ@/@@PMEWWR (2.6)

A integral, que ¢ o valor médio da quantidade RYR) ?, ¢ resolvida a partir da equagao
(1.32) e resulta na seguinte expressao

1
<R$$>=§N%aﬂ. (2.7)

Usando a equagao (2.7), constatamos que a densidade de energia livre (eq. (2.6)) se reduz
a

1
F = 5 nSkBTAﬁAlk 5jk

_ BT

= L0+, +00), (2.8)

2[(RY--- RY)Py(Ro)d°Ro = (RY--- RY).
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em que u = ngkpT e a matriz deformagao, \;;, é diagonal. Uma outra maneira de
representar a densidade de energia livre é em termos dos invariantes [2]

I = MN+MN+A,
IQ = ()\1)\2)2 + ()\2)\3)2 + ()\3)\1)2, (29)
13 = A%)\%)\;

que sao independentes da escolha do eixo de coordenadas. A condicao de volume cons-
tante durante a deformacao conduz a I3 = 1, e conseqiientemente, os invariantes Iy e I
podem ser considerados com duas variaveis independentes que sao determinadas por trés
proporgoes de extensao. Por fim,

F(I) = g I (2.10)

Nesse caso, a densidade de energia livre de deformacao, que é dada pela variacao das
energias do estado deformado e do nao deformado, assume a forma

AF(I}) = g(h —3). (2.11)

A partir da densidade de energia livre obtemos a expressao da tensao nominal® (tensao
por area nao deformada) para diferentes tipos de deformagdes. Com o intuito de veri-
ficar a validade da teoria eldstica com as propriedades de materias elasticos, por meio
da distribuicao Gaussiana, centralizamos nosso trabalho apenas na deformacao uniaxial.
Embora seja limitada por apenas uma direcao, esse tipo de deformacao permite verifi-
car facilmente se o modelo apresenta ou nao o efeito de cadeia finita. Neste caso, temos
A =aedy =3 =1/y/a, resultando em [; = a’+2 /a . Pelo fato da incompressibilidade
das borrachas (A A2A3 = 1), a tensdo ao longo de duas das trés diregoes principais sao
variaveis independentes. Finalmente, a densidade de energia livre de deformacao, para a
deformagao uniaxial é

AF(a) = g (a2 + 2 - 3) . (2.12)

Tendo em vista a equagao (2.12), a tensao® eldstica é obtida por meio da relagao o =
OF(«)/0a, ou seja,

o(a) = p <a - %) | (2.13)

Para um completo entendimento da densidade de energia livre, necessitamos de uma
comparacgao entre teorias e experimentos. Para caracterizar a densidade de energia livre

3Existe também a tensdo verdadeira, que é a tensdo sobre a area deformada. Na teoria eldstica
classica, que é limitada por pequenas deformagodes, a diferenca entre a tensao nominal e a verdadeira
nao é relevante, visto que a area nao varia significadamente. No entanto, a diferenca entre as tensoes é
notével no caso de grandes deformagées.

4Por simplicidade, a tensdo nominal serd citada apenas como tensdo.
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experimentalmente, examinamos a relacao entre forca e tensao de borrachas vulcanizadas
sobre alguns tipos de deformagoes e entao, comparamos com os dados preditos pela teoria.
O comportamento da densidade de energia livre de deformacao e da tensao em relagao a
deformagao (uniaxial) esta explicito na figura 2.1.
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Figura 2.1: (a) Grafico da densidade de energia livre de deformacao em fungao da defor-
magao uniaxial a. (b) Grafico da tensao em fungao da deformacao uniaxial . Ambos
com p = 1.

Comparando a curva tedrica (eq.(2.13)) com a curva experimental® (figura 2.2) [2],
o desvio da teoria Gaussiana torna-se evidente a medida que a deformacao aumenta. O
comportamento de elastomeros sujeitos a pequenas deformacoes obedece a teoria Gaussi-
ana, por isso nao observamos o desvio da teoria. A vantagem da teoria Gaussiana (que é
limitada a regides de pequenas deformagoes) é a simplicidade matemética, pois o calculo
da densidade de energia livre envolve o valor médio da quantidade InP(R), que nao é nada
trivial para distribui¢oes nao-Gaussianas. As propriedades estatisticas de cadeias longas
sao bastante complexas, é por esse motivo que no trabalho presente, analisaremos apenas
as propriedades que podem ser convenientemente investigadas por meio de cadeias ideais.
As propriedades estatisticas de tais modelos envolvem somente consideracoes geométricas
e podem ser facilmente detalhadas. Mas, mesmo com modelos simplificados, o grau de di-
ficuldade dependera do limite de deformacgao considerado. Se deformagoes moderadas sao

5Independente do material e da temperatura a curva da tensio em funcdo da deformacdo apresenta
o mesmo comportamento qualitativo, diferenciando apenas no coeficiente p = nskpT, definido pelo
comportamento na regiao de pequena deformacao, e pelo tamanho das cadeias que compoem a rede
polimérica, caracterizado pelo comportamento de crescimento da curva na regiao de grandes deformacoes.
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Figura 2.2: A analise grafica pode ser feita em trés regides distintas de deformacao. A pri-
meira é no dominio de pequenas deformacoes, em que a aproximacao Gaussiana concorda
com os dados experimentais [2]. A segunda é no dominio de deformagoes intermedidrias.
Nesse limite, a curva tedrica diverge da cuva experimental devido alguns fatores que nao
foram considerados na teoria classica, como flutuagoes nas jungoes, entrelacamentos entre
as cadeia, etc. A terceira regiao é aquela que indica a falha da teoria Gaussiana no limite
de grandes deformacoes, evidenciando o efeito de cadeia finita.

envolvidas, verificamos que o tratamento estatistico Gaussiano é suficiente. Mas quando
consideramos grandes deformagoes esse tratamento torna-se inadequado e um tratamento
nao-Gaussiano mais elaborado deve ser usado. Alguns tratamentos nao-Gaussianos serao
analisados nas secoes subseqiientes.
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2.2 Distribuicao de Langevin

Vimos até agora que, o desenvolvimento da teoria estatistica de uma rede tem sido
baseada na distribuicdo Gaussiana, a qual assume que a distancia ponta a ponta (R) é
muito menor que o comprimento méximo da cadeia (Nby). Por esse motivo, esse tipo
de aproximacao é limitada a pequenas deformacoes. Na secao anterior, verificamos que
na regiao de grandes deformagoes, em que a cadeia é altamente extendida, o tratamento
Gaussiano nao é vélido e uma teoria nao-Gaussiana mais completa deve ser introduzida.

O tratamento estatistico nao-Gaussiano de uma cadeia considera a extensibilidade
finita da cadeia e conduz a uma forma mais realistica da funcao de distribuicao, que
¢ valida para qualquer regiao de deformacao, respeitando o efeito de cadeia finita. O
primeiro tratamento nao-Gaussiano a ser analisado é o tratamento estatistico de Langevin
8].

Partindo da fungao de distribui¢ao de Langevin (eq. (1.29)), obtemos a energia livre

por cadeia,
3/ RN\ 9/ R\ 99 (R\°
2 Iy S ] 2.14
Z(Nbo) T30 <Nb0) 350 (Nbo) - ] @1)

A constante da expressao (2.14) pode ser omitida pelo simples fato dela nao interferir na
densidade de energia livre de deformagao. Como a densidade de energia livre da rede é a
soma das energias das cadeias individuais, a densidade de energia livre da rede no estado
deformado, empregando a expressao (2.5), é

P [ (EY (R Ry
—H )12\ 20 \ Nby 350 \ N
com pu = nskgT. Exibindo o vetor no estado deformado em fungao do vetor no estado
nao deformado (eq. (2.3)), as integrais tornam-se os valores médios radiais. No entanto,

usando a distribuicao de Langevin, nao ¢é possivel encontrar expressoes analiticas para os
valores médios. Para contornar este problema, consideramos R/(Nby) < 1 e aproximamos

a distribuicao de Langevin, como segue,
3 \*? 3/ RN\ 9 (R\"
PR = (=—=5 ~N |2 (= B
() (%Nb@) eXp{ 2<Nb0) i (Nb0> -
9N [ RO\*
1_2_0<W) +] (2.16)
0

3 3/2 _3 oo
- (%Nb%) eXP (2Nbg(R ) )

60 efeito de cadeia finita estd relacionado com o aumento acentuado da densidade de energia livre
quando a deformacao vai se aproximando do limite méximo de extensdo da cadeia.

Fy =cte+ kgT N

PR%)d’R’, (2.15)
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Logo, a energia livre assume a forma

3

A Awm A (RORORS, RY)
NG J

9
20N3b4

99
+ m)\m)\kj)\wl)\wm)\m/\”(R?R?ROR&RQRS) }
3 \Y? 3 9N (RO\*
— - RO)? — | PRO. (21
(QWNbg) eXp( NG )> 20 (Nbo) * (2.17)

Por simplicidade, truncamos a série em sexta ordem em R/(Nby) e ficamos com

3
F = p{2Nb2/\,])\ / RIR)P;(R")d’R’

9
20N 3b4
99
35058

27
- 4ON4b6A@Am / R?R%R&R?,LR?R?PG(RO)d?’RO} : (2.18)
em que Pg(RP) é a funcao de distribuicaio Gaussiana. Dessa forma, os valores médios
radiais se reduzem aos valores médios gaussianos que sao calculados analiticamente pelo
teorema de Wick (eq.1.37 com ¢ = 1), ou seja

+ Ak Mej o Aot / R)RIR, R Pe(R%)d’R"+

+

m n-or

Mt Mg At Ao At Nir / RYRIRYRY, RO R P& (RY)d°R”

(RIR)) = széjk, (2.19)
(R)RYR)\R}) = —N2b4(5”6lm + 610 m + Gimdj1) (2.20)

1
(R)R)R/R) R)R)) = 27]\7366 (04 (8tmOnr + 010 Omr + O1rOrmn)

83t (8jmOnr + Ojnmr + 8jr6mn)

Sim (810 + 05 + 0;001)

8in(8510mr + OjmOur + 01201

8ir (010 + OOt + Ojnbim)] - (2.21)

Usando as equagoes (2.19), (2.20) e (2.21), a densidade de energia livre é reescrita
como

n
v
+
N

1 1
F = M{§()"Lj)‘lj) 20N [(Az])\z]) +2()\kl)\km)\wm)\wl)]

11
1050N2

+ 8()\1“')\163' >\wm)\wl)\tj>\t7‘)] -

[(Neidki)® + 6( Ak i Awr At A Aer)

3
o (2.22)
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E notével que a expressao analitica da densidade de energia livre (eq. (2.22)) depende
apenas do tensor de deformacao e da quantidade de mondémeros (V). Considerando o
tensor de deformagao diagonal, temos

1 35 1
F = —I — I+ —(I? — 41
DTy AT A
11
W(Mf— 12115 + 813) | . (2.23)

Por meio da densidade de energia livre, podemos obter a tensao e entao, comparar os
graficos da densidade de energia livre de deformacao (figura 2.3) e da tensao (figura 2.4) em
funcao da deformagao com a aproximacao Gaussiana. Para tal analise, consideraremos
apenas a deformacao uniaxial, ou seja, \; = a e Ay = A3 = 1/y/a. Desse modo, a
densidade de energia livre é

1 /2
RN RS

1 2 L)\ 2\ 3/2
- — 21 — — — | =
50N (a—i-a) + (a2+a> 5 (a—i—a
11 2 L)\ 2 N/(2 2
— (= 6= = 8= (2.24
10502 (a—l—oz) + (a+0z><a2+a t8| 5 ta (2.24)

A figura 2.3 mostra a dependéncia da densidade de energia livre de deformacao com
a deformagao. Comparamos os graficos das densidades de energia livre de deformagao
considerando a série truncada em quarta e sexta ordem em R/(Nby) com a densidade
de energia livre Gaussiana (figura 2.3a). Em seguida, visto que a aproximagao em sexta
ordem em R/(Nby) exibe melhor o efeito de cadeia finita, mantemos a ordem e variamos
N, constatando que para N suficientemente grande a densidade de energia de Langevin
se aproxima do caso Gaussiano (figura 2.3b).
Por fim, obtemos a expressao da tensao,

(o, N) = u{(a—é)
i) () 2) o)
+ ﬁ[(i(a—%) (§+a2)2+36<—§+a2+a5)
+ 48 (&—é)” (2.25)

e comparamos graficamente (figura 2.4) seu comportamento com a deformagao. Podemos
verificar que a tens@o recupera o caso Gaussiano para N suficientemente grande (figura
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Figura 2.3: Graficos da densidade de energia livre de deformagao em funcao da deformacao
uniaxial «. (a) Duas ordens de aproximacao em R/(Nby), com N fixo e p = 1. (b)
Aproximagao de sexta ordem em R/(Nby) para trés valores de N, com p = 1.

2.4b). A vantagem da estatistica de Langevin sobre a Gaussiana é o efeito de cadeia
finita. No entanto, na figura 2.4a nota-se a fraca convergéncia da série quando conside-
ramos grandes deformacoes e por isso, seria necessario considerar infinitos termos, o que
conduziria a dificuldades matematicas. Além do que, os valores médios nao sao calculados
analiticamente e o valor da quantidade (R?) ¢ diferente de N3 (valor obtido pelo modelo
de cadeia livremente conectada). Uma alternativa que contorna este problema ¢é dada pela
estatistica g-Gaussiana, como veremos na secao seguinte. Embora seja necesséario realizar
uma expansao usual mantendo o problema de convergéncia, os valores médios radiais sao
calculados analiticamentes e (R?) é igual a Nb.
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Figura 2.4: Gréficos da tensao em fungdo da deformagao uniaxial a. (a) Duas ordens
de aproximagao em R/(Nby), com N fixo e = 1. (b) Aproximagao de sexta ordem em
R/(Nby) para trés valores de N, com p = 1.

2.3 Distribuicao q-Gaussiana

Apuramos anteriormente que, no dominio de grandes deformacbes a aproximacao
Gaussiana nao ¢é satisfatéria e que a estatistica de Langevin apesar de abranger toda
regiao de deformacao apresenta dificuldades mateméaticas. Portanto, é necessario o uso
de uma outra aproximacao para descrever quantitativamente o comportamento das pro-
priedades estatisticas sobre grandes deformacoes, sem perder a simplicidade matematica
da estatistica Gaussiana. Foi proposto [13] entdo, o uso da distribuicao g-Gaussiana
(eq.(1.42)) apresentada por C. Tsallis [11, 12], que é uma generalizagao da funcao expo-
nencial.

A energia livre por cadeia, de forma analoga ao caso da aproximagao Gaussiana, é de
origem entrépica e é dada por Fy = —kgTInP(R). Dessa forma, da equagao (1.42), temos
que a energia livre por cadeia é

3N -5 R?

o termo Cy apresenta dependéncia apenas na varidvel N (quantidade de monomeros da
cadeia). Logo, quando calculamos a variagdo da densidade de energia livre do estado
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deformado e do nao deformado esse termo desaparece, pois a tensao depende somente
dos termos que apresentam dependéncia na variavel R e por isso, o termo Cy pode ser
ignorado nos calculos seguintes.

Da equagao (2.5), a densidade de energia livre da rede no estado deformado é escrita

como
3N —5 R?
F=—p ( 5 ) /m (1 — NT%) P,(Ro)d’Ry. (2.27)

No entanto, a solucao da integral nao é nada trivial. A opc¢ao para nosso problema
¢ efetuar um desenvolvimento em série de Taylor” da funcao logaritmica considerando
R? < N?b% (efeito de cadeia finita), ou seja,

F = 3N =5 /i2_|_1 i 2_|_1 iQ 3"r‘
DA N T2\ N ) T3\ v

Como R; = \;;RY, temos que

P M(SN—5>/|:>\ij)\ikR?R2 Air i\ jmAjn RUR) R) R

P,(Ro)d’Ry. (2.28)

> N INTHE
Aip Mo A A N A RORORORO RO RO
A e PR ] P (ROPR. (220
0

Usando a defini¢ao de valor médio, a equagao (2.29) nos leva a

3N -5 1 1
F = u( 5 ) { N%%AUAZ-,C <R?R2>q+m)\ik)\il/\jm/\jn (RR/RyRy),

1
+ 3N—6bgAipAiqurAjhAkmAkn <R§R§RSRgR9nR2>q + - } . (2.30)

O valor médio da quantidade R} R} é dado na equacao (2.7) e as quantidades (R R} R, R))
e <ROR0ROR§1R&R2>Q sdo obtidas pelo teorema de Wick generalizado (1.37), isto é,

q

pmTqm T
0 PO R0 RO Ngb%
(RR'R, Ry, 3(3N+2)[M + OkmOn + OknOim] (2.31)
e
N5b§
RORO RO RO RO RO — 0
(RpBig e B B ), 33N +2)(3N +4)
X [6pq(5rh5mn + 5Tm5hn + 6rn6hm)
+ 5pr(6qh§mn + 5qm5hn + 5qn5hm)
+ 5ph(5qr5mn + 5qm5rn + 5qn5rm)
+ 5pm(5q7"5hn + 5qh(;rn + 5qn57"h)
+  Opn(0grOnm + Iqn0rm + OgmOrn)] - (2.32)
71n(1—x):—;v—§—§—--- para z < 1.
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A partir desses resultados, a densidade de energia livre (eq.(2.30)) é reescrita como

3N —5 1 1
“( 2 > [3N( i)+ RN T gy A him A+ 2Aadadsids)
1
9N(3N n 2)(3N+4) ((Azp)\lp)\jr)\]r)\km)\km +6)\1p)\zp>\jm)\]n>\km>\kn
+ 8hipAimAjpAjn AemArn)) + -] (2.33)

Podemos verificar que a expressao para a densidade de energia livre depende somente da
variavel N e do tensor de deformacao. Analogamente a energia livre para a estatistica
Gaussiana, consideramos o tensor de deformacao diagonal (A =diag(A1A2A3)) e represen-
tamos a densidade de energia livre em relagao aos trés principais eixos de deformagao,

_ KD 242 2
F o= 2(1 BN){()\1+>\2+)\3)

1
— [N HE XA 2\ NN
F NI ) R A 20 A )
1
+ A2+ A\2 4023
27N2(1+?%N)(1+?%N)[(1 2+ )
+ 6 A E AT F N A F SN A A+ - } . (2.34)

Um procedimento que pode ser adotado para truncarmos a série é considerarmos termos
em ordem 1/N, de forma que, até segunda ordem ficamos com

5 1 7
F(l, b, Iy) = g{(l_?)—N) 11+6—N(1—3—N) (312 — AL

1
+ W(wlf — 361115 + 24[3)} : (2.35)

Por fim, a expressdo (2.35) retrata a densidade de energia livre eldstica. Como a
densidade de energia livre elastica de deformacao é dada pela diferenca de energias do
estado deformado e do nao deformado, temos que

AF(Ly, I, I3) = F(I,, I, I3) — F'(3,3,1). (2.36)

Na secao seguinte, vamos usar o resultado anterior para dois tipos de deformacoes, a
deformagao uniaxial e o cisalhamento simples.

2.3.1 Deformacao Uniaxial

Nesse tipo de deformacao, uma das trés direcoes principais é aumentada numa pro-
porcao de « e, conseqiientemente, as outras duas sao reduzidas respeitando a condicao de
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volume constante (incompressibilidade do material), resultanto em A\ = a e Ay = A3 =
1/y/a. Os invariantes correspondentes a deformagao uniaxial sao

2

L, = Z ol
(0%
1
Ig == —2—1—2@
(6]
L = 1. (2.37)

Nosso primeiro passo é escrever a expressao da densidade de energia livre (eq.(2.35)) em
termos da deformacao a mantendo N fixo e, entao, verificar a convergéncia da série. Da

equagao (2.37), temos
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Figura 2.5: Gréficos da densidade de energia livre elastica de deformacao em funcao da
deformagao uniaxial. (a) Trés ordens de aproximagoes em 1/N, com N =25¢ = 1. (b)
Aproximagao de segunda ordem em 1/N, com p = 1.
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A dependéncia da densidade de energia livre eldstica de deformagao (eq.(2.36)), para a
deformagao uniaxial, em relacao a deformacao esta ilustrada da figura 2.5. Com a analise
grafica, constatamos que a aproximagao g-Gaussiana é destinada ao melhoramento da
curva tedrica no regime de grandes deformacoes. A convergéncia da série da equagao
(2.35) é testada usando aproximacoes de ordens segunda, primeira e zero em 1/N, com
N = 25 (figura 2.5a). Nota-se que a aproximagao de ordem zero concorda com a curva
Gaussiana. Ainda que para um entendimento estatistico completo seja necessério o uso da
série infinita, podemos verificar o efeito de cadeia finita, no regime de grandes deformacoes,
quando truncamos a série em segunda ordem em 1/N. Considerando entéao, a aproximagao
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2504 Ordem 1, N=25 801

Ordem 0, N=25

Ordem 2, N=100
Ordem 2, N=50

200+
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Figura 2.6: Gréficos da tensao em funcao da deformagao uniaxial . (a) Trés ordens de
aproximacao em 1/N, com N fixo e p = 1. (b) Aproximagao de segunda ordem em 1/N
para tres valores de N, com p = 1.

da série até segunda ordem em 1/N, podemos verificar o comportamento da densidade de
energia livre elastica de deformacao quando variamos a quantidade N, veja figura 2.5b.
Assumimos trés valores para N (N = 50, N = 100 e N = 500) e comparamos com a curva
Gaussiana. Vale lembrar que quanto maior a quantidade de monomeros (N) maior é a
aproximacao da curva g-Gaussiana com a Gaussiana e que quanto menor a quantidade
de mondmeros, maior é o desvio em relagao a curva Gaussiana. Isso significa que quando
observamos pequenas deformacoes da rede que contém uma quantidade razoavelmente
grande de monomeros, o efeito de cadeia finita nao é evidente e a distribuicao q-Gaussiana
recupera a Gaussiana no limite de N muito grande.
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Tomando a derivada da energia livre (eq. (2.38)) em relagao a deformagao «, obtemos
a tensao, isto é,
H 5 2 2
Ny = Blf1-2) (2
e = 5|(ay) (G )
32

1 —144 9 5
+ W (7 + 54a” + 90« >:| . (239)

De tal forma, podemos examinar a relacao entre tensao e deformacao por meio de trés
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Figura 2.7: Graficos de Mooney-Rivlin para a deformagao uniaxial, considerando a apro-
ximagao de segunda ordem em 1/N e p = 1.

graficos. Primeiramente, analisamos as aproximacoes das ordens segunda, primeira e zero
em 1/N, mantendo N fixo (figura 2.6a). Visto que a aproximagao de segunda ordem em
1/N ressalta o efeito de cadeia finita, mantemos a segunda ordem fixa e comparamos o
comportamento da tensao para trés valores distintos de N, N =50, N =100 e N = 500
(figura 2.6b). Em ambos os casos, constatamos que no limite de N grande a tensao g-
Gaussiana recupera a Gaussiana. Para finalizar, apresentamos o grafico de Mooney-Rivlin
(figura 2.7), o/(a— a™2) x a™!, o qual ressalta que o desvio maior da teoria g-Gaussiana
com a Gaussiana é no limite de grandes deformagoes.
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2.3.2 Cisalhamento Simples

Cisalhamento simples é um tipo de deformacao que quando aplicada num cubo, por
exemplo, as faces laterais desse cubo sao transformadas de tal modo que o cubo assume a
forma de um paralelepipedo, como na figura 2.8. A quantidade de cisalhamento é medida
pela tangente do angulo ¢, que forma entre a normal e o plano inclinado. Como conside-
ramos o volume constante durante a deformacao, os trés eixos principais de deformacao
podem ser expressos em termos da deformacao a, isto é, Ay = a, Ao =1 e A3 =1/a. A
quantidade de cisalhamento também pode ser medida em termos da deformacao principal
«, da seguinte forma,

1
T=tgp=a——.
(6

A densidade de energia livre (eq.(2.35)) em termos da deformagao «, para o cisalhamento

simples é

5 1
R 14a?t 2 2+2 Loty
6N 3N T R
1 ,  1Y)? , 1 .1
l+a"+—= ) +6(1+a"+5 ) (1+a"+—
(6] (6] o

27N?

+ 8(1+a“+é9}+-~}. (2.40)

A dependéncia da densidade de energia livre em relacao a deformacao estd explicita

+
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Figura 2.9: Gréficos da densidade de energia livre elastica de deformacao em funcao da
deformagao «, para o cisalhamento simples, usando aproximacao de segunda ordem em
1/N, com pu = 1.

na figura 2.9. Consideramos apenas a aproximagcao de segunda ordem em 1/N, pois ja
verificamos na deformagao uniaxial que essa aproximagao exibe melhor o efeito de cadeia
finita. Assim, verificamos, mais uma vez, que no limite de N suficientemente grande
recuperamos a forma Gaussiana. Uma maneira simples de obter a expressao da tensao é
partindo da energia de deformagao (ou trabalho de deformagao) por unidade de volume.
No caso do cisalhamento simples, o tinico trabalho realizado é o que é feito pela tensao
de cisalhamento t,, (figura 2.8), por isso, para um aumento equivalente a dvy na tensao,
temos

dF = t,,dy, (2.41)

sendo que ,, ¢ a tensao verdadeira. Como estamos analisando a tensao nominal, usamos
a seguinte relacao:

da
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e, entao, obtemos a expressao para a tensao

ola,N) = u{(l—?)iN) (a_é)
bR 2) () -2
v L <1+a2+$>2(a—$)+4<1+cy2+$) (oﬁ—%)
v oo D) (e N ws(e- D)L (2.43)

Na figura 2.10, notamos novamente o efeito de cadeia finita quando consideramos um
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Figura 2.10: Graficos da tensao de cisalhamento em fun¢ao da deformacao «, com apro-
ximacao de segunda ordem em 1/N, para trés valores de N e p = 1.

valor nao muito grande de N e que para N suficientemente grande recuperamos o caso
Gaussiano. Apesar do comportamento da tensao de cisalhamento ser similar ao compor-
tamento da tensao uniaxial, as duas deformacoes sao completamente diferentes.

A vantagem da estatistica q-Gaussiana quando se usa o desenvolvimento em série da
fungao logaritmica, como na expressao (2.24), é a simplicidade matemadtica. No entanto,
quando R/Nby > 1/2 a convergéncia da série ndo ¢é satisfatéria e mais termos deveriam ser
considerados. Nesse caso, a complexidade aumenta, pois teriamos que calcular momentos
de ordens superiores. Devido as dificuldades matematicas encontradas nos varios modelos
sugeridos, teorias fenomenoldgicas tém sido desenvolvidas com o intuito de descrever
comportamentos eldsticos na regiao de grandes deformacoes. No apéndice B encontramos
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alguns modelos fenomenoldgicos. No entanto, nenhum modelo fenomenolégico ja proposto
na literatura, apresenta uma fundamentacao microscopica.

Portanto, em busca de um modelo microscépico valido para qualquer regiao de de-
formacao e para qualquer tipo de deformacao, no capitulo seguinte apresentaremos um
novo desenvolvimento em série para contornar a fraca convergéncia da série desenvolvida
nessa secao. Assim, obteremos uma expressao analitica para a energia livre e, conseqiien-
temente, uma expressao da tensao em funcao da deformacao valida para toda regiao de
deformagao.
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Capitulo 3

Uma Expansao Generalizada na
Elasticidade das Borrachas

No capitulo 2, verificamos que quando estamos interessados em descrever o estado de
deformagao de materiais elasticos para diferentes tipos de deformacoes em qualquer regiao
de deformacao, devemos ir além da teoria Gaussiana classica. Assim, muito modelos tém
sido propostos fundamentados em distribui¢oes nao-Gaussianas que ressaltam o efeito de
cadeia finita. O problema principal desses modelos é a dificuldade matemaética encontrada
quando se quer calcular, por exemplo, a densidade de energia livre da rede.

Vimos anteriormente, que o modelo g-Gaussiano descreve as propriedades estatisticas
na regiao de grandes deformagoes quando ¢ feito um desenvolvimento em série de Taylor
da energia livre por cadeia considerando R/Nby < 1. No entanto, sabemos que a série nao
apresenta convergéncia satisfatéria na regiao de R/Nby > 1/2. Portanto, nesse trabalho,
sugerimos um novo desenvolvimento em série de Taylor, para a energia livre por cadeia,
que contorna a fraca convergéncia. A convergéncia da série é testada, comprovando ser sa-
tisfatoria. Esse desenvolvimento apresenta uma melhor descricao dos dados tedricos com
os dados experimentais na regiao de grandes deformacoes, assinalando o efeito de cadeia
finita. Como estamos interessados em descrever o comportamento experimental em toda
regiao de deformacao, interpolamos nossa expressao da densidade de energia livre com a
teoria de Mooney-Rivlin [2], para ajustar a curva tedrica com a experimental. A intro-
ducao deste termo ¢é necessaria, visto que na regiao de deformacoes intermediarias o desvio
se da pelo fato da omissao de alguns fatores, como flutuacoes nas jungoes, entrelagamentos
entre as cadeias, etc, e nao pelo efeito de cadeia finita.
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3.1 Expansao Generalizada

Como nosso objetivo é encontrar uma expressao analitica para a densidade de energia
livre e a partir dela descrever propriedades eldsticas na regiao de grandes deformacoes,
partiremos da expressao da densidade de energia livre (eq.(2.5)) demonstrada no capitulo
2, ou seja,

Fen, / F.(R)P(Ro)dRo,

com Fy(R) sendo a densidade de energia de uma cadeia no estado deformado. O ponto de
partida para nossa aproximagao é considerar que os pontos das jungoes entre as cadeias
movem-se com a deformacao como se estivessem imersos em um meio elastico continuo.
Assim, o comprimento das componentes de cada cadeia varia na mesma proporcao das
dimensoes correspondentes ao corpo macroscopico. Eo que chamamos de deformacao
afim. Nesse caso, podemos representar o vetor como R; = )\in?, em que \;; ¢ a matriz
deformagao. Admitindo \;; diagonal, R?, em coordenadas esféricas, pode ser escrito como

R* = (A sen’fcos® ¢ + A3 sen’d sen’¢ + Aj cos” 0) Ry.
Utilizando a notacao simplificada
N (0,9) = (A; sen®d cos® ¢ + A3 sen’d sen’p + A3 cos® §)
temos
R? = )\(0, ) R3. (3.1)

Dessa maneira, apresentamos a densidade de energia livre na forma
F= ns/RSdRO/FS(AZ(H,cb),RS) P(Ryo)dS). (3.2)

No entanto, quando consideramos a distribuicao exata a integral nao é trivial. Por isso,
sugerimos um desenvolvimento em série de Taylor da fungao F,(A\*(6,¢), R%) exata em
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torno dos valores médios (A\?) e (R2), como segue,

OF
02| ¢

Fo(\* Rg) = F (V%) (Rg)) +

1 0K 2 2\\2 [ p2 2
T 2a0am (V= (W) (RG = (Rq))

1 83F3 2 2 2 2\\ 2
T QORI (V= (W) (Bg = (Rg)) "+, (3.3)

em que, por simplicidade, omitimos a dependéncia de F, com \? e R2 (F, = F,()\?, R%)).
Da equagao (3.3), a densidade de energia livre pode ser reescrita como

P (RO (R + ] {00 0%)
03
97 8~ P+ g (0 09))
22=(x2] A2=(52)
© SR o 8~ (D) + g (= ) (02 = )
=32 A2=(x2)
0| 02 O | 54
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com

(RS~ (R2))’) :47T/R(2) (R2 — (R2))’ P(Ro)dR, (3.5)

(32 =)' = / / — (A2)) send db do. (3.6)

Dessa forma, a densidade de energia livre da rede pode ser representada em termos da
série

F =, Y004 (O = (2))1) (B (RA)Y) (3.7

desde que

19 YRR
A2=(x2)

Cij = (3.8)

3.2 Teste de Convergéncia

Nesta secao, vamos mostrar que este procedimento de expansao leva a uma série
rapidamente convergente, de modo que podemos considerar apenas alguns termos da
série para descrever de uma maneira satisfatoria toda regiao de deformacao. Para isso,
usaremos a distribuicao generalizada de Fixmann and Alben introduzida por Erman e
Mark [4],

3R?

P(R) = PoeXp {—W
0

2\¢&
-6 (R) } : (3.9)
em que Py é a constante de normalizacao, § e £ sao parametros ajustaveis. NOs esco-
lhemos essa distribui¢ao por sua simplicidade e facilidade em obter resultados numéricos
exatos. Para essa fungao de distribuicao (eq. (3.9)), a energia livre por cadeia no estado
deformado, em coordenadas esféricas, é

3\2R2

F 2 2\ T2 =0
W% Bo) = ki (szg

+ ﬁ(A?Rg)f) , (3.10)

em que omitimos a constante que surge do fator de normalizacao. A densidade de energia
livre da rede assume a forma

_ 3)\2R3 2 P2\ & 3
0

47



com pu = ngkgT. Para verificar a validade do modelo proposto aplicamos a deformacao
uniaxial. Nesse tipo de deformagao temos \; = a e Ay = A3 = 1/y/a e a expressao para
a densidade de energia livre em termos dos principais eixos de deformagao fica

o / 3 (a sen?@ cos® ¢ + 1/ sen?d sen?¢ + 1/ cos® 0) R3
- INB2
+  B((A] sen®@cos® ¢ + A sen’d sen’¢ + A cos® 0) R;)*) P(Ro)d’Ryo. (3.12)

A integral é feita numericamente considerando N = 50, = 0.01 e £ = 3.2. O comporta-
mento da energia livre em funcao da deformacao o é comparada com a energia livre da
rede quando usamos varios tipos de aproximacoes para a energia livre representada na
forma da equagao (3.7). Consideramos a série até termos em que i + j = 0, 2 e 3 (figura
3.1a), depois até termos com i e j até 0, 2 e 3 (figura 3.1b), em seguida comparamos com o
resultado numérico exato. Analisando a figura 3.1, verificamos claramente a convergéncia

3000+ 3000+

Exata
i+j=0,N=50
i+j=3, N=50
2000 - 2000 -
— —
z z
3 3
[ d e
L L
g <
1000 1000
0+ 0+
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
¢4 a

Figura 3.1: Gréficos da densidade de energia livre elastica de deformacao em funcao da
deformagao uniaxial, com g = 1. (a) A série com os termos i + j = 0, 2 e 3 comparada
com a solu¢ao numérica exata. (b) A série com os termos i e j até 0, 2 e 3, comparada a
solucao numérica exata.

satisfatéria quando poucos termos da série sao considerados. E importante dizer que,
para valores diferentes dos parametros N, (§ e &, nds obtemos resultados similares ao
apresentado.
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3.3 Aplicacao no Modelo de Cadeia Livremente Co-
nectada

Visto que a série apresenta convergéncia satisfatéria, partiremos da funcao de distri-
buicao obtida pelo modelo de cadeia livremente conectada, constituida por N monémeros
de comprimento by e com todas as direcoes tendo a mesma probabilidade,

PR, N) = (er)g /dk ek R (%)N (3.13)

Da distribui¢ao (3.13), os valores médios da parte radial sao calculados analiticamente
pela funcao caracteristica,

sen(Nbg) 1™
c(k) = {W} ; (3.14)
isto é,
(R*™) = lim(—1)"(2m + 1)9;™c(k). (3.15)

k—0

Assim, os valores médios da parte radial sao

(R*) = Nbj,
4
(R = ZD(-215N)
6
(R%) = %%(16—42N+35N2),
8
(R%) = N_bO(—144 + 404N — 420N? + 175N?),

15

Os resultados dos valores médios radiais sao usados para obter as quantidades ((RZ — (R3))?).
Por exemplo,

(B3 —(Rg)) = 0,

2 2\\2 214 Nbé

(R —(R3))*) = —N7by+ S (—2+5N),
1

(RS — (R3)®) = 20§ — NBi(=2+ 5N) + 5 NUj(16 — 42N + 35N°2),

2 2\\4 418 318 4N2bg 2
((R§—(R3)') = —3N"b§+2N?b5(—2+5N) — (16 — 42N + 35N?)

NS ) .
+ 5 (F144 4 404N — 420N* + 1T5N7),

(3.16)
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Na parte angular temos

1 27 s
—/ / senfdfdo =1,
dr J, 0

1 2r  pmw 2 2 2 i
_/ / A2senfdfdeo = At A+ 1
dr o Jo 3

3 )
1 o " 4 1 2 2 2 242 242 242
el A Nsenfdfdp = B [BOAF + A3+ A3) + (ATA] + ATAS + A3A3)]
1
= BB -4D),

1 21 s 1
g /0 /O Aosenfdfde = [2(08 + A5+ A9)
+ 3T A+ AN + A3+ A7) 4+ 2A5A303]

1
£(5I§ — 121115 + 813),

1 2T ™ 1
— Nsenfdfdp = —— [15(N8 4+ A5 + A8
. ; /0 Sen (b 315 |: 5( 1 + 2+ 3)
+ 20007 + A9+ A9 (AT 4 A3+ A3) 4 18(ATAS + ATAS + A3A3)]
1
G (351} — 1201715 + 4815 + 961, 13]

Igualmente como é feito na parte radial, os resultados dos valores médios da parte angular
sao usados para obter as quantidades ((A? — (\?))?), isto é,
45

(0= () =
<
8

(
(2= (2)") = (I = 90D +2T1),
(2= ()"

< 16

- 12 - I 2
945( 1 2) ?

Podemos obter também uma expressao analitica para os coeficientes Cj; (eq. (3.8))
usando a representagao de Pade (eq.(1.31))

P (i (RY) e[ ] 19

20

e

Y

N (V)Y = (1 3D,

)\2

(3.17)



em que A é uma constante de normalizacao. Isso se da pelo fato do comportamento da
distribuicao de Pade ser similar ao comportamento da distribuicao exata,

k<i(N-£)

P(R) = 2(N+1)(N1_ S ]; R < ]/j ) (N ok — %)N_Q. (3.19)

Portanto, podemos usar os coeficientes de Pade com o valor médio da quantidade R?
obtida com a distribuigao exata, ou seja, (R?) = Nb3. Dessa forma,

= i n(i- )]
-2
Coz = 18/;\If§b§ (1_;_]1\[> ’
Coy = %(1—;—;)_2,
—4

Das expressoes (3.16), (3.17) e (3.20) obtemos uma expressao analitica para a densidade
de energia livre em termos dos trés invariantes de deformacao, I, Is, e I3,

(3.20)

I I 2 I2-3]
F(I;,N) = u[é—]\fln(l —1>+ Lo

" 3N ) " 45N (1— L)
(N-1) I
+ 27N? I )2
(1-3%)
4 (N=1 (7 =3L)A+3%) (3.21)
135 N2 (1- 31_]1V)4 '

Por conveniéncia, consideramos a série até termos de ¢, 7 = 2. Note que essa expressao
apresenta convergéncia satisfatéria na regiao de grandes deformacoes e que a extensao
maxima permitida é preservada até quando consideramos a série apenas com os termos i,
J=0,In[1—1I,/(3N)]".

Com a expressao (3.21), podemos obter a tensao analitica para qualquer tipo de defor-
macao e, entao, comparar com os dados experimentais e com outros modelos moleculares
ja sugeridos na literatura. Para uma descricao completa, o ideal seria aplicar a expressao
da tensao para varios tipos de deformacoes. No entanto, é muito dificil encontrar na

INesse caso, a expressao da densidade de energia livre de deformacdo é semelhante a energia livre
fenomenolégica sugerida por Gent [31] (Apéndice B).
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literatura dados experimentais de deformacgoes biaxial, cisalhamento, etc. Por isso, apli-
camos a expressao da tensao apenas para a deformacgao uniaxial. Embora esse tipo de
deformagao seja apenas um caso simples de deformagao entre todas as deformagoes fisicas
possiveis, a partir dela conseguimos verificar o efeito de cadeia finita e comparar com os
dados experimentais, que sao facilmente encontrados na literatura.

3.3.1 Deformagao Uniaxial

Na deformagao uniaxial temos \; = a e Ay = A3 = 1/y/a. Em termos dos invariantes,
temos

2
Il = —+Oé2
(6]
1
[2 = —2+204
(6]
I = 1. (3.22)

Sendo a condicao I3 = 1 resultado da incompressibilidade do material. Assim, a densidade
de energia livre elastica para a deformacao uniaxial na sua forma simplificada é

1 /2 2+ a3
F = pl=z(=+a®)=Nh(1-
1[5 G ee) v ()

2 N(—1+a%)? (=14 N)(2 + a?)?
5(2—3Na+0a3)?  3(2—3Na+a?)?

4 N2a(—1+ N)(=1+a®)?(4 +3Na + 2a3)

5 (2 —3Na + a3)? +}

(3.23)

O comportamento da densidade de energia livre eldstica de deformacao em relacao a
deformagao « estd explicito na figura 3.2. Primeiramente, mantemos a quantidade de
monomeros, IV, fixo e analisamos o comportamento para diferentes aproximagoes, consi-
derando a soma em ¢ e j até 2, 3, 4 e 5 (figura 3.2a). Em seguida, figura 3.2b, mantemos
1 e j até 5 e variamos a quantidade N, ambas comparadas com a energia livre Gaussiana.
E claro que, quando tomamos N = 50 o comportamento da densidade de energia livre
elastica de deformacao se desvia completamente do comportamento Gaussiano, evidenci-
ando o efeito de cadeia finita e para N suficientemente grande, recuperamos a Gaussiana.
Além do que, podemos verificar novamente a convergéncia satisfatéria da série.

A derivada da densidade de energia livre elastica em relacao a deformacao o nos da a
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40

Gaussiana Guassiana

30| ij=2,N=25
i,j=3,N=25

304 i,j=5,N=100

i,j=5, N=500

20

AF(c,N)

10

Figura 3.2: Graficos da densidade de energia livre elastica de deformacao em funcao da
deformagao uniaxial. (a) Quatro tipos de aproximagoes para a série, com N =25 e u = 1.
(b) Aproximagao i e j até 5 para trés valores de N, com p = 1.

expressao analitica para a tensao,

(—1+a®)(2—-9Na+a?)
3a2(2 = 3Na + a3)
12N(—=1+ a®)(N — 3a® + 2Na?)
5(2 — 3Na + ad)3
AN(=1+ N)(=2+ a® + ab)
(2—3Na+ a3)?
SN?(—1+ N)(—1+a?
- e N+ 2a)
+ 22+a°)(1—11a®+a°) +3Na(8 — 7a® +8a°%)] +---].  (3.24)

ola,N) =

O comportamento da tensao em relagao a deformagao uniaxial é analisado da mesma
maneira que foi feito na densidade de energia livre elastica. Primeiro, mantemos N fixo e
consideramos quatro aproximagoes para a série (3.7),isto é,i e j até 2, 3, 4 e 5 (figura 3.3a).
Logo, visto a convergéncia satisfatoria da série para grandes deformagoes, mantemos a
aproximacao da soma em i e j até 5 e variamos a quantidade N (figura 3.3b), verificando
mais um vez que, no limite de N — oo recuperamos a estatistica Gaussiana. Quando
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40

Gaussiana
i,j=2,N=25
i,j=3,N=25

Gaussiana

304 30

1,j=5,N=100
i,j=5, N=500

20

o(a,N)
o(a,N)

10

Figura 3.3: Gréficos da tensao em fungao da deformacdo uniaxial . (a) Quatro tipos de
aproximagoes para a série, com N = 25 e = 1. (b) Aproximagao ¢ e j até 5 para trés
valores de N, com p = 1.

comparamos a aproximacao g-Gaussiana apresentada no capitulo 2 com a aproximagao
desenvolvida nesse capitulo (figura 3.4), notamos um efeito de cadeia finita mais acentuado
(comportamento de subida).

3.3.2 Interpolagcao com a Teoria Fenomenolégica de Mooney-
Rivlin

O desvio da teoria cléssica na regiao de grandes deformacoes foi corrigido introduzindo
o efeito de cadeia finita. No entanto, para uma descrigao elastica completa em qualquer
regiao de deformacao deveriamos considerar, por exemplo, o entrelacamento entre as ca-
deias. Existem alguns modelos sugeridos na literatura [27] que consideram tal efeito,
contudo, nao consideram o efeito de cadeia finita. Nenhum modelo molecular consegue
abrangir toda regiao de deformacao para qualquer tipo de deformacao. Por isso, para
corrigir os efeitos nao considerados no modelo idealizado, interpolamos nosso resultado
com o segundo termo da expressao de Mooney-Rivlin (Apéndice B) vélida para pequenas
e médias deformacoes. Embora nao represente nenhuma interpretacao fisica evidente, o
segundo termo descreve satisfatoriamente os dados experimentais [2] na regiao de defor-
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300 Gaussiana
(2.39), ordem 2 em 1/N, N=50
(3.24), i, j= 4, N=50

250

200
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o{a, N)

1004
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Figura 3.4: Grafico comparativo das aproximacoes realizadas nos capitulos 2 e 3 com a
aproximacao Gaussiana. N =50 e pu = 1.

macoes intermediarias. No caso da deformacao uniaxial, a expressao para a densidade de
energia elastica de deformacao da rede poder ser escrita como

AF' = AF + Cy(Iy — 3), (3.25)

em que AF' é a densidade de energia livre da rede usando a aproximacao presente nesse
capitulo. Conseqiientemente, a tensao assume a forma
, 1
o' (a,N)=o(a,N)+2Cs 1—$ , (3.26)
sendo que o(a, N) é dado pela equagio (3.24).

Para finalizar, apresentamos entao, o comportamento das aproximacoes com os dados
experimentais (figura 3.5). Por conveniéncia usaremos a aproximagao i,7 = 3. Dessa
forma, podemos verificar graficamente que a expressao para a energia livre exata interpo-
lada com o segundo termo de Mooney-Rivlin nos leva a uma expressao analitica para a

tensao em funcao da deformagao valida para qualquer regiao de deformagao, que descreve
satisfatoriamente os dados experimentais [2].
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6 Dados experimentais
Gaussiana

Eq. 3.24+Mooney

Figura 3.5: Ajuste das aproximagoes com os dados experimentais. A equagdo (3.24) é
ajustada com N = 87 e = 0,25 e a equagao (3.26), que nada mais é que a equagao
(3.24) somada com o segundo termo da energia livre de Mooney-Rivilin, é ajustada com
N =83, u=0,223 e Cy, = 0,087. A Gaussiana foi ajustada para p = 0.57.
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Conclusoes

Nesse trabalho, mostramos alguns métodos de aproximagcoes para corregoes de cadeia
finita partindo da teoria eldstica classica. Visto que a teoria Gaussiana apresenta um
desvio consideravel dos dados experimentais na regiao de grandes deformacoes, investi-
gamos algumas aproximacoes nao Gaussianas. Primeiro, analisamos a aproximacao da
inversa de Langevin. Verificamos que o método de aproximacao aplicado conduz a uma
série de convergencia fraca e os valores médios radiais nao sao calculados analiticamente,
ainda mais, (R?) # NbZ. Depois, consideramos a distribui¢io g-Gaussiana, que além de
apresentar a correcao de cadeia finita, recupera a teoria Gaussiana no limite N — oo e
fornece o mesmo valor médio da quantidade R? do modelo de cadeia livremente conec-
tada. O uso dessa distribuicao conduz a uma expressao analitica para a densidade de
energia livre da rede sem dificuldades matematicas. No entanto, quando expandimos a
energia livre da cadeia para R/(Nby) < 1, a série apresenta fraca convergéncia na regiao
de R/(Nby) > 1/2 e mais termos da série deveriam ser considerados, aumentando o grau
de complexidade. E sugerido entao, um novo procedimento de expansao que contorna
o problema da convergéncia da série. Este método é aplicado para o modelo de cadeia
livremente conectada, no qual os valores médios radiais sao calculados analiticamente
e (R?) = Nb2. Obtemos a expressdo analitica da densidade de energia livre com con-
vergéncia satisfatoria e simplicidade matemaética. Contudo, para incorporar efeitos que
ocorrem entre as cadeias desprezados pela teoria cldssica, interpolamos nosso resultado
com a teoria fenomenoldgica de Mooney-Rivlin, que nos conduziu a uma concordancia
satisfatéria com os dados experimentais para a deformacao uniaxial. Estes resultados
indicam que este método pode ser 1til no estudo de deformacoes elasticas, especialmente
no caso de grandes deformagoes ou cadeias poliméricas curtas, em que a teoria Gaussiana
nao conduz a resultados satisfatorios.
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Apeéendice A

Representacao em Série da Funcao
de Distribuicao Exata

Vamos mostrar brevemente a obtencao da distribuicao exata na representagao em série
a partir da representacao de Fourier

1 o (sen(kbo)\ N

P(R) = dk e™R [ =2 . Al
) = gy f e (552 A

Devido a simetria esférica do problema, temos

1 2 L o0 sen(kbo) 1"

PR) = —/ d / e~ Reost gong de/ kQ{ dk. A2
®) (27)3 Jo (bo 0 kbo (4.2
Fazendo a mudanca de variavel u = —ikRcosf, a integral em 6, da equagao (A.2), se

reduz a 2/(kR) sen(kR). Assim sendo, P(R) assume a seguinte forma

P(R) = ﬁ /OOO k sen(kR) lselgbibﬂ "k (A.3)

Aplicando outra mudanca de variavel do tipo & = kbg, podemos representar a funcao de

distribuicao como
p(R)_#/mgs 1§ %ng (A.4)
"Rz f, ST\ b ) | € ' ‘

Uma maneira simplificada de evoluir a equagdo (A.4) é exprimir a fun¢ao seno na
forma de exponeciais ' (o produto com exponenciais facilita o cdlculo da integral) e supor

iv__—iw
lseng = ¢ 57
X2
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fl&)=¢ (senf’/{’)N. Assim sendo,

1 iR —iR¢

PR) = o [ (% =) rio ae
1 ®  iRe 0 _ige

= TR [/0 ebcff(f) d§+/ e bogf(é“) df}
1 > iR 0 ine

= UO Hr s+ [ pe) df}

—00

B —1 %, e [send N
4w Rbg /ooge O [T} . (45)

No entanto, através da representacao em série

ciEN N
o o S ().

a expressao para a funcao de distribuigao é dada por

N o i B+N—2p)¢

—1 N e (bO )

PR) = 2(N+2){(N-1) 22 R 2 0:(_1);9 < k ) /_ £N-1) d€. (A.6)
p:

o0

A integral da equacao acima pode ser resolvida pelo método da integracao por residuo
e, de uma forma sucinta, a equagao (A.6) é escrita como segue,

PR)= 2(N+1)(N1— 2)lmRb2 ,; ) (=1 < ]l\ff ) <N 2k = %)N_Q' (A7)
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Apeéendice B

Coeficiente de Poisson

Quando se exerce uma tensao longitudinal num pedaco de material, este sofre uma
deformagao proporcional da tensao aplicada. No entanto, o material ao ser deformado
longitudinalmente também sofre uma deformagao transversal que é proporcional a defor-
macao longitudinal. A razao entre a deformacao transversal associada a uma deformagcao
longitudinal na dire¢ao da tensao é chamada de coeficiente (ou razao) de Poisson, v,

U= _gtrans (Bl)

Eaxial ’
em que E4qns € a deformacao tranversal e £, € a deformacao longitudinal. Na teoria
da elasticidade de meios isotrépicos o valor de v varia entre -1 e 0.5. Valores maiores
que 0.5 o coeficiente de Poisson nao faria sentido, pois o material poderia assumir volume
nulo ou volume negativo, o que nao ¢ fisicamente permitido. Para materias perfeitamente
elasticos e incompressiveis no estado nao deformado, sujeitos a pequenas deformacoes, o
coeficiente de Poisson é exatamente 0.5. Isso é verificado por meio da expressao

AV AL
em que V é o volume do material, AV a variacao do volume, L o comprimento original
antes da deformacao e AL é a variacao do comprimento entre o estado deformado e o
nao de deformado. E fAcil verificar que, a partir da expressao (B.2) que quando nao hé
varia¢ao no volume, temos p = 0.5

Para exemplificar, apresentamos o coeficiente de Poisson de alguns materias, ou seja,
o coeficinte do vidro é 0.33, do magnésio é 0.35, da argila é 0.30-0.45, do cobre é 0.33 e
dos auxetics sao negativos.
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Apendice C

Teorias Fenomenologicas

Para obter uma formulacao mais precisa para as propriedades gerais de materiais
elasticos, é necessario empregar métodos de aproximagoes fenomenoldgicas. Esses métodos
sao baseados puramente em razoes matemaéticas, ignorando conceitos estrutural e mole-
cular. O objetivo principal de tais métodos é encontrar uma maneira mais geral ou
conveniente de descrever as propriedades elasticas sem se preocupar com a explicagao ou
interpretacao fisica e molecular. Os modelos fenomenoldgicos sao motivados pela teoria
molecular de elasticidade, na qual os modelos sugeridos envolvem a introducao de uma
fungao de distribui¢do ndo Gaussiana para o vetor ponta a ponta (R) da rede, conside-
rando P(R) =0 se R > R4, (extensibilidade maxima permitada para a rede).

C.1 Teoria Fenomenolégica de Mooney-Rivlin

A primeira teoria fenomenoldgica significante foi desenvolvida por Mooney no ano de
1940 [28]. Essa teoria surgiu alguns anos antes da teoria estatistica Gaussiana, assim seu
desenvolvimento nao apresenta nenhuma relagao com a teoria Gaussiana. Seu principal
objetivo era desenvolver uma teoria que descrevesse propriedades eldsticas na regiao de
grandes deformagoes. Na realidade, a teoria de Mooney foi desenvolvida de duas formas,
a especial e a geral. Quase todas aplicagoes dessa teoria tem sido direcionadas para a
forma especial, que é baseada nos seguintes argumentos:

1. A borracha é incompressivel e isotrépica no seu estado nao deformado;

2. A lei de Hooke é vélida para o cisalhamento simples®.

Tendo como base essas duas consideracoes, Mooney com argumentos puramente ma-
tematicos e de simetria apresentou a expressao para a densidade de energia livre

F=Ci(A+ X5+ —3)+Co(1/A7+1/A3 +1/03 = 3), (C.1)

LA teoria mais geral, é baseada numa relagdo arbitrdria (ndo linear) entre tensdo e deformacio no
cisalhamento.
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em que C e Cy sao constantes eldsticas. O primeiro termo da expressao (C.1) corresponde
exatamente a forma da densidade de energia livre Gaussiana, com C, = (1/2)nskgT.
Portanto, a teoria Gaussiana é um caso particular da teoria de Mooney com C5 = 0.

Para o caso do cisalhamento simples os principais eixos de deformagao sao A\; = «,
Ay =1e A3 =1/a, e a expressao para a energia (eq. (C.1)) resulta em

F = (Cl + CQ)(O&2 + ]_/O[2 - 2) == (01 + 02)72, (CQ)
sendo v = o — 1/a. A tens@o verdadeira é
dF
by = i 2(C1 + Cy), (C.3)

que corresponde a lei de Hooke com constante eldstica igual a 2(Cy + Cs).
Para a deformagao uniaxial temos \; = a, Ay = 1/y/a e A3 = 1//«, e a equagao (C.1)
torna-se

F=C(a?+2/a—3)+Cy(1/a® + 2a — 3). (C.4)

Diferenciando a equagao (C.4) com respeito a varidvel «, obtemos a tensao por drea nao
deformada, isto é

o =2(a—1/a*)(C) + Cy/a). (C.5)
E a tensao verdadeira t correspondente é
t=2(a?—1/a)(C, + Cy/a). (C.6)

E digo de nota, que os dados experimentais para a deformagao uniaxial [2] sdo consis-
tentes com a equagao (C.6). Por outro lado, para deformagao equi-biaxial, Cy deve ser
aproximadamente zero, e assim a teoria passa a ser incosistente. Para uma descri¢ao com-
pleta, sem inconsisténcias , anos depois, Rivlin apresenta uma teoria mais geral baseada
na teoria de Mooney.

C.1.1 Formulacao de Rivlin

Em 1948, Rivlin [29] baseado nas consideragoes de Mooney (o material é incompressivel
e isotrépico no estado nao deformado) afirma que a densidade de energia livre deve ser
simétrica com respeito aos trés eixos principais de deformacao Ai, Ay e A\3. Além disso,
desde que a densidade de energia nao varie quando dois eixos principais de deformagao sao
trocados, correspondendo a rotagao do corpo em 180°, Rivlin argumentou que a densidade
de energia deveria depender apenas de séries pares de \;. As trés séries pares possiveis
que satifazem essas consideragoes sao

LI = M+ 4+,
I = A2+ 2202 4 \2)2 (C.7)
Iy = AL
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Essas trés expressoes sao conhecidas como invariantes de deformacao.
A condigao para incompressibilidade ou volume constante durante a deformagcao con-
duz a

13 - )\1)\2)\3 - 1, (CS)
que possibilita uma nova representacao para o invariante de deformacao I5, isto é
Iy=1/\+1/X5+1/)3. (C.9)

Nesse caso, a densidade de energia livre para um material elastico isotrépico incompressivel
pode ser expressa como uma soma de uma série de termos, como segue,

Z Ci; (I — 3)' (I, — 3)". (C.10)

1=0,7=0

As quantidades (I3 — 3) e (I2 — 3) s@o escolhidas de tal modo que F' vai a zero quando
nao hé deformacao (I; = Iy = 3), e pela mesma razao Cyy = 0.
Considerando o primeiro termo sendo i = 1 e j = 0, temos

F = Cyo(l; —3) = Cio(AT + X3+ A5 — 3), (C.11)

que representa a densidade de energia Gaussiana. Mas, essa é um forma de vérias outras
que podem ser consideradas. Por exemplo, i =0e j =1,

F=Co(I;—3)=Cor(1/X2 +1/)34+1/A\2 - 3), (C.12)

nao apresenta nenhuma aplicagao fisica. Contudo, a combinacao das equagoes (C.11) e
(C.12) recupera a equacao de Mooney (C.1), isto é,

F= 010(]1 — 3) + 001(12 — 3) (013>

Por isso, a equacao de Mooney é vista como uma aproximacao de primeira ordem mais
geral entre I e I5.

As tensoes verdadeiras envolvem derivadas parciais da densidade de energia livre com
respeito as varidveis independentes I e I, e sdo dadas pela equagao [29]

8F 1 oF

em que a p é uma constante arbitraria de deforma(;éo quando ha tensao externa. Fazendo
a diferenca entre as trés tensoes verdadeiras 2 principais essa constante se cancela, isto é,

ti—ts = 2(X = \}) [OF/0L + X5(0F/0L)]
ta—ty = 2(\—A}) [0F/0L + N} (OF/01,)] , (C.15)
ts—t1 = 2(\j—A]) [0F/0L + N5(0F/01,)] .
) =

2As principais tensdes nominais sdo obtidas pela relacdo t; = o1/(AaA3
similares para ts e t3.

A101, com expressoes
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No caso da extensao uniaxial, \j = a e Ay = A\3 = 1/4/«, ndés obtemos

1 or 10F
t=2(a?— =) (S 4 220 1
(CY Oé) (8[1 + a@IQ) ’ (C 6)
pois ty = t3 = 0. Admitindo 0F /0l = C; e OF/0l; = (3, a equagao (C.16) recupera a
forma de Mooney (eq. (C.6)).

C.2 Formulacao de Ogden

A complexibilidade da formulacao da teoria fenomenoldgicas acima , aparece na regiao
de grandes deformacoes, em que os primeiros termos em [; e I na formulagao de Rivlin
sao bastante inadequados. Na teoria fenomenolégica de Mooney-Rivlin, a energia livre
da rede deve conter séries pares. No entanto, essa imposicao nao é por motivos fisicos,
e sim por uma questao de representacao das propriedades em termos dos invariantes de
deformacao I e I, ou seja por uma questao mais conveniente do que logica.

Uma nova importante teoria fenomenoldgica foi sugerida por Ogden em 1972 [30], que
dispensou a restricao de séries pares dos principais eixos de deformacao. Ogden escreveu
a energia livre para borrachas incompressiveis como uma série,

/“LTL an an an
F:Za—n()\l + A3+ A3 —3), (C.17)

em que «, pode assumir qualquer valor , positivo ou negativo, e nao necessariamente
inteiro, e u, sdo constantes. A teoria Gaussiana é um caso especial dessa férmula, com
a1 = 2, enquanto que a equacao de Mooney contém dois termos, correspondendo a a; = 2
e ap = —2. As principais tensoes t sao da forma

ti= A" —p (1=1,2,3), (C.18)

em que p é uma constante arbitraria de tensao. Como interesse é a diferenca entre as
tensao principais, a constante p nao aparece, isto é

lh =1y = ZMn(A?n —A3"). (C.19)
C.2.1 Extensao Uniaxial

Para o caso da extensdo uniaxial, A\ = a e \y = A3 = 1/y/a, ety = t3 = 0. Da
equacao (C.19) a tensao é dada por

ti—ta=t ) (A" — A7), (C.20)
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A tensao por area nao deformada (tensdo nominal) é

oL =t/ M =Y (A= AT, (C.21)

C.2.2 Extensao Equi-biaxial

Colocando A\; = Ay = )\g2, ty = t3, t; = 0, a tensao é dada por
o=t =1y (A" =A%), (C.22)

A tensao por area nao deformada é

09 = t2/)\2 = Zun<>\gn*1 — )\27204”71). (023)

C.2.3 Cisalhamento Puro

Para o cisalhamento puro produzido pelas tensoes prncipais t1 e tg, com t3 = 0, nos
temos A3 = A\[ ", Ay = 1, e por isso,

b=ty =tr =Y pn(Af" = A7) (C.24)

t2 - t3 = tQ = Zun(l - >\1—Ocn)‘ (025)
As tensoes por area nao deformada sao

or=t/M =Y (AT = A = 1) (C.26)

09 = tg. (027)
A vantagem da formulacao de Ogden ¢é a habilidade de representar os dados experimen-

tais para todos os tipos de deformacoes possiveis, preferencialmente com uma quantidade
relativamente pequena de termos [2].
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C.3 Teoria Fenomenolégica de Gent

A condigao de extensibilidade méxima permitida para a cadeia (rede) tem sido desen-
volvida usando aproximagoes fenomenolégicas. Um exemplo simples é o modelo sugerido
por Gent em 1996 [31], que se aplica a materias eldsticos incompressiveis e isotrépicos. A
densidade de energia no modelo de Gent depende apenas do invariante de deformacao I,
e de dois parametros microscopicos do material, ou seja

__H _Il—?)
F =5 (1 . ) , (C.28)

m

em que p ¢ a constante eldstica e J,, é a constante de valor limite para I; — 3, levando em
conta a extensibilidade maxima permitida para a cadeia polimérica. Quando J,, — 0o, a
equagao (C.14) recupera a forma cléssica,
F= g(Il —3). (C.29)
O modelo fenomenoldgico sugerido por Gent, tem sido comparado com modelos ob-
tidos por argumentos moleculares usando fungoes de distribuigoes nao-Gaussianas para
a distancia ponta a ponta. E constatado que o modelo de Gent apresenta uma aproxi-
magao quantitativa e qualitativa muito boa desses modelos [32], e que ele estd altamente
relacionado com a aproximacao de Pade para a funcao inversa de Langevin, que surge de
um modelo molecular nao-Gaussiano. Os coeficientes do modelo de Gent sao relacionados
puramente com quantidades microscépicas, isto é, u = ngkgT como é usual nos modelos
moleculares e J,,, = 3(N — 1). Desta forma, o modelo de Gent é simples, com predigoes
similares a modelos moleculares e com significado microscépico bastante claro para seus
coeficientes. Portanto, esse modelo é uma alternativa muito atrativa quando se deseja
analisar modelos moleculares complicados para materias elasticos incompressiveis.
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