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Resumo

O argumento principal deste trabalho é descrever os cristais liquidos nematicos do
ponto de vista tedrico usando para isso a teoria elastica. Dentro desta teoria, dos varios
métodos conhecidos, o método pseudomolecular é utilizado para determinar as constantes
elasticas do meio. Serao apresentados alguns modelos que podem ser encontrados na lite-
ratura e principalmente aquele que foi usado como base para o trabalho. A contribuicao
aqui foi descrever as constantes elasticas de um nematico usando o método pseudomo-
lecular, por meio de um potencial de interacao intermolecular. O potencial utilizado no
trabalho é uma variacao de um modelo de rede (proposto por Humphries, Luckhurst e
Romano em 1981) [14] no qual se obtiveram as grandezas fisicas usando métodos compu-
tacionais e simulagoes de Monte Carlo. Foram obtidos, assim, novos resultados para as
constantes elasticas adaptando o modelo de rede ao método pseudomolecular.

O trabalho ¢ dividido da seguinte maneira. Primeiramente, serao discutidos alguns
fatos historicos importantes a respeito dos cristais liquidos; depois, as fases classificagoes,
o que leva aos cristais liquidos nematicos, principal objeto de estudo do trabalho, to-
mando o cuidado de apresentar bem o problema e as grandezas fisicas mais relevantes,
como o vetor diretor, o parametro de ordem tensorial, a densidade de energia elastica e,
consequentemente, as constantes elasticas, que serao definidas com mais atencao.

Apés essa parte inicial, o método pseudomolecular é definido, levando em conta a forma
do volume de interagao que, nesse caso, tem a forma de um elipsoide de revolucao, com a
excentricidade sendo o parametro que o define. O método pseudomolecular é construido
para um potencial de interagao genérico, que tem todos os casos estudados no trabalho
como casos particulares. Casos esses que serao usados para ilustrar como utilizar o método
para determinar as constantes elasticas em uma amostra de cristal liquido nematico.

Por fim, o método serd utilizado no potencial de modelo de rede e as constantes
elasticas foram encontradas, de maneira analitica, como fungoes da anisotropia da pola-

rizabilidade e da excentricidade.

Palavras chave: Método pseudomolecular; constantes elasticas; modelos de rede.



Abstract

The main subject of this work is describe the nematic liquid crystals from a theoretical
point of view, by means of the elastic theory. In this theory, among several other methods,
the pseudo-molecular method is used to determine the elastic constants of the sample. It
will be shown some models which may be found in the literature and also the model used
as a base of this work. The contribution here was to describe the elastic constants of a
nematic liquid crystal using the pseudo-molecular method for a intermolecular interaction
pair potential. The potential used in this work is a variation of a lattice model (proposed
by Huphries, Luckhurst and Romano in 1981), in which was obtained physical parameters
using computational methods and Monte Carlo simulations. It was obtained new results
for the elastic constants, adapting the lattice model to the pseudo-molecular model.

The work is divides as it follows. Firstly, it will be discussed some important historical
facts about the liquid crystal; then, its fases and classifications, which brings one to the
nematic liquid crystals, the main character of this work, being careful to show the problem
and some relevant physical quantities, like the director vector, the tensorial parameter of
order, the elastic density of energy and, consequently, the elastic constants, which will be
defined with more attention.

After that initial part, the pseudo-molecular method is defined, taking into account
the shape of the interaction volume which, in this case, has an ellipsoidal shape, with
the eccentricity being the parameter that defines it. The pseudo-molecular method is
built for an generic potential of interaction, which has all the cases studied in this work as
particular ones. These cases will be used to illustrate how to use the method to determine
the elastic constantes in a sample of nematic liquid crystal.

Lastly, the method will be used in the lattice model potential and the elastic constants
will be found, analitically, as functions of the anisotropy of the polarizability and the

eccentricity.

Key words: Pseudo-molecular method; elastic constants; lattice models.
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Capitulo 1
Os cristais liquidos

A definicao mais simples sobre o que é um cristal liquido vem da analise das proprie-
dades fisicas dos materiais que apresentam esta fase: possuem a fluidez de um liquido e
uma estrutura molecular bem ordenada, como um cristal. Dai o termo cristal liquido.

Neste capitulo, a histéria dos cristais liquidos sera abordada de forma bem sintética,
discutindo basicamente os pioneiros no estudo, tanto na parte experimental, quanto na
parte tedrica.

Essa discussao vai até pouco mais do fim da primeira metade do século passado,
principalmente porque o campo se difundiu rapidamente e seria impossivel dar os créditos
a todos os envolvidos. Sera tratado aqui o descobrimento dessas substancias e como se
deram os primeiros estudos, com os principais nomes da area na época, até chegar nas
constantes eldsticas e no inicio do desenvolvimento de displays feitos com cristais liquidos.

Ainda neste capitulo, apds a breve discussao histérica, haverd uma secao devotada a
classificacoes dos cristais liquidos. Com o intuito de direcionar o estudo deste trabalho,

serd feita uma discussao voltada exclusivamente para os cristais liquidos nematicos.

1.1 A histéria dos cristais liquidos

A primeira vez que o termo “cristal liquido” (ou no alemao, flissige Kristalle) surgiu
foi em 1900 com Otto Lehmann [1]. Porém, a histéria dos cristais liquidos é anterior aos
estudos de Lehmann e comega em 1888.

A primeira pessoa a estudar cristais liquidos foi Friedrich Reinitzer (1858-1927) em
1888. Reinitzer foi um botanico e na época estudava o colesterol presente em cenouras. A
substancia estudada por Reinitzer é o benzoato de colesterila, que o intrigou na época por
apresentar dois pontos de fusao: aquecendo a amostra, primeiramente passava de solido
para um liquido turvo; aquecendo ainda mais, o liquido turvo tornava-se transparente.

Como Reinitzer era botanico e nao tinha conhecimento suficiente sobre o efeito que
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presenciara, entrou em contato com Otto Lehmann (1855-1922), um cristalégrafo bastante
conhecido na época. Ja em 1889, Lehmann apresenta um trabalho a respeito dos cristais
liquidos.

Apés a descoberta de Reinitzer, o primeiro cientista a sintetizar em laboratério e
a estudar estrutura quimica dos cristais liquidos foi Daniel Vorldnder (1867-1941). O
primeiro artigo dele dedicado exclusivamente ao tema é de 1906 e, ao longo dos anos,
varios outros trabalhos foram feitos, principalmente na sintetizagao de compostos que
formam cristais liquidos. Ele também verificou que cristais liquidos estao contidos em
varios tipos de saboes e que as moléculas sao essencialmente alongadas.

Em 1908 todos os trabalhos de Vorlander e colaboradores foram compilados em um
livro intitulado Kristallinish-flissige Substanzen (Substancias cristalinas liquidas). Diz-se
que Vorlander nao deu os devidos créditos aos estudos anteriores de Otto Lehmann no
trabalho e também nunca usou a expressao “cristais liquidos”, referindo-se as substancias
apenas como “liquidos cristalinos”.

A parte tedrica dos cristais liquidos comegou a ser estudada por volta de 1908 por Emil
Bose (1871-1911) e depois em 1916 por Max Born, porém ambos nao obtiveram grande
sucesso na area.

Lehmann em 1909, ja com uma boa reputagao na area dos cristais liquidos, visita
Genebra e Paris e inspira outros cientistas a continuarem os estudos. Principalmente em
Paris, onde hé trabalhos importantes de Charles Mauguin (1878-1958), aplicando campos
eletromagnéticos polarizados aos cristais liquidos, e também de Frangois Grandjean (1882-
1975), estudando efeitos de superficie e tentando estabelecer uma nova teoria para os
cristais liquidos. Teoria esta que s6 foi consolidada em 1958 (com um trabalho equivalente
ao feito por Grandjean) por Wilhelm Maier (1913-1964) e Alfred Saupe (1925-2008).

Segue abaixo uma citacao de Sluckin, em seu livro a respeito da histéria dos cristais

liquidos (Ref. [1]), sobre a descoberta da teoria dos cristais liquidos:

“Este artigo [teoria de Maier e Saupe] estava de acordo com o Zeitgeist (espirito
da época) da década de 1950 e por isso foi lido, tendo-se rapidamente tornado
o trabalho de referéncia nesta area. O artigo de Grandjean foi redescoberto,
ap6s a morte deste. [...] Mas por esta altura (1975), ja tinha tudo mudado, e

a teoria de Maier-Saupe fazia parte do canone dos cristais liquidos.

O melhor que se pode dizer hoje em dia de Grandjean é que ele se antecipou

aos resultados posteriores de Maier e Saupe.”

Grandjean também trabalhou com Geroges Friedel (1865-1933), que em 1922 fez uma
grande contribuicao para a fisica dos cristais liquidos, com uma “compilagao”de 200

paginas com os estudos feitos por ele mesmo e por outros pesquisadors, intutulado Les
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états mésomorphes de la matiere (Estados mesomorfos da matéria). Este artigo é conside-
rado um cléssico entre os estudiosos de cristais liquidos porque foi nele que a terminologia
utilizada até hoje foi adotada pela primeira vez.

Friedel chama os cristais liquidos viscosos de esméticos (derivado do grego smegma
= sabao); os cristais liquidos turvos sao chamados de nemdticos (do grego nema = fila-
mento); e uma variacdo do nemadtico foi batizada de colestérico, devido as investigagoes
iniciais de Reinitzer. A nomenclatura e as propriedades dos cristais liquidos aboradadas
estudadas futuramente.

Um avanco significativo na teoria dos cristais liquidos se deu em 1922, com o trabalho
de Carl Oseen (1879-1944) sobre a teoria continua dos cristais liquidos. Posteriormente,
Frederick Charles Frank (1911-1998) corrigiu erros presentes no trabalho de Oseen. Erros
estes que fizeram Oseen entrar em descrédito, mas é inegavel que a contribuicao de Oseen
seja de fato importante.

Em 1929 o estudo dos cristais liquidos comecava a se difundir em outros paises, mas
ainda havia alguns problemas, principalmente com a nomenclatura. No mesmo ano, Paul
Peter Ewald (1888-1985) organizou um simpdsio sobre o tema, e os trabalhos apresentados
foram publicados em 1931. Em Londres, em 1933, foi organizado um encontro de discussao
sobre os cristais liquidos.

Nos anos 30 do século passado, a utilizagao dos cristais liquidos com fins tecnologicos da
seus primeiros passos, com a primeira patente de cristais liquidos, registradas no nome da
empresa de Guglielmo Marconi (1874-1937), também invetor do rddio', em parceria com
os irmaos Barnet e Nyman Levin, na tentativa de desenvolver dispositivos para televisores
utilizando cristais liquidos. O dispositivo baseava-se na aplicacao de um campo elétrico
em uma amostra de cristal liquido de modo que as moléculas se alinhassem de maneira
diferente, permitindo (ou nao) a passagem de luz pela amostra. Efeito que fora descoberto
pelo fisico soviético Vsevold Konstantinovitch Freédericksz (1885-1944) e publicado em
1926.

No periodo da Segunda Guerra Mundial pouco se produziu na area de cristais liquidos
e o primeiro registro de que os estudos continuariam vem com um artigo publicado em
1957 por Glen H. Brown (1915-1995) e William Shaw. No Reino Unido foi organizado
um encontro de discussao dos cristais liquidos e dentre os participantes, estava Frederick
Charles Frank, ja citado anteriormente. O trabalho sobre as torgoes dos diretores de

cristais liquidos é um dos mais influentes até hoje. Mesmo nao sendo o trabalho de Frank

'H4 uma controvérsia histérica sobre a invencdo do radio. Paralelamente ao trabalho de Marconi, o
padre brasileiro Roberto Landell de Moura também buscava resultados semelhantes na cidade de Porto
Alegre - RS, sendo ele um dos primeiros a fazer uma transmissdo de rddio no mundo. Além disso, a
Suprema Corte Americana concedeu a Nikola Tesla o mérito da cria¢ao do radio, j4 que Marconi utilizou

diversas patentes no nome de Tesla para desenvolver a tecnologia.



CAPITULO 1. OS CRISTAIS LIQUIDOS 6

que introduziu o conceito das constantes eldsticas, foi o mais bem aceito na época, e até
hoje as constantes elasticas dos cristais liquidos sao conhecidas também como constantes
de Frank.

Os primoérdios da fabricacao de displays de cristais liquidos sao da década de 60 do
século passado, cujo trabalho mais impactante é de 1963 de Richard Williams. Ele pre-
parou o cristal liquido em forma de peliculas entre duas placas de vidro que contém um
revestimento condutor. O aparato é montado para que se possa incidir uma luz pola-
rizada na amostra e que se possa aplicar uma tensao entre as placas. Ao aplicar uma
tensao consideravel, aparecem os chamados “dominios”, regioes escuras nas quais a luz
polarizada nao atravessa. A partir desta tecnologia, foram criados os displays de cristais
liquidos, tao comuns hoje.

A partir dai a fisica dos cristais liquidos ja estava bem consolidada e os avangos
histéricos ocorrem principalmente do ponto de vista tecnolégico. Até hoje, ha ainda tra-
balhos importantes na area e o avanco em pesquisas nao foi desconsiderado. Na verdade,
esta foi apenas uma introdugao que mostra como as bases da pesquisa em cristais liquidos
foi fundada, e certamente outros “personagens” importantes da histéria aparecerao na
sequencia do trabalho, com seus devidos créditos.

Com o objetivo de entender mais sobre os cristais liquidos, o préximo passo serd uma

classificacao do ponto de vista fisico, assunto da proxima secao.

1.2 Fases e classificacoes dos cristais liquidos

Como foi dito, cristais liquidos sao chamados desta forma por apresentarem algumas
caracteristicas de cristais e de liquidos simultaneamente. A estrutura semelhante a dos
cristais, com uma certa ordem entre as moléculas, é o fato de o meio apresentar birre-
fringéncia?; do ponto de vista dos liquidos, a caracteristica mais marcante é a fluidez.

Microscopicamente falando, as moléculas dos cristais liquidos apresentam uma ori-
entacao preferencial, comportamento que nao é visto nos liquidos. Porém, analisando
o centro de massa das moléculas que constituem os cristais liquidos, verifica-se que em
alguns casos, apresenta alguma ordem e, em outros casos, ordem nula. Nos sélidos, os
centros de massa das moléculas formam uma rede bem definida. Assim, cristal liquido é
mais bem definido como tendo ordem na orientagao das moléculas e alguma ordem entre
os centros de massa das moléculas do meio.

A primeira grande divisao quanto ao tipo de cristais liquidos os separa entre liotropicos

2Diferentes indices de refracdo para um feixe de luz que incide em diferentes pontos de uma amostra.
Ao incidir um feixe de luz em diferentes direcdes de um liquido isotrépico, nenhum efeito diferente é

observado [2].
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e termotropicos. Nos termotrépicos, a ordem molecular é verificada em um intervalo de
temperaturas definido; ja os liotrépicos sao os cristais liquidos que apresentam essa ordem
em sua composicao.

Os termotropicos sao divididos entre nemdticos e esméticos. Os nematicos nao apre-
sentam uma correlacao dos centros de massa das moléculas, apenas a ordem preferencial
na orientacao dos constituintes. Os esméticos, além da ordem na orientagao das moléculas,
apresentam uma ordem com relagao ao centro de massa: as moléculas estao localizadas
em planos bem definidos, porém sao livres para ocuparem qualquer posi¢ao nos planos.

A gravura a seguir ilustra bem a divisao entre os nematicos e os esméticos.

ONRLUK A

A 1 v

EEANVN Tttt

O A T
(a) (b)

Figura 1.1: ITlustragao esquemadtica da fase (a) nemadtica e (b) esmética.

Dentro dos esméticos ainda existem os chamados esmético-A, esmético-B, esmético-C,
..., esmético-K [2]. Esta subdivisao é dada com base na orientacao preferencial dentro das
camadas e com base na orientagao dos centros de massa dentro das camadas [3].

Quando um termotrépico é aquecido, primeiramente passa do solido para um estado
liquido turvo. A fluidez determinard se a amostra se trata de um nematico ou de um
esmético: alta fluidez, nematico; baixa fluidez, esmético. Nesta fase é possivel verificar
efeitos de birrefringéncia. Continuando a aquecer, o liquido turvo vai ficando transparente,
0 que acontecera até a substancia transformar-se em um liquido isotrépico. O esquema a

seguir ilustra o comportamento de um termotropico em relacao a temperatura.

Cristal Liquido
Sélido liquido isotropico
CLOLEEE M\ =7 5
T N Y R A T
TAS \( \A/\
N U YA U S
V >
N AN N AL VA W
>»
Temperatura

Figura 1.2: Tlustracao esquematica da mudanca de fase com o aumento da temperatura.

Ainda existe uma variacao dos cristais liquidos nematicos, definida pela fase co-
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lestérica. Esse tipo de cristal liquido, também conhecido como nemdtico torcido, tem
caracteristica semelhante aos nematicos, porém a orientacao das moléculas varia de ma-
neira periddica. Cada periodo de variacao da direcao preferencial é chamado de passo. A

seguir, uma ilustracao para representar a fase colestérica.

| | |
Py ¥ £ € - _ - A y
EFviF, e © ' FEE 'RiF ©
F VN8 | hall |7 - = IVET L ¥
. b e-F £ ¢ S, ©
AR Y L I =€ -1 g | £ % s
L | NV £ Y« (F LT
> g S & . ¢ P Ak
£ £ £\E I SN D R
L F iy [ | E 6 T T T
L S Y : €as 2 ¥ ' eV ¥
Soe DINE f61€° @i € 4 l- S R£E T | L £
_ _E _ Eav: € _ -%° _eS €, )P N F
£ LVEVSY plg” RV o RNEC AC_F_1aSVeilegsr ' U 7
E N EA£ET N eV o |TEF £ |F NP\ TEfQ e \NTFa\F NP

. - TE N N N h - - -
( | | | | | | | | )

| | | | | | | |

[} ] [} [} [} [} [} [}
Passo

Figura 1.3: Ilustragao esquematica da fase colestérica, explicitando o comprimento do

passo.

O principal objeto de estudo deste trabalho sao os cristais liquidos nematicos. Até aqui
foram tratados os principios da histéria dos cristais liquidos, de maneira bem simples, e
uma classificacao basica destes compostos. Com a finalidade de direcionar o estudo,
as atencoes do trabalho a partir de agora serao devotadas apenas aos nematicos, salvo

quaisquer mencoes futuras apenas a titulo de comparacao.

1.3 Cristais liquidos nematicos

Antes de definir as principais caracteristicas dos cristais liquidos nemaéticos, é ne-
cessario definir uma grandeza que sera de extrema importancia, que é o wvetor diretor.
Como dito anteriormente, existe um direcao preferencial na qual as moléculas de cris-
tais liquidos estao orientadas e considera-se que na média todas as moléculas estao nesta
direcao preferencial. Fixando um sistema de coordenadas qualquer, representa-se o diretor
da amostra pelo vetor 7.

Com base na defini¢ao do diretor, as principais caracteristicas dos nemadticos sao [3]:

(i) As moléculas estdo em média alinhadas com 7. Além disso, os nematicos sao unia-

xiais, ou seja, existe uma simetria em torno do vetor diretor;
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(ii) Os centros de massa das moléculas ndo possuem correlagao, o que garante o carater

viscoso do cristal liquido;
(iii) As moléculas dos nematicos sao apolares: nao existe distin¢do entre 77 e —1.

As moléculas de cristais liquidos nematicos serao tratadas como elipsoides de revolugao,

como na figura abaixo.

Figura 1.4: Elipséide de revolucao, utilizado para representar uma molécula de cristal

liquido nematico.

Existem outros meios de representar uma molécula de cristal liquido nematico. Além
do elipsoide de revolucao, também serao consideradas neste trabalho moléculas esféricas,
pois a esfera é um caso particular do elipsdide, como sera mostrado adiante. Também
¢ comum observar moléculas no formato de cilindros, ou ainda esferocilindros: cilindros
com semi-esferas nas extremidades. Ainda existem moléculas de cristal liquido nematico
chamadas discoticas, que sao cilindros com o comprimento muito menor que o raio do
cilindro. As aproximacoes das moléculas para esferocilindros e moléculas discéticas nao
serao estudadas neste trabalho.

Na Fig. 1.4, o eixo de revolucao do elipsdide coincide com o vetor diretor, apenas
como carater ilustrativo. Como j& foi discutido, as moléculas do cristal liquido nematico
possuem uma orientacao preferencial em relacao ao diretor, mas nao precisam necessari-
amente coincidir com 7.

Futuramente, quando for necessario, as caracteristicas deste elipséide de revolucao,
como a razao entre os eixos, serao apresentadas mais formalmente.

Com o cristal liquido nematico definido, o préximo passo é determinar um parametro
que caracterize o alinhamento das moléculas com relacao ao vetor diretor. Tal quantidade

é conhecida como parametro de ordem nemdtico e serd discutido a seguir.

Parametro de ordem nematico

O parametro de ordem nematico e definido da seguinte forma: é nulo para a fase
isotrépica (sem alinhamento) e diferente de zero na fase nemética, quando existe alguma
ordem. A maneira mais simples de introduzir este paramentro é representa-lo como um

escalar que dependa do valor médio das posicoes das moléculas. Considere uma molécula



CAPITULO 1. OS CRISTAIS LIQUIDOS 10

de cristal liquido nematico e considere também um sistema de coordenadas cartesianas

que permita caracterizar a molécula pelo vetor @, como ilustrado a seguir.

z

Sy
’
ST

Figura 1.5: Molécula de cristal liquido em um sistema de coordenadas cartesianas.

X

No mesmo sistema, adota-se dire¢ao do vetor diretor coincidindo com o eixo-z. Nota-se

que a quantidade

(7 - @)°) (L.1)

da a dispersao de @ na direcao de 7. Quando todas as moléculas estao alinhadas com o
. - 2 s — — . . .
diretor ((77 - @)”) = 1, j& que neste caso 77 = @. No caso de uma fase isotrépica, considere

o angulo entre 77 e @ como 6. Dai

(@)% = (cos®(8))
Jo " dip [ sen () cos? (0)df 1

fo% de [ sen (0)do 3’

devido ao fato de as trés diregoes do sistema serem equiprovaveis.
Por meio da dispersao, dada pela Eq. (1.1), define-se o parametro de ordem nemético,

representado por S, da seguinte forma:

S = ; {((ﬁ-aﬁ - ﬂ _ %(36082 0 — 1)
= (P, (cos® (0))), (1.2)

com P, (z) sendo o polinomio de Legendre de ordem 2, mostrado no Apéndice A e definido
em [4]. Note que S é nulo na fase isotrdpica, S = 1 para um alinhamento completo das
moléculas e —1/2 < S < 1 para o caso nematico.

O proximo passo ¢ introduzir um tensor que contenha todos os elementos de simetria

da fase nemética. Este tensor é o parametro de ordem tensorial, definido como

3 1
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onde n; representa a ¢-ésima componente do diretor e d;; é a delta de Kronecker, definida
no Apéndice B. Os termos @);; representam os elementos do tensor paramentro de ordem.

De maneira semelhante ao tensor quadrupolo da eletrodinaminca, o tensor Q também
é um tensor cartesiano de ordem 2, simétrico e com trago nulo. Escrito na forma matricial,
Q é uma matriz 3 x 3.

E possivel demostrar as afirmagoes feitas a respeito de Q. Para isto, seja

Qu Q12 Qs
Q = Q21 Q22 Q23 )
Q31 Q32 @33
com
30 1]
Qu = ES _nlnl - g_ ;
3 0 1]
Q2 = 55 _n2n2 - g_ ;
3 7 1]
Q33 = 55 _713”3 - g )

pois 011 = 22 = 033 = 1. Sabe-se que n;n; = n;n; para ¢, j quaisquer. Com isso,

3
Qzl = C212 = 55(711”2);

3
Q31 = Q13 = 55(7?1”3);

3
Q32 = Q12 = §S(n2n3)a

e entao
1
niny — 3 19 nins
_ 1
Q = 55 ning NoNg — 3 nang )
ning nang  nang — 3

3

e isto mostra que Q é uma matriz simétrica.

Por fim, resta mostrar que o traco da matriz é nulo:

Tr(Q] = Q1+ Qxn + Qs3

) o) o)

3 1 1 1
= ES |:(n1n1 + NoNo + ngng) — 5 — g — §:|
3
= 55[(5'5) —1]

T ([Q = 0,



CAPITULO 1. OS CRISTAIS LIQUIDOS 12

e assim, mostra-se que todas as propriedades de Q sao satisfeitas, como no tensor analogo
da eletrodinamica.

E importante lembrar que varios parametros fisicos dos cristais liquidos nematicos
sao descritos por meio de tensores de ordem 2. Assim, essas quantidades fisicas men-
suraveis sao proporcionais ao parametro de ordem tensorial. Exemplos dessas grandezas
sao a anisotropia dielétrica, coeficiente de difusao, mobilidade ionica, dentre outras. Tais
grandezas nao serao discutidas em detalhes neste trabalho.

O préximo passo é considerar deformacoes que ocorrem dentro da amostra de cris-
tal liquido nematico. Estas deformacoes sao detectadas através da mudanca no valor da
densidade de energia eldstica do sistema e estao relacionadas com a variacao do diretor
em diferentes posicoes da amostra. Estas grandezas estao ligadas aos parametros chama-
dos constantes eldsticas, principal objetivo de estudo aqui. As definicbes das constantes

elasticas e mesmo da densidade de energia vém no préximo capitulo.



Capitulo 2

Densidade de energia e constantes

elasticas

Depois de definir os cristais liquidos nematicos e o parametro de ordem, o proximo
passo é determinar a densidade de energia elastica e, com ela, estudar as constantes
elasticas. O caso mais simples da densidade de energia ocorre quando nao ha distorgoes
e as moléculas seguem padrao semelhante ao que foi estudando até agora. Porém, existe
a possibilidade de as moléculas, presentes na amostra, mesmo tendo uma direcao pre-
ferencial, apresentarem distorcoes que estao diretamente ligadas as constantes elasticas.
A seguir, a definicao da densidade de energia elastica da amostra e, consequentemente,
as constantes elasticas, serao apresentadas. A maneira para determinar as constantes
elasticas, neste trabalho, serd por meio do método pseudomolecular, que utiliza do poten-
cial de interacao entre as moléculas para determinar as constantes [5, 6]. Esta ferramenta
também é usada para determinar o comportamento das constantes elasticas na presenca
de ferrofuido na amostra [7]. Toda a descricao da densidade de energia e do método

pseudomolecular, vem a seguir.

2.1 Densidade de energia elastica via
aproximacao harmonica

Em principio, considere que nao ha distor¢oes na amostra, ou seja, o vetor diretor é
o mesmo em qualquer ponto. Diz-se, entao, que a densidade de energia eldstica, dada
por f, sera tal que f = f,. Supondo agora que existam essas distorgoes, o vetor diretor
dependera da posigao relativa a um sistema de coordenadas escolhido, isto é, 7 = 7i(7).

Neste caso, primeiramente, admite-se que a primeira derivada do diretor é diferente de

13
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zero. Define-se a derivada do diretor da seguinte forma:
8’[%

P (2.1)

nivj =

ou seja, a derivada da i-ésima componente de 77 em relacao ao j-ésimo eixo cartesiano.
A partir de agora, sempre que se for mencionar a derivada espacial do diretor, ela sera
representada por n;; ou quaisquer outras combinacoes de indices.

Suponha inicialmente que apenas a primeira derivada seja suficiente para caracterizar
as distorgoes na amostra e que tais derivadas sejam pequenas quantidades, i.e., |07 < 1.
Desta forma, f = f(n;;) e, além disso, um desenvolvimento de f em séries de poténcias
de n;; é permitido. Assim,

of 1 2 f
= it = — . Co> '
g fot (anz}j>o Pig T 2 (8m,j6nk,l)0 M1+ = fo (2.2)

O subscrito 0 presente nas derivadas de f indica que as derivadas sao calculadas no estado
nao distorcido. Também foi utilizado a convencao de soma para indices repetidos, com
mais detalhes apresentados no Apéndice B. Sem perda de generalidade, pode-se considerar
somente os termos da expansao que sao mostrados na igualdade (2.2), levando em conta
que os termos seguintes sao muito menores se comparados com os dois primeiros termos

da expansao. Além disso, definindo

_(9f\ . _ o f
Ly = (3”2‘,1)0’ R = (3%‘,;’5%1)0’

escreve-se a densidade de energia elastica da seguinte forma:

1
f = fo+ Lin;;+ §Kz’jkmz‘,jnk,z- (2.3)

Os tensores L;; e Kjji podem ser escritos em termos dos elementos de simetria do
sistema, ou seja, combinagoes das componentes do vetor 77, da delta de Kronecker 4;; e do
simbolo de Levi-Civita ¢;;,, ambos definidos no Apéndice B. O tensor L;;, por exemplo,

é decomposto da seguinte forma:

Lij = Linin; + L0y + Lynieij. (2.4)

Note que todos os termos sao tensores de segunda ordem, mesmo a parte que acompanha
a constante L3. Neste caso, apesar dos trés indices, hd uma contragao. Contracoes deste
tipo, e outras propriedades dos tensores também sao discutidas com mais detalhes no
Apéndice B.

E importante notar também que L; = Ly = 0. Para verificar esta afirmagao, considere

o termo que contém L;; em (2.3). Usando a igualdade (2.4), tem-se que

Lijnm = (Llnin]‘ + L25ij + LSnkgijk) N j

= Llnjnmm + L25ijni7j + Lgnkaijknm. (25)
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O primeiro termo ¢é nulo, devido ao fato de n,n,, = 0V a # b, demonstrado em (B.5) no
Apéndice B. A afirmacao Ly = 0 vem do fato da indistinguibilidade de 7 e —7, que deve

ser satisfeita para L;;. Note que
Laijnij # Labi; (—niy) -

Este fato implica a escolha de Lo = 0.

Diferentemente do caso anterior, Linge;jzn;; obedece a indistinguibilidade de 7 e —11,

pois
Langeijenij = Lz (—n) €ijr (—niy) -
Desta forma, admitindo L3 = L # 0, a expressao (2.5) é tal que

Lijnij = LngSijrni

= —Lit-(Vxi), (2.6)

como pode ser verificado pelo desenvolvimento que resulta na igualdade (B.6) no Apéndice
B.

Agora, considerando Kjjz;, tensor de quarta ordem que deve conter 81 componentes,
mas que, por questoes de simetria é completamente representado apenas por 10 compo-

nentes. A saber,
Kijkl = Klnmjnknl + Kéninjékl + Ké’nknléij
+ Kgnink5jl + Kflninléjk + Kfl'njnk@l
+ Ksnjndi + Ke0ij0r + K005 + Kgoynj,

que devido ao fato de Kjji = Ky, ainda pode ser escrito como

1
Kijkl = Klnmjnknl + §K2 (ninj(;kl + nknléij) + Kgnmmﬂ

1
+ §K4 (nmlfsjk —+ njnk(Sﬂ) —+ K5njnl(5ik
+ K001 + K700 + Kg0;0,,

Usando o resultado anterior no terceiro termo de (2.3), obtém-se

1 1 1
EKijklni,knj,l = 3 [Klnm]’nlnk + §K2 (nyn 6 + ninidig)

1
+ K3nin;€5jl + §K4 (nmléjk + njnkéil)
+ K5njn15ik + K65ij5kl + K75ik5jl

+ K85il5jk:| (IRTINR
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ou ainda,
1 1 1
éKz’jklni,kan B Kininjngnn, jng; + 5 (nymj 6 + nidig) M i

1
+ Ksningdjim; jng + §K4 (ninidji + mjngli) 1 e
+ Ksnjngdign, jngg + KedijOrmni jn

+ K70i05m 1k 4+ Kgdudjumi jney | -

Os termos que multiplicam K, K3, K3 e K, sao nulos, devido ao fato de n,nq, =0, Va #

b. Com isso,

1
§Kijklni,jnk,l = 5 [K5njnlni,jni,l + Kﬁnj,jnz,l

+ K7nk7jnk,j + Kgnkvlnhk] .

De acordo com o desenvolvimento feito na Secao B.2 do Apéndice B, verifica-se que o

termo anterior, definido como densidade de energia eldstica de Frank, pode ser escrito

como
fFrank = é-Kvll(V : n) + §K22(n -V x n) + §K33<TL x V X n)
1 - - R

obtida em 1958 por Frank para representar a densidade de energia de uma amostra de
cristal liquido nematico deformado.
Por fim, utilizando (2.6) e (2.7) a densidade de energia (2.3) ¢é tal que

f= fo— LA -V xq)+ Ky (Vi)

— Koy + K) V- [A(V 1) + 7 x V x . (2.8)

As constantes Ky, Koo, K33 e Koy sao chamadas constantes eldsticas e estao ligadas
com o tipo de distor¢ao que acontece no meio nematico.

Quando (V- 7t) = (i x V x 1) = 0, verifica-se da equacao (2.8) que a energia é de fato
minimizada para

- L
n-Vxn = —,
K

implicando f # fy se L # 0, o que nao ocorre na fase nematica. Este fato é verdadeiro
somente para os cristais liquidos colestéricos [5]. Como o trabalho é dedicado exclusiva-

mente aos critais liquidos neméticos, convém adotar L = 0 a fim de ter f = fy no estado
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fundamental para a densidade de energia. Assim, de agora em diante, a contribuicao
devida ao termo linear serd ignorada.
Agora, ao admitir que a densidade de energia também depende de derivadas do tipo

n; ki, além de n; i, outros termos aparecerao na expansao. A saber, f serd tal que

1
[ = fo+ Niangp + 5 ikl kM50
1
+§ iiklmn i ki mn + Bijkim M k1 im -

Um caso particular, proposto por Nehring e Saupe [5], é supor M = 0 e R = 0, para

obter:

1
f= Jo+ Niunim + §Kijklni7knj’l.

Devido a simetria, o tensor N pode ser escrito da seguinte forma:
1
Nig = Ningngng + Nonidg + §N3 (nidi + m10a) -
Ao contrair N;; com n; 5, como estd escrito em f, obtém-se

1
Nigmig = ningnng g + Nongn g0 + §N3 (ngn gaOik + M k10 g)

= Ningmning g + Nongng g + Nangng .
Multiplicando algebricamente estes termos, verifica-se que
Nignigw = — [N (ngnig)® + No (nig)” + Ns (nkk)Z] + N3V - [A(V - 7)),

de acordo com a identidade (B.11).

Os trés termos entre colchetes, ao substituir em f, sao usados para normalizar as
constantes eldsticas da energia de Frank, obtida em (2.8). O tltimo termo entra na
expressao da densidade de energia e a constante que o acompanha é Ky3. Entao, define-se

a densidade de energia proposta por Nehring e Saupe em 1972, como sendo

lr- = . _
fxs = f0+§[K11(V~ﬁ)2+ 02(7 - V x )2 + Ka3(7 x V x 1)?

+ K3V - [77(V - 7). (2.9)

Na expressao anterior, as constantes f(z-j estao normalizadas pelos fatores oriundos da
manipulacao de N;un,; se comparadas com as constantes K;; da energia de Frank, e
surgiu também uma nova constante, K3, denominada constante de splay-bend.

O método utilizado para encontrar as constantes elasticas usado neste trabalho sera

discutido a seguir e a expressao da densidade de energia considerada serd a da Eq. (2.9).
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Neste trabalho, a discussao a respeito da normalizacao das constantes elasticas foi somente
indicada aqui com a finalidade de mostrar que mesmo os termos do tensor introduzido,
considerando derivadas do tipo n;y;, tém contribuigoes na energia definida por Frank e
escrita em (2.8). Assim, por meio do método pseudomecular, técnica para encontrar as
constantes eldsticas utilizadas como base central do trabalho, nao havera mengao sobre
esta normalizacao. As constantes encontradas serao de fato as constantes da densidade
de energia de Nehring-Saupe, mas as constantes serao tratadas apenas como K;; ao invés
de f(ij, utilizado para se referir a presenca dos termos de Ny.

Existem outras maneiras (experimentais, por meio de simulag¢bes computacionais ou
mesmo analiticas) para obter as constantes eldsticas de uma amostra de cristal liquido. O
método pseudomolecular usa a interacao entre as moléculas do cristal liquido nematico e
as densidades de energia ja definidas para obter estas constantes, conforme sera mostrado

a seguir.

2.2 Meétodo pseudomolecular

Para utilizar o método pseudomolecular, a fim de se obter a densidade de energia
elastica, é necessario conhecer o potencial de interagao entre as moléculas que constituem
a amostra. O caso mais simples é considerar uma amostra apenas formada por moléculas
de cristal liquido nemético, cujo potencial de interagao é dado por v(d@,d’;7). Em um
sistema de coordenadas definido na amostra, os vetores @ e a’ dao as orientagoes de duas
moléculas interagentes, separadas por uma distancia 7; as moléculas estao nas posigoes R
e R de modo que R’ = R + 7 (conforme a Fig. 2.1).

Z

A

X y

Figura 2.1: Moléculas @ e @ posicionadas em R e R/, respectivamente.
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O modelo é construido quando a coincide com o diretor 7 [6]. Com isso, define-se a
energia de interacao em dois elementos de volume dr e d7’ em R e R, respectivamente,

da seguinte maneira:
d*V(n,7;7) = v, 7;7)dNdN’,

onde dN = p(R)dr e dN' = p(R')dr’ sio os nimeros de moléculas contidas em dr e dr’,

respectivamente. Supondo as densidades constantes e iguais, ou seja, p(ﬁ) = p(ﬁ’ ) =p,
V. = p*(i, i) drdr.
Definindo p?v(7i, 7';7) = g(7i,7i'; ), escreve-se
AV = g(ii, 7 7)drdr'.

A construcao do modelo pseudomolecular sera feita com base na fungao g(7, 7i'; 7), que
representa o potencial de interacao das moléculas.

Considere que 71 varia lentamente com R e, desta forma,
|n" — 7| = || < 1

o que permite desenvolver ¢(7i,7';7) = g(7i, 7 + d7; 7) em poténcias de d7i:

(i) = g+ (o)
n

i Sy =

n'=n

1/ 0%
+5 (an;an;)ﬁ,ﬁ Snidn; + - - (2.10)

Em (2.10), (7, 7; 7) é o potencial no estado de referéncia. Definindo

_ (99
¢ = (an,‘)q,;, (2.11)

0%g
Gij = <8n;n) / ﬁ? (2.12)

obtém-se

1
g(ﬁ, ﬁ/; ’f‘) = g(ﬁ, ﬁ; F) + qi5ni + éqij&ziénj + - (213)

As derivadas do potencial (2.11) e (2.12) sao a chave do modelo pseudomolecular,
usadas para escrever a densidade de energia de interagao e também para encontrar as

constantes elasticas, como serd mostrado a seguir.
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Dando continuidade e desenvolvendo dn; em séries de poténcias de x;, obtém-se

S — 8nz + 8271, I
= E)xk Tk al‘kal’l Tkl

1
RN Tk + éni,kl$kxl
que, substituindo em (2.13), resulta em
— =/ — = 1
g(n,n's7) = g, ;7)) + ¢ | nigwr + §ni,kl$k$l

1 1 1
‘|’§Qij (mkwk + Eni,kliﬁklﬁl) (le,zxz + énj7kla7kxl>

—

. 1
= g(A,7;7) + qin; gz + §qmi,klxk$l

1 1

+§Qij [(nmxk) (njz;) + 5 (nkk) (N pTrr)

—_

— (N ;) (”j,klxjxl)}

+ — (njux) (N eke) + 1

2

- — 1
= g(A,7;7) + qini gk + §qmz‘,k190k$z + §qijni,knj,z$k$l-

Para esse trabalho, todos os sinais de aproximagao podem ser considerados como igual-

dade, sem perda de generalidade, pois os termos descartados sao muito pequenos. Entao,

- —»)

g(n7 n;r = g(ﬁ7 ﬁa F) + qini,kxk

+ = (@GN + Qinigngg) Tra. (2.14)

N | —

Da igualdade (2.14), obtém-se a energia total da amostra e a densidade de energia,

// (ri, s F)drdr’ = /de,

1
= —/ g(ni, s F)dr’. (2.15)

definidas como

co1m

2

Considerando (2.15), a densidade de energia ¢é tal que

n / Qi T k15, ll‘k’xldT

N | —

f o=

5 (@i + Qijniknyy) xkfl} dr’

1 1
7 _)/ ’F)dT + 2/ qmi,kxde/—l—Z—l/ qmi’klxka:ldT’

7!

(7, 7 1
|:g , F) + %nz kLk + =

N —
q;»—n

Aqui é conveniente fazer uma mudanga de varidveis. Primeiramente, escrevendo @ = 7/r,

o que implica z, = u,r V a; também, definindo

fo— / o, i3, 7)dr,
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como a densidade de energia no estado de referéncia, escreve-se f da seguinte maneira:

1 1

f = f0+§ni,k/ Qiukrd7/+zlni,kl/ qupwridr’
]‘ 2d /
+ Zn@knj,l lqijukulr T.

Definem-se as integrais da expressao anterior como os seguintes tensores:

1
L, = —/ qiukrdT/;

2
1 2 /
Nip = Z qiupwr-dr’; (2~16)
1 2 /
Kiju = 1 [ Gtwwr dr

e, desta forma, a densidade de energia fica escrita como
[ = fo+ Lanig + Nianig + Kijramignig (2.17)

através do método pseudomolecular, como desejado.

E interessante notar que os tensores elasticos Ly, Ny e Kijp estao diretamente ligados
com as derivadas do potencial de interacao entre as moléculas.

Basicamente, as constantes elasticas sao encontradas substitindo as derivadas nos ten-
sores (2.16) e ap6s manipulagoes algébricas compara-se (2.17) com as expressoes ja co-
nhecidas para a densidade de energia (2.9), escrita em termos das constantes elasticas.

Como foi frisado anteriormente, o tensor L;, € utilizado para descrever a fase co-

lestérica. Dai, adota-se L;; nulo, e (2.17) seréd substituida por
Af = f—fo = Niunip + Kijrangnig. (2.18)

A expressao (2.18) serd a base para obter as constantes eldsticas através do método
pseudomolecular.

Com isso, vale a pena agora estudar uma forma de resolver as outras integrais dadas
em (2.16). Pode-se fazer por meio de uma aprozimacdo esférica, onde considera-se a
regiao de interacao como uma esfera ao redor da molécula, ou entao uma aprozrimacao
elipsoidal, onde o volume da regidao de interacao é um elipséide. A segunda aproximacao
é a mais correta do ponto de vista molecular, ja que considera-se microscopicamente que
as moléculas de cristal liquido nemético, como uma boa aproximacao, tém a forma de um
elipséide de revolugao, como ja foi mencionado anteriormente. Convém, entao, estudar a
aproximacao elipsoidal e considerar a aproximacao esférica como um caso particular. As

discussoes dessa aproximagao virao a seguir.
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2.3 Aproximacao elipsoidal

Como ja foi adiantado, tomando o volume de interacao com a forma de um elipséide,
isto é, o potencial g(7,7';7) # 0 tem efeito em uma regiao limitada por dois elipséides
de revolucao similares. O elipsdide interno com semi-eixos ag e by com by > ag coincide
com o volume da molécula; o elipsdide externo tem semi-eixos dados por ay e by, onde

by > ay. Para ambos os elipsdides, a excentricidade é tal que

e = 1—<Z—s>2 - 1—(%)2. (2.19)

A equacao geral deste tipo de eplisdide é dada por
2?4y’ 22
a? »?

Lembrando que em coordenadas esféricas

= 1.

x =rsen () cos(¢); y=rsen(f)sen(¢); =z=rcos(d),

a equacao do eplisdide interno pode ser escrita como:

[ro cos () sen (¢)]* + [rosen (A) sen (¢)]” N [r cos (0)]°

7 R
2 2
_ 2 sena%(ﬁ) N cosbg(O) _ L
De (2.19), escreve-se b2 = a2/(1 — e); ainda, lembrando que sen? () = 1 — cos? (), tem-se
1 1= e cos? (0)
s ag
e, finalmente, a equagao do elipsdide interno é tal que
Qo
o) = Ry = —etes o (2.20)
De maneira analoga, para o elipséide externo,
rn(6) = Ry = Sl (2.21)

/1 —ecos?(0)

As equagdes (2.20) e (2.21) sao usadas no calculo dos tensores (2.16). Estes dois valores
serao os intervalos de integracao da varidvel r na integral de volume. Vale lembrar que,
para o caso da aproximacao esférica, basta fazer ag = by e ay = by, ou simplesmente
e=0.

Com carater ilustrativo, a figura a seguir mostra como sao os elipsdides para alguns
valores de excentricidade. Valores tipicos de excentricidade para as moléculas de cristais
liquidos nematicos para e > 0, 6.

Com o modelo pseudomolecular e a aproximacao elipsoidal bem definidos, vale a pena
voltar as atencoes as constantes elasticas, defini-las e ilustrar de maneira simples como

cada uma é representada no meio nemaético.
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Figura 2.2: Elipséides de revolugao para diferentes valores de excentricidade.

2.4 Constantes elasticas

Como ja dito no inicio do capitulo, as constantes eldsticas aparecem na equacao da
densidade de energia elastica quando ocorrem distor¢coes no meio. Tais distorgoes sao
vistas experimentalmente na mudanca da direcao do diretor para diferentes pontos da
amostra, e também estao relacionadas, como ja comentado, com o aumento da densidade
de energia da amostra.

Do ponto de vista matematico, as constantes elasticas aparecem como os coeficientes
da expansao de f, depois das manipulacoes algébricas necessarias que a fazem recair nas
expressoes da energia de Frank e/ou Nehring-Saupe, dependendo das derivadas do diretor
que se quiser considerar. Matematicamente, pode-se ter quantas constantes eldsticas se
desejar, afinal elas dependem do ntimero de termos que se toma na expansao de f.

Por exemplo, para o caso da aproximagao harmonica, que recai na energia de Frank,
o numero de constantes elasticas é quatro. Para o caso da expressao de Nehring-Saupe,
aparecem cinco constantes, devido a admissao de que os tensores M e R sao nulos!.

Do ponto de vista fisico, nao faz sentido considerar outras constantes elasticas, porque
experimentalmente nao hé indicios de qualquer outro tipo de distor¢ao dentro de uma
amostra nematica.

Considere a equagao (2.9). A primeira constante que aparece é Kj;, chamada de splay.

INa referéncia [5] ¢ demonstrado que, de fato, o tensor R = 0 para a fase nemética.
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O efeito da deformacao ¢ ilustrado na figura a seguir.

\l\\
\ /l 1’ /

Figura 2.3: Ilustracao para da distorcao tipo splay de K;;.

Como pode ser visto em Fig. 2.3 e em (2.9), a constante de splay estd ligada com a
divergéencia do diretor e nota-se uma divergéncia na orientagao das moléculas.

A deformacao conhecida por twist esta ligada a constante Koy e é representada pela
Fig. 2.4.

Figura 2.4: Ilustragao da distorcao tipo twist de Kos.

Note que ela esta ligada ao rotacional do diretor paralelo ao mesmo. Apesar da
ilustracao mostrar a distorcao de uma maneira que lembra os cristais liquidos colestéricos,
deve-se lembrar as distorcoes das constantes elasticas sao locais, localizadas em uma
pequena porcao da amostra nematica. Este carater de hélice dos colestéricos é global,
pertencentes a amostra inteira.

A constante K33 estd relacionada com a deformacao conhecida por bend, onde ha uma

espécie de torcao na orientacao das moléculas. Essa deformacao estd ilustrada na Fig.
2.5.
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Figura 2.5: Ilustragao da distorcao tipo bend de Kjs.

Esta deformacao do tipo bend esta ligada ao rotacional do diretor, perpendicular ao
mesmo.

As constantes (Kag + Kay) ¢ K3 sdo conhecidas como saddle-splay e splay-bend, res-
pectivamente. Ambas estao relacionadas a interacao das moléculas de cristal liquido com
a superficie que delimita a amostra.

Do ponto de vista variacional, existem problemas ao minimizar a energia do sistema
ao considerar a constante K3, o que nao ocorre com (Ky + Ksy). O problema em
minimizar a energia total para f que leva em conta somente Kas + Koy como constante de
superficie é dito bem-posto? e nao ha problemas em encontrar estados estdveis para este
caso. Ao contrério, o problema ao considerar K3 leva a descontinuidades na superficie ao
extremizar a energia do sistema. Uma discussao com mais detalhes pode ser encontrada
na referéncia [5].

Depois de apresentar a densidade de energia, o método pseudomolecular, a apro-
ximagao elipsoidal com o caso esférico sendo um caso particular, e as constantes elasticas,
convém aplicar os conceitos estudados para calcular o valor das constantes para diferentes

potenciais de interacao, como sera feito nos préximos capitulos.

2Um problema bem-posto precisa ter (i) existéncia de solugao, (ii) unicidade da solucio por meio de
condigoes iniciais e de contorno e (iii) para pequenas variagoes das condigoes iniciais e de contorno, devem

ocorrer pequenas variagoes na solugao.



Capitulo 3

Método pseudomolecular:

potencial genérico

Como ja foi dito, o método pseudomolecular é usado para calcular as constantes
elasticas utilizando diretamente o potencial de interacao entre as moléculas que formam
a amostra nematica. Para facilitar o trabalho, a aplicacao do método sera feita inicial-
mente para um potencial de interacao genérico, que inclui todos os potenciais que serao
estudados no decorrer do trabalho como casos especificos. A definicao deste potencial e o

calculo das constantes elasticas serao apresentadas a seguir.

3.1 Potencial de interacao genérico

Como foi afirmado em [5], um potencial de interagao genérico depende de trés produtos:

o produto do vetor 7 com i, de 7’ com @ e de 7i com 7', considerando @ = 7/r, ou seja,

g, T37) = gl(F-0), (7 ), (@ -7): 7 (3.1)

Com isso, o potencial g serd formado por combinagoes e poténcias dos seguintes parame-

tros:

(7t - @) (i~ @) (7 - 7).

Lembrando que estes parametros podem estar acompanhados de funcoes que dependam

de r.

26
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Com o potencial genérico definido, o préximo passo é mostrar que g; e ¢;;, dados por

(2.11) e (2.12), respectivamente, sdo escritos da seguinte forma:

qij = u,-qug (T_I: . ﬁ) + uinjF4 (ﬁ . I_I:)
com F; (1), para i = 1,2,--- ,6 sendo polinomios de (7 - &), oriundos do célculo das

derivadas de primeira e segunda ordens de g, na condicao n’ = 7. A demonstragao desta

afirmacao é obtida analisado as duas tabelas a seguir:

/om! i =it
(7t - @) 0 0
(@ @) || wk (7 @) |k (7 @)
(7 - i) || nok (7 - @) nik

Tabela 3.1: Derivada primeira dos elementos de ¢, na condicao 7’ = 7.

9? | Onion’; i =7
(7t - @) 0 0
(@ - a)* | wuik(k —1) (@ @) | uuk(k —1) (7 - 7)"°
(@ - @) | ninghk(k — 1) (7 - /) nin;k(k — 1)

Tabela 3.2: Segunda derivada de g, aplicando a condicao 7’ = 7.

As duas tabelas mostram as derivadas dos pricipais elementos que constituem g, elevados
a uma poténcia genérica k, com a condicao 7’ = 7.

Utilizando os casos apresentados em Tab. 3.1 e Tab. 3.2, mais as regras usuais
do célculo diferencial, encontram-se as F;(7i - @), para i = 1,2,--- ,6, de (3.2) e (3.3),
oriundas do elementos de ¢ formados por combinagdo dos elementos (7 - ), (77’ -u) e
(ri-1'). Note que para as derivadas de ¢;;, aparecerao produtos de u;n; ou n;u; para F
e F5. Por exemplo, considerando um caso simples com um dos elementos de g dado por
(1 -1") (1" - @), a derivada segunda em relagao a n; e n; é

82

W (ﬁ . ﬁ,) (ﬁ, . U) = NU; + U;nj,
1 J
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que tera o mesmo valor apds aplicar a condicao 7’ = n. Assim, verifica-se que, de fato
pode-se escrever ¢; e ¢;; como em (3.2) e (3.3), respectivamente.

O préximo passo é aplicar ¢; e ¢;; nos tensores Ny e K dados em (2.16). Isto leva

a
1
Ny = Z/ [w; Fy (71 - @) + ng By (7 - @)] upuyr?dr’
1 — 29/ 1 = 2.1
= 1 Fy (7 - @) wyugwr=dr’ + nig Fy (7 - @) uguyr=dr (3.4a)
]' — — — —
Kijkl = Z_l / [uinFg (n . U) + uij4 (n . U)
+ nu; By (7 - @) + nin; Fe (7 - @)] upugr®dr’
1

4 4
+n; / Fy (- @) wiupwr?dr’ + nin, / Fy (71 - @) upurdr, (3.4Db)

— — ]' — —
= - / F5(7i-u) uinukulTZdT, +n;— [ Fy(ii- ) ujukulTZdT'
T/ T/

devido ao fato de as integrais nao dependerem dos componentes de 7. Isto permite escrever

Niw = Aigr + niBug;

Kijw = Ciju +n:Djp + njEig + nin Fijp.
As componentes dos tensores da densidade de energia substituidas em (2.17) serao

Af = nipu(Ai +niBu)
+1; 5151 (Cijrr + i Djgr + 1y B + nin Fi)

Af = nipuAig + ning B + 1k Cjr (3.5)
com
1 - 2 /
Al = 1 Fy (71 - @) wyupwyrodr
1 = 27/
By = 2 Fy (1 - @) upwyr=dr
C L TRRS 2dr’
ik = 5[ Fs (1 - @) wyujupwr-dr’,

e Fi, F, sendo os termos de ¢; e F3 de ¢, de acordo com (3.4a) e (3.4b). Os outros
elementos sao nulos devido a proposigao n,ne, = 0V a # b, discutida e demonstrada no

Apéndice B.
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O proéximo passo agora € escrever os compontentes dos tensores A, B e C em termos
dos elementos de simetria. Esta forma de escrever os tensores consiste em representa-los

em termos do vetor diretor 7 e da delta de Kronecker. De acordo com [5],

Ay = Aingngny + Ag (ni0k + 10y + nidix) ;
By = Bingng + Baoy;

Cijkl = C’lnmjnknl + OQ (nmﬂkl + nmkéﬂ + nmléjk + njnkéil

+ njniig + ninidiy) + Cs (8550k + 6idj + 0udin) -
Note que o termo que acompanha a componente A;; na expressao (3.5) é n; ;. Entéo,
da contragao A;;xn; ki, obtém-se
A = Aingnngng g + As (i g0k + e g0 + 1 ki)
= Aingmnng g + As (i ge + g+ ing k)
= Ayngnyning g + Aoning g + 2Aomgng g, (3.6)
admitindo, sem perda de generalidade, a igualdade ngn; i = ning . Para By
niNi B = Bingnymnin, g + Baning 0k
= Blnknmini,kl —I— Bgnini7kk. (37)
Agora, contraindo Cjjx; com o auxilio de n; xn,; como estd em (3.5),
nixni 1 Cis = Crngmngng gning; + Co (nin gm0k
+nknini,knj7l(5ﬂ + nmmi’knj,léjk + nkni7knjnj7l(5il
+ ni7knjnj7lnl(5ik + nkni,knjnjyléij) + 03 (ni7knj715ij5kl

+ 1 k151035051 + M k15,1000 k)

= Congngpmunig + Csng png i + Cang gy + Cang gy, (3.8)

na qual usamos, novamente, n,nq, = 0V a # b.
Pelo desenvolvimento feito na Secao B.3 do Apéndice B, é possivel reescrever os termos
de (3.6), (3.7) e (3.8) da sequinte maneira:

Aikmi,kl = (6 . ﬁ)2 (-314.2) -+ (ﬁ . 6 X ﬁ)2 (_AZ)
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Os termos anteriores sao demosntrados nas expressoes (B.12), (B.13) e (B.14), respecti-

vamente. Ao substitui-los em (3.5), resulta em

Af

(-

(—A; — B_Bﬁ()ﬁ@)(ﬁxﬁxﬁf
(245) V [(V )]

(Ay+ By —205)V - [A(V - /1) + 71 x V X .

Comparando a igualdade anterior com a densidade de energia de Nehring-Saupe (2.9),

dada por

1 - -
—|—§K33(ﬁ x V x 7_7:)2 + K13V . [ﬁ(V . T_i)]

— (Ko + Kou) V- [fA(V - ) + 7 x V x 7],
mostra-se que as constantes elasticas, pelo método pseudomolecular, sao tais que

Kll = 2 <—3A2 — BQ + 303) ’
KQQ = 2 (—A2 — BQ ‘I‘ Cg) )

K33 = 2 (—Al — A2 — Bl — B2 + 02 + 03) ] (39)
K3 = 2Ay;
K22 + K24 - - (A2 —|— B2 - 203) .
Portanto, as constantes eldsticas derivam dos valores de Ay, As, ..., Cy e Cs. E

preciso entao montar um sistema de equagoes com as expressoes (3.6), (3.7) e (3.8) e suas
respectivas simetrias para obter tais valores.

Considere a contracao A;;xn;ngn;, ou seja,

nnp Ay = ningng [Aingngng] + ngngng [As (008 + 1 + nidix)]

= A1 +A(1+141) = A +3A4,,
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com o auxilio da proposicao n,n, = 1 V a e a definicao da delta de Kroenecker dada em

(B.1); considere agora a seguinte contracao, derivada da expressao de A;:

niAir = n; [Aingngng] + ng [As (i0kk + nidix + nidir)|
= A1+A,B3+1+1) = A} +5A,.

Utilizando as duas expressoes anteriores, obtém-se o seguinte sistema de equagoes lineares:

)l

nmknlAikl = Al + 3142
nZAZkk = Al + 5A2

cujas solugoes sao
1
A = 3 (5ngmeng Ay — 30 Ak ;
(3.10)

Ay = = (—nmemiAie + niAikk) -

N | —

Utilizando procedimento semelhante para By;, obtém-se as seguintes expressoes:

ny By = ngng [Bingng| + ngng [B2ok)

= DB+ By;

By, = Bingng + Badgg
= B+ 3By

que formam o seguinte sistema de equacoes lineares:

nyyBy = B + B
By = By + 3B

com solugoes para By e By dadas por

1
B, = 3 (3ngny B — Byk) ;

(3.11)

1
By, = 5 (—ngny By + Brx) -

Por fim, para encontrar as constantes de Cjj5;, tém-se as seguintes expressoes:

nin e Ci = ningngny [Crningngng| + ngngngng [Ca (nindp
+nngdi 4+ nndj, + ningdy + nngda + ngngdi;)]
+nngngny [Cs (8;50k + 0ikdjr + 0udijk)]
= (1 +6Cy 4 3Cs;
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ninCijee = ning [Crngngngng] + ning [Co (o + ningdk
+nin0jk + nngdix + 1M, + Mo
+n;n; [Cs (0350kk + 0irdjk + dirdjk)]
= (1 +8Cy + 5C5;

Cike = Cininingng, + Co (nini0x + ningdig + ningdi
ning0ik + ningdi + Mpngdii) + Cs (840kk + ikl + 0irlir)
= C; +10C; + 15C5,

de onde se obtém o sistema

nmjnknlCl-jkl = Cl + 602 + 303
nij'ijkk = Cl + 802 + 503 5
Clik = (C; + 10C; + 1504

com solugoes dadas para C4, Cy e (3 na forma:

1

C, = 3 (35nin i Cijin — 30nim; Cijre + 3Ciik) ;
1

C, = S (=5nminpnCijr + 611 Cijer — Ching) ; (3.12)
1

Cs = 3 (ningnemCigr — 2nin; Cijir, + Clikk) -

Por construcao, '} nao aparece nas contantes elasticas e por isso sera descartado. Entao,
no decorrer do trabalho, sempre que o método pseudomolecular for utilizado, C; nao sera
calculado.

Assim, verifica-se que dado um potencial de interacao g entre duas moléculas de cristal
liquido nemdético, as constantes eldsticas sao obtidas por meio das derivadas ¢; e g;j,
calculadas quando existe perfeita ordem nemética, isto é, quando 7’ = 7. Ao substituir
estas derivadas nos componentes dos tensores A, B e C, utilizando as regras de simetria,
encontram-se Ay, Ay, By, By, Cs e (3, elementos que compodem as constantes eldsticas.

Antes de aplicar o método para potenciais de interacao ja conhecidos, é interessante
entender um pouco mais sobre Ay, A,, ..., Cs.

Considere o elemento n;ngn; Ay de Ay e Ay, Utilizando a integral em (3.4a), verifica-se

que
1 = 2 /
ningn A = nngny— [ Fy (7 Q) wpugwr dr
T/

= = // Fy (7 - @) (nawy) (ngug) (ngwg) r2dr’

1
= - / Fy (71 - @) cos® (0) rid7’,
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utilizando n,u, = cos (0) V a. Analogamente, as outras integrais ficam

1
niAiee = 1/ Fy (71 - @) cos (0) rdr’;
1
ng By = Z/ Fy (i1 - @) cos? () rid7’;
By = ~ [ By artar
e = 7 o (1 - @) rodr’;

ningngCi, = - i) cos® () rid7’;

| =
—
e
=

1
nin;Cijrr, = Z/ Fy (71 - @) cos® (0) r2dr’;
C _ ! Fy (7 - @) r2dr’
ik = 7| 3 (71 - @) rodr.

Nestas representacoes, além de n,u, = cos (f) V a, também foi utilizado que u,u, = 1V a.

Os polinémios F; (71 - @) sao da forma
Fi(ii-@) = fo(r)+ fi(r) (ii- @)+ fo(r) (7T~ @) + -
= fo(r)+ fi(r)cos (6) + fo(r) cos® (B) + - - -
com fn(r) sendo uma fungao que depende de r e de outros parametros que constituem o
potencial.

Ao substituir F; nas integrais anteriores, é possivel escrever as constantes eldsticas em

termos de integrais do tipo
J@ = / Fi(r) cos™ (6) rdr, (3.13)

que ainda podem ser reescritas de acordo com a simetria adotada. A maneira mais conve-
niente de trabalhar nos problemas estudados é resolver Jéa) pelo sistema de coordenadas

esféricas. Assim
dr’ = r?*sen () dfdrdy,

cujos dominios de cada umas da varidveis sao dados da seguinte maneira: (0 < ¢ < 27),
(Ro <7 < Ry)e(0<6<m). Levando em conta a simetria azimutal do problema, (3.13)

é tal que

Rn T
J@ = 27r/ / f(r)r* cos™ (6) sen (#) dfdr.
Ry 0
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O sobrescrito (a) em (3.13) estd ligado a fungao f(r) e serd explicado a seguir, ao resolver
a integral em r. Para isso, é preciso conhecer f (r). Como as constantes eldsticas, e
consequentemente as integrais as quais se obtém estas constantes, devem ser convergentes,
e como no decorrer do trabalho serao usadas apenas funcoes deste tipo para r, define-se
0 caso mais geral para f (r) = f (r;m,a) da seguinte maneira:

N e—ar/)\

f(rim,a) = (3.14)

,rm

Um primeiro caso é pensar em a = 0 e assim f(r;m,0) = 1/r™. Pensando na con-
vergéncia das integrais, a primeira afirmacao a ser feita em relacao a f é adotar m > 5.

Desta forma, a integral na variavel r é tal que

Ry 5 RN T4 RN
flr;m,0)rt*dr = / —dr = / r=mdr
Ro Ry T Ry

5—m

r Ry

5—mRO

- (5—1 m) ((RN)}(E"’”) - (Ro)‘l“’"m)) '

Fazendo m — 5 = k e substituindo os valores de Ry e Ry dados em (2.19) e (2.20), a

integral anterior fica

Ry _
Frmourar = 1]t

Ro k
onde a parte que depende apenas de ag e ay sera chamada de

| [Vi=ewr@)].

6 = H 1 _L] (3.15)

(ao)k  (an)*

Com isso, a integral (3.13) para o caso f(r; m,0), que serd escrita como J0 6

JO = ong, /7r cos” (0) sen (0) [ 1 — ecos? (0)] ’ db
0
= 2m&i 1, (e, k). (3.16)

A integral anterior, agora chamada I,,(e, k) é proporcional a func¢ao hipergeométrica (A.2),

definida em [11], e dada por

I(ek) =

1+ (=1)" k1 3
T+ ()" p |k 1dn 34n |
1+n 2" 2 2
A expressao (3.15) é utilizada para deixar a expressao da integral mais compacta. Ao
analisar esta igualdade, verifica-se que o limite externo do volume de interacao nao afeta

os resultados de maneira significativa. Tomando ay — oo verifica-se que &, depende de
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uma maneira simples de ag. A notagao & sera utilizada em todos os problemas a seguir,
a nao ser quando se queira fazer uma analise mais detalhada do volume de interacao.

Dando continuidade e agora tomando a = 1, a funcao (3.14) fica

B 677"/)\
flrim, 1) = 7
rm

e a integral em r é

RN RN
r r m T4d7’ = S_T/ATA_md’f'
. f(r;m, 1) /R 0

= N7 [[(5—m, (Ro/N) —T(5—m, (Ry/N\)],

com I sendo a funcao gama incompleta, cujas propriedades estao no Apéndice A, igual-
dade (A.3). Ao substituir Ry(f) e Ry(0) dados em (2.19) e (2.20), respectivamente, a

integral anterior, agora chamada de ©,, é tal que

Ox(e,m,0) = XN7™ || 5—m, an
A/ 1 — ecos?(0)

—I (S—m, o )] .
A/ 1 — ecos?(0)

Com isso, escreve-se (3.13) da seguinte maneira:

n

JU = 27r/ cos™ (0) sen (0) © (e, m, 0)do,
0

ou ainda

JW = 27\ E, (e, m, \). (3.17)

n

As integrais (3.16) e (3.17) serao resolvidas no decorrer do trabalho, para casos mais
simples e que envolvam os parametros presentes nos potenciais de interacao.
Com o auxilio desta discussao, o capitulo seguinte serd dedicado a aplicacao do método

pseudomolecular para calcular as constantes elasticas de potenciais mais especificos.



Capitulo 4

Aplicacoes do método

pseudomolecular

Alguns exemplos importantes serao mostrados aqui para se ter uma ideia da aplicacao
do método. Dentre os exemplos escolhidos estao o potencial de Maier-Saupe; o poten-
cial de Nehring-Saupe [5]; um potencial “hibrido” que mistura os dois potenciais e inclui
outra grandeza, chamada de comprimento de blindagem [8, 9, 10]. O primeiro potencial,

conhecido como potencial de Maier-Saupe, vem logo a seguir.

4.1 Potencial de Maier-Saupe
Seja g o potencial de interacao de Maier-Saupe, definido como
gus(n, ;7)) = ——=(n-n
com Cys > 0. Considerando f(r;6,0) = fus(r) = —(Cwus/r9), verifica-se que
q; = fMS(r)niS qij = fMS(T)nmj-

Como ¢; e g;; aparecem apenas em termos de n; e n;, os elementos A;, Ay, Cy e C3 sao
nulos, pois estes, por construgao, sao definidos em termos de u; e u;, como se vé em (3.4a)
e (3.4b). Desta forma, as constantes eldsticas serdo escritas apenas em termos de B; e
BQI

Ky = —2DBy;
Ky = —2Bjy;
K33 = 2(—B;— By);
Kiz = 0
Ko+ Koy = —DBo
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As integrais que compoem B; e Bs sao

1 ~ 1
ngmBy = Z/ Jus(r) cos’ (9)7’2d7/ = ZJQ(O)
e também
1 ~ 1
By, = 1/ fus(r)ridr’ = ZJSO)-

Com isso, By e By ficam

1
Bi=2 (31" - ") e B= S (47 =57,

0|

o que leva a
(4.2)

e ainda K3 = 0.

Para este caso, as integrais serdao dadas de acordo com (3.16) com k = 1. Para JQ(O),
J2(0) = 27§ 15(e, 1)
= —271&Cus /7T cos? () sen (0) /1 — e cos? (6)db; (4.3)
0
para Jéo)
Jo = 2n&1o(e, 1)

= —21&Cys /7r sen (0) /1 — ecos? (6)d6. (4.4)
0

Na aproximagao esférica, isto é, quando e = 0, as integrais se reduzem a I, = [,(0,1) =
2/(n+1) e com isso

2
Substituindo nas constantes elasticas, verifica-se que
2
K = Ky = Ki3 = 2(Ko+ Kyy) = §7T§1OMS

e K13 =0, o que estd de acordo com [5].
O passo seguinte é analisar a aproximacao elipsoidal. Neste caso, o volume de inte-

gracao estd limitado por dois elipséides concéntricos, com equacoes paramétricas dadas
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por (2.19) e (2.20), respectivamente. Pelas relagdes (4.2) é necessario calcular Jy e Jy para
k=1ee#0. Assim

JQ(O) = —27T£10M512(6, 1), Jéo) = _27£1CMSIO<€; 1)
Com isso, as constantes eldsticas na aproximacao elipsoidal ficam

1
Ky = Ko = 2(Kyp+ Kyy) = §7T§1CMS [Io(e, 1) — Iz(e, 1)];
Ks3 = 7T£10MS[2(67 1),
além de K3 = 0.

Para ilustrar o comportamento das constantes elasticas com relacao a excentricidade

do elipséide que define o volume de interacao, convém analisar a figura a seguir.

1,25/

1t — Ky1=Kp
0,75, ~ K
05—

’ Ky +K
005 22+Ko4

02 04 06 08 1
Figura 4.1: Gréfico das constantes eldsticas, K;; em funcao da excentricidade e.

Para o grafico anterior, a constante de proporcionalidade 7&;Cyis = 1, por simplici-
dade. Como a finalidade do grafico é apenas analisar como as constantes se comportam
ao variar a excentricidade do volume de interacao, é mais conveniente desconsiderar estas
constantes. Os valores de & e Cys sao importantes no caso de uma andlise dimensional
das constantes, ou nas tentativas de avalia-las quantitativamente.

Na Fig. 4.1, nota-se que imediatamente ao sair do regime da aproximagao esférica,
K1 = Koy # Kss. E interessante também notar que ao aumentar a excentricidade do
volume de interacao, o valor das constantes elasticas diminui, com uma queda um pouco
mais acentudada de Kss.

A seguir sera apresentada uma discussao semelhante a fim de encontrar as constantes
elasticas para um potencial do tipo Nehring-Saupe, que é um pouco mais geral que o

potencial tratado agora.
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4.2 Potencial de Nehring-Saupe
O potencial de Nehring-Saupe ¢é definido da seguinte maneira
gns = =g () =3 (- @) (@ - D) (4.5)

com Cys > 0. Para este potencial f(r; 6,0) = fNS(T) = —(Cys/r%). As grandezas ¢; e ¢;;,

definidas em (2.19) e (2.20), respectivamente, sao dadas por

6 = 2fxs(r) {u; [9(- @) =3 (- )] +n; [L =3 (- @)}

As componentes dos tensores A, B e C sao dadas, a partir de ¢; e ¢;;, da seguinte

maneira;
1 .
Aw = g / 2 fs(r) [9 (- @) — 3 (7 - )] weupurrdr’ (4.63)
1 _
Bik = Z // 2st(T) |:1 -3 (ﬁ . ﬁ)Q} ukUﬂ“ZdT, (46b)
1 = L2 271
Ciji = 1l 2 fns(r) [9 (71 - ) } Wi upwredT (4.6¢)
De (4.6a) obtém-se
1 < S S
ningAim = 5/ fxs(r) [9(7- @) -3 (7 - )] (nug) () () r2dr’

- [9 [ Aty @i =3 [ sty )|

usando o fato de que (n4u,) = (7 - @); agora, sabendo que (7 - @) = cos (#) e recordando
da definigao (3.13), verifica-se que
9 0 3

A = =Jg 3

0
: JO.

Com um procedimento andlogo ao usando anteriormente, e ainda utilizando u,u, = 1,

obtém-se
niAig, = % /T, frs(r) [9 (i - @)° — 3 (i - [[)] (niu;) upugr?dr’
= 5|0 [ Aoyt s [ st it
o que implica
9 3

niAigk = §JAEO) — §J2(0).
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Substituindo em (3.10), chega-se a

A = z (347 = 1477 + 155 )5 Ag = z (~A7 +as? =3s") . @)
Para (4.6b), obtém-se
ning B, = %Jz(o) - 2J£0)§
Bu = A" -,
0 que resulta em
B = i (~A" + 65 = 9s"); By = %1 (A =41 +327),@8)
de (3.11). Finalmente, para (4.6c¢),
ninjnknlcz’jkl gje(o)7
nin;Cijre = gjio);
Ciikry = gJZ(O)a
que resulta as seguintes expressoes para (3.12):
C, = % (—A4” + 60"~ 577)
(4.9)
0y = % (A =227 + 7).

Substituindo (4.7), (4.8) e (4.9) nas expressoes das constantes eldsticas, dadas em
(3.9), tem-se

Ky = é (—48” + 799 = 2107 + 1355 ;
Ky = % (—aa + 3790 = 785 + 4550
Ky = é (—32J2(0) +1807" — 180Jé0)) : (4.10)
Kz = é (—12” + 487" — 36.”)
Koo + Koy — é <—2J§“> 423780 — 487 4 27J§0>> .
De (3.16), usando fxg(r) = —(Cns/r®), as integrais podem ser reescritas

JO = _ong Cnslin(e), (4.11)
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o que leva, de (4.10), a

Kn = ggloNs [41o(e) — T915(e) + 2101(e) — 135T¢(e)] ;
m

Ky = &Cxs[lo(e) = 371y(e) + T8Li(e) — 4515(c)] ;

™

K33 = Zflch [32]2(6) — 180[4(6) + 180[6(6)] X (412)
Ky = %glch [127,(e) — 481,(e) + 3614(e)] ;

Ky + Kyy = %glcNS 21 (e) — 2315(e) + 4814 (e) — 27I5(e)] .

Por meio de (4.12), é possivel encontrar as constantes eldsticas para os casos esférico e
elipsoidal. No caso esférico, e = 0, as integrais I,,(0) = 2/(n+1). Substituindo em (4.12),

verifica-se que

47
Ky = i&CNS;

Ky = %&C’NS;
Ks3 = %glch; (4.13)
K3 = —i—gflch;

Koy + Koy = %&CNS-

O fato de K11 = K33 < Kg3 e K13 < 0 sao resultados bem conhecidos para este potencial
na aproximacao esférica e foram obtidos no trabalho de Nehring e Saupe em 1972 [12].
No caso elipsoidal, considerando 0 < e < 1, os resultados sao os dados por (4.12) e

podem ser vistos graficamente a seguir.

Ki

— Ky
1,50 By
10 — Ky
0,5t Ks3
‘ ‘ ‘ ‘ - Ki3
0,2 04 0,6 028:..10
S0.50 T - Ko+ Koy

Figura 4.2: Grafico de K;; em funcao da excentricidade e para o potencial de Nehring-

Saupe.
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Novamente, como o intuito é de analisar como as constantes eldsticas variam ao variar a
excentricidade do volume de interagao, a constante de proporcionalidade (7§, Cns)/4 = 1.

Como pode ser visto, dentro do intervalo da excentricidade analisado, a constante Koo
¢ a maior de todas. Como no caso do potencial de Maier-Saupe, assim que o regime
elipsoidal é valido, isto é, para e > 0, K;; # K33 e curiosamente ambas ficam negativas
ap6s um certo valor de excentrididade. Para as constantes de superficie, verifica-se que o
valor de Kas + K54 é pouco alterado ao variar a excentricidade do volume de interacao e
K3 é negativa dentro do regime.

Com isso, conclui-se a aplicacao do método pseudomolecular ao potencial de Nehring-
Saupe. O préximo passo serd considerar um potencial mais geral, que contém os dois
potenciais ja estudados, além de outro termo para assegurar a convergéncia das integrais

utilizadas para escrever as constantes elasticas.

4.3 Potencial hibrido e comprimento de

blindagem

Considere o seguinte potencial de interacao molecular

C
g(it, i 7) = ——ge (i)~ 3p (- @) (i - @) (4.14)
r
definido em [5].
O parametro ¢ da o carater hibrido ao potencial. Para o caso de ¢ = 0, g(7, 7';7) é
o potencial do tipo Maier-Saupe (4.1); considerando ¢ = 1, o potencial do tipo Nehring-

/A usado para garantir a

Saupe (4.5). A diferenga aqui é que ainda existe o termo e~
convergéncia das integrais usadas para escrever as constantes eldsticas [9]. O termo A
¢ conhecido como comprimento de blindagem e ¢é usado para se obter uma interacao de
curto alcance. No caso de A — 00, este resultado recai, dependendo de g, nos potenciais
ja apresentados.

Os parametros ¢; e ¢;; para este potencial sao tais que

G = 2h(r) {ul [—3@ (71 - @) + 90* (i - 1])3]

+n; [1— 30 (- 1)*]}; (4.152)
G = 2f(r) [u;u;90% (7 - @)* — w;n;30 (7 - @)
u;ng3o (7 - ) 4 ning] (4.15b)

com fy(r) = —(Ce ") /7S
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De (4.15a), obtém-se A; e Bj; de (4.15b), Cijk, dos quais é possivel escrever os

parametros A, A, ..., C3, que compoem as constantes elasticas. De A;; dada por
1
A = / 2fx(r) [—30 (7 - @) + 90* (77 - 17)3} wiupwyr2dr’

9 ~
= ——Q/ f,\ ) (71 - @) u~ukulr2d7'+592/ ING) (ﬁﬁ)B wiupuyridr’

obtém-se
_ 3 r - x4 2 / 9 2 r - 6 2 /
ningn A = ——Q fA(T’> (7 - )" rdr +§Q a(r) (- 4)” rodr
3 9
- 2 J4(1)+ o? I
A __3 s —’—»22d/ 92 r —»—»42d/
n;Aigr, = 59 /fA(T)(”'U) r T+§Q /fA(T)(n'U) rear
3

1 9 1
= 5ok’ + 50,

com as integrais J3" relacionadas com fx(r). Daigualdade (3.10), A; a A, sdo encontrados

e representandos da seguinte forma:

3
A = T|(-970 +150") o + (38" =557 o]
(4.16)
3
A = L[ -3 @+ (A0 + ") o]
Utilizando By, dado por
1 -
By, = 1/ 2fx(r) [1 —30(1 - 6)2} ujukr2d7’
encontram-se os elementos
1 ~ . =
nkmBkl = 5 f,\(?“) (n . 2 2d7’ — / f)\ . 4 2d7’
1 3
1 ~ 2 / 3 s - N2 2 /
By, = B Ia(r)rodr’ — 5@ falr) (i - @)" rodr
I oy 3 .a
que, quando substituidos em (3.11), permitem obter:
1
B = 734 =g+ o (-9 + 350 5
(4.17)

a0+ a0 0 (3080 = 30)].

|
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Finalmente, para obter os elementos Cy e Cs de Cjjx;, dado por

¢é necessario obter

9 s — —
ninngCijr = 592/]",\(7“) (n-u)GTZdT/ =

Cijkl

9 ~
nin;Cijrr = 592/f,\(r) (i -@0)* ridr’ =

1 _
1 / 2f:(1)90* (71 - ﬁ)2 wgujupuyrdr’

9 5.0
5075

9 1
§Q2Ji ),

9
2

9 = I
Ciikk = §Q2/ fa(r) (n-u)27”2d7" = —Q2J2(1),

dos quais se escrevem, com o auxilio de (3.12),

9
Gy = o0 | =54 + 60" — 4V

9

03:1—6Q

2 [ng> —2JW 4 JS)} .

I

(4.18)

Substituindo (4.16), (4.17) e (4.18) em (3.9), obtém-se as constantes eldsticas para o

caso do potencial (4.14). A saber,

K33

K3

Koy + Koy

27
= (58" =60 + V)

1
+6 (=0 + I ) o < (408 = sV 5

8

9
< (5" =60 + 1Y) ¢

1
+3 (=0 + I ot 2 (408 - sV

3
45 27
(—?Jél) - EJS)) o+ (9750 = 30) 0 - J; (4.19)
3 3
(=3 4300 245 (7 = )

9
< (300 =4+ Y) ¢

3 1
+5 (a0 + ) et £ (2080 —24Y).

Note que as constantes eldsticas agora dependem do parametro ¢ e do comprimendo de

blindagem presente em J,gl), além da excentricidade dos elipsdides que definem o volume

de interacao.
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As integrais J sdo dadas por
JM = /fA (7 - @0)" r*dr’
—r/A
— _C/ € (ri - )" dr’
—r/>\
= —27TC/ / cos™ (#) sen (6) r*drdf
77‘/)\
= —27rC’/ [/ dr} cos” (6) sen () db.

Para o caso mais geral, a integral entre colchetes recai na funcao gama incompleta, como

visto anteriormente. Porém, para o caso deste potencial, com m = 6 (ou k = 1), a integral

Ry 671‘/)\ Q*RO/)‘ eiRN/)‘ 1
/ o ( o )+X[Ei (Ro/A) — Ei (Ry /M),
0

RO T‘ RN

com Ei(x) sendo a func¢ao exponencial integral, definida no Apéndice A na equagao (A.4).
Ao substituir Ry e Ry dados em (2.19) e (2.20), e chamando ©,(e, 6,0) = O,(e, 0)

> e—ao/)\ 1—ecos?(0) e—aN/)\ 1—ecos?(0)
O,(e,0) = +/1—ecos?(0) o - _~
Lle — Ei v ,
)\ )\\/1—6COSQ A/ 1 —ecos? (0)
e entao
JU = —271'0/ O (e, 8) cos™ (0) sen (6) do

= —21CE,( (4.20)

com as J sendo substitufdas nas constantes (4.19).

O primeiro caso de interesse a ser estudado sera a transicao do potencial de Maier-
Saupe (4.1) para o potencial de Nehring-Saupe (4.5), que acontece no limite A — oo, e
variando o de 0 até 1. Note que neste regime

1 1
Oxr(e,0)|, o = (———) 1 —ecos? (0),

Qo an

e dai E,(e,A) de (3.17) se reduz a & 1,,(e).
Como frisado anteriormente, quando e = 0, as integrais [,,(0) = 2/(n 4+ 1). Para o
caso elipsoidal, 0 < e < 1, as integrais [,,(e) recaem em termos proporcionais as fungoes

hipergeométricas o F}, citadas anteriormente e no Apéndice A na igualdade (A.2).
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Para o caso esférico, as constantes elasticas sao dadas por:

36 8 2
Ky = Kz3 = 2n6C <—Q ——-o+ )

35 5 3

4 2
Ky = 260 ( 0 —EQ 3)

K3 = 2n6C (——Q2 + Q)

3 2 1
K Koy = 2 —0*—Zo+-).
22 1+ oy w6 C <35Q 5 3>

A figura a seguir ilustra o comportamento das constantes elasticas conforme p va-
ria. Como nos casos anteriores, o fator 27&,C' = 1, por simplicidade. Note que o valor
das constantes do potencial de Maier-Saupe é menor que as constantes no potencial de
Nehring-Saupe. E interessante notar também que para toda a “transicao” de um potencial
ao outro, K11 = K33 < K. Outro fato interessante é que quando p > (7/9), a constante
K5 <0.

0,5t
0,3f

0,1 _
o1l 02 04 06 087]

Figura 4.3: Gréfico de Kj;; versus o.

Para o caso elipsoidal, é possivel verificar o comportamento das constantes elasticas
ao mudar do potencial (4.1) para (4.5), para diferentes valores da excentricidade e, na
figura a seguir (Fig. 4.4).

Assim como no caso esférico, todas as constantes eldsticas sao menores no potencial
de Nehring-Saupe. Conforme a excentricidade varia, os valores das constantes de volume,
K1, Kos e K33, que eram iguais, comecam a variar no potencial de Maier-Saupe. Em
todos os casos, K11 = K99 = K33 no potencial de Maier-Saupe, mas ao sair deste regime
as trés constantes de volume passam a ser diferentes, valendo a relacao de ordem K33 <
K11 < Ka3. As constantes de superficie tém comportamentos semelhantes para todas as
excentricidades: Koy + Koy decresce quase linearmente e K3 tem um maximo e decresce

até se tornar negativa perto do regime ditado pelo potencial de Nehring-Saupe.
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Kij Kij

0,5 0.5

0,37--- 0,3

0.1 . 0 0,1 0
~0,1 02 04 06 081 -0.1

Kij

075‘ e=0,4

03

0,1 e .. = )

------------ ~ 0 -.._... = 0

-0,1 02 04 06 08"'1 0,2 0,4 0,6 0,8 ™1

¢ — 0
02040608 1 0,2 04 0,6 08 1
— K — K K
Legenda: ! - 3
- Kjz o KpptKyy

Figura 4.4: Graficos de Kj;; vs. o para diferentes excentricidades.

Convém agora analisar os potenciais de Maier- e Nehring-Saupe com o termo que
contém o comprimento de blindagem A. Considere as igualdades (4.19). Ao substituir

(4.20), obtém-se as seguintes expressoes para as constantes eldsticas para o potencial
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(4.14):
Ky = 27C [~5Es(e,\) + 6E4(e, \) — Ex(e, )] 0°
E4(e A) — Es(e, N)] o
! < [F4B(e, ) + 4B )\)]}
Koy = 27C { = [=5Eg(e, A) + 6E4(e, \) — Ey(e, \)] 0
E4(e A) — Es(e, N)] o

L < (4B (e \) + 4B e, )\)]}

—9E,(e, \) + 3Es(e, \)] o + Ea(e, A) }; (4.21)

K13 =2nC 3E6 €, )\ - 3E4(€ )\)]

[—E4(e, \) + Ex(e, N)] Q}

Koy + Koy = 27C

+
+
_|_
_|_
Kgg = 271'0{ 45E6 6 )\ — 27E4(€ )\)]
+
_|_
{ —3Es(e, \) +4E4(e, \) — Ey(e, \)] 0
+

E4(6 /\) Eg(e )\)]

— ol XT©O oo NIw

—+ g [—2E2(6, /\) + 2E0(67 A)]} :

Fazendo ¢ = 0 em (4.21), as constantes eldsticas para o potencial de Maier-Saupe sao
escritas da seguinte maneira:
Ki = Ky = 2(Ky + Koy) = wC[—Es(e, ) + Eo(e, N)];
K33 = 27TCE2(€, >\),
além de Klg =0.

Agora, tomando p = 1, encontram-se os seguintes resultados para as constantes

elasticas devido ao potencial de Nehring-Saupe:

Ky = % UBy(e, ) — T9Fy(e, \) + 210Es(e, A) — 135Fg(e, V)] -
Ko = "7 [Ey(e.N) ~ 37Ex(e, N) + T8E(e, ) — 45Eu(e, )]
Ky — % 32E5(e, \) — 180E4(e, ) + 180Es(e, \)] -
K3 = % [12F5(e, ) — 48E (e, \) + 36Eg(e, \)] ;

Koo+ Koi = " [Eo(e, \) — 23Ba(e, \) + 48Ey(e, ) — 27Eg(e, )]

4
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Com as constantes elasticas encontradas em termos de A, convém analisar os casos
esférico e elipsoidal separadamente. Antes disso, é interessante notar que para o caso

esférico, as integrais F, (0, \) sado simplificadas. No comeco do capitulo, definiu-se
E.(e,\) = / cos™ (0) sen (0) ©,(e, 0)do,
0

e, neste caso,

1 . Qg . an
A [El (A\/l — e cos? (9)) — (A\/l — e cos? (9))]

e—ao/A\/l—ecos2(0) e—aN/A\/l—eCOSQ(Q)]
. . (422)

@)\(6, 9) =

++/1 — ecos? ()
Qo an

Observe que tomando e = 0 em (4.22), ©,(0,0) = O(\) é tal que

o = T A (@) w(3)] e

e nao depende do parametro 6. Desta forma,

E.0,0) = O()) / " eos (O)sen (0)d = OV 0) = 22N 40y

n+1"

Com o resultado anterior, as constantes elasticas considerando o comprimendo de blinda-

gem A, tornam-se

4 C
Ky = Ky = K33 = 2(Ky + Ky) = T@(A)v
além de K;3 = 0. Entao, estudar o comportamento das constantes eldsticas para o

potencial de Maier-Saupe em relacdo a A depende apenas da fungdo O(A) definida an-
teriormente. Note que além do comprimento de blindagem, a funcao (4.23) depende do
volume de interacao molecular, ou seja, dos parametros ag e ay.

Pela ilustragao a seguir (Fig. 4.5), verifica-se o comportamento de © e, consequente-
mente, das constantes elasticas ao variar simultaneamente ay e A. Para o caso, tomou-se
ay e A proporcionais a ag, que ainda foi normalizado a unidade. Verifica-se que a con-
vergéncia de © é muito rapida e acontece apds variar ay e A em algumas vezes ay.

Uma situacao particular bastante comum é tomar ay — oo e analisar o compor-
tamento das constantes eldsticas — aqui por meio da funcao © — em termos de outro
parametro de interesse, que neste caso é o comprimento de blindagem. A Figura 4.6 a
seguir ilustra esta situacao.

Como era de se esperar, a convergéncia de © ao variar A acontece rapidamente. Vale
lembrar que o comportamento das constantes elasticas, na aproximagcao esférica, para o

potencial de Maier-Saupe, é semelhante ao comportamento da Fig. 4.6.
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Figura 4.5: Fungao © versus ay e \.

)
1,0;
0,8;
0,6¢
0,4}
0,2

A

0 20 40 60 80 100
Figura 4.6: Gréfico de © versus A no regime ay — o0.

As constantes elasticas do potencial de Nehring-Saupe na aproximacao esférica, de

acordo com (4.24) sao dadas a seguir:

K, = %@(A);
Ky = 4113509()‘);
Ks3 = %@O‘);
K3 = —%@(Aﬁ
Ko+ Koy = %@()\).

Sem perda de generalidade, ao admitir novamente o regime ay — oo, um grafico
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das constantes elasticas anteriormente listadas ao variar o termo de blindagem ¢ dado a
seguir. Como ja discutido neste capitulo, a constante de proporcionalidade 7C' = 1, por

simplicidade.

K;
03 — K11=Ks;
0,2 — K2
0.17 - Ki3

N 10 20 30 40 507 — Koy tKas

020 T

Figura 4.7: Constantes elasticas K;; versus A no regime ay — oo para o potencial de

Nehring-Saupe.

Apébs pouca variagao em A\, as constantes elasticas ja convergem para um valor finito.
Como no caso do potencial de Nehring-Saupe sem o comprimento de blindagem, Ky, =
Ks3 < Kq9 e K3 < 0.

Agora, para a aproximagao elipsoidal, deve-se considerar a igualdade (4.22) para cal-
cular F,(e,\). Como ja discutido para os casos anteriores, convém trabalhar no limite
ay — 00 e analisar os outros parametros de interesse que, neste caso, sao o comprimento
de blindagem X\ e a excentricidade e.

A figura a seguir (Fig. 4.8) mostra o comportamento dos potenciais de Maier-Saupe ao
o comprimento de blindagem para diferentes excentricidades. Como ja mencionado para
os outros casos, o fator comum entre as constantes elasticas que tem carater dimensional
considerado igual a unidade.

Note que, como nos casos anteriores, assim que a excentricidade ¢é incluida, Koy deixa
de ser igual a K17 = K33 e o valor se aproxima cada vez mais de Ko+ Ko4. Como era de se
esparar, a convergéncia das constantes elasticas ao variar A acontece muito rapidamente.

Analogamente, para o potencial de Nehring-Suape, a Figura 4.9 ilustra o comporta-
mento das constantes elasticas, para diferentes valores da excentricidade e, ao variar o
comprimento de blindagem .

Como ja observado, as constantes elasticas convergem para um valor fixo rapidamente.
Também é interessante notar o comportamento de K1, e K33, que ficam negativas quando
a excentricidade aumenta.

Como a convergeéncia é rapida e, mesmo tomando valores pequenos para A, as constan-

tes pouco variam para ambos os potenciais, seria interessante tomar o valor de A = 10ay,
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K (e=0,1) K (e=0,2)
1,2 1.2
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 \ 02 \
50 100 150 200 50 100 150 200
K (e=0.4) K (e =0,6)
1,2 1,2
1.0 1,0
0.8 0.8
0,6 0,6
0,4 0.4
0,2 0,21 \
50 100 150 200 50 100 150 200
K (e=0,8) K (¢=0,9)
1,0 1,0
0.8 0,8
0,6 0,6
0,4 0,4
0,2 0,2!
50 100 150 200 50 100 150 200 A
— Ki11=Ks3
— K2
K2+Kos

Figura 4.8: Constantes eldsticas K;; versus A para diferentes excentricidades para o po-

tencial de Maier-Saupe.

para o qual Ki; e K33 no potencial do tipo Nehring-Saupe sao negativas. As duas figuras

a seguir representam a variagao das constantes elasticas em relagao a excentricidade e,

para o potencial de Maier- e Nehring-Saupe, respectivamente.

Veja que na Fig. 4.10 a constante K33 cai rapidamente conforme a excentricidade vai

aumentando e Ko + Koy tende a zero para o valor de A escolhido. Para o potencial de

Nehring-Saupe, Ki; e K33 tornam-se negativas, ao passo que K3 é menor que zero para

todo o intervalo da excentricidade.
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Kl] (() = 0: 1) K1_| ((3 = 0: 2)
15 1,5
l,Oﬁ——-‘ 1,of—’
0,5 / 0,5/‘-—
ST A forosasoozzzooniozos A
_ 05, 50 100 150 200 2 0.5%...50 100 150 200
Kij (e=0,4) Kjj (e=0,6)
1,5 1,5
I,Oﬁ- 1,oﬁ-'
0.5
e 0,5/,7_ ______________
- 0,530 100 150 200 0.5 ~--30..100 150 200
Ki (e=0,8) Kij (e=0,9)

1,5 1,5
1.0 1.0
0.5 0,5

— A e A
*+-30..100..150.200 *--30..100..150 200
— Ki K
— -+ Kp+Ky
Ks3

Figura 4.9: Constantes K;; versus A para diferentes e para o potencial de Nehring-Saupe.

K ()\ = 10&0)
0,9
0:87 — Ki1=K»
0,7t — Ks3
0,6}
’ Ky+K
05. 2+Ko4

‘ ‘ ‘ ‘ - e
0,2 04 06 08 1,0
Figura 4.10: Constantes elasticas K;; versus e para o potencial de Maier-Saupe.

Finalmente cabe agora estudar o carater hibrido do potencial (4.14) para o caso elip-

soidal, incluindo o termo de blindagem ao potencial. Para que o valor de A nao altere o
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Kij (A = 10ayp) = R
1,0 -
0.5! K33
...... TS e .. K
02 0,4 0,_6___.0;8>R0 :
0,5 e - Koo+ Koy

Figura 4.11: Constantes K;; versus e para o potencial de Nehring-Saupe.

comportamendo das constantes eldsticas, o conjunto de figuras a seguir foi feito tomando
A = 50agy. Neste regime, as constantes elasticas para os dois casos anteriormente estudados
pouco variam e é possivel, entao, analisar somente a variagao das constantes dependendo

de 0. A figura a seguir ilustra o comportamento para alguns valores da excentricidade.

Kij Kij
0,6
0,5 £ 075 E

04! 0.4
0,3 0,3t
0927 0,2’
0,17 - i — Kn
- N — K»
Ks;
- K3
Ky +Kyy

Figura 4.12: Constantes elasticas K;; versus o para diferentes excentricidades.

Como nos casos anteriores, as constantes sao menores para o potencial de Nehring-
Saupe e apenas K3 apresenta um valor maximo em uma posi¢ao intermedidria entre os
dois potenciais. A medida que a excentricidade aumenta, K33 passa a ser negativa. A
partir da Fig. 4.12, ao comparar com os outros casos estudados, nota-se que escolher um
A finito pouco modifica o comportamento das constantes elasticas.

Com isso, encerra-se o capitulo de aplicagoes do método pseudomolecular. Os princi-
pais pontos a serem destacados sao a indepéndencia do volume externo de interacao para
o valor das constantes elasticas, a implementacao e os calculos para o comprimento de

blindagem e a transicao entre os dois potenciais por meio do parametro p.
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A construcao do método para um potencial de interagao genérico foi de fato satisfatéria
para os casos estudados até aqui. Em esséncia, o método ¢é semelhante ao ja apresentado
em [5, 13], porém apresentado de uma maneira menos geral do que nestes casos. De
qualquer forma, separar os termos que aparecem na construgao das constantes elasticas
em integrais do tipo Ji e calculd-las separadamente mostrou-se satisfatério e todos os
resultados apresentados foram semelhantes aos encontrados na literatura, utilizando o
procedimento citado nas referéncias anteriores.

Verificou-se também que o regime ay — oo é valido e nao altera a convergéncia
dos valores das constantes elasticas para nenhum dos potenciais. O volume de interagao
interno é importante e somente os parametros ag e e do volume de interacao sao necessarios
para determinar as constantes elasticas.

Introduzir o comprimento de blindagem A, apesar de apresentar dificuldades ao resolver
as integrais que compoem as constantes elasticas, teve um resultado satisfatorio. Notou-se
que no limite A\ — oo os casos recaem para os ja estudados sem o comprimento e também
que a convergeéncia das constantes ao variar A é bastante rapida, precisando apenas de
algumas vezes o valor de ay para convergir.

A transicao entre os dois potenciais também foi verificada com o parametro o. Por
meio da variacao deste parametro, verifica-se que as constantes elasticas para o potencial
de Maier-Saupe sao maiores que as constantes do potencial de Nehring-Saupe. Com este
parametro também foi possivel entender o comporamento de K3, que, é nulo para o
potencial de Maier-Saupe, e negativo para o de Nehring-Saupe. Verificou-se onde K3
torna-se negativo e que existe uma regiao intermediaria que a constante é positiva.

Apos a implementacao e o estudo do método pseudomolecular, o préximo passo é
aplica-lo na determinacao de constantes elasticas para um potencial de interacao novo,
que até entao nao tinha sido estudado neste ponto de vista. Além da excentricidade, este
potencial também depende de um parametro ligado a anisotropia do sistema. Todos os
detalhes envolvendo os calculos das constantes eldsticas serao apresentados no préximo

capitulo.



Capitulo 5
Potencial de modelo de rede

Apo6s entender o método pseudomolecular por meio dos exemplos do Capitulo 4, é hora
de aplica-lo a um potencial diferente, que contém outros parametros a serem considerados,
e analisar como estes parametros afetam o comportamento das constantes elasticas. Antes
disso, sera feita uma discussao breve sobre o potencial de interacao, derivado de estudos

de modelos de rede e simulacoes computacionais.

5.1 Potencial HLR e o modelo de rede

A determinacao das propriedades elasticas dos cristais liquidos nemaéticos é de fato
muito importante e foi deste estudo que aconteceram os avangos tecnolégicos vistos nos
dias de hoje. Apenas casos muito especificos podem ser feitos analiticamente, como a de-
terminacao das constantes elasticas dos potenciais estudados no capitulo anterior. Grande
parte dos estudos dedicados a orientacao molecular da fase nematica vém de solugoes
numéricas e/ou simulagoes computacionais, muito comuns hoje em dia, gragas a grande
difusao de métodos e a popularizacao e grande desempenho dos computadores.

Pensando pelo viés computacional, em 1981 Humphries, Luckhurst e Romano em [14]
introduziram o seguinte potencial

g = e |1 ;(%’)2 - %(%)2 + 2726 [(a7)* + (ax)?]
2% [0 (an)? + 6(a) ax) (o) — (b)) (5.1

que, como os proprios autores definem, é um potencial irrealista criado na tentativa de des-
crever computacionalmente alguns componentes da fase nematica. Na equacgao anterior,

v ¢é a anisotropia relativa da polarizabilidade, dado por

oz” —
. " 5.2
o + 20 ( )

26
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com a) e ay sendo as compontentes paralela e perpendicular da polarizabilidade, e a
quantidade ¢ é a componente escalar da relacao de dispersao, usada como fator de escala
[15]. Na notacdo adotada, os parametros a;, ay e bj, sdo (7 - @), (@' - ) e (7 - '),
respectivamente’.

Note que o potencial nao apresenta termos que dependem de r, como nos casos anterio-
res. Isto se deve simplesmente a forma de como o potencial de interacao foi implementado.
Neste caso, o problema nao trata das moléculas individualmente, mas sim do vetor diretor
de um conjunto de moléculas. As posicoes desses diretores sao fixas e formam uma rede
bem definida. As moléculas estao posicionadas em uma rede ctibica com as posi¢oes do
centro de massa bem definidas e as moléculas estao livres apenas para variar a posicao
dos vetores que as definem. Essa aproximacgao descreve a fase nematica sob outros aspec-
tos, mesmo nao cumprindo a proposigao (ii) de [3], citada no Capitulo 1, que diz que as
moléculas nao tém uma posicao fixa em relacao aos respectivos centros de massa, ja que
essa “liberdade” garante o carater viscoso dos cristais liquidos. Porém, para o método
computacional, é necessério definir as moléculas (ou um conjunto delas) posicionadas em
modelo de rede.

Outro fato importante a ser citado é que para as simulagoes, as moléculas de cris-
tal liquido nemaético foram definidas como pequenos cilindros de dimensoes moleculares.
Como foi empregado um modelo de rede, o limite de interacao das moléculas é somente
com os proximos vizinhos e o volume de interacao nao precisa ser considerado.

O método computacional, via simulagoes de Monte Carlo com condicoes de contorno
periédicas?, para um ensemble de 1000 particulas conseguiu resultados satisfatérios para
o que se ja conhecia sobre os cristais liquidos neméticos. Para o potencial (5.1), o método
calculou a energia interna U*, a capacidade térmica a volume constante Cf, e o parametro
de ordem orientacional P, além de mostrar que a temperatura reduzida, na qual a fase
nemética ocorre, é dada por T* = (kgT)/(v%€) ~ 2,2, e depende de v [14].

Em 1999, Luckhurst e Romano citam novamente o potencial (5.1) [16]. Neste outro
trabalho, os autores utilizam uma variacao do potencial de interacao molecular para mo-
delo de rede e fazem um trabalho semelhante ao mencionado anteriormente. O potencial
contém termos que dependem dos elementos a; a ai e bj, e estes termos estao ligados
a parametros bem definidos para ter uma relacao direta com as constantes de volume

Ky, Ko e Ks3. Os autores citam o potencial (5.1)(reescrito de uma maneira diferente)

!No artigo de 1981 de Humphries, Luckhurst e Romano a notacdo era diferente desta. Neste trabalho
foi adotado que 77 é equivalente a 27, 7’ é equivalente a Zs e ¥ a £12. A notagdo usada em (5.1) é de um

artigo mais recente, de 1999, de Luckhurst e Romano [16].
2As condigdes de contorno periédicas sio usadas para eliminar problemas de borda, afirmando que

a interacao do ultimo elemento de uma rede vai interagir com o primeiro elemento, que interage com o

segundo, e assim por diante.
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como um caso utilizado para simulagoes de cristais liquidos nematicos. Neste novo caso,

o potencial que também depende de r e é dado da seguinte maneira:

g = —{(4* =) [Ps(a;) + Pa(ar)] + 72 [9a;aibyy — 1]

6
+ 7% [~ Pa(bji) — 6P2(a;) Pa(bi)] } (5.3)
com Py(x) sendo o polinémio de Legendre de ordem 2, mostrado em (A.1). Mesmo com
a convergéncia dos termos usados para calcular as constantes eldsticas garantidas pelo
termo 1/7r% via método pseudomolecular, nao houve trabalhos enfatizando a determinacao
de constantes eldsticas. Esse foi o objetivo inicial de utilizar o potencial (5.3) neste
trabalho. Outro fato importante que também foi levado em consideracao é que para as
simulagoes computacionais, o potencial (5.3) — escrito na forma (5.1) — forneceu resultados
bastante satisfatérios para os cristais liquidos nemaéticos. O trabalho de Bates de 2001
[17] mencionou o potencial (5.1) como sendo o potencial HLR, em referéncia a Humphries,
Luckhurst ¢ Romano [14]. Como em esséncia o potencial (5.3) é o mesmo, este também
sera tratado como potencial HLR no decorrer do trabalho.
Antes de aplicar o método pseudomolecular para determinar as constantes elasticas
para o potencial HLR, convém utilizar a notacao ja usada no trabalho e simplificar a

expressao para g por meio da definicao polinomio de Lengendre de ordem 2

Py(x) = g (2 —1)

dada em (A.1) e utilizar a mesma notagdo ji empregada aqui para o produto entre os

vetores que descrevem a fase nemdtica. A saber
- - =) — R
aj = (n-u); ap= (1 -4); b= 7).

Utilizando os argumentos anteriores, as constantes elasticas serao calculadas a seguir.

5.2 Potencial HLR e as constantes elasticas

Utilizando os meios discutidos anteriormente, o potencial HLR é escrito da seguinte

maneira:

g, i7) = Fr) o (1@ + g (- 0)* + g (- 0) (- )

—/

g3 (-7 4 gi(@-@) (@ -T) (7-7)+ 0|, (5.4)

com f(r,6,0) = f(r) = (%) € g1, g2, 93, g4 € o dados por
T
3 27
g = 67— SV 92 = —372;

(5.5)

93 = =357 g=97 o = =37"+1.
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Lembrando que os parametros v e ¢ ja foram discutidos e estao relacionados com a ani-
sotropia da polarizabilidade, definida em (5.2), e o compontente escalar da relacao de
disperc¢ao, respectivamente.

O préximo passo é calcular os parametros g; e g;;, definidos no Capitulo 2 e dados por

(2.11) e (2.12), respectivamente. As grandezas para o potencial (5.4) sdo tais que

g = nif(r)[2g5 + g4 (7 - 0)°]
+sz(7") [291 + g1+ 22 (7 - 17)2} (71 - 1) ;

(5.6)
gij = wit;f(r) [291 + 295 (ii - @)°] + win f(r) [9a (7 - )]
+ ngu f(r) [ga (7 - @)] + nin; £ (r)(2gs).
Das expressoes (5.6) é possivel identificar quais sdo os termos Fy(7i - @), i = 1,2,--- ,6,

como em (3.2) e (3.3) e descartar os termos que nao entrarao no decorrer dos calculos, a
saber Iy, Fy e Fg.

Com os termos remanescentes, escrevem-se as componentes A;;, By e C’,-jkl da seguinte

forma
1 — = 2 /
A = 2 Fy (7 - ) wyugwyr=dr’;
1 S o 2
By = 2 Fy (7 - @) upwgr=dr’;
1 = 2 /
Cijic = 1 F3 (7 - @) wyujupwrdr’,

dos tensores A, B e C, usados na densidade de energia (3.5), dada por Af = n; x A +

i ki B + i x5, Cijig, assim

1 _
Ay = 1 / f(r) [291 + g4+ 2gs (77 - 6)2} (71 - @) wsupurdr’; (5.7a)
]' r3 - »2 2 /
By = 2 f(r) [293 + g4 (71 - ) } upwrodr’; (5.7b)
1 ~ R
Ciju = Z/ f(r) [291 + 295 (77 - u)ﬂ wiujupur’dr. (5.7¢)

Utilizando (5.7a), é possivel encontrar os elementos A; e Ay que compoem as constantes

elasticas, dadas pela igualdade (3.9). Para isso, considere
nigmiAng = (291 + ga) I3 + (292) I3

nilige = (291 + g4) JQ(O) +(292) Jy
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para J,go) ja discutido no Capitulo 3, mas que, adiante, sera reapresentado. Ao substitui-

los nas igualdades (3.10), obtém-se:

Ay = (=691 —3g)) I + (10g; — 692 + 5gs) J\” + (10g5) JV;

(5.8)
Ay = (201 +90) 3 + (=201 + 29, — g2) J” + (—292) J”.
Para determinar B; e Bs, utiliza-se (5.7b), ou seja:
mBy = (2g5) J3 + (94) I3
Ao substitui-los em (3.11), encontram-se, finalmente,
By = (~203) Jg" + (=91 + 6g5) ;" + (39a) 11"
(5.9)
By = (205) 05" + (91— 205) 1" + (=) 11"
Os elementos que compoem Cy e C5 sao obtidos com o auxilio de (5.7¢):
ninngCijr = (291) 75" + (292) 13"
ninCijee = (200)93" + (292) 71"
Ciikk, = (291)J(§0) + (202) 137,
de onde se obtém, ao substituir em (3.12),
Cy = (=g1) Ji" + (691 — g) J5”
+(=5g1 + 692) J\ + (—5g2) I
(5.10)

Cy = (g1) I + (291 + go) I3
+ (g1 — 292) 1 + (g2) I,

lembrando novamente que C nao contribui para escrever as constantes eldsticas e, por-
tanto, nao sera calculado.

Semelhantemente ao que foi discutido no comecgo do Capitulo 3, que resultou na igual-
dade (3.16), mostra-se para o caso do potencial HLR, que J = 2r& el (e), utilizando
também a expressio f(r) = (¢/r%). Como foi discutido no capitulo anterior, a escolha de
ay — o0 nao traz mudancas significativas aos resultados. Com isso, por simplicidade, as
integrais J7(10) serao representadas da seguinte maneira:

JO = og (i) I,(e),

Qo
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ao invés de explicitar &;.
Assim, utilizando o resultado anterior e os valores de g1, g2, g3 € g4 dados em (5.2),
encontram-se as constantes eldsticas para o potencial (5.4). As constantes de volume sao

dadas por

Ki = % () [06h(e) - 15150 + 21014(e) - 13505(c)))

+ (=3I(e) + 181x(e) — 151,(e))] ;

3m [ € 2
Ky = ) (—) [(8[0(6) — 6115(e) + 9814(e) — 451(e))y

Qo

+ (=Io(e) + 61a(e) — 514(e))V];

K33 = 3% (aio) [20(4]2(6) — 13]4(6) + 9[6(6))’)/2

+ 4(—=31(e) + 514(e))v],

e as constantes de superficie se tornam

Kis — 3% <aio) [4(71y(e) — 164(¢) + 9T5(e))7?

+ 4(=1Iz(e) + L(e)];

Ko+ Koy = 3% (i) [3(2I(e) — 1315(e) + 2014(e) — 9g(e))”

+ (—]0(6) + 4]2(6) — 3]4(6))’)/] .

Como as constantes eldsticas para o potencial HLR foram determinadas, a proxima
secao sera dedicada a analisar o comportamento das constantes elasticas com relagao a

excentricidade e com o parametro 7.

5.3 Analise dos resultados

Antes de iniciar a analise das constantes eldsticas, é interessante analisar o comporta-

mento da anisotropia da polarizabilidade (5.2) dada por
_ Oé” — Q]
Q| + 20 '
No trabalho de Luckhurst e Romano [16], v < 1. Quando v =1 (a; = 0), a polarizagao

acontece somente na direcao do eixo de simetria das moléculas. Porém, pode-se pensar no
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extremo oposto, tomando oy = 0 e entdo vy = —(1/2). Neste caso, ocorre o efeito chamado
de ancoramento com alinhamento homeotrdpico [15]. Com isso, a andlise das constante
eldsticas serd feita variando a anisotropia no intervalo —(1/2) < v < 1, que compreende
os dois casos extremos e todas as fases intermediarias do alinhamento molecular.

Na prética, de acordo com os resultados apresentados em [14], o inico parametro des-
conhecido ¢é o termo linear de 7, ja que o termo quadratico esta ligado com a temperatura
por meio de T* = (kgT'/e7?). De acordo com o raciocinio usado em [18], T* ~ 2 e y ~ 1,
o que resulta em & ~ 1072°J; considerando também que ag ~ 10~?m (tamanho molecular),
resulta em K;; ~ 107N, que estd de acordo com a ordem de grandeza de resultados ja
conhecidos.

Com essa discussao inicial, considere as constantes elasticas encontradas no final da
segdo anterior. No caso esférico, como ja discutido, I,,(0) = 2/(n + 1) e com isso as
constantes elasticas de volume se reduzem a

2m (€ 227 [ ¢
Kny = Ki = - <a_0) 7 € Koy = 35 <a_0> 7

e as constantes elasticas de superficie se tornam

15 447 21 € o T
K3 = | — S VZ e K Ko = | — 20 .
o= () (F7-50) © marm = (2)(5-5)

O comportamento das constantes elasticas ao variar v é evidenciado na figura a seguir.

2’57 .'.: — Ki1=K33
2,0 '
L5 — Ky
10 - Kas
EO,S -+ Kpa+Koy
RS TNS v

0,4-02 02 04 06 08 1,0
Figura 5.1: Constantes elasticas K;; versus vy para o potencial HLR.

Note que, o fato de as constantes de superficie dependerem do termo linear de v faz com
que estas tenham valores negativos dentro do intervalo 0 < v < (7/22). Para as constantes
de volume, vale também a relacao K11 = K33 < K9y ja vista em casos anteriores.

Para o caso elipsoidal, a figura a seguir mostrarda o comportamendo das constantes

elasticas do potencial HLR para alguns valores da excentricidade.
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K; (e =0,3)

2,5
2,0 '

LS

1,0

.
%
..
+%0.,5
‘§~Q~’
e
RN

Y

-0,4-0,2 0,20,40,6 0,8 1,07

Figura 5.2: Constantes eldsticas K;; versus v para o potencial HLR a diferentes excentri-

cidades.

Como os casos ja estudados, a igualdade K;; = K33 deixa de existir ao introduzir
a excentricidade no volume de interacao. Novamente, as constantes de superficie tém
valores negativos para alguns valores da excentricidade e. O comportamento interessante
entre as constantes de volume é que quando e = 0.6 e 7 < 0, K11 = Ky ~ K33. Todas as

constantes convergem para um valor comum quando a excentricidade se aproxima de 1.
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O comportamento das constantes elasticas de volume, ao variar y e e, simultaneamente,

pode ser visto no grafico da Fig 5.3:

Figura 5.3: Constantes eldsticas de volume K;; versus 7y e e.

Para as constantes de superficie, a ilustracao a seguir mostra como elas variam com

relacao a v e e.

Figura 5.4: Constantes elasticas de superficie K;; versus v e e.
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Com a determinacao das constantes eldsticas para o potencial HLR via método pseu-
domolecular, encerra-se a discussao deste capitulo. E interessante notar que nao houve
grandes dificuldades em aplicar o método para este potencial. Ainda é possivel acres-
centar o termo comprimento de blindagem A, tal como foi usado na discussao final do
Capitulo 3. Pelas discussoes e andlises do potencial com o comprimento de blindagem,
é possivel afirmar que o potencial HLR apresenta comportamento semelhante ao encon-
trado até aqui. A adicao do comprimento de blindagem no potencial HLR para o célculo
das constantes elasticas pode ser um outro passo a ser seguido em trabalhos futuros.

Em resumo, o potencial HLR apresenta todos os ingredientes necesséarios para o qua-
lificar como um bom candidato a descrever a organiza¢ao molecular na fase nematica, do

ponto de vista da teoria eldstica [18].



Capitulo 6
Conclusoes

Apoés os resultados do capitulo anterior pode-se afirmar que, de fato, o método pseu-
domolecular pode ser utilizado para determinar as constantes elasticas para o potencial
de interacao HLR. E interessante notar que para um potencial de interacao utilizado para
simulagoes computacionais e determinagao de outros parametros, foi possivel encontrar
solugoes analiticas para as constantes eldsticas.

Do ponto de vista operacional, ao tratar dos potenciais que, radialmente, s6 depen-
dem do parametro 1/r%, os resultados foram muito mais rdpidos e diretos, com solugoes
analiticas para as integrais utilizadas na expressao analitica das constantes elasticas. Ao

—/A para os valores das integrais £, (), e), com e # 0,

introduzir o termo de blindagem e
foi necessario recorrer a integracoes numeéricas. Estes resultados concordaram com os
resultados puramente analiticos.

O fato do potencial HLR depender do parametro 1/r® também garantiu que os re-
sultados obtidos nao dependessem da forma ou tamanho do limite externo do volume de
interacao e assim pode-se tomar o limite ay — 0o sem grandes alteragoes nos resultados.
O tnico volume de interesse é o volume molecular e as constantes elasticas dependem
somente do parametro ag.

Do ponto de vista experimental, um problema a ser destacado a respeito do método
pseudomolecular é o fato da constante Ky ser maior que as outras constantes. Experi-
mentalmente, verifica-se que entre as constantes de volume, Ks, é a menor [3], o que nao
aconteceu nos casos estudados, exceto para um pequeno intervalo. O desacordo entre a
teoria e o experimento estd ligado com uma falha no método ou como a construgao do
potencial foi feita, e investigacoes a respeito deste problema podem vir a ser discutidos
em trabalhos futuros.

Outras motivagoes futuras seriam comparar o método pseudomolecular com outros
métodos existentes; utilizar diferentes simetrias para o volume de interagao molecular e

diferentes simetrias para o volume de interacao interno e externo no mesmo problema; a in-
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vestigacao de outros potenciais de interacao; estudar com mais detalhes o comportamento
do parametro +; inserir o parametro A em outros potenciais; investigar o comportamento

das constantes elasticas com a insercao de ferrofluido na amostra, entre outros.



Apeéendice A
Funcoes especiais

Este primeiro apéndice é devotado a definir e mostrar algumas propriedades e relacoes
de recorréncia das funcoes especiais utilizadas no trabalho. A primeira funcao apresentada
serd o polinomio de Legendre P,(z), que no trabalho aparecerda apenas quando n = 2;
depois haverd uma breve discussao a respeito da funcao hipergeométrica, solucao das
integrais que foram utilizadas para escrever as constantes eldticas no caso esférico; por
fim, uma breve introducao a funcao gama incompleta e a ligacao com a funcao exponencial

integral, também definida a seguir.

A.1 Polindmios de Legendre

A equacao diferencial de Legendre

d

%[(1—172)@}%-5([4‘1).0 = 0,

dz

tem como solucao um polinémio dado por

12
_ k (2l — 2k>‘ -2k
hz) = kzzo(_l) WL (I — 2k (I — k)"

com o simbolo [I/2] se referindo ao maior inteiro contido em /2, ou seja,
[/2, sel é par;
/2] = .
(l—1)/2, sel é impar.

Tal polinomio é conhecido como polinomio de Legendre.

Uma maneira para se escrever os polinomios de Legendre é a féormula de Rodrigues:

1 d !
P(z) = gmog (@ —1).

As definicoes e outras aplicagoes da equacao de Legendre, bem como propiedades gerais

dos polinoémios de Legendre podem ser encontrados na referéncia [4].
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Por meio de substituicao direta na férmula de Rodrigues, determina-se

Py(x) = %(3932—1), (A1)

utilizada no decorrer do trabalho.

A.2 Funcao hipergeométrica

Como ja mencionado no trabalho, a integral I, (e, k), da Eq. (3.16), é proporcional a
fungao hipergeométrica oF;. Esta fungao e definida de seguinte maneira [11]:

ING) i I'(a+n)l'(b+n) 2"

Fi(a,b; =
2 1(@, ,C,Z) F(c—l—n) n!7

(A.2)

com I'(z) sendo a funcdo gama, definida em [4].
A fungao (A.2), via método de Frobenius, é solugao da equagao hipergeométrica, dada
por

2

d d
2(1 - x)d—;j tle—(a+b+ 1)x]d—i — (ab)z = 0.
Verifica-se que ao tomar o limite z — 0, 9 F(a, b; ¢, 2 — 0) = 1. Com isso, as integrais

I,,(e, k) quando e — 0 sdo dadas por

2
I,(e = 0,k)= : A3
(€= 0k) = —— (A3)
Isso facilita na hora de obter as constantes eldsticas para o caso esférico.
A.3 Funcao gama incompleta e
exponencial integral
A fungao gama incompleta vem da seguinte proposigao [11]
b
/ t="le7tdt = T'(s,b) —I'(s,a). (A4)
e estd ligada a fungao exponencial integral, definida por
[ee) e—t

por meio da relagao de recorréncia

I'(—n,z) = (=1)" [Ei(w)—e‘x S <_1.)jj!] (A.6)

1
n! I+l
j=0

Todas as definigoes e relagoes desta parte estdo na referéncia [11].



Apeéendice B
Identidades vetoriais e tensoriais

Durante o trabalho, a utilizacao de definicoes e propriedades vetoriais e tensoriais foi
bastante recorrente. Por isso, é conveniente defini-las e demonstra-las, quando necessario.
Antes de comecar com essas manipulagoes, convém definir duas grandezas que serao muito
uteis para as manipulagoes usadas no trabalho. Tais grandezas sao a delta de Kroenecker

e o simbolo de Levi-Chvita.

B.1 Definicoes e propriedades

A delta de Kroenecker com indices a e b, dada por 4, é definida como
0 a # b;
Sab = ’ ’ B.1
’ { 1, a=>b, (B

para a e b quaisquer.

O simbolo de Levi-Civita de a, b e ¢, dado por €4, é definido da seguinte maneira [19]

1, se abc é uma permutacao par de 123.;
Eabe = § —1,  se abc é uma permutagao impar de 123; (B.2)
0, quando hé indices repetidos;

para a, b, ¢, d, e e [ quaisquer. Permutacgoes pares de (123) sao (123), (231) e (312);
permutagoes impares de (123) sdo (132), (321) e (213) [4].
Existe uma relacao que liga a delta de Kroenecker e o simbolo de Levi-Civita. Tal

relacao é dada a seguir:

Eabc€def — 5aeébf_5af6bea (BB)

para a, b, ¢ e d quaisquer. Uma demosntracao simples para esta relagao é dada em [4].
Outro ponto importante de salientar, é a convencao de Einstein para os indices re-

petidos: sempre que aparecerem indices repetidos, havera uma somatoria de todas as

70



APENDICE B. IDENTIDADES VETORIAIS E TENSORIAIS 71

componentes repetidas do tensor. Por exemplo, tome o tensor d,,. Isto significa, no
espaco R3, que

3
5aa = Z(Saa = 5xx+5yy+5zz = 37 Va.

a=1

Utilizando a delta de Kroenecker, é possivel definir o produto escalar entre dois vetores

deb
(Ei b) = aibjgij-

Note que pela definicao da delta de Kroenecker, os termos nao nulos serao tais que i = j
e, com isso, é possivel também escrever de uma maneira mais direta o produto escalar:
(a- l;) = a;b;, para i qualquer.

Semelhantemente, utiliza-se o simbolo de Levi-Civita para definir o produto vetorial

entre dois vetores @ e b:

(@xb) = eypajby.
Apesar de haver trés indices, que no espaco R? representam as direcoes dos eixos carte-
sianos, o produto g;;,a;b;, neste caso, estd na diregao do indice ¢. Isto ocorre porque héd
uma contra¢do de indices: sempre que existem indices repetidos, a ordem do tensor (ou
mesmo o indice) é a do remanescente.
Com base nos resultados anteriores, é possivel definir a divergéncia e o rotacional de
um vetor qualquer a. Para isso, considere que

3ai

;
33:j

Q4,5

tal qual foi feito para o vetor diretor no Capitulo 2: a derivada da i-ésima componente

do vetor a em relagao ao j-ésimo eixo cartesiano. Com isso, pode-se afirmar que

(V-d) = ay, (B.4a)

)

(6 Xad); = Eijkrj (B.4b)
com o subscrito 7 indicando a i-ésima componente do rotacional.

O principal objeto de estudo do trabalho é o vetor diretor 7. De maneira direta,
estendem-se as igualdades obtidas anteriormente para 77. Porém, antes de comecar, é inte-
ressante mostrar outras propriedades também muito usadas no trabalho. Por definicao, os
vetores 71 e 4 sao unitarios. Com isso, vale lembrar que os produtos n,n, = u.u, = 1, Va.
Do fato de ambos serem unitarios, também afirma-se que (7 - @) = n,u, = cos (6), com 0

sendo o angulo formado entre os vetores e a qualquer.
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Além disso, outra proposicao bastante utilizada no trabalho ¢ o fato de non., = 0.
Para a demonstragao: suponha que deseja-se calcular a derivada do produto n,n, em

relacao a b. Pela regra do produto das derivadas, obtém-se

0
_<nana) = nana,b+na,bna = 2nana,b‘

al‘b

O lado esquerdo da igualdade é nulo (derivada de uma constante), com isso,
NaNapy = 0, Ya#b, (B.5)

e demonstra-se a proposicao.

No decorrer do trabalho, a primeira identidade tensorial que surgue é dada em (2.6), e
tem a ver com a quantidade nye;;,n; ;. Conhecendo-se (B.4b) e da defini¢do do simbolo de
Levi-Civita, segue que e;;,n;; = —(ﬁ x 7). Pelo que ja foi discutido, hd uma contragao e
o termo €;;,n;, pode ser representado por um tensor genérico de indice k, por exemplo a.
Ao substituir, observa-se que n,a; nada mais é que o produto escalar entre dois vetores,

ou seja npa, = 1 - a. Retomando o valor que foi adotado para ay, verifica-se que
nkEijenie = —1-(V x 1), (B.6)

o que demonstra o desejado.
Considere agora a densidade de energia de Frank dada pela igualdade (2.7) do texto.
O termo que acompanha a constante Kj; é dado por (6 - 17)2. E possivel escreve-lo na

notagao tensorial utilizada no trabalho e definida anteriormente. Note que

(V-i)> = (V-#)(V-ii)
= (Naa)(Mbp), utilizando (B.4a)
= (V-7)? = ngasy VY a,b. (B.7)

O termo que acompanha K, na densidade de energia de Frank é (77 - V x 7)2. Considere
somente o termo (7 - V x 7). Pela definigao dada do rotacional, V X it = EabcTep- Suponha

que o vetor gerado por este rotacional é 7. Com isso, escrever (1 -V X 1) é escrever

—

- m = ngm,. Desta maneira, é possivel afirmar que

(7-Vx@)? = (ngma)(nama)
= (NaEabcep)(MaCdefNfe), fazendo a = d,
= EabcCaefNecpNf e
= (ObeOcf — OpfOce)Ncpnfe,  de acordo com (B.3),

(ﬁ -V x ﬁ)z = MNepNep — NepMp,c (BS)
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O termo (7 x V x 17)? esté relacionado com a constante K33 da densidade de energia de

Frank. Como ja foi discutido, seja m = V X i, ou ainda, m. = €cgeneq. Ao calcular o
produto 77 x m, implica em
(X M)y = EapeNpMe
= (EabeEede)MbMe ds de acordo com (B.3),

- (5(1(151)6 - 5a65bd)nbne,d

= MpNpa — MpNabs como 1Ny, = 0,
(T_i x V X ﬁ)a = —NpNgp-
Com isso,
(i x Vxn)? = NpNa N Mgc-

Ou ainda, considere o seguinte produto n.n,nyne . = 0 e derive-o em relacao ao indice b.

Com isso, tem-se
(ncnanbna,c),b = NepNgNpTg e + NN pNpNg,c
+ncnanb,bna,c + NeNgMpNg be
=0 = NpNg pNeNg e + NaMpTcNag, be,
e isto leva a
— = —\2 _
(X V X1)* = mpngpnelae = —NapNela pe- (B.9)

Considere agora o termo relacionado com a constante elastica de superficie Koo + Koy.

Este termo é dado por

— -

V-A(V-@d)+@xVxd)] = V-[@(V-7@)]+V- (@ xVxi).
Convém trabalhar com cada um dos termos separadamente. Por isso, considere V- [ﬁ(ﬁ .
n)] e suponha que a divergéncia entre parénteses seja dada por n,,. Com isso, o termo
entre colchetes é nyn, . Calculando a divergéncia deste termo, ou seja, (npngq) » resulta
em
V- [ﬁ(V : ﬁ)] - (nbna,a),b

= TNppNaa + NpNg ab-

Considere agora o segundo termo V - (77 x V x 7). Do caso anterior, mostrou-se que

(M X V X 1) = —npngp. A divergéncia deste termo ¢é tal que

6 . (ﬁ X 6 X ’ﬁ:) = <_nbna,b),a = —NpaNap — NMpNa,ab-
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Reagrupando os dois termos, verifica-se que
V- [i(V i) + (@ x VX )] = Npphae — Mbalas (B.10)

Por fim, o termo que acompanha K3, oriundo da expressao da densidade de energia de
Nehring-Saupe, é dado por V- [ﬁ(ﬁﬁ)] Este é o primeiro termo da expansao do coeficiente
que esta relacionado com Ko+ Koy. O resultado ja foi encontrado anteriormente e é dado

por

6 : [ﬁ(v . ﬁ)] = NppNa,a + NpNg,ab- (Bll)

B.2 Utilizando as identidades para construir a den-

sidade de energia de Frank

No Capitulo 2, a densidade de energia elastica, via aproximacao harmonica, é dada
pela igualdade (2.3). Utilizando os elementos de simetria do tensor Kj;j; na construcao
da energia de Frank, aparece a expressao

1
§Kijklni,knj,l = B [Ksnjnym; jnig + Kengjngg + Keng ngj + Ksng ) -

E possivel identificar (B.7), (B.8), ...,(B.11), nos termos do desenvolvimento anterior. A
identificacao desses termos permite escrever a expressao anterior da seguinte forma:

1 1 - . -
§Kijkmi’jnk,l = = {K5(ﬁ x V x ﬁ)2 + KG(V . ﬁ)Q + K7 |:(V . ﬁ)2

ou ainda,

Tomando

K¢+ K7+ Kg = Ki;

K7 = Ka;

Ks+ K7 = Kag;
K+ Ky = Koo+ Koy,



APENDICE B. IDENTIDADES VETORIAIS E TENSORIAIS 75

obtém-se a expressao conhecida como densidade de energia de Frank:
1 > 1 > -
fFrank = §K11(V ’ ﬁ)g + EKQQ(ﬁ -V x ﬁ)Q + —K33(ﬁ X V x ﬁ)z

1 . .

obtida em 1958 por Frank.

B.3 Determinacao dos parametros para encontrar as

constantes elasticas da expressao (3.9)

Considere os termos (B.7)—(B.11). Como foi feito anteriormente, é possivel identificar
estes termos nas expressoes das componentes dos tensores A, B e C dadas em (3.6), (3.7)
e (3.8), do Capitulo 3, respectivamente.

A expressao (3.6) é tal que

Aipmi = Avngngning g + Aonin g + 2A9mEn g

Note que primeiro termo da expressao pode ser identificado como (B.9); ja para o se-
gundo termo, é preciso fazer mais uma manipulacao para identifica-lo. Considere o termo
ninir = 0 e derive-o em relacdo a k. Obtém-se que (n;n;x) x = NixNik + NN ge. Como
a igualdade anterior é nula, verifica-se que n;n; gk, = —n; Nk, que pode ser escrito como
uma combinacdo dos termos (B.7)-(B.10); o dltimo termo é reconhecido como sendo o
resultado de (B.11) nenos o resultado obtido em (B.7). Dai, é possivel escrever (3.6) da

seguinte maneira:

Ajgnig = Aj(ni x V x ﬁ)Q

que ainda pode ser reescrito na forma:

NigAm = (V1) (—3A2) + (77 - V x /)% (—Ay)
+(7 x V x 71)? (=4 — Ay)

FV (Vi) 47 x V x i) (Ag)
+V - [7(V - 7)] (24,) . (B.12)
Considere agora a expressao (3.7) do Capitulo 3:

nini By = Bingnyning g + Banin k.
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Pelas identidades apresentadas no comeco do Apéndice, é possivel identificar o termo
que acompanha B; como sendo a identidade (B.9) e o termo que acompanha B como
a combinacao entre as identidades vetoriais, como a obtida anteriormente. Com isso,

escreve-se

Bung, = (V-ii)?(=By) + (it -V x i)? (= By)
+(7i x V x @)% (=B, — By)
+V AV - @) + 7t x V x 7] (By). (B.13)

Finalmente, a expressao (3.8), dada por
ik O = Congng gynig + Csng g + Cang gy + Cang gngy,

com o auxilio das identidades mostradas anteriormente, pode ser reescrita como

7 (—2C5) . (B.14)

Por meio de (B.12), (B.13) e (B.14) é possivel escrever as constantes eldsticas ao
compararar a expressao gerada por estes termos com a densidade de energia de Nehring-

Saupe.
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