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RESUMO

A influéncia dos termos elasticos de superficie e de um campo externo, no
surgimento de estruturas peridédicas no meio nematico, é investigada. Par-
ticular énfase é dada ao estudo da estabilidade dessas estruturas, que é de-
senvolvido por meio do método das constantes de integracao. Nesse método,
as solugoes gerais que determinam o perfil de equilibrio do campo do diretor
sao linearizadas em torno da solucao que corresponde ao estado inicial uni-
forme, nao distorcido. O surgimento das instabilidades é investigado a partir
da andlise da positividade da forma quadratica que define a densidade de
energia elastica do sistema, que consiste de uma célula nematica em forma
de fatia de espessura d, limitada por duas superficies planas. A anadlise re-
vela a existéncia de uma espessura critica separando o alinhamento uniforme
do alinhamento periodicamente distorcido, estendendo resultados anterior-
mente estabelecidos na literatura ao incorporar, a essa espessura critica, a
dependéncia com o angulo do diretor e com o campo externo.



ABSTRACT

The influence of surface-like elastic terms and the external field on the for-
mation of periodic structures in a nematic medium is analyzed. Particular
emphasis is given to the study of the stability of these structures. This
study is carried out by means of the method of integration constants. In this
method, the general solutions determining the profile of the director field are
linearized around the initial uniform, non-distorted state. The arising of the
instabilities is investigated by investigating the positivity of the quadratic
form that defines the elastic energy density of the system, which consists in
a sample in the shape of a slab of thickness d. The analysis indicates the
existence of critical thickness separating the uniform from the periodically
distorted alignment, and extends previous results by incorporating, to the
critical thickness, the dependence on the tilt angle and on the external field.



Capitulo 1

Introducao

A possibilidade de deformacoes periddicas em cristais liquidos nematicos
vem sendo analisada ja hda um bom tempo, e notadamente a partir do traba-
lho pioneiro de Lonberg e Meyer [1]. Em sua andlise, a célula nemética com
orientacao planar foi submetida a um campo magnético externo cuja direcao
era perpendicular aquela da orientacao inicial. Como resultado, eles mostra-
ram que se o valor da constante de twist, Ko, for menor do que um certo
valor critico, o campo magnético pode induzir uma deformagcao periddica,
em vez de uma deformacao usual, nao-periédica. Este tipo de problema é
muito importante e vem sendo analisado por diferentes autores ao longo dos
anos [2, 3, 4, 5, 6, 7]. Deformagoes periédicas em células nemdticas hibridas,
na ausencia de campos elétricos ou magnéticos, por exemplo, foram conside-
radas por Strigazzi e colaboradores [4, 5, 6]. Em todos os casos mencionados,
um campo externo, elétrico ou magnético, é o responsavel pela instabilidade
periédica. Recentemente, no entanto, Pergamenshick [8, 9] investigou a pos-
sibilidade do surgimento de deformagoes planares peridédicas em amostras
planarmente orientadas como conseqiiéncia da acao dos termos de superficie
presentes na densidade de energia livre de Frank. Ele mostrou que se a
constante elastica de saddle-splay, Ks4, for suficientemente grande, o estado
fundamental de uma amostra nematica, limitada por superficies cujos eixos
faceis sao planares, pode ser periodicamente deformado.

Esse mesmo problema foi posteriormente reconsiderado por Barbero e co-
laboradores [10] por meio de uma andlise bastante simples da estabilidade da
solucao periddica. O método consiste em encontrar a matriz que caracteriza
a energia total em termos das constantes de integracao da solucao linearizada
do problema variacional. Como no estado nao deformado todas as constan-
tes de integracao se anulam, a energia total nesse caso é nula. Assim sendo,
a analise da estabilidade da solucao nao deformada se reduz ao estudo do
sinal dos determinantes dos menores principais da matriz que corresponde a



forma quadratica da energia total da amostra nematica. Com essa andlise,
eles também foram capazes de predizer a existéncia de uma espessura critica
abaixo do qual as deformacoes periddicas sao favorecidas.

Num trabalho posterior, Barbero e colaboradores [11] voltaram ao pro-
blema, mas agora considerando o papel do angulo de inclinagao para sur-
gimento de deformacgoes periddicas. Assim, uma amostra uniformemente
orientada, no plano, sofre uma perturbacao perpendicular a esse plano. Uma
andlise da estabilidade da solugao uniforme é novamente desenvolvida e for-
nece um quadro bastante detalhado de como podem surgir, no meio nematico,
distorcoes periddicas espontaneas, isto é, na auséncia de campos aplicados.

Neste trabalho, é abordada a influéncia do termo de superficie na energia
livre nas distorcoes periddicas através de um simples modelo de analise da
estabilidade. Para isto, considera-se uma amostra de cristal liquido nematico
em forma de slab de espessura d com o diretor da amostra, n, no plano zz,
e admite-se a presenca de termos de superficie na energia livre de Frank.
A anadlise é feita para dois casos distintos. Primeiramente, é estudada a
formagcao de distorgoes espontaneas peridédicas devidas ao termo de saddle-
splay, usando-se a aproximagao K13 = Ko = K33 = K. Nesse caso,
consegue-se determinar uma espessura critica d., tal que para d < d., a
distorcao periddica é favorecida. Em uma segunda andlise é estudado o pro-
blema com um campo magnético H aplicado a amostra, causando instabili-
dades periddicas no meio. Para isto, novamente usamos a aproximacao de
isotropia elastica e espera-se obter uma espessura critica; apés a obtencao
desta espessura critica é efetuada uma anélise grafica do comportamento de
d. com alguns dos seus parametros de dependéncia.

A dissertagao esta ordenada da seguinte forma: no capitulo (2) é apre-
sentado um breve historico sobre os cristais liquidos neméticos, bem como
algumas de suas propriedades gerais. Sao abordadas também as principais
caracteristicas das fases liquido cristalinas, o parametro de ordem orientacio-
nal escalar e tensorial sao obtidos com uma razodavel riqueza de detalhes. Por
fim, sao utilizados elementos de teoria elastica para se obter a densidade de
energia elastica de Frank e as constantes relacionadas com as deformacgoes
de volume sao brevemente abordadas. Para uma visao mais detalhada dos
assuntos abordados neste capitulo é recomendada a leitura das obras citadas
nas referéncias [12, 13, 14, 15].

No capitulo (3) é analisado o efeito, na densidade de energia, da pre-
senca de uma superficie limitando a amostra nemaética e sua conseqiiéncia
nas propriedades dos cristais liquidos nematicos, o conceito de energia de
ancoramento é apresentado e algumas formas para a energia de superficie
sao propostas e discutidas em uma perspectiva macroscépica. O problema
da transicao de Fréedericksz é discutido nas situagoes de ancoramento forte



e fraco. apresentado neste capitulo o método das constantes de integragao
que sera de suma importancia para o desenvolvimento dos proximos capitulos.

No capitulo (4), uma reapresentagao da andlise utilizando o método das
constantes de integracao sera efetuada com um duplo propdsito. O primeiro
é o de apresentar o método de analise da estabilidade da fase nao-deformada
frente as pertubagoes indutoras de deformacgoes periddicas. O segundo é
a apresentacao das condicoes sob as quais se formam as solugoes. Esses
resultados estabelecem a linguagem e o ponto de partida para as anélises
que serao desenvolvidas no proximo capitulo.

Por fim, no capitulo (5) o papel de um campo externo constante na
formagao de estruturas periédicas na amostra nematica é investigado. A
andlise se desenvolve usando o formalismo apresentado nos Capitulos pre-
cedentes e ao longo das mesmas linhas. O objetivo é investigar a eventual
existéncia de uma espessura critica para a formacao de estruturas periddicas
e determinar a dependéncia da espessura critica com o campo.



Capitulo 2

Teoria elastica para cristais
liquidos nematicos

Neste capitulo, faremos uma breve introducao as propriedades gerais dos
cristais liquidos. Abordaremos algumas das principais caracteristicas de suas
fases. Os parametros de ordem escalar e tensorial também serao apresenta-
dos. Enfatizaremos a fase nematica, e a possibilidade de trata-la como um
continuo do ponto de vista elastico. A teoria da elasticidade, aplicada aos cris-
tais liquidos, sera utilizada para a obtencao da densidade de energia elastica
de Frank.

2.1 Generalidades sobre os cristais liquidos

O estudo dos cristais liquidos comegou em 1888 com um botanico austriaco
chamado Friedrich Reinitzer, cujo principal interesse era investigar a fungao
do colesterol nas plantas, que até entdao nao era conhecida [16]. Reinitzer
descobriu que uma mistura organica que estava estudando, posteriormente
chamada de benzoato de colesterila, tinha dois pontos distintos de fusao. Em
seus experimentos, Reinitzer aumentou a temperatura de uma amostra solida
e observou que, quando aquecida, a substancia fundia-se a 145°C, formando
um liquido leitoso, e a 179°C' esse liquido tornava-se transparente. Quando a
substancia era resfriada o processo contrario ocorria. Por este motivo, os tra-
balhos de Reinitzer sao os primeiros dedicados aos cristais liqguidos. Reinitzer
é freqientemente creditado como descobridor de uma nova fase da matéria —
a fase liquido cristalina.

A caracteristica diferenciada do estado liquido cristalino é a tendéncia das
moléculas apontarem ao longo de um eixo comum, chamado de diretor. Esta
caracteristica contrasta com as moléculas na fase liquida, pois as moléculas
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Figura 2.1: Transicdo de fase devido ao aumento da temperatura para cristais
liquidos nematicos. a) cristal, b) esmético, ¢) nematico e d) liquido.

na fase liquida nao possuem uma ordem orientacional intrinseca. No estado
sélido, as moléculas sao altamente ordenadas e possuem pouca liberdade
translacional. A caracteristica de ordem orientacional dos cristais liquidos
determina que ele esteja entre a tradicional fase solida e a fase liquida e esta
é a origem do termo estado mesogénico, usado de forma sinonima para com
o estado liquido cristalino. Observe o alinhamento médio das moléculas para
cada fase na seguinte figura (2.2).

0000 0900
0000 409 N7,
TEREERIEA

Solida Liquida

Cristalina

Figura 2.2: Alinhamento das moléculas na fase: sélida, liquida cristalina e
liquida.

Desta forma, é algumas vezes dificil determinar se um material estd no
estado de cristal ou no estado liquido cristalino, em vez de passar direta-
mente da fase sélida (materiais cristalinos manifestam ordem periddica de
longo alcance em trés dimensoes) para a fase liquida (por definigdo, um
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liquido isotrépico nao possui nenhuma ordem orientacional) quando aque-
cidas, substancias como, por exemplo, o benzoato de colesterila, passam por
uma fase intermedidria liquido-cristalina; essa fase apresenta a mesma estru-
tura dos sélidos e a mesma liberdade de movimento possuida pelos liquidos,
podendo apresentar formagao de estruturas de uma ou duas dimensoes, e
sao também anisotrépicas!. Estas fases entre o sélido cristalino e o liquido
isotrépico?, mostrada na Fig. (2.1), que nao sdo tdo ordenadas como um
solido, mas tém algum grau de alinhamento, sao justamente chamada de
mesofases ou fases liquido-cristalinas [19, 20, 21]. Materiais liquidos cris-
talinos sao tnicos em suas propriedades e usos. Desde sua descoberta em
1888, o cristal liquido vem sendo estudado. Como conseqiiéncia, os cristais
liquidos, no desenvolvimento tecnolégico, tém tido um importante papel em
muitas areas da ciéncia e da engenharia. Aplicagoes para este tipo especial
de material estao sendo descobertas e continuam fornecendo solucgoes efetivas
para muitos problemas especiais. Como termometros de cristais liquidos, cris-
tais liquidos chirais (colestérico) refletem a luz com um comprimento de
onda igual ao pitch e por causa desta dependéncia com a temperatura a
cor refletida também é dependente com a temperatura. As aplicacoes mais
importantes destes termometros tém sido na medicina e na eletronica, de-
vido & sensibilidade deles.[22] A aplicagdo mais comum dos cristais liquidos
na tecnologia sd@o os mostradores de cristais liquidos (liquid crystal displays
(LCDs)). Este campo tem crescido em uma industria multi-bilionaria de
dolares, e muitas descobertas significantes tanto relacionadas as suas propri-
edades quanto ds novas aplicagoes tém sido feitas. O uso do cristal liquido
resulta do fato de que as forgas intermoleculares sao facilmente afetadas pela
temperatura, pressao e campos eletromagnéticos.

Cristais liquidos sao usualmente observados em compostos organicos, pos-
suem moléculas na forma cilindrica, com massas de 200 a 500 u.m.a e com-
primento igual a 4 ou 5 vezes seu diametro. Potencialmente, representam
0,5% dos compostos organicos [23].

L Anisotropia é a caracteristica de um meio no qual suas propriedades variam depen-
dendo da direcao em que sao observadas, ou seja, da direcao em que sao medidas. Nos
cristais liquidos, tal caracteristica é imposta tanto ao alinhamento, quanto & forma das
moléculas. Excegao feita para os do sistema ctbico, os cristais liquidos sao sempre ani-
sotropicos. Os liquidos nao apresentam, em geral, anisotropia e os gases jamais a pos-
suem [17, 18].

2Propriedade de uma substancia em que as caracteristicas fisicas, ou fisico-quimicas,
sao independentes da direcao em que sao observadas. Distingue-se da homogeneidade, que
identifica as substancias em que as propriedades sao as mesmas em todos os pontos [17, 18].
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2.2 Caracterizando os Cristais Liquidos

Os seguintes parametros descrevem a estrutura liquido cristalina:
e Ordem Posicional
e Ordem Orientacional

Cada um destes parametros descreve a medida em que a amostra de cristal
liquido estd ordenada. A ordem posicional refere-se a medida para a qual uma
média molecular ou um grupo de moléculas mostra simetria translacional
(como exibem materiais cristalinos). Ordem orientacional, como discutido
acima, representa uma medida da tendéncia das moléculas de alinharem-se
ao longo do diretor em uma base de longo alcance [36]. Este quarto estado
da matéria geralmente é caracterizado por possuir ordem orientacional e or-
dem posicional fraca, e por apresentar varias propriedades fisicas de cristais,
mas apresenta também fluidez que é uma caracteristica da fase liquida. Se
as transigoes entre as fases forem determinadas por meio da variacao de
temperatura, eles serao chamados de cristais liquidos termotropicos. Por ou-
tro lado, se essas transicoes de fases forem observadas variando-se a con-
centracao dos diferentes componentes, serao chamados de cristais liquidos
liotropicos. Os termotrdpicos sao usados principalmente em aplicacoes tec-
nolégicas, enquanto os liotrépicos sao importantes para sistemas biolégicos,
como por exemplo, membranas.

Cristais liquidos tém normalmente a forma de um bastao (ou charuto)
cilindrico, ou podem ser achatados como discos (ou bolachas). Na Fig. (2.3)
mostramos a estrutura quimica para dois dos representantes mais proemi-
nentes. O MBBA foi o primeiro a ser sintetizado em 1969, enquanto que o
5CB foi o primeiro membro, opticamente e quimicamente estavel, dos cyano-
biphenyls - uma das familias mais aplicaveis de cristais liquidos - descoberto
em 1973.

Como resultado da ordem orientacional, a maioria das propriedades fisicas
dos cristais liquidos é anisotropica e pode ser descrita por meio de tensores
de segunda ordem. Alguns exemplos sao a difusividade térmica, a suscepti-
bilidade magnética e a birrefringéncia éptica. Além disso, ha novas carac-
teristicas fisicas que nao aparecem em liquidos simples, como, por exem-
plo, elasticidade e torque friccional (viscosidade rotacional) agindo estatica-
mente e dinamicamente nas deformacoes de sua estrutura fisica, respectiva-
mente.
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5CB (4-pentyl-4-cyanobiphenly)

Figura 2.3: Representacdo quimica para os compostos MBBA e 5CB. Os
nimeros indicam as dimensdes em angstroms.

2.3 Fases

O estado liquido cristalino é uma fase da matéria observada entre a cris-
talina (sélido) e o estado isotrépico (liquido). H4 muitos tipos de estados
liquidos cristalinos, dependendo de como esta o ordenamento na matéria. Su-
bstancias que formam o cristal liquido sao freqiientemente compostas por
moléculas longas, como ja foi previamente mencionado. Em uma fase liquida
normal, as moléculas estao orientadas de uma forma aleatoria, como exempli-
ficado na Fig. (2.1d). A fase liquido-cristalina, por contraste, exibe alguma
ordem molecular, e assim podemos dividi-la em trés categorias: nemaética,
esmética e colestérica. Esta divisao do cristal liquido em trés classes, base-
adas em suas propriedades estruturais, foi primeiramente proposta por G.
Friedel(1922) [24]. Algumas mesofases de moléculas calamiticas estao esque-
maticamente mostradas na Fig. (2.4). No caso mais simples, as moléculas
possuem somente ordem de longo alcance orientacional, mas nenhuma ordem
posicional.
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Figura 2.4: Fases: a) nemdtica, b) esmética e c¢) colestérica. Na fase colestérica,
cada tom de cor simboliza uma camada.

2.3.1 Fase Nematica

A fase liquida cristalina nematica é caracterizada pelas moléculas que nao
possuem ordem posicional mas tendem a apontar na mesma dire¢ao (ao longo
da diregao do diretor). Na figura (2.5), observe que as moléculas apontam
verticalmente mas estao dispostas sem qualquer ordenamento particular.

Figura 2.5: Representa¢do esquematica da fase nemdtica (a esquerda)e uma
foto de um cristal liquido nemdtico (a direita).

Na fase nemdtica liquido-cristalina, Fig. (2.4)a, as moléculas estao alinha-
das ao longo de um eixo, ou de uma dire¢ao preferencial. O nome nematico
(do grego vepoo = linha) diz respeito a texturas na forma de linhas, obser-
vadas sob microscépio de luz polarizada. Grande parte das fenomenologias
de interesse dos cristais liquidos envolve a geometria e a dinamica do eixo
preferencial; desta forma, é 1til introduzir um campo vetorial n, este campo
caracteriza sua orientagao local, ou seja, a direcao de alinhamento preferido
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pelas moléculas é descrita por este campo vetorial e este campo vetorial é
chamado de diretor. Ja que sua magnitude nao tem nenhum significado
distinto, este é tomado como sendo unitario. Na pratica, a orientagao das
moléculas individuais difere significativamente do diretor, e este deve ser defi-
nido mais corretamente como o eixo de simetria da distribuicao orientacional.
Nos nematicos, a funcao de distribuicao é rotacionalmente simétrica ao redor
do diretor, isto é, eles sao uniaxiais.

2.3.2 Fase Colestérica

A fase liquida cristalina colestérica (ou nematica colestérica) é tipicamente
composta de moléculas nematicas mesogénicas contendo um centro chiral
que produz forcas intermoleculares que favorecem o alinhamento entre as
moléculas em um leve angulo uma da outra. Isto produz a formacao de uma
estrutura que pode ser vista como um empilhamento de camadas com o
diretor em cada uma delas girado com relacao a de cima e a de baixo. Nesta
estrutura, o diretor na pratica forma uma estrutura helicoidal continua sobre
a camada normal, como ilustrado nas figuras (2.6) e (2.7). Se um cristal
liquido nematico é feito de moléculas chirais®, um cristal liquido colestérico*
é obtido, (Fig. 2.4c). Localmente, ndo podem ser distinguidos colestéricos de
nematicos, mas a orientacao preferida forma uma estrutura helicoidal, com
o eixo helicoidal perpendicular ao diretor.

Figura 2.6:

Cama-

das

giradas Figura 2.7: Estrutural helicoidal

3As moléculas que diferem da sua imagem no espelho.
4De acetato de colesterol, o primeiro deste tipo.
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2.3.3 Fase Esmética

Na fase esmética (do grego oueyua = sabao), Fig. (2.4b), as moléculas
sao arranjadas em camadas e com direcao preferencial perpendicular ao plano
da camada. Os esméticos podem ser considerados como ondas de densidade
unidimensionais. Os movimentos possiveis nesta fase sao os de translacao
interna, mas nao entre as camadas, e de rotagao em torno de um eixo longo.
Moléculas nesta fase apresentam um grau de ordem translacional que nao
esta presente no nematico. No estado esmético, as moléculas mantém a or-
dem orientacional geral dos nematicos, mas também tendem a alinhar-se nas
camadas ou planos. O movimento é restrito a estes planos. O aumento da or-
dem significa que o estado esmético é mais “como sélido”do que o nematico.

e e
__» _-;"':ll-m—_.__‘:‘_‘ e

Figura 2.8: Foto de uma fase esmética.

2.4 Parametro de Ordem
Orientacional em Meios Nematicos

17



Para o estudo da orientagao molecular em meios nematicos, é necessario
estabelecer um modelo de simetria e de comportamento para essas moléculas.
Como visto anteriormente, as moléculas de um cristal liquido nematico pos-
suem a forma alongada, como se fossem bastoes rigidos. Portanto, é perfei-
tamente possivel abordar esse caso através de uma simetria cilindrica, na
qual os centros de massa das moléculas estao dispostos aleatoriamente, mas
mantém um relevante grau de alinhamento. Posto isto, iremos abordar o
parametro de ordem que pode ser definido para descrever o grau de ordena-
mento nestes cristais liquidos nematicos, tanto macroscopica, quanto micros-
copicamente.

2.4.1 Parametro de Ordem Microscépico

Para o estudo da ordem microscépica nos Cristais Liquidos, tomemos que
a energia de interagao molecular responsavel pela fase é tal que tende a ali-
nhar as moléculas ao longo do eixo molecular paralelo ao diretor n, que é
dado pela média estatistica da direcao a de cada molécula, coincidindo com
0 eixo z, no sistema cartesiano. Os materiais sao tais que:

(n.a) = 0 (2.1)

onde n e —n sao completamente equivalentes. Naturalmente, a quantidade
((m-a)?) # 0, e isto pode ser usado para definir um parametro de ordem
caracterizando a dispersao de a em torno de n. A quantidade

5= 5 [ma2 - 3] (22)

é chamado de parametro de ordem escalar e pode ser usado para descrever
os graus de ordem na fase nemética. Na fase isotrépica, ((n.a)?) = 1/3,
portanto S = 0. Na fase nemaética perfeita, n =a, S = 1.

As moléculas na fase nematica estao livre para se moverem em todas as
direcoes, como em um liquido comum. Entretanto, permanecem orientadas
em torno de uma direcao preferencial. Esta direcao é representada pelo vetor
unitario n(r), como ja visto, chamado de diretor da fase nemética. Consi-
deremos também a como sendo a direcao do eixo longo da molécula, cujas
componentes sao:
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a; = sinfcos ¢,
a, = sinfsing,
a, = cosf

onde A é o angulo formado entre o eixo longo da molécula e o diretor; neste
caso n coincide com o eixo z do sistema cartesiano de referéncia, Fig. (2.9).

Figura 2.9: Representacdo cartesiana para o vetor n, a e o elemento de volume
dw.

Desta maneira, vamos definir uma funcao f como sendo uma fungao
distribuigao, de tal forma que f(6,¢)dS2 nos dé a probabilidade de que se
encontrem moléculas na diregao (6, ¢), em fun¢ao de um determinado angulo
solido dw. Como a fase nematica possui uma simetria cilindrica,

f=10).
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Além disso, é importante salientar que n e — n sao equivalentes, portanto

f(0) = f(x—0), (2.3)
onde cos(m — #) = —cos(f), estd de acordo com a equivaléncia mencio-
nada. Por esse motivo, nao é possivel relacionar o parametro de ordem
da fase no qual o sistema se encontra, com seu carater dipolar. Logo, a
solucao foi definir esse parametro a partir das caracteristicas quadrupolares
do meio[25]. Ou seja,

1
Szé <3cos?f —1>, (2.4)

onde S define a média de alinhamento das moléculas e é conhecido como
parametro de ordem escalar, e sera empregado na abordagem microscépica
dos problemas de ordenamento em meios nematicos.

Quando analisamos a ordem orientacional em meios nematicos, sabemos que

F 3
I
n

Figura 2.10: Onde 6 é o angulo entre o diretor e o eixo longo de cada molécula.

para § = 0 uma unica direcao serd provavel, ou seja, < cos?f >~ 1. Nesse
caso S & 1, representa uma orientagao perfeita. Entretanto, o resultado é bem
diferente quando analisamos amostras isotrépicas. Neste caso, as moléculas
podem estar orientadas em qualquer direcao. Tomemos agora

s
< cos?f >= /0052 0—,
47
em que, d2 = sin(#) df d¢, é o elemento de angulo sélido. Usando este fato
na integral acima, teremos

1 2 s 1
< cos?d >:—/ dgb/ cos®fsinf df = =
ar J, 0 3
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aplicando este resultado na equagao (2.4), obtemos que S = 0, representando
uma desordem orientacional esperada na fase isotrépica.

2.4.2 Parametro de Ordem Macroscépico

Sabe-se que cristais liquidos sao substancias anisotropicas, portanto, é
empregado o ferramental tensorial para representar grandezas fisicas como
indice de refracao, susceptibilidade magnética ou susceptibilidade dielétrica.
Para se ter uma quantidade macroscopica que descreva o grau de ordem, na
orientacao molecular, deve-se escolher um parametro de ordem que se anule
na fase isotrépica. Tomemos entao o tensor

1
Qij = eij — g 5ij €Lk, (25)
k

onde o tensor susceptibilidade magnética €;; é definido por

€l 0 0
€ij = 0 e O s (26)
0 0 ¢

em que €, e € se referem as direcoes perpendiculares e paralelas ao eixo de
simetria.
Na expressao (2.5), temos

Zejj :611+€22+633 = 6J_+€J_+€||.
J
Portanto, separadamente para cada termo especifico de ();;, teremos
1 1
Qll:eL—g(€L+€L+€||):_§(€||_€L)a (2.7)

em que podemos definir ) —¢e, = d¢, como sendo a anisotropia. Isso se aplica
aos demais termos de @);;; logo,

1 1 2
Qll = _5567 Q22 = _566 € Q33 = 5(56

Temos agora, uma nova forma de representar a equagao (2.5). Usando os
resultados obtidos acima, teremos:

16 0 0 5 -1 0 0
Qij = 0 —%56 0 = g O€ 0 —% 0 s (28)
0 26¢ 0 0 1
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de tal forma que o tensor se anula na fase isotrépica, em que €, = €, pois
a matriz, além de simétrica, possui trago zero. O termo 2/3 Je é conhecido
como a magnitude do tensor Q);;.

E necessario também definir um parametro de ordem, que pode alcancar
um valor maximo. Para se obter isto, sera dividida a magnitude do tensor
2/3 de, pelo seu valor maximo 2/3 €4, Desta maneira, ele serd definido
por

5 _% 0 0 —%56 0 0

€ 1 1

Qij = > 0 -1 0 = Q 0 —3d 0 |, (29)
€maz 0 0 1 0 0 e

onde () é uma constante de normalizagao, que também é conhecida como
sendo o inverso do valor méximo da anisotropia. Assim, podemos escrever
esse tensor de outra forma

Qij =Q (Q‘j - % 0y 5kk> : (2.10)
!

Este tensor tem todas as caracteristicas que queriamos, pois se anula na
fase isotropica, e atinge o valor maximo igual a 1, nas fases mais anisotropicas.

Contudo, ainda é possivel relacionar o parametro de ordem microscopico
(escalar), com o de ordem macroscépico (tensorial)[15]. Essa relagao ¢ dada
por

3 1

e ela s6 é possivel devido ao fato de podermos escrever a susceptibilidade
magnética macroscépica através da susceptibilidade magnética molecular [15].

2.5 Elementos de Teoria Elastica: Elasticidade
de Frank

2.5.1 Densidade de Energia Elastica

Consideremos o parametro de ordem escalar como sendo espacialmente
constante, e assim obteremos uma expressao para a densidade de energia
elastica de um Cristal Liquido Nematico em termos da primeira derivada
espacial do diretor, ou seja, em termos de n; ;, que ¢ definida por
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a’I’Li

N 8xj ’

Se o diretor n for independente da posicao, o meio nao é distorcido, e a densi-
dade de energia elastica neste caso é minima, sendo aqui representada por fj.
Caso o meio seja distorcido, a densidade de energia elastica é representada
por f com o diretor sendo dado por n(r) e em principio, n;; # 0. Para a
realizagao dos célculos, admitimos que a primeira derivada espacial n(r) seja
suficiente para descrever o estado distorcido, ou seja:

nij

Logo, se essa derivada for relativamente pequena, podemos desenvolver f em

uma série de poténcia de n; ;, como ¢ usualmente feito na teoria da elastici-
dade e, desta forma, f pode ser escrita como

B of 1 0% f
f(ni,j) - fO + <—8ni,j>oni’j + 5 <m>0ni7jnk7l + ... R (2.13)
onde
of
Z?] 0
B2 f
— ] = K 2.1

(0n¢jnk,l)0 kL (2.15)

com o subscrito 0 indicando que as derivadas sao calculadas com relacao ao
estado nao distorcido. Nas expressoes acima e daqui em diante a convencgao
de soma de Einstein ¢ adotada. Os tensores fenomenoldgicos L;; e Kjji sao
chamados de tensores elasticos. Logo, tem-se que

1
f(nig) = fo+ Lijnij+ 5 Higr mig e -

= fot it [ (2.16)

Podemos decompor L;; e K;j,; em termos das componentes de n, delta
de kronecker 4;; e do tensor anti-simétrico de Levi-Civita, ;5. Primeira-
mente, para L;; obtemos

Lij = Linin; + Lz 6i5 + Lank €ij, (2.17)

onde Ly, Ly e L3 sao constantes desconhecidas. Como se trata de um meio
nematico, as diregoes n e —n sao fisicamente equivalentes, ou seja, o meio é
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nao polar; conseqiientemente, f deve ser invariante frente a essa operacao de
troca de sinal de n. Devido a este fato, L; = Ly = 0. Assim

Lij nij = Lang €xij nij, (2.18)
mas usando a propriedade vetorial V x n = g4,;; é;V,; ny [28], tem-se
L3 Nk Ekij Vj n; = —Lgnk(V X Il) =—Ln - (V X n)k. (219)

O coeficiente L é nao nulo somente para o cristal liquido colestérico, porque
ele apresenta deformagao espontanea no estado fundamental, isto é L # 0.
Agora, decompondo o tensor Kjji;, obtemos:

1
Kijw = Kingnjngn+ K 5( n; M0k + Mg nz%’)
1
+ Kin; nk5ﬂ + Ky 5(”2 nl5jk + n; TLMS@)
+ K5 n; nléik + K6 (Sij 5kl —+ K7 511.3 6]'1 + Kg 51'[ (Sjk; (220)

substituindo (2.20) em (2.16), fo serd reescrita por:

1 1
2 = o Kkt Mg ey = Mg nk,l{Kl ng nj ng g+ EKQ( ni Mok
1
+ ng nléij) + Kg n; nk5jl + K4 5(71@ nléjk + n; nk5d>

+ K5 n; TLl(Sik + K6 6ij 6kl + K7 6zk 5]'1 + Kg 61‘[ 6jk}7 (221)
mas n ¢é um vetor unitario, de modo que n; - n; = 1 , logo
Ao\ | = S| g~ T35 L) =
8xj 2 2 8 {L‘j 6 l’j
n; nm = 0
Portanto, os termos com K, K5, K3 e K4 nao contribuem para f,. Desta
forma, temos
fo = Ksnjmymn;ng b + Ke 0ij O 14 jniy
+  Kq7dik 0 nij npy + Kgdi Oji 1y j Mgy, (2.22)

reescreveremos esses termos em notacao vetorial:
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2
Ksnjnmn jng 0, = K [n X (V X n)]
2
Kﬁ 5z’j 5kl NNk = K6 (V : 1’1)
K76, 5jz N;j; Nkl = K Nk, Nk,j
Kgdi 0jk mij mey = Kgngjngy. (2.23)
Portanto, tem-se

1 1 1
f2 = 5 ijkl Mij Mkl = §K5 [1’1 X (V X 1’1)1|2 + §K6(V . 1’1)2

+ §K7 nk,j nkd' + §K8 nl,j nj,l.

Usando as relagoes [15]:

Nk ey = ey e + - (Von)]® 4+ [nx (V xn)]?

ne; e = (Von)? = V-[n-(V-n) + nx (Vxn)],
obtém-se
fo = %K5[nx (Vxn)® + %K(;(V-H)Q + %[G{(V-H)Q
— V-[m-(V-n) + nx(Vxn)] + [n-(V-n)’
b lx Vx4 SR (V)
— V:[n-(V-n) + nx(Vxn)]}.

Podemos tomar os fatores operatoriais em comum (rotacional e diver-
gente) e isold-los para simplificar essa equagao, entao teremos

fo = S(Ko + Kr + K)(Vonm)® + LKoo (V%)

+ (K + K)nx (Vxm)’

— (K7 + K5)V-[n(V-n) + nx (V xn)]. (2.24)

Usualmente, (2.24) ¢ reescrita utilizando-se a definicao:
(Ko + K7 + Kg) = K11, Kr=Kyp, (Ks+ K7)=Kz e Kg=Ky e
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substituindo-as em (2.24), obtém-se a densidade de energia eldstica de Frank

2

frrank = %Kll(v‘n>2 + %Kgg [n-(V X n)}

+ %Kgg [n x (V x n)]2

— <K22 + K24>V- [n-(V-n) + nx (Vxn)]. (2.25)

Esta equacao (2.25) é a expressao de Frank para a densidade de energia
eldstica de um cristal liquido nemético deformado, proposta em 1958[29]. As
constantes Kij, Koo, Ks3 e (Koo + Kay) sdo conhecidas como constantes
elasticas de splay, twist, bend e saddle-splay, respectivamente.

2.6 As Deformacoes

Ja que temos deformagodes no cristal liquido, podemos relacionar a estas
distorcoes a energia f por unidade de volume conectada com as propriedades
eldsticas do meio [30]. Esta energia livre, na auséncia de campos externos,
estd relacionada a trés deformacoes basicas, devido ao volume e uma de-
formagao devido a superficie.

DEFORMAGAO DE DIVERGENCIA OU “SPLAY”

Podemos imaginar que esta deformagao é obtida ao impormos uma si-
tuagao de ancoramento planar, ou seja, as moléculas estao entre duas su-
perficies que formam um angulo ¢ # 0 entre elas, e as moléculas proximas a
superficie, formam um angulo de 0° com a mesma, Fig. (2.11).

Figura 2.11: Representacdo para a deformacdo do tipo splay (V - n # 0).



DEFORMACAO DE FLEXAO OU “BEND”

Como na deformagao anterior, mas as moléculas formam um ancoramento
homeotrépico, ou seja, formam um angulo de 90° com a superficie, Fig.( 2.12).

\
\
\% \

\\\\\\\\*\

Figura 2.12: Representacdo para a deformagdo do tipo bend (V x n L n).

DEFORMAGCAO DE TORCAO OU “TwisT”

Este tipo de deformacao é obtido impondo-se um ancoramento planar
em duas superficies paralelas com as dire¢oes de ancoramento formando um
angulo qualquer entre elas e diferente de zero, Fig.( 2.13).

Figura 2.13: Representagdo para a deformagido do tipo twist (V X n || n).

DEFORMAGAO “SADDLE-SPLAY”

Por dltimo, comparece também a deformagao saddle - splay, que, con-
forme o teorema de Gauss, é uma contribuicao de superficie ja que é o coefi-
ciente de uma divergéncia na equagao (2.25), sua representagao " artistica” nao
¢ muito facil de ser reproduzida, contudo, um trabalho mais detalhado sobre
o comportamento desta constante eldstica é encontrado em [§].
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As figuras ilustrando as constantes elasticas foram gentilmente cedida por
F.C.M.Freire, autor do trabalho [12] de onde foram retiradas as ilustragoes.
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Capitulo 3

Propriedades de Superficie de
Cristais Liquidos Nematicos

Neste capitulo, analisaremos o efeito, na densidade de energia, da presenca
de uma superficie limitando a amostra nematica, e sua conseqiiéncia nas
propriedades dos cristais liquidos nematicos. Introduziremos o conceito de
ancoramento, e discutiremos algumas formas propostas para a energia de
superficie em uma perspectiva macroscopica. Como uma aplicacao da teoria
do continuo introduzida no capitulo anterior e do conceito de energia de
superficie aqui discutido, o problema da transicao de Fréedericksz é discutido
nas situagoes de ancoramento forte e fraco.

3.0.1 Ancoramento

Enquanto as propriedades de volume dos cristais liquidos nemaéticos de-
pendem fortemente da estrutura molecular e das interacoes moleculares, as
propriedades de superficie dependem, ainda, das interacoes do meio com a
superficie. Quando a fase nematica é limitada por uma superficie criada pelo
contato com outra fase (sélida, liquida, gasosa) sua orientagdo pode mu-
dar de uma maneira dréastica. Em particular, as principais caracteristicas do
ancoramento dos cristais liquidos sao tao importantes do ponto de vista fun-
damental, em geral, para uma descricao fisica correta das propriedades das
amostras, quanto o sao para a performance dos dispositivos que se utilizam
dos cristais liquidos.

O ancoramento pode ser definido como o fenomeno da orientacao do cris-
tal liquido por uma superficie. E resultado de um delicado balanco entre
um nuimero de interagoes e foi descoberto por Mauguin, no inicio do tltimo
século [31]. A superficie normalmente impde alguma dire¢ao preferida, cha-
mada de direcao de ancoramento, ou, simplesmente, direcao facil. O “eixo
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facil” é, entao, a direcdo da orientacao espontanea de n na superficie,
na auséncia de um torque externo. A energia desta regiao interfacial, for-
mada proxima da superficie, depende também da orientacao das moléculas
na fase nematica. Uma situacao problemaética tipica requer a determinacao
da orientacao do diretor na interface entre o cristal liquido nematico e o
meio. Para encontrar a orientagao molecular de um cristal liquido nematico
no equilibrio, devemos minimizar a energia livre de volume (descrevendo a
distorgao no volume), mais a energia livre de superficie f,. Esta situagao apre-
sentada aqui é para uma amostra limitada por duas superficies planas. En-
tretanto, a parte volumétrica da energia é bem conhecida. Como vimos no
capitulo anterior, esta é uma funcao quadratica da curvatura, isto é, das
derivadas de n. A energia de superficie, f,, nao tem uma forma bem definida
e ¢ ainda objeto de muitas discussoes [32]. Na prética, muitos métodos tém
sido usados para impor uma direcao preferida de n em uma superficie sélida.
O procedimento mais comum consiste no polimento de uma superficie. Desta
maneira, podemos fazer ranhuras nela, e obtermos um alinhamento paralelo
as ranhuras.

3.1 A Funcao Energia de Ancoramento

No caso mais simples em que as superficies sao placas de vidro isotrépicas, a
unica direcao definida é a normal as placas, que nés denotamos por k. Neste
caso, a energia de superficie, fs, depende somente de (n-k) .

Como discutido no capitulo anterior, no volume n e —n sao fisicamente
equivalentes. Entretanto, em uma superficie polar (por exemplo em um cris-
tal ferroelétrico) esta degenerescéncia pode ser removida, mas é comumente
usada uma placa de vidro que comporta-se como uma superficie apolar. Por-
tanto, fs deve ser uma fungao par de (n-k). A orientagao do diretor na inter-
face entre um cristal liquido nematico e um outro meio é definida em termos
de um angulo de superficie polar 65 e de um angulo azimutal ¢s. Ja que a
parte anisotropica da energia de superficie depende da orientacao do diretor
na interface, podemos escrever

fS:fS<@,(I))+W(95—@,¢S—(I)), (31)

onde © e ® correspondem a valores dos angulos polar e azimutal que minimi-
zam a energia de superficie (eles caracterizam a diregao facil). A fungao W é
chamada “ energia de ancoramento”. Conforme segue da defini¢ao da dire¢ao
facil, no equilibrio e na auséncia de torque externo, #, = © e ¢, = ®. A ener-
gia de ancoramento pode ser fisicamente interpretada como o trabalho que
deve ser feito para girar o diretor da direcao facil para uma dada direcao. E
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entao possivel definir o torque polar e azimutal, por unidade de area, respec-
tivamente, na seguinte forma:

Ofs Afs
Tp = — e TA=— , 3.2
p 898 A a¢s ( )
Nas vizinhancas da posicao de equilibrio estes torques podem ser aproxima-
damente dados por

T, = —2W,(0; —©) e T4 =—2Wy(ps —P), (3.3)

onde introduzimos duas importantes quantidades:

1 (3% f

W, == 3.4

=37, o4

chamada de coeficiente de ancoramento polar ou energia de ancoramento

polar e

1 (0%

Wy== 3.5

=3(55), 32)

chamada coeficiente de ancoramento azimutal ou energia de ancoramento a-
zimutal. Esta energia de ancoramento pode ser medida por diferentes técnicas
experimentais. Tipicos valores experimentais de W, e W, sao da ordem de
107* a 107! erg/cm? [33].

Particularizemos nossa analise para o caso do substrato isotropico. Neste
caso, a energia livre de superficie f; nao depende do angulo azimutal e, por-
tanto, W, = 0. A funcao f, depende somente do produto escalar nk =
cos(ds) e pode ser expressada como um desenvolvimento em série de Taylor
em termos de cos(f), na forma

f+(0s) = Wy + Wy cos 0 + Wacos?0s + ... + W, cos™ O + ..., (3.6)

que, entretanto, pode nao ser tutil do ponto de vista pratico, pois os termos
do desenvolvimento nao sao fungdes ortogonais. Uma expressao alternativa,
procedendo com funcoes ortogonais, pode ser proposta na forma

fs(0s) = Wy + Wi cosOs + Wocos 205 + ... + W, cosnbs + ... (3.7)

Na equacao acima o coeficiente impar Ws,41), para n = 0,1, 2... deve desa-
parecer para sistemas de cristal liquido nao ferroelétrico. Entretanto, isto é
verdade somente para o que concerne as propriedades de volume. Préximo a
superficie, a simetria translacional da fase nematica é quebrada e uma ferro-
eletricidade superficial pode ocorrer. Em geral, entretanto, o sistema pode
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ser considerado como nao polar e a expressao acima pode ser muito 1til na
descricao - do ponto de vista macroscopico - de varias propriedades de um
nematico em contato com uma superficie solida, isotrépica.

A expressao mais comum para a energia livre de superficie é a de Rapini
e Papoular(1969) que pode ser obtida da peniltima equac¢ao como [31]

fs(05) = Wo + W, cos® . (3.8)

Esta expressao simplificada nos fornece uma interpretacao simples da energia
livre de superficie. Neste caso, W, é a energia de ancoramento que, como
definido antes, corresponde ao trabalho necessario para girar o diretor de
uma posicao de equilibrio estavel para uma nao estavel. Em geral, é possivel
partir da expressao de Rapini-Papoular operando da seguinte maneira. Se
o substrato é caracterizado por uma direcao facil de superficie dada por
ng, entao a energia livre de superficie é simplesmente definida como

o —%W(n-no)Q, (3.9)

de tal maneira a sublinhar o fato de que a direcao do eixo fécil é aquela que, na
auséncia de um torque externo, minimiza a energia livre de superficie. Esta
simples expressao sera utilizada ao longo deste trabalho para discutir varios
efeitos de superficie na fase nemética de materiais liquidos cristalinos [35].

3.2 Configuracao de Equilibrio em Situacgoes
de Ancoramento Forte e Fraco.

O principio béasico envolvido na aplicacao da teoria do continuo para
a solucao de problemas reais é que o estado de equilibrio do diretor n é
sempre dado pela configuracao do diretor que minimiza a energia total do
sistema. Para ilustrar esse principio, particularizaremos nossa analise para
o caso de uma amostra de um cristal liquido nemaético limitado por duas
superficies, colocadas em z = +d/2, ou seja, uma amostra na forma de
uma tira de espessura d. Se o tratamento da superficie, como suposto, é
uniforme, n = n(z), onde z, nesta geometria, é a coordenada normal as
paredes limitantes. Neste caso, a densidade de energia eldstica f pode ser
escrita de maneira simples em termos dos angulos que definem n. Se nés
usarmos a geometria esférica

n, = sin(f)cos(¢), n, = sin(f)sin(¢), e n, = cos(f),
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onde # e ¢ sao, respectivamente, os angulos polar e azimutal, teremos que
0 =0(z) e p = ¢(z). Se desconsiderarmos o termo de superficie em (2.25), a
densidade de energia elastica pode ser escrita como

1
f(ea 9,7 ¢, ¢/) = §(K11 Sin2 0 + K33 C082 9)9,2 +
1
+ 5(1(22 sin 0 + K33 cos® ) sin? 0¢' (3.10)
onde o linha indica derivadas com relacao a z.

Alguns casos particulares sao tteis. Se n é sempre paralelo ao plano (z, z), $=0
e a equagao (3.10) nos da

1
f(Q,Q’) = E(Kll SiHQQ + K33 COS2 0)0,2
1
= 5K(9)9’2, (3.11)
onde K (#)=(K; sin® 0+ K33 cos? ). Este caso é relevante para a deformacao

splay-bend, isto é, nenhuma torcgao é considerada. Entretanto, se n esta sem-
pre no plano(z,y), isto é, = 7/2, a equagao (3.10) nos da

1
flg.d) = §K22¢/2; (3.12)
que é relevante para a deformacao de torcao pura. Finalmente, a aproximacao

de uma constante (K13 = Ky = K33 = K) é comumente empregada e,
neste caso, a equacao (3.10) é escrita como

f00,0,¢0,¢) = %K(@’Q + sin? §¢'?). (3.13)

A energia total de um cristal liquido nematico de volume 7 limitado por uma
superficie S, na aproximagao de uma fatia (slab) é dada por

f:///Tf(e,e',¢,¢’)d7+//sfs(é’,cb)d& (3.14)

onde fs(6, ¢) leva em conta a contribuigao de superficie para a energia total. A
integracao sobre x e y pode ser feita facilmente, e da equagao (3.14) obtemos
que a energia total por unidade de superficie é dada por

k= jZ: B /1f(9’ 0',0,¢")dz + fu1 (01, 01) + fa2(02, 02), (3.15)
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onde A é a area da superficie limitante, 6, = 9(—%) , 01 = gb(—g) ,

0 = 0(%) e ¢ = ¢(2). No caso em consideracao, 6(z) e ¢(z) sao entao
determinados por meio de técnicas variacionais usuais [15]. Da equagao (3.15)
obtemos que 0(z) e ¢(z) sao solugoes das equagoes diferenciais (Equacoes de
Euler-Lagrange)

%_@%:O e %—E%:o, (3.16)
satisfazendo as condigoes de fronteira
Ok _O0F o o Us_ 01 _
00, 001 0p1 Ot ’
=0 o (3.17)
para z = —d/2 e z = d/2, respectivamente. Esta situa¢ao é conhecida como

situacao de ancoramento fraco. Corresponde ao caso no qual os angulos 6; e
¢; (1=1,2), que sao os angulos atuais nas bordas da amostra, nao sdo conheci-
dos e tém de ser determinados para se encontrar a configuracao de equilibrio
do diretor. A energia de superficie f; é comparavel com o termo de volume
em (3.15). Outra situagao ocorre quando o termo de superficie ¢ muito maior
do que o termo de volume, isto ¢, se em (3.15) for admitido que

s [ 50.0,6,6)dz (3.18)

[SI[cH

Neste caso, chamado de situacao de ancoramento forte, o perfil do diretor
tem de ser determinado satisfazendo a condicao de fronteira do tipo

0 =0, e ¢ =, (3-19)

para i = 1,2, onde os valores de ©; e ®; (i = 1,2) sao conhecidos.

3.3 Meétodo das Constantes de Integracao.

Na segao (3.2), mostramos que o problema variacional relativo a situagao
de ancoramento fraco consiste em procurar extremos para uma energia livre
total, por unidade de area, dada na forma

d/2

F= flo (2), ¢ (2);2)dz + for (¢1) + foz (02), (3.20)

—d/2
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onde ¢ = ¢ (—d/2) e po = ¢ (d/2). A expressao (3.20) contém as energias de
superficie fs1 (¢1) e fs2 (¢2). Os valores do angulo do diretor nas superficies, ¢;
e ¢, nao sao conhecidos.

Nesse caso, o problema variacional é resolvido procurando solugoes para
a equacao de Euler-Lagrange:

of d of d d
— ———=—=0, V -2, 2 3.21
a¢ dz&ﬁ’ ’ z € ( 2’2)’ ( )
que satisfagcam as condicoes de contorno:
of  dfa of | dfs
06 gy lemapr ¢ T 0 T ddy lmaps (322)

E possivel obter as condigoes de contorno (3.22) por um caminho alterna-
tivo, que serd de grande utilidade nos préximos capitulos.

Efetivamente, vale a pena apresentar o método com um certo detalhe, em
vista da importancia de que se revestira, para nés, como método de anélise
da estabilidade das solugoes da equacao de Euler-Lagrange (3.21).

No volume, estamos considerando que f = f(¢,¢’;z). Desse modo, a
equacao (3.21) é uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem, cuja
solucao geral contém duas constantes de integracao arbitrarias ¢; e . Sem
perda de generalidade, podemos admitir que essas constantes sao os valores
da fun¢ao que procuramos na superficie, isto é, ¢; = ¢ (—d/2) = ¢ e 5 =
¢ (d/2) = ¢y. Portanto, a solugao da equagao (3.21) terd a forma genérica:

¢ = ¢ (1, ¢2;2). (3.23)
Se, agora, substituirmos (3.23) em (3.20), obteremos F' como uma fungao
ordindria de ¢; e ¢, na forma:
d/2

Flo1, ¢ = flo (1, P2:2) , &' (D1, Pa; 2) 5 2ldz + for (H1)

—d)2
+  fa2(d2). (3.24)

Os valores de ¢; e ¢ podem ser obtidos a partir do minimo de F' [¢1, ¢s]. De
fato, devemos procurar solugoes para as equagoes:

oF 0 oF
J— — e —
I

¢1=a7¢2=% 8¢2
As fungoes ¢1 e ¢y extremizam a fungao F [, ¢o|. Para que esse extremo
corresponda a um minimo de F' [¢1, ¢2] é necessario que

(02_F) S0 e <32_F>
002 ) l1=61.62=02 03
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=0 3.25
Pa=2,01=d1 ( )

. _>0 (3.26)
P2a=0¢2,01=0¢1




H [¢1, 2] =

2 2 2 2
O?F O°F ( O*F ) - (3.27)

002 062 \ 06,0
o7 003 91002 e

onde o determinante H [a, b] é conhecido como o Hessiano. Trata-se do deter-
minante da matriz formada pelas derivadas segundas da funcao F', a saber

62% o%F
H=| g %% (3.28)
0620d1 093

Ja as condigbes (3.26) sao obtidas a partir dos determinantes menores de
(3.28).

Calculemos, agora, as derivadas de F', considerando ¢; e ¢o como quan-
tidades independentes. Teremos:

or - 0 " : / ) Ofa
A Oby 7d/2f[¢(¢17¢2az)»¢(¢1,¢2),z]dz+8¢1

VOf(¢,¢52) | Ofa
/_d/2 o6, T g,

W rof 0p  of a¢>’> Ofa
/ (8_¢6’751+6’_¢’6¢1 =t Doy

(3.29)

/2
Devemos observar que:

of ¢ of d o¢  d [8f 8¢}_{d af} 8¢

09' 06 09/ dz0¢1  dz |99 01| |dz09'| Iy

Assim, a equagdo (3.29) pode ser reescrita na forma

oF _ [ 96 a_f_ia_f] dﬂi[ﬁ%} df
O /—d/2 O { dz+/d/2 dz [0¢" Ogn de 1

op  dz ¢’
O primeiro termo é nulo, pois ¢ (z) satisfaz a equacao de Euler-Lagrange (3.21). O
segundo termo ¢é facilmente integrado, fornecendo:

[ lse] =[] .- (%)
—d/2 dz [ 09 Oy  [0¢' 9¢n _d/g_ ¢/ 2=—d/2 .

Portanto:
oF B (ﬁ) B df 1 (3.30)
z=—d/2

o \o¢/ T dey
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Um calculo semelhante, envolvendo ¢5, fornece:

o _ %) _ Yo 3.31
96, (w o (3:31)

No ponto de minimo, devemos ter:

_a_f + dfsl o
¢! Ay le=—a2

_ﬁ ‘l‘ dfs2 o
¢’ Ao lz=dz

que coincidem com as condig¢oes de contorno estabelecidas em (3.22), que
foram obtidas pelo método variacional usual.

Os resultados acima sugerem a possibilidade de usar o método das cons-
tantes de integracao para a andlise da estabilidade de solugoes em problemas
mais complicados. Um exemplo ilustrativo pode ser til para esclarecer todos
os passos empregados no procedimento.

Consideremos, inicialmente, o problema de extremizar um funcional do tipo

abaixo:
/2

F= f(g, ¢, 8")dz, (3.32)
—d/2
isto é, que envolva, inclusive, a derivada segunda da fungao[15]. O método
variacional nos informa que a solucao deve obedecer a equacao de Euler-
Lagrange, na forma:

of daf & of

06 200 A2 oy

=0, Vz € (—d/2,d/2) (3.33)

satisfazendo condicoes de contorno apropriadas.
No caso de ancoramento forte, poderiamos ter:

¢ =0 (—d/2) = D1 e ¢y = ¢ (d/2) = Dy,

onde ®; e &, sao conhecidos. O caso de ancoramento fraco é um pouco mais
complicado e esta discutido em detalhes na Ref.[15].

Consideremos, agora, um problema variacional ilustrativo que consiste
em encontrar a funcao que extremiza o funcional:

1c (0" (2))?| dz,  (3.34)

P= [ ad@-as @ o

—d/2
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satisfazendo as seguintes condig¢oes de contorno:

o(+5) = o

=0 e —q+c¢'(2) =0. (3.35)

"
qtc ¢ (Z) z=—d/2 z=d/2

Este problema é relevante na teoria eletrostatica de materiais isolantes na
auséncia de cargas livres. Essa equagao pode ser obtida por meio de um
principio variacional[26, 27]. Nesse caso, ¢ representa o potencial eletrostético, que
é uma fungao par da coordenada, € é o coeficiente dielétrico, o estd ligado a
polarizacao, g esta ligado as propriedades quadrupolares do meio e ¢ é um
coeficiente fenomenologico e e a carga elétrica.
A equagao de Euler-Lagrange, (3.21), nos dé:
d*o d*¢ 0

c— —¢ — =
dz4 dz? ’

que pode ser escrita na forma

do 1 a2
@_Z_Q @:O, l2:C/€. (336)

Ora, a solugao geral de (3.36) pode ser escrita em termos de quatro constantes
de integracao, na forma:

¢ (2) =c1 + ¢ cosh (z/l) + ¢z sinh (z/1) + ¢4 2. (3.37)

Evidentemente, as condigdes de contorno (3.35) fornecem quatro equagoes a
quatro incégnitas, que podem ser facilmente resolvidas. E facil mostrar que

c3 =c4 =0 e que
q—¢ed; q(d)
cq=——ec==-|—].
€ e \ el

A solugao, portanto, se torna:

_q—e® g cos(z/l)

¢(2) € € cosh (z/20) (3:38)
Usando (3.38) em F', dada por (3.34), obtemos:
~ q2
F M =~ tanh (¢/20) <0, (3.39)

que é menor que a energia do estado uniforme, isto é, aquela para a qual

¢ = 0.
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Usando, agora, o método alternativo discutido anteriormente, considera-
mos a solugao (3.37) e a substituimos diretamente em F', dada por (3.34), para
obter:

F =F(c1,c9,c3,¢4) . (3.40)

Ocorre, porém, que F' nao deve depender de ¢; pois em (3.34) apenas as deri-
vadas de ¢ (z) comparecem. Por outro lado, ¢ (z) é uma funcao par. Logo, c3 =
cqs = 0.
Assim, ficamos com
F=F (Cg) .

Impondo, a condi¢ao de minimo dF'/dcy = 0, obtemos:

_ 2gssinh (d/20)

— T (3.41)

Substituindo ¢ acima em (3.34), obtemos

q2

NGx:

que coincide com o valor de F', no ponto de minimo, dado por (3.39).
Note que as solugbes ndo sao as mesmas. De fato, usando (3.41) e (3.37), ob-
temos:

F = tanh (d/21) ,

_q cosh (z/I)
¢(2) = € cosh (d/21)

que difere por uma constante de (3.38), d no lugar de z no denominador, mas
¢ uma legitima solucao da equagao de Euler-Lagrange.

Nos proximos capitulos, este método sera empregado na andlise de estabi-
lidade de solugoes periddicas induzidas por flutuacoes em meios nematicos. Tra-
ta-se de um método que, embora de simples formulacao, tem-se revelado de
grande generalidade.

(3.42)

3.4 Transicao de Fréedericksz na situacao de
Ancoramento Forte

A transicao de Fréedericksz em uma amostra uniforme é um efeito bem
conhecido, descrito em muitos livros-texto [15, 35, 36]. Esta é uma transigao
de orientagao em cristais liquidos nematicos induzida por um campo ex-
terno. Para uma situacao particular de simetria esta transicao de ordem é
uma transicao de fase continua, para a qual o parametro de controle é o
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campo aplicado e o parametro de ordem o valor maximo do angulo de in-
clinagao.

Para ver o aspecto significativo deste fenomeno na hipétese de ancora-
mento forte e fraco uma fatia(slab) nematica de espessura d é novamente
considerada. Abordaremos primeiro o caso de ancoramento forte. A direcao
facil é suposta paralela ao eixo z (alinhamento homeotrépico). E admitido
também que o diretor situa-se sempre no plano (z,z) de tal forma que
n =sinf (z)i+ cosf(z)k e onde 0 (z) é o angulo de inclinagao, i e k sao os
vetores unitarios paralelo aos eixos x e z, respectivamente.

Na aproximagao de uma constante eldstica (aproximagao isotrépica), a densi-
dade de energia volumétrica para distorgoes elasticas e para o campo E, apli-
cado ao longo da direcao z, é

do

2
f= 1K (—) + €,E? sin? 0. (3.43)

2 dz

A energia total da amostra nematica, por unidade de area, é dada pelo fun-

cional ]
21 (do)’ -
F0(2)] = ) iK 7 + e, B sin” 0| dz. (3.44)

O perfil 6 (z) é obtido pela minimizagao da energia total dada por (3.44). Se a
situacao de ancoramento fraco ou forte é considerada, diferentes condicoes de
fronteira devem ser obedecidas por 6 (z). Na hipétese de ancoramento forte
0 (+d/2) = © = 0, e podemos realizar a normalizagao pela imposigao de que
df/dz=0em z=0e 0(0) = 0). Da consideracao acima, podemos deduzir
que 0 (z), minimizando (3.44) é solugao da equacao diferencial

2
<?) = é (sin® @ps — sin®6) (3.45)
z
onde
K
£ = B (3.46)

é o comprimento de coeréncia dielétrica. Da equagao (3.45), no caso home-
otrépico, obtemos

a0 (£4)]°
dz

B €. F?

sin? 0. (3.47)

Se €, > 0, £ é imaginario e 6 (0) = 0 para qualquer campo aplicado. Do
contrario, se €, < 0, £ e df/dz s@o reais e o padrao homeotrépico pode ser
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destabilizado: 6 # 0 em z = 0 é possivel.
H& uma transicao de Fréedericksz quando

K

_Ea

E:Ecoo:

(3.48)

ISH I

Este campo critico pode ser determinado reescrevendo (3.45) na forma

O d d
0 +/sin?0y —sin?0 _2_5.

Se introduzirmos sin = sinf/sinfy;, a equacdo (3.49) pode ser reescrita
como

(3.49)

d [ dyp o
2%~ /0 s = K (sinfy), (3.50)

n? 6, sin? ¢
onde K (sinfy) é a integral eliptica completa de primeira espécie. Esta
equacao pode ser analisada no limite de #;; pequeno. Desta forma, temos

d m™ w4 3
% 2 + 89M+O(9M) , (3.51)

o qual é resolvida para 6); dando

Or = /4 <7T% - 1>. (3.52)

Entao, se £ < d/7 a solugao é real e 0, # 0, de outra maneira 0, = 0. Segue
que & = d/m, que define o campo critico introduzido acima, e é denotado por
E.. J& que no caso que estamos considerando V' = Fd, a voltagem limiar
para a transicao de Fréedericksz é

K

_60,

(3.53)

‘/;oo:W

isto é, é independente da espessura da amostra e é da ordem de poucos volts
para sistemas tipicos de cristais liquidos nematicos.

3.5 Transicao de Fréedericksz na situacao de
Ancoramento Fraco

Uma determinagao experimental comum da energia de ancoramento é
freqiientemente feita pela medicao do campo limiar E¢ para a transicao de
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Fréedericksz em uma fina camada de espessura d. Esta espécie de medicao
fornece o coeficiente da energia de ancoramento W e, portanto, nao da in-
formacao 1util sobre sobre a dependéncia angular de f;.

Analisemos a influéncia da energia de ancoramento no campo critico pela
suposicao de que a energia de ancoramento de superficie é do tipo Rapini-
Papoular, dada pela equagao(3.9). Consideremos uma fatia de espessura d
e admitamos que as superficies sao da mesma espécie, com o eixo-z sendo
perpendicular ao campo. Neste caso a energia livre de superficie pode ser
escrita como

1
fs = §WSin2 ‘gs; (354)

onde 0, = 0(+d/2), e um termo constante independente da orientacdo na
superficie foi descartado. Neste caso, a equagao de volume é ainda a equacao
de Euler-Lagrange, mas as condi¢oes de fronteira sao

W w
—K60' + o sin(265) =0 e K6 + 5 sin (265) = 0, (3.55)
para z = —d/2 e z = d/2, respectivamente, como segue da condi¢ao de
fronteira para a situacao de ancoramento fraco. Levando em conta que
d 1,., ok
0 :|:§ = ig(sm Oy — sin 95)2, (3.56)

as condigoes de fronteira acima fornecem
.2 NPT B
(sin® 6y — sin®6,) > = — sin(26,), (3.57)
2L
onde L = K/W é o comprimento de extrapolagdo. Como feito na transigao
de Fréedericksz no ancoramento forte, nés temos agora
Onr 1 d
df = —, (3.58)
0 \/Sin2 Opr — sin’ 0, 28
ja que 0,2 0 para > E.

<z<0, (3.59)

0(=) 1 z d
dpu=—, para ——
0. \/sin? @y —sin’ p § 2

usaremos novamente a equagao siny = sin/sin ;.
Desta forma, com @ = 6, correspondendo a 1) = 1, = sin™' (sinf,/sin0y;) ,
e para 0 = 0y ) = m/2. Assim, (3.58) pode ser escrita agora na forma

z 1 d
dp = —, 3.60
/ws /1 — sin? 6, sin? 1) 2€ (360)
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da qual, no limite #,;—0, obtemos

2 1 T
gw}i_{ﬂ_)o vs \/1 — sin® Oy sin? XdX T2 eﬂ/}ifl_»o v (361)
O limite considerado em (3.57), nos fornece
02 — 62 = <§)292. (3.62)
m — Vs 7)Y
Entao,
95:———‘9—M———l (3.63)
L))
Conseqlientemente,

lim tan™! (ﬁ) (3.64)

g — tan™! (E) _ 4 (3.65)

que é usualmente escrita como

cot (2(26) = é, (3.66)

e é conhecida como a relagao de Rapini-Papoular. A equacao (3.66) determina
o campo critico E,.. No limite de d grande, (3.66) temos o caso de ancoramento
forte. O comprimento de coeréncia, pode ser escrito na forma

1 T F T
S 3.67
¢ dEs d’ ( )
onde g
h=— )
o (3.68)

é o campo medido em unidades de F.,. Por meio de (3.67), a equacao (3.66)
se torna:
d (3)

onde h. é o campo critico reduzido, esta é a relacao de Rapini-Papoular
que determina o campo critico em funcao da espessura da amostra. Observe
que para d/2L—0, h.—0. Para uma abordagem mais detalhada sobre as
propriedades de superficie em cristal liquido nemético cito [35].

(3.69)
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Capitulo 4

Deformacoes Periodicas em
Cristais Liquidos Nematicos

A possibilidade de deformacgoes peridédicas em cristais liquidos nematicos
tem sido analisada ha algum tempo, e notadamente a partir do trabalho
pioneiro de Lonberg e Meyer [1]. Em sua andlise, a célula nematica com ori-
entacao planar foi submetida a um campo magnético externo cuja direcao era
perpendicular aquela da orientacao inicial. Como resultado, eles mostraram
que se o valor da constante de twist for menor do que um certo valor critico,
o campo magnético pode induzir uma deformacao periédica, em vez de uma
deformagao usual, nao-peridédica. Este tipo de problema é muito importante
e vem sendo analisado por diferentes autores ao longo dos anos[2, 3, 4, 5, 6, 7.
Deformacoes peridédicas em células neméticas hibridas, na auséncia de cam-
pos elétricos ou magnéticos, por exemplo, foram consideradas por Strigazzi
e colaboradores [4, 5, 6]. Em todos os casos mencionados, um campo ex-
terno, elétrico ou magnético, é o responsavel pela instabilidade periddica.
Recentemente, no entanto, Pergamenshick [8, 9] investigou a possibilidade
do surgimento de deformacoes planares periddicas em amostras planarmente
orientadas, como consequiéncia da agao dos termos de superficie presentes na
densidade de energia livre de Frank. Ele mostrou que se a constante elastica
de saddle-splay, Ka4, for suficientemente grande, o estado fundamental de
uma amostra nematica, limitada por superficies cujos eixos faceis sao plana-
res, pode ser periodicamente deformado.

Esse mesmo problema foi posteriormente reconsiderado por Barbero e co-
laboradores [10] por meio de uma andlise bastante simples da estabilidade
da solugao peridédica. O método consiste em encontrar a matriz que carac-
teriza a energia total em termos das constantes de intregracao da solugao
linearizada do problema variacional. Como no estado nao deformado todas
as constantes de integragao se anulam, a densidade deenergia total nesse caso
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é nula. Assim sendo, a andlise da estabilidade da solugao nao deformada se
reduz ao estudo do sinal dos determinantes dos menores principais da matriz
que corresponde a forma quadratica da energia total da amostra nematica.
Com sua analise, também foi capaz de predizer a existéncia de uma espessura
critica abaixo da qual as deformacoes periddicas sao favorecidas.

Em um trabalho posterior, Barbero e colaboradores [11] voltaram ao pro-
blema, mas agora considerando o papel do angulo de inclinagao para sur-
gimento de deformacoOes periddicas. Assim, uma amostra uniformemente
orientada, no plano, sofre uma perturbacao perpendicular a esse plano. Uma
andlise da estabilidade da solucao uniforme é novamente desenvolvida e for-
nece um quadro bastante detalhado de como podem surgir, no meio nematico,
distorcoes periodicas espontaneas, isto é, na auséncia de campos aplicados.

Neste capitulo, uma reapresentacao dessas andlises sera efetuada com
um duplo propédsito. O primeiro é o de apresentar o método de analise
da estabilidade da fase nao-deformada frente as pertubagoes indutoras de
deformagoes periddicas. O segundo é a apresentacao das condicoes sob as
quais se formam essas solucoes. Esses resultados estabelecem a linguagem
e o ponto de partida para as andlises que serao desenvolvidas no préximo
capitulo.

4.1 A Densidade de Energia Elastica

Para analisarmos a estabilidade do alinhamento planar uniforme com res-
peito as deformagoes periddicas, comegamos por construir a densidade de
energia eldstica, em termos das componentes do diretor n; (i = 1,2,3). A
célula nematica tem, como de resto em todo este trabalho, a forma de uma
tira de espessura d, limitada por duas superficies planas conforme a Fig. (4.1).
O diretor n, ou os angulos polares que o definem no sistema de referéncia
estabelecido na Fig. (4.1), depende das coordenadas xo = y e 3 = 2. Se
n = n(x3) somente, a deformacdo nematica correspondente é chamada de
aperiodica. Se, ao contrario, n = n(xs,r3), a dependéncia com x5 serd ad-
mitida como periddica, i.e.,

n(zg, v3) = n(ry + A, x3),

onde A = 27/q é o periodo espacial da deformagcao. Para pequenas flutuacoes
em torno da orientagao planar — flutuacoes que ocorrem na direcao perpendi-
cular a configuragao inicial — podemos admitir que o diretor da configuragao
distorcida seja dado por

n = ng + Jn, (4.1)
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Figura 4.1: Tipica célula nematica em forma de tira (slab). Por simplicidade, a
amostra é limitada por duas superficies planas, localizadas em z = x5 = +d/2.
Note que a orientac3o inicial é planar. A perturbac3o é perpendicular a orientacdo
inicial, uniforme, definida por ng.

com on = u(wzy,x3), |0n| < 1, representando as flutuagoes em torno do
estado uniforme, que admitiremos ser descrito por:

g = N1 i —+ N3 k, (42)

onde i e k sao os vetores unitarios na direcao dos eixos 1 e x3, respectiva-
mente. Como |n| = 1, em primeira ordem em dn temos:

n; - oén =0, (4.3)

ou seja,
ng-on = (ng1i+nozj+nosk) - (u1i+ugj+usk) = no1us +nogus +nesus = 0.
Conseqiientemente, lembrando que ngy = 0, é facil verificar que

Uy = —@Ug. (44)
no1

A partir das hipdteses acima, é possivel mostrar que

Ven = uss+ugs+ O(|6n)?)

L .on
Vxn = (uzp—ug3)i— ﬁus,&] + ﬂuz,z k + (9(|5n|2), (4.5)
Uo1 N1

onde a virgula indica a derivacao: X 5 = 0X/0z,. Por conseguinte, podemos
escrever
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Figura 4.2: Célula nematica em forma de tira (slab)com orientag&o inicial planar
e paralela ao eixo x1: ng; = 1. A distor¢do periddica é tal que n(zy,x3) =
n(zy + A, x3).

1
(- (Vxm)® = —[uso = nfyuss]” + O(lonf?)
01

(nx (Vxn)? = (”—) 25+ mids] + O(nP).  (46)

no1

A densidade de energia elastica do nematico, na aproximacao de Frank —
dada pela Eq. (2.25)— em segunda ordem em uy e ug se torna

o 1Ky 2 9 2
f = §K11 (UQ’Q + U3’3> + §H_2 (U3’2 + n01u273 - 2”01u372u273)
01

1 nes \ >
v Lk (n03) (2 g+ 1) — 2 (Koo + Ko
01

X (U2,2U3,3 - U2,3U3,2) . (4~7)

4.1.1 Configuracao Uniforme Planar

Analisemos, inicialmente, o caso particular investigado na Ref. [10]. Na-
quela situagao, admitiu-se que ng; = 1 e nga = ngz = 0 conforme se ilustra
na Fig. (4.2). Nesse caso, a densidade de energia livre se reduz a
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1
fe = §{K11(U2,2 + U3,3)2 + Koo (ugo — Uz,a;)2 — 4(Ka + Koy)

X (u2,2u3,3 - U2,3U3,2)}7 (4-8)

que pode ser, ainda, posta sob a forma

1
fe = §K22{7“1(U2,2 + U3,3)2 + (us 2 — U2,3)2
- 27”2(“2,2“3,3 - U2,3U3,2)}7 (4~9)
onde K Koy + K.
11 22 24
. —9Q = T 4.10
nE e 7 (4.10)

Note que f. ¢ uma forma quadrética de us9, us3, usz2 € ug3. Na auséncia
de vinculos na superficie, a orientacao planar homogeénea corresponde a um
minimo de f, somente se a forma quadratica for positiva definida. Isso ocorre
se os determinantes dos menores principais da matriz

71 0 0 =72
- 0 1 ro — 1 0
Q= 0 ry — 1 1 0 (4.11)
To —T1 0 0 1
forem positivos. Esses menores sao definidos por:
my = rl,
ry 0
mo = 01 1 =r > 0,
T1 0 0
ms = 0 1 r9 — 1 :7’1[1—(7’2—1)2}>0,
0 o — 1 1
my = |Q|= [1 — (ro — 1)2} [7’% —(r — 1”2)2} > 0, (4.12)

Uma vez que se verifica sempre que r; > 0, das Egs. (4.12) segue que a
orientacao planar uniforme é estavel se ra(rg —2) < 0 e ro(ry — 2r;) < 0, de
onde obtém-se

0<ry <2 ou 0<ry <2, (4.13)
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de acordo com o valor de r;. Na fase nemadtica, r; > 1 e primeira desi-
gualdade ¢ a dominante. Entretanto, perto da temperatura de transicao
nematico-esmético, a constante elastica de twist diverge, enquanto que a
constante elastica de splay permanece praticamente independente da tem-
peratura [37]. Conseqlientemente, nessa regiao de temperatura 7, — 0, e
a segunda desigualdade torna-se a dominante. Estas conclusoes sao validas
para uma célula de espessura infinita e sem levar em conta a energia de su-
perficie. Se, ao contrario, a energia de ancoramento for diferente de zero, os
valores de r, para os quais a orientacao planar é estavel serao outros.

Admitamos, agora, que a energia de superficie, caracterizada por uma
direcao facil ao longo do eixo x, seja dada por:

1

9 = 5 D _[was(0)na(0)n5(0) + was(dna(dns(d)]). (4.14)
a,f

A energia de ancoramento efetiva, em segunda ordem em |én|, é dada por

gs = %[wm u3(0) + wo u3(0)] + %[ww up(d) +wizuz(d)] = go + g1 (4.15)
Note que, em g, dada acima, a deformacao de splay-bend, envolvendo uz
implica uma variagao da parte anisotropica da interacao de van der Waals
devido a mudanga da distancia média entre a molécula nematica na superficie
e o substrato. No caso de uma deformacao de twist pura, em que somente
o muda, a distancia média nao muda.

A analise, agora, serd particularizada para o caso em que nao haja energia
de ancoramento azimutal, i.e., quando wgy = w3 = 0. No caso mais simples,
em que Wag = Wodag € Wag = W10ag, temos

1

9. = 5ol 0) + (0] + sun[ud(d) + w3(d)] (4.16)

A energia total média, por unidade de comprimento ao longo do eixo s, é
dada por

1 [ gd A
F = X/ / f(u2,u3;u27i,u37,-)da:2dx3—l—/ 9o(u2(0), u3(0) dz»
o Jo 0

+ /0 g1 (UQ(d), U3(d) dl‘Q}, (417)

onde ug; = Uz OU U3 € Uz,; = U3 OU uz3. Na Eq. (4.17), A é o comprimento
de onda da deformacgao.
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De acordo com o Principio Variacional, a configuracao de equilibrio é
aquela que minimiza F. As equagoes de Fuler-Lagrange, nesse caso, sao

dadas por
of _ 0 af B 0 of _ 0
6uz 85132 8uQ72 81’3 8U273 N
of 0 af 0 of
_ — = 4.1
8U3 81‘2 (8U3,2> 0:173 <8U373> O’ ( 8)
para 0 < 23 < de 0 < zy < A As condigbes de contorno, usando (3.22), sdo
of D90 of 990
_ — — = 4.1
6U273 * 811,2(0) 0’ 6U3,3 * 8“3(0) 0’ ( 9)
emxz3=0e
of , 90 _o o 9 %0 _, (4.20)

0u273 + 8uQ(d) 8U373 + 8U3(d)

em 3 = d. As Egs. (4.19) e (4.20) sao as condigoes de contorno para as
Egs. (4.18). Note que a condigao de contorno sobre zo é automaticamente
satisfeita se considerarmos deformagoes peridédicas em xo, pois se n(zsy, r3) =
n(xs + A\, x3) entdo on(xe, x3) = on(xs + A, x3).

4.1.2 Analise Linear

Na andlise linearizada em torno do estado nao-deformado, as solugoes
periddicas das equagoes diferenciais sao escolhidas de modo que

ug(xe, 3) = O(x3) cos(qrs) e us(we,x3) = ®(3)sin(grs).

Nesse caso, O(x3) e ®(x3) sao solugoes de duas equagoes diferenciais acopla-
das de segunda ordem. A equacdo diferencial que determina ©(z3) é uma
equacao linear de quarta ordem e contém, portanto, quatro constantes de
integracao C;, com ¢ = 1,2,3,4. O mesmo raciocinio vale na determinacao
de ®(z3), que envolve quatro constantes C]. Como ug(za, x3) € us(xs2, r3) tém
de satisfazer também as equacoes diferenciais de segunda ordem acopladas, é
possivel obter as constantes de integracao C] em funcao de C;. Portanto, no
caso linearizado as solugoes das Eqs. (4.18) terao, respectivamente, a forma

ug = ug(Cy; o, 3) e us = uz(Cy; o, T3), (4.21)
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onde — vale a pena repetir —, C;, com 7 = 1,2, 3 e 4, sao as quatro constantes
de integragdo a serem determinadas pelas condigoes de contorno (4.19) e
(4.20), que formam um sistema linear e homogéneo.

Agora, se (4.21) for substituida em (4.17), a energia total média, F, se
tornara uma funcao ordindria das quatro constantes de integracao: F =
F(Cy,Cy,C5,Cy). Para descobrir se o estado nao-deformado é estavel, é
necessario analisar o sinal da forma quadratica simétrica que representa F'.
Com efeito, F' se torna

, (4.22)

|
’F = 5> MG,
Z7‘7

onde M;; = M;;, pois a parte antissimétrica da matriz M, de elementos M;;,
nao contribui para F. As quantidades C; sao obtidas pela minimizacao de F'
com respeito as constantes Cj:

OF
=0 4.23
oC; ’ (4.23)
ou, explicitamente,
> M;Cy =0, (4.24)
J
que ainda pode ser posto na forma
My My Mz My Ch
My My Moz My Cs
=0. 4.25
My Mg My My || Cy (4.25)
My My Myz My Cy

O sistema de equagoes representado por (4.25) é equivalente as condigoes de
contorno (4.19) e (4.20) como mostramos na segao (3.3). De fato, é possivel
escrever

oc. X/O {K_au2+au2(0)> aC: +(_au3+au3(0)> aC: ]

o (B i) 2t (2L 20 2]

pois us(zg, x3) € ug(we,x3) sao solugdes das equagoes diferenciais de vo-
lume. E evidente, a partir de (4.26), que a condigao (4.23) implica a mesma
exigéncia das condigoes de contorno (4.19) e (4.20).
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O conhecimento da matriz M permite uma investigacao mais simples do
estado estdavel. No estado nao-deformado, C; = 0 corresponde a um minimo
de F' se todos os quatro determinantes dos menores principais de M forem
positivos [10] e [11]. Diversamente, o conhecimento do sistema obtido por
meio de (4.19) e (4.20) ndo permite concluir nada acerca da estabilidade do
estado nao-deformado.

4.1.3 Instabilidade Periodica

Usando (4.9) para f. e a Eq. (4.17) para go e g1, as equagoes diferenciais
(4.18) podem ser escritas como

U390 + rius sz + (11 — Lugos = 0,
T1U292 + U233 + (r1 — Lugas = O. (4.27)
onde
9%y 9%y %
U222 = W;’ U233 = W;v U223 = 8x28£263

_ B%u _ B%u _ 9%
Us22 = 5,2 Us33 = 5,3 U323 = 3,0,

As solucoes gerais sao:

us (g, x3) = [C}cosh(qrs) + Cyxscosh(qrs) + Cssinh(gzs)
+ Cyzzsinh(grs)]sin(gxs),
us(wa, x3) = [C] cosh(qxs) + Cyas cosh(qas) + Cf sinh(qzs)
+ Cjrssinh(qrs)] cos(qzs),
(4.28)
onde ¢ =27/\, e
C; = AC, —C5, Cy=—Cy,
Cy = AC,—Cy, C)=—-0Cy, (4.29)
com
(&1 + 1
A= ——. 4.30

Para analisar a estabilidade da orientacao planar homogénea, a matriz M
pode ser escrita no limite ¢ — 0. Obtemos os determinantes dos menores
principais na forma
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d
m; = (%+2T2> dq2+0(3>,
1

7“1(1 =+ T1>2d[7’1d + 2(L0 + Ll)’f’g]
= 1
meo (7"1 —1)2L0L1 —i—@( ),

4’/”:1)’d2[7"1d + 2(L0 + Ll)’l”g] 2

= O3
e (11 —1)2Lo Ly ¢ +00),
16r3d®
my = (Tl — 1;4[/0[/_1 [T%d + 27"1 (LO + Ll)T'Q
— (Lo + Li)ri]¢* + O(3), (4.31)

onde LO = L03 = Kll/wog e L1 = L13 = Ku/wlg sSao 0s Comprimentos de
extrapolacao associados as duas superficies em z3 = 0 e 3 = d, respectiva-
mente. E fécil constatar que my; > 0, my > 0 e m3 > 0; o Unico que pode
tornar-se negativo é my. De fato, a condi¢ao m4 = 0 nos da

[T%d -+ 27’1(L(] + L1>7’2 — (Lo + Ll)T%} = 0,

ou seja,

de = (Lo + Ly)rs %7
que representa uma espessura critica abaixo da qual é favorecida uma de-
formagao periédica. Como 71 > 0, d. > 0 implica que r3(ry — 2ry) > 0.
Desse resultado, deduzimos que ro > 2ry, ou ro < 0, que corresponde a
Koy > K1 — Kog ou Koy < —Kg9. Sed, > 0, para d > d. a forma quadrética
¢é definida positiva e o estado homogéneo é estavel.

O caso em que d — oo foi tratado analiticamente, pois, sendo qd > 1,
podemos aproximar sinh(gd) ~ cosh(gd). Assim, os menores principais da
matriz M se tornam

(4.32)

r1+2L1712q 4
m = —x°,

Ly
my = ——rz((:jll))f (1 — %f) ' [1+ O(z7?)],
. _7”2(?"1 + 1)(7"1 + 2L0T2q)A B q_T x4 x_2
ms = (r — 1)2Lg (1 q) [1+O0(x77)],

= {GERE (-9 (-9 49
onde = = (1/2) exp(qd),
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27“%
L()?"Q[TQ(T’l -+ ].) — 47“1]7
2r?

B Lyra[ra(r1 + 1) — 4rq)’

a0 =

a (4.34)
e A = ri(rg —4) + 5. A anélise revelou que, no limite de uma amostra
muito espessa, limitada por duas superficies idénticas, tais que Ly = L; e,
portanto, 5 = ¢i = ¢*, a orientacao planar homogeénea ¢ instavel. Devido a
existéncia de flutuacoes térmicas, a orientacao nemaética estavel é modulada
com um vetor de onda ¢*.

O vetor de onda critico da instabilidade deve ser positivo. Conseqiiente-
mente, a existéncia de estruturas moduladas em amostras espessas na pre-
senca de energia de ancoramento finito para os angulos polares ¢é

4T1
<0 > 4.35
T ou 2> g T ( )
Nota-se que r; > 1
4 4
oo s o, (4.36)

> e
1+7’1 1+T1

para r; < 1. Isso significa que o dominio definido pela Eq. (4.35) é mais
amplo do que aquele definido por Eq. (4.13), como se espera. De fato, na
presenga de energia de ancoramento finita para o angulo 6(= u3); o termo em
Ky, responsavel pela instabilidade mecanica, deve ser maior do que aquele
capaz de induzir uma estrutura periédica numa amostra nao limitada (i.e,
de tamanho infinito).

Por fim, vale a pena mencionar que a andlise desenvolvida na Ref. [10]
revela que o efeito de se considerar uma energia de ancoramento azimutal é
o aumento no valor do vetor de onda critico, ou seja, uma reducao na perio-
dicidade espacial da deformacao. Efetivamente, se a energia de ancoramento
azimutal for muito grande (ancoramento azimutal forte), a periodicidade es-
pacial tende a dimensoes moleculares.

4.2 Dependéncia com o angulo do diretor

Para investigar o papel do angulo do diretor na formacao de instabili-
dades periddicas, analisaremos o caso em que ng3 # 0, i.e., utilizaremos as
expressoes gerais estabelecidas na secao precedente. Uma andlise detalhada
do problema pode ser encontrada em [11].
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A densidade de energia livre no volume é ainda dada por (4.7). J& a parte
de superficie [11] nés a reescreveremos aqui na forma

1
fo(w) = 3 (wiuf + wous + wyu3)

1 [/ ni.wy +ndw
_ _K 0501+ 1 3) u%—{—wgug}, (437)
2 ng,

onde w; (i = 1,2,3) sdo as energias de ancoramento e, na relagdo cima, a
expressao (4.4) foi usada. A energia média total, de maneira idéntica ao que
foi feito com (4.17), se escreve na forma

P ;{ /0 ' /0 " Flun) deads + /0 " [us(0), us(0)] dy
+ /0A T ua(d) s (d)] dizs . (4.38)

onde 7,5 = 2,3. No presente caso, as equagoes diferenciais (4.18) e as
condigoes de contorno (4.19) e (4.20) se tornam, respectivamente,

Kii usoo + (Kaang, + Kasngs) usss
+ (K — Kag)usse =0,
Kay ugo0 + (Knngl + K33n33) U3 33
+ n(2)1 (K11 — Ka) ugo3 =0, (4.39)

€

[(Kopnd, + Kssnis)uas + (Kop + 2Ko4)ug 3] F waug = 0
(Kunﬁl + K33n(2)3)u3,3 + n?n[Kn — 2(Ka + Koy)|ug 2
F(ngswy + ngyws)uz = 0.
(4.40)

As equagoes diferenciais de volume (4.39) e as condigoes de contorno (4.40)
apresentam sempre as solucoes triviais u, = uz = 0, que correspondem ao
alinhamento uniforme ny.

O objetivo é, entao, determinar em que condigoes essa configura¢ao nao
corresponde a um estado estavel e mostrar que uma deformacao periddica,
com um vetor de onda ¢ bem definido, pode surgir na amostra.
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4.2.1 Anadlise linear da estabilidade

Novamente, para uma analise linear da estabilidade em torno do es-
tado nao-deformado, as solugoes periddicas das equacgoes diferenciais de vo-
lume séo escolhidas na forma wus(xs, v3) = P(x3)sin(qzs) and uz(xs, v3) =
O(z3) cos(qxe). Como vimos na Segao 4.1.2, as solugdes podem ser expres-
sas em termos de quatro constantes de integracao independentes C;. Isso
significa que, no caso linearizado que estamos considerando, mais uma vez,
as solugoes de Eq. (4.39) podem se exprimir na forma

Ug (w2, 73) = ua(Ci; 29, 73) € uz(w2, 23) = uz(Ci; T2, 73), (4.41)

para i =1,2,3,4, como na Eq. (4.21).

As quatro constantes de integracao sao determinadas pelas condicoes de
contorno (4.40). A analise, entdo, se desenvolve do mesmo modo que na Segao
precedente. Os elementos de matriz de M podem ser facilmente obtidos pela
substituigao das solugoes (4.41) em (4.38), o que permite transformar /' numa
fungao ordindria das constantes de integracao C;, na forma F' = F(C;). Feito
isso, obtém-se

or  _ l/A Z {(_ of +8fs) 81@-]
aC; Mo |55\ Ous 0wy 0C,
of  9fs\ Ouy
. 4.42
- Z [(auj3+auj) acj d} day (4.42)
7=2,3 ’ T3

Usando a condigao OF/0C; = 0, obtém-se um sistema linear e homogéneo
como o introduzido em (4.25). Isso completa o formalismo necessério para a
andlise da estabilidade do estado fundamental nao-deformado em uma amos-
tra de cristal liquido nematico. A extensao deste formalismo para o caso em
que um campo externo seja aplicado ao sistema, que nao apresenta maiores
dificuldades, sera discutida no proximo capitulo.

A fim de explorar algumas das conseqiiéncias imediatas dos resultados
apresentados anteriormente, a analise sera particularizada para o caso em
que w; = ws e wy = 0 (ou seja, sem energia de ancoramento azimutal).
Vamos nos lembrar que no caso de um estado uniforme planar (ng; = 1
e no3 = 0) existe uma espessura critica, d., dada por detM = 0, tal que
para d < d. a configuracao homogénea é instavel. Nesse caso, para ¢ — 0,
ma(q) = a(d — d.)¢?, onde a > 0. O comportamento de my(g) em fungio
de q depende do sinal de d — d.. Em particular, para d > d., m4 se anula
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Figura 4.3: Comportamento de m;(q), com i =1 a 4, para r; = 0.5, 75 = 3.0
(Koy = Ko99/2), w1 = w3 # 0, we = 0 e ngg = 0.5 . O eixo vertical é exibido
em unidades arbitrarias. Reproduzido da Ref. [11].

para um valor bem definido ¢*. Para ¢ < ¢*, todos os determinantes dos
menores principais da matriz M sao positivos. Por outro lado, para ¢ > ¢*,
mo < 0 e, também, mgz < 0. Esses resultados permitem a determinacao dos
valores do vetor de onda ¢* para o qual a orientacao planar é instavel, como
demonstrado anteriormente.

A andlise mais geral, em que ng3 = /1 — n3; # 0, é bem mais complicada.
Entretanto, ¢ relativamente facil concluir que para ¢ — 0, my(q) o« ¢~ 1.
Esse resultado indica que nao ha mais uma espessura critica para a qual
as instabilidades periédicas possam aparecer no sistema no limite em que
g — 0. Contudo, instabilidades periddicas podem, em principio, aparecer
no sistema dependendo, fortemente, dos valores das razoes r; = Kq1/Ka €
ro = 2(14+ K54/ Ks), e do valor do angulo do diretor do estado uniforme. Esta
conclusao segue do comportamento de my(q), que, para valores arbitrarios
de d, apresenta um maximo positivo para ¢ # 0 e se anula para ¢ = ¢*,
dependendo do valor de ng3, como se ilustra na Figura (4.3).

Este valor corresponde ao vetor de onda para o qual a instabilidade
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Figura 4.4: Comportamento de ¢* como fungdo da componente z(x3) do diretor
(ng3) para w; = ws e na auséncia de energia de ancoramento azimutal wy = 0.
A curva (a) se refere aos valores r; = 0.5, 7 = 3.0 (K4 = K22/2) e a curva
(b) a ry = 0.5, r9 = 5.0 (K24 = 3K2/2). Instabilidades periddicas ndo sdo
favorecidas quando ng3 > 0.82 na curva (a) e quando ng3 > 0.95 na curva (b).
O valor ¢* corresponde aos pontos nos quais my4(q), depois de apresentar um
maximo positivo, é zero em correspondéncia com o valor de m3(q) que se anula,
como mostrado na Figura (4.3). Reproduzido da Ref. [11].

peridédica aparece no sistema. A andlise linear nao permite determinar o
perfil da instabilidade favorecida; ela indica, entretanto, o seu surgimento
no sistema. Na Figura (4.4) se mostra o comportamento de ¢* como fungao
do angulo do diretor ng3, nos seguintes casos: (a) r; = 0.5, 1o = 3.0 e (b)
r = 05, o = 5.0.

A dependéncia de ¢* com ngz é tal que para ngg — nly, ¢¢ — oo.
Para ngz > nfly, deformagoes periédicas sio proibidas. Em particular, para
nogg — 1, i.e., para um estado uniforme muito préximo do homeotrépico,
as deformacoes periddicas sao proibidas. Isso é esperado pois quando ha
pequenas flutuacgoes em torno da configuragao homeotropica, o termo conec-
tado com Ky € de terceira ordem, enquanto que os termos de volume usuais
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Figura 4.5: Componente z do angulo do diretor nl; versus ry para r; = 0.5

e d = 250 um. nf; representa o valor do &ngulo do diretor acima do qual as
distor¢des periddicas ndo sdo permitidas no sistema. Reproduzido da Ref. [11].

sao de segunda ordem nas variacoes do diretor. Nesse caso, ele desempenha
um papel menor na desestabilizacao da configuragao uniforme. Note-se, en-
tretanto, que para o caso (b), que se refere a um valor mais alto de Koy,
distorcoes periddicas podem existir também para valores de ng3 préximos de
1. Isso tudo nos informa que o termo de superficie na densidade de energia
elastica torna-se muito importante e acaba por governar o comportamento
do sistema. Evidentemente, para ng3 — 1 conclui-se novamente que o estado
fundamental homeotrépico ainda é o favorecido.

Na Figura (4.5) mostra-se nl; em fungao de rp. De acordo com nossa
andlise, n&; é uma fungdo decrescente de 7y e apresenta um platd nas vizi-
nhangas de Koy ~ Kos.

O formalismo que apresentamos acima para investigar a possibilidade de
formacao de instabilidades peridédicas em cristais liquidos nematicos é geral.
De fato, a analise desta Se¢ao se aplica ao caso geral em que o padrao uni-
forme (nao-deformado) pode variar continuamente do caso planar ao caso
homeotrépico. Ele também pode ser aplicado a analise do sistema na pre-
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sen¢a de um campo externo uniforme, como seré feito no préximo capitulo.
Assim sendo, ele permite investigar, de maneira exaustiva, a dependéncia do
estado nao-deformado com o angulo do diretor na formacao de instabilidades
periddicas. A analise toda é calcada na positividade da forma quadratica que
representa a energia elastica total da amostra. Preliminarmente, essa analise
permite concluir que: (1) o papel da constante eldstica de saddle-splay é
dominante na desestabilizagdo do padrao uniforme; (2) diferentemente do
que ocorre com o estado planar uniforme (i.e., ng; = 1 e ng3 = 0) pode nao
haver uma espessura critica abaixo da qual as instabilidades periédicas sao
favorecidas no sistema
Como conclusao geral deste capitulo, podemos enfatizar que as deformagcoes

periddicas ligadas a constante elastica de saddle-splay podem ser observa-
das somente em amostras que apresentam alguma inclinagao inicial. Se a
amostra for homeotropicamente orientada, para se observar uma deformacao
periddica, é necessario ter antes uma transicao induzindo uma inclinagao.
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Capitulo 5

Deformacoes Periodicas: Efeito
do Campo Externo

Neste capitulo, o papel de um campo externo constante na formacao
de estruturas periédicas na amostra nematica é investigado. A analise se
desenvolve usando o formalismo apresentado nos capitulos precedentes e ao
longo das mesmas linhas. O objetivo é investigar a eventual existéncia de uma
espessura critica para a formacao dessas estruturas periddicas e determinar
a dependeéncia dessa espessura critica com o campo.

5.1 Efeito do Campo Magnético

A susceptibilidade diamagnética de um cristal liquido, devido a forma
anisotrépica das moléculas que o constituem, é também anisotréopica. No
estado uniaxial, a susceptibilidade diamagnética é um tensor de segunda
ordem com duas componentes x| e X1, que sao, respectivamente, paralela e
perpendicular ao eixo éptico que, na fase uniaxial, coincide com a direcao de
n [38]. O tensor de susceptibilidade toma, assim, a forma

Xij = X0ij + Xalilj, (5.1)

onde x, = x| — xL ¢ a anisotropia. Cristais liquidos nematicos usualmente
tém x, > 0 [15]. Desse modo, é possivel exercer torques nos cristais liquidos
pela aplicacao de um campo. De fato, a presenca de um campo magnético H
leva a necessidade da inclus@o de um termo extra na energia livre, na forma

1 1
fin = —§XH2 —~ 5Xa (n-H)*. (5.2)
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O primeiro termo — como de costume — serda omitido, pois é independente
da orientagao do diretor. O ultimo termo da origem a um torque no cristal
liquido; se x, > 0, entao as moléculas se alinharao paralelamente ao campo.

Portanto, a densidade de energia magnética para um Cristal Liquido
Nemaético é dada por

1

fn= _§Xa (n- H)2 : (5.3)

Estudaremos as distorc¢oes peridédicas em cristais liquidos nematicos tendo um
campo magnético externo aplicado na direcao k. Consideraremos novamente
uma amostra na forma de uma “tira(slab)”com as superficies localizadas
em z3 = 0 e z3 = d e usando o diretor no plano com a configuragao inicial
uniforme dada por ng = ngi+mng3k, como no Capitulo 4. Portanto, a energia
livre, dada por (2.25), terd o acréscimo de um termo, que é dado por (5.3),
e a energia livre que descreve o sistema serda dada por

1
f - fFrank - EXa(n . H)2

- %{KH(V -n)? + Kpn - (V xn)]* + Kgn x (V xn)?}

— (Kp+Kyu)V-nV-n+nx(Vxn) — %Xa(n "H)?..  (5.4)

Para a configuracao que estamos considerando, teremos

1 koo
2n2,

1 nos \ 2
+§]€33 (ﬁ) (nglu; 3 + Ug’ 3) -2 (kQQ + ]{324)

1
f = =k (uz 2+ us, 3)2 +

2 4 2
5 (u3, o + 101 — 2ng,us, 2, 3)

1
X (ug, gU3, 3 — U2, 3U3, 2) — §XaH2(U3 + n03)2

1
= fe— §XaH2(U3 + n03)?, (5.5)

onde H = Hk é o campo aplicado ao longo de x3. Devido ao fato de a
anisotropia diamagnética variar para cada tipo de amostra, generalizaremos
nosso tratamento introduzindo a grandeza

T [ K
d\ Xa'

H,= (5.6)
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sendo H. o campo critico para se induzir uma distor¢ao do tipo de Fréedericksz
no caso de ancoramento planar forte na superficie [38]. Isolando x, de (5.6)
e substituindo-o em (5.5), obteremos a expressao

1
[ = fe—§K11h2(u3+n03)2. (5.7)
em que
T H T
h=-— =— Hg. 5.8
dHo d % (5-8)

Portanto, quando obtivermos Hg = H/Hg = 1 significard que atingimos o
campo critico de Fréedericksz. O procedimento agora ¢é similar ao apresen-
tado no Capitulo 4. Usando

[ (UZ) =

1 2 2
() g
2 ng,

(wluf + wgug + wgug)

N | —

e a equagao (5.7) construiremos a energia total por unidade de comprimento
ao longo do eixo x9, correspondente a um tnico periodo, ou seja

Fo= %{/OA/Odf(uaﬁ)dxgdxg—l—/o/\fs s (0) , g (0] dara
+ /0 s () s () dxz}. (5.10)

Usaremos, mais uma vez, a Equacao

em que «, 5 = 2,3, para, de forma andloga a apresentada no Capitulo 4, ob-
termos

Ki1ug 20 + (K227l31 + K33n(2)3) ug33 + (K11 — Kag)usze =0,
Kaous 00 + (Knngl + K33n(2)3) uz 33 + (K11 — Kao)ug o3
+ng h? Ky (nos + us) = 0. (5.11)

Para uma andlise inicial do problema apresentado, faremos uso da apro-
ximagao K13 = Ko = K33 = K, ou seja, a aproximagao isotropica para as
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constantes eldsticas. Com isso, as equagoes diferenciais (5.11) adquirem a
seguinte forma

K (ug90 + ug33) = 0,
K (U3722 + U3,33) + nglhz (n03 + Ug) = O, (512)

lembrando que (ng; + n2;) = 1. Suporemos novamente que a solugao para as
equagoes diferenciais (5.12) sao dadas por

ug = ug(x9,x3) = O(x3)cos (qxs),
Uy = ug(x9,x3) = P(x2)sin (qz2) . (5.13)

Ao substituirmos as equagoes (5.13), que devem ser solugdes das equagoes
diferenciais de segunda ordem (5.12), obteremos duas equagoes diferenciais
na forma

d*®(z3)
dx3

d*O(x3)
dx3

— ¢*®(z3) = 0,
+ (ngih* — ¢°) ©(x3) + ngynesh® sec (qua) = 0. (5.14)

As solugoes periddicas que buscamos podem ser escritas na forma

us = [C}exp(qrs) + Cyexp(—qxs)] sin (gxs),
U3 = [03 exp (m?,\/qQ — n%1h2> + Cyexp (—xg,\/qZ — nglfﬂ)} cos (qxs)
2 12
—_— 1
v (5.15)

e, essas solugoes coincidem com as solugoes encontradas anteriormente quando
h — 0.
5.2 Espessura Critica na Auséncia de Campo

No Capitulo 4, apresentamos a analise das estruturas periddicas seguindo
o tratamento original das referéncias [10] e [11]. Aqui, para valermo-nos
do formalismo desenvolvido diretamente a partir de F, uma nova analise
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do problema, na auséncia de campo, serd inicialmente apresentada. Se as
solugoes (5.15) forem substituidas nas densidades de energia eldstica (5.7),
para o volume, e (5.9), para a superficie, a energia total (5.10), relativa a um
periodo, pode ser construida na forma:

1
F=3 Z M;;C;C;. (5.16)
)]

Evidentemente, mesmo no caso de isotropia elastica no volume, a expressao
para F' é muito complicada para ser reproduzida aqui. O calculo dos menores
principais pode ser realizado sem maiores dificuldades por meio do software
Mathematica. No limite em que ¢ — 0, eles podem ser escritos na forma:

mi(q) = Kd* + O(¢*) e ma(q) = (Kd)*¢* + O(¢%). (5.17)

Estes dois menores sao, obviamente, sempre positivos para ¢ # 0. Nossa
atengao sera dedicada aos outros dois menores principais: ms(q) e my(q).
No limite em que ¢ — 0, temos:

m3(Q> - f3(87K7 h7n03)d7 ’LU) q4+0(q5>
ma(q) = fi(s, K, h,nes, d,w)¢® + O(q"), (5.18)

onde f3 e f; sdo complicadas expressoes envolvendo os parametros h (campo
em unidades reduzidas), ng3 (componente x3 do diretor na configuragao uni-
forme, w; = w3z = w (energia de ancoramento), Ky = sK (constantes
eldsticas de superficie e de volume) e a espessura da amostra d.
Consideremos, portanto, o que ocorre quando h = 0. Nesse caso, temos,
explicitamente, as seguintes expressoes para os menores principais:

K2d?>w
ms(a) = T 7'+ 0"
— Np3
K2d?w {2K [—4s(1 + s) + (ng3 + 2ng3s)?] + dw
m4<q) _ { [ ( 2) ( 03 03 )] }q6+(’)(q7).

(ngs —1)?
(5.19)

E facil constatar que ms(q) > 0 para ¢ # 0. Contudo, my(q) pode mudar de
sinal para ¢ # 0. Isso ocorre quando

d—d, — —2(Kni; —4Ks + 4Knd;s — 4K s* + 4Kn3332)7 (5.20)

w
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i.e.;, hd uma espessura critica que favorece a existéncia de uma estrutura
periédica. Na Fig. (5.1), um grafico de d. em fungao do angulo de inclinagao
nos € exibido para alguns valores representativos dos parametros mencionados
em (5.18).

18
16
14
12

10

dc (um)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

No3

Figura 5.1: Variagao da espessura critica com o angulo de inclinagao. Os
parametros empregados sio K = 107" N, w = 107°J/m?, Ky = K, i.e.,
s=1.

Nota-se que a espessura critica é méxima para o caso ng; = 1 (ngg = 0),
que corresponde ao caso planar tratado originalmente na Ref. [10]. Além
disso, a espessura critica tende a zero para o caso de orientacao inicial home-
otrépica (ngs — 1). De fato, a partir das expressoes (5.19), verifica-se que,
nesse limite, m3(q) e my4(q) se tornam muito grandes. Isso é consistente com
o que discutimos no final do capitulo precedente. Ali, sublinhamos que no
caso de uma orientacao uniforme planar poderia haver uma espessura critica.
Contudo, quando ng3 # 0 a espessura critica pode nao ocorrer, como é o caso
da orientagao homeotrépica, em que ng3 = 1. Para que ocorressem estrutu-
ras periddicas quando a orientagao uniforme inicial fosse homeotrépica, seria
necessario que tivéssemos, antes, uma transicao induzindo uma inclinacao.

No caso em que ng3 = 0, a espessura critica, dada em (5.20) se torna:

K
d, — 8w8(1 +5). (5.21)

A espessura critica obtida no Capitulo 4 era dada pela expressao (4.32), i.e.,

9
d, = (Lo + Ll)”(m—zﬁ), (5.22)

1
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em que r; = Ki1/Ko e r9 = 2(Kay + Kay)/Koe. No limite que estamos
considerando nesta Sec¢do, 11 = 1, Lo = Ly = L = K/w e ry = 2(1 + s).
Portanto, d., dada pela expressao (5.22), reduz-se a

8K's
—(1+s) (5.23)
e os dois calculos fornecem resultados coincidentes.
Na Fig. (5.2), um comportamento tipico de f; é exibido em fungao do
angulo de inclinac¢ao, ng3, para uma espessura d = 15 um de modo a ilustrar
a mudanca de sinal caracteristica do menor.

d. =

1.4+

124

1.04

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

m4(q)/q6 (unidades arbitrAgias)

-0.2

T T T T T T
0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90

No3

Figura 5.2: f; = my(q)/q® em funcao do angulo de inclinagao (componente
x3) ngz para K = 1071 N, w =107°J/m?, Ky = K, ie.,s=1ed = 15um.

Na Fig. (5.3), o comportamento da espessura critica é mostrado em fungao
da energia de ancoramento e, como se espera, diminui drasticamente com o
aumento da energia. No limite de alta energia nao ha o favorecimento de
estruturas periédicas. Por outro lado, na Fig. (5.4), o comportamento da
espessura critica é mostrado em funcao do valor da constante elastica de
saddle-splay s. Observa-se a exigéncia de um valor minimo para Ko a fim
de que possa surgir, no sistema, uma deformagao periddica na auséncia de
campo. Esta exigéncia pode ser apreciada se considerarmos o comportamento
de my(q) em fungao do valor dessa constante, como mostrado na Fig. (5.5).

5.3 Efeito de um Campo Externo

Podemos usar as expressoes anteriores para os menores e escreve-las na
forma
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Figura 5.3: d. em funcao da energia de ancoramento w quando nyz = 0.8
para K = 107"'N, Koy = K (s =1).

100

dc (um)

Figura 5.4: d. em funcao do valor da constante elastica de saddle-splay s =
Ky /K quand w = 107° J/m?, ng3 = 0.8 para K = 10! N.
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-200

Figura 5.5: f1 = my4(q)/¢® em funcio do valor da constante eldstica de
saddle-splay quando ngz = 0.8, K = 107" N, w =107°J/m? e d = 15 pm.

ms(q,h) = fs(R)q* +O(¢°) e ma(g,h) = fs(h)g* + O(¢°),  (5.24)

de modo a sublinhar a dependéncia com o campo, no limite em que ¢ — 0.
Consideremos, inicialmente, a expressao para mg(q, h). E possivel escrever
explicitamente f3(h):

R

‘ 5~ |dw cosh R + kR sinh R]} ,
1 —ngs

f3(h) = }ldKQ {2 (1 — eR)2 K(142s)? +
(5.25)

onde R = y/n2; — 1w Hy e, por simplicidade, doravante usaremos o campo
reduzido, Hg = H/H,, de modo a explicitar a dependéncia com a espessura
presente na quantidade h, introduzida em (5.8). Se, agora, impusermos a
condi¢ao f3(h) = 0 e procurarmos uma solugao para d encontraremos:

K
d* = - {”31 (14 25)? [~1 + sech(mHrnoy)] + m Hg no: tanh(ﬂHan)} )
(5.26)

O comportamento de d* é exibido na Fig. (5.6) como fungao de Hgr = H/H.
para valores representativos dos parametros, quando ng3 = 0.1, i.e., a ori-
entacao inicial é praticamente planar. Nesse caso, s ha valores aceitdveis
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
H/H

Figura 5.6: d* dado por (5.26) em func¢ao do campo reduzido para os valores
representativos ngz3 = 0.1, K = 107" N, w =102 J/m? e s = 1.

para d* acima de um certo valor para Hg. A espessura d* diminui drastri-
camente com o campo aplicado. A situacao é diferente quando ngz = 0.95.
Nesse caso, a orientacao inicial é praticamente homeotrépica. O campo pode
induzir estruturas periddicas em espessuras muito baixas, como se pode ve-
rificar na Fig. (5.7). Na verdade, esse comportamento reflete o resultado
que obtivemos anteriormente, i.e., nao héa estrutura periédica no caso de
orientagao uniforme inicial homeotrépica.

0.8 4
0.7 4
0.6 4
0.5+

0.4 4

d, (um)

0.34

0.2+

0.14

0.04

0.1 .
00 02 0.4 06 08 10

HIH,

Figura 5.7: d* dado por (5.26) em func¢ao do campo reduzido para os valores
representativos ngz = 0.95, K = 107" N, w =107 J/m? e s = 1.

Analisemos, agora, o que ocorre com my(q, h) no limite ¢ — 0. Nesse
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caso, podemos escrever, explicitamente:

2K*4 H H
fa(h) = — [—dw Cos (W%nm) + K (7 Hg ngp) sin (7?%%1)]

2
o1

H
y {K (r Hiy noy) cos (W%”Ol) + [~2K n2 (1 + 25)% + duw]

H
X sin (%) } sin (7 Hr no1) - (5.27)

Ao impormos, novamente, a condigao fy(h) = 0, resolvendo para d, obtemos
duas solugoes, a saber:

K H
dey = —— [—2n31<1 + 23)2 + (7 Hg noy ) cot (%)1 (5.28)
w
e
K H
dez = — (m Hrno1) tan (7r+no1) : (5.29)
w

Note que (5.28), no limite em que Hr — 0, reduz-se a expressao que encon-
tramos na auséncia de campo, como deve ser, e estd dada em (5.20). Ob-
viamente, quando ng; — 1, mais uma vez recuperamos a expressao (5.21).
Agora, porém, temos uma nova expressao para o caso de orientacao uniforme
planar, i.e, quando ng; = 1. De igual maneira, quando considerarmos uma
orientacao inicial uniforme homeotrépica — obtida fazendo ng; = 0, portanto,
nao ha espessura critica para qualquer valor do campo. Esse resultado gene-
raliza nossa conclusao de que uma orientagao inicial uniforme homeotrépica
nao da origem a deformacoes periédicas.

Na Fig. (5.8) as duas espessuras criticas sdo exibidas para valores repre-
sentativos dos parametros do sistema.

Na Fig. (5.9) as duas espessuras criticas sdo exibidas para outro conjunto
de valores representativos dos parametros do sistema, justamente aquele que
considera uma configuragao uniforme planar: ng3 = 0. Nesse caso, ha uma
divergéncia em d.o, como se pode ver analiticamente a partir de (5.29), que
se torna:

K
deo(H — H) = — 7 tan (g) (5.30)

enquanto que d.; se comporta como (5.21) e, portanto, quando H — H.,,
dey = 18K /W = 18 um, de acordo com as escolhas que fizemos dos parametros.
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12 -//

d_ (um)

H, = HH,

Figura 5.8: Espessuras criticas dadas por (5.28) e (5.29) em fungao do
campo reduzido para os valores representativos ngs = 0.5, K = 107! N,
w = 107°J/m? e s = 1. A linha sélida representa d.; e a linha pontilhada
representa d.. Para esta escolha de parametros ha uma coincidéncia de va-
lores da espessura critica quando Hg = 1, i.e., justamente quando o campo
atinge o valor do campo critico de Fréedericksz.

50

404

c2

d, (um)

20

10

Figura 5.9: Espessuras criticas dadas por (5.28) e (5.29) em funcdo do
campo reduzido para os valores representativos ng3 = 0, K = 107N,
w=10"J/m? e s = 1. A linha sélida representa d.; e a linha pontilhada
representa d.,. Para esta escolha de parametros o valor de d.; varia muito
pouco com o campo para Hr < 1.
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d (um)

Figura 5.10: f4(h) em fungao da espessura para dois valores do campo redu-

zido. Os parametros s@ao o campo reduzido para os valores representativos
ns =0, K=10""N, w=10"7J/m? e s = 1.

A existéncia dessas duas raizes também pode ser vista diretamente no
grafico de f4(h) versus d, para dois valores de Hgr, como mostrado na Fig. (5.10).

f(H.)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.11: f4(h) em fungao do campo reduzido Hg para a espessura d =

10 pm. Os parametros sao o campo reduzido para os valores representativos
ne3=0.1, K=100"N, w=10"J/m? e s = 1.

A segunda raiz, no entanto, nao se refere a formacao de instabilidades
periédicas. Na verdade, o estudo da transicao de Fréedericksz na situacao de
ancoramento forte revela que ha uma relacao que determina o campo critico
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em fungao da espessura da amostra — conhecida como relacao de Rapini-
Papoular — que coincide com (5.29) para o caso ng; = 1. De fato, nesse caso,
(5.29) pode ser escrita como [35]

d_ mHpg tan <@) . (5.31)
L 2

Portanto, a espessura critica ligada a formacao de estruturas periddicas é,
seguramente, aquela determinada por (5.28). Os ingredientes principais desta
andalise sao os que acabamos de expor. Uma andlise mais exaustiva ainda
deve ser feita, principalmente enfatizando o papel do campo aplicado. Além
disso, embora nao esperemos mudancas significativas no quadro global aqui
delineado, o caso em que as constantes elasticas de volume sejam diferentes
devera ser analisada também na presenca de campos aplicados, de modo
a podermos avaliar a importancia da anisotropia eldstica no surgimento de
estruturas periédicas no meio nematico.
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho consideramos o surgimento de estruturas periédicas em
amostras de cristais liquidos nematicos. Este estudo foi realizado de duas for-
mas: Primeiramente, foi analisado um caso simples de distor¢ao espontanea
fazendo uso de uma aproximacao de isotropia elastica, e em seguida foi ana-
lisado um caso mais geral, considerando-se um campo magnético H aplicado
a amostra. Em ambos os casos foram usados termos que dependem da cons-
tante de saddle-splay Koy.

Na primeira parte da analise das distorcoes periddicas 4, estudamos as
chamadas distor¢oes espontaneas, muito comumente observadas em labo-
ratorio, em que prepara-se uma amostra para um determinado objetivo, mas
antes mesmo de usé-la, esta sofre uma mudanca estrutural e distorce sem ne-
nhum estimulo externo. Como vimos, esta distor¢cao pode estar relacionada a
termos de superficie normalmente descartados na energia livre. Observamos
que a constante de saddle-splay é dominante na desestabilizacao do padrao
uniforme, comprovando os resultados ja conhecidos; diferentemente do que
ocorre com o estado planar (i.e., mg; = 1, ng3 = 0) observamos que pode
haver uma espessura critica abaixo da qual as instabilidades periddicas sao
favorecidas no sistema.

Como uma conclusao geral vimos que as deformagoes ligadas a cons-
tante elasticas de saddle-splay podem ser observadas somente em amostras
que apresentam alguma inclinagao inicial. Um outro resultado muito im-
portante, foi a determinacao de uma expressao analitica para a espessura
critica d,., abaixo do qual a distorcao periddica é energeticamente favorecida.
Constata-se que valores fisicamente aceitaveis de espessuras criticas ocorrem
para orientagoes planares (ng; = 1) e (ngg = 0) como predisse Pergamenshick
em seus trabalhos [8, 9]. Pode-se observar portanto, de acordo com o modelo
para o caso h = 0, distor¢oes espontaneas periddicas em amostras com ori-
entagoes iniciais planares, considerando-se valores tipicos de energia de anco-
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ramento e de constante elastica. O comportamento da espessura critica em
fungao da energia de ancoramento nos mostrou que ela diminui drasticamente
com o aumento da energia com era inicialmente esperado. O comportamento
da espessura critica em fungao da constante eldstica de saddle-splay(s) nos
permitiu encontrar graficamente um valor minimo para ko4 a fim de que possa
surgir uma deformagcao na auséncia de campo.

Posteriormente, estudamos as distorcoes periddicas induzidas por um campo
magnético externo, mas ainda considerando a presenca dos termos lineares,
dependentes da constante Koy.

Com o mesmo raciocinio utilizado anteriormente, obtivemos duas ex-
pressoes para d., no limite de Hg — 0 a primeira expressao que chama-
mos de d., é a ligada a formacgao de estruturas periddicas,recupera os d.
encontrados anteriomente e com d.;, fazendo ng; = 0, de que uma orientagao
inicial uniforme homeotrépica nao da origem a deformacoes peridédicas. A
segunda expressao encontrada, d.o, nao se refere a formacao de instabilidade
periddica, ela pode ser considerada como uma “extensao”, para uma ori-
entagao inicial arbitraria dada por ng;, da relacao de Rapini-Papoular que
foi dada no capitulo 3 na equagao (3.69) Na Andlise grafica de d. em fungao
de Hg, quando ngg = 0.1, encontramos uma orientagao inicial praticamente
planar, observamos que s6 ha valores aceitaveis para dx acima de um certo
valor de Hpg, e que dx diminui drasticamente com o campo aplicado. Com
noz = 0.95 a orientagao é praticamente homeotrépica.

A extensao natural deste trabalho é aquela mencionada ao final do capitulo
5, i.e., a andlise do papel do campo de modo a estabelecer a curva de equilibrio
q(h) tanto no caso em que as constantes eldsticas de volume sao iguais, quanto
no caso em que sao diferentes. Pode ser 1til conhecer, por exemplo, o papel
da constante eldstica de twist (K52), no panorama geral que delineamos neste
trabalho.
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