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Resumo

Nesta dissertacao investigaremos as solugoes da equacao de difusao, prin-
cipalmente no tocante a suas generalizagoes. Assim, comecaremos nossa dis-
cussao pelas situagoes que envolvem, ou estao, relacionadas com ela. Dentro
deste contexto, obteremos solucoes para a equacao de difusdao na auséncia
e também na presenca de uma forca externa. Na etapa seguinte, estende-
remos alguns resultados considerando os operadores diferenciais fracionarios
tanto para a variavel temporal como para a variavel espacial. Em parti-
cular, os operadores diferenciais fracionarios, quando considerados sobre a
variavel espacial, nos conduzirao a distribuicao de Lévy. Também abordare-
mos as equagoes de difusao que nao sao lineares e possuem operadores dife-
renciais fracionarios aplicados a variavel espacial. Situacoes d-dimensionais
em ambos os casos (linear e nao linear) serao abordadas. Completaremos
nossa discussao sobre estas equagoes considerando as situagoes que envolvem

anisotropias. Ao final, apresentaremos nossas conclusoes.
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I - Introducao

A compreensao dos chamados processos difusivos tem atraido consideravel
atencao devido ao grande numero de situagoes fisicas onde tais processos
ocorrem e, principalmente, devido as inimeras aplicagoes que deste campo
podem surgir, especialmente com o desenvolvimento de estudos relacionados
A difusdo anomala. E realmente notdvel a evolucao conseguida desde que,
pela primeira vez, observou-se a manifestacao da propriedade da matéria que
esta por tras dos processos de difusao, isto é, um movimento altamente irre-
gular em nivel microscépico com uma regularidade macroscépica. Por volta
de 1785, o fisico alemao Jan Ingenhousz (1730-1799) observou particulas de
carvao efetuando um curioso movimento de “ziguezague”sobre a superficie de
um alcool. Movimento semelhante foi também observado por Robert Brown
(1773-1858) em 1827; Botanico, Brown, ao estudar o processo de fertilizagao
de flores, observou o movimento aleatorio de graos de pdlen sobre uma su-
perficie liquida. Muitas eram as possiveis explicacoes para este fenomeno,
dentre elas a do préprio Brown de que a presenca de minusculos seres vivos
nos graos de poélen seria responsavel pelo movimento observado. Correntes
de conveccao no liquido, pertubagoes mecanicas e gradientes de temperatura
foram algumas outras tentativas de explicagdo que, junto com a hipétese de
Brown, foram perdendo forca a medida que experimentos mostravam que o
aumento da intensidade dos movimentos era inversamente proporcional ao
tamanho das particulas, independentemente de serem organicas ou inorgani-
cas. Foi somente na década de 1860 que o italiano G.Cantoni (1818-1897) e
os belgas J.Delsaulx (1828-1891) e I.Carbonelle(1829-1889) [1] propuseram,
de forma independente, que o movimento browniano fosse causado por movi-
mentos internos do liquido, ou seja, que as particulas em suspensao eram
abalroadas pelas moléculas do liquido. Proposicoes de tal natureza rece-
beram, naturalmente, fortes criticas e a questao sé foi resolvida, em favor da
hipétese do movimento interno do liquido, no comeco do século XX quando
A Einstein (1879-1955) apresentou seu trabalho acerca da natureza do movi-

mento browniano [2].



Em 1926, Lewis Fry Richardson(1881-1953) publicou seu tratado com
relagao a difusdo turbulenta [3], dando inicio assim ao estudo da difuséo
anomala. Os trabalhos de Scher e Montroll [4] acerca do transporte disper-
sivo em semicondutores amorfos, sistema no qual as abordagens usuais nao
se mostraram eficazes, impulsionaram o estudo de sistemas anomalos. Atu-
almente, é conhecido um grande nimero de sistemas que apresentam com-
portamento difusivo anomalo, dentre os quais podemos citar o transporte
anomalo em sistemas desordenados [5], micelas dissolvidas em dgua salgada
6], a relaxagdo ao equilibrio em sistemas com memdria temporal longa [8]
e até mesmo as flutuagdes de sistemas financeiros [7]. Tais sistemas pode-
riam ser estudados através de, por exemplo, uma abordagem via CTRW
(do inglés continuous time random walk) ou de equagdes generalizadas de
Langevin. Entretanto, estas abordagens nao oferecem um tratamento sim-
ples quando se quer atacar problemas de valores de contorno e sistemas nos
quais estejam presentes campos externos.

O formalismo de equagoes fraciondrias que utilizaremos aqui lida de forma
muito satisfatoria com estes problemas, visto que os métodos de calculo a
serem utilizados sao relativamente bem conhecidos. Veremos que o segundo
momento é a “impressao digital” dos processos difusivos, sendo linear com o
tempo para a difusdo usual e nao linear com o tempo para a anomala. As
distribuicoes que apresentam segundo momento finito sao representativas de
uma difusao andomala do tipo correlacionada, enquanto que para as quais
aquele parametro diverge da-se o nome de difusao andomala do tipo Levy.

Neste contexto, algumas equagoes utilizadas na descricao destes processos
sdo as equagoes fraciondrias de difusao [8, 9] do tipo

a7 0?
Pl t) = Dl ) (1)
(07 é a derivada fraciondria de Caputo [10] e D é o coeficiente de difusdo), a

equagao de meios porosos [11]

b) p 62 pz/
=D, 2
ot Ox? @)
(D, representa o coeficiente de difusao) e a equacao usual de Fokker-Plank
[12]
dp 0 ap
P = D(x)2E
ot~ Oz ( mm) ()

com D(z) o |z| 7. Estas equagdes (1), (2) e (3) tém sido aplicadas ao estudo

de, por exemplo, processos dinamicos ndo Markovianos em proteinas [13],
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processos envolvendo turbuléncia, onde podemos citar a lei de Richardson [3]
e a lei de Kolmogorov [14]. A difusdo anoémala do tipo Lévy é caracterizada

pelas distribui¢bes de mesmo nome [15]. Dentro deste contexto, a distribuicao

*° dk —ikx—
Ly(w,t) = [~ Srerebulic @)

é solucao da equacao

dp otp
“C_p .
ot = Pplapm (5)

Com isso, vemos que a difusao anomala pode ser modelada mediante diferen-
tes tipos de equagoes diferenciais, tornando seu estudo muito importante e
interessante. Além disso, podemos associar processos difusivos anomalos do
tipo correlacionado a um contexto termo-estatistico nao extensivo, da mesma
forma como podemos associar processos difusivos descritos pela equacao de
difusao usual a termo-estatistica de Boltzmann-Gibbs.

Esta dissertacao destina-se a um estudo formal de algumas equacoes rela-
cionadas a difusao anomala e possiveis extensoes da equagao usual de difusao
mediante o emprego de coeficientes de difusao com dependéncia espacial ou
temporal, com presenca de forcas externas e, principalmente, com a aplicacao
de derivadas fracionarias em lugar das derivadas inteiras. Apresentamos esta
dissertacao dividida em cinco capitulos. No primeiro capitulo, analisaremos
a equacao de difusao usual, na auséncia e na presenca de uma forca ex-
terna linear F'(z) = —kx, além de discutirmos formulagbes alternativas do
movimento Browniano. O segundo capitulo apresenta um breve estudo das
equacoes de difusao que possuem derivadas fracionérias na variavel temporal
e na variavel espacial. O terceiro capitulo apresenta um estudo acerca das
equagoes de difusao nao lineares inteiras e fracionarias. No quarto capitulo,
fazemos uma extensao dos resultados obtidos nos capitulos precedentes con-
siderando o caso d-dimensional. Finalizamos nossa analise apresentando no

quinto capitulo um caso anisotrépico [16].



Capitulo 1

O Movimento Browniano

Neste capitulo inicial apresentaremos uma breve discussao acerca do movi-
mento browniano, isto é, um movimento estocastico, sob o enfoque de equagcoes
de Langevin, caminhantes aleatérios com espago e tempo continuos e equacoes
de difusao. Tais conceitos serao fundamentais na compreensao do desenvolvi-

mento do presente trabalho.

1.1 Equacao de Langevin

Vimos que um dos primeiros cientistas a observar e, conseqiientemente, re-
portar sobre o movimento aleatério de uma particula foi o botanico R.Brown
ao observar o movimento de graos de polén quando colocados em contato
com a agua. Tal movimento deve-se ao fato de as moléculas de agua colidi-
rem com os graos de pélen fazendo com que estes experimentem uma forca de
natureza estocdstica. Esse e muitos outros fenomenos, que possuem um com-
portamento altamente aleatério em nivel microscépico com uma regularidade
macroscopica, podem ser descritos, por exemplo, em termos de equagoes de
Langevin, caminhantes aleatérios e equagoes de difusao.

Neste sentido, comegaremos nossa discussao considerando a equacao de
Langevin, que é uma das formas de investigarmos fenomenos desta natureza.

A equacao de Langevin em sua forma mais simples pode ser escrita como

- dv,
dt

ou seja, uma equacao de Newton com um termo extra F.4 (t) representando

= —au, + Foa (1) (1.1)

uma forca de carater aleatério (também chamada de forga de Langevin ou
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forga estocéstica) e —aw, representando o arraste devido a viscosidade. As-
sim, a riqueza dos resultados que obtemos e,conseqiientemente, a descrigao de
forma adequada de um dado fenomeno fisico fica vinculada a escolha da forca
de natureza estocastica. Continuando nossa discussao, precisamos fazer mais
uma consideragao sobre o termo F.y que esta intimamente relacionado com
as propriedades microscépicas do sistema. Por simplicidade, vamos admitir

que

<Fest(t)> = O
<Fest(t)Fest(t/)> = qé(t - t/), <1~2)

com § = g/m?, onde ¢ = 2ak,T. O conjunto de equagoes acima carac-
teriza um movimento tipicamente Browniano e, em particular, a escolha
feita acima para a Eq.(1.2) recebe o nome de ruido branco. Sistemas nos
quais se fazem presentes processos difusivos anomalos requerem outra forca
estocastica em suas descrigoes. De fato, ao escolhermos outra forma fun-
cional para a Eq.(1.2) podemos ser conduzidos a situagoes que abrangem
outros tipos de movimentos estocasticos que nao o Browniano. Por exemplo,
a escolha de um ruido (fungao aleatdria) dependente da concentracao [17]
pode nos levar a uma situacao que é caracterizada pela equagao de meios
porosos e conseqiientemente a estabelecermos uma relacao com a mecanica
estatistica nao extensiva. Em uma situacao genérica podemos também con-
siderar (Fios(t)Fest(t')) o< ®(t — t'). Este tipo de consideragdo pode ser util
na investigacao de um processo aleatorio do tipo “dichotomous”, fracionério
e outros.

A partir de (1.1) e (1.2) podemos obter a dispersao (ou variancia) do
sistema, cuja importancia reside no fato de que esta caracteriza a forma

como o sistema se difunde. Neste caso, encontramos que

(z — (2))?) = <ug - q) % (1—e) + ;Izt ~L—et) | (13)

v

onde v = a/m. A equacao acima, para o limite de tempos longos, ou seja,
(vt >> 1), se reduz a

((z— <z >y~ 2Dt (1.4)

com D = q/27? = kT /m~y. Esse comportamento é caracteristico de um pro-
cesso difusivo usual, enquanto que processos difusivos anomalos apresentam

uma variancia diferente desta. Cabe mencionar aqui que a partir da equacao



de Langevin (1.1) podemos obter uma equagao de difusdo associada a ela.
Na secao que segue abordaremos o formalismo de caminhantes aleatorios com

espago e tempo continuos.

1.2 Passeio aleatorio

A origem de cada um dos termos que compoem uma equacao de difusao
pode ser discutida de uma forma muito interessante quando consideramos
o formalismo de caminhantes aleatérios com espaco e o tempo continuos
(CTRW). Esta abordagem é baseada na idéia de usarmos uma formulagao mi-
croscopica levando em conta propriedades como a distribuicao das distancias
dos pulos efetuados por um sistema que se difunde em um substrato e a
distribuicao temporal de espera entre pulos consecutivos. Assim, para uma
abordagem em termos de caminhantes aleatérios necessitamos definir uma
fungao densidade de probabilidade (pdf) ¢ (z,t). De ¢ (x,t) podemos obter

a distribuigao relacionada ao comprimento (tamanho) do pulo

Az) = /°° dt ¢z, 1) (1.5)
0
e a distribuicao relacionada ao tempo de espera
w(t) = /°° dx (1) . (1.6)

Na Eq.(1.5), A(z)dx representa a probabilidade de ocorréncia de um salto com
um dado comprimento no intervalo (z, x+dx) e w(t)dt, dado pela Eq.(1.6), ¢ a
probabilidade de termos um dado tempo de espera entre pulos no intervalo de
tempo (t,t+dt). Com estas defini¢gbes podemos formular o CTRW mediante

a seguinte equacao [18]
nwt) =6@s(t) + [ da' [T dtn(a p(e -t —t), (L)
—o0 0

que relaciona a pdf n(z,t) de chegada na posi¢ao x no tempo ¢, com o evento
de chegada em 2’ no tempo t', n(a’,t'). O segundo termo denota a condigao
inicial que aqui foi escolhida como sendo do tipo §(z). Conseqiientemente, a

pdf p(x,t) de se encontrar a particula em z no tempo ¢ é

olet) = [ Lt YUt — 1) (1.8)

sendo U(t) a probabilidade cumulativa, definida por

w(t) = 1 —/Ot dt' w(t') (1.9)



No espago de Fourier - Laplace a Eq.(1.8) adquire o seguinte aspecto:

1 —w(s) 1
s 11—k, s)’

que é o propagador geral que emerge da abordagem CTRW, completando

plk,s) = (1.10)

assim nossa descri¢ao breve e introdutoéria desta abordagem.

Agora vamos relacionar a equagao de difusao usual com o CTRW de forma
a associarmos cada termo presente naquela equacao com o desenvolvimento
feito acima para o CTRW. Mais especificamente, pretendemos identificar o
comportamento de w(t) e A\(x) para um processo difusivo usual. Esta com-
preensao sera muito util ao investigarmos situagoes que estendem a equacao
de difusao usual, pois quando a estendemos estamos, implicitamente, modi-

ficando o comportamento destas grandezas. A equacao de difusao usual

Op(a,t) _ 1 0%p(x,1)

——=D—= 1.11
ot Ox? (1.11)
pode ser reescrita na seguinte forma integral:
t 0?
p(x,t) = p(x,0) + D/ dt' S pla,t) . (1.12)
o 0z?

Tomando a transformada de Laplace-Fourier da equacao acima, considerando
p(x,0) = 0(z), obtemos

1

k,s) = ——— . 1.1

Com uma simples comparagao entre a equagao acima e a equagao (1.10)
vemos que a descricao do movimento Browniano requer que o tempo carac-
teristico (7) e a variancia do comprimento dos pulos (o) sejam finitas, o que
implica em w(s) ~ 1—s7+O(7?) e em A(k) = 1 —c%k?. Desta forma, quando
modificamos a equacao de difusao, na tentativa de incorporar efeitos que nao
sao convenientemente descritos pela equacao de difusao usual, estamos modi-
ficando a forma com que o sistema se difunde, alterando a forma com que faz
seus passeios e o tempo com que estes passeios sao feitos. Particularmente,
ao incorporarmos derivadas de ordem fracionaria na equacao de difusao este

fato fica visivel.

1.3 Equacao de difusao usual



A equagao de difusao pode formalmente ser escrita como

0 0 0

aIg(x,t) =52 D%p(x,t) — F(x,t)p(z,t)| , (1.14)

onde D é o coeficiente de difusao, aqui considerado constante, F(x,t) repre-

senta uma forca externa atuando no sistema e p(z,t) representa uma densi-
dade de probabilidade. Na Eq.(1.14), identificando o termo

J(z,t) = —Daaxp(ac, t) + F(x,t)p(z,t), (1.15)

podemos reescrevé-la como

9, 0
ap(m,t}—l—%J(x,t) =0 (1.16)

e conseqilentemente mostrar que [dzp(z,t) = cte.. De fato, a Eq.(1.16) é
a equagao de continuidade para a nossa densidade de probabilidade p(x,t),
onde J(z,t) representa a densidade de corrente. Assim, levando em conta
as condigoes de contorno sobre J(z,t), ao integrar-se (1.16) mostrar-se-a
que [dzp(x,t) = const., fato que analisaremos novamente nos capitulos que
virdao. Abordaremos agora a equacao de difusdo, mais especificamente suas
solugoes, considerando duas situagoes; (i) na auséncia de for¢a externa e (ii)
na presenca de uma forca externa linear. Tais casos sao relativamente inte-
ressantes, pois nos levam a uma distribuicao gaussiana que, no primeiro caso,
tende a uma distribuicao uniforme com o passar do tempo. No segundo caso
temos a presenca de uma solugao estacionaria devida ao potencial associado
a forca externa escolhida.
No primeiro caso, ao empregarmos a condigao requerida, a equacao de
difusao fica dada por
2
gtp(x,t) = Daaﬁp(x,t) . (1.17)
Utilizando as transformadas de Fourier e Laplace, considerando a condigao

inicial p(z,0) = §(x), a equagao acima fica dada por

1
k,s) = ————. 1.18
p( ? S) S _|_ Dk2 ( )
Assim, invertendo as transformadas, chegamos na solucao desejada
22
¢ 4Dt
ol 1) = (1.19)

v A4rDt



p(x.)

Figura 1.1: Comportamento da Fq.(1.19) vs. = para alguns valores tipicos
det e com D=1.

(veja Fig.(1.1)).

Da distribuigao acima, obtida da Eq.(1.17), podemos calcular o segundo
momento, que para nos desempenha um papel importante. De fato, ao con-
hecermos o segundo momento podemos obter a variancia e conseqiientemente
saber como a distribuigao alarga-se. Neste caso temos (z?) = 2Dt. Esta line-
aridade do comportamento do segundo momento com relagao ao tempo sera
o que caracterizarda um processo difusivo usual.

Neste ponto consideraremos a presenca da forca F' = —kx e as con-
seqliéncias que surgem desta escolha. A equacao de difusao nesta situagao
fica dada por

2
gtp(fn,t) = ’D;ﬁp(x, t) — ;x [kxp(z,t)] . (1.20)
Para resolvermos esta equacao vamos empregar o método de separacao de
variaveis. Assim sendo, vamos considerar que a nossa solucao possa ser

escrita como

pla,t) = tu(z)dn(t) , (1.21)



onde v, (x) é obtida da equagao espacial e ¢,(t) da equacao que envolve a
varidvel temporal. Dessa forma, substituindo a equagao (1.21) em (1.20) e

usando as propriedades de ortogonalidade inerentes a estas fungoes, obtemos

d? d

(@) = k()] = —Aut(a) (122
D onlt) = — Mt 1.23
Z0n(t) = —Mau(t). (123

Apo6s alguns célculos é possivel mostrar que

Un(z) = e 207" H, (\/g a;) : (1.24)

onde H,(z) representa os polinomios de Hermite, A\, = 2nk e ¢,(t) =
$n,(0)e~*t. Utilizando os resultados encontrados na Eq.(1.24) e usando no-

vamente as propriedades de ortogonalidade obtemos

pat) = [ p©G(.& b

—0o0

k oo 67%72111% k k
9. &0 = \ops nz:% T+ 1) " (\/; 5) Ha (\/; x) (1.25)

para uma condigao inicial genérica do tipo p(x,0) = p(x). Na equagado

acima podemos verificar dois fatos importantes. O primeiro deles consiste
na presenca de uma situacao estaciondria. Este fato sugere a possibilidade
de usarmos o principio de entropia maxima para obtermos solucoes exatas
ou aproximadas, ja que podemos conectar esta distribuicao a um contexto
termoestatistico. O segundo diz respeito ao segundo momento, que agora

comporta-se da seguinte forma:

(%) = 2}: (1=, (1.26)

que difere do caso anterior devido a presenga da forga externa. Em particu-
lar, da Eq.(1.26) vemos que quanto maior for k£ mais rdpidamente o segundo
momento fica constante (veja Fig.(1.2)) indicando que nesta situagao a dis-
tribuicao estacionaria é atingida com maior rapidez também.

Nos capitulos que seguem investigaremos possiveis extensoes da equc¢ao de
difusao. Basicamente, analisaremos as situagoes que envolvem a presenca de
derivadas fraciondarias tanto na variavel espacial como na varidavel temporal

e/ou situagoes que empregam termos nao lineares.
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<>

Figura 1.2: Comportamento da Eq.(1.26) vs. t para valores tipicos de k.
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Capitulo 2

Equacao de difusao fracionaria

linear unidimensional

Neste capitulo, vamos abordar algumas equagoes de difusao que envolvem
derivadas fracionarias na variavel temporal ou na variavel espacial, usual-
mente empregadas na descricao de processos difusivos anémalos. Como ve-
remos, a aplicacao de derivadas fracionarias na variavel temporal nos leva a
uma difusdo anémala com o segundo momento finito, i.e., (z?) o< t*, em con-
traste com a derivada fracionaria aplicada na variavel espacial, que resulta
em uma difusao anomala cujo segundo momento nao ¢ finito. Neste contexto,
usaremos o formalismo de caminhantes aleatdrios descrito no capitulo ante-
rior para explorar as implicacoes obtidas pelo uso de derivadas fracionérias na
equacao de difusao. Deixaremos para os capitulos seguintes as extensoes que

contemplam situacoes d-dimensionais com simetria radial ou anisotropias.

2.1 Derivadas fracionarias aplicadas a variavel

temporal

Comecaremos nosso estudo considerando a seguinte equacao fracionaria
de Fokker-Planck:

o 2

a0 =D (1)~ P ol )] (2.1)

onde o operador 97/0t7 representa o operador de derivada fracionéria de

Caputo, aplicado neste caso a variavel temporal. Este operador é definido

12



como

Bl B 1 t o pM(x,t)
%P(%t) = F(n—v)/o dtm ; (2.2)

comn—1<vy<nep™(xt)éan-ésima derivada de p(x,t) em relacio ao
tempo. Temos ainda a presencga do termo de forga externa F'(z,t) e do coefi-
ciente de difusao D, que inicialmente consideraremos constante. Mais adiante
veremos situacoes nas quais D podera apresentar uma dependéncia, por e-
xemplo, com o espago e com o tempo. Ainda com relagdo a equagao (2.1),
vale comentar que ela generaliza a equacao usual de difusao, conforme vi-
mos acima, mediante a presenca do operador fracionario atuando na variavel
temporal, e que para v = 1 recuperamos a equacao usual de difusao. Com
o intuito de mostrar que a distribuicdo p(x,t) na Eq.(2.1) é normalizdvel,

vamos reescreve-la na forma

a7 0

ou seja, na forma de uma equagao de continuidade, com

J(x,t) = ’Daaxp(x, t) — F(z,t)p(x,t) . (2.4)

A normalizagao é verificada quando integramos a Eq.(2.3) sobre todo o
espago e consideramos que J(zr = +oo,t) = 0, pois estamos admitindo
que p(z = +oo,t) = 0. Assim, esta importante propriedade das densidades
de probabilidades continua vélida mesmo com a presenca do operador de
derivada fraciondria do tipo Caputo.

Voltando a andlise das solugoes da Eq.(2.1) faremos desenvolvimentos
para esta equacao considerando diferentes situacoes para o coeficiente de
difusdo D, para a forga externa F(x,t) e para as condigbes de contorno.
Inicialmente, consideraremos uma situacao caracterizada pela auséncia de
forga externa, com D constante e a condigao inicial p(z,0) = p(x). Como
condi¢ao de contorno vamos tomar inicialmente p(z = £o0,t) = 0. Devido
a estas consideragoes, a equagao a ser resolvida é

y 2
gﬂp(x,t) = Daaﬂp(x,t) , (2.5)
sujeita as ja referidas condigoes de contorno e inicial. Tal situagao é melhor
trabalhada se fizermos uso de transformadas integrais. Realmente, empre-

gando as transformadas de Fourier e Laplace na Eq.(2.5), obtemos

_ p(k,0)
p(k7s) - s + ’Dslf'Y/{Q ’ (26)
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com 0 < 7 < 1, onde empregamos o resultado

. o . i—1 - o1

—p(x,t) p = s"p(x,s) + T p(x,t , 2.7
U] RV OO RS Sl P S 0] I
que é vélido para n — 1 < 7 < n. Agora, para obtermos a solucao dese-
jada temos que inverter ambas as transformadas. Realizando inicialmente
a inversdao da transformada de Fourier e levando em conta o teorema de

convolucao obtemos
pla.s) = [ da'ile = )G, 5) (2.8)

onde

G(z,s) = 213 <g)§ exp [— <§;>é |l’|] : (2.9)

Em particular, observando a Eq.(2.8) vemos que G(z, s) é a funcao de Green
associada a condicao inicial considerada. Por sua vez, para invertermos a
transformada de Laplace faremos uso do seguinte procedimento: relacionare-
mos a transformada de Laplace com a transformada de Mellin, invertere-
mos esta transformada (Mellin) mediante a identificacdo do integrando da
operacao inversa desta transformada com o integrando das funcoes H de
Fox, obtendo entao p(z,t). Observamos que as fungdes de Fox sao definidas
como [19]
Hy [ofoatieensinis)) = 5 [ ds o)
oD (b — Bis) T, T (1 —a; + Ais)

[T T (L =0 + Bis) [Ty I (@i — As)

x(s) = (2.10)
Assim, aplicando o procedimento discutido acima, apoés alguns calculos
é possivel mostrar que as transformadas de Laplace e de Mellin estao rela-

cionadas uma com a outra por meio de
(z,8) = 1/00 ds s~ p(z, 5) (2.11)
P, - F (1 - 8,) 0 P, ) .

onde p(z, s') representa a funcao transformada em Mellin e p(x, s) representa
a funcao transformada em Laplace. Lembrando que a transformada de Mellin

¢ definida como

o0 / 1 !
p(x,s) = / dt t* p(z,t) (p(z,t) =— [ p(x,s)t* ds’) . (2.12)
0

2w JL
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Assim, utilizando a rela¢do (2.11) na Eq.(2.9), obtemos
1) VT (1= 29)
x,s) = 7 : 2.13
G(z,5) v|z| (vD) ra-¢) (2.13)

A partir de (2.13), apds a inversao da transformada de Mellin, obtemos

Gl t) = ——— H2° 2 |(1-3) (2.14)
’ VAT Dt 4Dty |(31) | :

(veja Fig.(2.1) e Fig.(2.2)) Este resultado é obtido mediante a comparacao
direta entre a integral de inversao de Mellin

G(z,t) = /Q:z:stsds

2.15
omi ( )

e a forma integral das fungoes H de Fox anteriormente representadas pela

relagdo (2.10). Com base nesses resultados, concluimos que nossa solugao é

(1
(3

20 ($ - IE/)2
p(x,t) = /—47TDtV/ H12 [ 4D

N |=
—
~ |2
)
—~ S—
(=]
—
=
)
YamnS
(N}
—_
D
SN—

1.6
''''''' y = 0.5
144 y =0.8
y =1.0
1.2 -
=
>
=
5

T T T T T
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0

0.5 I 1.0 I 1.5 I 2.0
x / (4Dt )

Figura 2.1: Comportamento de (4wDt")Y/2G(x,t) wvs.

x/(4DtY), ilustra a
Eq.(2.14) para valores tipicos de 7.
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0.0 . . . . . . -
1.0 1.5 2.0 2.5

x / (4 DtYY?

Figura 2.2: Comportamento da Eq.(2.14) para grandes argumentos.

Vamos agora considerar situagoes nas quais ha a presenca de barreiras
absorventes e refletoras no sistema. Para estes casos a aplicacao de transfor-
madas integrais nao é, ao contrario do caso anterior, apropriada. De fato, a
imposigao de condig¢oes de contorno finitas faz necessario o emprego de outros
métodos para encontrarmos a solucao desejada. Considerando inicialmente o
caso de barreiras absorventes, ou seja, situagao na qual p(0,t) = p(L,t) =0,
faremos uso de uma transformada finita no intervalo 0 < = < L. Com a
condic¢ao de contorno em mente, vamos considerar que a solugao procurada

possa ser escrita em termos de uma série em senos de Fourier. Assim, a série

plx,t) = ni—o; B, (t)sen (TZT:L') (2.17)
B,(t) = E/OL dx sen <n£rx> p(x,t) (2.18)

¢é apropriada para o tratamento deste caso, pois satisfaz a condicao de con-

torno. Substituindo a Eq.(2.17) na Eq.(2.5), multiplicando ambos os lados
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por sen(nzm/L), integrando desde 0 a L e identificando B,,(t), obtemos

d n?n?
="

DB,(t) . (2.19)

Para resolver a equacao acima aplicaremos uma transformada de Laplace,
permitindo-nos uma clara identificacao do resultado a ser invertido com as
fungdes de Mittag-Leffler E,(x). Isto deve-se ao fato de que

Ea(—t) = £ {1}

s+ sl-@
00 (_ta)n

- ZF(1+na) ‘

n=0

(2.20)
Entao, apoés alguns calculos podemos mostrar que
n?m?

Agora, considerando uma condigao inicial do tipo p(x,0) = p(x) e utilizando

o resultado acima em (2.17) temos

ooty = [ GG )pta)

co1m

2 > 2,2
G(z,2',t) = T > sen (n[ir:c’) sen (Tz) E, (—nLZ Dt”) .(2.22)

n=1

Por outro lado, para o caso de barreiras refletoras, onde no contorno devemos
ter Opple—o = Oupls=r = 0, consideramos que a solu¢ao possa ser expressa
em termos de uma série em cossenos de Fourier. Assim, aplicando o proce-

dimento do caso anterior, obtemos

1 /L L
plat) = 7 [ da'pla) + [ dr'Gla. 2 05

co1m

9 > 2,2
G(z,2') = I > cos <n[7j:c’) cos <nl_7j:c> E, (_nL72r Dt”) : (2.23)

n=1

Neste ponto, é interessante observar que para esta situacao podemos obter
uma solucao estacionaria. De fato, considerando ¢t — 0o na solugao acima

chegamos em

1 (L 5
plat —o0) ~ - [ da'p(a’)

17



pois E,(—n?*m*Dt"/L?*) — 0 quando t — oo . Isto se verifica porque a
fungao E,(z) no intervalo de -y considerado é uma fungao que decai de forma
monotonica sem apresentar oscilagoes. O fato de termos uma solucao esta-
cionaria nos permite também o calculo da funcao de autocorrelacao esta-
ciondria [20], que mostra de que forma as solugoes geral e inicial estao rela-

cionadas. Esta funcao é definida como

(2(t)2(0)), = /0 " /O " dv'za (s )pa(a) (2.24)

onde p,(x) é a solugdo para o regime estacionario. Considerando, por simpli-
cidade, p(z,0) = 6(x —2') como nossa condigao inicial, obtemos ps(z) = 1/L.

Com este resultado e a solugao (2.23) encontramos, apds alguns calculos,

oo, = 5 + 25 3 o |2 e e

Se tomarmos o limite de tempos longos na equacao acima verificaremos que
(x(t)z(0)) ~ L%*/4. Este resultado foi obtido em [20] para a equagio de
difusdo usual, indicando que a derivada fracionaria somente fara com que o
sistema relaxe de forma anomala até a situagao de equilibrio.

Voltemos nossa atencao agora para a forma do segundo momento obtido
para a Eq.(2.5), a partir da qual discutimos os trés casos precedentes. Como
foi mencionado no capitulo anterior, o segundo momento rotula um processo
difusivo como anomalo ou usual. Para a situacao que aqui estd em considera-
¢ao, ou seja, aquela na qual ha a presenca de derivadas nao inteiras na variavel
temporal de uma equacao de difusao, o segundo momento se mostra na forma
de uma poténcia de ¢, ou seja, (z?) oc t7. Além disso, é marcante a forma
com que a presenca do operador de Caputo altera a distribuicao de tempo de
espera w(t). Neste sentido, utilizando os conceitos de caminhantes aleatérios
anteriormente discutidos, chegamos em uma distribuicao de probabilidades

para a parte temporal da forma

w(t) = 710 (DH E, . (—Z) , (2.26)

onde 7y ¢ uma constante e E, (t) é a funcao de Mittag-Leffter generalizada

B, 5(t) = i;o r(nzn+5) . (2.27)

Vemos que agora a distribuicao apresenta uma dependéncia com o parametro
v, que pode dar forma tanto a processos subdifusivos quanto a superdifu-

sivos. Assim, a presenga de operadores diferenciais fracionarios na equagao
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de difusao representa uma situagao na qual as distribuicoes de probabilidades
para o tempo e para o espago, que emergem da abordagem de caminhantes
aleatorios, sao alteradas, ou seja, a difusao ocorre de forma anomala. Neste
caso em particular, a alteracao ocorreu apenas na distribuicao de tempos, ja
que a derivada fracionaria foi aplicada na variavel temporal. Mais a frente
veremos a alteracao causada na distribuicao de saltos quando da aplicacao
de derivadas fraciondrias na varidvel espacial.

Vejamos agora o caso em que o coeficiente de difusao é dado por D(z,t) =
Dlz|7%. Cabe mencionar aqui que esta dependéncia espacial no coeficiente de
difusao tem sido empregada na investigacao de, por exemplo, sistemas tur-
bulentos e difusdo em fractais. Ainda considerando F'(z,t) = 0 na Eq.(2.1) e
utilizando transformadas integrais definidas anteriormente, podemos mostrar

que

p(x,t) = 2+9 [( 1 e 20[( |z|**

2+
2 12|75 1 92D
o (ﬁ) 2+0) DtV] 2+ 0)2Dtv

lembrado que para v = 1 e § = 0 recuperamos a solu¢ao gaussiana obtida

(1-2H57)
(1-555.1) (0,1) (2:28)

para o caso usual. Se, além desta dependéncia do coeficiente de difusao com
0 espaco, tivermos a presenca de uma forca externa do tipo linear, ou seja,

F(z) = —kz, obteremos mediante separagao de varidveis o resultado

plat) = [T dep(©E 6w ,)

(1+6)

k ~(@te) o  K|2F0 _(1+06) k‘f’2+9
t — - ©@+0)D [, @+0) (VIS
gt h2+@®1 = L2+@D
_(1+0) k|x|2+9
X Ln (2+6) lm—@ﬂ)] E"/ [— (2 -+ H)nkt“’] X
I'(1+n)
_— 2.2
g (2.29)

com A, = (2 + 0)nk.

Da discussao feita acima percebemos que sao poucos os potenciais cuja
presenca na equacao de difusao nos conduz a uma solucao exata expressa em
termos de fungoes especiais conhecidas. Entretanto, na maioria das situagoes
somos obrigados a fazer aproximacoes da situacao original devido a dificul-
dade de encontrarmos uma solucao em forma fechada. Neste sentido, é inte-
ressante obter a equagao integral relativa a Eq.(2.1) que torna possivel uma

solucao recursiva na forma de uma abordagem perturbativa que pode ser
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relevante na andalise do problema. Assim, vamos reescrever a Eq.(2.1) como

o 0?

— =D— - 2.
amp(xjt) agcgp(x,t) af,t), (2.30)
com
0
Ox
Empregando transformadas de Fourier e Laplace na Eq.(2.30) obtemos
k,0 k
p(k, 3) — p( U ) _ Oé( 78) . (232)

s+ Dsl=7k2 s+ Dsl—7k2

A inversao destas transformadas fornece

t [e%s}
o(x,t) = pO(x, ) — /0 dt’ /_ dr'G(x — 2t — t)a(a’, ) . (2.33)
com
B 1 20 2% |(1-2n)

Substituindo «(x,t) na equacdo (2.33) obtemos, via integragao por partes,

plxt) = p(x,t)
! N 1(2) / / Y 1 gt
+ /Odt Lmde§ (x — 't —t) [F(,t)p(a' )] . (2.35)

onde
¢(at) = -G, (at
v (:E’ ) - % ’Y(mv )
_ 1 21 x? (0,2) (1,%,7)
B \/W 23 [W (%,1) (071) (172) ) (236)

onde utilizamos a propriedade (A.2) do apéndice. A Eq.(2.35) é a forma inte-
gral correspondente a Eq.(2.1) e pode ser empregada no calculo da influéncia

de uma forca externa aplicada ao sistema.

2.2 Equacao de difusao: derivadas fracionarias

no espaco

Até o presente momento tratamos apenas de situacoes onde foram em-

pregadas derivadas fracionarias na variavel temporal, de modo que, a luz
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da abordagem de caminhantes aleatorios, obtivemos alteragoes somente na
fungao distribuicao de tempos de espera w(t). Além disso, vimos que as
solugoes obtidas forneciam segundos momentos finitos, embora nao fossem,
como no caso usual, lineares com o tempo. O emprego de derivadas fra-
cionarias na variavel espacial é representativo de uma situagao onde o se-
gundo momento diverge. Este comportamento é caracteristico de distribuigoes
do tipo Levy, que tém sido aplicadas, por exemplo, no estudo de sistemas
cadticos [21], na descri¢ao de transporte em plasma turbulento [22], no movi-
mento bacteriano [23, 24, 25] e também em estudos de Econofisica [26,
27] lembrando que estas distribui¢oes apresentam a propriedade da auto-
similaridade. Nao entraremos em mais detalhes acerca do emprego de dis-
tribuigoes do tipo Levy em sistemas que apresentam comportamento cadtico
pois isto transcende os objetivos desta dissertacao.

Iniciaremos com a observacao de que a distribuicao de Levy

o dk —ikx—|k|*
Ly(x)= | e ko= |k|*Dt (2.37)

é solucao da equacao de difusao
L
dp D op 0

50 = Do~ s P Dot (2.38)

quando consideramos a auséncia de forca externa. Para demonstrarmos esse
resultado basta utilizarmos o fato de que F{9f, p(z,t)} = —|k[*p(k,?), onde

f@uw}:[Zj%w%uﬁ (2.39)

¢ a transformada de Fourier. Esta consideragao conduz a p(z,t) = L,(z), con-
firmando nossa afirmacao inicial. Neste contexto, aplicando o procedimento
do capitulo anterior relativo a caminhates aleatérios na Eq.(2.38) obtemos
que a distribuigao relacionada ao comprimento dos saltos é agora dada por
AEk) =1 — o*|k|#, com o = D/7#, para a qual recuperamos o caso usual
com p = 2. Esta distribuigao apresenta comportamento assintotico de cauda
longa, ou seja, saltos longos possuem uma maior probabilidade de ocorrerem
quando comparados com o caso usual.

Ainda na auséncia de forca externa, vamos considerar agora que o co-
eficiente de difusdo apresenta uma dependéncia temporal do tipo D(t) =

Dt~ ! /T(«). Utilizando transformadas integrais e propriedades das fungoes
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de Mittag-LefHler e de Fox pode-se mostrar que

DIESIE
T 21 |x| ( M I 2
el (Do)l (11) (1)
(veja Fig.(2.3)).
Se, por outro lado, considerarmos D constante e F'(x) = —kx obtemos,
empregando método semelhante ao do caso anterior, a solugao
NN
1 29 O‘M K ( n 2
o) = - () " , (2.41)
plx| H D(t) 11 (1,3)

onde D(t) = D[1 — exp(—aput)] . Vamos analisar agora a Eq.(2.38) para uma
condicao inicial do tipo p(z,0) = p(x). Repetindo o procedimento empregado
acima obtemos, tomando a transformada de Laplace e Fourier da equagao
(2.38), que

p(k,0)
k,s)= ——— . 2.42
0.7
u=0.5
o644 s p=1.0
u=20
0.5

0.0 . . .

-2 -1 o]
x/ ( D)™

Figura 2.3:  Comportamento de (Dt)iLu(x,t) vs. :L’/(Dt)i, ilustra a
Eq.(2.40) para valores tipicos de .
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Invertendo a equacao anterior obtemos
p(z,t) = / de'G(x — 2’ t —t")p(a') (2.43)

onde G,(z,t) = L,(x,t). E a equacao integral associada a Eq.(2.38) é

t o]
plz,t) = pO(z,t) — /0 dt’ /_OO dx/gf)(x — 2t —t)VF(2' " )p(a' t) (2.44)
onde

d
GP(a,t) = ——Ly(x.1)

o dk
= / — k sin(kx)e P (2.45)
0

™

A Eq.(2.44) é justamente a equagao integral correspondente a Eq.(2.38) que
pode ser usada para calcular perturbativamente a influéncia de uma forca
externa qualquer aplicada ao sistema.

Discutimos neste capitulo as conseqiiéncias do emprego de derivadas fra-
cionarias na equacao de difusao, considerando também dependéncia espacial
e temporal para o coeficiente de difusao, além da presenca de uma forca
externa. Vimos que, quando aplicadas a varidvel espacial, a derivada fra-
cionaria nos conduz as distribuic¢oes de Levy, que apresentam comportamento
superdifusivo. No préoximo capitulo veremos algumas equacoes de difusao nao

lineares e suas solucgoes.
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Capitulo 3

Equacao de difusao nao linear

fracionaria

Este capitulo destina-se a discussao das solucoes da equacgao de difusao
nao linear com derivada fracionéaria na variavel espacial

9 9 -1 )
o0 = o DG g e - Flaopten| L 6)

para a qual consideraremos duas situagoes: (i) o coeficiente de difusdo dado
por D = D|z|™? (§ € R) na auséncia de forga externa, para a qual faremos
também uma extensao para um coeficiente de difusao dependente do tempo
D(x,t) = D(t)|z|?, e (ii) a presenga de uma forga externa do tipo F(z) o

|oz—1

x|z com a mesma dependéncia espacial para o coeficiente de difusao do

caso anterior. Também analisaremos a conexao entre resultados obtidos aqui

e os resultados presentes na mecanica estatistica nao extensiva.

3.1 Equacao de difusao nao linear inteira

Inicialmente recordaremos alguns resultados apresentados em [28; 29, 30,

31] que sao solugoes da Eq.(3.1), onde a posigao e o tempo aparecem escalados

1 | =z
P(xat):mp lq)(t)] : (32)

Observe que investigar este tipo de solugao para a equacao de difusao é ba-

na forma

sicamente usar o método de similaridade [32]. Desta forma, conseguiremos
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reduzir a Eq.(3.1) a uma equagcao ordindria cuja dependéncia explicita depen-
dera das condigoes de contorno ou das restri¢coes que aparecerao sob forma de
leis de conservagao. Considerando u =2, F(x) =0, D(z) = D = constante,
empregando a equagao acima na Eq.(3.1), com z = z/®(t), obtemos

d(t) d D &

® (t)2dz [0 (2)] = )7 a2 ()] - (3.3)

A solugao para ®(t) é
o(t) = [(14v)kt]/) (3.4)

obtida via integracao direta, onde k£ é uma constante arbitraria de separacao
que pode ser obtida da condigao de normalizacao. Para esta situacao, ado-
tamos a solucdo que satisfaz ®(0) = 0. Para a varidvel z = 2/®(¢), obtemos

a solucao

p(z) = ll - (1/21_)”1) k:z2] o (3.5)

(veja a Fig.(3.1)). Esta solugao pode ser facilmente identificada com a fungao
q—exponencial que surge do formalismo nao extensivo. Esta funcao é escrita
como exp,(z) = [1+ (1 — q)x]flq Assim, com ¢ = 2 — v, podemos escrever
nossa solucao como

plx,t) = <I>1t)equ [—22];/22] . (3.6)

O interesse na identificacao com a funcao g-exponencial reside na idéia de
que, da mesma forma que se pode associar um processo difusivo usual ao con-
texto termo-estatistico de Boltzmann-Gibbs, podemos associar os processos
difusivos anomalos a termo-estatistica generalizada de Tsallis.

Agora veremos o caso em que o coeficiente apresenta a ja discutida de-
pendéncia espacial do tipo D(x) = D|z|~? (# € R) (# = 0 recuperamos o
caso em que D(x) é constante). Empregando método andlogo ao anterior

obtemos que

1 k
) = —— v 246 ]
Pt =3 equ[ v2+6)D° ] ’ (3.7)
com ®(t) = [(v+ 0 + D)EDt]Y ™ [31]. Como estamos interessados em

solucoes que decaiam para longas distancias, temos que impor # > —2. Além

disso, verificamos que os casos 0+v > 1,04+v =1e 0+v < 1 correspondem,
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Figura 3.1: Comportamento de p(z) vs. z, ilustra a Eq.(3.5) para valores

tipicos de v.

respectivamente, aos regimes subdifusivo, normal e superdifusivo. Se qui-
sermos estender a dependéncia do coeficiente de difusao também a variavel
temporal, considerando que D(x,t) = D(t)|z|~?, a inica mudanga que temos

é na fungao ®(t), como segue abaixo

(1) = [ (@(t) " + (1 +v+0) [ dD(t)

to

(3.8)

_1
} 1+6+v

Faremos agora a extensao da soluc¢ao (3.7) considerando a presenga da
forca externa F(x) = kz|z|*! e mantendo D(x) = D|z|™%. Embora nao
saibamos o que acontece no caso geral, (o, 0, ) quaisquer, ha uma situagao
especial para a qual a solucdo escalada (3.2) ainda é vélida. Este caso cor-
responde a &« = ¢ — 6 — 2, ou seja, « + 0 + v = 0. Com esta condi¢ao

obtemos

p(2,1) = q)}t)equ [—Dly (2% (%)M ~kiny, (%))] (3.9)

onde In,z = (277 - 1)/(1 — ¢q) é a funcao g-logaritmica (que é a fungao

inversa da funcdo g-exponencial) e ®(¢) = [(1+ v + H)k‘t]l/ (40 - onde k
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é uma constante de separacao e pode ser obtida mediante a condicao de
normalizagao. Na segdo que segue obteremos solugoes gerais para a Eq.(3.1)

considerando posteriormente que 0 < pu < 1.

3.2 Equacao de difusao nao linear fracionaria

Nesta se¢ao analisaremos, inicialmente, a equacao (3.1) na auséncia de
forca externa e ja considerando D(z) = D|x|™’. Assim, devemos resolver a

equacao

0 0 _o au—l ,
Pt = am{pm St (1) } , (3.10)

que unifica as equagoes presentes em [29, 31]. Faremos uso do procedimento
empregado na secao anterior, levando em conta a propriedade

d° sd°
@Q (ax) =a EQ (z), (6€R) (3.11)
com Z = ax. Esta propriedade nao so é vélida para derivadas ordindrias mas
também para todos os operadores fracionarios que aqui temos considerado.

Dessa forma, aplicando (3.2) na Eq.(3.10) obtemos
®(t) = [ Dt + k| (3.12)

com k; = k(1 —60 — v — ) e ky é outra constante arbitraria. Lembrando que

estamos usando a variavel |z| = |z|/®(t), a outra equagao a ser resolvida é

d g At —d
R - 14 — ki '1
T {7 e P | =T o2 .19
que, apos uma integracao, reduz-se a
duil ~ v T 1140 ~
gt PRI =Fe () +C (3.14)

onde C é outra constante arbitraria que, devido as condicoes de contorno,
é nula. Para obtermos a solugao desejada utilizaremos o “ansatz” p(z) =

Nz2/V(a + bz)%/7 | pois dessa forma poderemos fazer uso do resultado

I'[1+q]

D’ [xa (a+ bx)ﬁ} = aém

7% (a4 bx)" ", (3.15)

com D} = d°/dz’ e § = a+ [+ 1. Cabe lembrar aqui que apesar de termos

dito que obteriamos solugoes gerais para a Eq.(3.1), o vinculo na derivada
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que o uso da propriedade acima restringe a “amplitude” de nossos resultados.

O emprego do que foi definido acima nos leva a

0 = 2=t
o 1-2u—-0
(k=D E-2)
b = 1—2u—6 "’
. 2-np
= To+0 " (3.16)

E importante notar que estes resultados recuperam aqueles obtidos em [29]

para @ = 0. Estes resultados nos levam a escrever a solucao da seguinte forma

N o (140)(1+p+0) 172279
1) = , 3.17
p(z,t) (% ]t)ﬁﬁ‘ﬂ* l(a%—bz)(l_“)(lﬂ”w)] ( )
1
Cco1m
F D) |7 z
N: [kwl e zZ= 570 s (318)

(|E1|t>m

onde b é uma constante arbitraria que sera considerada, mais tarde, como +1
de acordo com as solucoes a serem estudadas. Escolhemos k; = 0 mas esta
constante pode ser incorporada mediante uma simples mudanga na origem
dos tempos.

A partir destes resultados poderiamos discutir varias regioes de intervalos
para os parametros u e #. Vamos ilustrar apenas duas situagoes: (i)—oo <
p<—-1—0comf>0e(ii)0<pu<l1l/2com0<0<1/2—pu. Parao
primeiro caso, sem perda de generalidade, vamos escolhera =1e b= —1. A

condicao de normalizagao

1 L0 (hut0) T2
N/4 (1— z)(l—lt)(l-i-u—i—@) dz =1 (3.19)
implica em
I[1—p—0]
N=ra (3.20)
+10—-26—-2 1—p+p2+62+246
2T [H 1/i2u—9 u] r { #152,#9 s ]

(veja Fig.(3.2)).
Para a regiao 0 < u < 1/2e0<6 < 1/2— p, onde b = 1, a condigao de
normalizacao implica que

r(Ugessn)

2F<1+M)F(M+Q) .

1-2p—6

N —

(3.21)
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Figura 3.2: Comportamento de ®(t)p(x,t) vs. x/P(t), ilustra a Eq.(3.17)
para valores tipicos de p e 0 satisfazendo —oo < p < —1—60 e > 0 com
a=1eb=-1.

(veja Fig.(3.3)).
Consideraremos também os casos particulares referentes a Eq.(3.14) quando
1 =0 e também quando p = 1. Assim, considerando inicialmente p =0 e v

qualquer, a Eq.(3.14) reduz-se a

FeM5(:) = [T azlp @) (3.22)
cuja solucao pode ser escrita como

1/(1—v
DR (3.23)

(2) o g (14 €10
onde C é uma constante. Agora, considerando p = 1 na Eq.(3.14), obtemos
a igualdade

kep(2) =2 [p(2)]" +C, (3.24)
que determina implicitamente p(z). Considerando uma situa¢do na qual
C = 0 a solucio pode ser escrita como p (z) oc z(1+0/(v=1),

Uma conexao entre os resultados que obtivemos aqui e as solugoes que
surgem da otimizagao da entropia de Tsallis [33] pode ser estabelecida. Es-

tas distribui¢oes nao coincidem para um valor arbitrario de x. Porém, a

29



n=1/3 6=1/7
rrrrrrr n=1/4 6 =1/5
2.0+
1.5 —+—
=3
=
o 1.0 +—
0.5+
0.0 f f f f f f
-20 15 10 5 o 5 10 15 20

[x[/D(t)

Figura 3.3: Comportamento de ®(t)p(x,t) vs. x/P(t), ilustra a Eq.(3.17)
para valores tipicos de p e 6 satisfazendo 0 < p < 1/2 e 0 <60 < 1/2 — p,

coma=1eb=1.

comparagao dos comportamentos assintéticos (|z| — 0o) nos permite identi-
ficar os tipos de caudas. Assim, identificando o comportamento exibido pela
Eq.(3.17) com o comportamento assintético 1/|z|? (@~ que vem do problema

entrépico [33], obtemos

3+ pu+o

= : 3.25
q 1+pu+0 ( )

Esta relagao, para 6 = 0, foi estabelecida em [29].

Vimos neste capitulo algumas solugoes para uma equacao de difusao nao
linear fracionaria considerando algumas situacoes para o coeficiente de di-
fusao e levando em conta a presenca de uma forca externa. Para estas solugoes
procuramos uma possivel conexao com a mecanica estatistica nao extensiva.
Assim como no capitulo anterior, tratamos apenas de situacoes unidimen-
sionais. O proximo capitulo é dedicado ao estudo da equacgao de difusao

linear e nao linear fraciondria d-dimensional.
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Capitulo 4

Equacao de difusao fracionaria

em d dimensoes

Este capitulo e o subseqiiente sao dedicados a andlise de possiveis ex-
tensoes dos casos que trabalhamos nos capitulos anteriores. Para estas ex-
tensoes consideraremos situacoes d dimensionais, a presenca de derivadas
fracionarias e termos nao lineares na mesma equacao, situacoes que possuem
anisotropias, entre outras. Nesta direcao, comecgaremos este capitulo com
a analise da equacao de difusao linear que emprega derivadas fraciondarias
na variavel temporal considerando o caso d dimensional. Em seguida, ana-
lisaremos o caso nao linear. O caso anisotrépico sera discutido no capitulo

seguinte.

4.1 Equacao de difusao linear fracionaria d-

dimensional

Analisaremos nesta secao uma equacao de difusao fracionaria em d di-

mensoes com simetria radial, ou seja, a equagao

IV U N N A B
%p(r,t) = /Odt e {r [D(r,t t)arp(r,t)]}

rdl—l aé; [ E(r)p(r, 1) (4.1)

Inicialmente consideraremos uma condicao de contorno definida em um

intervalo finito [0, a], que serd posteriormente estendida a uma situagao semi-

infinita quando fizermos a — oo. Trataremos também de casos em que o
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coeficiente de difusao dependa das varidveis espaciais e temporais, além da
presenca de forcas externas. E importante lembrar que para v =1 a Eq.(4.1)
recupera a forma da equacao de difusao usual d-dimensional com simetria
radial.

Como primeira anélise trataremos da equagao (4.1) na auséncia de forga
externa e com o coeficiente de difusdo do tipo D(r,t) = Dt°~1/T'(§). Neste

caso temos que resolver a equacao

g; (r,t) = (5?1%1 /Otdt/ “‘t/)é_l;a{rd_lg ’)(T’tl)} S

Analisaremos a equagao anterior levando em conta uma condi¢ao de contorno
de Dirichlet, ou seja, p(a,t) = 0. Com esta condi¢ao de contorno, a solugao
da Eq.(4.2) fica dada por

pirt) = [ A0

g(r.&t) = GQZ{ (A a)} Jazz (An€) Jazz (An7)
X EM(—AiDtM) (4.3)

para d > 2. Nesta solugao J,(z) é uma fungao de Bessel, \,, pode ser obtido
de

J% (Aa) =0

e a condigao inicial é p(r,0) = p(r) (veja a Fig.(4.1)). Na Eq. (4.3), G(r,&, 1)
é, a exemplo do que vimos no segundo capitulo, a funcao de Green associada
a condicao inicial. A presenca da funcao de Mittag-Lefller em nossa solucao
da conta das alteracoes produzidas na funcao densidade de probabilidade
de tempo de espera por parte do emprego da derivada fracionaria e pela
dependéncia temporal do coeficiente de difusao. Se considerarmos v + § =
1 recuperamos a solucao da equacao de difusao usual d-dimensional com
simetria radial, uma vez que, nesse caso, a funcao de Mittag-Leffler toma a
forma da funcao exponencial.

Incorporamos agora uma dependéncia espacial ao coeficiente de difusao
da forma D(r) = Dr=%°~1/T (§) que, como foi mencionado anteriormente,
tem sido aplicada no estudo de varias situagoes de interesse fisico, dentre as
quais, além das ja citadas, estao elétrons rapidos em um plasma aquecido na

presenca de um campo elétrico e difusao em fractais. Com esta consideragao
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Figura 4.1: Nesta figura ilustramos o comportamento de G(r,&,t) versus r
para alguns valores tipicos de v + § considerando a = 10.0, t = 1.0, £ = 2.0,
D=10ed=3..

a equacao a ser resolvida é

87 D ¢ / No— 0 d—1-6 ~ 0 !

cuja solugao, aplicando-se método analogo ao do caso anterior, pode ser

escrita como

prt) = [ e, )

240 g%(2+9 d)r2(2+9 d)

g(T7§7t) = 2 E +5(_D>\2t7+5)
a*t? = 2Xn (240 ! "
’ {Jie (et ))}
INETE I\, E
X szo( 210 )Jd2i99 (M ) (4.5)
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onde novamente temos que d > 2+6 e que A, pode ser determinado mediante

2\, 1
1 (2 n 9a2(2+9)> =0.

Para este caso vamos também considerar a situacao em que temos uma
condigao de contorno do tipo mista, ou seja, d.p + Hp|,—e = 0, que é em-
pregada no estudo de processos de conducgao de calor. Com esta condigao de

contorno a solu¢ao da Eq.(4.4) passa a ser

plrt) = [ dge™ pe)G(rE,)

240 2 £3@H0-d)p3(240-d)

G(r.¢ t) =
@ nzod { 2>‘”a2(2+9))}2
2+9

f 2\, r5t
Jd;ige ( 210 Jd;ige 210 , (46)

com d, = [(A\/H)?a® +1 — (d — (2 + 0))/(Ha)]. Como haviamos dito no

inicio do capitulo, iremos estender o resultado acima para a Eq. (4.4) fazendo

E7+5(_D)‘it7+6)

X

a — 00. Nesse sentido, faremos uso de
plrt) = [ dkClk, (k)
0

2+60—d 2]@‘7”2;9
\I/(T,k) = T 2 Jd;ige ) (4.7)

240

onde devemos determinar C(k, t). Esta operacao é o equivalente de empregar-
mos uma transformada integral, cujo nucleo contém uma funcao de Bessel,
a Eq.(4.7). Substituindo a Eq.(4.7) na Eq.(4.4), obtemos

C( t) = (t —t")271C(k,t) . (4.8)

dty

A equagdo acima possui como solugdo C(k,t) = C(k,0)E, s(—k*Dt79),
onde C(k,0) pode ser determinado pela condigao inicial. Aqui, usando uma

condigao inicial genérica p(r, O) = p(r), obtemos

C(k,0) = +9 / dee™ G(E)W(E, k) - (4.9)

Dessa forma, nossa solucao pode ser escrita como
plr 1) = / A )1, €,1)

G(r.6,1) = 2+ g | RV R KB, 5(~k2DO) L (4.10)
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Como caso particular vamos considerar, por simplicidade, v 4+ 6 = 1. Com
esta condigado podemos simplificar a Eq.(4.10) mediante o emprego da iden-
tidade

o0 _a2k2 1 _s%4e? af
/OdkkJ,,(Czk)J,,(ﬁk)e § =53¢ 402 L,<2a2> . (4.11)
Desta forma, aplicando a Eq.(4.11) na Eq.(4.10) obtemos
_7‘2+0+€2+9 249
e (2+6)2D¢ 2(57‘)7
) 7t = —2— I; S . Ao~ | 412
Gr.&0) (24 6)(&r) "Dt e (2+0)2Dt] (4.12)

onde I,(x) é uma funcdo de Bessel modificada.

Consideramos agora a presenca do termo de forga externa F(r) = Kre
com € = —1 — 0 na Eq.(4.1). Além disso vamos utilizar com um coeficiente
de difusdo dado por D(r,t) = Dr=%§(t). Assim como no caso livre, esta
situagao nao apresenta solucao estacionaria. Com estas consideragoes temos

que resolver a equacao

o _ D 9 d—1-6 0 ! K 0 d—1+4¢
%P(T; t) = a1y {7" o p(r,t )} pRT {7’ p(r, t)} - (4.13)

Seguindo o procedimento efetuado para o caso livre, trataremos inicialmente
desta situagao procurando por uma solu¢do no intervalo [0, a] e em seguida
faremos a extensao para o caso semi-infinito. Dessa forma, com p(a,t) = 0,

obtemos a solugao

ort) = [ dee B0

2402 5%(2+0—d)+%r%(2+6—d)+%

g(T,é,t) = E (_IDAit’O
7 X {Tor (25 a30) )"
2)\n§242—79 2)\nri20
- - 4.14
XJ(2+9)J<2+9 (4.14)

onde” = 2\/k + k2/(2+0), k = [d— (2+0)|K/De k' = [d—(2+0)—K/D]/2.
O autovalor A, pode ser obtido da equacao Jz (g’\T’g a#) = 0.

Conforme haviamos dito, faremos a extensao para o caso semi-infinito,
fazendo a — oco. Fazendo uso de método analogo ao do caso livre, utilizando
agora

2kr =

2+6
U(r k) = r§(2+0_d)+21§3(]1,( 0 ) : (4.15)
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e considerando uma condigao inicial genérica p(z,0) = p(x), obtemos a

solugao

plrt) = / dEe™ B H(G(r. &, )
G(ret) = 5— 9/ dkkT (€, k)T (r, k)E (=k*Dt) . (4.16)
Podemos também analisar a solugdo proveniente da Eq.(4.1) quando da
presenga de uma forca externa do tipo F(r) = —kr + Kr¢, com € = —1 —
0. Esta forca externa pode fornecer uma solucao estacionaria, dependendo
da escolha de e. Para obter nossa solugao vamos considera-la como uma

expansao de suas autofuncoes, ou seja, vamos empregar

Er2t0 P

p(r,t) = rbe BB S WL (r)@,(1) - (4.17)

n=0

Apés a determinagao de W, (r) e ®,(t) e considerando p(x,0) = p(x) obtemos

pt) = [T g g0 E )

KtdD
g(r7 £, If) _ r%e_(};f(;av (k) (2+0)D (2 +K9)5D(n + 1)
(2 + 9)2) n=0 r ((21_9)7_) + n)

O LU Py S
< L ((2+9)D Lo\esop) (4.18)

onde a={(K+dD) / [(2+6)D]} —1, e L (z) sdo os polinomios de Laguerre

associados com A, = (2 + #)nk. Com este resultado encerramos a discussao

E’Y(_Antv)

do caso linear. Veremos na secao que segue situacoes onde a densidade de
probabilidade p(r,t) apresenta, na equacao de difusdo, comportamento nao-

linear.

4.2 Equacao de difusao nao-linear fracionaria

d-dimensional

Nesta secao, discutiremos algumas solugoes da equacao de difusao nao
linear d-dimensional com a presenca de derivadas fracionarias na variavel
espacial. Particularmente, serd foco de nossa discussao a equacao:

0 1 o o+

d—1 - v
—p(r,t) = — T D(r,t p)=—|r "p(r,t
8tp( 1) " (r, ,p)aru[ p(r,t)"]

- rdllaar{ G t)ﬂ(r,t)}Jra(t)p(r,t), (4.19)

i
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onde consideraremos o coeficiente de difusao D(r,t,p) = D(t)r—?p", a(t)
representard um possivel termo de fonte ou sorvedouro e F'(r,t) representa
uma forga externa atuando sobre o sistema a qual consideraremos dada por
F(r,t) = —k(t)r. E importante notar a presenca do termo r~" na segunda
derivada espacial, cujo emprego na Eq.(4.19) generaliza vérios casos recen-
temente estudados em [34]. Nossa andlise da Eq.(4.19), assim como as an-
teriormente realizadas, ¢é restrita as solugoes que possam ser expressas como
funcoes escaladas do tipo

b

p(rt) = 3 )ﬁlqjgt)] : (4.20)

Assim, comegaremos nossa investigacao sobre as solugoes da Eq.(4.19) con-

siderando a mudancga de varidveis p(r,t) = elo 4@ p(r,t) /r¢=t onde p(r,t)
¢ a funcdo a ser determinada. Aplicando esta mudanca na Eq.(4.19) e con-

siderando inicialmente a auséncia de forca externa, obtemos

gr70:0) = D00 3 g, ) (421

com D(t) = et Jo @@ P(t). Agora, empregando a Eq.(4.20) na Eq.(4.19)
e utilizando z = r/®(t), obtemos um conjunto de duas equagoes como segue:

/

dﬂ'{z(”’(d“wz)} e [ﬁ(zﬂ}_ka[ P (422)

Az dzH

() = =Dk [®()]** (4.23)

onde E = (d—1)(y+v—1)+0+~y+v—m+p+u ek éuma constante
arbitraria de separagao.

A solucao para a fungao relacionada com a varidvel temporal, i.e., ®(t),
¢é dada por

1

B(t) = |(®(0)E + (1 - OF / dt’] . (4.24)

Por sua vez, a presenca de uma forca externa linear, conforme mencionado
anteriormente, somente produz mudancgas no comportamento temporal da
nossa solugao. De fato, se tivéssemos considerado a presenca de F(r,t) =

—k(t)r a unica mudanga ocorreria na Eq.(4.23) que passaria a ser dada por

() = —k D)[®(1)]> ¢ — k(t)D(t) (4.25)
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cuja solucao é dada por

1

a(t) = [@(o»é—l (- OF [ dD@) N dt’k<t’>] Tl (4 96)

Seguindo nossa anélise com relagao as solugdes da Eq.(4.19), vamos efetu-
ar uma integracao na Eq.(4.22) com o intuito de simplificar nossa andlise.

Assim, a equacao a ser resolvida é

dr'

dr
(d=DA=)=0[5()]"
et )

dzm

[z—n—w—l)qp(z)r]} = kzp(z) +C . (4.27)

A partir da Eq.(4.27) vérias situagoes podem ser discutidas dependendo dos
valores dos parametros envolvidos. Em especial, cabe ressaltar que podemos
obter solucoes com comportamento de cauda longa ou de forma compacta.
Por simplicidade, inicialmente apresentamos o desenvolvimento para o caso
onde 1/ =1 e depois para o caso ' # 1. Esta consideracao, u = 1, implica
em

Z(dl)(l'y)@[ﬁ(z)]’yi; [anf(dfl)'/[ﬁ(z)]l/} = kzp(2) (4.28)

onde, sem perda de generalidade, escolnemos C = 0. Para este caso propo-
mos o “ansatz” p(z) = Nz%(a + bz)g como uma solugao para a equagao
acima. Este “ansatz” é muito apropriado porque podemos utilizar nova-
mente a Eq.(3.15). Mediante o emprego da solugao proposta junto com a
Eq.(3.15) na Eq.(4.28), encontramos

a  (O+p+n+1)2+p+0) B

v (y=1D)0+2u+n+1) td-1,

B 12+ 60+ p)

v (=10 +n+142pu) °

, = A= -n-p (4.29)

24+ pu+0) ’

e N, bem como k, sao definidos pela condicdo de normalizacao. A partir

desses resultados podemos escrever a solugao para este caso como

2+p+6

ﬁ(z) AT [20+p+1+n(a+bz)u}m : (4'30)

onde b é uma constante que deve ser considerada como +1 dependendo da
situacao a ser analisada. Note que uma escolha para b = —1 implica uma
distribuicao com forma compacta, enquanto que para b = 1 a solucao cobre

todo o espaco. Em particular, para o tltimo caso podemos relacionar as
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solucoes encontradas com as distribui¢coes que emergem do formalismo de
Tsallis quando consideramos grandes argumentos. Com as distribuigoes de
Lévy tal relacao também é possivel.
Aplicando o mesmo procedimento, estenderemos agora estas solucoes para
o caso mais geral onde ' # 1. Dessa forma, a equagao a ser resolvida agora
é
dr ! d"

(d=1)(1-)-0[> -
i (o

[zm‘“‘””[ﬁ(Z)]”]} “Eep(z), (431)

onde novamente nos escolhemos C = 0. Assim, usando o mesmo “ansatz”’ e

a Eq.(3.15) na Eq.(4.31) obtemos como solucao

0+2p +p

p(z) = N 231 [Ze—m+u+u’(1 + bz)uﬂﬂ—l] CNA=0=n=2G4s") (4.32)

onde y = (d+6 —p —p)/( +d), N e k sdo definidos pela condicao de
normalizacao e de forma andloga ao caso anterior b = +1 dependendo dos
valores dos parametros presentes na equagao (veja Fig.(4.2)). Desta forma,
para este caso também temos solugoes compactas ou que se distribuem ao
longo de todo eixo dos z.

E também importante discutirmos alguns casos particulares da Eq.(4.31)
com o intuito de aumentarmos as possibilidades de aplicacao, visto que, em-
bora tenhamos considerado p e p’ arbitrarios, estes estao vinculados & pro-
priedade (3.15). Em particular, vamos investigar as solugdes para trés casos
particulares: (i) p=pu' =1, (i) ' =1lepu=—1e (i) ' =2ep=0.
Em todos estes casos, vamos considerar k = —k’ para obtermos solucoes fisi-
camente aceitaveis e estas serao dadas em termos da funcao g-exponencial,
cuja definicao foi feita no capitulo anterior. Entao, substituindo as condicoes

requeridas para o primeiro caso, a Eq.(4.31) fica reduzida a

d

VDI [ DG = —Kep) . (43))
A solucao para esta equacao é
pz) = 24710 exp, [_,C22+9+g] : (4.34)

com K = k'/[v(2+ 6) + n/v]. Para o segundo caso obtemos

LIV [T () = —Kap(s) . (435)
cuja solucao ¢ dada por

) = 8 e, [ k] (4.30)
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Figura 4.2: Comportamento da Eq.(4.32) vs. x/®(t) para o caso unidimen-
sional considerando alguns valores tipicos de u, 1', 8 e n. Note que de-
pendendo da escolha particular desses parametros podemos ter um compor-

tamento compacto (a) (b = —1) ou um comportamento de cauda longa (b)

(h=1)

40



com K =K[1—-7)(1+m)—v@+1)]eq=rv+r. Japara o terceiro caso
em que ¢/ =2 e pu=0a Eq.(4.31) fica

B O W R O (437

para a qual a solucao, novamente em termos da funcao g-exponencial, é dada

por

6—(d—1) v—
p(z) = LA exp, [—ICZQ’L(d_l)WL"l} , (4.38)

com K =FK/[(d-1)(y+v—1)+2(y+v) eq=2—v—r. As solugoes
encontradas para estes casos particulares podem exibir um comportamento
de cauda longa ou curta dependendo da escolha dos parametros v, v, 6 e .

Com estes casos particulares finalizamos o quarto capitulo. Escrevemos
solugoes para algumas equacoes de difusao que foram estendidas para en-
globarem situacoes d-dimensionais, com destaque para a presenca do termo
r~" na Eq.(4.19) e para a possibilidade de escrevermos algumas solugoes em
termos da funcao g-exponencial. A seguir concluiremos nosso trabalho con-

siderando uma situagao anisotrépica.
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Capitulo 5

Equacao de difusao fracionaria

anisotrépica

Os capitulos precedentes trataram de equacgoes de difusao que foram es-
tendidas com o emprego de derivadas fracionarias, com a presenca de coe-
ficientes de difusao com dependéncia espacial e temporal e com a presenca
de forcas externas, além das situagoes d-dimensionais com simetrias radi-
ais. Apesar de retratarem situagOes gerais, os casos com 0s quais temos
trabalhado até o presente momento sao representativos de situagoes onde
considera-se um meio isotrépico. Assim, com o intuito de aplicarmos o for-
malismo de equacoes diferenciais a uma situacao que também englobe a pre-
senca de anisotropias, ou seja, a variacao dos parametros conforme a dire¢ao

sob analise, vamos buscar solucoes para a equagao

o A9 R R
g = 3 | dta%{wx,t—w%[p(x,tn
d 9

- ; o, [Fi(T)p(z,1)] (5.1)
com T = (z1,22,...,24), Fi(T) é uma forca externa e D;;(T;t) sao os coefi-
cientes de difusdao. A exemplo do que temos feito em todo o texto utilizaremos
o operador de Caputo para a derivada temporal. Além disso, empregaremos
a condicao de contorno limz|_ p(T,t) — 0. Para este caso pode-se também
demonstrar que [*°_TIL  dx;p(T,t) é independente do tempo, de modo que,
se p(T,t) estd normalizado em ¢ = 0, assim permanecera para qualquer
tempo futuro. Assim como fizemos nos capitulos anteriores, podemos es-

crever a Eq.(5.1) como 9/ p(T,t) = =V - J e utilizar a condigao de contorno
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limz|—.e J(T,t) = 0 para demonstrar esta afirmacdo. Investigaremos, con-
forme mencionado acima, as solugoes da Eq.(5.1) para o caso d-dimensional,
considerando inicialmente um coeficiente de difusao dependente do tempo na
forma D;;(z,t) = D;0,;t* 1 /T'(a). Em seguida estenderemos este coeficiente
incorporando também uma dependéncia espacial a ele, de modo que empre-
garemos D;;(T,t) = D;0;;t* ! |x;| 7% /T (). Ambos os casos sao resolvidos na
auseéncia de forca externa. Obteremos também solucao quando da presenca
de uma forga externa do tipo Fy(T) = (2 + 0,)(K;/x;)|z:|7%. Neste caso
empregaremos D;;(T,t) = D;|x;|7%6;;6(t). As solugdes para estes casos sdo
expressas em termos das funcoes H de Fox. A presenca do termo de forca
externa Fj(T) = —k;x; + (K;/2;)|2;] 7% assim como a de uma fonte absorvente

na Eq.(5.1) s@o também consideradas.

5.1 Equacao de difusao fracionaria anisotrop-

ica: solucoes

Iniciaremos considerando o caso caracterizado pelo coeficiente de difusao
D;;(T,t) = D;(t)d;; na auséncia de forca externa. Para este caso a Eq.(1.1)

fica dada por

A d ) ) 0% )

p(@.t) = ; /0 Db~ 1) 50T ) (5.2)
Esta equac@o, embora seja um caso particular da Eq.(5.1), pode ser usa-
da na investigacao de uma grande variedade de cendrios. Em particular,
por uma escolha apropriada do ntucleo presente na integral, uma limitacao
bem conhecida da descricao de processos difusivos com a equacgao de di-
fusao, i.e., a velocidade infinita de propagacao da informagao inerente a uma
equagao parabdlica, pode ser evitada. Antes de analizarmos as solugoes para
a equacao acima, vamos estudar o segundo momento (z?) para esta equagao.
Tal analise é importante, pois o segundo momento traz informagao sobre
como a solucao escala com o tempo e como ocorre o espalhamento da solugao

da Eq.(5.2). Apés alguns célculos é possivel mostrar que
9 t
D= —" [ dt'(t —t""'D;({) . 5.3
() = ey ) =P D) (5.3

Esta equagao mostra que os momentos para a equagao acima nao sao acopla-

dos, indicando que o espalhamento da solugao da Eq.(5.2) ocorre de forma
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independente para cada direcao. Situacao similar ocorre para o caso usual.
Entretanto, como discutiremos em breve, a solu¢ao da Eq.(5.2) tem todas as
direcoes acopladas quando consideramos as variaveis espaciais, diferindo do
caso usual. Note que empregando D;(t) = D;d(t) na equagao acima recupera-
mos o caso unidimensional analisado em [8] e para v = 1 com D;(t) = D;i(t)
temos a situacao usual.
Para investigar as solugoes da Eq.(5.2), aplicamos uma transformada de
Laplace a esta equagao com o intuito de reduzi-la a
d 62
sSp(@, s) — 7 p(,0) = Di(s)@p(f, s) . (5.4)
i

i=1
A solugao para a Eq.(5.4) é

i~y
-

p(f, 8) =

g1(2+d)—-1 d %2
d
2

(27D1...a(s) ) ZDi(S)f Ky |s® <zd: D:f(s)>2 (5.5)

i=1

para a condicao inicial p(z,0) = [1%, 8(x;), onde Dy_q4(s) = [1%,[D;(s)]
e K,(z) é uma fungdo de Bessel modificada. Obter a transformada in-
versa de Laplace da Eq.(5.5) para um coeficiente de difusdo genérico é uma
tarefa nada facil. Entretanto, para algumas situacoes é possivel obter a
transformada inversa como, por exemplo, no caso em que D;(s) = D;s™“.
Note que a transformada inversa é a dependéncia inicialmente proposta

(Dy (T, t) = Didit* 1 /T (). Para esta situagao obtemos a solugao

9 (1-2(v+e)y+a)

_ 1 20 [< x5

p(T,t) = d H1 2 E : p

= 3 — AD,;trt
(47TD1...dta+‘Y) i=1

. (5.6)

(1-2,1) (0,1)

onde ngqn [z Egllgll))((g v ﬁq”))] é, como vimos, a func¢ao H de Fox. Da Eq.(5.6)
podemos verificar um espalhamento andomalo, o que também fica evidente

2

na forma do segundo momento para este caso, i.e., (z;

) o< T com v +
a < 1,= 1 ou > 1, caracterizando processos sub, normal ou superdifusivo
respectivamente.

Faremos agora uma extensao do resultado anterior mediante o emprego
de um coeficiente de difusdo com dependéncia espacial na forma D;;(T,t) =
Dt 14,;|zi| 7% /T (). Para este caso a Eq.(5.1) fica dada por

a'y — 1 d t / Na—1 a —0;
Wp(x,t)—wizl/o At 1) 5l

aiip(x, t’)] G
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1 &= 3/2
— &= 1/2
a4 E = —1/2

Figura 5.1: Comportamento de tO0F®¢p(z,¢) /N vs. r2/t7 para valores
tipicos de ¢ considerando v + a = 1/3, onde 1> = SN, |2;>t% /(4D;) e
= 1

N =TI, (24 6) / 2(2+6)D)77 T (325

Utilizando o procedimento anterior, obtemos a solucao
240,

p(T,t) = 1—[12F(1)

1 ﬁHQO zd: |xi|2+9i
(2 + 0,)2Dtr+ 12| & 4Dt

onde £ = X% 1/(2+ 6;) (ver Figs.(5.1) e (5.2)).
A Eq.(5.8) estende os resultados apresentados em [35] com a conside-

(1=&(y+a),v+a)

] (5.8)

(1_5’1) (0’1)

racao da presenca de anisotropia e uma dependéncia temporal no coefi-
ciente de diffusao, e os resultados apresentados em [36] para o caso bidi-
mensional. E importante notar que a solu¢ao dada pela Eq.(5.8) pode ma-
nifestar um comportamento anéomalo na origem dependendo da dimensao d
e dos parametros #; em consideracao. De fato, a Eq.(5.8) pode ser, perto da
origem, desenvolvida em termos da série da Funcao H de Fox, resultando em
p(T,t) ~ 72 [t0FE para € > 1, onde 72 = L |2|>0 /(2 + 6,)*Dit],

que apresenta um comportamento divergente na origem (r = 0).
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1.6

Figura 5.2: Comportamento de p(T, t) /N vs. r? para valores tipicos de ¢
considerando v + a = 1/3, onde 7% = YN, |z;|**% /(4D;), € = 1/2 e N =

(24 6;) / |2((2+6,)*D; )2+9 r (2+9 )]

Outro caso interessante aparece quando incorporamos a condicao de con-
torno limz_o p(Z,t) = 0 a andlise anterior. Neste caso a solugao para a

Eq.(5.7) sujeita & condigdo inicial p(z,0) = [1L, 6(z; — &) é dada por

2+6;
_ zgz / / zkzgz ?
t) = kik;J1
P 1) 11 2+9 Hd il | 50,
246,
2k;x; ® N
e, | 222 | E _ 2.t '
X | 50 ”+D‘< 21‘“ it ) (5.9)

(ver Fig.(5.3)).
Para o caso particular y+a =1 a equa(_;éo acima pode ser escrita como
1-;91- 12+6l+§

d . . _
p(T,t) = H M e (216;)2D;t 11+9

] e

onde I, (z) é uma fungao modificada de Bessel. Podemos também incorporar
a forga externa F;(T) = (2 + 0;)(Ki/x;)|x;| 7% na Eq.(1.1) e considerar o coe-

ficiente de difusdo Dy;(Z,t) = D;|x;|7%5(t)d;;. O potencial relacionado a esta
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Figura 5.3: Comportamento de p(T,t) vs. |x;| para valores tipicos de ¢
considerando, por simplicidade, o caso unidimensional da Eq.(5.9), v = 1/2,
91:0751:182)1:1.

forga externa estende o potencial logaritmico utilizado, por exemplo, para es-
tabelecer a conexao entre o coeficiente de difusao fracionario e a mobilidade

generalizada [37]. Apds estas consideragoes a equagao a ser resolvida é

y d
gﬂp@j? t) = ; {Dz‘lﬂa’ aaxip(x, t)}
- Zamz [(2+9)|Iz| O (m,t)}. (5.11)

Esta equagao nao possui solucoes estacionarias, o que pode ser verificado a
partir do segundo momento (2) ~ #7/(2+%) que implica em p(Z,t — 00) — 0.
A solugao para a Eq.(1.11) é dada por

Kq
_ d 2+01 1 2+0; |$i|2+6i D;
ple.t) =11 LK (2 0; 2D-t“/> (2 0; 2D»t7>
i QP(mjuf) (2+6,)*D; (2 +0:)°D;
90 | ’2+9 1=74A.)
X Hmlz D : (5.12)
(1-A,1) (0,1)
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onde A = Ele K;/D; + £ O comportamento assintético para a equagao

acima é

1 K;
d 2+0; 1 240, ’:Ci|2+6i o
p(z,t) ~ ] ( ) ()
mi2l (525 + &)\ 2+ 6:)°Dit? (2+6,)2Dit7

| |2+9 7_1 = | |2+9
(Z D ) exp 2)y T (Z D ) - (5.13)

Outro caso interessante é aquele no qual consideramos a presenca da forca

externa Fy(ZT) = —kjz; + (Ki/z;)|2:]7% que é derivada de um potencial que
contém um termo quadratico e de lei de poténcia. Para esta forca externa a

equagao de difusao fica dada por

o 9 0
ot =2 5 {D il

=1

(w0 + (e~ 1) otz >} (5.14)

Para resolver esta equagao vamos considerar que a solucao possa ser escrita

como

=Y Y V(@6 (D) (5.15)

n1=0 ng=0

onde ¥, ,, (%) é a autofuncdo a ser encontrada e ¢,, ,,(t) é uma funcao

dependente do tempo. Substituindo a equagao acima na Eq.(5.14) obtemos

4
%%pnd (1) = —Anyng®Pngmy(t) (5.16)

7 7

d 9 _o.
> M{Di’xi‘

=1

ai U(T) + (k;:c — :i|mi|9i)\p(m)} =Ny, U(T)(5.17)

A solugao para a Eq.(5.16) é dada em termos da funcao de Mittag-Leffler, a

saber

Grgeomy (1) = Dy oy (0) By (= Ay gt (5.18)

com Ay ny, = (24 0;)king + ... + (2 + 04)kang. Ja a solucdo para a parte
espacial ¥, ,..(T) é dada em fungao dos polinémios associados de Laguerre

na forma
¢ (24 6,)0(n: + 1) i
_ 2+ (9@ I'in; +1 k; (2+6;)D; Ky
raenal®) = H2F KDy ((2+9-)D> i
ki|w; 210 k.’x.‘%—@i
(a16,)D; L(az el 5.19
x & (el (5.19)
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onde a; = [(KC; +D;) /(2 + 6;)D;] — 1. Assim, considerando a condigao inicial
p(7,0) = [T%, §(z; — &), obtemos a seguinte solucio para a Eq.(5.14):

K;+D;

_ (2+6,)C(n; +1) k; @EHOID;_kylay 2O
o) = S I (mp, T )((zwim) e

n1=0 ng=0i= 12F (2+6)D

X |$’D @i) M (@) ﬂ E, (= £7)(5.20)
L 2+60,)D;) ™ \(2+6,)D;) " T

(veja Fig.(5.4) e Fig.(5.5)).

Figura 5.4: Comportamento de p(Z,t) vs. |x;| para valores tipicos de t
considerando, por simplicidade, o caso unidmensional da Eq.(5.20), v = 1/2,
Ki=0,00=1,& =1,k =1eD; =1. Observe que a Eq.(5.20) evolui para
a Eq.(5.21) para tempos longos, indicando que a derivada fracionéria produz

uma relaxacao anomala a situacao de equilibrio.

Para este caso temos a solucao estacionaria

Ki+D;

d D, 246,
2+0; k; (2+0,)D; zci kil
p(T) = H D ( > || Pie (376,)D; (5.21)
=1 2T () \(2+ 0D

que em particular é igual a do caso usual. Além da dependéncia do coefi-

ciente de difusao e da presenca de forca externa podemos ainda considerar a
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Figura 5.5: Comportamento de p(Z,t) vs. |z1| para valores tipicos de ¢
considerando, por simplicidade, o caso unidmensional da Eq.(5.20), v = 1/2,
IC1=4,91:1,§1:1,klzleDlzl.

"p(T,1)
com 7; = 2+ 6;. A presenca deste termo aparece, por exemplo, quando se

existéncia de um termo de fonte na equagao de difusao da forma «|z;

analisa o fluxo de calor envolvendo a sua producao [38]. Para este caso, a

equagao de difusao é escrita como

Pt =5 Lo 2 g b — S afn o,
at,yp x, - Pt 8.1'1 i| T4 ale z, i:1a Z; P xz,
d 9 IC; iy
_ Z&[<—kixi+m1xi| 91> p(:(:,t)] . (5.22)
i—1 OTi i

Utilizamos o procedimento anterior para a encontrar a solucao

. . 2 .
00 oo d Ky kw2 H0i—jg, 240 kl.+4aDz(|x_‘2+9i+|£_|2+0i)
@ 1) = 3o 3 T el Pre it o Y (Pl
n1=0 ng=01i=1
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KK;+D;

(2+6;)D;
(\/kf + 4oﬂ>i) 2+ 0)T(ni 4 1), m, (w/—kz t 4aD |xi|2+(,>

(2+6,)D; or ((;CJF;F)DD + n) ' (2+0;)D;
(@) [V ki +4aD 240 \ 2l
x L | 5 —m 61T | By (= Anyngt?) (5.23)
2+0)D

onde A\, n, = S \k? 4+ 4aD;i(240;){n; + [Ki + D3]/ [2Di(2+6,)] — ki[ICi +
Dil/[2(2 + 60;)D;\/k? + 4aD;]} e a condigdo inicial é dada por p(z,0) =
Lo — &)

Com isso encerramos nossa analise acerca da difusao andémala em um
meio anisotrépico. Vimos situagoes com o coeficiente de difusao dependente
do espaco e do tempo, com a presenca de forcas externas e um caso com a
presenca de um termo de fonte. As solucoes estacionarias, quando presentes,
sao iguais as do caso usual.

Este capitulo finaliza o presente trabalho; na seqiiéncia apresentamos

nossas conclusoes gerais.
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Discussoes e Perspectivas

Ao longo do presente trabalho abordamos varios tipos de equagoes de di-
fusao que generalizam a equacao de difusao usual. Comecamos pela analise
da equacao usual de difusao devido ao fato de que a sua compreensao e, con-
seqliientemente, das situacoes fisicas que a rodeiam é de suma importancia
para o entendimento das situacoes generalizadas. Assim, depois de uma
rapida introdugao sobre a equacao de difusao usual e alguns formalismos rela-
cionados a ela abordamos as equacoes de difusao que empregam derivadas
fracionarias na variavel temporal e espacial. Estas equacoes sao resultados
de mudancas, pensando no formalismo de caminhantes aleatorios, na dis-
tribuicao do tempo de espera entre saltos ou na distribui¢ao do tamanho dos
saltos, fatos estes que podem ser verificados utilizando-se aquele formalismo.
O resultado de tais modificacoes diretamente verificou-se nas solugoes que
passaram a ser expressas em termos das fungoes H de Fox ou das distribuicoes
de Levy. Neste sentido, o segundo momento associado a estas distribuicoes,
quando finito, nos levou a obter um alargamento da distribuicao de uma
forma anomala, diferente do caso usual que é linear com o tempo. Seguindo
com nossas investigacoes consideramos as equacoes de difusao que sao nao
lineares e empregam ou nao derivadas fracionarias na variavel espacial. Neste
caso, as solugoes obtidas sao expressas em termos da funcao g-exponencial
que aparece no formalismo de Tsallis, sugerindo assim uma base termoes-
tatistica para tais equacoes. Nas situcoes em que as solucoes nao sao expres-
sas em termos dessa funcao elas sao relacionadas a ela de forma assintotica.
Nos demais capitulos que seguiram analisamos as extensoes destes casos para
situacgoes d-dimensionais ou situagoes anisotropicas. Ressaltamos que nos
casos trabalhados aqui obtivemos solucgoes exatas, direcionando desta forma
nossos esforcos a parte formal dessas equagoes. Uma etapa futura seria inves-
tigar situacoes fisicas onde o formalismo abordado aqui pudesse ser aplicado

e buscar extensoes dos nossos resultados. Neste sentido, temos por exem-
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plo o modelo do pente (“comb model”)[39, 40, 41] que tem sido empregado,
entre outras coisas, no estudo da propagacao de células cancerigenas [42].
Outra possivel extensao seria considerar a presenca de termos convectivos
nao-lineares. Por fim, esperamos que os resultados obtidos aqui venham a
ser uteis na discussao de situacoes que envolvam ou estejam relacionadas a

processos difusivos anomalos.
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Apeéendice: As funcoes H de Fox

As fungoes H foram propostas por Fox [19] em 1961 e, devido a sua
natureza geral, sao utilizadas no estudo de varias situagoes de interesse fisico,
incluindo, como vimos, a difusao andémala. Como adiantamos no segundo

capitulo, as fungoes H de Fox sao definidas como

Hy) [«

(a1,A1),(a2,42),(ap,Ap)] L
mmmbeny] = 5 [ dsx(s)a

?;1 r (bz — BzS) ?:1 I (1 —a; + AZS)
[ T (1= b + Bis) [Ty, T (a; — Ags)

\(s) = (5.24)

onde os parametros m,n,p e q satisfazem as desigualdades 0 < n < p e
1 <m < ¢q. Nos atemos aqui a listagem de algumas propriedades das fungoes
H que sao tteis na simplificacao de varios resultados.

(i) As derivadas das fungdes de Fox sdo expressas como

i b ooy

(ii) Para k > 0, vale

(avap)}} — $a—1H(P+17Q+1) [(CL?L’)B

(meq) (m7n+1)

(—0,8),(ap,Ap)
(bq,Bq), (Vp a,f3) 15 25)

(alval) (a27kA2)7 ) aP7kA 5 26
(b1,kB1),(b2,kBz2),,(bg,kBq)

Hy" [

(a1,A1),(a2,A2),,(ap,A o mn
(bllvBll)’(b;’B;)v : 7(bq;jBQ) :| kH |:

(iii) Se ¢ > 0, temos

mn [ ¢
Hy [

(a1,cA1),(a2,cA2), -, (ap,cAp)] 1 mn
(bllﬂcBll)v(b;CB;)7"'7(bCIZ:CBq]; :| - 7H |:

(a 7A )(a 7A )7'7(0' )
T |(by 1) (b2.Ba). - (ba,Bq) 15 27)

(iv) Sua transformada em cosseno de Fourier

/0 - H>" [x

é util quando se quer transformar uma distribuicao simétrica.

ap,A n+1,m
Eb;B;’))} cos(kx)dx = Hq+1jp+2

(1 bg,Bq),(1,3)
(1,1),(1—ap, Ap

(5.2

1.1
3)
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(v) Podemos obter varias fungées dependendo da escolha dos parametros

m,n,p e q; por exemplo

okl e

(vi) As fungoes H e as de Mittag-Leffler sao relacionadas por
L1T |01
Eo(—2) = H1,2 [I ‘50,1;,(0@)} ) (5.30)

de modo que a func¢ao exponencial pode ser obtida quando escolhemos

a =1, ou seja,

e’ =k (~x) = H}; {ZB

0,1
o1 on] - (5.31)

Com isso, encerramos este breve comentario acerca de algumas propriedades

das fungoes H de Fox.
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