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Resumo

Os processos difusivos tém sido extensivamente estudados nos tultimos anos por meio
de experimentos, teorias ou simulagoes numéricas. Neste trabalho, primeiramente, en-
fatizamos alguns conceitos relacionados as origens da difusao, que decorrem de diversas
pesquisas iniciadas no século XIX, além de introduzirmos as defini¢oes de difusao anoémala.
Em um segundo momento, estudamos o desenvolvimento de alguns formalismos que, no
cenario da difusao, incorporam os processos andémalos, que sao de origem nao-markoviana.
Em seguida, investigamos alguns problemas que envolvem processos anémalos e obtive-
mos as solugoes utilizando o método da fungao de Green de duas formas: para um sistema
governado por uma equacao de Fokker-Planck relacionada com o modelo de pente; e para
a equacao de Schrodinger fracionaria. Finalmente, discutimos, também, algumas ideias
oriundas da mecanica estatistica nao extensiva para investigarmos um sistema governado

por uma equacgao de Fokker-Planck nao-linear.

Palavras-chaves: Difusao Anémala. Equagoes Nao-Lineares. Equagoes Fracionarias.
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Abstract

The diffusion processes has been extensively studied in recent decades through ex-
periments, theory and numerical simulations. In this work, firstly, we emphasized some
concepts associated to the origins of the diffusion, which follow several researches started
in the XIX century, and also introduced the denifition of anomalous diffusion. Secon-
dly, we studied the development of some formalisms that incorporate the non-Markovian
anomalous processes in the diffusion scenario. Finally, we investigated some problems
involving anomalous processes and obtained the solutions using the method of Green’s
function for a system governed by a Fokker-Planck equation related to the comb model,
and for a fractional Schrodinger equation. We also used some ideas from the nonexten-
sive statistical mechanics to investigate a system governed by a nonlinear Fokker-Planck

equation.

Keywords: Anomalous Diffusion. Nonlinear Equations. Fractional Equations.
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Introducao

Historicamente, a ciéncia teve éxito em muitas descobertas que envolveram sistemas
estudados em uma escala menor, ou microscopica, demonstrando, assim, que compreender
a dinamica, a estrutura, dentre outros aspectos, em escalas menores, é de fundamental
importancia para descrever um comportamento macroscopico. Na Fisica, por exemplo, a
termodinamica [1] pode ser explicada pela mecénica estatistica de Boltzmann-Gibbs [2],
que estuda as leis que regem os sistemas em uma escala microscopica.

Na matematica, temos um exemplo disso dado pelas estruturas fractais que a natureza
possui, as quais se repetem quando aumentamos ou diminuimos a escala de observacao
delas. Descobertas pelo matemaéatico Benoit Mandelbrot, as estruturas fractais, abundan-
tes na natureza, tornaram-se tteis, mais tarde, para diversos sistemais naturais, como a
Borboleta de Hofstadter em mecanica quantica [3|, os padroes fractais de descongelamento
polar de Marte [4], e os cristais de gelo formados em vidros [5]. Os conjuntos de Mandel-
brot e Cantor sao exemplos de fractais famosos em matematica. O préprio Mandelbrot
desenvolveu um estudo sobre rugosidade, em que sua ideia era mensurar um nimero para
qualquer coisa rugosa.! E depois, ele ainda mediu a rugosidade do movimento browniano
- que sera descrito adiante, mas que pode ser visto como uma difusao de particulas mi-
croscopicas - e encontrou o nimero 1,33. Isso é um exemplo evidente da necessidade de
mensurar tudo quanto for possivel na natureza.

No cenério sobre dinamica de difusao?, o precursor foi o botanico Robert Brown, que
investigou, de maneira mais descritiva, o movimento irregular e incessante de graos de
poOlen suspensos em agua, e que ficou conhecido como movimento browniano. A pri-
meira explicacao formal desse fendmeno foi desenvolvida pelo fisico Albert Einstein que,
em 1905, publicou o artigo intitulado “Uber die von der molekular kinetischen Theorie

der Warme geforderte Bewegung von in ruhenden Flussigkeiten Suspendierten Teilchen”

'Em uma palestra dada por Mandelbrot no TED (do inglés Technology, Entertainment, Design -
Tecnologia, Entretenimento, Desenvolvimento), intitulada Fractals and the art of roughness (Fractais e
a arte da rugosidade), ele disse: “So what I did actually is to study this problem, and I found something
quite surprising. That one can measure roughness by a number...” - Entdo, o que eu fiz, na verdade,
foi estudar o problema, e eu encontrei algo bem surpreendente. E isso pode medir rugosidade por um
ndmero... (MANDELBROT, 2010, tradugao nossa).

2A palavra difusio é originaria do latim diffusionem, cuja forma esta associada ao verbo diffundere,
composto pelo prefixo dif (separar, em todas as dire¢oes) mais o sufixo fundere (derramar, espalhar).



(Sobre a Teoria Cinética Molecular do movimento térmico de particulas suspensas em
liquidos quiescentes), em que fornece uma descrigdo para o movimento browniano. Al-
gumas explicagoes do movimento browniano foram formuladas posteriormente [6], o que
s6 enriqueceu o estudo sobre difusao. Com o avancgo tecnologico, varios experimentos
em varios campos da Fisica foram realizados, mas, novamente, nenhum dos formalismos
explicavam os dados obtidos, por se tratar de fendmenos que possuiam interacoes, o que
fez emergir uma nova classe de problemas difusivos. Tais sistemas difusivos foram deno-
minados de andémalos, por fugirem das consideragoes feitas por Einstein e outros, e por
nao considerarem as correlacoes presentes no sistema.

A teoria da difusao usual, ou normal, que engloba o formalismo de Einstein, é uma das
aplicacoes da mecénica estatistica de Boltzmann-Gibbs. De acordo com a mecéanica clas-
sica, conhecendo o hamiltoniano de um sistema de muitos corpos e suas condi¢oes iniciais,
podemos determinar as equagoes de movimento e descrever o sistema, mas, para sistemas
com muitos corpos interagindo, isso se torna uma tarefa ardua. Uma alternativa consiste
em passar de uma descricao microscopica para uma descricao mesoscopica, investigando
a evolucao probabilistica de somente um componente do sistema na presenca de uma
forca externa e de uma variavel estocéstica, a qual representa, por sua vez, o efeito médio
das interagoes externas. Por isso, ¢ muito importante estudar aspectos probabilisticos da
difusao.

Tendo em vista isso tudo, esta dissertacao tem como objetivo estudar os formalismos
que envolvem os processos difusivos e suas aplicacoes. Para tanto, o primeiro capitulo
trata da difusao somente no que diz respeito a sua historia. No segundo capitulo, procu-
ramos introduzir algumas ideias sobre difusao e a necessidade de descrever tais fenémenos
matematicamente. No decorrer desse capitulo, foi feito o desenvolvimento de trés im-
portantes formalismos que, no ambito da difusao anémala, possuem grande impacto por
introduzirem os fenémenos difusivos anémalos de maneira elegante e convincente. O
primeiro desses investiga a din&mica sob a perspectiva do fisico Paul Langevin que, em
suma, é simplesmente a segunda lei de Newton com uma forga estocastica (aleatoria). O
segundo formalismo é o que envolve a dindmica da equagao mestra, assim, introduzimos
taxas de transicao nessa equacao, o que pode nos conduzir & equacao de difusao, & equagao
de Forkker-Planck usual e nao-linear; investigamos, também, a conexao dessas equacoes
com formas entrépicas. O ultimo dos formalismos é o CTRW (Continuous Time Random
Walk),? que fornece uma equagao que depende da distribui¢do do comprimento dos passos
e da distribuicao dos tempos entre cada passo. Tal formalismo implica as equagoes de
difusdo fracionarias [7]. Os proximos capitulos tratam de problemas que foram abordados
utilizando algumas generalizagoes apresentadas no capitulo 2, de modo a incorporar as
anomalias no transporte. Esses trés tltimos capitulos, que correspondem a aplicacoes,

podem ser lidos independentemente, isso porque o contexto fisico deles sao distintos e os

3Caminhante aleatério continuo no tempo.



formalismos que descrevem os processos difusivos sao diversos.

Sobre as aplicagoes abordadas nesta dissertacao, a primeira é sobre um modelo de
difusao bidimensional em que a difusao no eixo x, considerando o sistema de coordenadas
cartesiano, ocorre somente em y = 0. Para y # 0, a difusao ocorre somente em y
fixando a varidavel x. A ideia é simples, no entanto, esse sistema difusivo é anémalo, como
serd mostrado no terceiro capitulo. O problema é investigado via equagao de difusao
e na presenca de uma parede absorvente em x = 0. Introduzimos, também, derivadas
fracionérias temporais nos coeficientes de difusao em ambas as coordenadas. Os indices
fracionarios sao independentes e o intuito é incorporar efeitos de memoria e correlagoes
entre as particulas e, por fim, analisar os efeitos que a parede e as derivadas fracionarias
possuem sobre algumas propriedades do sistema. Tal problema pode ser tratado via
equacoes de Langevin, o problema sem a presenca da parede pode ser visto na referéncia
8]

No quarto capitulo, em um contexto diferente do anterior, mas ainda envolvendo a
equacao de difusao, investigaremos as solucoes de uma equacao de Fokker-Planck nao-
linear com termos de reagao. FEra sabido que a equagao de Fokker-Planck linear estéa
conectada com a entropia de Boltzmann-Gibbs via teorema H [1]. Como grande parte
dos fenémenos na natureza estao intimamente ligados a equacoes nao-lineares, o fisico
Constantino Tsallis estabeleceu uma conexao da equagao de Fokker-Planck nao-linear
com uma entropia mais geral proposta por ele. Tal entropia carrega um parametro q e,
quando ¢ — 1, ela se torna a entropia de Boltzmann-Gibbs. Diversos problemas, nao obs-
tante, foram abordados com a proposta de Tsallis [9] para sistemas nao extensivos. Nesse
contexto, investigaremos a equagao de Fokker-Planck nao-linear com termos de reacao
e com um laplaciano d-dimensional em uma simetria radial. Ainda no mesmo capitulo,
investigamos algumas solugoes para as equagoes de Verhulst e Fisher generalizadas [10],
que descrevem a dindmica de populagoes, tanto espacial quanto temporalmente.

Uma questao interessante é investigar os efeitos da difusao andémala na mecénica quan-
tica, o que serd assunto do quinto capitulo deste trabalho. O fisico Richard Feymann
redescobriu a mecanica quantica assumindo um argumento feito pelo fisico Paul Dirac,
que dizia que a amplitude de transicao de probabilidade de um estado para outro deve
ser proporcional & exponencial da agao do sistema. Logo, todos os caminhos na agao
contribufam para a amplitude de transicao, e tal forma deveria satisfazer o principio da
correspondéncia de Born. Assim sendo, Feymann construiu a equagao de Schrédinger.
Inspirado nessa formulagao, o fisico Nick Laskin generalizou essa ideia assumindo que a
amplitude de transicao de probabilidade entre dois estados quéanticos era proporcional
a uma distribuicao de Lévy da agao [11], o que implicaria uma equagao de Schrondiger
fracionaria, a qual, por sua vez, estaria ligada a dimensoes fractais. Neste capitulo, pro-
curamos encontrar solugoes para a equagao de Schrondiger com derivadas fracionarias

no tempo e no espago, considerando os seguintes potenciais: (i) V(z) = Vi(x) e (i7)



V(z) =WVid(x — 1) + Vad(x — 1y).
Por fim, fazemos uma conclusao geral, abordando os resultados mais interessantes e

pertinentes mencionados no trabalho.



Capitulo 1

Uma breve historia da difusao

A difusao é um fenémeno que esta presente em diversos sistemas das mais diversas
areas da ciéncia. Na natureza, a difusao é um processo que tende a modificar o sistema
até que ele atinja um estado de equilibrio. Compreender os formalismos que descrevem
tais fendmenos difusivos é de grande importancia, pois nos possibilita entender as causas
do mecanismo e suas generalidades. E isso sem considerar sua vasta area de aplicacao,
ja que o fenomeno difusivo ocorre em diversos sistemas fisicos e complexos, por exemplo:
para difusao de massa, de energia, de torque, de momento.

A importancia de se compreender os processos difusivos surgiu com a necessidade de
entender como se dava a condugao de calor. O matematico Jean Baptiste Joseph Fourier
foi um dos pioneiros a estudar e elucidar alguns conceitos centrais sobre difusao [6], especi-
ficamente no estudo de conducao de calor Eq.1.1. Apos alguns pesquisadores importantes
para a histéria da difusao, como Thomas Graham, Adolph Eugen Fick e William Chan-
dler Roberts-Austen, que investigaram a difusao de gases em soélidos, leis fenomenologicas
entre outros aspectos, a equacao de difusao assumiu uma forma conhecida, que mais tarde

seria redescoberta por outros cientistas, como Einstein e Smoluchowski:

8T:a<82T 0T 82T>

ot Ox? * oy? * 022 (1)

O matematico francés Pierre Simon de Laplace tentou dar uma prova matematica
para o teorema do limite central, que, na época, era de grande importancia para a teoria
de probabilidades. Tal teorema afirma que a soma de n varidveis aleatorias distribuidas
independente e identicamente 1, o, ..., x,, com valor médio 0 e variancia 2, assintoti-
camente se aproximam de uma distribuicao normal ou Gaussiana com valor médio u e
variancia o2. Apos esse feito, Fourier, em sua grande obra intitulada Théorie Analytique
de la Chaleur® [12], publicada em 1822, considerou, por exemplo, uma linha infinita con-

tendo uma certa quantidade de calor distribuida em um pequeno segmento w localizado

ITeoria Analitica do Calor.



em z =0 e em t = 0, cuja temperatura aumenta para um valor f. Em qualquer outra
regiao, a temperatura é zero. Fourier demonstrou que a equacao diferencial para esse

problema é satisfeita por

wf 22
Tar, 1.2
\/47T77te (1.2)

Sendo wf a forga da fonte e n = K/CD é a difusividade térmica.

T —

Apos tal feito, iniciou-se os primeiros passos da teoria que ficaria conhecida como
Random Walk ou caminhada aleatoria.

Em 1828, o botanico Robert Brown publicou uma descricao de suas observacoes mi-
croscopicas [13] realizadas em 1827, quando ele estudou o movimento irregular e incessante
de particulas suspensas na agua, as quais ele denominou de moléculas (molecules). A esse
movimento, deu-se o nome de movimento browniano, que foi elucidado pelo fisico Al-
bert Einstein em 1905, em seu artigo intitulado “Uber die von der molekular kinetischen
Theorie der Warme geforderte Bewegung von in ruhenden Flussigkeiten Suspendierten
Teilchen” [14], no qual ele descreve a sua teoria de difusdo de pequenas esferas em sus-
pensao. Einstein considerou particulas irregularmente dispersas em um liquido no estado
de equilibrio dindmico, sobre as quais atua uma forca que depende somente da posicao,
e, por simplicidade, o caso é unidimensional. Assumindo que a variacao da energia livre é
nula em um comprimento infinitesimal dx, Einstein encontrou a relacao para o coeficiente
de difusao, D:

_RT 1

N 6rkP’ (1.3)

onde P é o raio das particulas, k é a viscosidade do liquido, N é o niimero de mols, T a
temperatura e R a constante universal dos gases. Dessa maneira, Einstein demonstrou que
o coeficiente de difusdo depende (exceto pelas constantes universais e pela temperatura
absoluta) somente do coeficiente de viscosidade do liquido e do tamanho das particulas
suspensas. Tal relagao mais tarde foi encontrada pelo fisico francés Paul Langevin, que
utilizou um formalismo ainda mais simples e mais intuitivo - que discutiremos com mais
detalhes no decorrer deste capitulo. Ainda neste mesmo artigo [14], Einstein sugeriu que
o movimento entre as particulas fosse independente e que o tempo observavel fosse muito
maior que o tempo de colisao entre as particulas, por conseguinte, derivou uma equagao
diferencial para a densidade de particulas em fung¢éo do espago e do tempo, [14]:

) 0?
- F(@,1) = D= f(a, 1) (1.4)

Dessa forma, Einstein obteve a expressao do percurso quadratico médio do movimento



irregular das particulas suspensas em um liquido,

RT 1
N =2Dt = — t.
() N 37kP

(1.5)

Tal expressao forneceu um caminho para determinar o ntimero de Avogadro. 2 As
experiéncias de Jean Perrin [15] e colaboradores consistiram em registrar a observagao
no microscopico do movimento de um conjunto grande de particulas em suspensao, cuja
forma esférica podia ser muito bem controlada. Nas suspensoes utilizadas, essas experi-
éncias verificaram o comportamento ideal da pressao osmoética e a lei de forca de Stokes,
ingredientes importantes na teoria de Einstein. Além disso, produziram, também, uma
nova estimativa para o ntimero de Avogadro. Em 1926, Perrin ganhou o prémio Nobel
de Fisica devido ao trabalho intitulado Discontinuous Structure of Matter [15], no qual
se encontram as medidas do movimento browniano com base nos trabalhos de Einstein e
Smoluchowski.

O fisico polonés Marian Smoluchowski ressaltou que nao é possivel estimar a velo-
cidade de uma particula ao observa-la no microscopio, apenas observar a sequéncia das
posicoes médias da particula, resultante da soma de uma enorme quantidade de segmentos
diminutos e totalmente invisiveis, ao longo da qual a particula realiza movimento térmico
rapido. O resultado visivel é o movimento difusivo no espago da posicao com mudancas
de direcao, permitindo a descrigdo em termos de um aparente caminho livre médio. Ou
seja, o movimento de uma particula browniana é resultado da flutuacao no nimero de
colisoes com os atomos do fluido e, enquanto Einstein obteve o percurso médio quadratico
partindo de leis gerais da mecéanica estatistica e da difusao, Smoluchowski o fez por meio
de uma anélise detalhada do mecanismo da particula browniana [16], [17] e [1§].

Smoluchowski inicialmente encontrou que a probabilidade (condicional) W (x,t) de que
uma particula suspensa que comec¢a do ponto xy, na auséncia de um campo externo, al-
cance o ponto x no tempo t ¢ dada por uma distribuicao gaussiana. Ele também encontrou
a probabilidade condicional do movimento browniano para uma particula sujeita a um
campo externo simples, como o gravitacional, o centrifugo e o de um oscilador harménico
simples, V(x) = az?, em que Smoluchowski pode identificar uma forma para a equagio
de difusao que implicava nessas solugdes encontradas por ele [19] e [20]. Tal equagao tinha
a forma daquela que, tempos depois, seria chamada de Fokker-Planck.

Neste seguimento sobre o movimento browniano, o fisico Adriaan Daniel Fokker publi-
cou, em 1914, um artigo intitulado “Die mittlere Energie rotierender elektrischer Dipole
im Strahlungsfeld”® [21], no qual considerou um grande ntimero de dipolos elétricos na
presenca de um campo de radiagao, tendo como objetivo determinar a distribui¢ao de

probabilidade para o caso estacionario e, consequentemente, a energia média de rotagao

2E o ntimero de atomos em 12 gramas do isétopo de carbono-12.
3Energia média de rotacdo de dipolos elétricos em um campo de radiacao.



em funcao do campo. Fokker obteve uma equacao que diz ser uma generalizacao daquela
obtida por Einstein em seu trabalho sobre o movimento browniano. Tal artigo de Fok-
ker foi util para Max Planck estudar o calor especifico de moléculas diatémicas e suas
linhas espectrais. Em 1917, Fokker publicou o artigo intitulado “Uber einen Satz der
statistischen Dynamik und seine Erweiterung in der Quantentheorie” [22], no qual Planck
estendeu o resultado de Fokker, além de demostra-lo formalmente. A equacao publicada

por Planck possui a forma

0 16?

G0 =5 5s0W @) - o FaWla.0) (16)

que fornece a probabilidade de se encontrar uma particula browniana em um dado mo-
mento ¢ para um dado tempo ¢, sob a influéncia de uma forga externa f(t) = %.

Desde entao, diversos formalismos e generalizagoes foram feitos neste palco sobre di-
fusao e as formulagbes para descrever tais sistemas tomaram grandes proporg¢oes, por
exemplo: hoje é possivel simular tais processos considerando a interacao de muitos cor-
pos, a geometria da particula, entre outros fatores. Mas a natureza certamente ¢ mais
complexa do que possamos imaginar. De fato, se considerarmos a interacao, a energia, o
momento, a dimensdo, a inomogeneidade do meio (por exemplo, meio poroso Fig.(1.1),
entre outros fatores, a natureza do processo de difusao, na maioria das vezes, torna-se

andmala, por nao poder ser aproximada para um caso mais ideal.

S50um ¥

Figura 1.1: Meio poroso. Fonte: Imagem obtida por meio da técnica da Microscopia
Eletronica de Varredura no Laboratério de Materiais - Fisica/UEM - Crédito: Taiana
Bonadio.

Em 1926, o cientista inglés Lewis Fry Richardson publicou o artigo “Atmospheric
Diffusion shown on a Distance-Neighbour Graph” [23]|, que se baseia em medidas da
difusividade D de sistemas que vao desde tubos capilares até ciclones, para propor um

formalismo coerente que compreenda toda essa variagao da difusividade. Richardson, ao



notar que a equacao de Fick? ndo fornecia resultados satisfatério, propoés uma equacao
com o coeficiente de difusao dependente da variavel espacial e denominou-a de Non-
Fickian Diffusion. Com esse coeficiente de difusao, ele ajustou os dados a variancia e
percebeu que esta era proporcional a t?, comportamento que denominado superdifusao,
porque a variancia crescia de uma forma mais rapida que a usual descoberta por Einstein
e Langevin.

Trés décadas depois, a difusao andmala apareceu principalmente nas pesquisas sobre
polimeros [24]- [25]. Na década seguinte, varias pesquisas experimentais demonstraram a
existéncia de difusao nao usual em plasmas [26]- [27], em metais [28] e em semicondutores
[29], ou seja, desde essa época, a difusao andomala é estudada na teoria de transporte.
Apesar de tantas evidéncias experimentais, os modelos teéricos da época nao conseguiam
explicar as anomalias difusivas, necessitando, portanto, de novas teorias para descrever
tais fendmenos.

Em relacao a essas novas teorias, houve varias generalizacoes para que esses diversos
comportamentos fossem incorporados. Uma ferramenta de grande importancia para o
desenvolvimento de novas propostas foi a generalizagao do teorema do limite central. Os
matematicos Boris Vladimirovich Gnedenko e Andrey Kolmogorov generalizaram o teo-
rema do limite central para distribuigoes com variancia infinita, em que o segundo ou o
primeiro momento é infinito. Tal teorema fornece que, assintoticamente, se obtém uma
distribuicao de Lévy. Se o teorema do limite central representava a difusao usual, este
representa uma difusao mais andémala, pois o comprimento dos passos pode ser maior,
ou seja, a cauda da distribuicao é longa®, que possui aplicacoes como no movimento de
animais durante forageamento [30], na difusdo de dtomos frios [31] e em alguns sistemas
fora do equilibrio [32]|. As distribuigoes de Lévy e outras que possuem cauda longa foram
encontradas a partir de resolugoes de equacoes de difusao: de ordem nao inteira fraci-
ondrias, nao-lineares, com um potencial de longo alcance, com termos de reagao, com
coeficiente de difusdo com dependéncia espacial e temporal (caminhante turbulento), nao-
lineares no contexto da mecanica estatistica nao extensiva, entre outras; e a partir de
outros formalismos, como a equagao de Langevin generalizada com correlagao de longo
alcance, a equacao mestra, as equacoes para o caminhante aleatorio Random Walk. Varios
experimentos foram realizados e, juntamente com os avancos dos formalismos, tornou-se
convencao classificar difusao anémala em relagao a distribuicao gaussiana do movimento
browniano como sistemas superdifusivos e subdifusivos através da variancia o? ~ t*, sendo
que o = 1 representa a difusao normal, o > 1 representa a superdifusao e a < 1 repre-

senta a subdifusao, que é uma maneira simples de analisar o comportamento da cauda da

4A equacdo de Fick no equilibrio dinamico é dada por: %’ = D%, sendo y a concentragao da solugao.

A cauda longa é o nome de uma caracteristica conhecida de algumas distribui¢des estatisticas (como
as leis de poténcia, a distribuigdo de Pareto e a lei de Zipf). Quando comparada a uma distribui¢do
normal, ou Gaussiana, a distribuigao de cauda longa apresenta uma quantidade muito maior de dados ao
longo da cauda.



distribuicao.

Juntamente com o desenvolvimento dos formalismos, os fendmenos anémalos comeca-
ram a aparecer nos mais diversos sistemas. Atualmente, diversos formalismos tém sido
desenvolvidos e as aplicagdes ocorrem nas mais diversas areas da Fisica [33] como em
sistemas complexos. Um exemplo interessante em sistemas complexos estéd presente no
comportamento do macaco-aranha Fig. 1.2.

No capitulo seguinte, vamos descrever trés formalismos importantes no cenario da
difusao andémala, por gerar distribuicoes generalizadas. O primeiro deles é sobre a di-
namica da equacao de Langevin, que, de maneira intuitiva e clara, explica o movimento
browniano. No segundo caso, a dinamica da equagao mestra, e como ela gera a equagao
de Fokker-Planck usual e nao-linear no contexto da mecéanica estatistica generalizada. A
terceira segdo trata do caminhante aleatoério continuo no tempo (Continous Times Ran-
dom Walks) e, desse formalismo, derivamos equagoes de difusdo fracionarias, que sdo

fundamentais nesse contexto de movimento browniano generalizado.

startiend FQ }
end

(a) (b)

: (c) (d)

Figura 1.2: Tipicas trajetorias de macacos-aranha na floresta da peninsula de Yucatan no
México, que correspondem a um processo difusivo nao usual [34].
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Capitulo 2

Aspectos formais na dinamica das

difusoes normal e antmala

Neste capitulo, o principal objetivo é apresentar os aspectos formais que modelam
matematicamente um fendémeno importante na natureza, a difusdao. Para tanto vamos
apresentar brevemente como os principais formalismos foram construidos e porque eles

podem incorporar um tipo de difusao mais geral.

2.1 Dinamica de Langevin e extensoes

Neste cenario sobre difusao, o formalismo desenvolvido pelo fisico francés Paul Lange-
vin no artigo intitulado “Sur la théorie du mouvement brownien” [35] descreve o processo
de maneira diferente das ideias de Einstein e Smoluchowski. O formalismo de Lange-
vin permitia que varios problemas envolvendo difusao pudessem ser tratados de maneira
mais facil, e algumas generalizacoes foram desenvolvidas juntamente com as equagoes de
difusao e suas extensoes.

Langevin considerou, primeiramente, o teorema da equiparticao da energia cinética

para varios graus de liberdade de um sistema em equilibrio térmico, em que a particula

. P . sy ., 1:. RT -
suspensa em qualquer tipo de liquido tem uma energia cinética média 537, igual a de
uma molécula de gas em uma dada dire¢ao na mesma temperatura, sendo R a constante

universal dos gases, T' a temperatura do gas e N o nimero de mols do gas. Se v = ‘fl—f
é a velocidade na direcao em consideracao, temos, entao, que, na média de um grande
nimero de particulas idénticas de massa m,

— _RT

2 . 2.1
my N (2.1)

A particula considerada é grande em relagao a distancia média entre as moléculas do

liquido. E, movendo-se com velocidade v em relacao ao fluido, ela sofre uma reacao viscosa
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dada por —6mamvr de acordo com a féormula de Stokes, em que a é o raio da particula e
v € a viscosidade do fluido. Na verdade, esse valor é apenas uma média e, em virtude da
irregularidade dos impactos das moléculas ao redor, a interagao do fluido com a particula
oscila em torno do valor precedente de tal maneira que a equacao de movimento é dada
por

Az

dx

A forca externa X é a variavel estocéstica que define a dindmica no sistema. Tal forca
¢ aleatdria e pode ser positiva ou negativa, sendo que a correlagao temporal é da forma
(X)X (t)) ~ d(t —t'), ou seja, o sistema possui uma correlagdo de curto alcance, o que
descreve o caso sem interacao. Quando isso ocorre, tal variavel é dita ser um ruido branco
ou gaussiano [36]. Mais adiante, vamos discutir o caso em que o ruido possui uma fungao
correlagao de longo alcance.

Seguindo a discussao de Langevin, a equagao (2.2) multiplicada por x pode ser reescrita

da seguinte forma,
——a? —1v* = “3rap—2° + Xux. (2.3)

Se considerarmos um nimero grande de particulas idénticas e tomarmos a média da

Eq. (2.3) escrita para cada uma delas, o valor médio do termo Xz é, evidentemente, nulo,

devido as irregularidades das forcas complementares X. Se escolhermos z = %, temos
que

mdz RT

— 43 = —. 24

5 q + 3mpaz N (2.4)

A solucao geral,
z2=— +C 6_6Tut,
N 3mpa

entra em um regime constante, no qual ela assume o valor constante do primeiro termo

m
6mpa

no fim de um tempo da ordem de ou de aproximadamente 10~% segundos para as
particulas para as quais o movimento browniano é observavel.

Portanto, para uma taxa constante de agitagao, temos

dz> RT 1

—_ = 2.5
dt N 3rpa’ (2:5)
e, consequentemente para um intervalo 7,
— — RT 1
2 _ 2 2.6
CTRTN 37ruaT’ (26)
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o deslocamento da particula é dado por
T =x9+ \,.

E, uma vez que esses deslocamentos sao indiferentemente positivos e negativos, podemos

escrever

-— — — RT 1
A = 2 _ 2:—
T N 37r,ua7-

8N

(2.7)

Dessa maneira, Langevin, aplicando a segunda lei de Newton para representar uma
particula browniana e introduzindo uma variavel estocastica, obteve a mesma férmula
obtida por Einstein. Esse formalismo, mais tarde, passou a ser formalmente investigado
e amplamente utilizado.

Na proxima secao, apresentaremos a Equagao de Langevin Generalizada.

2.1.1 Equagao de Langevin generalizada

A equacao de Langevin, quando generalizada, considera uma classe de ruidos e fun-
¢oes correlagoes que podem ser, por sua vez, uma ferramenta poderosa para analisar
varios sistemas fisicos e complexos. Por exemplo, a dinamica estocastica de processos
nao-markovianos presentes em varios cenarios, tal como as reac¢oes de fusao nuclear [37],
cuja nao localidade pode induzir um efeito memoria na velocidade da particula; a dina-
mica anomala em polimeros no processo de relaxagao [38]; os meios viscoelasticos [39];
o decaimento nao exponencial no tempo em processos de dinamica molecular [40]; e os
sistemas quanticos nao estacionarios [41].

A origem da Equagao de Langevin Generalizada (ELG) se remonta ao ano de 1964,
quando Hazime Mori desenvolveu um formalismo que permitiu investigar processos onde
a interagao entre as particulas nao é instantanea [42|. Tal formalismo tornou-se uma nova
ferramenta para os estudos de sistemas com memoria, em que o ruido em um dado instante
esta correlacionado com o ruido em outro momento e a trajetéria da particula permanece
como se o passado tivesse influéncia no presente. A equacao de Langevin unidimensional
generalizada ¢ dada por

d> ¢ d
m—ux(t) = —m'y/ C(t—t)—=z(t)dt' + X(t), (2.8)

dt? 0 dt’
em que ((t) é a funcao correla¢do do sistema e X (¢) consiste na forga estocéstica a que
a particula estd sendo submetida. A memoria surge aqui explicitamente e, em principio,

permite estudar um amplo ntumero de processos correlacionados. As fungoes ((t) e X (t)
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satisfazem as seguintes propriedades

Jim ¢(#) =0, (2.9)
(X(t)) =0, (2.10)
C(t — ) = (X()X({H)) = myksTC(t —t). (2.11)

Essa tltima equacgao representa a correlagao entre as forgas aleatorias que agem no sistema
tanto no tempo presente t, quanto nos tempos passados t’, e isso representa um efeito
memoria no sistema. Note que a Eq.(2.9) mostra que o passado distante nao tem influéncia
sobre o sistema e representa uma condi¢ao de mistura, pois grande parte da informacgao
do passado foi perdida, ou seja, o sistema independe da maneira como foi preparado, esté
termalizado. Para o caso em que o sistema nao apresenta correlagdo, temos ((t — t') =

d(t — t') (ruido branco), o que implica
(X)X (")) =mykgTo(t —t'),

que é conhecido como teorema da flutuagao e dissipagao [43|, pois relaciona as forgas
estocasticas responsaveis pela flutuagao com a viscosidade do sistema . Mas, neste caso,
o instante t nao tem relagdo nenhuma com o instante ¢’ para t # t'.

Sobre a forga estocastica X (t), ela pode ser escolhida aleatoriamente de uma distri-
bui¢ao com cauda longa ou gerada de uma outra equacao de Langevin com ruido branco.
Se assim o for, dizemos que o ruido pode nao ser mais branco, e sim colorido, pois nao é
mais tirado de uma distribuigdo gaussiana. Se a forga estocastica satisfaz a Eq. (2.11),
dizemos, entao, que ela satisfaz o teorema da dissipagao e flutuacao generalizado.

Um exemplo de ruido que possui correlacao de longo alcance é o ruido fracionario, que

possui a funcao correlacio (By(t') By (t —t')) ~ t2h—2

, em que h é o expoente de Hurst [44].
Para h = 1/2, recuperamos o ruido branco; para h < 1/2, o sistema é superdifusivo; e,
para h > 1/2, o sistema é subdifusivo.

A constante de difusao definida por Kubo [45|, D = fOOOC (t")dt', faz sentido apenas
quando a integral temporal de C(t) converge. O resultado também nao faz muito sentido
quando a integral é nula. Assim, podemos escrever a constante de difusao da seguinte

forma

t
D:/CMW,
0
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e, logo, o desvio quadratico médio

lim (z°) = lim 2D(t)t. 2.12
fm ) = fim 2D(2) (2.12)

Portanto, a equacao de Langevin generalizada inclui processos nao-markovianos e ano-
malos. Ha outras generalizacoes da equacao de Langevin, inclusive uma importante foi

feita pelo matemético Kiyoshi It [46], que escreveu a seguinte equagao:

dx
= = Ale.) + Bla, )X (1) (2.13)

que, para um ensemble! de particulas, e onde A(x,t) e B(z,t) sao fungdes quaisquer, a

equagao 2.13 corresponde a equagao:

0 0 1 02

—P(z,t) = —— t)P(x,t)] + == [B*(z,t) P(x,t)]. 2.14

£oP(,t) = — [ A, ) Pl )] + 55 (B, )P, ) (2.14)
Na proxima secdo, estudaremos, via equagao mestra, como se obtém a Eq. (2.14). Antes
disso, vamos destacar alguns pontos da equagao que descreve a probabilidade no espaco

de fase e que representa a ELG Eq. (2.8).

2.1.2 Conexao entre equacao de Kramers equacao de Langevin

Generalizada

Agora, vamos focar na equacao generalizada de Kramers, que nos fornece a densidade
de probabilidade p(x,v,t) no espago de fase para um dado instante de tempo ¢. Segundo
a abordagem proposta por Khan e Reynolds [47], tal equagao nos fornece uma equagao de
difusao generalizada que engloba efeitos que podem incorporar comportamentos anémalos
para difusao. Ela ¢ dada por

t
(% + v%)p(z, v,t) = —% [p(x, v, t) /0 C(t— t')v(t’)dt’] (2.15)

N aa_; Otdt/<X(t)X(t/)><5(U(t)_U)exp</:g(u)du>>a

e é correspondente a ELG, como apontado em [48], exceto pelo comportamento balistico
que a equagao de Langevin apresenta para tempos curtos. Observamos que a equagao
de difusao sempre envolve a variavel espacial. Dessa forma, é possivel obter as seguintes
equacoes:

0 0

5P+ 5. Pi=0 (2.16)

'E um conjunto de sistemas, que diferem em condicdes intrinsecas (forca estocéstica), mas sdo esta-
tisticamente idénticos.
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%Pv + —Pv2 / C(t—t")(Po)dt (2.17)

onde P = ffooo p(x,v,t)dv, Pv = ffooo vp(z,v,t)dv e Pv? = ffooo v2p(z,v,t)dv. Formal-
mente, a Eq. (2.16) é a equagao de continuidade e foi obtida integrando a Eq. (2.15) em
relagdo a v. A Eq. (2.17) foi obtida multiplicando a Eq. (2.16) por v e integrando nessa
mesma variavel. Substituindo a Eq. (2.16) na Eq. (2.17), obtemos a seguinte equagao de
difusao:

2

0x?

0? b0
@PJF/ dt—PC(t—t)

—(Pv?). (2.18)
Dependendo da escolha de ((t) e da escala temporal considerada, a Eq. (2.18) pode ser
relacionada a diversos casos, tal como as equagoes de difusao fracionarias que discutiremos,
com mais profundidade, mais adiante. Em particular, a Eq. (2.18) pode ser considerada
uma generalizagdo da equagao de Cattaneo [49], que é definida para ((t —t') = 6(t —
t'), que se trata de uma equagao de difusdo hiperbolica. Com a equagdo de Catteneo
podemos tratar situagoes em que o nimero de colisoes é finito no tempo, situacao esta
que nao esté presente na equacao de difusao usual. De fato, a equacao de difusao é uma
aproximacao valida sempre que a escala de tempo é grande se comparada a escala das
colisoes microscopicas.

Como apontado em [50], uma das propriedades mais intrigantes da equagao de difusao
¢ que a velocidade de propagagao da informacao ¢ infinita. No entanto, a inclusao de uma
frequéncia de colisao finita no sistema pode criar dificuldades adicionais para tratar o
problema. Em contrapartida, a Eq. (2.18) possui o termo de segunda derivada no tempo
e um Kernel de convolugao com a funcao de correlacao, e tais termos implementam
memoria temporal no sistema e incorporam processos nao-markovianos. Em particular, o
primeiro termo do lado esquerdo da Eq. (2.18) representa uma equagao do tipo Cattaneo;
e o segundo pode incorporar efeitos memoria por poder incluir fungoes correlagoes do
tipo lei de poténcia, que, em alguns casos, podem representar uma derivada de ordem nao

inteira (fracionaria).

2.2 Dinamica da equacao mestra

A equagao que governa a dinamica estocéstica de processos markovianos? (memoria
temporal curta) é conhecida como equacao mestra, sendo importante em fisica estatistica

devido a sua vasta area de aplicacao. A mesma tem sido aplicada, também, a diversos

2A probabilidade de que um objeto passe de um estado para outro (que pode ser o mesmo que o
inicial) em um perfodo de tempo depende apenas desses dois estados.
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problemas em quimica, biologia, dinamica de populacoes, semicondutores, entre outros
casos.

Uma vez que esses sistemas estocasticos evoluem no tempo, a probabilidade de encon-
trar o sistema em um dado estado muda até ele atingir um estado estacionario, dinamica
esta incorporada a equagao mestra.

Nesta secao, vamos dar uma ideia da construcao dessa equacao e mostrar quais con-
sideracoes devem ser feitas para que se possa obter a equacao de Fokker Planck.

Para dar uma prova breve, vamos tomar a relagao de Chapman-Kolmogorov [51], que
é dada por

P(n,ts;i,t;) ZP s 4 t) P(nytrn, ).

Somando sobre as varidveis iniciais, temos

P(n,ty) = ZPmt (m,t;n,ty).

sendo t,, = t. Vamos interpretar P(m,t;n,t;) como uma probabilidade de transicao e,

para tanto, considerar ¢; =t + At. Fazendo a derivada no tempo em P(n,t), temos

QP(n ) = Iim (P(n,t—i—At) —P(n,t))

ot At—0 At
_ 1
= Alirilo ~ Z P(m,t)(P(m,t;n,t + At) — ). (2.19)

Como At é muito pequeno, podemos expandir P(n,t + At) em torno de zero, obtendo,

assim,

P(m,t;n,t + At) = G [1 —ary wlm(t)} WA+ (2.20)
l

em que wy,, ¢ a taxa de probabilidade de transi¢do. Na Eq. (2.20), wy,,At é a pro-
babilidade de ocorrer uma transicao do estado m para n no intervalo At. Similarmente,
[1 A wlm(t)} ¢ a probabilidade de nao ocorrer tal transigdo. Substituindo a Eq.
(2.20) em Eq. (2.19), obtemos a chamada equagao mestra:

%P(n t) = Y [P(m,t)wmn(t) — P(n,t)w,m(t)). (2.21)

m

Ela nos fornece a taxa de mudanga da probabilidade P(n,t) devido a transigoes do estado
n para todos os demais estados (primeiro termo do lado direito da Eq.(2.21) e devido a

transi¢ao dos demais estados para o estado n (segundo termo do lado direito da Eq.(2.21).
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A equagao mestra em sua forma continua pode ser escrita como:

%P(az,t) = /d:v'[P(x',t)wx@x(t) — P(x,t)wy . (t)]. (2.22)

Na proxima segao, estudaremos equagoes de difusao fracionarias e mostraremos uma

conexao do formalismo do caminhante aleatorio com a equagao mestra.

2.2.1 Equagoes de Fokker-Planck linear e nao linear

Vamos iniciar o procedimento de obtencao da equacao de Fokker Planck fazendo a
derivacao da equagao de difusao a partir da equacao mestra. Sabemos que, para o mo-
vimento aleatoério, a probabilidade do caminhante dar um passo para a direita ou para a
esquerda é a mesma, portanto, a equagao mestra pode ser escrita como

9 o0
aP(An, t) = Z [P(AmM, )Wy n (A1) — P(AR, )W, m(AD, 1)], (2.23)

m=—0oQ

em que P(An,t) é a probabilidade de se encontrar o caminhante no ponto z = An no

tempo t. Para esse caso, a taxa de transicao sera dada por

D
wi (A ) = F(ék,l—&-l + Ok i—1)- (2.24)

Substituindo a Eq.(2.24) em Eq.(2.23), obtemos

0 . D
QP(:L’,t) = ilglOF[P(A+x,t)+P(x—A,t) — 2P (x,t)
82

Concluimos, entao, que, no limite de passos infinitesimais, a equagao mestra se reduz a
equacao de difusao. Para obtermos a equacao de Fokker Planck, devemos escolher a taxa

de transicao de probabilidade como sendo

D
wa(A, t) = 5k7l+1A(k'A> —+ P((Sk,ﬂrl + (5]?’[,1), (226)
e tal equacao incorpora uma forca sobre o sistema. E, como foi feito anteriormente,

obtemos

—%[A(x)P(x,t)] + 'Da—zP(x,t), (2.27)

0
—P(x,t) = 907

ot

que é a equacao de Fokker-Planck. Na proxima secao, iremos derivar a equacao de Fokker-

Planck nao linear e estabelecer a conexao dessa com uma entropia generalizada.
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Nesse cenério de equacao mestra, podemos investigar a difusao anémala. Esse tipo
de difusao, como dito, pode envolver distribuicoes de cauda longa ou curta, devido aos
efeitos do comportamento coletivo das particulas constituintes entre outros fatores. Para
tentar obter uma equacao de difusao nao linear via equacao mestra, a construcao é feita

de maneira fenomenolégica, impondo a seguinte taxa de transicao:

W (A1) = —%%H FEA)A[P(RD, )] +
1

+A2

(Ok 141 + Oka—1)T[P(EAE), R(IA, ). (2.28)
Na equagao acima, f(k/\) representa uma forca externa, a[P] e I'[ P, R] sao funcionais que
dependem de P e R de estados k e [ diferentes. Comparando com a Eq. (2.26), notamos
que os funcionais modificam as taxas de transicao, que antes eram lineares. Fazendo

x =l e, posteriormente, aplicando o limite de A — 0, obtemos a seguinte equagao:

%P(;@, t) = —%{f(x)\ll[[)(x, £} + %{Q[P(x, t)](%P(x, H}. (2.29)

sendo
V[P (z,t)] = P(x,t)a[P(x,1)], (2.30)
Q[P(z,)] = |T[P(z, )] + P(z,1) (Gipr[P, R - %F[P, R])} . (2.31)

A equagao Eq. (2.29) descreve a difusao do sistema em condi¢oes nao lineares e na
presenga de uma forga externa f(x) = —d¢(x)/dx. Os funcionais Q[P] e I'[P] séo de
classe C1, ou seja, a primeira derivada é continua.

A Eq. (2.29) é uma generalizacao da equagao de Fokker-Planck, e tal proposta é
interessante, pois ela esté conectada a uma generalizacao da entropia através do teorema
H.

2.2.2 Equagoes de Fokker-Planck, teorema H e entropias

A termodindmica é uma teoria fenomenologica [1], diferente, portanto, da mecanica
estatistica, cuja teoria estuda os componentes de um sistema e assume que, para um
ensemble, esses possuem um comportamento estatistico idéntico. A mecénica estatistica
[2] teve inicio com as pesquisas dos fisicos James Clerk Maxwell e Ludwig Boltzmann, que
conseguiram explicar a termodindmica usando médias sobre os constituintes do sistema.
Os dois pesquisadores atribuiram uma série de vinculos matematicos e hipoteses, o que

restringiu a teoria de ser aplicada em sistemas mais complexos e fora do equilibrio. Na
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termodinamica, a entropia é uma grandeza que mensura o grau de irreversibilidade de um
sistema e, na mecanica estatistica, ela aparece como uma fun¢ao do niimero de estados
acessiveis do sistema. Nesse caso, ela ficou conhecida como entropia de Boltzmann-Gibbs.
A entropia Spg de Boltzmann-Gibbs esta conectada a equacao de Fokker-Planck por meio
do teorema H, pois a equacao de Fokker-Planck tem como solugoes formas que maximizam
a forma entroépica.

O teorema H foi proposto também por Boltzmann, que investigou a evolugao temporal
das distribui¢oes de particulas de um gas diluido com inomogeneidades. Se nenhuma
forca externa atua sobre o sistema, criando, assim, solugoes estacionarias, o sistema deve
tender ao equilibrio apds um tempo suficientemente longo. Tal resultado ficou conhecido
como teorema H [2]. A ideia é simples, seja f(¢) uma fungdo mondtona, decrescente e
limitada inferiormente, ela se torna estacionaria para o limite t — oo e obedece a seguinte
relacao: fl—{ < 0. A funcao H de Boltzmann é um caso da funcao anterior. Podemos
definir um funcional semelhante para sistemas fora do equilibrio e na presenca de campo
potencial [52].

Para proceder com o raciocinio, suponhamos uma forma entropica geral, escrita da

seguinte forma:

S[P] = / dxg[P(z,t)];  g(0) =g(1) =0; d—sz <0, (2.32)
a desigualdade define a concavidade da entropia e impomos que g[P] ¢ de classe C?.

Vamos definir energia livre e energia interna como

1 o0
F=U- ES, U —/_ dxo(x)P(z,t), (2.33)

o0

respectivamente, sendo 3 = ﬁ Queremos mostrar que

dF

— <0.
dt —

Fazendo a derivada no tempo para Eq. (2.33) e usando a defini¢ao para a energia interna

e a entropia, obtemos:

‘;_f _ %( /_ Z dmgzﬁ(x)P(x,t)—% /_ Z drglP(z.1))) (2.34)
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Substituindo a Eq. (2.29) na Eq. (2.34) e desenvolvendo as integrais, obtemos

62_1; — _/_de{q/[P]de)+Q[P]g—f} (2.35)

{dcﬁ(-?«") _ 1d%g[P] 5_P}
dx B dP? Ox )’

X

A condigao para a derivada temporal é obtida se assumirmos uma relagao entre a forma

entropica e a equacao de Fokker-Planck nao linear

1 d?g[P QP
Lol an (2.36)
3 dP? ~ U[P]
Assim sendo, temos que essa condicao é suficiente para provar o teorema H,
dF % dop(r)  Q[P]OP\?
—_— = - d@P(— ——) <0. 2.37
dt /_Oox” dr UPloz) = (2.37)
Note que, para Q[P] = 1 e W[P] = P, recuperamos o caso usual para a equagao de

Fokker-Planck. Da mesma forma, usando a Eq. (2.36), podemos recuperar a entropia de
Boltzmann Gibbs. E é interessante notar que outra classe de entropias pode ser encontrada
dependendo das escolhas que tomamos para os funcionais Q[P] e W[P]. Se escolhermos
a razao /U ~ P72 podemos encontrar a forma entrépica proposta por Constantino
Tsallis [9]. Tal generalizacao da entropia possui um parametro ¢ e, no limite de ¢ — 1, a
entropia de Boltzmann-Gibbs ¢ recuperada. A entropia S, estd conectada com a equacao
de Fokker Planck nao linear, que possui como solugoes funcoes ¢g-gaussiana para a particula
livre e solucoes com ansatz com base em fungoes g-exponenciais. Tais solugoes apresentam
um comportamento difusivo andémalo, pois apresentam comportamento de cauda longa e
descrevem um comportamento nao linear entre os componentes do sistema. Sendo assim,
tudo indica que a entropia generalizada de Tsallis incorpora fenémenos fora da regiao
boltzmanniana, onde as interacoes sao fracas o suficiente para serem desprezadas e as
grandezas fisicas sao extensivas.

Uma constatacao importante de ser mencionada é que, para a equacgao de Fokker-
Planck com f(x) = 0 (caso de particula livre), o teorema H é satisfeito por uma classe de
equacao de difusao, fracionarias, nao lineares, entre outras, mas, sem ser possivel definir
uma entropia associada aquelas. Logo, concluimos que a presenga de um potencial no
sistema quebra a degenerescéncia entre as entropias associadas as equacgoes de difusao.

No capitulo 3, faremos uma breve discussao a respeito da entropia generalizada de
Tsallis e da equagao de Fokker-Planck nao linear associada a ela. Resolveremos uma
equacao de Fokker-Planck nao linear com um laplaciano d-dimensional. Por ora, na

sequéncia deste capitulo, iremos desenvolver a dinamica do caminhada aleatoéria.
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2.3 Dinamica do caminhante CTRW

No caso do caminhante aleatério continuo no tempo ou CTRW? [53], diferentemente do
caso anterior, o intervalo de tempo entre os passos é dado por um infinitésimo de tempo.
O caminhante da um passo de comprimento L na dire¢ao x, com sentido arbitrario, em
um dado intervalo de tempo entre t e t+dt. Os passos sao estatisticamente independentes,
ocorrendo em intervalos de tempo aleatérios. Podemos escrever, entao, o comprimento

do salto como uma funcao densidade de probabilidade,

Aa) = /0 (e )t (2.38)

assim como o tempo de espera
w(t) = / Y(x, t)de, (2.39)

em que A(z)dz corresponde a probabilidade de um salto de comprimento L em um dado
intervalo  — x + dx; e w(t)dt corresponde & probabilidade de um tempo de espera Ty,
em um intervalo de tempo t — t + dt. Dessa forma, o caminhante pode ser descrito
por uma funcdo densidade de probabilidade ¥ (x,t), sendo L e Ty variaveis randomicas
independentes, que podem ser desacopladas da seguinte maneira: ¥ (x,t) = w(t)\(x).
Assim, podemos ter divergéncia tanto no tempo de espera quanto no comprimento dos
saltos, dependendo da natureza das fung¢oes w(t) e A\(t). Dos casos desacoplados, temos,
por exemplo, o caso com tempo de espera médio finito e a varidncia do comprimento
de salto divergente, caracterizando distribui¢oes do tipo Lévy ou, ainda, o caso em que
o tempo de espera médio diverge, permanecendo a variancia do comprimento dos saltos
constante e caracterizando o caminhante aleatorio com tempo fractal.

Estabelecemos, agora, um paralelo entre os caminhantes aleatérios com tempo dis-
creto e continuo. No caso em que o tempo é uma variavel discreta, temos saltos sucessivos
ocorrendo entre intervalos de tempo uniformes; ja no caso em que o tempo evolui continu-
amente, a duracao entre os saltos constitui a variavel aleatéria. Dessa maneira, a previsao
da posic¢ao seguinte do caminhante pode nao requerer somente um conhecimento local da
caminhada, mas também do momento em que a anterior ocorreu. Essa dependéncia com
relagdo ao estado do sistema e sua historia passada revela que o CTRW (Caminhante
Aleatoério Continuo no Tempo) é um processo nao-markoviano [54]. Tendo visto algumas
caracteristicas com respeito ao problema do CTRW, vamos olhar para o processo difusivo
a que ele se associa.

A equagao de difusao pode ser obtida por meio da equacao integral para o CTRW, uti-

lizando a transformada de Fourier, procedimento este apresentado a seguir. Consideramos

3 Continous Time Random Walk.
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o tempo médio de espera,

(Tw) = /OOO tw(t)dt, (2.40)

e a variancia do comprimento do salto [53],

o? = /00 22 \(z)dz. (2.41)
—o0
Por meio dessas médias, podemos caracterizar diferentes tipos de CTRW, considerando
natureza finita ou divergente dessas quantidades. Para o caminhante aleatéorio em uma
estrutura fractal, podemos ter a variancia o? finita, mas o tempo médio de espera (Tyy)
divergente. Em um caso mais geral, qualquer desses diferentes CTRW podem ser descritos

através da equacao integral

n(z,t) = /_ T /0 T (s — ot — OV + 5(2)8(0), (2.42)

em que 7(x,t) é a probabilidade por unidade de deslocamento e de tempo de um cami-
nhante aleatorio que tenha chegado em x no tempo t e em 2’ no tempo t’; e o tltimo
termo (produto de duas deltas) é a condigao inicial do caminhante.

Assim sendo, a funcdo densidade de probabilidade P(z,t) do caminhante inicialmente

em z no tempo t é dada por
P(z,t) = / n(x,t") Ot —t")dt, (2.43)
0
em que
t
O(t)=1 —/ w(t') dt’ (2.44)
0

¢ a probabilidade do caminhante nao saltar durante o intervalo de tempo (0, t), ou seja,
de se manter na posigao inicial. Aplicando a transformada de Laplace nas Egs. (2.43) e

(2.44) e utilizando o teorema da convolugao, temos
1
P(:Ea 8) = _77(% S)[l - w(s)] (245)
s

Para determinar n(x, s), devemos voltar a Eq. (2.42) e aplicar a transformada de Laplace
sobre a variavel temporal e a de Fourier sobre a variavel espacial. Fazendo uso das

transformadas integrais, temos

n(k,s)[1 —uv(k,s)] = 1. (2.46)
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Utilizando o resultado anterior, obtemos, para uma condi¢ao inicial genérica Py(z),

[1 — w(s)|Fo(k)
3[1 - w(k’ 3)] '

P(k,s) = (2.47)

Essa equacao se aplica tanto a sistemas que apresentam o comprimento do salto acoplado

ao tempo de espera, como no caso em que eles sao separaveis.

2.3.1 Equacoes de difusao fracionarias

Analisando de maneira formal, podemos dizer que a Eq. (2.47) corresponde a uma

equagcao mestra generalizada do tipo
OP(x,t o >
% - / dz’ / Kz —a',t — )P, t)dt. (2.48)
—0o0 0

Essa equivaléncia fica evidente se forem aplicadas as trasformadas integrais na Eq. (2.47)

e, particularmente, se for utilizado o kernel

[Y(k, s) — w(s)]s
1 —w(s)

K(k,s) = (2.49)
na Eq. (2.48). Reescrevendo a equagdo mestra generalizada em termos da fungao densi-

dade de probabilidade de salto, ¥ (x,t), como uma equagao integral, temos
P(x,t) = / dx’ / (x — o't — )P t")dt' + ®(t)o(z), (2.50)
—0 0

em que ®(t) é a probabilidade do sistema de se manter no estado inicial, do mesmo
modo que a Eq. (2.44). A equac@o anterior é, em esséncia, a equagao de Chapmann-
Kolmogorov [51] e equagoes desse tipo sao largamente utilizadas para truncar aproxima-
¢oes em equagoes de difusdo fracionarias [55].

Escrevendo a funcao densidade de probabilidade P(k,t), Eq. (2.47), para um cami-
nhante aleatorio cuja distribuicao de tempo de espera seja caracterizada pelo comporta-

mento assintético
w(t) ~ (r/t), 0<y<1, (2.51)

podemos assumir a gaussiana como a funcao densidade de probabilidades de passos,

1 2 2
AMz) = e~ /(2% (2.52)
oV 2w

sendo que o, o desvio padrao, é finito. Utilizando essas equacoes e ignorando os termos
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de ordens superiores na Eq. (2.47), obtemos

Py(k)

s+ o2k2r—sl=7 /2

P(k,s) = (2.53)
Invertendo a transformada de Laplace e utilizando propriedades da fungao de Mittag-

Leffler, podemos escrever
P(k,t) = Py(k)E, | — 0%2@/7)7/2], (2.54)

sendo E,(—At7) a funcdo de Mittag-Lefler (para mais detalhes, veja o apéndice) e
oD; 7(...) o operador fracionario na representacdo de Riemann-Liouville. Invertendo,
agora, a transformada de Fourier, em que k? corresponde ao operador de derivada parcial

de segunda ordem, temos, entao, a equagao de difusao fracionaria

0 _, 02
EP(.%,IS) = IC,Y optl V@P(Qf,?ﬁ), (255)
com o coeficiente de difusao dado por
K,= lim o*/(277). (2.56)

70, 02—0

Solugoes fundamentais para um caminhante partindo de o = 0 no tempo inicial t = 0,

dadas em termos das func¢oes H de Fox, podem ser escritas como

00 n/2
1 (—1)" x?
Plet) = s nz% W — [+ 1)/2) (/c_f ) ’ (2.57)

que, no limite assintotico |z| > /K,t7, conduz a

I Sele'

ﬁ
P(,t) ~ 1 (W > e~ 1=DEHY I RNVET)TT (g 5g)

VATIC,0(2 — 4) \ 24/K5 10

A abordagem apresentada considera o movimento Browniano continuo no tempo. Em
consequéncia disso, foi obtida uma equacao de difusao com derivadas de ordem nao inteira
também na variavel temporal. Podemos considerar, também, os casos com continuidade
nos passos do caminhante aleatério, obtendo uma equacao de difusao com derivadas fra-
ciondarias na posigao.

Quando a derivada fracionaria relacionada ao formalismo de CTRW ¢é aplicada & va-
riavel temporal, temos alteracao na distribuicao de tempo de espera. Essa alteracao pode
ser analisada através do calculo do segundo momento. No caso em que a derivada fraci-

onaria é aplicada a variavel espacial, a alteragao ocorre na distribuigao do comprimento
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dos saltos, conduzindo as distribuicoes de Lévy, que apresentam comportamento super-
difusivo com o segundo momento divergente. Ao fazer o desenvolvimento que demonstra
essa situacao usando a Eq. (2.53) e assumindo que A(z) seja uma distribui¢ao de Lévy,

obtemos

Pk, s) = %, (2.59)

que representa a seguinte equagao de difusao:

m

" oxm

2P(a:,t) =K

= P(x,1), (2.60)

em que o operador espacial no espago de Fourier ¢ dado por F {0% f(z)} = & [* dke~**|k|* f(k) ,
que corresponde ao operador fracionario de Riesz-Welly [7].

Os formalismos apresentados nesse capitulo podem ser estendidos para mais dimen-
soes. No proximo capitulo, iremos estudar um modelo de armadilhas bidimensional co-
nhecido como modelo do pente e introduzimos a ele derivadas fracionarias nos coeficientes

de difusao, o que incorpora as ideias apresentadas nesta secao.
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Capitulo 3

Difusao em um sistema com armadilhas
- Modelo do Pente

Neste capitulo, investigaremos as solugoes, a probabilidade de sobrevivéncia e tempo de
primeira passagem para um processo difusivo bidimensional sujeito a restrigao geométrica
de uma estrutura dorsal. Consideraremos que tal processo é governado pela equacao de
Fokker-Planck fracionaria com condigoes de contorno de um meio semi-infinito, p(0,y,t) =
p(oco,y,t) = 0, p(x,+o0,t) = 0 e condi¢ao inicial arbitraria. Ao longo do capitulo,
discutiremos os comportamentos que o sistema apresenta sobre essas condigoes, assim

como a influéncia dos parametros fracionérios presentes na equagao de Fokker-Planck.

3.1 Introducao ao tépico

Para introduzir o modelo de armadilhas que iremos investigar, ¢ de suma importancia
compreender alguns conceitos que envolvem clusters e fractais. Os cientistas pioneiros que
investigaram limiar de percolagao foram Simon R. Broadbent e John M. Hammersley [56],
que deram importantes contribui¢oes ao introduzirem: modelos de rede para o fluxo de um
fluido através de um meio estético e aleatério e o conceito de probabilidade de percolacao.
Pierre-Gilles de Gennes [57] denominou o problema do passeio aleatério em clusters de
percolacao de the ant in the labirynth (a formiga no labirinto). A analogia é simples, se
uma formiga fosse posta em um labirinto com diversos caminhos (clusters), alguns nao
a levariam a lugar algum (armadilhas), apenas um que a levaria ao fim do labirinto, e
tal caminho principal pode ser definido como um backbone (espinha dorsal), enquanto os
outros, secundarios, como armadilhas ou ramificagoes. Quando a formiga encontra o fim
do labirinto, dizemos que ela percolou ou encontrou um cluster de percolagao [58]. Outros
pioneiros no estudo de clusters foram Skal e Shkovski (1977), e Harry Eugene Stanley
(1977) [59].
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Figura 3.1: A figura a esquerda ilustra o modelo do pente; a figura a direita mostra a
estrutura de um neurdnio onde a dinamica de fons neste pode ser similiar ao sistema do
modelo do pente.

Tais estudos foram mais investigados com afinco na década de 1980, quando a geome-
tria fractal foi introduzida por Beneit B. Mandelbrot [60] e [61], vindo a ser amplamente
investigada nas mais diversas situagoes na natureza. Em um fractal, a difusao, em geral, é
andmala, pois a dimensao fractal d,, esta vinculada ao valor médio quadratico da seguinte
maneira:

(22) ~ ti.
Quando d,, = 2, o que corresponde ao espaco euclideano, ocorre a difusao usual. Com base
na geométrica fractal, Gefen et al. (1982) [62] demonstraram teoricamente a ocorréncia de
difusdo anoémala em clusters de percolagao na criticalidade (isto é, no limiar da transigao).
Este resultado foi confirmado por meio de simulagao numérica, a qual teve como base o
método de Monte-Carlo e o passeio aleatorio por Daniel ben-Avraham e Shlomo Havlin
(1982) [63], H. Panday e Dietrich Stauffer (1983) [64].

O modelo de White e Barma tem como base o passeio aleatorio em uma cadeia linear
(backbone) de sitios uniformemente espagados. De cada sitio do backbone! origina-se um
cadeia linear finita (uma ramificagao) de sitios. Essas ramificagoes ocorrem na diregao do
campo e o comprimento delas é dado de maneira aleatéria por meio de distribuicao de
probabilidade. Devido a semelhan¢a com um pente, o backbone corresponde a haste e as
ramificacoes, essa estrutura foi denominada de random comb, comblike structure ou comb
model, a qual chamaremos agora de modelo do pente, que esta ilustrado na Fig. 3.1.

Uma descri¢cao continua da caminhada aleatéria para o modelo do pente, foi proposta
em 1991, por Arkhincheev e Baskin, no artigo intitulado Anomalous difusion and drift in
a comb model of percolation clusters. A ideia principal dos autores consiste em modificar a
equagao de difusao bidimensional Eq. [3.1], homogénea no espago, colocando uma fungao
delta §(y), que implica, por sua vez, uma difusdo que s6 ocorrera na diregdo x quando

y =0 e em y para z qualquer. As equagbes sao escritas como segue:

lespinha dorsal
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Modelo de difusao em duas dimensoes
0 2 o?
5P yt) = ’Cya—yﬂ)(% yit) + Koo pla, yit), (3.1)
Modelo do pente
2 2

0
ya_y2p<x7 y;it) + 5@)’@;@/)(% y; t) (3.2)

sendo K, e IC; os coeficientes de difusao nas direcoes = e y. A Eq. (3.1) nos fornece os

0
@ (xayvt) =K

seguintes desvios quadraticos (y2) ~ t e (z2) ~ tz. A difusdo na direcdo z ¢ anomala,
o que demonstra que as restrigoes geométricas no sistema implica, naturalmente, um
comportamento anémalo para a difusao. Além de elucidar alguns conceitos sobre difusao,
e revelar conexoes com clusters e fractais, o modelo do pente pode ser usado para descrever
a dindmica de fons em dendritos dos neurdnios [65]; apesar de o neurdnio possuir uma
forma complexa e o sistema neural ser um sistema complexo, podemos usar esse sistema
simples como uma possivel descrigdo para a complexidade deste processo, ver Fig. (3.1).

Neste capitulo, investigaremos a Eq. 3.2 para situagoes mais gerais, considerando o
caso com paredes de adsor¢ao e com derivadas fracionarias no tempo. Para investigarmos
os efeitos de tal sistema fisico, buscaremos compreender o comportamento da probabili-

dade de sobrevivéncia do sistema, definida como

S(t) = /_ Z iz /_ Z dyp(,y. 1), (3.3)

e a primeira passagem no tempo, que é a distribuicao do tempo que a particula fica no

sistema sem ser absorvida, dada por

Ft) = —%S(t). (3.4)

Além disso, analisaremos alguns comportamentos da varidncia do sistema. Tal inves-

tigacao sera feita para derivadas fracionarias com indices diferentes nas duas dimensoes.

3.2 Sobre o modelo do pente generalizado

O modelo do pente possui diversas generalizacoes que envolvem processos difusivos
nao Markovianos [66], [67] e [68], que podem ser investigados por meio de equagdes de
Langevin [8]. As Figs. (3.2) e (3.3) ilustram o comportamento da caminhada nessa
estrutura. Essas figuras foram geradas por meio da equagao de Langevin e suas extensoes.

Com a geometria do modelo e o mecanismo da difusao anémala, iremos utilizar esta
geometria com outro mecanismo (derivadas fracionéarias) que pode levar a uma dinamica

andmala para o sistema.
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Figura 3.2: Simulagdao do modelo do pente para uma tnica particula através de equacgao
de Langevin, com ruido branco.

-15 -1.0 =03 0.0

Figura 3.3: Simulacao do modelo do pente para uma tnica particula através de equacao
de Langevin, para um ruido colorido gerado pela equacao de Langevin com ruido branco.
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Figura 3.4: Modelo do pente com parede absorvedora.

Na préxima secao, investigaremos uma equagao que origina uma rica classe de feno-

menos divisivos, dada por [69]:

2

0 _ 0 _ 0?
5 (z,y;t) = oDy (/Cya—?ﬁp(w,y;t)) +5(y) oD} " (Kx@p(x,y;to , (35)

1— 1— ~ . . L . .
“ DY o .. V .
em que oD, " e oD, sao derivadas fracionarias no tempo. Em particular,

consideraremos a derivada fracionaria de Riemann-Liouville’s [7], isto é,

kot .

DI (ploit) = 1y g | G e (3.6)
com k—1< vy < k. AEq (35) generaliza a Eq. (3.2) por incorporar as derivadas
fracionarias no tempo, que podem ser conectadas com varios processos nao-Markovianos.
No nosso caso, consideraremos diferentes indices (7, e 7,) para as derivadas fracionarias no
tempo. Tal consideracao pode representar um sistema anisotréopico onde as correlagoes
no tempo estao fortemente ligadas a uma direcao espacial. As condig¢oes de contorno
usadas para investigar as solugdes das Eq. (3.2) e Eq. (3.5) s@o p(0,y;t) = p(oco,y;t) =0
e p(x,+oo;t) = 0, que caracterizam uma superficie absorvedora em x = 0. Nos iremos
considerar a condi¢ao inicial arbitraria p(z,y;0) = ®(z,y) com ®(z,y) sendo uma fungao

normalizada.

3.3 Modelo do pente com parede absorvedora

Iremos iniciar nossa discussao considerando a Eq.(3.2), que corresponde a um caso
particular da Eq. (3.5) para 7, = 1 e 7, = 1. Feito isso, vamos estender nossa discussao
para a Eq. (3.5), quando 7, # 1 e 7, # 1 sao considerados. Esta discussao é acompanhada
das condic¢oes de contorno previamente mencionadas e da condicao inicial. A solugao da
Eq. (3.2), sujeita as condigoes de contorno mencionadas, podem ser obtidas utilizando

transformadas integrais (Laplace e Fourier) e fungdes de Green. De fato, aplicando a
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transformada de Laplace, é possivel mostrar que

2 2
Dya—yzp(ﬂf, y;s) + 5(9)%@/)(% y;s) = sp(x,y; s) — D(z,y). (3.7)

A equagao (3.7), usando a transformada de Fourier, pode ser reescrita como

1 00 = N\ o ‘y| 82
Yy S) = ———= O (, Sl ,0; 3.8
o) = e [ W) VE Ty e S @

e, consequentemente, para y = 0, é possivel obter

o 1 1 [ =
5720 (#:08) = 1= V/AsKyp(, 035) = =1 / D, y)e Vg (3.9)

Utilizando o formalismo das fungoes de Green, a solugao da Eq. (3.9) é dada por

p(x,0;s) / d:v/ dyp(z,y)e \/_'y'g (x,7T; s), (3.10)

em que a funcao de Green, Gy(z,T; s), é obtida por meio da equagao

2
;ﬁg T;8) — —\/4le Gy(z,T;8) = 0(x — ) (3.11)

sujeita as condigoes de contorno G,(0,7; s) = Gy(00,T; s) = 0.
Usando a transformada seno-Fourier, apds alguns calculos, é possivel mostrar que a

Eq. (3.11) é satisfeita por

2 sin (k)

T \fAC, s/ Ky + k2

Fazendo a transformada inversa seno-Fourier na Eq. (3.12), obtemos a fungao de Green

gb(kxa T; S) = -

(3.12)

que governa o processo difusivo no eixo x, e ela é dada por

Gy, T31) = _\/ 8\% (@B F B ) (3.13)
yS

e, consequentemente, pode ser escrita como

plx,y;t) = 4%/ < —V/3/Ky (ylHE) _ o=/s/Ky ly- yl)

2 Py —
— ’C_/ df/ dyeV P ty UyHlyl)ﬁ(E, @)Qb(x,f; 8). (314)
z JO —00
Note que a distribui¢ao obtida emerge no espaco de Laplace e calculando o expoente
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da variancia na diregdo z, obtemos o valor 1/2, o que representa um processo difusivo
anomalo. Apos invertermos a transformada de Laplace na Eq. (3.14), o propagador pode

ser escrito como

K
8/K,1?

F|x—x\

em que H ¢é a func¢ao de Fox (apéndice). A distribui¢ao é dada por

gb($7 Ea t) = -

X

(04’14 , (3.15)

ol

p(x,0;t) e i p(T,9)Gy(x, Tt — 1) . (3.16)

/ &z / ay / di—A
\/ 4ATIC, P
Assim, podemos reescrever a Eq. (3.14) como

sty — [ aate @>(gu<|y—y|-t>—gu<ry|+|@|;t>)
[ CF/ AT~ 5 56y, 7t ), (3.17)

\/47rlCt

sendo G, (y; ) = e¥’/(4Kut) / \/AK,t. Note que a presenca do primeiro termo na Eq. (3.17)
depende da condigao inicial, em particular, se p(z,y;0) = p.(z)d(y). Outro ponto inte-
ressante conectado com este termo é a presenca de diferentes regimes nas distribuicoes
de probabilidade de sobrevivéncia e da primeira passagem no tempo. Essa caracteristica
implica que, dependendo da condigao inicial do sistema, ela pode apresentar diferen-
tes comportamentos para essas quantidades devido ao diferente comportamento difusivo
apresentado, veja as figuras 3.5 e 3.8. O deslocamento quadratico médio na direcao =z,

02 = ((x — (x))?), associado & Eq. 3.14, para p(x,y,0) = §(x — 2/)d(y — ¢/), é dado por

2

Y
t Y2 e 4Ky (=t 1.0 2 IC (1 l)
2 7 / ) y ./ 4
o — QICx eAKy(t—t") d — —
: K, \/ Vrt—t) VKNV e T O
t 2 11 2 /K i}
o o [Ty | .18

No limite assintotico de t — 00, a expressao previamente escrita pode ser aproximada

para
1
9 2K, , ti

c TN VK, TG/
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Figura 3.5: Comportamento da equagao (3.19) considerando K, = 10 e K, = 0.1, sendo a
condigao inicial p(z,y;0) =0 (x —Z)d (y —Y) com T = 1 e § = 1.2. As linhas tracejadas
em vermelho e azul evidenciam os dois diferentes regimes temporais da probabilidade de
sobrevivéncia, representada pela Eq.(3.31).

Figura 3.6: Comportamento do segundo momento no tempo (curva cheia preta), equagao
Eq.(3.18), juntamente com limite assintotico (linha pontilhada vermelha), equagao (3.18)
considerando K, = 10 e K, = 0.1, com a condi¢ao inicial p(x,y;0) = 6(z — T) §(y), sendo
T =12
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A Fig. 3.6 ilustra o comportamento da Eq. (3.18) na curva de cor preta e a reta
tracejada em vermelho representa o limite assintotico desse resultado. O expoente 1/4
pode ser obtido também a partir do modelo do pente tridimensional para o espaco ilimi-
tado. Nesse caso, o expoente é menor que o expoente para o modelo do pente ilimitado,
devido a superficie absorvente, pois, a medida que as particulas colidem com & superficie,
elas sobem do sistema e o processo difusivo no espaco livre tem um ntimero menor de
possibilidades.

Buscaremos, agora, obter a probabilidade de sobrevivéncia e a distribuicao de tempos
de primeira passagem. Além das solugoes analiticas em termos de equacgoOes integrais,
iremos mostrar os limites assintoticos de tais distribuigées

A probabilidade de sobrevivéncia é dada por S(t fo dx f “dyp(z,y,t) e, substi-

y o0 o0
+ / dz / dy 9]z, y)
VARt 0 .

Ky

tuindo quem e p(z,y,t), podemos escrever

/daz/ dy@(x,y)erf(
0 —00

2
¥y 1.0
4Ky t! ’
e vt o1 Hl,l

1,1
et SRERT)

i

2
Ko

t dt/
/o AT, 13

O limite assintotico para tempo longo é dado por

t)w/ooodx/(:dy@(x,y)<\/7|z|c_t+ %J@%) (3.20)

A Fig. (3.7) ilustra o comportamento da Eq. (3.19) para valores de IC;, K, T, and 7.
Nessa figura, podemos notar a presenga de diferentes regimes difusivos. Um manifestado
para tempos longos e outro para tempos curtos, como podem ser observados pela retas
vermelha e azul respectivamente. Em particular, o comportamento para tempos longos
corresponde ao segundo termo da Eq. (3.31). Parat — oo, o primeiro termo nao contribui
por ser muito pequeno. A Fig. (3.7) ilustra o comportamento da Eq. (3.19) para diferentes
escolhas de 7, que corresponde a diferentes posicoes iniciais. Os resultados obtidos para
diferentes escolhas de ¥ mostram que os diferentes regimes dependem da condigao inicial.

A primeira passagem no tempo pode ser obtida utilizando a definigdo F(t) = —0;S(t).
Depois de alguns calculos, é possivel mostrar que a distribuicao de primeira passagem

esta conectada a Eq. (3.19) e é dada por

f 5 /—
/dx/d_q)scy/dt ye 11 —
\/471”(: Ds

IS IEED
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Figura 3.7: A figura ilustra o comportamento para Eq.(3.19), considerando K, = 0.1 e
K. = 10, e a condicdo inicial dada por ¢(x,y) = d(z — 2/)d(y — ') com x’ = 1 para dife-
rentes valores de 3, mostrando assim a influencia da condigao inicial no comportamento
da probabilidade de sobrevivéncia. As curvas azul, vermelha e preta correspondem aos
casos iy =0, ¥ = 0.5 e y = 1.2 respectivamente.

O comportamento assintotico da Eq. (3.21) para tempos longos é dado por

F(t) N/Ooo dx/: dy®(z,y) <¢+ i@W) . (3.22)

2t/ t Ks

Similarmente aos resultados previamente obtidos para probabilidade de sobrevivéncia,
dependendo da condicao inicial, o primeiro ou o segundo termo pode governar o compor-
tamento assintotico da Eq. 3.21. Nesse sentido, podemos recuperar os resultados para
os comportamentos assintoticos de dois modelos diferentes para difusao anémala, devido
a restrigdo geométrica presente no sistema. O primeiro é F(t) ~ t~% e esta relacionado
a caminhada aleatoria; o segundo é F(t) ~ =1 e esté relacionado ao modelo do pente
(descrigao continua). A Fig. 3.8 ilustra o comportamento da distribuigdo de primeira
passagem do tempo. Os resultados exibidos na Fig. 3.7, possuem dois diferentes regi-
mes conectados com a escolha da condigao inicial do sistema. Isso demonstra que, apos o
tempo transiente, algumas particulas passam longos periodos aprisionadas no eixo y antes

de serem, finalmente, absorvidas em x = 0.
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Figura 3.8: Comportamento da Eq. (3.32) considerando K, = 10 e I, = 0.1, sendo a
condi¢ao inicial p(z,y;0) =6 (x —Z)§ (y —y) com T = 1 e g = 1.2. As linhas tracejadas
em vermelho e azul evidenciam a existéncia de diferentes regimes de comportamento do
tempo de primeira passagem no tempo.

3.4 Modelo do pente generalizado e com parede absor-
vedora

O foco desta sec@o é estudar um caso mais geral, em que vy, # 1 e 7, # 1. Portanto,
introduzimos efeitos de memoria conectados com as derivadas fracionarias no tempo pre-

sentes na Eq. (3.5). Dessa forma, apos alguns célculos, é possivel mostrar que

ol yit / o, 7:0) (G, (ly — 7150) — Gy (19l + 171:1)) /d/ dy/dtpw

< Gy (lyl+glt = 1) (G (Jo —7]3T) — Gy (Jo + 7 ;7)) (3.23)
com
vl 1 vo| ly =79l |(-2%
Gy ):WHLl K. ((0, 1) ) 7 (3.24)
1 vo| lyl + 9l |(-2.%)
Gy(y;t) = Hy S (3.25)
Y tJAC, [t \/&7 0, 1)
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2./ 1, b 2./ I, b
Gy(; 1) Vo HY |z

IC 127 L1 IC e (0,1
2,/ Kyt SOV TATE § GV
Hyy R N (3.26)

bt Kt

O desvio quadratico médio fica escrito como

K 1,0 2 (14, 74/2)
20 — e /_,/]Ctvy—‘
Ua:( ) \/IC_y 1,1 ’Czt’yz Yy Zz ©0,1)

K /t dt L0 ly| @wid)
VK, Jo BV, (=T o
2 (1+m, n/2)
HY | ==/ T
L1 Ict b o (0,1)

v (1, 7/2)
ay——— X
0 ICy(t —t)w o

2 (0,n/2)
AR :

sendo 7 = 7, —7,/2. No limite assintético, temos

o [P dE 0
7 H

2C, /2
az(t) ~ .
VK, ['(1+41n/2)

(3.28)

Para esse caso assintotico, a dependéncia no tempo é caracterizada como andémala
para os expoentes de x e y. Note que a presenca do efeito de memoria nas armadilhas
e na dire¢ao principal pode levar a uma lenta difusao do sistema. A Fig. 3.9 ilustra o
comportamento temporal da Eq. (3.27) para valores de 7, e 7,. Um interessante ponto
é a presenca de um regime estacionario para o2, dependendo da escolha de 7, e v,. Os
comportamentos estacionario e subdifusivo do desvio quadrético médio possuem expoentes
1/4 e podem ser relacionados ao movimento confinado de um aglomerado de particulas,
como relatam em experimentos que mapeiam a trajetoria de uma tnica particula em
células [70] e [71]. Particularmente, Metzler R. e outros mostraram que essa dindmica
de relaxacao anémala é influenciada por efeitos de confinamento das moléculas (devido a
presenca de micelas) e das armadilhas 6pticas (pinga 6ptica). De fato, essas ferramentas
nao triviais de efeito memoria e restricao geométrica também aparecem nas distribui¢oes
de probabilidade de sobrevivéncia e de tempo de primeira passagem. Portanto, usando os

resultados previamente obtidos, podemos escrever as propriedades de transporte a seguir:
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ICy (t _ t/)'Yy (0, 1)

0 < oo

2./ IC, t/w
1,0
Hy W ——— |z

[

(0, 1)

(2 y Y| 0%
/ dl‘/ dy/ dtt, 11 K, (67" ((0,1))]
Yy
2/ Kyt _y
HY o W ((0 1( 2| (3.30)

O limite assintotico para tempos longos é dado por

/OOO dx /OO dy®(z, y)
(e tvem e Tw) o

1

F) ~ 5 [ do [ dybiay)
2t 0 —00

Ty lY] 2 — (e—m/2)a
(( e Ve VT (w—%ﬂ‘<“”

A Fig. 3.9 ilustra o deslocamento quadratico médio para dois casos: v, = 7,/2 com vy, = 1

eV =" =1L
A Fig. 3.10 ilustra o comportamento da probabilidade de sobrevivéncia da Eq. (3.29)

para 0 caso em que 7, = v,/2 com 7, = 1 e quando v, = 7, = 1. No primeiro caso,
uma parte das particulas do sistema fica presa nas armadilhas que o sistema possui e
¢ verificado que o comportamento de S§(t) no limite assintético para tempos grandes é
constante, em contraste com o segundo caso. Esse fato sugere que o efeito memoria
pode mudar a probabilidade de sobrevivéncia, isto é, parte das particulas do sitema ficam
presas nas armadilhas e, consequentemente, nao sao absorvidas pela superficie em = = 0.
A equacdo que governa o limite assintotico é dada por S(t) ~ 1/t2, que é influenciado
pelas correlagoes temporais nas armadilhas, que sao representadas, por sua vez, pelo
expoente v,. Esses fatos juntos sugerem que os resultados obtidos para a probabilidade de

sobrevivéncia nao sao triviais, devido ao efeito memoria que podem aparecer independente
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v, =12, ¥, = 1

Figura 3.9: Comportamento do segundo momento no tempo equagao (3.27), juntamente
com limite assintotico Eq. (3.28), para os casos usual (linha vermelha) e fracionario (linha
preta), cujos valores de 7, e 7, constam no grafico. Considerando K, = 10 e K, = 0.1,
com a condigao inicial p(x,y;0) = d(x —T) 6(y — ), sendo T =1 ey = 1.2.

Figura 3.10: Comportamento da Eq. (3.29) considerando K, =10, I, =0.1 e as condi¢des
iniciais p(z,y;0) =6 (x —Z)d (y —y) com T =1 e y = 1.2. A linha em verde consiste no
caso em que a derivada é nao inteira, como mostra a figura, as linhas pontilhadas azul e
vermelha mostram os limites assintoticos dos casos fracionério e usual respectivamente.
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das escolhas para condicgao inicial e escala de tempo.

3.5 Sintese do capitulo

Nas segoOes anteriores, investigamos as solugoes da equacao de difusao bidimensional
fracionaria que define o modelo do pente. Resolvemos, primeiramente, o problema com
expoentes fracionarios 7, = v, = 1, que descrevem o caso usual para o modelo do pente
no espaco semi-infinito, x > 0, com uma parede absorvedora em y = 0. Analisamos,
assim, algumas propriedades vinculadas a esse sistema, como as distribui¢oes de tempo
de primeira passagem e a probabilidade de sobrevivéncia, além da variancia, que apre-
senta um comportamento andémalo devido a restricao geométrica que impomos no sistema.
Nesse capitulo, investigamos, também, as solugoes generalizadas com v, # 1l ey, # 1 e
analisamos as mesmas propriedades do primeiro caso. Ao generaliza-lo, notamos alguns
comportamentos interessantes que surgem devido ao efeito memoria, e que se tornaram
claros apods termos analisados alguns comportamentos assintoticos generalizados, como
S(t) ~ 1/t2 e 02(t) ~ t2, em que n = v, — 7,/2.
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Capitulo 4

Equacoes de difusao nao-lineares no
contexto da mecanica estatistica nao

extensiva

Neste capitulo, investigaremos algumas solugoes para a equagao de difusao generali-
zada na presenga de forca externa, contendo um termo nao-linear e termos de reagao. As
solugoes encontradas aqui serao expressas em termos de fungoes g-exponenciais, essas que
estao presentes no formalismo da mecanica estatistica generalizada de Tsallis. Nessa ge-
neralizacao, a distribuicao de probabilidades pode apresentar cauda curta ou longa, e tal
caracteristica esta ligada a processos de difusao anémala, como ja discutido no texto. Em
particular, no limite assintotico, estabelecemos a conexao entre a fungao g-exponencial e
a distribuicao de Lévy. Utilizamos, ainda, a equacao nao-linear que seré investigada para

generalizar as equacoes de Verhulst e Fisher.

4.1 Introducao ao toépico

Antes de introduzir o tema referente a equagoes de difusao nao-lineares em meca-
nica estatistica nao extensiva, é importante ressaltar que, no capitulo 1, estabelecemos a
conexao entre a equacao de Fokker-Planck e a entropia de Boltzmann-Gibbs! por meio
do teorema H, e tal relacao também foi desenvolvida para a equacao de Fokker-Planck
nao-linear mostrando, assim, que esta estd conectada a uma entropia mais geral.

A mecénica estatistica de Boltzmann-Gibbs se baseia em uma entropia extensiva e
ergotica 2] que, ao longo do século XX, trouxe avangos consideraveis na compreensao de
diversos sistemas fisicos e em areas além da fisica, como biolgia, quimica e em sistemais

complexos, nestes tais avancos tém sido obtidos mais recentemente conforme discutido na

IEntropia é algo que est4 relacionado indiretamente com o grau de desorganizacdo do sistema. A
entropia termodindmica proposta por Boltzmann foi escrita como S = ki In €2, em que ) é o numero de
microestados do sistema.
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secao 1.3.

A forma entropica de Boltzmann-Gibbs é dada pela expressao [2]:
S = —/d:rP(:E,t) In P(x,t),

que é considerada uma entropia termodinamica e que pode ser relacionada as configuracoes
do sistema. Tal forma entrépica tem suas limitacoes se comparada a grande complexidade
de fendbmenos microscopicos presentes nos processos relacionados a interagoes. Algumas
dessas limitacoes sao: homogeneidade, interacoes de curto alcance entre os componentes
e, principalmente, ergodicidade dos sistemas.

Em 1988, Constantino Tsallis surgiu com um proposta para generalizar a entropia de

Boltzmann-Gibbs. Inspirado em equagoes fractais, ele propos a seguinte forma entropica

[9]:

11— [dxP(x,t)"
— T

Sq , (4.1)
em que ¢ ¢ um parametro ligado a correlacao do sistema e, quando ¢ = 1, resgatamos o
caso usual proposto por Boltzmann-Gibbs. Tal entropia generalizada, segundo Tsallis, é
nao extensiva para algumas grandezas fisicas e, devido a sua versatilidade em relagao ao
parametro ¢, ela tem sido aceita em varios campos da ciéncia. Dentre suas aplicagoes,
estdo: flutuagoes do campo magnético em ventos solares [72]; &tomos frios em redes
Opticas [72]; sinais de cancer em mamografias [73|; e particulas geradas no Large Hadron
Collider [74].

Como vimos no capitulo 2, é possivel conectar a equagao de Fokker-Planck nao-linear a
entropia generalizada S, e tais equagoes nao-lineares podem descrever fen6menos intima-
mente ligados a difusdo andémala, como o movimento de particulas em meios porosos [75],
difusao anomala [76], difusdo em sistemas nao-lineares com adsorgao 77|, difusdo anomala
e entropia [78], entre outros. A equagao de Fokker-Planck em meios porosos? para uma
particula sujeita a uma for¢a F'(x) pode ser escrita como

2
%P(m, t) = D;—JCP(:c,t)Qq — 6%P(az, t)F(x), (4.2)
e tal equagao tem como solugao uma fungao g-gaussiana para o caso em que F'(z) = 0.

Ainda, no contexto de equagoes diferenciais nao-lineares, é sabido que suas aplicagoes
estao presentes nas mais diversas vertentes da ciéncia. Um exemplo disso é conectar a
equacao de difusao nao-linear a equacoes relacionadas a dinamica de populagao, como a

equagao de Fisher, que descreve a evolugao de uma populagao no tempo e no espaco [10].

2A caminhada aleatéria de uma particula livre representada pela Eq. (4.2) foi simulada pelas equacdes
de It6-Langevin, © = v/ ZDP(x,t)%n(t), ¥ = V2DP(y, t)l%qﬂ(t), em que 7)(t) e 8 sao ruidos brancos.
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Figura 4.1: A figura mostra uma trajetoria tipica de uma particula governada pela Eq.
(4.2). A trajetoria em preto e a em verde correspondem a ¢ = 1 e ¢ = 1, 5 respectivamente.

Figura 4.2: A figura mostra uma trajetoria tipica de uma particula governada pela Eq.
(4.2). A trajetoria em azul e verde correspondem a ¢ = 1 e ¢ = 0, 2 respectivamente.
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Tal equacao tem sido amplamente investigada, por exemplo: fazendo algumas considera-
¢oes, é possivel mostrar que a equagao de difusao nao-linear esté conectada com a equagao
de Verhulst; e o mesmo vale para sua generalizagoes. Neste capitulo estabelecemos a co-
nexao entre equagao de difusao generalizada e as equacoes de Fisher e Verhulst.

Na proxima se¢ao, vamos propor o problema que sera o tema central deste capitulo.

4.2 Sobre a equacao de difusao nao-linear d-dimensional

com simetria radial

Nesta se¢ao, focaremos uma equacao de difusao nao-linear generalizada e faremos
algumas discussoes a respeito de suas possiveis aplicacoes, que podem se tornar muito
interessantes quando consideramos a presenca de forcas externas e termos de reacao. Em
alguns casos, as solugoes podem ser expressas em termos da funcao g-exponencial, que
estd presente no contexto da mecanica estatistica nao extensiva, como esclarecido nas
secoes 1.3 e 3.1.

Com o intuito de generalizar ainda mais as equagoes de difusao nao-lineares, introdu-
zimos o laplaciano radial d-dimensional, em que d pode assumir um valor positivo nao
inteiro. Tal consideragao pode ser esclarecida no trabalho de Frank H. Stillinger, no qual
ele discorre a respeito do assunto argumentando que existem quatro axiomas ligados a
topologia e um axioma envolvendo a medida de integracao. Tais axiomas sao os funda-
mentos do laplaciano de dimensao fracionéaria.

Aqui, investigaremos a equagao de difusdo nao-linear d-dimensional com simetria ra-

dial:
d RS ) "o
P = {7“ [D(ﬁ t) ‘ 5P| 50" (r, t)}} =
10, ~
ERTER [F T E(r t)p(r, )] = alp,r, ), (4.3)

em que 15(7", t) é o coeficiente de difus@o dependente do tempo, F'(r,t) ¢ uma forga externa
aplicada ao sistema e a(p,r,t) é um termo de reacdo. Se a(p,r,t) = 0, pode ser verificado
que a quantidade fooo dr 4 1p(r,t) ¢ independente do tempo, consequentemente, se p(r, t)

¢ normalizada em ¢t = 0, entao, ela ird permanecer assim. De fato, se escrevermos a

equacao como O;p = —r'799, 7, obtemos
~ 0 o,
j(’f‘, t) = _D(T7 t) —p(’f‘, t) o (’I“, t) + F(T’ t)p(?“, t) (44)
or or
e, assumindo que a condi¢ao de contorno é dada por J(oco,t) = 0, isso mostra que

Jo~ dr "t p(r,t) ¢ uma constante de movimento.

Note que as solugbes que emergem da equacao Eq. (4.3), considerando as condigoes de
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contorno adequadas, tém como casos particulares vérias situagoes, tal como o modelo nao-
linear de condugao de calor [79], os problemas de difusdo nao-lineares em hidrodinamica
[80], as equagoes de difusdo nao-lineares fracionérias [81], a lei de Chezy para grandes
segoes [82], a dindmica de populagoes [10], os processos de recombinagao em fisica de
plasmas e cinética de transicoes de fase.

Para investigarmos a Eq. (4.3) mais detalhadamente, iniciaremos considerando a
presenga de uma forca externa F'(r,t) arbitraria e a auséncia de termos de reagao. Nesse
caso, é assumido que D(r,t) — D(r) e F(r,t) — f(r) no limite ¢ — oo para obtermos
p(r,t) — ps(r). Depois, analisaremos os casos dependentes do tempo que emergem quando
consideramos D(r, t) = D(t)r~, a forca externa F(r,t) = —k(t)r e

a(p, T, t) = oz(t)p(r, t) - O“/W(t)rApv(T’ t)'

O termo @(p,r,t) pode representar uma fonte, como mostraremos mais adiante, ele esta
conectado com a dinamica de crescimento de Verhulst. Em outros casos, expressamos os
resultados em termos da fungao g-exponencial que, no limite assintotico, esta conectada
com as distribui¢oes de Lévy. A fungdo exponencial generalizada e,(z) foi amplamente
estudada em outros contextos matematicos. Ha, por exemplo, propostas de generalizar
algumas transformadas integrais para se obter g-transformadas, como a de Fourier [83] e
Laplace [84].

Na proxima secao, buscaremos compreender mais sobre a solu¢ao no limite assintotico

t — 00, logo, iremos procurar a solugao para a Eq. (4.3) no regime estacionario.

4.3 A equagao de difusao nao-linear independente do

tempo

Nessa secao, buscaremos encontrar uma solugao da equagao de difusao nao-linear in-
dependente do tempo, pois ela nos permite propor um ansatz, que pode ser usado na
tentativa de encontrar uma solucao para o caso dependente do tempo.

Vamos iniciar as discussoes sobre as solugoes estacionarias aplicando a Eq. (4.3) as
condigoes discutidas na segdo anterior. Para o caso estacionario, a Eq. (4.5) pode ser
escrita como
"o

—pl(r) = f)pu(r) =0, (1.5)

D) | o)

em que f(r) = =0,V (r) e V(r) representa o potencial com a concavidade adequada pre-
sente no estado estacionario. A solugao da Eq. (3.5) esté sujeita a condigao de contorno,
lim, . ps(r) = 0, de modo a satisfazer a condi¢ao de normaliza¢do. Para obtermos a so-

lugdo da Eq. (4.5), é interessante notar que devemos recuperar, no limite apropriado, as
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solugoes para meios porosos e para a equacao de difusao usual. Por essa razao, propomos

como solugao o ansatz

ps(r) = exp, [-BG(r)]/ Z, (4.6)

em que

(4.7)

1
1+ (1—q)x)™a se 1/(1—q) <z
exp, [7] = .
0 caso contrario

¢ a fungao g-exponencial presente no contexto da mecénica estatistica generalizada, G(r) é
a funcao a ser determinada e as constantes § e Z sao definidas pela condi¢gao de normaliza-
¢ao. Aqui, podemos mencionar que a solu¢ao da forma da Eq. (4.6) pode ser obtida se uti-
lizarmos o principio da méxima entropia quando a entropia S, = (1— [~ drr*py(r))/(¢—
1) é considerada sobre as restri¢oes apropriadas. Por substitui¢do da Eq. (4.6) na Eq.

(4.5), podemos escrever

14+n

D(r) 2410 P (1)) = 0 (43

0
5@9(7“)

e, resolvendo a equagao diferencial obtida para G(r), obtemos que

19 T
o) = [ (peaeV©) e (1.9
com (3 = ZV/0=a) ¢ y =2 — q(1 + n), consequentemente,

D(E) 0¢
pu(r) = exp, [—5 | (Vpl(g)a%wa)wdg / z. (4.10)

Para n =0, a Eq. (4.10) recupera a solugao estacionaria para meios porosos e a usual é

obtida paran =0e v = 1.
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py(rz

Figura 4.3: O comportamento da Eq.(4.10) versus r é ilustrado para diferentes valores
de ¢, 0 e 1, na auséncia de termos de fonte (sumidouro). Por simplicidade, consideramos
D =1eV(r) =kr?/2 com k = 1. As curvas tracejada de vermelho e a solida preta
foram obtidas para g =1/2,0 =1, n=1/2e q=1/3, 0 =1 e n = 1 respectivamente.
As curvas, verde pontilhada e a vermelha tracejada foram obtidas para ¢ = 6/5, 0 = 1,
=1/2eq=16/5,60=1en=1/3 respectivamente.
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4.4 A equacao de difusao nao-linear dependente do tempo

Agora, focamos a atengao para as solugoes dependentes do tempo da Eq. (4.3). Pri-

meiramente, consideramos o coeficiente de difusio D(r,t) = D(t)r~? e a forca externa

F(r,t) = —k(t)r na auséncia de termos de reac¢ao. Dessa forma, temos que
9 _ D) [ 4] 0|0 "9,
EP(T; t) = E {T r Ep(?“, t) E'O (7‘, t)
1 0.,
— gy T (kO ()] (4.11)

Note que a forga externa pode exibir solugoes estacionarias dadas pela Eq. (4.10),
que satisfaz as condigbes de contorno requeridas, se k(t) — constante para t — oco. Esta
caracteristica nos leva a considerar que a solugao dependente do tempo para a Eq. (4.11),

conectada a Eq. (4.10) é dada por
p(r,t) = exp, (=B8] ] 2(¢), (4.12)

comA=14+1+6)/(1+n)ev=2—-q(l+n).
As fungoes dependentes do tempo [(t) e Z(t) podem ser obtidas substituindo a Eq.
(4.12) na Eq. (4.11). Nesse sentido, depois da realizagao de alguns célculos, é possivel

mostrar que as fungoes 3(t) e Z(t) satisfazem o seguinte conjunto de equagoes acopladas

%% — UD()AZEDA NGNGB — dk(L), (4.13)
95 = AK()B —vD)ZID G2 AL (4.14)

Dessas equagoes, obtemos a seguinte relagao entre 3(t) e Z(t):
Z(H)BA () =N, (4.15)

vinculada & condi¢do de normalizacao de p(r,t), isto é, fooo drr®tp(r,t) = 1, a partir da
qual a constante N pode ser obtida. Usando a Eq. (4.15), obtemos que

B(t) = Boe™ [ at k(1) [1 +C /t dfp(f)ef)\"(fot dtk(t)— [§ dtk(t")) e ’ (4.16)
0

sendo C = vN°X2\["B3, 0 = 1+n+ (1 —q)(1+n)d/X\, § = (¢g—1)(1+n) e By uma
constante definida pela condicao inicial. A fungao Z(t) é obtida usando a Eq. (4.15) e a
Eq. (4.16). Usando a Eq. (4.12), podemos encontrar que o espalhamento do sistema é
governado pela equacio ((r — (r))%) ~ t¢, com ¢ = 2/(\o), quando D(t) = constante e
k(t) = 0. E é importante mencionar que, para ¢ > 1 — \/(d 4+ 1), os momentos obtidos

para a solucao nao sao definidos e, no limite assintotico, a distribuicao obtida pode ser
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Figura 4.4: Esta figura ilustra regioes onde o sistema pode apresentar um comportamento
usual ou anémalo para o desvio quadratico médio dependendo de valores de ¢ e 7; por
simplicidade, para d =1¢e A = 2.

conectada com as distribuigoes de Lévy.

4.5 As equacoes de Fisher e de Verhulst generalizadas

Nesta segao, vamos investigar as implicagoes da Eq. (4.3) no contexto da dinamica
de populagoes. Nessa area, o matematico Pierre Francois Verhulst deu uma das primeras
contribuigoes, que ficou conhecida como equagao logistica ou de Verhuslst. Tal equagao
complementou a teoria do crescimento exponencial de Thomas Malthus, pois imcorpora
termos que representam os fatores de inibicao do crescimento. A equacao de Verhulst é
dada por

ip(t) =rNP(t) ( — w) , (4.17)

dt K
em que P(t) representa o nimero de individuos no tempo ¢, r é a taxa de crescimento
intrinseca e K ¢é a capacidade de carga ou o ntimero méaximo de individuos que o ambiente
suporta.
Em 1937, Ronald Fisher prop6s um modelo para dindmica de populagoes bioldgicas
[85], [86]. Tal modelo generaliza a equagao de Verhulst para uma dindmica espacial
e temporal p(7,t), na qual a difusdo pode ser investigada com mais rigor. O modelo

proposto por Fisher é dado por
a (Tv t) =DV p(?”, t) + T’p(’l", t) —up (Tv t) (418)
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Se lembrarmos da andlise sobre a equacao de difusdo nao-linear Eq.(4.3) com o seguinte

termo de reagao:

alp,r,t) = a(t)p(r,t) — ay(t)rp'(r 1) , (4.19)

F(t) = —k(t)r. (4.20)

E interessante notar que esses termos, quando incorporados a Eq. (4.3), representam uma
extensao da equagao de Fisher dada pela Eq. (4.18) que, por conseguinte, nos fornece uma
simples generalizacao da equagcao logistica de Verhulst para a dindmica de populagoes [85]
e [86].

Neste capitulo, a Eq. (4.19) incorporada a Eq.(4.3) é usada para descrever o local das
mudangas na dindmica da populagao e o termo de difusivo governa a dindmica de difusao
da populacao no espaco, tendo, como casos particulares, a equacao de difusao usual e a
equagao de meios porosos. Nesse sentido, fazendo a integragao da Eq. (4.3) com @(p, r,t)
dado pela Eq. (4.19), obtemos

d

ﬁp(t) =a(t)P(t) — o, (1) /000 drr®" [P (r,1)] (4.21)

em que P(t) = fooo drr®=p(r,t) pode ser considerado como a populagao total.

Nesse contexto, podemos considerar dois mecanismos para a regularizacao da popula-
¢ao global: o primeiro, (i), nos leva & equagao de Verhulst de dinamica para populagao; e
o outro, (i7), nos conduz para a populagao total constante. Para o caso (i), o mecanismo

de regularizagao é dado pela funcao

o, (t) = (1) (/OO drr®=p(r, t))q//ooo drr®" [P (r,1)] (4.22)

0

com O(t)/a(t) — constante para t — oo. Substituindo a Eq. (4.22) na Eq. (4.21),

obtemos a seguinte equagao:
d
EP@) = a(t)P(t) — ®(t)P(1), (4.23)

que ¢é a extensao da equacgao de Verhulst e que tem como solugao

¢ _
P(t) = P(O)efo dt'a(t') exp, {_7)1%‘1(0)/ dz(p(z)e*(lfq))fo dt'a(t’) | (4.24)
0

A Fig. (4.5) ilustra o comportamento para P(t). Para ¢ > 1, com ®(¢) e a(t) constantes,
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Figura 4.5: O grafico mostra o nimero de individuos pelo tempo.

no limite de ¢ — 0o, obtemos da Eq. (4.24) que P(t) — (a/®)V@=V A forma alternativa

de obter o mecanismo de regularizagio global implica relacionar «(t) e a,(t) como seguem:

a(t) = o, (t) /000 drr® [ p7 (r,t)] //OOO drr®p(r,t) . (4.25)

Nesse caso, obter a solugao nao estacionaria com A e v arbitrarios é uma tarefa dificil.
Portanto, a Eq. (4.12) ainda ¢é a solug¢@o para o caso A =14 (1 +6)/(1+n) com v = g,

com as equagoes satisfazendo as func¢oes dependentes do tempo dadas por:

~552 = —vdZaDAFDNBINB|" + dk(t) + a(t) (4.26)
0B = vEO NGOG ASK() ~ 2T an() . (427

Note que a Eq. (4.15) é satisfeita se a(t) = a,(t)Z2'77/(\3), implicando que

—0o

t
5(t>=6oek<f5dt'<kma(t’V‘”/ {uc / D ()N k=a)/a) | (g 93)

0

De outra maneira, essas solu¢oes nao podem ser verificadas quando a(t) e o, (t) sao
arbitrarios. Essa caracteristica esta ilustrada na Fig. (4.6) para uma escolha particular de
a(t) e a.,(t). Outro aspecto interessante ¢ obtido a partir da Eq. (4.3) para a(t) arbitrario

e a, = 0. Desse modo, a Eq. 4.3 se torna uma equagao de difusao com um termo de
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Figura 4.6: O comportamento de Z(0)3d(0)/Z(t)Bd(t) versus t é ilustrado para valores
de ¢, n e 0, considerando a presenca dos termos de reagao a(t) = ae ™' e a,(t) = a,e ' e

considerando, por simplicidade, @ = 1 e o, = 1. As curvas vermelha pontilhada e sélida
preta foram obtidas para ¢ = 1/2 e ¢ = 6/5, respectivamente, com § =1 e n = 1/2.

reacao de primeira ordem. Obtemos, assim:

1

t — o
ﬁ<t>zﬁoe—”5dt’““t')/ {uc / dFD(F)eNe D s @ kE)=da)) |7 (g 99)
0

comd = (1-¢q)(1+n)d/Xe ZB5 = Ne ?hde®) implicando a nio conservacio da

normalizacao.

23



4.6 Sintese do capitulo

Nesse capitulo investigamos alguns aspectos da solucao da equacao de difusao nao-
linear d-dimensional (Eq. (4.3)), considerando algumas situagdes dependendo da escolha
dos parametros d, 0, n e v. Forgas externas e termos de sor¢ao (fonte) foram levados em
consideracao em nossa investigacao. No6s mostramos que tais consideragoes admitem so-
lugoes exatas, contemplando as variaveis espacial e temporal. Em particular, estendemos
os resultados obtidos para a equacao de difus@o nao-linear com dimensao fracionéria e
com termos de reacao. Estabelecemos uma conexao das solucoes com as distribuicoes de
Lévy para os casos caracterizados por um comportamento de cauda longa na distribuicao,
que sugere uma conexao com o formalismo de Tsallis. Em especial, para estabelecer essa
relacao, é preciso dar uma base termoestatistica para a difusao nao-linear. Nessa diregao,
a presenca da funcao g-exponencial nas solucoes sugere que elas estao conectadas com o
principio da méxima entropia e a entropia nao aditiva de Tsallis. Ainda nesse capitulo,
fizemos um estudo da equacao nao-linear do ponto de vista da dindmica de populagao.
Generalizando a equacao de Fisher, reduzimos, assim, a equacao de difusao nao-linear a
uma equacao de Verhulst generalizada, e fizemos uma breve analise do fator de regula-
rizacao. Por fim, os resultados obtidos nesse capitulo descrevem alguns sistemas fisicos
que sao governados por equagoes nao-lineares e estao conectados com processos difusivos

andmalos.
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Capitulo 5

Solucoes dependentes do tempo para a
equacao de Schrodinger fracionaria com

potenciais tipo delta

Neste capitulo, vamos introduzir alguns conceitos fundamentais que definem a equagao
de Schrédinger fracionaria, seguindo o esquema mostrado no fluxograma da Fig. 5.1.
Inicialmente, faremos uma abordagem sobre o topico para contextualiza-lo o leitor. Em
seguida, utilizando as distribui¢oes de Lévy, demonstraremos a equagao de Schrédinger
fracionaria. E nas se¢bes subsequentes, iremos resolvé-la para alguns casos de potenciais

tipo delta, com operadores fracionarios no tempo e no espaco.

5.1 Introducao ao tépico

Figura 5.1: Fluxograma mostrando alguns conceitos fundamentais que definem a equagao
de Schrodinger fracionéaria.

Nossa experiéncia até este momento do texto nos leva a acreditar que o tipo de tra-
jetoria, que esta vinculado a caminhada aleatéria da particula ou a estrutura do sistema,
conduz a generalizagoes, tais como a nao-localidade e os processos nao-Markovianos. Por-

tanto, na mecénica quantica, nao seria diferente se tal processo de mudanga fosse con-

95



siderado de modo a ser possivel derivar uma equacao de Schrodinger generalizada. Um
aspecto interessante desse formalismo concerne nos efeitos nao locais e nao-Markovianos,
como mencionado, que podem ser elegantemente incorporados nas equagoes de evolugao
por meio de uma extensao adequada dos operadores diferenciais de ordem inteira para
operadores diferenciais de ordem fracionéria, confirme visto no capitulo 2.

A primeira generalizacao da equacao de Schrodinger foi feita por Nick Laskin, que
recorreu a argumentos que relacionam fractais 87| a trajetorias ndo diferencidveis, utili-
zando a formulacao da mecéanica quantica desenvolvida por Feynman que, a priori, soma
todas as trajetorias brownianas do sistema. Laskin generalizou essa formulagao ao consi-
derar trajetorias do tipo Lévy [11,88-90] usando uma extensao da integral de trajetoria de
Feynman e investigando a incorporacao de operadores fracionarios na equagao de Schro-
dinger [91]. Outras situagdes sobre o contexto da equagao de Schrodinger fracionéaria que
emergem dessa vertente sao exaustivamente investigadas em diversos trabalhos [92-102].

Seguindo esse desenvolvimento, nosso objetivo é obter solug¢oes dependentes do tempo
utilizando o formalismo das fungdes de Green (ou propagadores), que desempenha um
importante papel nesse cenario da equacao de Schrédinger fracionéaria na presenca de
potenciais do tipo delta de Dirac. Isso sera realizado neste capitulo, no qual investigaremos
a equagao de Schrodinger fracionaria considerando os seguintes potenciais: (i) V(z) =
Vi(z) e (i1) V(z) = Vio(z—11)+Vad(x—13). O primeiro caso corresponde ao potencial com
uma distribuigao delta na origem, o segundo, ao potencial composto por duas distribui¢oes

delta nas posicoes [ e ls.

5.2 Integral de Feynman sobre trajetoérias de Lévy

De acordo com a mecanica quantica, para calcular a amplitude de probabilidade de
transicao de um estado quantico para outro, temos que considerar todas as trajetorias
possiveis, mesmo aquelas que diferem muito das cléssicas. Com base no principio da
correspondéncia de Bohr! e em um comentério ardiloso feito por Dirac?, que, em linguagem

matematica, se resume a dizer que

2 [(x,d ~

exp (z/ %) corresponde a G(xo,T1;ts,t1), (5.1)
t1

em que G (2, 21;ta,t1) ¢ a amplitude de probabilidade de transi¢ao e L(x, %) é a fungao

lagrangiana cléssica do sistema, Feynman redescobriu a mecanica quantica na sua pro-

posta, que consiste na integragao de um ntmero infinito e ndo enumeravel de trajetorias

1O principio da correspondéncia de Bohr afirma que, no limite macroscépico, a mecanica quantica
deve corresponder & mecanica classica.

Dirac, em seu artigo intitulado "The lagrangian in quantum mechanics®, afirma que 7[...| there will
be a transformation function (¢, Q') connecting the two representations. We shall now show that this
transformation function is the quantum analog of exp(iS/h) [...] ¢
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em G (22, 715ts, ).
As trajetorias nao diferenciaveis sao brownianas, portanto, a relacao entre os deslo-

camentos no espaco e no tempo é escrita como |r; — z;_1| x (h/m)z(At)2. Isso implica

dF eynman

que a dimensao fractal das trajetorias de Feynman é d;,.

= 2, o que leva & mecéanica
quantica padrao. Para o caso de a distribuigdo ser do tipo Lévy na Eq. (5.1), temos
|z —xj_1| (h/m)z(At)=, e tal relacdo de escala nos conduz a seguinte dimensdo fractal
para as trajetorias de Lévy, d?fggzan =« [89)].

Vamos iniciar nosso formalismo a respeito do kernel, que, nesse capitulo, vai ser cha-
mado de fungdo de Green (ou propagador da fungdo de onda), considerando que uma
particula esteja inicialmente na posicao x’ para um tempo t' e na posicao final x para
um tempo final £. Usando a integral de Feynman, integramos sobre todas as trajetorias
possiveis sob a influéncia do potencial. Podemos escrever o propagador da funcao de onda

Cco1mo

Gz, 2';t,t') = / lxD[:v(t)] / Dp(t)]er 5= PO=0), (5.2)

em que S, é a agdo mecanica para a trajetoria {p(t), z(t)} no espaco de fase, escrita, por

Sua vez, como

t
Su= [ drlplr)i ~ Halp(r),a(r), 7)) (53)

tl
com o hamiltoniano fracionario H, dado por H,(p,x) = D,|p|* + V(). Se a = 2, temos
D = 1/2m e a parte cinética da energia fica dada por %. Dessa forma, a Eq. (3.5) se

torna a integral de Feynman.

A integral de trajetoria no espago de fase da Eq. (5.2) é definida por

0o M=00

[ oteten [ o~ [T s [ TL e

[e.e]

o Da «
X exp (Z.p1($1h ) —1 Cinﬂ ) X

X exp (an(x — 1) Z,Da(|pn]°‘) e (5.4)

h h

em que ¢ = (t —t')/N e D[z(t)] ¢ a medida de integracao introduzida por Feynman. O
kernel G governa a dinamica do sistema quantico de tal forma que a fun¢ao de onda fica

escrita como
U(z,t) = /dxfcj(x,:c';t,to)qz(x',to). (5.5)

Para obtermos a equacao diferencial para a equagao de onda, tomemos o caso em que a
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variagao no tempo ¢ infinitesimal, de modo que t -t + e ety =1t, com ¢ < 1. Usando a

o+’
2

< dr! > ip(x —x)  iDuelp|®  de , (2 +x ,
U(x,t = d — — =V ——,t] ) ¥ 1.

N (5.6)

aproximacao de Feynman, ftHE V(z(r),7)dr = V(¥%,t), na Eq. (5.2), temos que

Fazendo a expansao de primeira ordem em €, obtemos

« (1_%) (1_%1/ (“”‘j%)) V). (57)

E definindo a derivada fracionaria de Riez,

F{(_hzw)% ‘I'("L”t)} = ﬁ /OO dpe” i p|* W (p, 1) , (5.8)

podemos reescrever a Eq. (5.7) como

O (x, 1)
ot

D€

&
2

U(z,t) + ¢ = U(z,t) — (—n2v?) \If(:c,t)—%V(x,t)\If(x,t). (5.9)

A equagao acima nos leva a generalizagdo da equagao de Schrodinger com o operador

espacial de ordem nao inteira dado por
e, 292\ 5
ih—U(z,t) = D, (—h*V?)?

P U(x,t) + V(z, t)¥(z,t). (5.10)

Utilizando argumentos simples e uma formulacao ardilosa feita por Feynman, foi pos-
sivel mostrar que essa generalizacao possui um fundamento plausivel que envolve o tipo
de caminhante associado & distribuigao de Lévy. A Eq. (5.10) pode ser mais geral ainda,
como veremos na ultima secao deste capitulo. Na proxima secao, iremos resolver essa

equacao para o caso de potenciais tipo delta.

5.3 Equacao de Schrodinger fracionaria para o poten-

cial tipo delta

Vamos iniciar nossa investigacao a respeito das solugoes dependentes do tempo para
a equagao de Schrodinger fracionaria, Eq. (5.10), na presenga do potencial V(x) = V()

com as condigoes de contorno W(4oo,t) = 0 e com uma condi¢do inicial arbitraria
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U(z,0) = ®(x). Para este caso, a Eq. (5.10) pode ser escrita como [103]:

i, 1) = D, (~h*V?)*

o W(z,t) + Vo(z)¥(z,t) (5.11)

em que D, é uma constante. Note que o operador espacial no espago de Fourier® é dado
por .7-"{(—7712V2)% ‘If(a:,t)} = o= 7 dpe= """ |p|"¥(p,t), que corresponde ao operador
fracionério de Riesz-Welly [7]. O caso usual é recuperado pela escolha do indice fracionério
p = 2 e, consequentemente, pela escolha D,y = 1/2m. A discussao envolvendo a presenca
da derivada fracionaria sera realizada mais adiante.

As solugoes e propriedades que envolvem a Eq. (5.10) tém sido investigadas em diversos
contextos, por exemplo, as Refs. [101], [102], e [104]. Aqui, iremos focar nossa atengao em
diferentes pontos: a dependéncia temporal das solugoes e, consequentemente, a influéncia
da derivada fracionaria espacial no espalhamento da solucao usando a fungao de Green.

Nesse contexto, a solugao da Eq. (5.11) pode ser escrita como

U(x,t) = /Ot dt’ /OO dr'G(x, o' t, 1) ®(z) , (5.12)
com a fungao de Green governada pela seguinte equacao:
ih%g(x, it t) — HG(z, 2’5 t,t") = ihd(x — 2)o(t — t'), (5.13)
em que

122
2

HG(z,2';t,t") = D, (—h°V?)2 G(z,2';t,t') + V§(2)G(z, 251, 1) , (5.14)

com G(Foo,2’;t,t') =0 e G(x,a';t,t') = 0 para t < t' (condigdo de causalidade). Apli-

cando a transformada de Laplace! e a transformada de Fourier na Eq. (5.13), obtemos

que
G(p,2/s5,t) = Gy(p, s)e ™" 1 VG (p, 5)G(0, 2'; 5, 1), (5.15)
em que
Gips)=—— (5.16)
IS = D, e R '

A Eq. (5.16) corresponde & mesma fun¢ao de Green analisada nas Refs. [11,88-90],
nos quais a equagao de Schrodinger fracionaria é considerada na auséncia de potencial,

ou seja, V(x,t) = 0. Para uma regiao nao limitada no espago e para u = 2, recuperamos

SF{U(a, )} = [7, dee” U (2, 1) = U(p,t) e F{U(p, 1)}

N = ok [ dpetFeU(p,t) = W(a, ).
LW, 1)} = [ dt e (o, 1) = U(a,s) e L7{U(,5)} = 55

fijooi_ly ds et (z, s) = U(x, ).
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o propagador para o caso usual. Fazendo alguns céalculos, é possivel mostrar que

—st!

~ e ~
0.2:s.¢t) = ————— ! 5.17
G0.¢:5.0) = [y Gl e (5.17)
~ 1 h p si_l
910.5) = ﬁ(ﬂ%) s (5.18)

Por substituigao das Eqs. (5.16), (5.17) e (5.18) na Eq. (5.15), e fazendo as transformadas

inversas de Laplace e Fourier, obtemos que

Gz, ast,t") = Grlx—2a',t)0(t —t')

t
£ V0=t [ anGytant ) x
0

n
. (gf<x’,n>+ / dgAvw—ogAx',@), (5.19)
com
S ] el e ()
it = HQ’zl(Duit/h)i (11 (1,;)] (5.20)
(§]
Av(t) - Vgtil/'uEl_l/#’l_l/“ (Vgtlil/’u), (521)
1 h \» 1
e = () s (522

em que E, g(x) é a funcdo generalizada de Mittag-Leffler [105,106]. A fungao H de Fox
(algumas de suas propriedades estdo no Apéndice A) presente na Eq. (5.20) é assinto-
ticamente governada por um comportamento lei de poténcia, em contraste com o caso
usual, que ¢é caracterizado pela relaxagao do tipo exponencial. De fato, é possivel mostrar
que G(x,t) ~ iD,t/ (uh|z)'t*) para u # 1. A fungao generalizada de Mittag-Leffler na
Eq. (5.21) possui um comportamento lei de poténcia no limite assintético para tempos
grandes.

As caracteristicas que incorporam a Eq. (5.19) conduz a comportamentos diferentes do
caso usual. Nas Figs. (5.2a) e (5.2b), ilustramos o comportamento da Eq. (5.19) para um
potencial com caracteristica repulsiva e atrativa, isto €, V > 0 e V < 0 respectivamente.
No primeiro caso, a particula experimenta uma barreira ultrafina e, no segundo, ha um
estado ligado. Note que a influéncia do potencial aumenta para valores de ;1 — 1 e decresce
para p proximo do caso usual (u — 2). Esse aspecto estad conectado ao comportamento
assintotico manifestado pela funcao de Green para x — 0o, que possui cauda longa para

@ — 1 e cauda curta, similar ao caso usual, para © — 2. Em adi¢do, a Eq. (5.19)
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Figura 5.2: As figuras (a) e (b) ilustram o comportamento da Eq. (5.19) para os casos
repulsivo (V = 1) e atrativo (V = —1) respectivamente, considerando diferentes valores
de pesendo 2’ =0,t=0.1, h=1, e D, =1 por simplicidade.

estende os resultados apresentados no caso padrao nas Refs. [107] e [108] para a equagao

Schrodinger fracionaria.

5.4 Equacao de Schrodinger fracionaria para o poten-

cial com duas delta

Agora vamos estender a discussao anterior considerando a equacao de Schrédinger

fracionaria na presenca do potencial
V(&?) = V15($ — ll) + V25(SC — lg) (523)

Esse potencial é caracterizado por duas distribui¢oes do tipo delta: uma na posicao x = [y
e outra na posicao x = [y. Essa estrutura de barreira dupla ¢é eletronicamente anédloga ao
interferometro de Fabry-Perot. Em adicao, a estrutura de barreira dupla pode ser usada
para aproximar varias configuracoes, tal como a relacionada ao tunelamento ressonante
em semicondutores com estruturas quantica e em transporte quantico, onde a separagao

espacial das barreiras é grande se comparada com a espessura de uma so6 [107].
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Por substituigao do potencial da Eq. (5.23) na Eq. (5.10), obtemos

i (e, 1) = D, (~h*V?)*

g U(x,t) +Vio(z — 1) V(x,t) + Voo (z — lo)U(x,t). (5.24)

De modo a resolver essa equacao, usaremos o mesmo procedimento da secao anterior. Por

meio das funcoes de Green e das transformadas de Laplace-Fourier, temos que

E(p, s, t') = Ef(p, S)e_igm/e_sy +Vle_i%llg(ll,x/;s,t')éf(p, s)
+ Va2 (ly, 2 5,1)G (D, 5). (5.25)

Aplicando a inversa das transformadas de Fourier e Laplace na Eq. (5.25), é possivel

mostrar que

¢
Gz, 2 t,t) = gf(m—x',t)é’(t—t')+V1/ dtGe(x — Ui, t —1)G(ly, "5 8, 1)
0
¢
LV / GEG(x — Iy, t — DG (la, s T,1). (5.26)
0

O primeiro termo no lado direito da Eq. (5.26) corresponde a fungao de Green do
caso livre e os outros termos demostram os efeitos do potencial no primeiro termo. Para
determinar formalmente a funcao de Green anterior, temos que encontrar as funcgoes
G(ly,x';t,t") e G(lg, 2’5 t,t'). Fazendo uso da transformada de Laplace, é possivel mostrar

que estas podem ser escritas como

G, 2st.t) = O(t—1t) /t dIY(t — g){ Gl — ', €) (5.27)

0

3
+ VQ/O d77|:gf(l1 — 12, & =1)Gs(la — 2',m) — Gp(0,9 —0)Gs(ly — xlan)} }

Glly, ' £,)) — G(t—t’)/ dgr(t—g){gf(zl _ ) (5.28)
0
3
v / in [gful € — )Gyl — ) — G (0,9 — )Gy (Lo — o, n>] } |
0

em que

[e.9]

TH=2(0)+ 3 V)" /0 4,0t — t,)- - /0 010t — 1) /0 €Ot — £)=(€)(5.29)
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com

o) = /OtdCAvl(t—C)sz(C), (5.30)
Mo = Gyl =0+ [ dednpn @G -bli-0 63

.
=y =5+ B en (vt H) - W g L (e ) (5.52)

Vo=V e Vo=V e

O resultado obtido acima estende, para o caso fracionério, o resultado obtido em [109],
que, conforme discutido na sec¢ao 4.3, é caracterizado pelo processo de relaxagao diferente
do caso usual.

Vamos discutir as mudangas geradas por essas solu¢oes quando a Eq. (5.10) possui uma
derivada fracionédria temporal. Por simplicidade, focaremos a anélise daquela equacao,

sem perda de generalidade.

5.5 Equacao de Schrodinger com operador fracionario

temporal

A solugao para essa equacao, quando usamos a derivada temporal usual, é recuperada
pela derivada fracionaria temporal se utilizamos a do tipo Caputo, definida posterior-

mente. Assim,

1 ! dt > / ] /
U(x,t) = =7 /0 i1 /_Oo dz'G, (z, 2", t, )P (2"). (5.33)

A funcao de Green é obtida resolvendo a seguinte equagao
. aﬂ{ ! / / / . / /
zh%gv(x, 't t) — HG (v, 2";t,t") = ihd(x — 2")d(t — 1), (5.34)

com 0 < 7 < 1, sujeito as condigbes de contorno G(+oo,2’;t,t') = 0, em que a derivada

temporal fracionaria é definida como

o 1 todl .
v /. n _ (n) /. !
aﬂgv(x, 't t) T =) /0 = E)Wn_lgv (x,2';t, 1), (5.35)

comn—1<~vy<ne gsn)(x,x’;t,t’) = 070G, (x,2';t,t'). Empregando o procedimento

realizado nos célculos anteriores, é possivel mostrar que a solugao da equagao Eq. (5.34),

63



no espago de Fourier é dada por
— -p s t— .~ — _
G, (p,x;t,t') =G (p, t)e """ 0(t —t') + V/ Gin(p, )G, (0,2";t — ¢, t))dt,  (5.36)
0
com Gy (p,t) = 7'E, ,, (=iDy|p|"t" /1),

t
g7(07 x,; t’ t/) = g‘f”\/(aj‘,7 t)e(t — t/) + g(t _ t/) / ng,y(x,, T])Avj,y(t . rr])dn and537)
0
Ay, (t) = Vgtu—1/u)v—1E7_7/M77_7/M (Vgtw—w/u) .

Nesse ponto de vista, é interessante observar a presenga da fungao generalizada de
Mittag-Leffler E, g na solucao. Essa fungao possui o comportamento lei de poténcia para
G~(p,t) no limite assintético de |p| — co. Em contraste, o caso anterior é governado por
uma exponencial (stretched) alongada no espago de Fourier, que muda o comportamento

das solugbes. Apos fazer as transformadas inversas de Fourier na Eq. (5.36), obtemos

¢
G, (z, 2" t,t) = G (xw—2a" )0t —t') + V/ Gr(x,0)G,(0,2"5t — ¢, t')dt,
0

|| (1,1)

1 2.1
) = 0 Hyyl———= |1
9ot = 3’3[(2)“1'15/}1)” (1) (1

—
2
T~ TR
S~—
—~
—

’ >] | (5.38)

A Fig. (4.3a) ilustra a solu¢do dada pela Eq. (5.33) para v = 1/2 e para diferentes
valores de yu; e a Fig. (5.3b) ilustra o comportamento da fungao de Green dada pela Eq.
(5.36) para diferentes tempos, com v = 1/2 e u = 1,5. Note que, diferentemente dos
resultados obtidos anteriormente para v = 1 (veja Fig. (5.2) em que |G(p,2';t, )| — 1
para |p| — o0), o caso v # 1 leva a um diferente regime assintotico para a fungao
de Green. Esse aspecto esta relacionado & presencga da funcao generalizada de Mittag-
Leffler na solugao do caso particula livre e introduz um comportamento assintético nao

exponencial para a solugao.
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Figura 5.3: As figuras (a) e (b) ilustram o comportamento da Eq.(5.36) para diferentes
valores de 1 e t considerando, por simplicidade, V =1, 2’ =0, h=1e D, = 1.

65



5.6 Sintese do capitulo

Nas secoes anteriores, nos investigamos as solucoes da equagao de Schrodinger fra-
cionaria na presenca de potenciais do tipo delta. Primeiro, consideramos a equacao de
Schrodinger na presenca de um tnico potencial delta e obtivemos a solugao dependente
do tempo para uma condicao inicial arbitraria em termos da funcao de Green relacio-
nada. Nas Figs. (5.2a) e (5.2b), ilustramos, para esse caso, o comportamento da fungao
de Green considerando diferentes valores de ;1 e mostramos a influéncia do efeito causado
pelo potencial na evolugao temporal do sistema. Este tltimo ponto esté relacionado ao
comportamento de cauda longa da solucao imposta pela derivada fracionaria espacial que
depende do indice u. No segundo caso, obtivemos a solu¢ao em termos da fungao de
Green, similarmente ao primeiro caso. Apods as analises, investigamos o efeito nas solu-
¢oes quando substituimos a derivada fracionaria espacial pela temporal. Em particular,
discutimos alguns aspectos das diferencas da funcao de Green |G, (p,2’;¢,t')|, no limite

|p| = oo da solugao obtida em v = 1, como foi ilustrado na Fig. (5.2).
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Conclusoes

Nesse trabalho, no primeiro capitulo, apresentamos uma breve histéria sobre o desen-
volvimento da difusao, que é importante para compreender os conceitos e a importancia
dos desenvolvimentos e que enriquece, por sua vez, os formalismos apresentados no se-
gundo capitulo. Neste, apresentamos como e por que cada equagao que descreve a difusao
pode ser generalizada, tornando as teorias que permeiam a difusao anémala menos feno-
menologicas. Tais desenvolvimentos foram feitos para as equagoes de Langevin, a mestra,
e para o caminhante aleatorio, o que serviu de fundamento para as propostas apresentadas
nos capitulos posteriores.

Resumidamente, portanto, na primeira parte desse trabalho, vimos as propriedades,
as defini¢oes, e os conceitos sobre difusao, suas variedades e seus aspectos formais e,
principalmente, suas generalizac¢oes, que incluem anomalias nos processos difusivos. Com
toda essa informacao, na outra parte, fizemos aplicagoes em sistemas fisicos, com o intuito
de generalizar as distribui¢oes de probabilidades para eles e incluir anomalias devido a
complexidade dos casos mais tangiveis a realidade.

O objetivo dos capitulos subsequentes ao segundo foi generalizar algumas equagoes
diferenciais, tais como a de difusdo para o modelo de armadilhas (pente) e para um
modelo nao-linear. Generalizamos, também, a equacao de Schrodinger, considerando um
comportamento nao-markoviano. Para incorporar esse tipo de comportamento de nao
localidade para a variavel espacial e para a temporal, utilizamos equacgoes nao-lineares
e fracionarias, que estao relacionadas & mecanica estatistica generalizada (Tsallis) e ao
calculo fracionario, respectivamente.

Na primeira das aplicagoes, referente ao capitulo trés, investigamos os efeitos que a
generalizagao via derivadas fracionérias no tempo possui no modelo do pente (armadilhas).
Além de tal generalizagao, assumimos a presenca de uma parede absorvedora, e calculamos
as distribuicoes de probabilidade para a primeira passagem no tempo e a probabilidade
de sobrevivéncia. Tais distribui¢oes forneceram informagoes importantes a respeito do
sistema em questao. Analisamos os limites assintoticos de tais distribuicoes e constatamos
que existem indices fracionérios para os quais a probabilidade de sobrevivéncia é constante,
ou seja, parte das particulas nao sao absorvidas pela parede, devido ao comportamento

nao-markoviano presente no sistema. Mostramos que o sistema possui regimes anémalos
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devido ao fato de que a variancia nos eixos = e y tem uma evolug¢ao nao-linear no tempo,
que aparece em fungao dos indices fracionarios v, e 7,. Ao generaliza-lo, notamos alguns
comportamentos interessantes que surgem devido ao efeito memoria, e que se tornaram

claros apos obtermos comportamentos assintoticos generalizados, como S(t) ~ 1/t7 e

o2(t) ~ 13, em que n = Y, — 7,/2.

No quarto capitulo, encontramos algumas solugoes para as equagoes de difusao nao-
lineares em um espaco d-dimensional. Primeiramente, obtivemos as solugoes estacionarias
e, inspirado nelas, encontramos as solu¢oes nao-estacionarias, e em um dos casos, o deslo-
camento quadratico médio é dado por ((r — (r))*) ~ t¢, em que ¢ depende de parametros
que descrevem o comportamento nao linear do sistema. A equacgao tratada possui di-
versas aplicagoes, inclusive algumas, relacionadas a sistemas que envolvem dindmica de
populacoes, onde notamos que, o parametro ¢ esta intimamente ligado a taxa de evolucao
da populacao. Relacionamos o parametro d associado a& dimensao com o parametro ¢, que
estd conectado & mecanica estatistica generalizada, como mostrado no terceiro capitulo.

O ultimo capitulo é referente ao problema da equagao de Schrodinger generalizada com
respeito a derivadas de ordem nao inteira. Mostramos a ideia de como obter tal equacao,
que estd fundamentada nos trabalhos feitos por Nick Laskin. Nesse capitulo, tratamos
da equagao de Schrodinger fracionéria na presenga dos potenciais (i) V(x) = Vi(x) e
(i7) V(x) = Vid(x — l1) + Voo (z — [2) e analisamos alguns limites assintoticos bem como
as mudangas no comportamento dos propagadores para escolhas diferentes de indices

fracionérios.
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Apéndice A

Funcao de Mittag-Lefller

A funcao de Mittag-Leffler foi introduzida por G. M. Mittag-LefHler e estudada por

outros [7]. Ela é escrita como

Eo(2) =)  wrr— (5.39)

—~ I'(ak+1)

0
inicialmente representada para um parametro «, mas posteriormente generalizada para
trés parametros. A generalizacao para dois parametros da funcao de Mittag-Leffler foi pro-

posta por Agarwal, sendo escritas posteriormente diversas relagoes. A funcao de Mittag-

Leffler para dois pardmetros apresenta a seguinte forma:

Zk

Eop(2) = m,

(>0, 8>0). (5.40)

K

e
Il

0
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A partir dela, podemos escrever algumas propriedades:

Eu(z) = ) =€ (5.41)
k=0
1 T2 ok

Ein(z) = Zm_l{ez— E}’ (m=1,2,..); (5.42)

k=0
Bai(2?) = i 2k — cosh(z); (5.43)
’ 2. (k)
5 I 22k sinh(z)

Ehp(27) = - = ; (5.44)
z kz—o (2k +1)! z

Eip1(2) = ¢ erfe(—z); (5.45)

Eaplz) = zEamrﬁ(z)%—ﬁ; (5.46)

Eoa(z) = kzzosza(Z)- (5.47)

Podemos, ainda, escrever uma versao mais geral para a funcao de Mittag-Leffler con-

tendo trés indices:

Zk

Bl 5(2) = % %, (ar, B,y > 0). (5.48)

Essa representacao também pode ser escrita em termos das integrais de Mellin-Branes da

seguinte forma [110]:

1 THe D) (y — 5)
E] 4(2) = —/ —————(—%)"sds, l|argz| <m, (5.49)
s QWZF(’}/) y—100 F(ﬁ - O(S)
sendo o um numero real positivo, S e v complexos, em que a parte real de S deve ser
maior que zero, sendo, ainda, v # 0, —1, =2, ....
Como foi dito, as transformadas integrais da fungao de Mittag-Leffler sao de grande
importancia. Na sequéncia, consideramos a fungao de Mittag-Leffler de dois parametros.

Seja a transformada de Laplace,

F(s) = L{f(t) :s} = /0 et (5.50)
1

ft)=LHF(s);t} = — B e F(s)ds, (5.51)

20 Sy oo
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na func¢ao de Mittag-LefHler de dois parametros, temos que

L{tPE, 5(ax®); s} = / e P E, s(ax®)dx
0

00 51 e akmak
= e FalT —dx
/0 kz:% I'(ak + B)
sa=p
= 5.52
-, (552

ou seja se § = 1, podemos escrever a transformada de Laplace da funcao de Mittag-Lefler

L{E,(ax®); s} = (5.53)

Torna-se interessante, também, escrever a inversao que nos fornece a funcao de Mittag-

LefHler:

C_l{ i ;x} = E,(ax®). (5.54)

Funcao H de Fox

Mencionada anteriormente a motivacao que torna importante o estudo dessa fun-
¢ao. Denominada de fun¢do H por Fox, em 1961 [7], ela é apresentada como uma genera-
lizagao de muitas fungoes especiais: a E de MacRobert, a hipergeométrica de Wrigth, a

fungao G de Meijer e, também, a de Mittag-LefHler (se¢ao anterior) entre outras.

H™" [x

p’q

((1 7A ) _ m,n
(b:,B:)} = Hp [‘r

(a1,41), (apAp)] 1 B

<b1781>,--~7(bq,Bq>] = om0 /L x(€)z4d¢

X(g) _ H;nzlr (b] — BJ£> H?er (1 —a; + A]é“) (5 55)
1 r <1 B bj + ng) H§:n+1r (a]’ — Ajf)’

j=m+1

sendo m, n,p e q inteiros tais que 0 <n<pel <m <q.
Algumas propriedades da fun¢ao H de Fox podem ser encontradas na referéncia [110],

as quais,

() para k > 0:

m,n
Hpvq [ZL‘

(ap,Ap) | __ m,n k
(55735)] =k H; [$

ap,kAp .
gbqkaq))] : (5.56)
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(74) para multiplicagao:

k 1ym,n
T Hp’q [x

(a ,A ) _ m,n
(biBf)] = Hy [I

ap+kAp,A
i) (5.57)

(7i1) paran > 1e qg>m:

m,n
Hpvq [Zlf

(a1,A1)(az,A2)-(ap,Ap) — gt [

((l 7A )(C" 7A ) .
(b1,B1)+(bg—1,Bq—1)(a1,A1) p—1g-1 | By )by 1 ] ’ (5.58)

(b1,B1)-++(bg—1,Bq-1)

(tv) param >2ep>n:

a1,A1)(ap—1,Ap—1)(b1,B m—1,n a2,A2)(ap—1,Ap— .
Ebll,Bll))(bg(,Ez)l...(iq,jlgzq()l = H, o1 [:C (a2,A2)-(ap—1,4p 1)] : (5.59)

Hp,f} [x (b2,B2)-++(bq,Bq)

(v) para relagoes com a fun¢ao de Mittag-Leffler:

E] 4(x) = ﬁHiﬁ {—x E;;’(ll)m)} ; (5.60)
(vi) para relagdo com a fungao exponencial:
HY, {x(mj = e?; (5.61)
(vii) para a transformada de cos-Fourier:
/Ooo Hp4' [k Eszgf))] cos(kz)dr = gHZﬁ% [5" 83?7(75—(1325,{414,2()1,1/2)] - (5.62)

(viti) para a transformada de Laplace:
(amAp)] . 5} _ S,»YHm+,71L+1 [CLSU
(btthI) 7 P 4
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(ix) para a transformada Inversa de Laplace:

(ap4p) N = t’Y—le,n
(ba:Ba) | prba

Existem muitas outras relacoes e propriedades da funcao H de Fox, além de variadas

as’ at™?

(5.64)

(bquQ)

(aP’AP)v('YvU)
—1 — m,n
L {s THy ]

relagoes com muitas outras fungoes conhecidas, estando a fungao de Fox e de Mittag-

Leffler entre as mais tuteis em calculo de ordem néo inteira.
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