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Resumo

Usando conceitos e ferramentas da Fisica Estatistica, neste trabalho sao analisados
varios aspectos de processos eleitorais. Primeiramente, é apresentada uma revisao
de investigacoes empregando dados de eleicoes de varios paises: distribuicoes de
votos, modelos usando redes para reproduzir distribuicoes de votos e analises em-
pregando taxa de comparecimento as urnas (correlagoes espaciais, anélise entrépica
e processos fraudulentos). Em seguida, sao apresentadas as investigagoes desta tese.
A primeira foi direcionada a escolha de candidatos para elei¢oes (processo de candi-
datura). Encontrou-se uma correspondéncia média nao linear (lei de poténcia) entre
o numero de candidatos (a prefeito e a vereador) e o tamanho do eleitorado em cada
unidade eleitoral (nimero de eleitores), em que as distribui¢oes de probabilidade das
flutuagoes sdo aproximadamente lognormais (processo multiplicativo). Em adicao
a essa investigacao, é apresentada uma analise estatistica da ocupagao de posigoes
politicas em todas as cidades brasileiras considerando os ntimeros de candidatos (a
prefeito e a vereador) e o niimero de membros de partidos politicos. Identificou-se que
essas relagoes sdo também bem descritas por leis de poténcia (alometrias) médias,
subjetivadas por ruidos multiplicativos com desvios padroes aproximadamente cons-
tantes. Os resultados indicam que a ocupacao de posicoes politicas é caracterizada
por uma hierarquia: posi¢goes mais influentes correspondem a menores valores para
o expoente alométrico.

Palavras-chave: fisica estatistica, sistemas complexos, sistemas sociais, processos

eleitorais, andlise de dados, distribuicoes de probabilidade, escala alométrica.



Abstract

By using concepts and tools of statistical physics, various aspects of electoral pro-
cesses were analyzed. First, investigations employing elections data from several
countries were reviewed. Afterwards, the focus was directed to the main research
findings of this thesis. The first one concerns to the selection of candidates for elec-
tions (candidature process) in several countries: distributions of votes, models using
networks to reproduce distributions of votes and analyzes employing turnout rate
(spatial correlations, entropy analysis and fraudulent processes). We found an ave-
rage nonlinear (power law) behavior between the number of candidates (for mayor
and councilor) and the size of the electorate in each electoral unit (number of voters),
where the probability distributions of the fluctuations are approximately lognormal
(multiplicative process). The second one was obtained from a statistical analysis of
the occupation of political posts in all Brazilian cities by considering the numbers of
candidates (for mayor and councilor) and the number of members of political parties.
As in the previous case, average power laws (allometries) subject to multiplicative
noises with standard deviations being approximately constant were identified. The
results indicate that the occupation of political posts (mayor, councilor and party
member) is characterized by a hierarchy: most influential positions correspond to
the smaller allometric exponents.

Key words: statistical physics, complex systems, social systems, electoral processes,

data analysis, probability distributions, allometric scaling.
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Introducao

A populagao mundial, assim como o niimero de cidades, em geral cresce continua-
mente e consequentemente os desafios sociais aumentam. Além disso, as interagoes
sociais sao reforgadas devido a alta mobilidade das pessoas e a grande facilidade de
comunicacao. Com esses fatores em evidéncia, compreender os diversos aspectos de
nossa sociedade é uma necessidade também crescente. Nos tultimos anos, muitas pes-
quisas tém sido realizadas utilizando conceitos e ferramentas de Mecanica Estatistica
na tentativa de entender fenomenos coletivos emergentes das interacoes de individuos
como unidades elementares em estruturas sociais, isto é, com o intuito de aumentar
a compreensao dos sistemas sociais. Esses estudos tém-se mostrado frutiferos para
descrever sistemas sociais e nesse contexto tem-se usado o termo sdcio-fisica.

Uma dificuldade conceitual surge imediatamente ao tentar aproximar a dinamica
social empregando o ponto de vista da fisica estatistica. Tradicionalmente, os com-
ponentes elementares dos sistemas estudados, os atomos e moléculas, sao objetos
relativamente simples, cujo comportamento é bem conhecido. Por outro lado, os
seres humanos sao exatamente o oposto de tais entidades simples: o comportamento

detalhado de cada um deles é o resultado complexo de muitos processos fisiologicos



e psicoldgicos. Ainda, nao é possivel saber a dindmica exata de um tnico individuo
e nem a forma detalhada de como ele interage com os outros. Portanto, qualquer
modelagem de agentes sociais, inevitavelmente, envolve uma grande simplificacao
do problema real. Na maioria das situagoes e com boa aproximacao, propriedades
qualitativas (e até mesmo quantitativas) de fenomenos de grande escala podem nao
depender de varios detalhes do processo. Caracteristicas de niveis mais elevados
como simetrias, dimensionalidades e leis de conservagao sao relevantes para o com-
portamento global. Com esses conceitos em mente, torna-se mais facil a abordagem
de modelos para alguns sistemas sociais. Para dar consisténcia a um modelo, um
passo crucial é a comparacao com dados empiricos, tornando possivel verificar se o
modelo “microscépico” é uma boa abordagem para os dados reais.

Padroes em muitos sistemas sociais vém sendo cada vez mais identificados usando
fisica estatistica, como por exemplo, em religido [1, 2], economia [3, 4], propagacao
de noticias [5, 6], popularidade [7, 8, 9, 10], dinamicas de opiniao [11, 12, 13, 14] e
politica [15, 16]. Nesse sentido, também tém surgido trabalhos revisando resultados
que utilizam fisica estatistica no estudo de sistemas sociais [17, 18, 19].

A vida cotidiana apresenta muitas situagoes nas quais hé necessidade de um grupo
chegar a decisoes compartilhadas, tornando uma posi¢ao mais forte e ampliando seu
impacto na sociedade. Nesse contexto, a fisica estatistica também é aplicada em
varios estudos de dinamicas de opiniao visando a definir os estados de opinidao de
uma populagao e os processos elementares que determinam as transi¢oes entre esses
estados. Muitas vezes, as pessoas sao confrontadas com um ntmero limitado de esco-

lhas em uma questao especifica, como por exemplo: direita ou esquerda, Windows ou



Linux, comprar ou vender, candidato 1 ou 2, etc. Se opinioes podem ser representa-
das por numeros, o desafio é encontrar um conjunto adequado de regras matematicas
para descrever os mecanismos responsaveis por suas evolugoes e mudangas. A pri-
meira dinamica de opiniao criada por um fisico foi um modelo proposto por Weidlich
[20], em 1971. Mais tarde, o modelo de Ising fez sua primeira apari¢ao na dinamica
de opinido nos trabalhos de Galam [21, 22]. O acoplamento spin-spin representa a
interagao de pares entre os individuos e o andlogo do campo magnético geralmente
representa o efeito externo. Entre os modelos de dinamica de opiniao que tém re-
cebido maior atengao estao o modelo do eleitor [23, 24], a regra da maioria [25], os
modelos baseados em teoria de impacto social (o impacto de um grupo social em
um individuo depende do ntimero de individuos no grupo) [26, 27, 28] e o modelo
de Sznajd (o impacto exercido por um grupo social em um individuo cresce com o
tamanho do grupo) [11].

Uma grande contribuicao na abordagem fisica para a dinamica de opiniao esta
centrada em aspectos quantitativos do fenomeno de formagao de consenso, ou seja,
comecando pela andlise de dados reais, além de abordar as questoes meramente
qualitativas de quando e como as pessoas concordam ou discordam. A disponibilidade
atual de grandes bases de dados e computadores capazes de lidar com eles contribuem
imensamente com as investigacoes.

Entre os fenomenos de dinamica de opiniao, elei¢coes constituem dinamicas de
importancia fundamental para uma sociedade, ja que seus resultados influenciam
diretamente em muitos aspectos da vida das pessoas. Ademais, atualmente encontra-

se disponivel ao ptblico uma grande quantidade de dados de elei¢oes, em formato



eletronico. Diante dessas consideracoes, varias investigacoes das dinamicas eleitorais
empregando dados tém sido realizadas.

Um histérico, muito breve, de resultados ja encontrados até o momento inicia-
se com Costa filho et al. [29, 30], argumentando que o numero de candidatos que
recebem uma dada fracao de votos, em eleicoes proporcionais brasileiras, tem dis-
tribuicao seguindo uma lei de poténcia com expoente —1 e que esse comportamento
pode ser modelado como um processo multiplicativo; em seguida, os mesmos dados
foram melhor ajustados por Lira et al. [31] usando uma generalizagao da lei de Zipf.
Para a distribuicao de votos em eleigoes pluralistas brasileiras, Araripe et al. [32]
sugerem distribuicoes e observam que os votos tendem a ser polarizados entre os
dois primeiros colocados; Araujo et al. [33] constroem um modelo considerando um
mecanismo de “votacao tatica” obtendo esse comportamento de polarizacao através
do impacto dos resultados de pesquisas. Com o objetivo de simular o comporta-
mento de lei de poténcia encontrado por Costa Filho et al., Bernardes et al. [34]
construiram um modelo que utiliza uma generalizagao da dinamica de opiniao de
Sznajd [11] na rede de Barabasi-Albert. Gonzélez et al. [35] também abordam um
modelo usando a dinamica de Sznajd aplicada a rede de Barabdsi-Albert e a uma
rede deterministica. Travieso e Costa [37] construiram uma dinamica de opiniao e
a aplicaram a cinco modelos de redes. Analisando as elei¢bes proporcionais, e agora
considerando a “forga”dos partidos, Fortunato e Castellano [38] apontam que a dis-
tribuicao do ntmero de votos recebidos por candidatos para trés paises é ajustada
por uma lognormal; em contraste, Araripe e Costa [39] indicam que os resultados

para eleicoes brasileiras sao diferentes. Dando continuidade as investigagoes de For-



tunato e Castellano, Chatterjee et al. [40] usam dados de quinze paises na busca
por classes de universalidade das distribuicoes de votos, pontuando que um conjunto
de cinco paises tem o comportamento lognormal. Dados como taxa de compareci-
mento as urnas também foram usados para analisar dinamicas eleitorais. Borghesi e
Bouchaud [41] indicam que a correlagdo da taxa de comparecimento as urnas decai
logaritmicamente com a distancia entre as cidades para dados de elei¢oes francesas.
Continuando essa investigacao e considerando uma base de dados de onze paises,
a mesma investigacdo e o mesmo resultado sdo obtidos por Borghesi et al. [43].
Para investigar o estado de ordem do sistema levando em conta as proporgoes de
abstengoes, votos brancos e nulos e votos validos, Borghesi et al. [44] realizaram
uma analise entrépica. Considerando a taxa de comparecimento as urnas e a taxa
de votos para o candidato vencedor, Klimek et al. [45] constroem um modelo para
detectar mecanismos fraudulentos em eleigoes.

Nas varias investigacgoes citadas acima, usando conceitos e técnicas de fisica es-
tatistica, um unico ponto de vista é focado como consequéncia para os resultados de
eleicoes: a escolha de candidatos no dia da eleicao. No entanto, o eleitor tem sua
opiniao restrita a um conjunto de candidatos pré-estabelecido pelos partidos politicos.
Tal fato aponta que o resultado de uma eleicao é também influenciado pelo processo
de candidatura, ou seja, pela formacao do conjunto de candidatos. Um aspecto
central desta tese foi direcionado a buscar regularidade no processo de formacao do
conjunto de candidatos para eleicoes, um aspecto que ainda nao havia sido inves-
tigado. Analisando dados de elei¢oes para prefeitos e vereadores, encontraram-se

um comportamento médio lei de poténcia e um aparente crescimento do expoente



com o numero de posicoes. Nesse contexto, foi também realizada a mesma andlise
para dados de filiados a partidos politicos [73], confirmando o resultado observado
(comportamento médio lei de poténcia) e um crescimento do exponte com o nimero
de posicoes. Para ambas as andlises, a flutuacao dos dados em torno do comporta-
mento médio tem uma distribuicao lognormal, indicando que as variaveis seguem um
processo multiplicativo.

Motivado pela relevancia das dinamicas eleitorais, este trabalho contém um histé-
rico, nos capitulos 1-4, dos resultados citados acima, focando os objetivos e resul-
tados obtidos nas investigagoes, e a seguir, nos capitulos 5 e 6, um detalhamento
das investigagoes que culminaram nesta tese. No primeiro capitulo, abordaram-se as
investigacoes que analisam distribuicoes de votos em elei¢oes proporcionais e pluralis-
tas. No segundo capitulo, apresentam-se os resultados de modelagem via dinamicas
de opiniao em redes para o comportamento encontrado no capitulo 1 para eleicoes
proporcionais. No terceiro capitulo, é retomado o contexto de distribuicao de votos
em eleicoes proporcionais, porém levando em conta o peso dos partidos. No capitulo
4, sao mostrados os resultados de dinamicas que levam em conta a taxa de compare-
cimento as urnas. No capitulo 5, apresenta-se uma analise do crescimento do niimero
de candidatos a prefeito e a vereador com o tamanho do eleitorado das cidades. No
capitulo 6, é apresentada a mesma andlise para o crescimento do niimero de filiados
a partidos politicos, indicando que as regularidades encontradas (comportamento lei
de poténcia) nos capitulos 5 e 6 sugerem uma regra relacionada ao crescimento das
posicoes politicas (o expoente cresce com o nimero de posigoes). Encerrando esta

tese ha ainda as conclusoes e dois apéndices.



Capitulo 1

Distribuicao de votos em eleicoes

Resultados de elei¢oes proporcionais no Brasil indicam que a distribuicao do
nimero de candidatos com uma dada fracao de votos, para uma parte consideravel
dos dados, tem um comportamento hiperbdlico, o qual pode ser relacionado a um
processo multiplicativo. No entanto, uma generalizacao da lei de Zipf ajusta uma
quantidade maior dos dados. Para eleicoes pluralistas, encontrou-se um comporta-
mento aproximadamente exponencial, com uma tendeéncia a polarizacao dos votos
entre os dois primeiros colocados. Tal tendéncia mostrou-se consistente com um
mecanismo de votacao tatica devido a resultados de pesquisas durante a campanha

eleitoral.
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1.1 Distribuicao de votos em eleicoes proporcio-
nais

Analises objetivando identificar padrdes nas distribui¢oes de votos em eleigoes no
sistema proporcional (Apéndice A.1) vém sendo feitas. Em particular, investigagoes
referentes a eleigoes realizadas no Brasil nos anos de 1998 e 2002 indicaram um regime
de lei de poténcia para uma parte consideravel da distribuicao dos dados de eleicoes
proporcionais (deputados federais e estaduais) [29, 30]. Considerando os resultados
de eleicoes em cada estado para a posicao de deputado estadual e normalizando
os votos de cada candidato pelo numero total de eleitores do respectivo estado, o
histograma do ntiimero de candidatos N recebendo uma fracao de votos v é mostrado
na Figura 1.1 (a). Nesse caso, hd um comportamento hiperbdlico, isto é, N(v) segue

muito proximo a uma lei de poténcia
N) ccv™ | (1.1)

com «a & 1, por duas ordens de magnitude. Na Figura 1.1 (b), o mesmo procedimento
foi realizado para a posicao de deputado federal.

Um caminho possivel para interpretar as leis de poténcia encontradas é olhar
para N(v) como um “grande processo” multiplicativo. Nesse sentido [29], associa-se
a cada candidato fatores p;’s, e cada p; esta intrinsecamente relacionado aos atributos

do candidato que realiza o subprocesso i entre os eleitores. Além disso, assume-se

11



que os p;’s sao positivos e independentes, de modo que sua fragao de voto deve ser

VX Ppip2 - - - Pn, (1.2)

em que n é a quantidade de subprocessos. Para n suficientemente grande e pelo teo-
rema do limite central, a distribui¢ao de v é aproximadamente lognormal (Apéndice
B.2). J4 que a lognormal ¢ proporcional a +exp (—a(lnv)? +blnv) e se seu expo-
ente, em maédulo, for muito pequeno, a lognormal aproxima-se de v~1, que é o padrao

encontrado na Figura 1.1.

4
4
10 T T T 10 T T T T

ALON0D deputado federal

- Z 10 T
- 10° N
Lootm Y I S 7 2.
2 1 L L 1 2

@ RS ulf’ vu;a 1:)2 ® %107 10* IO*‘V 10 10

Figura 1.1: Histogramas das fragoes de votos - Os grificos, em log-log, mostram as
distribuigoes de votos para as elei¢oes de 1998 (circulos) e de 2002 (triangulos). As linhas
s6lidas representam os ajustes para as regioes de escala (a) para deputados estaduais e (b)
deputados federais. Adaptada de Costa Filho et al. [29, 30].

12



1.2 Ajuste via lei de Zipf

Observando os histogramas da Figura 1.1, é perceptivel que uma parte consi-
deravel da distribuicao dos dados nao é ajustada pela lei de poténcia sugerida [29, 30].
Todavia, as curvas sao aparentemente “bem comportadas”, surgindo a questao: sera
que um outro modelo nao ajustaria melhor? Baseando-se nos resultados das eleicoes
proporcionais do Brasil nos anos de 1998 e 2000, essa questao foi respondida para as
posicoes de vereadores, deputados estaduais e federais. Mostrou-se [31] que as dis-
tribuigoes dos votos podem ser bem aproximadas por uma lei de Zipf generalizada,
propostas dentro de uma ferramenta estatistica nao-extensiva [48].

Para dados das elei¢oes brasileiras no ano 2000 e considerando os resultados para
as 15 maiores cidades para a posigao de vereador, 15 histogramas estao agrupados,
por meio de médias, e mostrados em log-log na Figura 1.2.

A curva encontrada é muito proxima da lei de Zipf

A

N(v) = +Cv)e’ (1.3)

em que A é uma constante de normalizacao e C regula a transi¢ao entre o plato inicial
e o regime de lei de poténcia caracterizada pelo expoente . A lei acima pode ser
relacionada ao formalismo termodinamico nao-extensivo [48]. Nesse formalismo, a
funcao exponencial, que ocorre no peso estatistico de Boltzmann-Gibbs, é substituida
por uma generalizagao da exponencial a um parametro q. O desvio de 1 desse

parametro ¢ esta associado ao grau de nao-extensividade. Por sua vez, a exponencial

13



q, exp,(t) ¢ a solugao da equacao

aw
W - )\qu 5 (14)

com A\, =1e W(0) =1, isto 6, W(t) = exp,(t) = [1 + (1 — ¢)t]/'""9. Note-se que o
caso ¢ = 1 corresponde a exponencial usual. Tomando W = N e t = v na equacgao

(1.4), obtém-se a solucao

N
M= i e o

com A, = —A,N(0)"". O melhor ajuste de N(v) para eleicoes de vereadores para
a equagao (1.5) é mostrado como uma linha sélida na Figura 1.2 e fornece, quando
comparada a equagao (1.3), a =1/(¢—1) = 2,63 (¢ = 1,68), um expoente conside-

ravelmente maior do que um.

14



log,, N(v)

2F vereadores

log;,v

Figura 1.2: Ajuste via lei de Zipf - vereadores - O griafico mostra a distribuicao de votos
para representantes locais (vereadores) em log-log. Os circulos sao referentes aos dados dos
resultados de elei¢oes proporcinais brasileiras de 2000, considerando as 15 maiores capitais.
A linha sélida é o melhor ajuste via lei de Zipf, equagao (1.5), cujo expoente é a = 2,63.
Adaptada de Lyra et al. [31].

A Figura 1.3 mostra N (v) para dados de eleigoes para deputados estaduais em (a)
e federais em (b) para 15 estados, correspondendo as 15 maiores capitais do Brasil,
como na analise para vereadores. Observa-se que depois do plato inicial, um regime
de escala lei de poténcia emerge com expoente muito proximo de -1,0, em ambos os
casos, mas pode-se observar que o regime de escala muda para fragoes grandes de
votos e um rapido decaimento ocorre. Como visualizado na Figura 1.2, essa quebra
de invariancia de escala nao ¢ vista nos dados de elei¢oes para vereadores.

E perceptivel portanto, que os graficos da Figura 1.3 parecem ser composicoes

entre a exponencial usual (¢ = 1) e a exponencial g (¢ # 1). Assim, é razodvel supor
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que N(v) pode ser a solu¢ao de uma equagao que ¢ a interpolacdo entre a equagao
(1.4) com (¢ = 1) e a equagao (1.4) com (q # 1), isto é, considera-se que N (v)

satisfaz a equacao

:—/\N—()\q—/\)Nq, (1.6)

cuja solucao é
N(0)
[1 — AN/ A+ ()\fl/)\)e(q b ”}

com X, = A — (A — Ag)N(0)"". Na Figura 1.3, a linha sélida corresponde ao melhor
ajuste via equagdo (1.7). Nesse caso, tem-se A\, = 12227,3, \, = 135,1 e a =
1/(q—1) = 1,03 (¢ = 1,97) para deputados estaduais e X, = 6774,4, A\, = 33,1
ea=1/(q¢—1)=1,07 (¢ = 1,93) para deputados federais. Note que o expoente
a esta de acordo com o estimado anteriormente. Os processos de votacao nao-locais
sugerem um comportamento de escala universal. No entanto, a passagem para o
comportamento exponencial ocorre em diferentes fragoes (ndo universal) de votos.
A diferenca nos expoentes de escala que aparecem na lei de Zipf generalizada para
representantes locais (vereadores) e nao-locais (deputados estaduais e federais) sugere

distintas dinamicas subjacentes.
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Figura 1.3: Ajuste via lei de Zipf generalizada - deputados estaduais e federais
- A distribuigdo de votos para deputados estaduais e federais em log-log. Os circulos sao
referentes as eleigoes brasileiras no ano de 1998, considerando os estados com as 15 maiores
capitais. A linha sélida é o melhor ajuste via lei de Zipf generalizada, equagao (1.7). O
expoente de escala da lei de poténcia é o = 1,03 para (a) deputados estaduais e a = 1,07
para (b) deputados federais. Adaptada de Lyra et al. [31].

1.3 Distribuicao de votos em eleicoes pluralistas

Os estudos apresentados até o momento focavam resultados de elei¢oes proporci-
onais, em que o nimero de vagas em cada cargo é sempre superior a um. A seguir,
analisam-se eleigoes em que ha somente uma vaga, como é o caso do executivo (pre-
sidente, governador e prefeito). Para esse tipo de elei¢do, um dos formatos mais
comuns ¢ o chamado sistema de votacao pluralista, no qual o candidato vencedor
deve apenas receber o maior nimero de votos. Esse sistema é aplicado em 43 dos
191 paises das Nacoes Unidas, e o Brasil é a maior democracia desse grupo. Na

Figura 1.4, encontra-se a distribuicao da fracao de votos v para o vencedor a direita
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e para o perdedor a esquerda se somente dois candidatos estao disputando. Por
construgao, essa distribuicao é simétrica em relacao a v = 0,5. O conjunto de dados

completo foi ajustado pela distribuicao de Laplace

P(v) & exp (w) (1.8)

com o parametro A = 0, 08 [32].

Essa distribuigao foi usada em uma generalizagdo do modelo de fragmentagao [46]
para descrever distribui¢oes de votos para prefeito. Qualitativamente, fragmentacgoes
ocorrem como consequencia de sucessivas particoes. No contexto de eleicoes, frag-
mentacao pode ser entendida como um fracionamento do eleitorado. No modelo de
fragmentagao empregado em [32], comega-se dividindo o eleitorado em uma sequéncia
de fracoes, v e ry = 1 — 1y, 19 = 1| — /5 e assim sucessivamente. Diferente de
[46], em que investigou-se o limite de um numero infinito de fragdes, considerou-se
aqui o processo para um numero finito de fracoes, generalizando com tamanhos que
podem ser reescritos como: vy = w1, vy = (1 — z1)xe, v3 = (1 — x1)(1 — x9)x3,

ey U= (1 —21)...(1 —xyp_q1)zpn, com 0 < 2; < 1 sendo uma varidvel aleatéria
obedecendo a uma distribuicdo p(x). Atribui-se a cada candidato ¢ uma fracdo de
votos v; para i = 1,2,...,n. Isso é justificado quando assume-se que v; deve ser
muito proximo da fracao de eleitores decididos a votar no candidato 7. Desse modo,
é razoavel adotar a distribuicdo dada pela equagao (1.8) como uma primeira apro-
ximagao para p(x). A fragdo méxima de votos entre os n candidatos mais votados é
dada por

Vmax :max[VbVQw-'an—laVn]‘ (19)
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Para a solugao numérica do modelo, primeiramente geraram-se n— 1 niimeros aleaté-
rios distribuidos de acordo com (1.8). A partir disso, calculou-se todo o conjunto
de fracoes v; e determinou-se a maior delas, V.. Repetiu-se o processo N = 10°
vezes para produzir um histograma para v,,,, para o caso de eleicoes com 3 ou 4

candidatos, como ilustra a Figura 1.5.
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Figura 1.4: Distribuicao de votos para prefeito - Histograma da fracao de votos das
eleicoes para prefeito nas cidades brasileiras em 2004. Os dados correspondem as eleigoes
com somente dois candidatos e todas as coordenadas foram divididas por um fator de 103.
Os circulos mostram a frequéncia da fracao de votos do vencedor e os triangulos representam
os resultados para o perdedor. A linha continua é simétrica em relacao a v = 0,5 e
representa o melhor ajuste dos dados pela distribui¢do de Laplace (1.8). Adaptada de
Araripe et al. [32].
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Figura 1.5: Distribuicao de votos dos candidatos mais votados - Histograma da
fragdo de votos para o candidato mais votado V., em eleicoes com 3 (circulos) e 4
(tridngulos) candidatos. As linhas sélidas sao as previsdes do modelo de fragmentacao.
Adaptada de Araripe et al. [32].

Observa-se que a Figura 1.6 indica que a selecao de um entre n candidatos pela
populagao durante uma campanha eleitoral certamente nao é um processo estatico.
A evolucao temporal dessas enquetes ilustram bem a polarizacao dos votos entre o
primeiro e o segundo lugar. O crescimento da popularidade de ambos esta claramente

ligada a perda de votos dos dois menos votados.

20



40 T T

© primeiro
v segundo
* * terceiro
20 o~

‘ = quarto

% votos

I

0 | . . .
0 20 40 60 80 100

tempo (dias)

Figura 1.6: Evolugao de uma campanha eleitoral - Evolucao temporal da fragao das
intensoes de votos para os 4 primeiros candidatos mais votados na eleicao para prefeito de
Sao Paulo em 2004 durante a campanha eleitoral. Essas enquetes foram realizadas pela
ageéncia brasileira IBOPE. O tempo em dias é contado a partir da data da primeira enquete,
28 de junho de 2004. A aproximacao gradual entre o primeiro e o segundo candidatos mais
votados mostra o fenomeno de polarizacao. Adaptada de Araripe et al. [32].

Em elei¢oes pluralistas, diferentes mecanismos podem afetar a formagao da opiniao
dos eleitores durante um processo eleitoral. Um tipo de mecanismo chamado de
votagao tatica, caracterizado pela forca relativa do retorno das pesquisas eleitorais e
da interagao entre os individuos da sociedade, ¢ identificado em [33]. Um modelo foi
introduzido para estudar os efeitos da votacao tatica em elei¢coes pluralistas, o qual
oferece uma possivel explicacao para a polarizacao final de votos sugerida na Figura
1.6.

Para descrever o modelo, foram considerados n candidatos identificados pelo

indice 0 = 1,...,n e uma funcao balanco F para quantificar o grau de indecisao
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na sociedade devido a coexisténcia de diferentes opinioes, definida por
F=-HY oi,05)+alvy—v) Y o, f), (1.10)
(i.3) i

em que o; ¢ o candidato para o qual o eleitor ¢ vota e f é o indice do primeiro colocado
nas pesquisas. A funcao §(o;,0;) é 1 se ¢ e j escolheram o mesmo candidato e 0 caso
contrario. O coeficiente H mede a “forca”de interagao entre individuos conectados
e a o impacto das pesquisas. Uma tendéncia natural na sociedade é minimizar esse
grau de indecisao. Junto com o principio de maxima entropia, isso leva a distribuicao
de probabilidade de cada estado P o exp(—JF).

Na auséncia de pesquisas (o = 0), o modelo torna-se o modelo de Potts de
n estados do magnetismo [49]. Para H acima de H., a opinido de uma maioria
estavel pode surgir, enquanto que abaixo desse valor a interacao entre as pessoas
nao é suficiente para levar a uma maioria fixada. O sistema é entao controlado pela
competicao entre o comprimento relativo do impacto das pesquisas a/H e seu grau
de subcriticalidade (H — H.)/H., dado pela razao

a/H

R=tm—mym.

(1.11)

O numerador mede a tendéncia a votagao tatica, que quanto maior, mais forte é
a resposta as pesquisas. A “for¢a” da ligacao psicoldgica entre individuos de uma
sociedade é representada no modelo pelo grau de subcriticalidade. Para H acima
H., no limite de R = 0, quando os eleitores decidem independentemente da opiniao

global, rapidamente uma clara maioria aparece. Com o crescimento de R, a tendéncia
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para a o voto tatico torna-se mais relevante. No limite de R grande, a fracao de votos

dos vencedores é um pouco acima de 1/n, ou seja, nao hé evidéncia de maioria clara.
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Figura 1.7: Resultados de eleigoes brasileiras e o modelo de voto tatico - Distri-
buigao dos votos dos vencedores (verde) para elei¢oes com (a) dois, (b) trés e (d) quatro
candidatos. Devido a resiliéncia dos resultados das elei¢oes de 2000, 2004 e 2008, as médias
foram realizada sobre as trés elei¢cbes para melhorar as estatisticas. As linhas vermelhas séo
as mesmas distribuicoes obtidas com o modelo para R = 0,69, considerando uma média
ponderada sobre trés sistemas de tamanhos 502, 752 e 1002 eleitores. As linhas azuis cor-
respondem a uma malha quadrada com 502 eleitores. As linhas pontilhadas pretas sdo
obtidas em uma rede com topologia de “mundos pequenos”’com R = 0,46. A distribuicao
do segundo candidato para eleigoes com trés candidatos é mostrada em (c). Todos os
resultados sao médias sobre 5% amostras. Adaptada de Nuno et al. [33].
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Para uma primeira verificacao do modelo, foram considerados dados de elei¢oes
para prefeito no Brasil. A Figura 1.7 mostra a distribuicao de votos do vencedor
em eleicoes para prefeito com dois candidatos. Esses resultados foram usados para
caracterizar o eleitorado em termos da razao R da equacao (5.1). Ajustando os
resultados simulados para n = 2 com os dados empiricos, obtém-se o/ H = 0,0069 e
(H—-H.)/H.= 0,01, correspondendo a R = 0, 69.

A Figura 1.8 (a) mostra, juntamente com dados do Brasil, resultados de eleigdes
para prefeito nos Estados Unidos (2008) e no Canada (2008). Independentemente
do nidmero de candidatos, é possivel notar, Figura 1.8 (b), um méximo da fragao de
votos em torno de 0,5 com reduzidas margens de vitoria.

Comparando a Figura 1.8 (a) com a Figura 1.8 (b), e recordando que o cresci-
mento de R é obtido por meio de uma diminui¢ao no grau de subcriticalidade ou
um aumento do impacto dos resultados das pesquisas, observa-se que o impacto das
elei¢oes nos Estados Unidos e Canada sao muito semelhantes. No Brasil, contudo, o
impacto revela-se ainda mais forte.

O modelo aplicado a uma malha quadrada, ou a rede com propriedades de “pe-
quenos mundos” reproduzem as principais caracteristicas: a pequena diferenca e a

polarizacao entre os dois primeiros colocados.
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Figura 1.8: Comparacao entre diferentes sistemas - (a) Distribuicao da fracao de votos
do candidato vencedor em eleigdes para prefeito, nos Estados Unidos em 2008 (circulos
vermelhos), Canadd em 2008 (estrelas azuis) e no Brasil foi tomada a média sobre os
resultados de 2000, 2004 e 2008 (triangulos verdes). (b) Distribuicao da fragao de votos do
vencedor para 3 (linha continua vermelha), 4 (linha tracejada azul) e 5 (linha pontilhada
verde) candidatos. (c) Distribuicdo de votos do segundo colocado. Distribui¢ao de votos
do vencedor relativas a diferentes valores do impacto das pesquisas, para R = 0,69 (linha
continua vermelha), R = 0,99 (linha tracejada azul) e R = 1,29 (linha pontilhada verde).
Todos os resultados foram obtidos realizando a média sobre 5* amostras em uma malha
quadrada com 2.500 eleitores. Adaptada de Nuno et al. [33].
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Capitulo 2

Simulacao de distribuicao de votos

em redes

Com o objetivo de simular o comportamento hiperbdlico em distribuicao de vo-
tos, alguns modelos foram construidos usando redes com diferentes topologias. A
dinamica de opiniao de Sznajd foi aplicada a rede de Barabdsi-Albert e a uma outra
com topologia fractal. Outro modelo simples de dinamica de opiniao foi aplicado a
varios tipos de redes visando analisar o quao robusto se torna o modelo em relacao

a propriedade de “mundo pequeno” presente na rede.

2.1 Modelo de Sznajd na rede Barabasi-Albert

No modelo de Sznajd, pequenos conjuntos de pessoas influenciam seus vizinhos
proximos se e somente se todas as pessoas dentro do conjunto concordam (Apéndice

B.3). Uma generalizacao desse modelo foi aplicada a duas redes diferentes: em uma
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rede ciibica, que é uma versao tridimensional de [47], e na rede de Barabdsi (Apéndice

B.4.3).
Rede de Barabasi-Albert (+) em t=40 e dados reais de 1998 MG/Brasil (x, multiplicado por 10)
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Figura 2.1: Simulacao em rede livre de escala - Distribuigao de N (v) para meio milhao
de nds na rede de Barabasi-Albert, em que cada né adicionado é ligado a 5 nés ja existentes.
Adaptada de Bernardes et al. [34].

Para aplicar o modelo na rede de Barabési-Albert (Apéndice B.4.3), a rede foi
construida partindo de 6 nés e m = 5. Mil candidatos foram distribuidos aleatori-
amente desconsiderando o niimero de conexoes de um no, e a partir dai comecgou a
campanha. Em cada espago de tempo, todos os nés sao visitados. Para cada no,
tem-se o seguinte processo:

e Se um né 7 ja tem preferéncia por um candidato, escolhe-se um né conectado j

aleatoriamente. Se o nd ¢ nao tem candidato, segue-se para outro né selecionado
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aleatoriamente.

e Se 0 n6 j tem o mesmo candidato que o no i, eles tentam convencer todos os nés
conectados a eles. A probabilidade de convencer outros, para cada um dos dois nés,
¢é agora inversamente proporcional ao nimero de nés conectados a ele, significando
que cada né convence, em média, um outro né em cada processo.

e Se 0 né j nao tem candidato, o no ¢ tenta convence-lo com a mesma probabilidade
descrita acima.

e Se 0 n6 j tem um candidato diferente do né i, passa-se para outro né i. A Fi-
gura 2.1 mostra que, exceto para valores pequenos e grandes de v, a lei hiperbdlica
concorda bem com o modelo para tempos intermediarios como t = 40. Porém, apli-
cando o mesmo modelo em uma rede cubica [34], apesar de também capturar esse

comportamento, ele € bem menos robusto.

2.2 Redes fractal e de Barabasi-Albert

Os resultados relatados sugerem que a dinamica dada pelo modelo de formacao
de opiniao de Sznajd modela bem sistemas eleitorais. Nesse sentido, ele foi aplicado
em diferentes redes para simular resultados de eleigoes. Em [35], a simula¢ao do
modelo aplicado a rede de Barabdsi-Albert é comparada a uma simulagao do mesmo
modelo aplicado a uma rede dada por um grafo deterministico. Os resultados sao
ainda comparados com dados de elei¢oes brasileiras e indianas.

Esse grafo deterministico cresce da seguinte maneira: em cada intervalo de tempo,

cada aresta gera um vértice adicional, o qual é ligado a ambos os vértices finais da
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aresta. Em ¢t = 0, tem-se um triangulo de arestas conectando os trés vértices; em
t = 1, o grafo consiste de seis vértices conectados por nove arestas, e assim por
diante. O ndmero total de vértices em ¢ interagoes é dado por Ny = 3(3' +1)/2 e
o grafo descrito é chamado pseudo-fractal. A distribuicao de grau (Apéndice B.4.1)
assintética para essarede é P ~ k™7 com v = 1+1n3,In2. Apesar de nao discutido
em [35], outras redes de topologias parecidas, grafos deterministicos, poderiam ser
usadas na simulacao de distribuigoes de votos. Um exemplo é a rede de Apolonio
[36], em que N, =3+ (3" —1)/2.

O modelo aplicado as redes pseudo-fractal e Barabasi-Albert é o mesmo descrito
na secao anterior, porém faz-se a seguinte consideracao: se o né j tem o mesmo
candidato que o no 4, cada né convence todos os noés conectados a ele com uma

probabilidade:
1

p(k) = (k)] e (2.1)

em que n(k) é o numero de nds conectados a i ou je & > 1. O caso { = 1 corresponde

ao empregado na secao anterior.
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Figura 2.2: Comparacao dos modelos - O grafico da distribuicao de votos de um processo
eleitoral na rede pseudo-fractal comparado com a simula¢do em uma rede Barabasi-Albert.
Ambas as redes tém 797.163 sitios (eleitores) e 500 candidatos. Considera-se a média de 20
realizagoes em cada rede. A distribuicao da pseudo-fractal é obtida depois de 15 interagoes
do processo de convencimento e £ = 2. A distribuicdo da Barabasi-Albert é obtida depois
de 83 interacbes. A insercdo mostra os resultados da simulacéo na rede pseudo-fractal para
£ =1,2,4,8 e 16, depois de 400, 20, 4, 2 e 1 interacdes, respectivamente. Veja que os
resultados dependem da regra escolhida. Adaptada de Sousa et al. [35].

Na Figura 2.2, observa-se que as distribuicoes de votos obtidas via simulacoes
empregando a rede pseudo-fractal e a rede Barabasi-Albert concordam muito bem.
No caso da rede-pseudo fractal, foi empregado £ = 2 na equagao (2.1). Para a rede
de Barabdsi-Albert, foi usado o mesmo valor de [34], £ = 1. Uma comparagao entre
resultados de elei¢goes para dois estados brasileiros, Sao Paulo e Minas Gerais, para

a posicao de deputado estadual e o modelo na rede pseudo-fractal sao mostrados na
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Figura 2.3: Modelo pseudo-fractal e dados de Minas Gerais e Sao Paulo - Resul-
tado da simulacao de um processo eleitoral depois de 20 iteracoes na rede pseudo-fractal de
21.523.362 nés (eleitores) e 1.144 candidatos, comparado com a distribui¢ao de votos para
o estado de Minas Gerais em 1998, com 11.815.183 eleitores e 819 candidatos, e o estado
de Sao Paulo em 1998, com 23.321.034 eleitores e 1.260 candidatos. Ambos os eixos estao
em escala logaritmica. A linha pontilhada é um ajuste com inclinacao —1. O tamanho
do intervalo de votos cresce por um fator 2. A altura da distribuicdo a partir da rede
pseudo-fractal é multiplicada por 10. Adaptada de Sousa et al. [35].

Como é possivel perceber, o comportamento da distribui¢ao de votos na simulacao
de eleicoes na rede pseudo-fractal tem boa concordancia com os resultados observados
em eleicoes reais. A distribuicao de votos para a simulacao e para os dados reais segue
a lei hiperbdlica, N(v) o 1/v, mais precisamente, para o nimero N de candidatos

com v votos, estendendo-se sobre duas ou trés ordem de magnitude, com desvios
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para pequenos e grandes nimeros de votos.
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Figura 2.4: Eleicoes em estados indianos - Distribuicao de votos para elei¢oes estaduais
na India em 1998. Para Uttar Pradesh (W), com 5.015.804 eleitores e 649 candidatos; Goa
(#), com 532.766 eleitores e 12 candidatos; Andhra Pradesh (A), com 31.829.338 eleitores
e 301 candidatos; Haryana (V¥), com 7.516.884 eleitores e 84 candidatos; e Kerala (x)
com 13.036.581 eleitores e 108 candidatos. Obteveram-se resultados quantitativamente
comparaveis com a simulagao na rede pseudo-fractal com 12 geracoes e 80 candidatos,
depois de 5 interagbes. As linhas sélidas sdo os ajustes do dados, com inclinagoes: -1,32
(Uttar Pradesh), -0,97 (Goa), -1,51 (Andhra Pradesh),-2,06 (Haryana), -1,26 (Kerala) e
-1,32 (pseudo-fractal). Adaptada de Sousa et al. [35].

Foram também analisadas as distribuicoes de votos em cada estado nas elei¢oes
indianas para a camara parlamentar. A distribuicao de votos para cada estado
é a superposicao de diferentes processos eleitorais para todos os constituintes do

estado. A Figura 2.4 mostra o resultado final do processo eleitoral para estados
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indianos, apontando perfis do comportamento hiperbélico (1,/v), o que foi também
observado em muitos estados brasileiros. A Figura 2.5 apresenta uma comparagao
da distribuicao de votos na fndia, para o pais todo, com a distribuicao obtida via
modelo pseudo-fractal. Observa-se que N(v) < v* com o« = —1,3 (para o Brasil

a=-—1).
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Figura 2.5: Eleicao na India e o modelo pseudo-fractal - Distribuicao de votos para a
India em 1998 (M), comparado, com a simulacdo na rede pseudo-fractal (e) com 12 geragoes
e 80 candidatos, depois de 5 interagoes. A linha sélida é um ajuste com inclinagao -1,3.
Adaptada de Sousa et al. [35].
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2.3 Propriedades de mundo pequeno em simulagoes
de eleicoes

Evidencia-se que, existem muitas possibilidades para se criar modelos que simu-
lam dinamicas de eleicoes, dado que uma dinamica de opiniao pode ser aplicada a
vérios tipos de redes. Quatro modelos sao abordados em [37] para simular o regime
hiperbdlico. Uma mesma dinamica de opiniao ¢ aplicada a cinco tipos de redes.

Para a simulacao do modelo de formacao de opiniao, adotaram-se as redes de
Erdos-Rényi, de Barabasi-Albert, uma generalizacao do modelo de Barabasi-Albert
(descritas no Apéndice B.4.2 e B.4.3), uma malha bidimensional ¢ uma malha bi-
dimensional com conexodes aleatérias. A rede de Erdos-Rényi é caracterizada por
uma distribuicao de grau de Poisson e pela presenca da propriedade de “mundo pe-
queno” (a distancia média entre nés é pequena e cresce lentamente com o nimero de
nés na rede). No modelo de Barabasi-Albert, apesar de também possuir propriedades
de “mundo pequeno”, a distribuicao de grau segue uma lei de poténcia. E notével
que na rede regular a adicao de noés aleatorios conduz a propriedade de “mundo
pequeno” de maneira controlada. A generalizacao do modelo de Barabasi-Albert é
caracterizada por uma distribuicao de grau do tipo lei de poténcia, cujo expoente é
ajustavel.

No modelo de opinido, com N eleitores (nds), comeca-se por distribuir C' candi-
datos entre nés escolhidos aleatoriamente com probabilidade uniforme. Os eleitores
restantes comecam como indecisos. O processo, a seguir, é repetido subsequente-

mente SN vezes: escolhe-se aleatoriamente um eleitor ¢ que ja tenha um candidato
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associado Cj; para todos os vizinhos do eleitor ¢, se sao indecisos, sao associados
ao candidato Cj; caso contrario, eles mudam de opiniao, com probabilidade p. Esse
modelo de opiniao é motivado pelo seguinte:

(i) eleitores indecisos sao passivos, no sentido de que eles nao espalham suas
opinioes para outros eleitores;

(ii) eleitores indecisos s@o facilmente convencidos por eleitores que ja tém opiniao
formada;

(iii) a flexibilidade de mudar de opinido, quantificada por um parametro p, é a
mesma para todos os eleitores.

As simulagoes do modelo nas cinco redes consideradas geraram os seguintes re-
sultados:

e O resultado para a rede de Erdos-Rényi exibe um regime de lei de poténcia para
nimeros intermediarios de votos com expoente -1, um plato para pequenos niimeros
de votos e um corte para grandes nimeros de votos.

e Para o modelo Barabasi-Albert, embora tenha apresentado dois regimes de lei
de poténcias, nenhum deles corresponde ao valor experimental -1. A cauda da curva
segue uma lei de poténcia com inclinacao -1,45.

e Na malha bidimensional simples, nao existe sinal de um regime de lei de poténcia
e um pico em torno de 1000 votos pode ser notado, em desacordo com a natureza
livre de escala.

e O efeito da adicao de ligacoes aleatorias na malha bidimensional simples mos-
trou que a adicao de apenas um pequeno numero de novas ligagoes é o suficiente para

obter um resultado semelhante ao do modelo de Erdos-Rényi.
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e Para verificar se o expoente da lei de poténcia da distribuicao de candidatos
com um dado nimero de votos é influenciada pela inclinacao da distribuicao de grau
para redes com leis de poténcia, usou-se o modelo de Barabdsi-Albert generalizado
(veja o ultimo pardgrafo do Apéndice B.4.3). No modelo Barabasi-Albert original,
o expoente da distribuicao de grau P ~ k77 é v = 3. Para simulagao do modelo de
Barabasi-Albert generalizado foram escolhidos dois conjuntos de parametros, para
os quais os expoentes obtidos foram v = 2 e v = 2,5. Os resultados mostraram
que a inclinacao da lei de poténcia da distribuicao de votos é pouco afetada pela
inclinagao da distribuicao de grau. De fato, ajustando para uma lei de poténcia na
regiao entre 100 e 200.000 votos, obtém-se para o Barabési-Albert original (y = 3)
um expoente -1,45; para o modelo generalizado (y = 2,5) um expoente -1,44 e
(v = 2) um expoente -1,40.

Uma comparacao do modelo na rede de Erdos-Rényi com resultados de elei¢oes
reais é mostrado, na Figura 2.6, a qual apresenta a distribuicao do ntimero de votos
para eleicoes brasileiras em 1998 para deputado estadual no estado de Sao Paulo.
De uma maneira geral, segundo [37], efeitos de “mundo pequeno” parecem ser de
importancia central para modelar o comportamento lei de poténcia dos dados reais.
O modelo aplicado a rede de Erdos-Rényi foi o que apresentou o melhor ajuste aos
dados reais. Para os modelos de Barabasi-Albert e da malha sem a adicao aleatéria
de trajetérias curtas os resultados sao inconsistentes com os de elei¢oes reais como a

de Sao Paulo.
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Erdds-Rény e dados empiriicos
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Figura 2.6: Comparacao do modelo Erdos-Rényi com resultados de eleicoes reais
- Dados referentes a eleigoes no estado de Sao Paulo em 1998, com 23.321.034 eleitores.
Adaptada de Travieso et al. [37].
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Capitulo 3

Escala e universalidade em eleicoes

proporcionais

No tocante as eleicoes proporcionais, todos os resultados apresentados, até o mo-
mento, referem-se a distribuicoes do nimero de candidatos em funcao do nimero
de votos. A seguir, serao abordados resultados que consideram, em elei¢oes propor-
cionais, a relevancia dos partidos. Nesse sentido, o nimero de votos é reescalado
de acordo com a “forca”do partido a que o candidato pertence. Inicialmente, sao
considerados trés paises nos quais a distribuicao ¢ aproximadamente lognormal, o
que sugere uma universalidade. Entretanto, uma mesma andlise, realizada poste-
riormente, mostra diferentes distribuicoes para resultados de elei¢oes brasileiras e
finlandesas. Com o intuito de investigar mais profundamente esses dois resultados
foi usada uma base de dados de eleicoes de varios paises em diferentes anos, levando

em conta dois sistemas eleitorais diferentes: lista abertas e semiabertas.
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3.1 Relevancia dos partidos

Para as discussoes que seguem sobre eleicoes proporcionais, considera-se:

e ; o numero de votos do candidato ;

e [; a lista de candidatos do partido ao qual i pertence;

e (); o numero de candidatos da lista [;;

e N;, o numero total de votos recebidos pelos (); candidatos.

Para dados da Itélia (1958; 1972; 1987), Polonia (2005) e Finlandia (2003),
considerou-se que a distribuicao de probabilidade do niimero de votos recebidos por
candidato P(v;Q, N) pode ser reescrita como uma fun¢do de uma unica variavel
reescalada, F'(vQ/N).

Uma comparacao entre as funcoes de escala F' para os cinco conjuntos de dados
mostra um resultado de universalidade ainda mais notével, a fun¢ao F'(vQ/N) é bem

reproduzida pela fungao lognormal [38]

N —(oswa/N) -2 /20

F(VQ/N):m :

(3.1)

com = 0,54 e0?=—2u=1,08.

No entanto, o cardter universal desse resultado foi contestado [39], visto que
dados de elei¢oes no Brasil e na Finlandia apontam outro comportamento. Usando
o mesmo procedimento de [38], para trés elei¢oes brasileiras o melhor ajuste para o

dados é a funcao exponencial
Flufv) = e (3.2)
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em que vy ¢ o numero médio de votos dos candidatos de cada partido, v = 1,86
e B = 1,262. No caso da Finlandia, a distribuicao também é ajustada por uma

lognormal como em [38], mas com parametros diferentes.

3.2 Procura por classes de universalidade

Na busca por uma escala que conduza a classes de universalidade das distribuicoes
de probabilidade, trés diferentes escalas foram usadas para investigar resultados de
elei¢oes para uma ampla base de dados [40]. Tal base de dados contém resultados
de eleigoes parlamentares, com sistemas proporcionais, de 15 paises: Itélia (antes
de 1992), Polénia, Finlandia, Dinamarca, Estonia, Suécia, Bélgica, Suiga, Eslovénia,
Republica Checa, Grécia, Eslovaquia, Holanda, Uruguai e Brasil, com listas abertas
ou semiabertas (Apéndice A.1). Os resultados mostraram que a escala que leva em
conta o desempenho dos candidatos dentro de seu respectivo partido e listas abertas
sao importantes para indicar classes de universalidade.

Na discussao a seguir, D' é o distrito do candidato i, Np: o ntimero total de
votos no distrito D e Ny ntimero total de votos em uma eleicao no pafs inteiro.
Além disso, usam-se as seguintes escalas:

e A escala de Castellano e Fortunato [38], na qual o nimero de votos v; de um
candidato é dividido pelo niimero médio de votos vy = N, /Q; de todos candidatos
na lista do seu partido, chamada de escala FC.

e A escala de Costa Filho, Almeida, Andrade e Moreira (CAAM), que consi-

dera a fracao de votos recebida por um candidato. Aqui, serao consideradas duas

40



normalizacgoes:

(a) a fracao de votos no distrito, v;/Np: (denotada por CAAMA);

(b) a fragao do total de votos no pais v;/Nr (denotada por CAAMn).

Analisando o desempenho dos candidatos em sistemas com listas abertas, para
a escala FC, observa-se que a universalidade encontrada para Finlandia, Polonia e
Itélia em vérios anos [38], se estende para a Dinamarca e Estonia, conforme pode ser
visto na Figura 3.1. Como j& visto, essa curva universal é bem representada por uma
funcao lognormal. Outros paises usando listas abertas sao Eslovénia, Grécia, Suica,
Brasil e Uruguai, cujos resultados empregando a escala FC também sao ilustrados na
Figura 3.1. Enquanto existe um historico persistente da distribuicao a nivel nacional,
as curvas nao seguem um padrao comum através dos paises. Distinguem-se aqui
duas classes de comportamento: Eslovénia, Grécia e Suica sao caracterizadas por
um nitido pico em v/yy = 1 e suas caudas se assemelham bastante. Brasil e Uruguai
apresentam um padrao monotonico, bem diferente das outras trés curvas. A curva
brasileira segue muito préxima do perfil da curva universal, da Figura 3.1 (f), sobre a
cauda v /vy > 1. Conclui-se que sistemas de listas abertas nao garantem distribui¢oes
idénticas, mas podem ser agrupados em classes de comportamentos semelhantes.

A Figura 3.2 mostra uma sequéncia de graficos analoga a da Figura 3.1 usando a
escala CAAMd. Como visto no capitulo 1, a parte central da distribui¢ao de votos
brasileira segue uma lei de poténcia, com expoente préoximo de -1; leis de poténcias
ajustam a regiao central das distribuicoes de outros paises, fornecendo expoentes

diferentes uns dos outros.
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Figura 3.1: Escala FC e listas abertas - Distribuicao do desempenho eleitoral de can-
didatos em eleigoes proporcionais com listas abertas usando a escala FC. (a) Itélia (até
1992), (b) Polénia, (c) Finlandia, (d) Dinamarca, (¢) Estonia (depois de 2002) e o colapso
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(k) Uruguai, com tentativa de colapso dos dados para esses paises no painel (1). Adaptada
de Chatterjee et al. [40].
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Figura 3.3: Escala FC e listas semiabertas - Distribuicdo do desempenho eleitoral
de candidatos em elei¢oes proporcionais com listas semiabertas, usando a escala FC. (a)
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mesmos paises em (a)-(f). Adaptada de Chatterjee et al. [40].

Conclui-se que a fracao de votos v/Np recebidos por um candidato em seu distrito
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eleitoral nao segue a mesma distribuicao de probabilidade em diferentes paises, ou
melhor, nao hé classes de universalidade, como no caso da escala FC. A Figura 3.3

mostra os resultados para listas semiabertas.

3.3 Similaridade entre distribuicoes

Visando a estimar, quantitativamente, similaridades entre as distribuicoes, duas
matrizes foram construidas, cujas entradas sao os valores médios das distancias Dy,
e e os maximos das D,,,, entre as distribuicoes para todos os pares de paises para
os quais tém-se os dados eleitorais. A distancia usada foi a de Kolmogorov-Smirnov
(K-S) [42], definida como D = max,|Sy,(z) — Sn,(x)|, em que Sy, e Sy, s@o as
distribuicoes acumuladas para os dois conjuntos de dados N; e N,. Os valores das
similaridades para eleicoes no mesmo pais sao encontrados na diagonal das matrizes.
Por serem adotados trés diferentes tipos de escalas para o desempenho eleitoral dos
candidatos, FC, CAAMd e CAAMn, sao obtidas seis matrizes, ilustradas na Figura
3.4. Foram construidas matrizes 16 x 16, apesar de ter 15 paises no banco de da-
dos, as eleicoes da Estonia sao consideradas separadamente em dois conjuntos, listas
semiabertas (Ee II) e listas abertas (Ee I).

O colapso dos dados para os paises do grupo da Figura 3.1 é ilustrado em (a) e
(b) da Figura 3.4. E interessante verificar que as eleicoes da Estonia (Ee I), somente
depois de 2002, sao similares as outras curvas do grupo da Figura 3.1; antes de 2002,
a Estonia usava listas semiabertas. As curvas correspondentes nao sao similares

a curva universal. As distribuicoes brasileiras e uruguaias sao bastante similares,
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principalmente na cauda, embora difiram consideravelmente na parte inicial. A forte
similaridade entre os resultados de elei¢oes das nagoes do grupo da Figura 3.1 persiste
mesmo quando se considera o maximo das distancias. Observando as matrizes para
a escala CAAMd (painéis (c) e (d)) o cendrio é pior, as curvas muito menos similares
do que as obtidas com a escala FC. Para a escala CAAMn (painéis (e) e (f)), as
curvas sao ainda mais diferentes. Essas comparacoes indicam que a escala FC é mais
conveniente quando se tem como objetivo obter um comportamento mais proximo

do universal para as distribui¢oes de votos dos paises.

(a) FC (b) CAAMd (c) CAAMn
distancia média distancia média distancia média

0.4

Figura 3.4: Avaliagao quantitativa da semelhanca entre as distribuigoes em nivel
nacional e entre paises. As matrizes na linha superior indicam os valores da distancia
média K-S entre os conjuntos de dados de diferentes paises. Na linha de abaixo, estao
relacionadas as distancias maximas. Cada coluna corresponde a um dos trés tipos de dis-
tribuigoes examinadas, usando FC, CAAMd e CAAMn. Um cédigo de cor é adoptado para
distinguir melhor os baixos valores das distancias (indicada por cores escuras). Adaptada
de Chatterjee et al. [40].
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Capitulo 4

Comparecimento as urnas

Além dos aspectos ja discutidos nos capitulos anteriores, outro que chama a
atencao na democracia é o comparecimento as urnas. Neste capitulo, discute-se o
decaimento logaritmico das correlagoes espaciais da taxa de comparecimento e da
fracao de votos vencedores. Analisam-se ainda as fragoes de abstencoes, brancos
e nulos e votos validos via entropia relacionada a essas trés razoes. Foi também
considerado um modelo capaz de detectar e quantificar mecanismos de fraudes em

eleicoes.

4.1 Decaimento logaritmico da taxa de correlacao

Um estudo sobre correlagoes espaciais [41] investigou dados de eleigoes francesas
de 1992 a 2010, com 36.000 resultados locais correspondendo as comunidades (cida-
des) com populagoes de tamanhos variados. Para cada eleitor ¢, definiu-se S; = 1 se

o eleitor compareceu para votar (ou votou no partido, ou no candidato vencedor) e
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S; = 0 corresponde ao nao comparecimento as urnas (ou nao votou no partido, ou
nao votou no candidato vencedor). Para uma cidade «, o nimero total de eleitores
é N,, o numero de votos é V, = vaz‘xl S;, a taxa de comparecimento é p, = V., /N, e
o numero total de votos do vencedor é W,. Por conveniéncia, serao usadas as formas
logaritmicas 7, = In[V,/(No — Va)] = In[pa/(1 — pa)] € pa = n[W,/(V, — W, )] para
taxa de comparecimento e de votos vencedores, respectivamente. Embora a taxa de
comparecimento média m = () varia substancialmente entre as elei¢oes, os graficos
da Figura 4.1 indicam que a forma da distribuicao de 7 = 7 —m é aproximadamente
estavel. Mais do que isso, o teste Kolmogorov-Smirnov permite concluir que a distri-
buigao P ((7 — (7))/0) é praticamente a mesma (o é o desvio padrao), exceto para
2009. Note que a distribuicao de 7 é claramente nao Gaussiana, com significante
assimetria positiva e curtose.

Para a analise da correlacao espacial das taxas de comparecimento, emprega-se

a funcao
((Ta — ma)(Tﬁ - mﬁ)>|rag:r
((Ta = Ma)?) ’

Cr(r) =

(4.1)

A cada comunidade corresponde uma coordenada espacial R,, sendo 745 = | R, — Rpg|
a distancia entre duas comunidades e m, a média de 7 sobre todas as comunidades
de tamanho «. Verificou-se, para todas as eleigdes, que C,(r) é de longo alcance,
decaindo logaritmicamente com a distancia: 0 < r < L, Cr(r) = —A?In(r/L) e
C.(r > L) ~ 0, como pode ser visto na Figura 4.2. A inclinagao logaritmica A\
depende da eleicao e varia por um fator de no maximo 2. O mesmo foi feito para
as estatisticas de votos vencedores, porém a distribuicao do logaritmo das taxas de

votos vencedores P(p) é muito menos universal que P(7).
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Figura 4.1: Distribuicao da taxa de comparecimento as urnas para eleigoes fran-
cesas - Distribuicdo P((1 — (7))/0) sobre comunidades para vérias elei¢oes, em que 7 é
a taxa logaritmica de comparecimento e (7) é a média sobre todas as comunidades. A
insercao mostra as distribuicées da taxa de comparecimento p. Adaptada de Borghesi e
Christian [43].
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Figura 4.2: Correlagoes espaciais das taxas logaritmicas - Em (a) a correlagao da taxa
de comparecimento C;(r) e, em (b), a correlagao dos votos vencedores C,(r), mostrando a
dependéncia logaritmica em r com um corte L = 300km. A inclinacao média logaritmica
da taxa de comparecimento é \2 = 0,065 + 0,01 e para a taxa de votos vencedores \? =
0,11 £0,02. Adaptada de Borghesi e Bouchaud [41].
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A dependéncia logaritmica das fun¢oes de correlagdo C;(r) e C,(r) lembra muito
o comportamento da funcao de correlacao de um campo de difusao livre em duas di-

mensdes. Mais precisamente, seja ¢(R., t) obedecendo a seguinte equagao estocéstica:

00(R, 1)

% DA¢(R,t) +n(R,1), (4.2)

em que A é o Laplaciano bidimensional, D é uma constante de difusao e 7 o ruido

2

; € correlagoes de curto alcance no tempo e

de Langevin com média zero, variancia o
no espago. Nesse caso, as correlagoes de ¢ em tempos iguais (em equilibrio) é dada
por [41]:

C(r) = % Nl l<r<l (4.3)

Aqui, [, é uma escala curta de corte (por exemplo, o comprimento de correlagao
do rufdo 7n), L é o tamanho linear do sistema e A% uma constante. O tempo para
alcangar o equilibrio, para o qual o resultado acima ¢ vélido, é T, = L*/D.

Essa semelhancga relatada foi usada para modelar o comportamento logaritmico
encontrado, relacionando um campo “cultural” que se difunde seguindo uma equagao
do tipo (4.2).

Esses resultados foram ampliados [43] com uma base de dados bem maior, 77
eleicoes em 11 paises. Uma andlise detalhada revela varias caracteristicas interessan-
tes; por exemplo, diferentes paises tém diferentes graus de heterogeneidades locais
que parecem ser caracterizadas por diferentes propensoes individuais em conformi-
dade com suas normas culturais. Ademais, as decisoes sao fortemente correlacionadas

a niveis individuais em alguns paises, mas nao em outros.
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A base de dados foi composta por varias eleigoes em diversos paises: 22 da Franca
(36.000 municipios da Franga continental), 13 da Austria (2.400 municipios), 11 da
Polonia (2.500 municipios), 7 da Alemanha (12.000 municipios), enquanto que para
outros, o conjunto de dados é menor: 5 do Canad4 (7.700 municipios), 4 da Espanha
(8.000 municipios da Espanha continental), 4 da Italia (7.200 municipios da Italia
continental), 4 da Roménia (3.200 municipios), 3 do México (2.400 municipios), 3 da
Suica (2.700 municipios) e 1 de Repiblica Checa (6.200 municipios).

A fungao de correlagao na Figura 4.2 com a equagao (4.3) pode ser comparada
com as funcoes de correlacao de outros paises, representadas na Figura 4.3. Essa
comparacao indica que o comportamento logaritmico da funcao de correlacao apro-

xima o de vérias elei¢coes de diversos paises.
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Figura 4.3: Correlagoes espaciais normalizadas - 5(1") para todos os paises para os
quais as posigoes geograficas das cidades estao disponiveis. A correlagao é normalizada
pela variancia de 7’ tal que C'(r = 0) = 1. Adaptada de Christian et al. [43].
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4.2 Entropia do envolvimento civico do eleitorado

As discussoes anteriores reportam-se a uma variedade de estudos que usam con-
ceitos de Mecanica Estatistica, e nada mais emblematico do que usar o conceito de
entropia. Direcionado a isso, um estudo das proporcoes de abstengoes, votos brancos
e nulos e aqueles de acordo com a lista de opcoes, em um grande ntimero de elei¢oes
nacionais em diferentes paises, foi realizado em [44]. Para tal, foram considerados 11
paises sem voto compulsério.

Os dados investigados foram agregados em trés escalas diferentes:

(1) Em escala municipal. Nessa escala, os fenomenos estudados referem-se ao ta-
manho da populacao. As 76 eleigoes estudadas em nivel municipal sdo recentes,
apos 1990, e em 11 paises diferentes (Alemanha, Austria, Canadé, Republica Checa,
Franca, Itélia, México, Polonia, Roménia, Espanha e Suiga).

(2) Em grande escala, por exemplo, nacional, provincial, etc. Aqui, a andlise é fo-
cada na evolucao temporal. Os paises sao estudados por seus aspectos histéricos e
sao os mesmos da escala municipal. O estudo comeca no inicio dos chamados regimes
democraticos, apés a Segunda Guerra Mundial, e mesmo antes, para alguns casos.
(3) Em nivel de estagoes de votos, sobre as 100 cidades mais populosas, sempre que
possivel (ou seja, para o Canadd, Franca, México, Polonia e Roménia).

Para cada eleigao e cada escala especifica (municipio, provincia, pais etc.) distin-
guem-se: o numero total N de votos registrados; N, o nimero de abstencgoes, os
eleitores que nao compareceram para votar; Ny, votos brancos ou nulos; N, votos em

favor da lista de escolhas. Com isso, tem-se: N = N, + Ny, + N.. O envolvimento
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civico dos eleitores é entao medido por meio das trés razoes

y De= (44)

representando abstencoes, votos vélidos e votos brancos e nulos, respectivamente e,
portanto, pa + pe + pem = 1.
As razoes (4.4), relacionaram-se em uma quantidade onipresente em fisica es-

tatistica: a entropia. Nesse contexto, ela é definida por

S(paa Pc;]?bn) = —Pa 10g Pa — Pc logpc — Pun lOg Pon- (45)

S serd chamada entropia do envolvimento civico ou envolvimento entrépico, e con-
siderada como uma medida da desordem do envolvimento civico em um nivel co-
letivo. A ordem méxima, S = 0, é obtida quando uma das razoes ¢é igual a 1 (e
entdo as outras duas s@o zero). Em contraste, a desordem mdaxima corresponde a
Pa = Pe = Pon = 1/3 e a entropia maxima, S = log3 = 1, 58.

A razao p, de abstencgoes é tipicamente muito menor para pequenos municipios
e cresce com o tamanho do municipio, N. Espera-se entao um crescimento do en-
volvimento entropico com o tamanho do municipio. Isso foi observado para elei¢oes
de primeiro turno em 2001 e 2008 na Franga, como pode ser visto na Figura 4.4.
Essa figura identifica também um valor limiar do ntiimero de eleitores de uma cidade,
3.500, a partir do qual o envolvimento entrépico torna-se constante. A entropia do
envolvimento civico também foi calculada para outros paises, como mostra a Figura

4.5.
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Figura 4.4: Valores médios do envolvimento entrépico para a Francga - S é tomado
como uma fungdo do nimero de eleitores IV, para o primeiro turno de elei¢Ges para prefeito
na Franca. Existem dois tipos de regras de votagao, as quais dependem do tamanho da
populacao, maior ou menor do que 3.500 habitantes. A insercao mostra os valores médios de
Pas Pe € Pon, como fungdes de N para eleigbes municipais em 2008 (que leva, para municipios
altamente populosos, a um plato de S, apesar das variagoes em pq, pe € ppy). Para cada N,
os valores médios S, Pa, De € Dy sa0 calculados sobre ~ 200 municipios de tamanho ~ N.
Adaptada de Christian et al. [44].
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Figura 4.5: Valores médios do envolvimento entrépico de varios paises - Valores
médios S do envolvimento entrépico para municipios como uma funcio do ntimero de
eleitores registrados N. Cada ponto resulta da média sobre uma amostra de ~ 100 (200
para Franca) municipios de tamanho ~ N. No grafico da Itdlia, a inser¢cao mostra um
variante de S em que votos brancos sdo agrupados a votos validos. Adaptada de Christian
et al. [44].
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Outra analise é realizada agregando-se paises da base de dados em dois grupos:

um com elei¢oes mais antigas (antes do ano 2000) e outro com elei¢oes mais recentes

(depois do ano 2000), com um total de 321 elei¢oes divididas entre os dois grupos

com aproximadamente o mesmo numero de eleicoes em cada um. O histograma do

envolvimento entréopico S é comparado para esses dois grupos na Figura 4.6. Os

histogramas para o grupo das elei¢oes mais recentes mostram um acentuado pico em

S =~ 1, enquanto o grupo de elei¢oes mais antigas tem ampla distribuicao. Ha poucas

elei¢bes atuais com envolvimento entrépico pequeno (digamos S < 0,8), porém hé

muitas elei¢oes com S =~ 1.
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Figura 4.6: Envolvimento entrépico para dois grupos de eleicoes - Histogramas do
envolvimento entrépico S em grande escala (nacional, provincial etc.) de 321 eleigoes, para
dois grupos de elei¢oes: primeira metade (antes do ano 2000) e segunda metade (depois
do ano 2000). As inser¢oes mostram os histogramas de pg, p. e py, para os dois grupos de

elei¢oes. Adaptada de Christian et al. [44].
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4.3 Detecao de fraude em eleicoes

Olhar para a taxa de comparecimento as urnas pode ser muito 1til na busca de
irregularidades em elei¢oes. O que se espera de uma eleicao justa é que a distribuicao
da quantidade relativa de votos tenha uma distribuicao “homogénea’nos locais de
votagao. Ou seja, nao é esperado que a quantidade de votos de dado candidato seja
distribuida de forma anomala, grande demais em certas unidades eleitorais. Em um
estudo investigando esse tipo de anomalia, observou-se que distribuigoes de votos
em eleicoes com suposta fraude mostram uma curtose muito superior a de eleigoes
normais, dependendo do nivel de agregacao dos dados [45]. Um modelo paramétrico
identifica a presenca e quantifica a intensidade de tais mecanismos fraudulentos. Para
isso, foram usados dados de eleicoes parlamentares na Austria, Canadé, Republica
Checa, Finlandia, Russia (em 2011), Suiga e Espanha, elei¢coes parlamentares euro-
peias na Polonia e elei¢oes presidenciais na Franga, Roménia, Russia (em 2012) e
Uganda. Chamou-se unidade a toda divisao de fronteira administrativa (distritos,
municipios, provincias, etc.).

Para analisar a distribuicao nas unidades em funcao das variaveis taxa de com-
parecimento as urnas e numero de votos do partido vencedor, a primeira variavel foi
reescalada como na secao 4.1. De forma andloga, para reescalar a segunda variavel,
foram considerados: V; o nimero de votos validos, IN; o nimero de eleitores e W
o numero de votos do partido vencedor (ou candidato) na unidade 7. Assim, a se-
gunda variavel reescalada foi dada pela taxa logaritmica v; = log[(N; — W;)/W].
Um histograma bidimensional, para a distribuicao do niimero de unidades com uma

dada taxa comparecimento as urnas e com um dado nimero de votos para o partido
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vencedor, chamado de impressoes digitais eleitorais ¢ mostrado na Figura 4.7.
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Figura 4.7: Impressoes digitais eleitorais - Histogramas bidimensionais do niimero de
unidades para uma dada taxa de comparecimento as urnas (eixo x) e a porcentagem de
votos para o partido vencedor (ou candidato) (eixo y) em eleigdes recentes para diferentes
paises (Austria, Canadd, Republica Checa, Finlandia, Franca, Polonia, Roménia, Russia
(em 2011), Russia (em 2012), Espanha, Suica e Uganda). As cores representam o nimero
de unidades com correspondente taxa de votos para o partido vencedor e taxa de compa-
recimento as urnas. Adaptada de Klimek et al. [45].

Observe que, para Russia e Uganda, a distribuicao de votos e da taxa de compa-
recimento sao bimodais, em ambos, votos e comparecimento. Um aglomerado maior
ocorre para valores intermedidrios e outro ocorre na vizinha de 100% dos votos e
100% da taxa de retorno. Esse pico é consistente, com dois mecanismos de fraude.
Primeiro, fraude incremental, quando em uma dada proporc¢ao cédulas para um par-

tido sdo adicionadas & urna e/ou votos para outro partido sao retirados. Essa fraude
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ocorre em uma fragao f; das unidades. Segundo, fraude extrema corresponde ao
comparecimento completo de eleitores as urnas e quase todos os votos para um tnico
partido. Essa fraude acontece em uma fragao f, das unidades, formando um segundo
aglomerado proximo a 100% do comparecimento e dos votos.

Um modelo para reproduzir os padroes observados na Figura 4.7 foi proposto
em [45], considerando que em cada unidade a taxa de comparecimento e votos para
o partido vencedor (ou candidato) sao distribuidos gaussianamente, com média e
desvio padrao tomados como os valores que maximizam a semelhan¢a com os dados
empiricos. Na simulacao do modelo, o primeiro passo foi encontrar as distribuicoes
empiricas V;/N; e W;/N; para estimar os parametros necessarios. Os mecanismos de
fraude sao inseridos no modelo como segue: fraude incremental - com probabilidade
fi, cédulas sao retiradas de ambos, nao votantes e oposicao, e adicionadas ao partido
vencedor. O numero de cédulas transferidas para o partido vencedor também foi
estimado dos dados empiricos. Fraude extrema - com probabilidade f,, quase todos os
votos dos nao votantes e da oposicao sao adicionados ao partido vencedor. A Figura
4.8 mostra e compara os resultados reais com simulacoes do modelo empregando ou

nao os mecanismos de fraude.
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Figura 4.8: Comparacao dos dados empiricos com o modelo - Comparagao do modelo
com os resultados empiricos observados para Riussia em 2011 e em 2012, Uganda e Suiga.
Do lado esquerdo, estao os dados reais; no centro, a simulacao do modelo considerando os
mecanismos de fraude, e a direita, o modelo considerando eleigoes justas (isto é, a auséncia
do mecanismo de fraude). Adaptada de Klimek et al. [45].
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Para descrever o aglomerado principal observado para Russia e Uganda, foi ne-
cessario usar f; = 0,64 para Russia em 2011 e f; = 0,39 para Riussia em 2012 no
mecanismo de fraude incremental. Isso significa uma fraude em torno de 64% das
unidades em 2011 e de 39% em 2012. O segundo pico no canto superior direito,
proximo a 100% de comparecimento, em que existe aproximadamente 3.000 unida-
des com 100% de votos para Riussia nos dados de 2011, representa um eleitorado
de mais de 2 milhoes de pessoas. Para o melhor ajuste do modelo, considerou-se
fe = 0,033 para 2011 e f, = 0,021 para 2012, isto é, 2 e 3% das unidades eleitorais

tiveram fraude extrema.
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Capitulo 5

Escolha de candidatos para eleicoes

Os capitulos anteriores contém uma revisao de resultados relacionados a distri-
buigoes de votos em eleicoes. Entretanto, um aspecto essencial vinculado a eleigoes
nao foi considerado: a escolha de candidatos para elei¢oes. Neste capitulo, apresenta-
se uma investigacao relativa a escolha de candidatos para eleigoes [72], encontrando-se
um comportamento alométrico (lei de poténcia) médio entre o niimero de candidatos
e o tamanho do eleitorado (nimero de eleitores) por cidade. Em torno desse compor-
tamento médio, verificou-se que as flutuacoes dos dados apresentam uma distribuicao
lognormal e desvio padrao aproximadamente constante. Portanto, a escolha de can-
didatos para eleicoes pode ser interpretada como um processo multiplicativo. Além
disso, uma abordagem de rede complexa é empregada para a simulagao dos padroes

encontrados.
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5.1 Apresentacao dos dados

Como base de dados para as investigagoes apresentadas neste capitulo, foram
utilizadas 16 elei¢oes [74], Brasil (1996, 2000, 2004, 2008 - eleigbes para prefeitos
e vereadores), Italia (2010 - eleigdo para prefeito), Inglaterra (2006, 2010 - elei¢oes
para vereadores), Canadd (2006, 2008 - elei¢oes parlamentares) e Austrdlia (2004,
2007, 2010 - eleigbes parlamentares). Assim, foram 5 eleigdes para prefeito, 6 eleigoes
para vereadores e 5 eleicoes nacionais. Os dados referem-se ao niimero de candidatos
e ao numero de eleitores em cada divisao politica local. No Brasil, eleicoes gerais
sao realizadas de quatro em quatro anos e em cada cidade elege-se um representante
executivo (prefeito) e um nimero de representantes do legislativo (vereadores) de
acordo com o tamanho da populacao da cidade. No entanto, para vereadores foram
tomadas apenas cidades com até 47.600 habitantes, para as quais o nimero de verea-
dores ¢ 9, correspondendo a 90% das cidades brasileiras (~ 5000 cidades). O nao uso
do restante das cidades nao afeta o resultado. Para eleicoes italianas, foram usadas
somente eleigoes para prefeito (provincial e municipal). No caso de elei¢oes inglesas,
os dados sao para vereadores em todos os 624 bairros de Londres, onde a maioria dos
bairros tem 3 vagas (somente 9 bairros possuem um nimero menor). Nos casos do
Canada e da Austrélia, os dados sao das elei¢oes para House of Commons e House of
Representatives, cada uma com 308 e 160 membros, respectivamente. Em ambos os

casos, somente um unico candidato é eleito em eleigoes disputadas em cada distrito.
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5.2 Analise dos dados

Iniciou-se investigando como o nimero de candidatos n. cresce com o nimero de
eleitores N, por municipio. A Figura 5.1 mostra o grafico de log,, n. versus log;q N
para eleicoes de vereadores no Brasil em 2008. Nota-se que uma clara tendéncia
emerge, sugerindo que n, cresce com N seguindo uma lei de poténcia, isto €, n, ~
N<. Relacionado ao possivel comportamento linear do grafico em log-log, tem-se o
coeficiente de correlacao de Pearson r = 0,63. Esse valor de r e o aspecto visual a
dispersao dos dados indicam que a correspondente lei de poténcia é subjetivada pelas

flutuacoes.
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Figura 5.1: Espalhamento dos dados - Grifico do nimero de candidatos n. versus o
nimero de eleitores N (cruzes vermelhas), tomados o logaritmo na base-10 para os dados
de cada cidade com até 47.600 eleitores para eleicoes brasileiras de vereadores em 2008.
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Uma maneira de superar as flutuacoes é tomar janelas igualmente espacgadas
no eixo da variavel log,, N. A seguir, correspondente a cada janela, calcula-se
os valores médios (log;y N) e (logyyn.). Com isso, para cada uma delas, o ponto
((logyy N), (logygne)) representa a tendéncia média dos dados. Esse procedimento é
mostrado na Figura 5.2, representado por circulos abertos. Para os valores médios,

a relacao de lei de poténcia torna-se evidente, em que

(logygne) = A+ a(log,y N, (5.1)

com a = 0,36 para essa elei¢ao e (...) representando o valor médio em cada janela

w.
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Figura 5.2: Comportamento médio - Gréfico mostrando os dados empiricos em log-log
(cruzes vermelhas) para eleigdes brasileiras de vereadores em 2008. Os circulos abertos sao
os valores médios calculados em janelas logaritmicamente espacadas e a linha tracejada é
o ajuste linear para os valores médios, encontrando-se n, ~ N30,
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Figura 5.3: Comportamento médio para vereadores e prefeitos - Valores médios
do logaritmo do ntimero de candidatos n. versus o logaritmo do ntimero de eleitores IV,
descontado a constante A, para (a) 5 elei¢des de multi-membros e (b) 6 eleicoes de um
unico-membro. As linhas tracejadas representam leis de poténcias para os valores médios,
cujos expoentes médios a sao a = 0,36 para eleicoes de multi-membros e o = 0,18 para
eleicoes de um tnico-membro. Os circulos pretos sao os dados simulados com o modelo
de rede apresentado ao final do deste capitulo, tomando a rede de Barab&si-Albert com
B =0,32 (8 = 0,41) para multi-membros (tinico-membro); os outros simbolos representam

os dados empiricos.
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A Figura 5.3(a) mostra os valores médios para 5 elei¢oes de vereador e a Figura
5.3(b) faz o mesmo para 4 eleigdes de prefeito e 2 eleigdes parlamentares. Cada um
desses graficos foi construido descontando o valor da constante A, proveniente do
ajuste dado pela Equacao (5.1), objetivando o colapso dos dados. A boa qualidade
do colapso e os valores de a sugerem duas classes de universalidades: uma para
eleicoes de um unico-membro, caracterizada por o = 0, 18, e outra para eleicoes de
vereadores (multi-membros) com « = 0, 36.

Direciona-se a discussao para a questao das flutuacoes em torno do comporta-
mento médio, considerando primeiramente a variancia do logaritmo do ntumero de
candidatos. Para tal, emprega-se o mesmo procedimento, janelas logaritmicamente
espagadas, usados para os valores médios, denotando-se o2 a variancia em cada janela
w. Os resultados encontrados indicam basicamente que a variancia nao depende do
nimero de eleitores IV, fato que pode ser observado na Figura 5.4. Para as eleigcoes da
Figura 5.3, as variancias também sao aproximadamente constantes, como a mostrada

na Figura 5.4 para o caso de candidatos a vereador em 2008.
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Figura 5.4: Variancia para os dados empiricos - Grafico da variancia do logaritmo
do numero de candidatos n. em cada uma das janelas logaritmicamente espacadas para
eleigoes brasileiras de vereadores em 2008. A linha tracejada representa o valor médio de

2
O

De maneira geral, investigagoes das flutuacoes em torno da relacao média levam

em conta a variavel

f: loglonc_fw(N)7 (52)

Ow

em que f,(N) = A+ a(log,y N)., representa a fungao ajuste para os valores médios
considerando cada janela w. A Figura 5.5 mostra as fungoes distribuig¢oes de probabi-
lidades de & para as eleigdes mostradas na Figura 5.3. Observando as Figuras 5.5 (a)
e (b), nota-se que a distribuigao de probabilidades de ¢ é bem ajustada pela Gaus-
siana padrao. Além disso, igualmente aos comportamentos médios, as distribuigoes

nao dependem do nimero de janelas w.
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As linhas tracejadas representam a distribuicdo Gaussiana
Os circulos pretos sao os dados simulados no modelo de rede apresentado no
final deste capitulo tomando a rede de Barabdsi-Albert com 5 = 0,32 (8 = 0,41) para
multi-membros (inico-membro) e os outros simbolos representam os dados empiricos.



5.3 Processo multiplicativo

Supor que as flutuacoes £ estao distribuidas gaussianamente equivale a ter uma
distribuicao lognormal para a varidvel n.; portanto, um processo multiplicativo
(Apéndice B.2). Levando em conta a lei de poténcia média e o processo multi-

plicativo relacionado as flutuagoes dos dados, empregou-se a seguinte expressao:
n. = A ((N) N* (5:3)
ou equivalentemente
logygne = logyg A+ alogyy N + logy (V). (5.4)

Para que ocorra o ajuste dos dados pela Equagao (5.3), a Equacao (5.4) deve corres-
ponder a Equacao (5.2) e conduzir a Equagao (5.1), ou seja, deve-se ter log;; A = A
e log;o C(NV) = 0,&(N) com ({(N)) = 0. Usou-se a varidvel N para indicar que
C(N) e £(N) sao varidveis tipo estocdsticas. Pode-se observar que supor £(N) nor-
malmente distribuida e o,, constante equivale a ((/N) ser distribuida de acordo com
uma lognormal. Portanto, a Equagao (5.3) representa um processo estocastico em
que o numero de candidatos n. tem uma relagao média lei de poténcia com N condu-
zida por um ruido estocdastico multiplicativo seguindo uma distribuicao lognormal.
Naturalmente, simulagdes usando Equacao (5.3) sdo muito semelhantes aos dados

empiricos.
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5.4 Modelo de rede

Figura 5.6: Uma ilustracao esquematica do modelo de rede - Cada né do grafo
representa um eleitor e cada ligagao entre dois nds significa que um eleitor conhece o outro
de uma maneira ndo negativa. Um eleitor pondera sua popularidade (aqui, o nimero de
ligagoes) na comunidade levando-o ou nao a candidatura. Nessa rede, os nés destacados
(circulos preenchidos de vermelho) sdo os mais populares e, consequentemente, potenciais
candidatos.

Uma possibilidade para tentar simular o comportamento encontrado, além de
usar a Equagao (5.3), é empregar o formalismo de redes complexas. Nesse contexto,
supoe-se que os agentes sociais sao representados por nés em um grafo e as interacoes
(relagbes) sao expressas por ligagoes entre eles. Mais especificamente, cada agente
social sera um eleitor e a ligacao entre dois eleitores significara que eles se conhe-
cem. Em uma primeira aproximagao, pode-se relacionar o grau (nimero de ligagdes

partindo de um né) com um tipo de medida de popularidade. Assim, quanto mais
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ligagoes (maior o grau) um eleitor possui, maior é sua popularidade e, consequente-
mente, maior sua chance de ser candidato. Isso porque, em geral, espera-se que uma
pessoa pondere ser candidato se avaliar que é bem conhecido (popular). Por esse
motivo, empregou-se o modelo de rede mostrado na Figuras 5.6.

Naturalmente, varios modelos de redes podem ser empregados para simular a
dinamica descrita. No entanto, foi usado apenas um modelo minimal focando so-
mente a distribui¢ao de grau p(k). Diante das consideragoes feitas, é razodvel con-
siderar que um eleitor se torna um candidato se sua popularidade (seu grau) excede
um valor caracteristico k.. Consequentemente, o nimero de candidatos n. em um

dado eleitorado N deve ser tal que

ne ~ N / " (k) dk. (5.5)

Nesse ponto, é interessante observar que nao existe razao para supor que p(k)
dependa sensivelmente de N e, assim, a Uinica maneira de n. se comportar de forma
nao linear com relacao a N ¢é considerar que o valor limiar de k. dependa de NN.
Para motivar uma possivel dependéncia de k. em termos de N, observou-se uma
caracteristica notavel de muitas redes sociais, que é a do grau distribuicao livre de
escala. Em outras palavras, a distribuicao do nimero de ligagoes (a distribuigao de

grau) é, muitas vezes, bem descrita por uma lei de poténcia:
p(k) ~ k7. (5.6)

Essa caracteristica é geralmente relacionada com a existéncia de ligagoes preferenciais
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em redes sociais [7] e tem sido encontrada em vérios sistemas sociais (tabela I em
[65]). Portanto, uma rede livre de escala em que p(k) ~ k=7 soa como uma escolha
natural para modelar o sistema social. Assim, usa-se as Equagoes (5.5) e (5.6) para
obter

ne ~ Nk (5.7)

Comparando a Equagao (5.7) com o resultado para os dados empiricos, n. ~ N%, o
valor caracteristico k. deve depender do niimero de eleitores N seguindo outra lei de
poténcia:

k.~ NP, (5.8)

comﬁzg.

E importante ressaltar que outras opgoes para p(k) levam em geral a outras de-

pendéncias funcionais para k., geralmente mais complicadas que uma lei de poténcia.

Por exemplo, quando se considera o modelo de Erdos-Rényi (Apéndice B.4.2), tem-se

67<k><k>k
k)~ ————— .
e k. deve ser obtido a partir da equagao transcendental
0o 67<k)<k>k
NeTl = ——dk 1
vt | (>10)

para a qual empregou-se n, = AN* na Equacao (5.5).
Retornando a discussao da Equagao (5.8), cabe observar que k. nao deve ser

puramente deterministico. Assim, ao invés da Equacao (5.8) pode ser empregada a
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formula

ke = cos(N)NP, (5.11)

em que ¢ é uma constante positiva e ¢, (N) é um nimero aleatério com média unitéria
e desvio padrao o. Uma justificativa quantitativa desse aspecto nao deterministico é
que candidatos nao sao sempre pessoas populares, pois nao existem muitas restricoes
para ser um candidato. Para ser mais especifico, investigou-se o cendrio com a
Equacao (5.11) empregando a rede livre de escala de Barabdsi-Albert (Apéndice
B.4.2) para a qual v = 3 [7, 66].

Para as simulacoes, construiram-se redes em que o nimero de nés sao iguais aos
valores empiricos de N e os valores de [ sao obtidos diretamente dos valores de a.

Os parametros c e o foram ajustados para cada eleicao, minimizando as diferengas

2

2), como ilustra a

entre os valores simulados e empiricos das quantidades (n.) e (o

2

2 ¢ sempre um numero pequeno (menor do que 1) e para

Figura 5.7. Mostrou-se que o
elei¢oes de um tnico membro, esses parametros nao precisam ser considerados, uma
vez que as flutuacoes intrinsecas ao modelo Barabési-Albert sao capazes de reproduzir
(02), Figuras 5.7 e 5.8, e as distribuicoes de probabilidades das flutuacoes, Figura 5.5.

Esses fatos indicam que o modelo Barabéasi-Albert pode imitar o ruido multiplicativo

existente nos dados.
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Figura 5.7: Espalhamento dos dados empiricos e simulados - Grafico do nimero N
de eleitores versus o niimero de candidatos n. tomados o logaritmo na base-10 para eleigoes
brasileiras de vereador em 2008. As cruzes vermelhas representam os dados empiricos e
os pontos verdes sao os resultados da simulacdao obtidos do modelo na rede de Barabasi-
Albert com ¢ = 1,12, a = 0,196 e 5 = 0,32 (o eleitorado de cada cidade é simulado
em uma rede e os dados obtidos sdo resultantes de uma tnica simulagao). Os circulos
abertos (preenchidos) sdo os valores médios, calculados em janelas logaritmicas, para os
dados (resultados simulados) e a linha pontilhada é o ajuste linear para os valores médios
dos dados empiricos, encontrando n, ~ N30,

E também interessante notar que ambos os parametros ¢ e 0 nao sao importantes
quando se empregam as variaveis escaladas das Figuras 5.3 e 5.5. Diante dessas
figuras, pode-se observar que o modelo reproduz o grafico do espalhamento muito

bem, assim como os valores médios e as distribuicoes de probabilidades.
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Figura 5.8: Variancia para os dados simulados - Grafico da variancia para os da-
dos simulados (circulos preenchidos) em rede de Barabasi-Albert, comparados aos valores
calculados para os mesmos dados empiricos (circulos abertos) da Figura 5.4.

5.5 Discussoes

Neste capitulo, foi apresentada uma analise de como o nimero de candidatos n..
estd relacionado com o nimero de eleitores N de cada distrito eleitoral. Com dados
de 16 eleicoes, mostrou-se que n. cresce com N seguindo uma relacao média lei de
poténcia, n. ~ N%. O expoente « encontrado foi a = 0, 18 para elei¢bes de um tnico
membro e a = 0,36 para eleicoes de multi-membros, indicando que no processo de
candidatura ha efetivamente uma ponderacao do nimero de vagas e da quantidade
de eleitores. No entanto, ¢ interessante notar que ha trés vagas para cada bairro de
Londres, enquanto nas eleigoes brasileiras foram consideradas cidades com 9 vagas

para vereadores em cada uma e o os valores dos expoentes sao aproximadamente o
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mesmo. Isso indica que as responsabilidades do cargo piblico tém também um papel
central no processo de candidatura, uma vez que o prefeito ou funcoes parlamentares
estao em um patamar diferente do representante local. Foram também examinadas
as flutuacoes existentes em torno dos valores médios e observado que as variancias sao
aproximadamente constantes. Além disso, as flutuacoes revelam que as candidaturas
sao dirigidas por um ruido multiplicativo, com uma distribuicao de probabilidade
lognormal.

Um modelo em uma rede livre de escala foi empregado para representar as relacoes
sociais, reproduzindo muito bem o comportamento encontrado. Os resultados mos-
traram ser robustos no sentido de que sao independentes da situagao complexa re-
lacionada com diferencas culturais e sociais entre os paises, bem como de atributos
psicoldgicos individuais dos candidatos. Essa robustez é frequentemente encontrada
em sistemas fora do equilibrio ou sistemas prestes a criticalidade, em que poucos me-
canismos podem levar a estatistica livre de escala e a criticalidade auto-organizada
[68]. Em particular, observou-se que medir a “popularidade” (o parametro de corte

k. do modelo de rede) pode depender do tamanho do sistema.
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Capitulo 6

Ocupacao de posicoes politicas

Neste capitulo, apresenta-se uma analise de dados de filiados a partidos politicos,
a qual, juntamente com as investigacoes abordadas no capitulo anterior, fornece um
cenario quantitativo do envolvimento dos eleitores na politica partidaria, tornando-
se um candidato ou um membro de um partido politico [73]. O objetivo dessa
analise foi tentar compreender como o eleitor pondera sua candidatura a uma posigao
politica. Analisando-se dados das cidades brasileiras, observou-se, assim como nos
casos investigados no capitulo 5, uma forma funcional bem descrita por uma lei de
poténcia (alometria) cercada por um ruido multiplicativo com distribuicao lognormal.
Os expoentes das leis de poténcias exibem uma clara hierarquia em que a posi¢ao mais
influente apresenta o menor expoente. Foram também encontradas as distribuicoes
de probabilidades do nimero de candidatos (prefeito e vereador) de membros de

partidos politicos e de eleitores.
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6.1 Apresentacao dos dados

Os dados para pesquisa foram acessados gratuitamente dos sitios eletronicos do
Tribunal Superior Eleitoral (TSE) brasileiro [74] e do Instituto Brasileiro de Geografia
e Estatistica (IBGE) [75]. Os dados eleitorais consistem do ntimero de candidatos
em eleicoes para prefeito e vereador em todas as cidades brasileiras nos anos 2000,
2004 e 2008. Para o numero de candidatos a vereador, foram consideradas somente
cidades com menos de 47.600 habitantes (~ 90% das cidades brasileiras), nas quais
o numero de vagas para vereador ¢ 9. No caso do nimero de membros de partidos
politicos, os dados coletados sao referentes aos anos de 2006, 2008 e 2011 para todos
os 27 partidos politicos brasileiros em cada cidade brasileira. As populagoes de
eleitores foram coletadas para os anos correspondentes aos dados dos nimeros de
candidatos e dos niimero de membros de partidos politicos. Durante o periodo dos
dados coletados, o nimero de cidades quase ndo mudou (5.564 em 2006 e 5.565 em
2011) e o nimero de partidos politicos permaneceu constante. Seguindo a notagao
do capitulo anterior, para cada cidade considera-se N o numero de eleitores e n,. o
nimero de candidatos (prefeito ou vereador) ou o nimero de membros de partidos

politicos.

6.2 Analise dos dados

Da mesma forma que na investigacao apresentada no capituo 5, primeiro investi-
gou-se a relacgao entre log;, n. e log;, N. A Figura 6.1 mostra o espalhamento dessas

relagoes quando se considera o nimero de membros de partidos politicos em (a), o
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nimero de candidatos a vereador em (b) e o nimero de candidatos a prefeito em (c).
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Figura 6.1: Graficos dos espalhamentos dos dados - Relagao entre log;,n. e log;q IV,
N numero de eleitores e n., o nimero de membros de partidos politicos em (a), o nimero
de candidatos a vereador em(b) e a prefeito em (c). Os dados correspondem ao ano de
2008. Nota-se em todos os casos que as relacoes aproximam-se de leis de poténcias cercadas
por flutuagoes. Os pequenos pontos coloridos sao os valores de log;yn. e log;y N para cada
cidade e os circulos sao os valores médios desses pontos depois de separar os dados em
janelas w igualmente espacadas em log;y N. As linhas tracejadas sao os ajustes lineares
para os valores médios e os expoentes das leis de poténcias sao mostrados em cada grafico.
Os pontos cinza sao os resultados da simulagao realizada com a equagao (6.3).
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Apesar de haver flutuagoes, é possivel observar uma tendéncia a um regime de lei
de poténcia. Visando a superar as flutuagoes, isto é, identificar um comportamento
médio, os dados log;, NV foram separados em w janelas igualmente espacadas e cal-
culados os valores médios de log,, n. € log,;; N em cada janela. Os circulos na Figura
6.1 representam esses valores médios para os quais nota-se claramente uma relacao

alométrica (lei de poténcia) que pode ser escrita como a relagao linear

(logygne) = A+ aflog;y N), (6.1)

a qual descreve muito bem esses valores médios em escala log-log. Vale a pena
observar que os valores A e « praticamente nao mudam quando se varia o nimero
de janelas w. Entretanto, na Figura 6.1, verificam-se os diferentes valores de «
(expoente da lei de poténcia) em cada um dos casos: membro de partidos politicos,
candidato a vereador e candidato a prefeito. Com o objetivo de verificar se os valores
dos « dependem somente da posicao politica e se eles nao mudam com o tempo,
encontraram-se as leis de poténcias médias para todos os anos da base de dados. A
Figura 6.2 mostra essas analises dos comportamentos médios das médias de log;, n.
versus log,, N, identificando que os valores de « praticamente nao mudam com o
tempo para membros de partidos politicos, candidatos a vereador e a prefeito. Para
membros de partidos politicos, encontraram-se o = 0,87 + 0,02, o = 0,86 4 0,02
e a = 0,85+ 0,02, respectivamente aos anos 2006, 2008 e 2011; para candidatos a
vereador, « = 0,37 4+0,02, « = 0,374+0,02 e a = 0,38 £ 0, 02, respectivamente aos
anos 2000, 2004 e 2008 e para candidatos a prefeito , a = 0,19£0, 01, o = 0,20+0, 01

e a = 0,19 4+ 0,01, respectivamente aos anos 2000, 2004 e 2008. Logo, nao se pode
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rejeitar a hipétese de que os valores de o sao constantes no tempo para cada posicao

politica depois de levar em conta os intervalos de confianca.
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Figura 6.2: Leis de poténcias dos dados - Relacoes alométricas médias entre log,gn. e
logg N, N nimero de eleitores e n., o numero de membros de partidos politicos em (a), o
nimero de candidatos a vereador em (b) e a prefeito em (c). Para cada posigao politica, os
valores de « (a inclinagao das retas ajustadas) praticamente nao mudam com o tempo. O
valor médio de a é mostrado em cada grafico. As linhas pontilhadas representam ajustes
dos valores médios dos dados empregando os expoentes médios.
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Em adicao aos valores médios analisados, estudaram-se também as flutuacoes
em torno das leis de poténcias, calculando a variancia o de log;, n. dentro de cada
janela w em funcao do valor médio de log,, V. A Figura 6.3 mostra que as variancias
sao, em uma primeira aproximacao, fungoes constantes de log;, N. Os valores das
variancias médias sobre os anos sao o2 = 0,027 4 0,002 para membros de partidos
politicos, 0 = 0,025 4 0,001 para candidatos a vereador e 02 = 0,017 £ 0, 001 para
candidatos a prefeito. Foram também construidas as distribuicoes das flutuagoes em

torno das leis de poténcias considerando os residuos normalizados

= logyg ne(IN) — (logyg nc>w7 (6.2)

Ow

em que (logyyne)w representa o valor médio do nimero de candidatos n. e o, seu
desvio padrao, calculados em cada janela w. A Figura 6.4 mostra a distribuicao de &,
indicando claramente que essas distribuigoes sao bem aproximadas pela distribuicao
Gaussiana padrao para toda a base de dados. E ainda, depois de calcular o teste
de hipdtese de Pearson, conclui-se que a hipétese de tomar a distribuicao de & como

a distribuigdo Gaussiana padrao deve ser aceita em todos os casos (para todos os

dados).
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Figura 6.3: Variancias dos dados - Variancia 0% de log;qn. versus (log;q V), calculada
em janelas igualmente espacadas em log;, N, para o nimero de membros de partidos
politicos em (a), o nimero de candidatos a vereador em (b) e a prefeito em (c). Notam-
se, em uma primeira aproximacdo, valores constantes de o2 para todas as trés posicoes
politicas (as linhas horizontais tracejadas sdo os valores médios de o2 sobre log;, N e sobre
todos os anos). O modelo empregado corresponde a equagao (6.3).
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Figura 6.4: Flutuagoes em torno das leis de poténcias - Distribuicoes dos residuos
normalizados & em torno das leis de poténcias, para o nimero de membros de partidos
politicos em (a), o nimero de candidatos a vereador em (b) e a prefeito em (c). As linhas
tracejadas sao a distribuicao Gaussiana padrao. Em todos os graficos, os quadrados cinzas
representam os resultados das simulacoes com a equagao (6.3).
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6.3 Processo Multiplicativo

De forma analoga ao processo multiplicativo empregado no capitulo 5, aqui
também os resultados encontrados para os dados empiricos sao modelados empregando-
se a equacao estocastica

ne = AC(N)N®, (6.3)

em que A é uma constante, ((IN) é o ruido estocdstico e o é o expoente da lei
de poténcia entre n, e N. Note que se for aplicado log,, em ambos os lados da
equagao (6.3) e comparando com as equagoes (6.1) e (6.2), obtém-se log,;, A = A, e
logo C(N) =&(N) e (€(N)) = 0. Observando que &(N) é normalmente distribuido,
entao ((N) deve ser distribuido de acordo com uma lognormal. Portanto, a equacao
(6.3) representa um processo miltiplicativo dirigido por um ruido lognormal.

Nas simulagoes da equacao (6.3), foram usados os valores médios de a e o para
membros de partidos politicos, candidatos a vereador e a prefeito. Os resultados
das simulagoes sao mostrados nas Figuras 6.1, 6.2, 6.3 e 6.4 por quadrados cinzas.
Observa-se que a equagao (6.3) descreve muito bem todos os dados empiricos apre-

sentados na andlise.

6.4 Regra de ocupacao das posicoes politicas

Os resultados apresentados neste capitulo mostraram padroes na decisao dos elei-
tores em participar de processos eleitorais em diferentes posigoes politicas. Para o
nimero de membros de partidos politicos e de candidatos a vereador e a prefeito, os

resultados empiricos mostraram que emergem robustas leis de poténcias médias com
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a populagao de eleitores e que essas tendéncias médias sao subjetivadas por flutuagoes
com variancias aproximadamente constantes e distribuicoes lognormais. Além disso,
como pode ser visto na Figuras 6.5, existe uma clara hierarquia para os valores do
expoente da lei de poténcia média «, em que a posicao mais influente apresenta o
menor expoente. Esse resultado pode ser relacionado também com o numero de
vagas para dada posicao politica, pois existe uma tnica vaga para prefeito de cada
cidade, 9 para vereadores em cada cidade com menos de 47.600 habitantes e, em
principio, pode-se considerar que nao hé restrigoes para ser membro de um partido

politico (se filiar a um partido).
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Figura 6.5: Regra de ocupacao das posigoes politicas - Valores médios dos expoentes
a das leis de poténcias médias para cada posicao politica investigada. Nota-se que o valor
médio de «a cresce com o numero de vagas para a posi¢ao a ser ocupada. As barras de erro
sao os desvios padrao do valor médio de a.
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Outro comportamento de contraste entre a ocupacao de posicoes politicas aparece
ao se analisar as distribuicoes de probabilidades dos niimeros de candidatos a prefeito,
candidatos a vereador, membros de partidos politicos e eleitores. A Figura 6.6 mostra

a distribuicao acumulada desses ntimeros.
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Figura 6.6: Distribuicoes acumuladas - para o numero de candidatos a prefeito
(circulos), candidatos a vereador (diamantes), membros de partidos politicos (triangulos)
e populacao de eleitores (quadrados), considerando dados de 2008 (distribui¢oes muito si-
milares sao obtidas para os outros anos). Note um deslocamento das distribuigdes com
o crescimento do nimero de cadeiras disponiveis. Observa-se ainda que as distribuigoes
para prefeito e vereador sao caracterizadas por um comportamento assintético exponencial,
enquanto que as distribuicoes para membros de partidos politicos e eleitores apresentam
um comportamento aproximadamente lei de poténcia seguido por um decaimento tipo
exponencial. As linhas tracejadas mostram as regides onde as distribuigoes podem ser
aproximadas por leis de poténcia (os expoentes sdo mostrados no gréfico).

Note que, para candidatos a vereador e a prefeito, as distribuicoes sao carac-
terizadas por caudas curtas, as quais tém aproximadamente um decaimento tipo

exponencial. Por outro lado, para membros de partidos politicos e para eleitores, as
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distribuicoes exibem um comportamento intermediario que pode ser aproximado por
uma lei de poténcia (linha tracejada na Figura 6.6) seguida de um comportamento
tipo exponencial. Verificou-se também que o niimero de eleitores cresce linearmente
com o tamanho da populacao, o que seria de se esperar por causa da votagao com-

pulséria para os maiores de 18 anos.

6.5 Discussoes

Neste capitulo, foi apresentada uma investigagao sobre o envolvimento dos elei-
tores nos processos eleitorais em todas as cidades do Brasil, levando em consideracao
o numero de candidatos a prefeito e vereador, bem como o numero de membros
de partidos politicos. Os resultados encontrados apontam um notavel comporta-
mento sub-linear entre as varidveis consideradas (ntimeros de candidatos a vereador
e a prefeito e membros de partidos politicos) e o nimero de eleitores para cada ci-
dade brasileira. Um modelo que contém uma lei de poténcia multiplicada por um
ruido com distribuicao lognormal apresentou resultado muito préximo ao espalha-
mento dos dados empiricos. Em seguida, observou-se que os expoente dessas leis
de poténcias apresentam uma regra clara: uma hierarquia em que as posicoes mais
influentes exibem expoentes menores. O comportamento sub-linear intrinseco e o
fato que « torna-se bem menor do que um para a maioria das posigdes politicas (em
sequéncia) pode de alguma forma estar ligado a efeitos de sub-representacao, ou seja,
nas grandes cidades, os obstaculos para os individuos se envolverem diretamente nos

processos eleitorais aumentam.
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Outro aspecto investigado foi as distribuicoes de probabilidades acumuladas dos
nimeros de candidatos (a prefeito e a vereador), de membros de partidos politicos e
de eleitores. Observou-se que as posigoes mais influentes (prefeito e vereadores) apre-
sentam distribuicoes de caudas muito curtas, enquanto as posicoes menos influentes
(membros de partidos politicos e eleitores) exibem um comportamento aproximada-
mente lei de poténcia para valores intermedidrios e seguido de um decaimento rapido.
Essa mudanca de comportamento pode ser relacionada a limitagao no ntimero de ca-
deiras, em que somente o decaimento tipo exponencial aparece para posi¢oes com
o nimero de cadeiras limitado (prefeito e vereador) e o intermedidrio aproximada-
mente lei de poténcia aparece para as posicoes que nao tém limitacoes estabelecidas

para o numero de cadeiras (membros de partidos politicos e eleitores).
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Conclusoes

Do capitulo 1 ao 4, foi apresentada uma revisao de resultados obtidos usando
conceitos e métodos de Fisica Estatistica na analise de dados de elei¢oes. Inicial-
mente, considerou-se a distribuicao dos votos em eleicoes proporcionais brasileiras,
encontrando um comportamento hiperbdlico em parte consideravel da distribuicao
dos votos. Em seguida, outro ajuste foi empregado usando uma generalizagao da
lei de Zipf, modelando uma quantidade maior dos dados. Dando continuidade ao
estudo de distribuicoes de votos, porém em eleicoes pluralistas brasileiras, o ajuste
foi baseado na distribuicao de Laplace, notando-se uma polarizacao dos votos entre
os dois primeiros colocados, independente do niimero de candidatos. Para o com-
portamento hiperbdlico em elei¢coes proporcionais, foram revistas duas dinamicas de
opiniao usando diferentes modelos de redes, sugerindo que propriedades de “mundo
pequeno”sao necessarias para simular esse comportamento. Dando continuidade ao
estudo de distribuicoes de votos em eleicoes proporcionais, porém considerando a
‘forca’ dos partidos e dados de varios paises, encontrou-se uma distribuicao lognor-
mal para cinco dos quinze analisados.

O ultimo capitulo de revisao apresenta resultados relacionados a taxa de com-
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parecimento as urnas. O primeiro mostra que a correlacao da taxa logaritmica de
comparecimento as urnas decai logaritmicamente com a distancia entre as cidades,
seguido por uma analise entrépica levando em conta a proporc¢ao de abstencoes, bran-
cos e nulos e votos validos. Ainda usando a taxa de comparecimento, foi proposto
um modelo capaz de identificar e quantificar fraudes em elei¢oes. Esses resultados
revelam o sucesso da aplicacao da Fisica Estatistica no estudo de processos eleito-
rais, um caso particular do sucesso também obtido em outros sistemas sociais e, mais
geral, nos sistemas complexos.

Como deve estar claro, os estudos que acabaram de ser citados foram desenvol-
vidos a partir de andlises de resultados de eleicoes. Entretanto, no momento de uma
votacao, os eleitores tém apenas um conjunto de candidatos a partir do qual fazem
sua escolha. Nesta tese, foram investigados aspectos relacionados a composicao do
conjunto de eleitores que se tornam candidatos e, de forma mais ampla, o compor-
tamento do eleitorado na ocupacao de posigoes politicas.

Em uma primeira investigacao, apresentada no capitulo 5, foi abordada uma
analise de como ocorre o processo de candidatura, ou seja, a formacao do conjunto
de candidatos a serem votados no dia da eleicao. Foi averiguado, para dados de 16
eleicoes em 5 paises, que nimero de candidatos n. cresce com o ntimero de eleitores
N em cada cidade, seguindo uma relacao média lei de poténcia, n, ~ N%, em que o0s
expoentes encontrados foram: « = 0, 18 para eleigoes de um tinico membro (prefeito)
e a = 0,36 para elei¢oes de multi-membro (vereador). Esse fato aponta aponta para
uma ponderacao do ntmero de vagas e da quantidade de eleitores no processo de

candidatura. No entanto, pode-se observar que ha trés vagas para cada bairro de
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Londres, enquanto que nas elei¢oes brasileiras foram consideradas cidades com 9 va-
gas para vereadores em cada uma e o os valores dos expoentes sao aproximadamente
o mesmo. Isso indica que as responsabilidades do cargo puiblico também sao levadas
em conta no processo de candidatura, uma vez que prefeito ou funcoes parlamentares
estao em um patamar diferente do representante local.

Foram também examinadas as flutuagoes existentes em torno dos valores médios
e observado que as variancias sao aproximadamente constantes. Ademais, as flu-
tuagoes revelam que as candidaturas sao dirigidas por um ruido multiplicativo com
uma distribuicao de probabilidade lognormal. Foi também empregado um modelo de
rede livre de escala para representar as relacoes sociais, usando um tipo de “medida
de popularidade” (o parametro de corte k. do modelo de rede), mostrando-se robusto
no sentido de que reproduziu muito bem tanto o comportamento médio quanto as
flutuagoes. A analise mostrou que, independente da situacao complexa relacionada
com diferencas culturais e sociais entre os paises, bem como de atributos psicologicos
individuais dos candidatos, ¢ possivel observar regularidades sugerindo universalida-
des nos processos de candidatura.

Dando continuidade a este estudo, uma segunda investigagao, apresentada no
capitulo 6, foi direcionada a investigar o envolvimento dos eleitores nos processos
eleitorais em todas as cidades do Brasil. Os resultados encontrados apontaram com-
portamentos sub-lineares (alometrias) entre as varidveis numeros de candidatos a
vereador e a prefeito e membros de partidos politicos versus o niimero de eleito-
res para cada cidade brasileira. Um modelo lei de poténcia acoplado a um ruido

multiplicativo com distribuicao lognormal apresentou resultado muito proximo ao
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espalhamento dos dados empiricos. Em seguida, observou-se que os expoente dessas
leis de poténcias apresentam uma regra clara: uma hierarquia em que as posicoes
mais influentes exibem expoentes menores. O fato desses expoentes serem menores
do que um indica que cidades maiores podem apresentar maiores dificuldades para
o envolvimento politico.

Outro aspecto investigado mostrou que posi¢oes mais influentes (prefeito e vere-
adores) apresentam distribuigdes de caudas muito curtas, enquanto que as posigoes
menos influentes (membros de partidos politicos e eleitores) exibem um comporta-
mento aproximadamente lei de poténcia para valores intermediarios e seguido de
um decaimento rapido. Essa mudanca de comportamento pode ser relacionada a
limitacao no nimero de cadeiras, em que somente o decaimento tipo exponencial
aparece para posi¢oes com o numero de cadeiras limitado (prefeito e vereador) e o
intermediario aproximadamente lei de poténcia aparece para as posi¢oes que nao tém
limitagdes estabelecidas para o nimero de cadeiras (membros de partidos politicos e

eleitores).
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Apéndice A

Sistemas eleitorais

Sistema eleitoral é o regulamento que define as regras de apuragao, contagem,
agregacao de votos e sua conversao em mandatos, ou seja, sao as agoes que conver-
tem votos em mandatos [69, 70, 71]. Para os brasileiros, os sistemas utilizados sao

majoritario e proporcional.

A.1 Sistema proporcional

O principio basico no sistema proporcional é que todos os eleitores merecem
representacao e todos os grupos politicos merecem ser representados nas legislaturas
na proporc¢ao de sua forca no eleitorado. Para alcancar essa representacao “justa’,
cada partido define internamente sua lista de candidatos (no Brasil, candidatos a
deputados federal, estadual e vereadores). Apds a contagem dos votos, as cadeiras a
serem ocupadas em dado posto serao atribuidas aos partidos proporcionalmente ao

nimero de votos que o partido recebeu.
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Dentro de cada partido, a decisao dos candidatos que assumirao as cadeiras alo-
cadas no partido ainda depende do sistema de listas, que sao tres:

Listas abertas - permitem que os eleitores expressem sua preferéncia nao soé
entre os partidos, mas também entre os candidatos. O partido apresenta uma lista
dos candidatos e os eleitores escolhem seu candidato preferido ou apenas o partido
(na legenda do partido). A posigdo de cada candidato em relacdo a votacao do
partido depende unicamente do nimero de votos que ele recebe. Assim, se um
partido alocou um nimero n de cadeiras, os n candidatos mais votados dentro do
partido assumirao essas cadeiras; com isso, a eleicao de um candidato depende do seu
nimero de votos e do nimero total de votos do seu partido. Paises como Itélia (antes
de 1994, quando um novo sistema foi introduzido), Polonia, Finlandia, Dinamarca,
Estonia (desde 2002), Grécia, Suiga, Eslovénia, Brasil e Uruguai utilizam o sistema
de listas abertas.

Listas semiabertas - impoe ao eleitor algumas restrigoes direta ou indireta-
mente. O eleitor vota para um partido ou para um candidato dentro do partido. Os
partidos geralmente formulam uma lista de candidatos, de acordo com uma ordem
determinada por critérios dentro do partido, e os eleitores podem contribuir para a
alteracao dessa ordem. Os candidatos conquistam cadeiras parlamentares na ordem
em que sao classificados na lista. No entanto, se um candidato recebe um nimero
de votos que excede um limiar, sobe sua classificacao na lista. Assim, a eleicao de
um candidato depende dessa ordem de classificacao na lista e do niimero de votos re-
cebidos pelo candidato. Suécia, Eslovaquia, Republica Checa, Bélgica, Estonia (até

2002) e Holanda sao alguns paises que aderiram a esse sistema.
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Listas fechadas - nesse sistema, o partido fixa a ordem na qual o candidato
é listado e eleito. O eleitor lanca um voto para um partido como um todo e nao
pode expressar sua preferéncia por qualquer candidato. Os representantes sao entao
selecionados como aparecem na lista. Russia, Itdlia (desde 2006), Espanha, Angola,
Africa do Sul, Israel, Sri Lanka, Hong Kong e Argentina sao alguns paises que definem

seus representantes parlamentares por esse sistema.

A.2 Sistema majoritario

No sistema majoritario, também conhecido como elei¢oes pluralistas, o candidato
que obtém o maior nimero de votos entre os competidores é eleito. Sistema pelo
qual, no Brasil, se elege o presidente da Republica, senador, governador e prefeito.
Para eleicoes de presidente, governador e prefeito em municipios com mais de 200
mil eleitores, é realizado segundo turno entre os dois candidatos mais votados e um
deles é eleito se receber a maioria absoluta dos votos vélidos (50 % mais um). Porém
havera segundo turno caso nenhum candidato tenha conquistado a maioria absoluta

dos votos validos no primeiro turno.
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Apéndice B

Fisica Estatistica e sistemas

complexos

A seguir, serao abordados, de forma breve, alguns conceitos e ferramentas bésicas

de Mecanica Estatistica utilizados nas investigacoes discutidas neste trabalho.

B.1 Leis de poténcias

Apesar de nao haver uma defini¢ao precisa de sistemas complexos, em geral eles
apresentam propriedades emergentes que decorrem em grande parte da interagao
nao-linear entre suas partes. Assim, suas propriedades apenas se tornam notaveis
quando vistos como um todo. Uma das propriedades marcantes de muitos desses
sistemas ¢ a presenga de leis de escala ou leis de poténcia [50]. Entre os sistemas
complexos estao os sistemas sociais, os quais emergem das dinamicas sociais e dizem

respeito aos comportamentos de individuos isolados, ou seja, como cada individuo
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escolhe uma convencgao, toma uma decisao, agenda tarefas, e mais geralmente decide
realizar uma dada acao.

Uma lei de poténcia (ou lei de escala) pode ser escrita como
P(x) = az"® + o(z"), (B.1)

em que a e k (expoente de escala) sao constantes e o(z*) é uma fungao assintoti-

k. A equacao acima é uma relacao polinomial que

camente pequena em relagdo x
exibe a propriedade de invariancia de escala (ou livre de escala), que significa que
P(cx) o< P(x). Note que, em um grafico log-log da fungao de escala P(z), tem-se

uma reta com inclinacao k. De fato, se P(z) = az” entdo log P(z) = loga + klog x.

B.2 Distribuicao gaussiana e o teorema do limite
central

E usual, na investigacao de distribui¢oes empiricas simétricas em relagao a média,
comparé-las com uma distribui¢ao de probabilidades chamada gaussiana (ou normal)
[50]. Dois parametros identificam a distribui¢ao de probabilidades gaussiana de uma

variavel aleatoria z: a média u e o desvio-padrao o. Essa distribuicao é da forma

P(z) =~ 127T exp [—% (”“" - “)2] . (B.2)

Geralmente, utiliza-se a distribui¢ao gaussiana padronizada, em que a variavel aleatoria

x é normalizada, ou seja, considera-se uma nova varidvel X = (z — p)/o, com média
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zero e desvio-padrao unitario e, consequentemente, sua distribuicao pode ser escrita

COI1oO segue:

P(X) = \/127 exp (—%)@) . (B.3)

Basicamente, quando um grande nimero de eventos aleatoérios e independentes
conduzem a determinado evento (o que aproxima muitos fenomenos da natureza),
este poderd ter uma distribuigao de probabilidades gaussiana (B.2). Formalmente,
se x; sao varidveis aleatérias independentes de média zero e desvio padrao finito
o, a funcdo densidade de probabilidade X (n) = "  2;/av/N tende & distribuigio
gaussiana padronizada a medida que n cresce. Esse resultado é chamado Teorema
do Limite Central.

Supondo que um processo x possa ser decomposto no produto de n subprocessos
x;, ouseja, r = xy,xs ...T, em que cada x; se comporta como uma variavel aleatoria
nao negativa e independente, pelo Teorema do Limite Central, para n suficientemente
grande, a distribuicao de probabilidades da variavel aleatéria logx = logx, + logxs +

...+ logx, é normal. Assim, para variavel x tem-se a distribuigao

P(z) = L exp [—% (logx—_u) 2] : (B.4)

ro\ 2T

chamada lognormal e diz-se que x segue um processo multiplicativo.
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B.3 Modelo de Sznajd

O modelo de Sznajd [51, 52] parte do principio de que convencer alguém é mais
facil para duas ou mais pessoas do que para um unico individuo. Na versao original
do modelo de Sznajd [11], o modelo é proposto para descrever um mecanismo de
tomada de decisao em uma comunidade fechada a partir do modelo de Ising. O
modelo de spin de Ising [53] considera uma cole¢ao de N spins (agentes) s; que
podem assumir dois valores, £1. Cada spin é energeticamente forcado a alinhar-se
com seus vizinhos proximos. A energia total é dada por H = —% (i.j) iS5, em que
a soma ¢ sobre os pares de vizinhos proximos e .J a constante de acoplamento.

A versao original é chamada Sznajd B. Nele, agentes ocupam sitios de uma cadeia
linear e tém opinioes bindarias, denotadas pelas varidveis de spins de Ising. Um par

de agentes vizinhos i e i + 1 determinam a opiniao dos seus vizinhos préximos ¢ — 1

e i + 2, de acordo com a seguinte regra:
S = S8it1 == Si—1 = S; = Si+1 = Sj42 (B.5)

S; 7é Siv41 —> Si—1 = S; € Sj+1 = Si42 (B6)

As opinioes sao atualizadas em uma ordem sequencial aleatéria a partir de uma
configuracao inicial totalmente aleatéria, em que ambas as opinides sao igualmente
distribuidas. Dois tipos de estados estacionarios, correspondendo ao consenso, sao
encontrados, com todos os spins para cima m = 1 ou todos os spins para baixo
m = —1, e um impasse com o mesmo numero de spins para cima e para baixo

m = 0. Cada caso de consenso ocorre com probabilidade 1/4. O tempo de relaxagao
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do sistema para um dos possiveis atratores segue uma distribui¢ao lognormal [55].
O numero de agentes que nunca mudam de opiniao decai primeiro como uma lei de
poténcia do tempo, em seguida atinge um valor constante [56].

A regra de Sznajd B, dada por (B.5) e (B.6), foi considerada pouco realistica.
Uma alternativa, em estudos posteriores, foi tomar como regra apenas a (B.5), cha-
mada de Sznajd A. Extensces do modelo Sznajd, diferentes substratos geralmente

adotam essa prescricao.

B.4 Redes complexas

Atualmente, varios estudos de sistemas sociais tém utilizado redes para analisar
e simular dindmicas de sistemas complexos [65]. Em geral, sdo redes cuja estrutura
¢ irregular e com dinamica evolutiva no tempo.

A seguir, serao descritas algumas propriedades comuns observadas nas topologias
de redes reais e é apresentada também uma breve revisao dos principais modelos que
tém sido propostos para abordar sistemas sociais (grafos aleatérios, redes de mundos
pequenos e redes livres de escala).

Um grafo G(N, £) consiste de dois conjuntos: um conjunto N de N nés (ou sitios,
ou vértices) e um conjunto £ de L ligagdes (ou arestas) entre os nés. Uma ligacao
entre dois nés i e j é denotada por (i, j) ou l;;, dois nés unidos por uma ligagao sao
ditos adjacentes ou vizinhos proximos. Um grafo é dito direcionado quando a direcao
da ligacao é relevante, ou seja, [;; nao é igual a lj; para qualquer (4, 7). O ndimero

maximo de ligagoes em um grafo G(N, L) é N(N —1)/2.
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B.4.1 Distribuicao de grau

O grau de um né i denotado por k;, é o numero de ligacoes partindo desse
né que pode ser calculado usando a matriz adjacéncia A = [a;;], em que a;; =
1 se hd uma ligacao entre 7 e j e a;; = 0 se nao ha ligacao entre ¢ e j. Nesse
caso, k; = Zjvzl a;j. Se o grafo for direcionado, o grau terd duas componentes,
kvt = Zjvzl a;; para as ligagoes partindo de i e k" = Zjvzl aj; para as ligacoes
chegando em i. Informagoes da distribuicao de grau podem ser obtidas fazendo o
grafico de P(k) ou calculando os seus momentos. O n-ésimo momento de P(k) é
definido como (k") =Y, k" P(k). O primeiro momento representa o valor médio do
grau. A distribuicao de grau determina completamente as propriedades estatisticas
em redes nao correlacionadas. No entanto, um grande nitmero de redes reais sao
correlacionadas, ou seja, a probabilidade que um né de grau k seja conectado a outro

né de grau k' depende de k. Nesse caso, é necessario introduzir a probabilidade

condicional P(K'|k) [54].

B.4.2 Grafos aleatérios e mundo pequeno

O estudo de grafos aleatérios foi iniciado por Erdos e Rényi em 1959 com propésito
de estudar, por meio de métodos probabilisticos, as propriedades de grafos como
uma funcao do numero crescente de ligacoes aleatérias. Em seu primeiro artigo,
Erdos e Rényi propuseram um modelo para gerar grafos aleatérios com N nos e K
ligacoes, que passou a ser chamado de grafo aleatério de Erdés and Rényi (ER).
Comecando com N nés desconectados, o grafo é gerado conectando nods selecionados

aleatoriamente, até que o nimero de ligacoes seja igual a K. Um modelo alternativo
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para o grafo aleatério ER consiste em ligar cada par de nés com uma probabilidade
0 < p < 1. Esse procedimento descreve grafos com diferentes nimeros de ligacoes,
grafos com K ligacdes devem aparecer com uma probabilidade p/ (1 — p)NN-1/2=K)
[59, 60, 61]. Note que N — oo é tomado para (k) fixado, o que corresponde a fixar
2K /N no primeiro modelo e p(N — 1) no segundo modelo. Para N grande e (k)

fixado, a distribuicao de grau é aproximada por uma distribuicao de Poisson
k k
P(k) = e~ SR (B.7)

O estudo de varios processos dinamicos em redes reais apontou a existéncia de
atalhos, ou seja, ligacoes que conectam diferentes areas das redes. Na maior parte
das redes reais, apesar de seu tamanho grande, ha um caminho relativamente curto
entre quaisquer dois nds. Essa propriedade é conhecida como “mundo pequeno”
e ¢ matematicamente caracterizada pelo comprimento médio de trajetoria curta.
Essa propriedade foi primeiramente investigada, no contexto social, por Milgram na
década de 1960 [62, 63].

O modelo Watts e Strogatz (WS) é um método para construir grafos com pro-
priedades de “mundos pequenos” e alto coeficiente de aglomeracao [57]. O ponto de
partida é um anel com N nés, no qual cada né é simetricamente conectado a seus
2m vizinhos préoximos, produzindo um total de K = mN ligacoes. Para cada né,
cada ligagao a um vizinho no sentido horario é religada a um né escolhido aleatori-
amente com uma probabilidade p e preservado com uma probabilidade 1 — p. Note
que para p = 0, tem-se a malha regular, enquanto para p = 1 o modelo reproduz um

grafo aleatorio. Para valores intermediarios de p, o procedimento gera grafos com
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propriedades de “mundos pequenos” e coeficiente de aglomeragao nao trivial. Para
a distribuicao de grau, quando p = 0, ela é uma fungao delta, enquanto para p = 1
ela é a obtida para ER. No caso de p intermedidrio, a distribuicao de grau é dada

por [64]:

k—m—i

D S I LR e LR G

para k > m, e é igual a zero se k < m.

B.4.3 Redes livres de escala

O modelo de BarabasiAlbert (BA) é um modelo de rede evoluindo no tempo,
inspirado na formacao da World Wide Web (WWW) e baseado em dois ingredien-
tes: crescimento e ligacao preferencial [7, 65]. A ideia bésica é que na WWW, nés
(paginas) com alto conectividade adquirem novos ndés em uma taxa mais alta do
que nds com baixo conectividade. O modelo comega com mg néds isolados em cada
intervalo de tempo t = 1,2,3,..., N — mg um novo né j é adicionado a rede com
m < my ligagoes. A probabilidade que o né j seja ligado a um né ja existente i é

proporcional a conectividade atual de ¢:
k.
= = (B.9)
g 2k

Cada novo né tem m ligacoes; no tempo t, a rede deve ter N = mg+t nés e K = mt
ligagoes, correspondendo a um grau médio (k) = 2m para tempos grandes. No limite

de t — 00, 0 modelo produz uma distribui¢ao de grau P(k) o< k=7, com um expoente
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~v = 3. Usualmente, diz-se que uma rede ¢ livre de escala se sua distribui¢ao de grau
¢ uma lei de poténcia, P(k) o< k7.

Um modelo generalizado de Barabasi-Albert é parametrizado por duas probabi-
lidades: de ligar A e religar p, tal que A + p < 1. Em cada passo, uma das seguintes
acoes sao tomadas: com probabilidade 1 — A — p, um novo no ¢é inserido; com pro-
babilidade p, m arestas sao religadas, desconectando-o de um de seus vizinhos, e
reconectando a outro né com ligacao preferencial; com probabilidade A, m arestas
sao adicionadas escolhendo-se um né aleatoriamente e um novo vizinho para ele com
probabilidade preferencial [67]. A distribui¢ao de grau segue uma lei de poténcia

k=7, com expoente
2m(l—p)+1—-XA—p
- .

=1+

(B.10)
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