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Resumo
A distorção da frente de onda em componentes ópticos induzido pelo efeito de lente

térmica pode afetar a performance e estabilidade de sistemas ópticos, como lasers de alta
potência. No entanto, apesar de problemas que esse efeito pode induzir em alguns sis-
temas, ele é a base de muitas técnicas fototérmicas. A distorção na frente de onda é
resultado de um complexo efeito fotoelástico que caracteriza a degradação e propagação
do feixe de laser e sua capacidade de ser focalizado em regiões tão pequenas quanto permi-
tidas pelo comprimento de onda utilizado. Uma solução analítica simples para descrição
destes efeitos somente é obtida para materiais fracamente absorvedores, assumindo que
as componentes do stress obedecem as aproximações de amostra fina ou amostra grossa.
Nesse trabalho, foi desenvolvido um modelo teórico generalizado para descrever a varia-
ção do caminho óptico relacionado com o perfil de temperatura para todas as classes de
materiais absorvedores. A modelagem é baseada na solução da equação termoelástica e
fornece a evolução temporal para temperatura, deformação superficial e para as compo-
nentes de stress independente da espessura do elemento óptico, considerando materiais
semitransparentes, isotrópicos, homogêneos e sujeitos a uma carga térmica com simetria
axial. Com a finalidade de aplicar o modelo aqui desenvolvido no design de sistemas laser,
foi simulado a variação do caminho óptico para diferentes tipos de vidros ópticos, sendo
possível também, determinar a espessura para a correta aplicação das aproximações de
amostra fina e amostra grossa. Usando as expressões para a variação do caminho óptico
foi possível desenvolver um novo modelo teórico para a técnica de lente térmica, habili-
tando sua aplicação no estudo de materiais sólidos independente da espessura. O modelo
teórico para a variação do caminho óptico pode ter significante impacto no design de
sistemas laser e tem aplicação direta em técnicas fototérmicas que relacionam a variação
do caminho óptico com propriedades térmicas, ópticas e mecânicas de materiais sólidos.



Abstract

Wavefront distortion in optical components induced by thermal lensing may affect
performance and stability of optical systems, such as high-power lasers. Despite of the
problems, this effect is the base of several photothermal techniques. The wavefront dis-
tortion is a result of complex photoelastic effects that characterize the degradation and
propagation of the beam and its ability to be focused in spot so small as allowed by
the wavelength used. A simple analytical solution for this induced optical path change
is known only for low absorbing materials, with the assumption that the stresses obey
either thin-disk or long-rod approximations. In this work, it is developed a generalized
theoretical model for optical path change for all classes of absorbing materials, which
is related to the temperature profile in a simple way . The modeling is based on the
solution of the thermoelastic equation and provides time-dependent expressions for the
temperature, surface displacement, and stresses for a semi transparent, isotropic and ho-
mogeneous material, subjected to an axially-symmetric thermal loads, regardless of the
optical element thickness. In order to apply the theoretical model developed here to the
design of the optical elements, it is simulated the optical path change for different optical
glasses, allowing us to determine the correct thickness to apply the thin-disk and long-rod
approximations. Using the optical path change expression, a new theoretical thermal lens
model is presented, enabling the thermal lens technique to be applied in the study of solid
materials regardless of the sample thickness. The theoretical model to the optical path
change could have significant impact on designing laser systems and has direct application
in photothermal techniques, which correlate optical path change to thermal, optical, and
mechanical properties of solid materials.
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𝑐 Calor específico a pressão constate.
𝐷𝑡ℎ Difusividade térmica.
𝜌 Densidade.
𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡) Variação da temperatura no espaço Hankel-Fourier.
𝜂 Eficiência quântica de fluorescência.
𝜑 Taxa de conversão de energia absorvida em calor gerado.
𝑃 Potência do laser de excitação.
𝜆𝑒𝑥𝑐 Comprimento de onda de excitação.
⟨𝜆𝑒𝑚⟩ Comprimento de onda médio de emissão.

6



Capı́tulo 1
Introdução

Quando um feixe de luz de baixa intensidade incide em um material, pouco ou nenhum
efeito pode ser observado. Aumentando a intensidade do feixe de laser, alguns efeitos
reversíveis podem ser observados, como mudança na temperatura, deformação térmica,
efeitos de transmitância e absorção não linear, efeitos eletro-ópticos, geração de segundo
harmônico. Quando a intensidade do feixe torna-se ainda maior, efeitos irreversíveis
podem ocorrer, como, por exemplo, fusão, fratura e vaporização. O advento do laser
possibilitou que alta intensidade de luz necessária para a geração desses efeitos pudessem
ser atingidas. Os efeitos advindos da utilização de lasers de alta potência limitam sua
aplicação, principalmente em sistemas miniaturizados, devido à tendência dos altos fluxos
de energia induzirem danos aos componentes ópticos presentes nesses sistemas [5].

Desde a construção do primeiro laser de estado sólido, em 1960 por T. Maiman [6] os
efeitos que alteram a qualidade de sistemas laser vêm sendo investigados, contribuindo
para a obtenção de sistemas laser com maiores valores de potência óptica. Dentre eles,
o estudo dos fenômenos termicamente induzidos que geralmente estão associados a perda
de energia em forma de calor durante o processo de bombeio óptico [5, 7].

O aquecimento local devido à geração de calor induz a formação de um gradiente de
temperatura que pode resultar em um grande stress no material levando a fratura do
mesmo. Abaixo deste nível outros efeitos podem não destruir o material, mas levar o sis-
tema a uma considerada perda de eficiência e qualidade. Como conseqüência desses efeitos
a estabilidade do ressonador em um laser de estado sólido e a qualidade do feixe de saída
dependerão da potência de bombeio. Diversos trabalhos têm sido produzidos no intuito de
determinar e propor correções a esses efeitos através do controle de temperatura dos ma-
teriais ou adicionando componentes ópticos como lentes ou sistemas birrefringentes [8–10].
Mesmo com as correções propostas alguns desses efeitos só podem ser corrigidos para um
valor fixo de potência de bombeio [7]

A distribuição não uniforme da temperatura resulta em mudança na densidade, defor-
mação e efeitos de stress, que por sua vez, induzem distorção na frente de onda alterando a
fase do campo elétrico associado ao feixe de laser. Esses efeitos reduzem significativamente
o controle da coerência espacial do feixe transmitido em sistemas ópticos que utilizam al-

7



Capítulo 1. Introdução 8

tos valores do energia, como, por exemplo, em aplicações militares [11], processamento
de materiais [12], e sistemas de detecção de ondas gravitacionais por interferometria óp-
tica [13, 14].

Além de poderem estar presentes em meios ativos, os efeitos termo-ópticos podem
surgir em outros componentes dos sistemas laser, como em espelhos e janelas ópticas. Em
sistemas laser de alta energia, mecanismos de remoção de calor são utilizados para evitar
o surgimento de gradientes de temperatura que levam ao efeito de lente térmica. Dado o
tipo de material utilizado, a capacidade de prever a quantidade de calor gerada é muito
importante para indicar os efeitos termo-ópticos que podem estar presentes. Apesar dos
efeitos termo-elásticos serem um problema para ser contornado em algumas aplicações,
esses efeitos são a base de várias técnicas ópticas que necessitam da correta interpretação
da variação do caminho óptico para caracterização de materiais, dentre elas, a técnica de
lente térmica [15–20].

De acordo com o intervalo de tempo considerado e a geometria dos sistemas, diversos
métodos aproximados têm sido utilizados para obter um tratamento analítico que estime
os efeitos termo-ópticos. Para sistemas compostos por laser em modo contínuo, ou em
sistemas com altas taxas de repetição de pulsos em que o intervalo entre os pulsos de
bombeio é muito curto quando comparado ao valor do tempo necessário para que ocorra
a relaxação térmica, a aproximação de estado estacionário é utilizada para descrever a
distribuição espacial da temperatura [7]. Para sistemas no qual a espessura do material é
muito maior do que o seu raio, a distribuição espacial das componentes do tensor de stress
é obtida empregando a aproximação de plane-strain [7, 21–24]. Estas duas aproximações
acima constituem a base dos tratamentos teóricos dos efeitos termo-ópticos na maioria
dos sistemas laser de estado sólido [7,10,25]. Para sistemas onde a espessura do material é
muito menor do que o seu raio as componentes do tensor de stress são obtidas utilizando a
aproximação de plane-stress, nessa aproximação assume-se que a componente do tensor de
stress na direção de propagação do feixe é nula, essa aproximação é comumente empregada
na determinação dos efeitos termo-ópticos presentes em janelas ópticas [23,26].

As aproximações de plane-stress ou plane-strain1 somente podem ser aplicadas para
materiais sujeitos a uma carga térmica axialmente simétrica, na qual as componentes
de stress obedecem os princípios de amostra fina ou amostra grossa. A aproximação de
amostra fina (plane-stress) e de amostra grossa (plane-strain) são válidas quando o raio
efetivo da região afetada pelos efeitos termo-elásticos são muito maiores ou muito menores
do que a espessura da amostra, respectivamente. Essas aproximações são limitadas, uma
vez que, para cada material tem-se um valor diferente de espessura que o caracteriza den-
tro de cada um desses limites. Em resumo, a correta aplicação destes limites dependerá
das propriedades térmicas e mecânicas de cada material, como ficará demonstrado adi-

1As expressões plane-stress e plane-strain poderiam ser traduzidas como estado plano de tensão e
estado plano de deformação, respectivamente. Uma vez que essas traduções não refletem o mesmo
significado quando interpretadas na língua inglesa, utilizar-se-á então, as expressões plane-stress e plane-
strain nesse trabalho.
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ante. Por sua vez, a aproximação de estado estacionário para descrever a distribuição de
temperatura não poderá ser aplicada quando o intervalo de tempo que se deseja estudar
os efeitos seja da mesma ordem do intervalo de tempo característico de difusão térmica.

Sistemas miniaturizados que necessitem de uma resposta rápida para a determinação e
correção dos efeitos termicamente induzidos, não podem depender de métodos numéricos,
assim como também não podem ser tratados pelas aproximações disponíveis na literatura.

O objetivo geral deste trabalho é obter uma expressão semi-analítica para a variação do
caminho óptico para materiais isotrópicos, homogêneos e semitransparentes, independente
da espessura. As expressões obtidas serão empregadas para a determinação da variação do
caminho óptico, assim como, também, aplicadas no desenvolvimento de um novo modelo
teórico para a técnica de lente térmica, uma vez que, o modelo atualmente utilizado
para descrição teórica da técnica de lente térmica utiliza as aproximações de plan-stress e
plane-strain. Pretende-se também avaliar os limites de aplicação deste modelo tradicional
frente a esse novo modelo.

No capítulo 2 são descritas as equações constitutivas da termo-elasticidade e obtidas
as componentes do tensor de stress e a componente azimutal do deslocamento para um
material isotrópico, sujeito a uma carga térmica axialmente simétrica. Essas componentes
formarão a base das expressões que relacionam a variação do caminho óptico com o perfil
de temperatura. A expressão para a variação do caminho óptico é obtida no capítulo
3 considerando as contribuições para a variação do índice de refração devido aos efeitos
de temperatura e de stress. Neste mesmo capítulo são obtidos três diferentes expressões
para a a variação do caminho óptico considerando-se diferentes regimes para a descrição
da absorção óptica.

No capítulo 4, as expressões que descrevem as componentes do tensor de stress e a va-
riação de temperatura são avaliadas comparando-as com os resultados obtidos utilizando
o método dos elementos finitos. Os três diferentes modelos para descrição da variação
do caminho óptico são comparados, estabelecendo o limite apropriado para a aplicação
de cada um, em relação ao valor do coeficiente de absorção óptica. Ainda no capítulo
4, são simulados a evolução temporal do caminho óptico para diferentes materiais, ana-
lisando separadamente a contribuição de cada efeito para a variação do caminho óptico
e o erro induzido ao se utilizar as aproximações de plane-stress e plane-strain em função
da espessura do material.

A técnica de lente térmica é apresentada no capítulo 5, descrevendo brevemente seu
desenvolvimento histórico e os principais aspectos a serem considerados no desenvolvi-
mento de modelos teóricos para o tratamento dos dados experimentais. Utilizando as
expressões obtidas nos capítulos anteriores, são desenvolvidos modelos teóricos que de-
screvem o efeito de lente térmica ampliando a faixa de aplicação em relação a espessura
da amostra, a absorção óptica e a amplitude do sinal. O modelo de Shen é comparado
com um dos modelos aqui desenvolvidos, evidenciando as vantagens e desvantagens da
utilização do mesmo, principalmente quando utilizado para determinação da eficiência
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quântica de fluorescência.
Finalizando este trabalho, no capítulo 6, são discutidas três metodologias para a deter-

minação dos coeficientes de stress óptico: utilizando os modelos aqui propostos, utilizando
o modelo de Shen em dois limites de espessura distintos e por meio da associação da técnica
de lente térmica no regime de plane-strain juntamente com a medida de birrefringência.
No final do capitulo 6 é discutido a utilização do limite de plane-strain para interpretação
dos resultados obtidos por meio da técnica de lente térmica.

Alguns detalhes das expressões utilizadas, como a distribuição espacial e a propagação
dos feixes, as contribuições dos efeitos de stress para o a variação do caminho óptico, a
equação que descreve a variação de temperatura e as propriedades físicas utilizadas nas
simulações são descritas nos apêndices.



Capı́tulo 2
Termoelasticidade

2.1 Introdução

A variação temporal de uma carga aplicada sobre um corpo sólido causa não apenas
deformação, mas também uma variação da temperatura. O deslocamento do corpo deve-se
à interação entre a deformação e a distribuição de temperatura. O campo da ciência que
se ocupa em estudar essa interação é denominado termoelasticidade. A termoelasticidade
descreve uma larga faixa de fenômenos. A termoelasticidade trata-se de uma generalização
da teoria clássica da elasticidade e da teoria da condutividade térmica [24]. Desde seu
início, com o trabalho de Duhamel em 1837 [27], que primeiro propôs o acoplamento entre
campos de temperatura e o deslocamento, diversos métodos para resolver as equações
termoelásticas têm sido desenvolvidos. Dentre esses métodos, a teoria do stress térmico,
que trata do stress e strain produzidos em um corpo quando o mesmo é aquecido, assume
que a deformação de um corpo elástico não afeta a condutividade térmica do mesmo, uma
vez que a equação de condução de calor não contém o termo associado à deformação do
corpo. Simultaneamente a esta teoria, a elastocinética introduziu a simplificação de que
a troca de calor é tão lenta que o movimento de deformação pode ser tratado como um
processo adiabático [24].

Considerando que o deslocamento é pequeno quando comparado à dimensão inicial
do corpo, assim como a mudança de temperatura é pequena quando comparada com a
temperatura inicial, a condução de calor será um processo gradual. Nesse caso, os termos
de inércia podem ser desconsiderados, fazendo com que as equações de movimento se
reduzam a equações de equilíbrio. Isso significa dizer que o corpo move-se lentamente
através de uma sequência contínua de posições de equilíbrio, sem nenhuma aceleração
significante. Isso é a chamada aproximação quasi-estática [28], e será utilizada neste
trabalho na obtenção das equações constitutivas da termoelasticidade.

11
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2.2 Equação termoelástica

Considere um corpo sólido de volume 𝑉 , delimitado por uma superfície fechada 𝑆. Esse
corpo apresenta uma distribuição de trações 𝑇 𝑛

𝑖 e forças internas, conforme representado
na Figura 2.1.

Figura 2.1: Representação das forças internas e trações atuando em uma porção
arbitrária de um corpo sólido.

Na condição de equilíbrio, a conservação do momento implica que a resultante das
forças deve ser nula, ou seja, ∫

𝑆

𝑇 𝑛
𝑖 𝑑𝑆 =

∫
𝑉

𝐹𝑖 𝑑𝑉. (2.1)

Pode-se expressar este estado de equilíbrio em termos das componentes do tensor de stress
𝜎𝑖𝑗

1

∫
𝑆

𝜎𝑖𝑗 𝑛𝑗 𝑑𝑆 = −
∫
𝑉

𝐹𝑖 𝑑𝑉. (2.2)

Utilizando o teorema da divergência, a Eq. (2.2) pode ser escrita como∫
𝑉

(𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝐹𝑖) 𝑑𝑉 = 0. (2.3)

Sendo V um volume qualquer, implica em

𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝐹𝑖 = 0, (2.4)

e, ainda, se 𝐹𝑖 = 0,

𝜎𝑖𝑗,𝑗 = 0. (2.5)

A relação entre tensor de stress 𝜎𝑖𝑗 e de strain 𝜖𝑖𝑗 é estabelecida pela lei de Hooke.
Na teoria linear da termoelasticidade as componentes do tensor de strain são funções do
stress e da variação de temperatura [29]. Para materiais isotrópicos e homogêneos, a lei
de Hooke pode ser escrita como [30]

𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜖𝑘𝑙 − 2(1 + 𝜈)𝛼𝑇 𝛿𝑖𝑗Δ𝑇 (2.6)
1Utilizar-se-á a notação de Einstein em que os índices repetidos se equivalem a soma, exemplo: 𝑥𝑖 ≡∑
𝑗 𝑓𝑖𝑗𝑦𝑗 ≡ 𝑓𝑖𝑗𝑦𝑗 .
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em que 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 é o tensor de rigidez. Para materiais isotrópicos, o tensor de rigidez pode ser
escrito como [29]

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝜆′𝛿𝑖𝑗𝛿𝑘𝑙 + 𝜇(𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑙 + 𝛿𝑖𝑙𝛿𝑗𝑘), (2.7)

em que

𝜆′ =
𝑌 𝜈

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)
, (2.8)

e

𝜇 =
𝑌

2(1− 𝜈)
. (2.9)

𝛼𝑇 é o coeficiente linear de expansão térmico, 𝑌 é o módulo de Young e 𝜈 a razão de
Poisson 2.

Substituindo a Eq. (2.7) na Eq. (2.6),

𝜎𝑖𝑗 = 𝜆′𝛿𝑖𝑗𝜖𝑘𝑘 + 2𝜇𝜖𝑖𝑗 − 2(1 + 𝜈)𝛼𝑇 𝛿𝑖𝑗Δ𝑇. (2.10)

Para pequenas deformações, as componentes do tensor de strain 𝜖𝑖𝑛 apresentam uma
relação linear com as componentes do vetor de deslocamento 𝑢𝑖. Essa relação é dada
por [30]

𝜖𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) , (2.11)

em que 𝑢𝑖,𝑗 = ∂𝑢𝑖

∂𝑥𝑗
. Substituindo a Eq. (2.11) na Eq. (2.10), tem-se

𝜎𝑖𝑗 = 𝜆′𝛿𝑖𝑗𝑢𝑘,𝑘 + 𝜇 (𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖)− 2(1 + 𝜈)𝛼𝑇 𝛿𝑖𝑗Δ𝑇, (2.12)

e, aplicando a condição de equilíbrio estático dada pela Eq. (2.5), obtém-se

𝜎𝑖𝑗,𝑗 = 𝜆′𝛿𝑖𝑗𝑢𝑘,𝑘𝑗 + 𝜇 (𝑢𝑖,𝑗𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖𝑗)− 2(1 + 𝜈)𝛼𝑇 𝛿𝑖𝑗Δ𝑇,𝑗 = 0 (2.13)

ou, alternativamente

𝜇𝑢𝑖,𝑗𝑗 + (𝜆′ + 𝜇)𝑢𝑗,𝑗𝑖 − 2(1 + 𝜈)𝛼𝑇Δ𝑇,𝑖 = 0, (2.14)

ou ainda, na forma vetorial,
2Módulo de Young ou módulo de elasticidade é um parâmetro mecânico que proporciona a medida da

rigidez de um material sólido, descrevendo a tendência de um material se deformar ao longo de um eixo
quando forças opostas são aplicadas. Razão de Poisson é o coeficiente que mede a razão do alongamento
em uma direção pela contração em uma dimensão transversal, quando uma tensão é aplicada em um
material em um determinado eixo.
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𝜇∇2u(𝑟, 𝑧, 𝑡) + (𝜆′ + 𝜇)∇(∇ ⋅ u(𝑟, 𝑧, 𝑡))− 2(1 + 𝜈)𝛼𝑇∇(Δ𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡)) = 0. (2.15)

Assumindo que na direção radial a amostra possua um raio muito maior do que o raio
da região afetada pelos efeitos termoelásticos, e que o material em estudo é livre para se
expandir, as seguintes condições de contorno para as componentes de stress são obtidas:

𝜎𝑧𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑡)∣𝑧=0 = 𝜎𝑧𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑡)∣𝑧=𝑙0 = 0 (2.16)

e
𝜎𝑟𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑡)∣𝑧=0 = 𝜎𝑟𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑡)∣𝑧=𝑙0 = 0. (2.17)

2.3 Potenciais de deslocamento

Um dos possíveis métodos para obter a solução da equação termoelástica dá-se pela
introdução dos potenciais de deslocamento. Sabe-se que a solução geral da equação ter-
moelástica é composta pela soma entre a solução da equação homogênea associada e uma
solução particular, ou seja,

u = u𝑝 + uℎ = ū + ¯̄u, (2.18)

com

�̄� = Ψ,𝑖. (2.19)

Substituindo a Eq. (2.19) na equação termoelástica,

𝜇Ψ,𝑗𝑗𝑖 + (𝜆′ + 𝜇)Ψ,𝑗𝑗𝑖 − 2(1 + 𝜈)𝛼𝑇Δ𝑇,𝑖 = 0, (2.20)

e integrando em relação a variável 𝑖, é possível escrever

Ψ,𝑗𝑗 =
2(1 + 𝜈)𝛼𝑇

(𝜆′ + 2𝜇)
Δ𝑇, (2.21)

ou, ainda, a equação de Poisson

∇2Ψ =
2(1 + 𝜈)𝛼𝑇

(𝜆′ + 2𝜇)
Δ𝑇. (2.22)

A solução da equação de Poisson pode ser escrita como

Ψ(𝑟, 𝑧, 𝑡) = −
(
1 + 𝜈

1− 𝜈

)
𝛼𝑇

√
2

𝜋

∫ ∞

0

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡)

(𝛼2 + 𝜆2)
cos(𝜆𝑧) 𝐽0(𝛼𝑟)𝛼𝑑𝛼 𝑑𝜆, (2.23)

em que, 𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡) é a expressão para a variação de temperatura no espaço de Hankel e
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Fourier. Detalhes do cálculo da temperatura são apresentados no apêndice B.
Considerando a equação homogênea associada à equação termoelástica,

𝜇¯̄𝑢𝑖,𝑗𝑗 + (𝜆+ 𝜇)¯̄𝑢𝑗,𝑗𝑖 = 0, (2.24)

com

¯̄𝑢𝑖 =

(
𝜆+ 2𝜇

𝜇

)
𝛿𝑖𝑧𝜓,𝑘𝑘 −

(
𝜆+ 𝜇

𝜇

)
𝜓,𝑖𝑧. (2.25)

Diferenciando a Eq. (2.25) duas vezes em relação à variável 𝑥𝑗, é possível escrever

¯̄𝑢𝑖,𝑗𝑗 =

(
𝜆+ 2𝜇

𝜇

)
𝛿𝑖𝑧𝜓,𝑘𝑘𝑗𝑗 −

(
𝜆+ 𝜇

𝜇

)
𝜓,𝑗𝑗𝑖𝑧. (2.26)

Substituindo a Eq. (2.26) na Eq. (2.24), tem-se

(𝜆′ + 2𝜇)𝜓,𝑘𝑘𝑗𝑗 − 𝜆′ + 𝜇𝜓,𝑗𝑗𝑖𝑧 + 𝜆

(
𝜆+ 2𝜇

𝜇

)
𝜓,𝑘𝑘𝑖𝑧

− 𝜆′
(
𝜆′ + 𝜇

𝜇

)
𝜓,𝑗𝑗𝑖𝑧 + 𝜆+ 2𝜇𝜓,𝑘𝑘𝑖𝑧 − 𝜆+ 𝜇𝜓,𝑗𝑗𝑖𝑧 = 0,

(2.27)

ou seja,

(𝜆+ 2𝜇)𝜓,𝑘𝑘𝑗𝑗 = 0, (2.28)

levando a equação biharmônica de Love

𝜓𝑘𝑘𝑗𝑗 = 0, (2.29)

ou, analogamente,

∇2∇2𝜓 = 0. (2.30)

Utilizando a aproximação de amostra com dimensão radial infinita, a solução da
equação de Love pode ser escrita como

𝜓(𝑟, 𝑧, 𝑡) =

√
2

𝜋

∫ ∞

0

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡)

(𝛼2 + 𝜆2)𝛼2[
𝑒𝛼𝑧(𝑎+ 𝛼 𝑧 𝑏) + 𝑒−𝛼𝑧(𝑐+ 𝛼 𝑧 𝑑)

]
𝐽0(𝛼𝑟) 𝑑𝛼 𝑑𝜆.

(2.31)
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2.4 Componentes de stress e de deslocamento

Substituindo as Eqs. (2.19) e (2.25) na Eq. (2.18), pode-se obter a solução geral para
as componentes do deslocamento

𝑢𝑖 = Ψ,𝑖 +
1

1− 2𝜈
[2(1− 𝜈)𝛿𝑖𝑧𝜓,𝑘𝑘 + 𝜓,𝑖𝑧] . (2.32)

Para a componente 𝑢𝑧,

𝑢𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑡) =
∂

∂𝑧
Ψ(𝑟, 𝑧, 𝑡) +

1

1− 2𝜈

[
2(1− 𝜈)∇2 − ∂2

∂𝑧2

]
𝜓(𝑟, 𝑧, 𝑡). (2.33)

Utilizando as Eqs. (2.12) e (2.32),

𝜎𝑖𝑗 = 2𝜈
(
∂𝑖𝑗 − 𝛿𝑖𝑗∇2

)
Ψ+

1

1− 2𝜈

{[
2(1− 𝜈)𝜇(𝛿𝑖𝑧∂𝑗 + 𝛿𝑗𝑧∂𝑖)

+ 2(1− 𝜈)𝜆𝛿𝑘𝑧𝛿𝑖𝑗∂𝑘

]
∇2𝜓 − 𝜇(∂𝑗∂𝑖𝑧 + ∂𝑖∂𝑗𝑧)𝜓 − 𝜆𝛿𝑖𝑗∂𝑘∂𝑘𝑧𝜓

}
.

(2.34)

Essa equação fornece as seguintes relações entre as componentes de stress e os poten-
ciais de deslocamento:

𝜎𝑧𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑡) =
𝑌

1 + 𝜈

(
∂2

∂𝑧2
−∇2

)
Ψ(𝑟, 𝑧, 𝑡)

+
𝑌

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

[
(2− 𝜈)∇2 − ∂2

∂𝑧2

]
∂

∂𝑧2
𝜓(𝑟, 𝑧, 𝑡)

(2.35)

𝜎𝑟𝑟(𝑟, 𝑧, 𝑡) = − 𝑌

1 + 𝜈

(
∂2

∂𝑧2
+

1

𝑟

∂

∂𝑟

)
Ψ(𝑟, 𝑧, 𝑡)

+
𝑌

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

(
𝜈∇2 − ∂2

∂𝑟2

)
∂

∂𝑧
𝜓(𝑟, 𝑧, 𝑡)

(2.36)

𝜎𝑟𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑡) =
𝑌

1 + 𝜈

∂

∂𝑟

∂

∂𝑧
Ψ(𝑟, 𝑧, 𝑡)

+
𝑌

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

∂

∂𝑟

[
(1− 𝜈)∇2 − ∂2

∂𝑧2

]
𝜓(𝑟, 𝑧, 𝑡)

(2.37)

𝜎𝜙𝜙(𝑟, 𝑧, 𝑡) = − 𝑌

1 + 𝜈

(
∂2

∂𝑟2
+

∂2

∂𝑧2

)
Ψ(𝑟, 𝑧, 𝑡)

+
𝑌

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

(
𝜈∇2 − 1

𝑟

∂

∂𝑟

)
∂

∂𝑧
𝜓(𝑟, 𝑧, 𝑡).

(2.38)
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Substituindo as Eqs (2.23) e (2.31) na Eq. (2.33),

𝑢𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑡) =

√
2

𝜋

∫ ∞

0

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡)

(𝛼2 + 𝜆2)
𝐽0(𝛼𝑟)

{
𝑒𝛼𝑧 [𝑎+ 𝑏(−2 + 𝑧𝛼 + 4𝜈)]

−1 + 2𝜈

+
𝑒−𝛼𝑧 [𝑐+ 𝑑(2 + 𝑧𝛼− 4𝜈)]

−1 + 2𝜈
− 𝛼𝜆(1 + 𝜈)𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑧)𝛼𝑇

−1 + 𝜈

}
𝑑𝛼 𝑑𝜆.

(2.39)

Substituindo os potenciais de deslocamento dados pelas Eqs. (2.23) e (2.31) nas Eqs.
(2.35), (2.36), (2.37) e (2.38), as relações entre as componentes de stress e a variação de
temperatura podem ser escritas como:

𝜎𝑧𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑡) =
𝑌

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

√
2

𝜋

∫ ∞

0

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡)

(𝛼2 + 𝜆2)
𝐽0(𝛼𝑟)

{ 𝑒𝛼𝑧𝛼[−1 + 𝜈][𝑎+ 𝑏(−1 + 𝑧𝛼 + 2𝜈)]

− 𝑒−𝛼𝑧𝛼(−1 + 𝜈)(𝑐+ 𝑑+ 𝑑𝑧𝛼− 2𝑑𝜈)

+ 𝛼3(−1 + 𝜈 + 2𝜈2) cos(𝜆𝑧)𝛼𝑇 } 𝑑𝛼 𝑑𝜆

(2.40)

𝜎𝑟𝑟(𝑟, 𝑧, 𝑡) =
𝑌

1 + 𝜈

√
2

𝜋

∫ ∞

0

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡)

(𝛼2 + 𝜆2)

{
1

𝑟
𝐽1(𝛼𝑟){𝑒−𝛼𝑧[𝑎+ 𝑏(1 + 𝑧𝛼)]

−1 + 2𝜈
− 𝑒−𝛼𝑧[𝑐+ 𝑑(−1 + 𝑧𝛼)]

−1 + 2𝜈

+
𝛼2(1 + 𝜈) cos(𝜆𝑧)𝛼𝑇

−1 + 2𝜈

}
+ 𝛼𝐽0(𝛼𝑟)

{
− 𝑒𝛼𝑧[𝑎+ 𝑏(1 + 𝑧𝛼 + 2𝜈)]

−1 + 2𝜈

+
𝑒−𝛼𝑧[−𝑐+ 𝑑(1 + 𝑧𝛼 + 2𝜈)]

−1 + 2𝜈
+
𝜆2(1 + 𝜈) cos(𝜆𝑧)𝛼𝑇

−1 + 𝜈

}}
𝑑𝛼 𝑑𝜆

(2.41)

𝜎𝜙𝜙(𝑟, 𝑧, 𝑡) =
𝑌

1 + 𝜈

√
2

𝜋

∫ ∞

0

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡)

(𝛼2 + 𝜆2)

{
− 1

𝑟
𝐽1(𝛼𝑟){𝑒𝛼𝑧[𝑎+ 𝑏(1 + 𝑧𝛼)]

−1 + 2𝜈
− 𝑒−𝛼𝑧[𝑐+ 𝑑(−1 + 𝑧𝛼)]

−1 + 2𝜈

}
+ 𝛼𝐽0(𝛼𝑟){

− 2𝑑𝑒−𝛼𝑧𝜈

−1 + 2𝜈
− 2𝑏𝑒𝛼𝑧𝜈

−1 + 2𝜈
+

(𝛼2 + 𝜆2)(1 + 𝜈) cos(𝜆𝑧)𝛼𝑇

−1 + 𝜈

}}
𝑑𝛼 𝑑𝜆

(2.42)
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𝜎𝑟𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑡) =
𝑌

(−1 + 𝜈)(−1 + 𝜈 + 2𝜈2)

√
2

𝜋

∫ ∞

0

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡)

(𝛼2 + 𝜆2)
𝛼𝐽1(𝛼𝑟){

𝑒𝛼
[
𝑎(1− 𝜈) + 𝑏(𝑧𝛼 + 2𝜈 − 𝑧𝛼𝜈 − 2𝜈2)

]
+ 𝑒−𝛼𝑧

[
𝑐(1− 𝜈) + 𝑑(𝑧𝛼− 2𝜈 − 𝑧𝛼𝜈 + 2𝜈2)

]
+ 𝛼𝜆(−1 + 𝜈 + 2𝜈2) sin(𝜆𝑧)𝛼𝑇

}
𝑑𝛼 𝑑𝜆.

(2.43)

As constantes 𝑎, 𝑏, 𝑐 e 𝑑 são obtidas impondo as condições de contorno dadas pelas
Eqs. (2.16) e (2.17) nas Eqs. (2.40) e (2.43):

𝑎 =
𝛼 (2𝜈2 + 𝜈 − 1) 𝑒𝛼(−𝐿)𝛼𝑇 {𝜆 [𝐿(𝛼− 4𝛼𝜈)− 2𝜈 + 1] sin(𝜆𝐿) + 𝛼[𝛼𝐿(4𝜈 − 1)− 2𝜈] cos(𝜆𝐿)}

2(𝜈 − 1) (2𝛼2𝐿2 − cosh(2𝛼𝐿) + 1)

− 𝛼 (2𝜈2 + 𝜈 − 1) 𝑒𝛼𝐿𝛼𝑇 [𝜆(𝛼𝐿+ 2𝜈 − 1) sin(𝜆𝐿) + 𝛼(𝛼𝐿+ 2𝜈) cos(𝜆𝐿)]

2(𝜈 − 1) (−2𝛼2𝐿2 + cosh(2𝛼𝐿)− 1)

− 𝛼2 (2𝜈2 + 𝜈 − 1) 𝑒−2𝛼𝐿𝛼𝑇

{
𝑒2𝛼𝐿 [𝛼𝐿(𝛼𝐿+ 2𝜈) + 𝜈]− 𝜈

}
(𝜈 − 1) (2𝛼2𝐿2 − cosh(2𝛼𝐿) + 1)

,

(2.44)

𝑏 =
𝛼 (2𝜈2 + 𝜈 − 1) 𝑒𝛼𝐿𝛼𝑇 [𝛼 cos(𝜆𝐿) + 𝜆 sin(𝜆𝐿)]

2(𝜈 − 1) (2𝛼2𝐿2 − cosh(2𝛼𝐿) + 1)

− 𝛼 (2𝜈2 + 𝜈 − 1) 𝑒𝛼(−𝐿)𝛼𝑇 [2𝛼2𝐿 cos(𝜆𝐿)− 2𝛼𝜆𝐿 sin(𝜆𝐿)− 𝛼 cos(𝜆𝐿)− 𝜆 sin(𝜆𝐿)]

2(𝜈 − 1) (2𝛼2𝐿2 − cosh(2𝛼𝐿) + 1)

+
𝛼2 (2𝜈2 + 𝜈 − 1) 𝑒−2𝛼𝐿

[
𝑒2𝛼𝐿(2𝛼𝐿+ 1)− 1

]
𝛼𝑇

2(𝜈 − 1) (2𝛼2𝐿2 − cosh(2𝛼𝐿) + 1)
,

(2.45)

𝑐 =
𝛼2 (2𝜈2 + 𝜈 − 1)𝛼𝑇 cos(𝜆𝐿) {[𝛼𝐿(2𝜈 − 1) + 2𝜈] sinh(𝛼𝐿) + 2𝛼𝐿𝜈 cosh(𝛼𝐿)}

(𝜈 − 1) (2𝛼2𝐿2 − cosh(2𝛼𝐿) + 1)

+
𝛼𝜆 (2𝜈2 + 𝜈 − 1)𝛼𝑇 sin(𝜆𝐿) {[2𝜈(𝛼𝐿− 1) + 1] sinh(𝛼𝐿) + 𝛼𝐿(2𝜈 − 1) cosh(𝛼𝐿)}

(𝜈 − 1) (2𝛼2𝐿2 − cosh(2𝛼𝐿) + 1)

+
𝛼2 (2𝜈2 + 𝜈 − 1)𝛼𝑇

[
𝜈
(−𝑒2𝛼𝐿)+ 𝛼𝐿(𝛼𝐿− 2𝜈) + 𝜈

]
(𝜈 − 1) (2𝛼2𝐿2 − cosh(2𝛼𝐿) + 1)

,

(2.46)
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𝑑 =
𝛼 (2𝜈2 + 𝜈 − 1) 𝑒𝛼𝐿𝛼𝑇 [2𝛼2𝐿 cos(𝜆𝐿) + 2𝛼𝜆𝐿 sin(𝜆𝐿) + 𝛼 cos(𝜆𝐿)− 𝜆 sin(𝜆𝐿)]

2(𝜈 − 1) (2𝛼2𝐿2 − cosh(2𝛼𝐿) + 1)

− 𝛼 (2𝜈2 + 𝜈 − 1) 𝑒𝛼(−𝐿)𝛼𝑇 [𝛼 cos(𝜆𝐿)− 𝜆 sin(𝜆𝐿)]

2(𝜈 − 1) (2𝛼2𝐿2 − cosh(2𝛼𝐿) + 1)

+
𝛼2 (2𝜈2 + 𝜈 − 1)

(
2𝛼𝐿+ 𝑒2𝛼𝐿 − 1

)
𝛼𝑇

2(𝜈 − 1) (−2𝛼2𝐿2 + cosh(2𝛼𝐿)− 1)
.

(2.47)

Substituindo as constantes 𝑎, 𝑏, 𝑐 e 𝑑, dadas pelas Eqs. (2.44) − (2.47), nas Eqs.
(2.39)− (2.42),

𝑢𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑡) =
1 + 𝜈

1− 𝜈
𝛼𝑇

√
2

𝜋

∫ ∞

0

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡)

(𝛼2 + 𝜆2)
𝛼{

𝑒−(2𝐿+𝑧)𝛼 [𝑓1(𝛼, 𝑧)𝛼+ 𝑓2(𝛼, 𝑧) cos(𝐿𝜆) + 𝑓3(𝛼, 𝑧)𝜆 sin(𝐿𝜆)]

2 + 4𝐿2𝛼2 − 2 cosh(2𝐿𝛼)

}
𝑑𝛼 𝑑𝜆,

(2.48)

𝜎𝑧𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑡) =
𝑌

(−1 + 2𝜈)(−1 + 𝜈2)
𝛼𝑇

√
2

𝜋

∫ ∞

0

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡)

(𝛼2 + 𝜆2)
𝐽0(𝛼𝑟)𝑓4(𝛼, 𝜆, 𝑧), (2.49)

𝜎𝑟𝑟(𝑟, 𝑧, 𝑡) =
𝑌

(1 + 𝜈)(−1 + 𝜈)
𝛼𝑇

√
2

𝜋

∫ ∞

0

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡)

(𝛼2 + 𝜆2)[
1

𝑟
𝐽1(𝛼𝑟) 𝑓5(𝛼, 𝜆, 𝑧) + 𝛼𝐽0(𝛼𝑟) 𝑓6(𝛼, 𝜆, 𝑧)

]
𝑑𝛼 𝑑𝜆,

(2.50)

𝜎𝜙𝜙(𝑟, 𝑧, 𝑡) =
𝑌

(1 + 𝜈)(−1 + 𝜈)
𝛼𝑇

√
2

𝜋

∫ ∞

0

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡)

(𝛼2 + 𝜆2){
−1

𝑑
𝐽1(𝛼𝑟) 𝑓7(𝛼, 𝜆, 𝑧) + 𝐽0(𝛼𝑟) 𝑓8(𝛼, 𝜆, 𝑧)

}
𝑑𝛼 𝑑𝜆

(2.51)

em que

𝑓1(𝛼, 𝑧) = 𝑒4𝛼𝐿(−2𝜈 + 𝛼𝑧 + 2) + 𝑒2𝛼(𝐿+𝑧) [ 2𝛼𝐿(𝛼𝐿− 2𝜈 − 𝛼𝑧 + 2)− 2𝜈 + 𝛼(−𝑧) + 2 ]

− 𝑒2𝛼𝐿 {𝛼 [2𝐿(𝛼𝐿+ 2𝜈 − 𝛼𝑧 − 2) + 𝑧]− 2𝜈 + 2}+ 𝑒2𝛼𝑧(2𝜈 + 𝛼𝑧 − 2),
(2.52)

𝑓2(𝛼, 𝑧) = 𝑒𝛼𝐿 { − 𝛼𝐿+ 𝑒2𝛼(𝐿+𝑧)(−𝛼𝐿+ 2𝜈 + 𝛼𝑧 − 2) + 𝑒2𝛼𝑧 [𝛼𝐿(4𝜈 + 2𝛼𝑧 − 3)− 2𝜈 − 𝛼𝑧 + 2]

− 𝑒2𝛼𝐿 [𝛼𝐿(−4𝜈 + 2𝛼𝑧 + 3)− 2𝜈 + 𝛼𝑧 + 2]− 2𝜈 + 𝛼𝑧 + 2 } ,
(2.53)
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𝑓3(𝛼, 𝑧) = 𝑒𝛼𝐿 { 𝛼𝐿+ 𝑒2𝛼(𝐿+𝑧)(−𝛼𝐿+ 2𝜈 + 𝛼𝑧 − 1) + 𝑒2𝛼𝐿 [𝛼𝐿(4𝜈 − 2𝛼𝑧 − 3)− 2𝜈 + 𝛼𝑧 + 1]

− 𝑒2𝛼𝑧 [𝛼𝐿(4𝜈 + 2𝛼𝑧 − 3) + 2𝜈 + z𝛼− 1] + 2𝜈 − 𝛼𝑧 − 1 } ,
(2.54)

𝑓4(𝛼, 𝜆, 𝑧) =
1

2

{
𝛼3

(
2𝜈2 + 𝜈 − 1

)
𝑒−𝛼(2𝐿+𝑧)

−2𝛼2𝐿2 + cosh(2𝛼𝐿)− 1

}{[
−2𝑒2𝛼𝐿

(
2𝛼2𝐿2 + 1

)
+ 𝑒4𝛼𝐿 + 1

]
𝑒𝛼𝑧 cos(𝜆𝑧) + 𝑒𝛼𝐿 cos(𝜆𝐿)

{ 𝛼𝐿+ 𝑒2𝛼𝑧
[
2𝛼2𝐿𝑧 − 𝛼(𝐿+ 𝑧) + 1

]
+ 𝑒2𝛼(𝐿+𝑧)(−𝛼𝐿+ 𝛼𝑧 − 1) + 𝑒2𝛼𝐿 [𝛼(2𝛼𝐿𝑧 + 𝐿+ 𝑧) + 1]− 𝛼𝑧 − 1 }

+ 𝜆𝑒𝛼𝐿 sin(𝜆𝐿) { 𝑧
(
𝑒2𝛼𝐿 − 1

) (
𝑒2𝛼𝑧 − 1

)
+ 𝐿 [ 𝑒2𝛼𝐿(2𝛼𝑧 + 1)− 𝑒2𝛼(𝐿+𝑧) + 𝑒2𝛼𝑧(1− 2𝛼𝑧)− 1 ] }

− 𝑒4𝛼𝐿(𝛼𝑧 + 1) + 𝑒2𝛼(𝐿+𝑧) {𝛼 [2𝛼𝐿(𝐿− 𝑧) + 2𝐿− 𝑧] + 1}+ 𝑒2𝛼𝐿 {𝛼 [2𝛼𝐿(𝐿− 𝑧)− 2𝐿+ 𝑧] + 1}+ 𝑒2𝛼𝑧(𝛼𝑧 − 1)
}
,

(2.55)

𝑓5(𝛼, 𝜆, 𝑧) =
1

2
𝛼

{[
1

(2𝜈 − 1) (2𝛼2𝐿2 − cosh(2𝛼𝐿) + 1)

]
( 2𝜈2 + 𝜈 − 1 ) 𝑒𝛼(−𝑧) { 2𝛼𝐿 cosh(𝛼𝐿) [ 𝜆(1− 2𝜈) sin(𝜆𝐿)

− 2𝛼𝜈 cos(𝜆𝐿) ] + 𝑒−𝛼(𝐿+𝑧) { 2𝛼𝑒𝛼(𝐿+2𝑧) { cosh(𝛼𝑧)
[
2𝛼2𝐿(𝑧 − 𝐿)− 2𝜈 + 1

]
+ 𝛼(−4𝐿𝜈 + 2𝐿+ 𝑧) sinh(𝛼𝑧)

+ (2𝜈 − 1) cosh(𝛼(2𝐿− 𝑧)) + 𝛼𝑧 sinh(𝛼(2𝐿− 𝑧)) } + 𝜆𝑒𝛼𝑧 sin(𝜆𝐿) ( 2𝛼𝐿𝜈 + 𝑒2𝛼(𝐿+𝑧)(𝛼𝐿+ 2𝜈 − 𝛼𝑧 − 2)

+ 𝑒2𝛼𝑧 [ 𝛼𝐿(−4𝜈 + 2𝛼𝑧 + 3)− 2𝜈 + 𝛼𝑧 + 2 ] + 𝑒2𝛼𝐿 [−2𝛼𝐿(𝜈 + 𝛼𝑧 − 1) + 2𝜈 + 𝛼𝑧 − 2]− 2𝜈 + 𝛼(−𝑧) + 2 }
+ 𝛼𝑒𝛼𝑧 cos(𝜆𝐿) { 𝛼𝐿(2𝜈 − 1) + 𝑒2𝛼(𝐿+𝑧)(𝛼𝐿+ 2𝜈 − 𝛼𝑧 − 1)− 𝑒2𝛼𝐿 [𝛼𝐿(2𝜈 + 2𝛼𝑧 − 3) + 2𝜈 + 𝛼𝑧 − 1]+

𝑒2𝛼𝑧 [ 𝛼𝐿(4𝜈 − 2𝛼𝑧 − 3)− 2𝜈 + 𝛼𝑧 + 1 ] + 2𝜈 + 𝛼𝑧 − 1 } } + 2𝛼(𝜈 + 1) cos(𝜆𝑧)

}
,

(2.56)

𝑓6(𝛼, 𝜆, 𝑧) = {𝜈 + 1}
{
𝜆2 cos(𝜆𝑧)− 𝛼

[
1

−2𝑒2𝛼𝐿 (2𝛼2𝐿2 + 1) + 𝑒4𝛼𝐿 + 1

]
𝑒𝛼(−𝑧) { 𝛼 { 𝑒2𝛼(𝐿+𝑧)

[
2𝛼2𝐿(𝐿− 𝑧)− 𝛼(2𝐿+ 𝑧)− 1

]
+ 𝑒4𝛼𝐿(1− 𝛼𝑧) + 𝑒2𝛼𝐿 {𝛼 [2𝛼𝐿(𝐿− 𝑧) + 2𝐿+ 𝑧]− 1}

+ 𝑒2𝛼𝑧(𝛼𝑧 + 1) } + 𝑒𝛼𝐿 { 𝜆 sin(𝜆𝐿) { − 𝛼𝐿+ 𝑒2𝛼(𝐿+𝑧)(−𝛼𝐿+ 𝛼𝑧 + 2)

+ 𝑒2𝛼𝐿 [𝛼𝐿(2𝛼𝑧 − 3)− 𝛼𝑧 + 2]− 𝑒2𝛼𝑧 [𝛼𝐿(2𝛼𝑧 + 3) + 𝛼𝑧 + 2] + 𝛼𝑧 − 2 }
+ 𝛼 cos(𝜆𝐿) ( 𝛼𝐿+ 𝑒2𝛼(𝐿+𝑧)(−𝛼𝐿+ 𝛼𝑧 + 1) + 𝑒2𝛼𝐿 [𝛼𝐿(2𝛼𝑧 − 3) + 𝛼𝑧 − 1]

+ 𝑒2𝛼𝑧 [ 𝛼𝐿(2𝛼𝑧 + 3)− 𝛼𝑧 − 1 ] − 𝛼𝑧 + 1 }
}
,

(2.57)

𝑓7(𝛼, 𝜆, 𝑧) =
1

2
𝛼
{
2𝛼(𝜈 + 1) cos(𝜆𝑧)−

[
1

2𝛼2𝐿2 − cosh(2𝛼𝐿) + 1

]
( 2𝜈2 + 𝜈 − 1 ) 𝑒−𝛼𝑧 { 2𝛼𝐿 cosh(𝛼𝐿) [2𝛼𝜈 cos(𝜆𝐿) + 𝜆(2𝜈 − 1) sin(𝜆𝐿)] + 𝑒−𝛼(𝐿+𝑧)

{ − 2𝛼𝑒𝛼(𝐿+2𝑧) { cosh(𝛼𝑧)
[
2𝛼2𝐿(𝑧 − 𝐿)− 2𝜈 + 1

]
+ 𝛼(−4𝐿𝜈 + 2𝐿+ 𝑧) sinh(𝛼𝑧)

+ (2𝜈 − 1) cosh(𝛼(2𝐿− 𝑧)) + 𝛼𝑧 sinh(𝛼(2𝐿− 𝑧)) } − 𝜆𝑒𝛼𝑧 sin(𝜆𝐿) { 2𝛼𝐿𝜈 + 𝑒2𝛼(𝐿+𝑧)

(𝛼𝐿+ 2𝜈 − 𝛼𝑧 − 2) + 𝑒2𝛼𝑧 [ 𝛼𝐿(−4𝜈 + 2𝛼𝑧 + 3)− 2𝜈 + 𝛼𝑧 + 2 ] + 𝑒2𝛼𝐿

[−2𝛼𝐿(𝜈 + 𝛼𝑧 − 1) + 2𝜈 + 𝛼𝑧 − 2]− 2𝜈 − 𝛼𝑧 + 2 } + 𝛼𝑒𝛼𝑧 cos(𝜆𝐿) { − 2𝜈(𝛼𝐿+ 1) + 𝛼𝐿

+ 𝑒2𝛼𝑧 [𝛼𝐿(−4𝜈 + 2𝛼𝑧 + 3) + 2𝜈 − 𝛼𝑧 − 1] + 𝑒2𝛼(𝐿+𝑧)(−𝛼𝐿− 2𝜈 + 𝛼𝑧 + 1)

+ 𝑒2𝛼𝐿 [ 𝛼𝐿(2𝜈 + 2𝛼𝑧 − 3) + 2𝜈 + 𝛼𝑧 − 1 ] − 𝛼𝑧 + 1 } } }
}
,

(2.58)

𝑓8(𝛼, 𝜆, 𝑧) = {𝜈 + 1}
{
𝛼
[ 1

2𝛼2𝐿2 − cosh(2𝛼𝐿) + 1

]
𝜈𝑒−𝛼(2𝐿+𝑧) { + 𝑒𝛼𝐿 { − 𝜆 sin(𝜆𝐿)

[ 𝑒2𝛼𝐿(2𝛼𝐿− 1)− 𝑒2𝛼(𝐿+𝑧) + (2𝛼𝐿+ 1)𝑒2𝛼𝑧 + 1 ] − 𝛼 cos(𝜆𝐿) [ 𝑒2𝛼𝐿(2𝛼𝐿+ 1)

− 𝑒2𝛼(𝐿+𝑧) + (1− 2𝛼𝐿)𝑒2𝛼𝑧 − 1 ] } + 𝛼 [ 𝑒2𝛼𝐿(2𝛼𝐿− 1)

+ 𝑒4𝛼𝐿 − (2𝛼𝐿+ 1)𝑒2𝛼(𝐿+𝑧) + 𝑒2𝛼𝑧 ] } + ( 𝛼2 + 𝜆2 ) cos(𝜆𝑧) } .

(2.59)
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2.5 Componentes de stress generalizadas

Define-se as componentes generalizadas de stress como

𝜎𝑖 =
1

𝐿

∫ 𝐿

0

𝜎𝑖𝑖 𝑑𝑧. (2.60)

Substituindo as Eqs. (2.49, 2.50, 2.51) separadamente na Eq. (2.60),

𝜎𝑧(𝑟, 𝑡) =

𝑌

−1 + 𝜈
𝛼𝑇

√
2

𝜋

∫ ∞

0

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡)

(𝛼2 + 𝜆2)
𝐽0 (𝛼𝑟)𝛼{

2𝛼
[
𝜆𝐿 sin(𝜆𝐿)− 4 sinh2

(
𝛼𝐿
2

)
cos2

(
𝜆𝐿
2

)]
𝛼𝐿2 + 𝐿 sinh(𝛼𝐿)

+
(𝛼2 − 𝜆2) sin(𝜆𝐿)

𝜆𝐿

}
𝑑𝛼 𝑑𝜆,

(2.61)

𝜎𝑟(𝑟, 𝑡) =

𝑌

−1 + 𝜈
𝛼𝑇

√
2

𝜋

∫ ∞

0

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡)

(𝛼2 + 𝜆2)
𝛼

𝐽1(𝛼𝑟)

𝑟

{
[𝛼2 + 𝜆2(1− 2𝜈)] sin(𝜆𝐿)

𝛼𝜆𝐿
+

2𝜈
[
𝜆𝐿 sin(𝜆𝐿)− 4 sinh2

(
𝛼𝐿
2

)
cos2

(
𝜆𝐿
2

)]
𝐿(𝛼𝐿+ sinh(𝛼𝐿))

}
𝑑𝛼 𝑑𝜆,

(2.62)

𝜎𝜙(𝑟, 𝑡) =

𝑌

−1 + 𝜈
𝛼𝑇

√
2

𝜋

∫ ∞

0

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡)

(𝛼2 + 𝜆2)
𝛼

{
−1

𝑟
𝐽1(𝛼𝑟) + 𝛼𝐽0(𝛼𝑟)

}
{
[𝛼2 + 𝜆2(1− 2𝜈)] sin(𝜆𝐿)

𝜆𝐿
+

2𝛼𝜈
[
𝜆𝐿 sin(𝜆𝐿)− 4 sinh2

[
𝛼𝐿
2

]
cos2

(
𝜆𝐿
2

)]
𝐿(𝛼𝐿+ sinh(𝛼𝐿))

}
𝑑𝛼 𝑑𝜆.

(2.63)
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2.6 Componentes de stress generalizadas para materi-

ais com baixo coeficiente de absorção óptica

Para materiais com baixo coeficiente de absorção óptica3, a temperatura apresentará
pequena variação ao longo da direção axial, especialmente se efeitos de troca de calor com
o meio circundante são desprezados, pode-se assumir a aproximação [31]:

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡) = 𝑇 (𝛼, 𝑡)
√
2𝜋 𝛿(𝜆), (2.64)

em que 𝛿(𝜆) é a função delta de Dirac para a variável 𝜆. Substituindo a Eq. (2.64) nas
Eqs. (2.61), (2.62) e (2.63),

𝜎𝑧(𝑟, 𝑡) =

𝑌

−1 + 𝜈
𝛼𝑇

√
2

𝜋

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝑡)𝐽0(𝛼𝑟)𝛼

[
1 +

4(1− cosh(𝐿𝛼))

𝐿2𝛼2 + 𝐿𝛼 sinh(𝐿𝛼)

]
𝑑𝛼,

(2.65)

𝜎𝑟(𝑟, 𝑡) =

𝑌

−1 + 𝜈
𝛼𝑇

√
2

𝜋

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝑡)
1

𝑟
𝐽1(𝛼𝑟)

[
1− 4𝜈(−1 + cosh(𝐿𝛼))

𝐿2𝛼2 + 𝐿𝛼 sinh(𝐿𝛼)

]
,

(2.66)

𝜎𝜙(𝑟, 𝑡) =

𝑌

−1 + 𝜈
𝛼𝑇

√
2

𝜋

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝑡)

[
−1

𝑟
𝐽1(𝛼𝑟) + 𝛼𝐽0(𝛼𝑟)

]
[
1− 4𝜈(−1 + cosh(𝐿𝛼))

𝐿2𝛼2 + 𝐿𝛼 sinh(𝐿𝛼)

]
𝑑𝛼.

(2.67)

Essas são as componentes de stress generalizadas para amostras com baixo coeficiente de
absorção óptico, aqui definidas como componentes de stress para o modelo LAM4.

Substituindo a Eq. (2.64) na Eq. (2.48), a componente azimutal do deslocamento
para o modelo LAM, é

𝑢𝑧(𝑟, 𝑡) =

1 + 𝜈

2(−1 + 𝜈)
𝛼𝑇

√
2

𝜋

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝑡)

{[−2𝛼𝐿𝑒𝛼𝐿 + 𝑒2𝛼𝐿 − 1
]
𝑒−𝛼(2𝐿+𝑧)

𝛼+ 2𝛼3𝐿2 − 𝛼 cosh(2𝛼𝐿)[
− 𝑒2𝛼𝐿(−2𝜈 + 𝛼𝑧 + 2) + 𝑒𝛼𝐿(−𝛼𝐿− 2𝜈 + 𝛼𝑧 + 2)

+ 𝑒𝛼(𝐿+2𝑧)(𝛼𝐿− 2𝜈 − 𝛼𝑧 + 2) + 𝑒2𝛼𝑧(2𝜈 + 𝛼𝑧 − 2)
]}

𝐽0(𝛼𝑟)𝛼𝑑𝛼

(2.68)

3No limite de 𝛽 → 0
4Do inglês Low Absorption Model (LAM)



Capı́tulo 3
Variação do caminho óptico

3.1 Introdução

Em sistemas lasers de alta potência, os componentes ópticos estão sujeitos a efeitos
termicamente induzidos que podem ocasionar distorções na frente de onda do feixe de
laser, afetando a estabilidade e a qualidade do feixe. Essas distorções resultam principal-
mente de efeitos relacionados ao aumento de temperatura, como mudança da densidade,
deformação térmica e efeitos fotoelásticos, que alteram o caminho óptico do feixe dentro
do material. Dependendo da espessura do material investigado, o tratamento matemático
da variação do caminho óptico pode ser realizado utilizando as aproximações de plane-
stress ou plane-strain [23,28,32,33]. No intuito de obter um tratamento matemático para
a variação do caminho óptico termicamente induzido, foi desenvolvido o modelo teórico
para sólidos semi-transparantes, homogêneos, isotrópico, livres para se expandirem, su-
jeitos a uma carga térmica axialmente simétrica e que pode ser utilizado para qualquer
espessura [34, 35]. O caminho óptico de um feixe de laser atravessando um material de
espessura 𝐿, é definido por

𝑆(𝑟, 𝑡) =

∫ 𝑏(𝑟,𝐿,𝑡)

𝑏(𝑟,0,𝑡)

𝑛(𝑟, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧, (3.1)

com

𝑏(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝑧 + 𝑢𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑡), (3.2)

em que 𝑛(𝑟, 𝑧, 𝑡) descreve a distribuição do índice de refração. É possível escrever

𝑛(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝑛0 +Δ𝑛(𝑟, 𝑧, 𝑟), (3.3)

em que 𝑛0 e 𝐿 são o índice de refração e o comprimento da amostra antes da incidência
do feixe de laser (𝑡 = 0) e Δ𝑛(𝑟, 𝑧, 𝑡) a variação do índice de refração induzido pelo efeito
termoelástico. Substituindo a Eq. (3.3) na Eq. (3.1),

23
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𝑆(𝑟, 𝑡) =

∫ 𝑏(𝑟,𝐿,𝑡)

𝑏(𝑟,0,𝑡)

[𝑛0 +Δ𝑛(𝑟, 𝑧, 𝑡)] 𝑑𝑧, (3.4)

que fornece

𝑆(𝑟, 𝑡) = 𝑛0 [𝑏(𝑟, 𝐿, 𝑡)− 𝑏(𝑟, 0, 𝑡)] +

∫ 𝑏(𝑟,𝐿,𝑡)

𝑏(𝑟,0,𝑡)

Δ𝑛(𝑟, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧. (3.5)

Pode-se descrever a variação do índice de refração em termos das componentes térmica e
de stress como

Δ𝑛(𝑟, 𝑧, 𝑡) = Δ𝑛𝑡ℎ(𝑟, 𝑧, 𝑡) + Δ𝑛𝑠𝑡(𝑟, 𝑧, 𝑡). (3.6)

Os sub-índices 𝑠𝑡 e 𝑡ℎ referem-se às contribuições de stress e térmicas, respectivamente.
Substituindo a Eq. (3.6) na Eq. (3.5),

𝑆(𝑟, 𝑡) = 𝑛0 [𝑏(𝑟, 𝐿, 𝑡)− 𝑏(𝑟, 0, 𝑡)]

+

∫ 𝑏(𝑟,𝐿,𝑡)

𝑏(𝑟,0,𝑡)

Δ𝑛𝑡ℎ(𝑟, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧 +

∫ 𝑏(𝑟,𝐿,𝑡)

𝑏(𝑟,0,𝑡)

Δ𝑛𝑠𝑡(𝑟, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧.
(3.7)

Considerando a Eq. (3.2) e que 𝑢𝑧 e Δ𝑛(𝑟, 𝑧, 𝑡) são pequenos, ou seja, 𝑢𝑧 << 𝐿 e
Δ𝑛(𝑟, 𝑧, 𝑡) << 𝑛0, pode-se escrever

𝑆(𝑟, 𝑡) = 𝑛0𝐿 + 𝑛0 [𝑢𝑧(𝑟, 𝐿, 𝑡)− 𝑢𝑧(𝑟, 0, 𝑡)]

+

∫ 𝐿

0

Δ𝑛𝑡ℎ(𝑟, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧 +

∫ 𝐿

0

Δ𝑛𝑠𝑡(𝑟, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧.
(3.8)

A expressão para a contribuição da variação de temperatura, que ocasiona a variação do
índice de refração, pode ser escrita como

Δ𝑛𝑡ℎ(𝑟, 𝑧, 𝑡) =

(
𝑑𝑛

𝑑𝑇

)
𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡). (3.9)

Substituindo a Eq. (3.9) na Eq. (3.8),

𝑆(𝑟, 𝑡) = 𝑛0𝐿+ 𝑛0 [𝑢𝑧(𝑟, 𝐿, 𝑡)− 𝑢𝑧(𝑟, 0, 𝑡)]

+

(
𝑑𝑛

𝑑𝑇

)∫ 𝐿

0

𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧 +

∫ 𝐿

0

Δ𝑛𝑠𝑡(𝑟, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧
(3.10)

Seguindo a notação de Klein [23], a contribuição para a variação do caminho óptico
devida ao stress pode ser separada em duas componentes1

1Ver apêndice C.
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Δ𝑛𝑠𝑡(𝑟, 𝑧, 𝑡) = Δ𝑛𝑠𝑡+(𝑟, 𝑧, 𝑡) + Δ𝑛𝑠𝑡−(𝑟, 𝑧, 𝑡), (3.11)

com

Δ𝑛𝑠𝑡+(𝑟, 𝑧, 𝑡) = −𝑛
3
0

4

[(
𝑞∥ + 𝑞⊥

)
(𝜎𝑟𝑟 + 𝜎𝜙𝜙) + 2 𝑞⊥ 𝜎𝑧𝑧

]
, (3.12)

e

Δ𝑛𝑠𝑡−(𝑟, 𝑧, 𝑡) = −𝑛
3
0

4

[(
𝑞∥ − 𝑞⊥

)
(𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙)

]
, (3.13)

em que 𝑞∥ e 𝑞⊥ são os coeficientes de stress óptico paralelo e perpendicular à direção de
aplicação do stress. Substituindo as Eqs. (3.12) e (3.13) na Eq. (3.10),

𝑆(𝑟, 𝑡) = 𝑛0𝐿+ 𝑛0 [𝑢𝑧(𝑟, 𝐿, 𝑡)− 𝑢𝑧(𝑟, 0, 𝑡)]

+

(
𝑑𝑛

𝑑𝑇

)∫ 𝐿

0

𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧

− 𝑛3
0

4

∫ 𝐿

0

[(
𝑞∥ + 𝑞⊥

)
(𝜎𝑟𝑟 + 𝜎𝜙𝜙) + 2 𝑞⊥ 𝜎𝑧𝑧

]
𝑑𝑧

− 𝑛3
0

4

∫ 𝐿

0

[(
𝑞∥ − 𝑞⊥

)
(𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙)

]
𝑑𝑧.

(3.14)

Escrevendo cada contribuição separadamente,

𝑆(𝑟, 𝑡) = 𝑆0 + 𝑆𝑒𝑥𝑝(𝑟, 𝑡) + 𝑆𝑡ℎ(𝑟, 𝑡) + 𝑆𝑠𝑡+(𝑟, 𝑡) + 𝑆𝑠𝑡−(𝑟, 𝑡), (3.15)

com

𝑆0 = 𝑛0𝐿, (3.16)

𝑆𝑒𝑥𝑝(𝑟, 𝑡) = 𝑛0 [𝑢𝑧(𝑟, 𝐿, 𝑡)− 𝑢𝑧(𝑟, 0, 𝑡)] , (3.17)

𝑆𝑡ℎ(𝑟, 𝑡) =

(
𝑑𝑛

𝑑𝑇

)∫ 𝐿

0

𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧, (3.18)

𝑆𝑠𝑡+(𝑟, 𝑡) = −𝑛
3
0

4

∫ 𝐿

0

[(
𝑞∥ + 𝑞⊥

)
(𝜎𝑟𝑟 + 𝜎𝜙𝜙) + 2 𝑞⊥ 𝜎𝑧𝑧

]
𝑑𝑧, (3.19)

e

𝑆𝑠𝑡−(𝑟, 𝑡) = −𝑛
3
0

4

∫ 𝐿

0

[(
𝑞∥ − 𝑞⊥

)
(𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙)

]
𝑑𝑧. (3.20)

Integrando as Eqs. (3.19) e (3.20) em relação à variável 𝑧,
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𝑆𝑠𝑡+(𝑟, 𝑡) = −𝑛
3
0

4

[(
𝑞∥ + 𝑞⊥

)
(𝜎𝑟 + 𝜎𝜙) + 2 𝑞⊥ 𝜎𝑧

]
(3.21)

e

𝑆𝑠𝑡−(𝑟, 𝑡) = −𝑛
3
0

4

[(
𝑞∥ − 𝑞⊥

)
(𝜎𝑟 − 𝜎𝜙)

]
. (3.22)

Substituindo a Eq. (2.48) na Eq. (3.17),

𝑆𝑒𝑥𝑝(𝑟, 𝑡) = 𝑛0(1 + 𝜈)𝛼𝑇

√
2

𝜋

∫ ∞

0

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡)

(𝛼2 + 𝜆2){
2
[
𝜆 sinh(𝛼𝐿) sin(𝜆𝐿) + 2𝛼 sinh2

(
𝛼𝐿
2

)
(cos(𝜆𝐿) + 1)

]
𝛼𝐿+ sinh(𝛼𝐿)

}
𝐽0(𝛼𝑟)𝛼 𝑑𝛼 𝑑𝜆,

(3.23)

que é a contribuição para a variação do caminho óptico devida à deformação térmica.
Substituindo as Eqs. (2.61), (2.62) e (2.63) nas Eqs. (3.21) e (3.22),

𝑆𝑠𝑡+(𝑟, 𝑡) =
𝑛3
0 𝐿𝑌

4(1− 𝜈)
𝛼𝑇

√
2

𝜋

∫ ∞

0

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡)

(𝛼2 + 𝜆2)

{
1

𝐿𝜆 [𝐿𝜆+ sinh(𝐿𝛼)]

{
sin(𝜆𝐿) ( sinh(𝛼𝐿)

[ 𝛼2𝑞∥ + 𝜆2𝑞∥ − 2𝜆2𝜈(𝑞∥ + 𝑞⊥) + 3𝛼2𝑞⊥ − 𝜆2𝑞⊥ + 𝛼𝐿
(
𝛼2 + 𝜆2

)
(𝑞∥ + 3𝑞⊥) ]

− 8𝛼𝜆 sinh2 (
𝛼𝐿

2
) cos2 (

𝜆𝐿

2
)
[
𝜈𝑞∥ + (𝜈 + 2)𝑞⊥

] }}
𝐽0(𝛼𝑟)𝛼 𝑑𝛼 𝑑𝜆,

(3.24)

𝑆𝑠𝑡−(𝑟, 𝑡) =
𝑛3
0 𝐿𝑌

4(1− 𝜈)
𝛼𝑇

√
2

𝜋

∫ ∞

0

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡)

(𝛼2 + 𝜆2)

(
𝑞∥ − 𝑞⊥

)
{
[𝛼2 + 𝜆2(1− 2𝜈)] sin(𝜆𝐿)

𝜆𝐿

+
2𝛼𝜈

[
𝜆𝐿 sin(𝜆𝐿)− 4 sinh2

(
𝛼𝐿
2

)
cos2

(
𝜆𝐿
2

)]
𝐿(𝛼𝐿+ sinh(𝛼𝐿))

}
𝐽2(𝛼𝑟)𝛼 𝑑𝛼 𝑑𝜆,

(3.25)

que são as contribuições para a variação do caminho óptico devido aos efeitos de stress.
As relações acima nos permite obter de uma forma simplificada a variação do caminho
óptico em termos da temperatura no espaço de Hankel-Fourier.
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3.2 Variação do caminho óptico para materiais com ab-

sorção óptica descrito pela lei de Beer

Para materiais cuja a absorção óptica do feixe de laser ao longo da direção azimutal
possa ser descrita pela lei de Beer, 𝐼(𝑧) = 𝐼0𝑒

−𝛽𝑧, a variação de temperatura pode ser
escrita da forma aproximada,

𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡) =

√
2

𝜋

∫ ∞

0

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡) cos(𝜆𝑧)𝐽0(𝛼𝑟)𝛼 𝑑𝛼 𝑑𝜆, (3.26)

com 𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡) descrita no apêndice B, pela Eq. (B.36), desde que efeitos de acoplamento
com o fluido circundante possam ser negligenciados [36]. Uma discussão mais detalhada
sobre a validade desta aproximação pode ser encontrada na dissertação de mestrado de
M. P. Belançon [31].

A variação do caminho óptico deve-se à combinação das contribuições térmica, de
deformação e a média das contribuições do stress. Fazendo uso das Eqs. (3.18), (3.23),
(3.24) e (3.25), a expressão para variação do caminho óptico é

Δ𝑆(𝑟, 𝑡) = 𝑆(𝑟, 𝑡)− 𝑆0 =

√
2

𝜋

∫ ∞

0

∫ ∞

0

𝐿𝜒+(𝛼, 𝜆)𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡) 𝐽0(𝛼𝑟)𝛼 𝑑𝛼 𝑑𝜆, (3.27)

em que

𝜒+ =

(
𝑑𝑛

𝑑𝑇

)
sin(𝐿𝜆)

𝐿𝜆
+
𝑛3
0 𝑌 𝛼𝑇

4(1− 𝜈)
𝑝+(𝛼, 𝜆) + (𝑛0 − 1)(1 + 𝜈)𝛼𝑇 𝑞(𝛼, 𝜆), (3.28)

com

𝑝+(𝛼, 𝜆) = − 1

𝐿𝜆(𝛼2 + 𝜆2)(𝐿𝛼 + sinh(𝐿𝛼)){
2𝛼𝜆

(
𝑞∥𝜈 + 𝑞⊥𝜈 + 2𝑞⊥

)
(1 + cos(𝐿𝜆))(cosh(𝐿𝛼)− 1)

− sin(𝐿𝜆)
[
𝐿(𝑞∥ + 3𝑞⊥)𝛼(𝛼2 + 𝜆2)

]− sin(𝐿𝜆) sinh(𝐿𝛼)[
(𝑞∥ + 3𝑞⊥)𝛼2 + 𝜆2(𝑞∥ − 𝑞⊥ − 2𝑞∥𝜈 − 2𝑞⊥𝜈)

] }
.

(3.29)

e

𝑞(𝛼, 𝜆) =
2𝛼

𝐿𝛼 (𝑒2𝐿𝛼 + 2𝐿𝛼 𝑒𝐿𝛼 − 1) (𝛼2 + 𝜆2)[
(𝑒𝐿𝛼 − 1)2𝛼(1 + cos(𝐿𝛼))− (1− 𝑒2𝐿𝛼)𝜆 sin(𝐿𝜆)

)
]

(3.30)

Esse modelo, aqui denominado BAM2, é o primeiro modelo semi-analítico que descreve
a variação do caminho óptico independente da espessura da amostra em termos da variação
de temperatura no espaço de Hankel-Fourier.

2Do inglês Beer Absorption Model
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3.3 Variação do caminho óptico para materiais com ab-

sorção óptica moderada

Conhecendo as propriedades físicas de uma dado material, para determinar a variação
do caminho óptico utilizando a Eq. (3.27) é necessário realizar a integração sobre as
variáveis 𝛼 e 𝜆. Uma vez que não possuam solução analítica, estas integrais devem ser
resolvidas numericamente. Se a Eq. (3.27) for utilizada como equação de ajuste de
dados experimentais (utilizando de uma rotina de mínimos quadrados), essas integrações
necessitarão de um tempo computacional considerável, o que pode inviabilizar uma análise
em tempo real. Para amostras cuja absorção óptica possa ser considerada moderada, a
expressão para a variação de temperatura pode ser escrita como [31]

𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝑇 (𝑟, 𝑡)𝑒−𝛽𝑧, (3.31)

que, no espaço Hankel-Fourier fica dada por

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡) =

√
2

𝜋

𝛽

𝛽2 + 𝜆2
𝑇 (𝛼, 𝑡). (3.32)

Substituindo a Eq. (3.32), na Eq. (3.27) e realizando a integração na variável 𝜆,

Δ𝑆(𝑟, 𝑡) =

∫ ∞

0

𝐿𝜒+
𝛽 (𝛼)𝑇 (𝛼, 𝑡) 𝐽0(𝛼, 𝑟)𝛼 𝑑𝛼, (3.33)

em que

𝜒+
𝛽 =

(
𝑑𝑛

𝑑𝑇

)
1− 𝑒−𝛽𝐿

𝛽 𝐿
+
𝑛3
0 𝑌 𝛼𝑇

4(1− 𝜈)
𝑝+𝛽 (𝛼) + (𝑛0 − 1)(1 + 𝜈)𝛼𝑇 𝑞𝛽(𝛼), (3.34)

com

𝑝+𝛽 (𝛼) =
𝑒−𝐿𝛼

(𝐿𝛼 + sinh(𝐿𝛼))

𝑒−𝐿𝛽

2𝐿𝛽(𝛽−𝛼2){
2𝛼𝛽(𝑒−𝐿𝛼−1)2(𝑒𝐿𝛽 + 1)

[
𝑞∥𝜈 + 𝑞⊥(𝜈 + 2)

]
+ 𝛽2(1− 𝑒2𝐿𝛼)(𝑒𝐿𝛽 − 1)

[
2𝜈(𝑞∥ + 𝑞⊥)− 𝑞∥ + 𝑞⊥

]
− 2𝛼𝑒𝐿𝛼(𝑒𝐿𝛽 − 1)(𝑞∥ + 3𝑞⊥)

[
𝐿(𝛼2 − 𝛽2) + 𝛼 sinh(𝐿𝛼)

] }
,

(3.35)

𝑞𝛽(𝛼) =
4𝑒−𝐿𝛽/2

𝐿(𝛽2 − 𝛼2) [𝐿𝛼 + sinh(𝐿𝛼)][
𝛽 sinh(𝐿𝛼) sinh(𝐿𝛽/2)

− 2𝛼 cosh(𝐿𝛽/2) sinh(𝐿𝛼/2)2
]
.

(3.36)

O resultado da Eq. (3.33) deve ser aplicado apenas para amostras cuja absorção
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óptica possa ser considerada moderada, tendo a vantagem de fornecer uma expressão
matematicamente mais simples do que a fornecida pelo modelo BAM. A esse modelo
dá-se o nome de ABAM.

3.4 Variação do caminho óptico para materiais com

baixo coeficiente de absorção óptica

Para materiais cujo coeficiente de absorção óptica é muito pequeno3, a expressão para
variação de temperatura pode ser escrita como

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡) = 𝑇 (𝛼, 𝑡)
√
2𝜋 𝛿(𝜆). (3.37)

Substituindo a Eq. (3.37) na Eq. (3.27), e realizando a integração na variável 𝜆,

Δ𝑆(𝑟, 𝑡) =

∫ ∞

0

𝐿𝜒(𝛼)𝑇 (𝛼, 𝑡) 𝐽0(𝛼𝑟)𝛼 𝑑𝛼, (3.38)

em que

𝜒(𝛼) =

(
𝑑𝑛

𝑑𝑇

)
+ (𝑛0 − 1)(1 + 𝜈)𝛼𝑇

4ℎ(𝛼)

𝐿𝛼

+
𝑛3
0 𝑌 𝛼𝑇

4(1− 𝜈)

{
(𝑞∥ + 3𝑞⊥)−

4
[
𝑞∥𝜈 + 𝑞⊥(2 + 𝜈)

]
ℎ(𝛼)

𝐿𝛼

}
,

(3.39)

com
ℎ(𝛼) =

cosh(𝐿𝛼)− 1

sinh(𝛼𝐿) + 𝐿𝛼
(3.40)

Tomando os limites de 𝐿 → 0 e 𝐿 → ∞ na Eq. (3.38), é possível obter as expressões
que descrevem a variação do caminho óptico nos limites de plane-stress e de plane strain,
respectivamente, como

Δ𝑆(𝑟, 𝑡)0 = 𝜒0𝐿

∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝑡) 𝐽0(𝛼𝑟)𝛼 𝑑𝛼, (3.41)

Δ𝑆(𝑟, 𝑡)∞ = 𝜒∞𝐿
∫ ∞

0

𝑇 (𝛼, 𝑡) 𝐽0(𝛼𝑟)𝛼 𝑑𝛼, (3.42)

em que

𝜒0 =

(
𝑑𝑛

𝑑𝑇

)
+
𝑛3
0 𝑌 𝛼𝑇

4
(𝑞∥ + 𝑞⊥) + (𝑛0 − 1)(1 + 𝜈)𝛼𝑇 , (3.43)

𝜒∞ =

(
𝑑𝑛

𝑑𝑇

)
+
𝑛3
0 𝑌 𝛼𝑇

4(1− 𝜈)
(𝑞∥ + 3𝑞⊥). (3.44)

Os resultados apresentados anteriormente, representam um avanço substancial no
3O coeficiente de absorção óptica da amostra é tal que a aproximação 𝐼(𝑧) = 𝐼0𝑒

−𝛽𝑧 ≈ 1 pode ser
utilizada. Referir-se-á a esta aproximação como LAM (Low Absorption Model).
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tratamento dos efeitos termoelásticos induzidos via laser em materiais ópticos. Além de
descrever a variação do caminho óptico para qualquer espessura, também permite incluir
efeitos de atenuação do feixe devido a absorção ótica. A única aproximação introduzida
está no fato de que o raio, ou a dimensão radial da amostra deve ser muito maior do que o
raio efetivo da região onde ocorrem variações induzidas por efeitos termoelásticos. Como
as dimensões dos feixes gaussianos estão na escala micrométrica e que para intervalos de
tempo de exposição do material ao feixe de laser não muito grandes, essa aproximação
tem-se mostrado eficiente. Para verificar isso, no próximo capítulo, utilizar-se-á o método
dos elementos finitos para validar numericamente os resultados.



Capı́tulo 4
Simulações

4.1 Validação do modelo utilizando o método dos ele-

mentos finitos

4.1.1 O método dos elementos finitos

Com o intuito de avaliar a aproximação de amostra radialmente infinita utilizadas nos
resultados obtidos neste trabalho, em comparação com o problema real (amostra finita),
utilizou-se o método dos elementos finitos (MEF), comparando as soluções fornecidas por
este método com os resultados obtidos pelos modelos propostos.

O MEF é uma técnica numérica para a solução de equações diferenciais sujeitas a
condições de contorno, e consiste na divisão do domínio total em uma quantidade finita
de subdomínios, chamados elementos, e na discretização de funções contínuas. Embora o
sucesso da aplicação do MEF se deva ao desenvolvimento da computação digital, a ideia
de aproximação por partes não é tão nova. De fato, Arquimedes utilizou o princípio do
MEF para obter o valor aproximado da constante irracional 𝜋.

Atualmente, o MEF é utilizado em uma larga faixa de aplicações, como, por exemplo,
para o estudo de sistemas lasers de alta potência [37, 38], em odontologia [39, 40], em
fisiologia [41] e na engenharia de materiais [42–44].

Neste trabalho, utilizou-se o software Comsol, versão 4.2, para verificar a validade
das expressões obtidas. O Comsol consiste em uma série de módulos que devem ser
escolhidos a depender do sistema de interesse. Como exemplos de sistemas possíveis de
serem resolvidos na versão 4.2, se encontram os módulos de mecânica estrutural (utilizados
neste trabalho), acústica, microfluídica, eletricidade AC e DC, radiofrequência, dentre
outros. A modelagem consiste em especificar o tipo de sistema a ser resolvido e desenhar
a geometria do sistema especificando as condições de contorno, fontes de calor e um
determinado número de elementos em uma dada malha, conforme representado na Fig.
(4.1). Além dos passos anteriormente citados, deve-se especificar o valor das propriedades
mecânicas, elétricas e térmicas presentes no sistema a ser resolvido.

31



Capítulo 4. Simulações 32

Figura 4.1: Representação da malha utilizando o software Comsol 4.2. A imagem
tridimensional é obtida girando-se a figura em torno do eixo de simetria.

Ao obter a solução do sistema proposto, o software fornece a opção de construir grá-
ficos em uma, duas ou três dimensões, tanto para o caso resolvido no tempo como para
o caso estacionário. Como exemplo, na Fig. (4.2), tem-se o gráfico da simulação do
deslocamento, devido à variação de temperatura em três dimensões.

Figura 4.2: Perfil tridimensional da variação de temperatura e deformação tér-
mica em um sistema com simetria radial, utilizando o software Comsol 4.2. Demais
propriedades físicas utilizadas na simulação estão listadas na Tabela (4.1).
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4.1.2 Validação das expressões para variação de temperatura

Como mencionado anteriormente, utilizou-se a comparação entre os resultados obtidos
pelo método dos elementos finitos com os resultados obtido pelas expressões dos modelos
apresentadas neste trabalho. Para isso, foram utilizadas as propriedades físicas descritas
na Tabela (4.1). Na Fig. (4.3), tem-se o perfil radial de temperatura para diferentes
valores do coeficiente de absorção óptica.

Propriedade OFG BK7 CAS QX
𝑘 (𝑊/𝑚.𝐾) 0,7 [32] 1,114 [45] 1,35 [46] 0,85 [47]
𝑐 (𝐽/𝐾𝑔.𝐾) 670,0 [32] 858,0 [45] 810,0 [46] 672,2 [47]
𝜌 (𝑘𝑔/𝑚3) 3750,0 [32] 2510,0 [45] 2890,0 [46] 2810,0 [47]
𝑌 (𝐺𝑃𝑎) 70,0 [32] 81,0 [45] 80,0 [46] 67,0 [47]
𝜈 − 0,31 [32] 0,208 [45] 0,23 [46] 0,24 [47]

𝑑𝑛/𝑑𝑇 (10−6𝐾−1) -9,16 [32] 3,4 [45] 5,3 [46] -2,1 [47]
𝑛 − 1,465 [32] 1,516 [45] 1,63 [46] 1,540 [47]
𝛼𝑇 (10−6𝐾−1) 14,9 [32] 7,11 [45] 6,9 [46] 8,30 [47]
𝐷𝑡ℎ (10−7𝑚2/𝑠) 2,8 [32] 5,17 [45] 5,5 [46] 4,5 [47]
𝑞∥ (10−12𝑃𝑎−1) 0,234 [32] -3,95 [45] 0,09 [46] 1,72 [47]
𝑞⊥ (10−12𝑃𝑎−1) 0,587 [32] 1,84 [45] 0,91 [46] -0,575 [47]
𝛽 (𝑚−1) 1,00 [32] 0,4 [45] 10,0 [46] 2,48 [47]

Tabela 4.1: Propriedades físicas dos vidros utilizados nas simulações deste trabalho.
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Figura 4.3: Dependência radial da variação de temperatura em função do coefi-
ciente de absorção óptica, utilizando o MEF (círculos abertos) e utilizando a solução
obtida via o modelo BAM descrita pela Eq. (B.38) (linha contínua em cor vermelha).

Na Fig. (4.3), compara-se a dependência radial da variação de temperatura em função
do coeficiente de absorção óptica, obtida utilizando o MEF e o modelo BAM, descrita pela
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Eq. (B.38). Embora a equação para a variação de temperatura, descrita por este modelo,
não considere a dimensão finita da amostra, o resultado da comparação mostra que as
duas soluções apresentam boa concordância, independentemente do valor do coeficiente
de absorção ótica, conforme mostrado na Fig. (4.4), para a dependência temporal em
𝑧 = 𝑟 = 0.
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Figura 4.4: Dependência temporal da variação de temperatura em função do co-
eficiente de absorção óptica, em 𝑧 = 𝑟 = 0, utilizando o MEF (círculos abertos)
e utilizando a solução obtida via modelo BAM, descrita pela Eq. (B.38) (linha
contínua em cor vermelha).
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4.1.3 Validação das componentes de stress

As expressões que descrevem o stress gerado no material devido à variação de tem-
peratura, obtidas no modelo BAM, também foram comparadas com as soluções obtidas
utilizando o MEF, utilizando o software Comsol, conforme mostrado nas Figs. (4.5, 4.6,
4.7).
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Figura 4.5: Dependência temporal da componente 𝜎𝑧(0, 𝑡) para diferentes valores
do coeficiente de absorção óptica, utilizando o MEF (círculos abertos) e utilizando
a solução obtida via modelo BAM, descrita pela Eq. (2.61) (linha contínua em cor
vermelha).
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Figura 4.6: Dependência temporal da componente 𝜎𝑟(0, 𝑡) para diferentes valores
do coeficiente de absorção óptica, utilizando o MEF (círculos abertos) e utilizando
a solução obtida via modelo BAM, descrita pela Eq. (2.62) (linha contínua em cor
vermelha).
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Figura 4.7: Dependência temporal da componente 𝜎𝜙(0, 𝑡) para diferentes valores
do coeficiente de absorção óptica, utilizando o MEF (círculos abertos) e utilizando
a solução obtida via modelo BAM, descrita pela Eq. (2.63) (linha contínua em cor
vermelha).

Quando comparadas com os resultados obtidos via MEF, as componentes de stress,
obtidas pelo modelo BAM, apresentam boa concordância, independentemente do valor do
coeficiente de absorção óptica, provando que as expressões do modelo BAM podem ser
utilizadas para a descrição do stress induzido em um dado material devido à variação de
temperatura. Este fato é de vital importância, uma vez que essas expressões são utilizadas
para descrever a variação do caminho óptico.
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4.2 Comparação entre os modelos

Buscando estabelecer os limites para a aplicação dos modelo ABAM e LAM frente ao
modelo BAM, simulou-se as expressões para a variação de temperatura no regime radial
e temporal para esses três modelos, utilizando as Eqs. (B.38), (B.40) e (B.41), conforme
pode ser visto nas Figs (4.8 e 4.9).
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Figura 4.8: Dependência radial da variação de temperatura para diferentes valores
do coeficiente de absorção óptica, utilizando o modelo BAM (círculos abertos), o
modelo ABAM (linha contínua em cor vermelha) e o modelo LAM (linha contínua
em cor azul).
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Figura 4.9: Dependência temporal da variação de temperatura para diferentes va-
lores do coeficiente de absorção óptica, utilizando o modelo BAM (círculos abertos),
o modelo ABAM (linha contínua em cor vermelha) e o modelo LAM (linha contínua
em cor azul).
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Nas Figs. (4.8) e (4.9), nota-se que a variação de temperatura, quando descrita pelo
modelo LAM e ABAM, apresenta um ligeiro desvio, se comparada à variação de tempera-
tura descrita pelo modelo BAM. Com o intuito de avaliar o erro induzido ao se descrever
a variação de temperatura com os modelos LAM e ABAM, a Fig. (4.10), mostra o erro
que foi obtido utilizando a Eq. (4.1) em 𝑟 = 0, 𝑡 = 100𝑡𝑐 e 𝑧 = 500𝜇𝑚, para uma amostra
com espessura de 𝐿 = 1𝑚𝑚:

𝛿𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡)(%) = 100

∣∣∣∣𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡)𝐵𝐴𝑀 − 𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡)𝐿𝐴𝑀/𝐴𝐵𝐴𝑀

𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡)𝐵𝐴𝑀

∣∣∣∣ . (4.1)
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Figura 4.10: Erro percentual na descrição da variação de temperatura quando
utilizado o modelo ABAM (a) e quando utilizado o modelo LAM (b) em relação à
descrição da variação de temperatura descrita pelo modelo BAM.

Ainda no intuito de estabelecer os limites de aplicação dos modelos ABAM e LAM,
comparou-se as expressões para a variação do caminho óptico em função do tempo uti-
lizando as Eqs. (3.27), (3.33) e (3.38) para os modelos BAM, ABAM e LAM, respectiva-
mente. Essa comparação pode ser vista na Fig. (4.11):
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Figura 4.11: Variação do caminho óptico em função do tempo para diferentes
valores do coeficiente de absorção, utilizando o modelo BAM (círculos abertos), o
modelo ABAM (linha contínua em cor vermelha) e o modelo LAM (linha contínua
em cor azul).

Quando normalizada pelo fator 𝑄0, a expressão para a variação do caminho óptico
descrita pelo modelo LAM não depende do coeficiente de absorção, fato este que é evi-
denciado na Fig. (4.11). Por outro lado, a expressão para a variação do caminho óptico
descrita pelo modelo ABAM apresenta pequena diferença em relação ao modelo BAM.
Na Fig. (4.12), tem-se o erro percentual ao se utilizar os modelo LAM e ABAM para
descrever a variação do caminho óptico em função do coeficiente de absorção frente à
descrição realizada com o modelo BAM. Foi utilizado a Eq. (4.2) em 𝑟 = 0 e 𝑡 = 100𝑡𝑐:

𝛿𝑆(𝑟, 𝑡) = 100

∣∣∣∣𝑆(𝑟, 𝑡)𝐵𝐴𝑀 − 𝑆(𝑟, 𝑡)𝐿𝐴𝑀/𝐴𝐵𝐴𝑀

𝑆(𝑟, 𝑡)𝐵𝐴𝑀

∣∣∣∣ . (4.2)
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Figura 4.12: Erro percentual na descrição da variação do caminho óptico, quando
utilizado o modelo ABAM (a) e LAM (b), comparados à descrição realizada com o
modelo BAM.

A comparação entre os diferentes modelos é de grande importância no estabelecimento
dos limites de aplicação de cada modelo em relação aos valores dos coeficientes de absorção
óptica. Essencialmente, a escolha do modelo a ser aplicado, BAM, ABAM ou LAM
depende do coeficiente de absorção óptica dos materiais a serem analisados e do tempo e
da capacidade computacional disponível.
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4.3 Variação do caminho óptico para diferentes mate-

riais

Uma vez provada a validade das expressões para a variação de temperatura e para
as componentes de stress através da comparação com os resultados obtidos pelo MEF, e
estabelecidos os limites de aplicação dos modelos ABAM e LAM frente ao modelo BAM,
é possível simular a variação do caminho óptico para diferentes materiais, investigando
seu comportamento em função da espessura. Com este intuito, simulou-se a dependência
temporal da variação do caminho óptico utilizando o modelo LAM (Eq.3.38) e as aprox-
imações de plane-stress e plane-strain (Eqs. 3.41 e 3.42), para a posição 𝑟 = 0, para
os vidros borossilicato (BK7), aluminossilicato de cálcio (CAS), óxido-fluoreto (OFG) e
o vidro fosfato (QX): As propriedades físicas utilizadas nas simulações da variação do
caminho óptico para esses materiais estão listadas na Tabela (4.1). A utilização do mo-
delo LAM para essas simulações deve-se ao valor do coeficiente de absorção óptica dos
materiais utilizados (< 10𝑚−1). Os resultados das simulações para os quatro materiais
podem ser vistos nas Figs. (4.13 - 4.16).
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Figura 4.13: Dependência temporal da variação do caminho óptico para o vidro
BK7, para diferentes valores de espessura, utilizando o modelo LAM (círculos em cor
preta), a aproximação de plane-stress (círculos em cor vermelha) e a aproximação
de plane-strain (círculos em cor azul).
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Figura 4.14: Dependência temporal da variação do caminho óptico para o vidro
CAS, para diferentes valores de espessura, utilizando o modelo LAM (círculos em cor
preta), a aproximação de plane-stress (círculos em cor vermelha) e a aproximação
de plane-strain (círculos em cor azul).
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Figura 4.15: Dependência temporal da variação do caminho óptico para o vidro
OFG, para diferentes valores de espessura, utilizando o modelo LAM (círculos em
cor preta), a aproximação de plane-stress (círculos em cor vermelha) e a aproximação
de plane-strain (círculos em cor azul).
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Figura 4.16: Dependência temporal da variação do caminho óptico para o vidro
QX, para diferentes valores de espessura, utilizando o modelo LAM (círculos em cor
preta), a aproximação de plane-stress (círculos em cor vermelha) e a aproximação
de plane-strain (círculos em cor azul).

Utilizando as Eqs. (3.43) e (3.44), que descrevem o coeficiente térmico da variação
do caminho óptico, pode-se definir os fatores de contribuição para a variação do caminho
óptico devido à variação do índice de refração, para os limites de plane-stress e plane-
strain, conforme descrito pelas Eqs. (4.3) e (4.4):

𝜒0 =

(
𝑑𝑛

𝑑𝑇

)
+
𝑛3
0 𝑌 𝛼𝑇

4
(𝑞∥ + 𝑞⊥) + (𝑛0 − 1)(1 + 𝜈)𝛼𝑇 (4.3)

𝜒∞ =

(
𝑑𝑛

𝑑𝑇

)
+
𝑛3
0 𝑌 𝛼𝑇

4(1− 𝜈)
(𝑞∥ + 3𝑞⊥) (4.4)

O percentual de contribuição de cada efeito para a variação do caminho óptico é
mostrado nas Figs. (4.17) e (4.18), para os limites de plane-stress e plane-strain, respec-
tivamente.
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Figura 4.17: Porcentagem das contribuições térmicas, de expansão e de stress para
a variação do caminho óptico, no regime de plane-stress.
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Figura 4.18: Porcentagem das contribuições térmicas e de stress para a variação
do caminho óptico, no regime de plane-strain.

Paras os vidros QX e OFG, nota-se que a variação de caminho óptico passa de valores
positivos para negativos à medida que a espessura da amostra aumenta. Esse comporta-
mento deve-se ao fato de que, no regime de plane-strain, não se considera a contribuição
à variação do caminho óptico devido à expansão. Uma vez que a contribuição devido ao
efeito de stress é muito menor do que a contribuição devido à variação de temperatura,
esta última acaba por dominar o sentido da variação do caminho óptico.

As simulações para a variação do caminho óptico, observada nas figuras acima, mostram
que o modelo proposto poder ser utilizado para descrição da variação do caminho óptico
desde o limite de plane-stress até o limite de plane-strain. A escolha da aproximação
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de plane-stress ou plane-strain depende não apenas da espessura, mas também das pro-
priedades físicas do material utilizado. Nesse sentido, determinou-se o erro percentual em
função da espessura, para a variação do caminho óptico em 𝑟 = 0 (visto que nessa posição
tem-se uma maior variação do caminho óptico) e em 𝑡 = 100𝑡𝑐 (tempo característico de
transientes em técnicas fototérmicas), quando assumidas as aproximações de plane-stress
e plane-strain. Para isso, utilizou-se a expressão para a variação do caminho óptico para
o modelo LAM, descrita pela Eq. (3.38), e as expressões para a variação do caminho
óptico para os limites de plane-stress e plane strain, descritas pelas Eqs. (3.41) e (3.42),
respectivamente. O erro percentual foi determinado pelas Eqs. (4.5) e (4.6).

𝛿𝑆(𝑟, 𝑡, 𝐿)(%)𝑝−𝑠𝑡𝑟𝑒𝑠𝑠 = 100

∣∣∣∣𝑆(𝑟, 𝑡, 𝐿)𝐿𝐴𝑀 − 𝑆(𝑟, 𝑡)𝑝−𝑠𝑡𝑟𝑒𝑠𝑠

𝑆(𝑟, 𝑡, 𝐿)𝐿𝐴𝑀

∣∣∣∣ , (4.5)

𝛿𝑆(𝑟, 𝑡, 𝐿)(%)𝑝−𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛 = 100

∣∣∣∣𝑆(𝑟, 𝑡, 𝐿)𝐿𝐴𝑀 − 𝑆(𝑟, 𝑡)𝑝−𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛

𝑆(𝑟, 𝑡, 𝐿)𝐿𝐴𝑀

∣∣∣∣ . (4.6)

Nas equações (4.5) e (4.6), 𝑆(𝑟, 𝑡, 𝐿)𝐿𝐴𝑀 é a expressão que descreve a o caminho óptico
para o modelo LAM e 𝑆(𝑟, 𝑡, 𝐿)𝑝−𝑠𝑡𝑟𝑒𝑠𝑠 e 𝑆(𝑟, 𝑡, 𝐿)𝑝−𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛 são as expressões que descrevem
a variação do caminho óptico nos limites de plane-stress e plane-strain.

Os resultados obtidos na determinação do erro percentual são mostrados nas Figs.
(4.19 - 4.22).
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Figura 4.19: Erro percentual em função da espessura, para uma amostra de BK7,
quando utilizado a aproximação de plane-stress (círculo em cor vermelha) e quando
utilizado a aproximação de plane-strain (círculo em cor azul).
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Figura 4.20: Erro percentual em função da espessura, para uma amostra de CAS,
quando utilizado a aproximação de plane-stress (círculo em cor vermelha) e quando
utilizado a aproximação de plane-strain (círculo em cor azul).
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Figura 4.21: Determinação do erro percentual em função da espessura, para uma
amostra de OFG, quando utilizado a aproximação de plane-stress (círculo em cor
vermelha) e quando utilizado a aproximação de plane-strain (círculo em cor azul).
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Figura 4.22: Erro percentual em função da espessura, para uma amostra de QX,
quando utilizado a aproximação de plane-stress (círculo em cor vermelha) e quando
utilizado a aproximação de plane-strain (círculo em cor azul).

Além da espessura, as figuras acima evidenciam que, ao escolher entre a aproximação
de plane-stress ou plane-strain, deve-se considerar também as propriedades físicas do
material utilizado. Como exemplo disso, tem-se que, ao assumir a aproximação de plane-
stress para uma amostra de BK7 ou CAS com 500𝜇𝑚 de espessura, obtém-se o erro
percentual em torno de 6% para a variação do caminho óptico, enquanto que, para uma
amostra de QX com a mesma espessura, obtém-se um erro de 30%; e quando assumida
esta mesma aproximação para uma amostra de OFG, o erro obtido é de 274%, conforme
mostrado na Fig. (4.23).
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Figura 4.23: Erro percentual entre diferentes materiais quando assumida a apro-
ximação de plane-strain (barras em cor azul) ou de plane-stress (barras em cor
vermelha) para uma amostra com espessura de 𝐿 = 500𝜇𝑚.
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A Tabela (4.2) fornece as espessuras a partir das quais as aproximações de plane-stress
ou plane-strain podem ser assumidas, fornecendo uma descrição da variação do caminho
óptico com um erro percentual menor do que 10%.

Tabela 4.2: Valores de espessuras para os quais as aproximações de plane-stress e
plane-strain podem ser assumidas com um erro menor do que 10%.

Material Plane-strain Plane-stress
- 𝐿 > 𝑚𝑚 𝐿 < 𝜇𝑚

BK7 6, 02 725, 0

CAS 5, 65 775, 0

OFG 10, 52 75, 0

QX 34, 10 225, 0

A importância de se estabelecer os limites corretos de aplicação das aproximações
de plane-stress ou plane-strain, possibilitada pelos modelos apresentados neste trabalho,
deve-se ao fato de que estas aproximações são as únicas alternativas para a obtenção de
uma expressão analítica para a descrição de efeitos foto-elasticamente induzidos. Entre
outras aplicações, estas aproximações têm sido utilizadas para descrever a variação do
caminho óptico na técnica de lente térmica, que utiliza o princípio da variação do caminho
óptico para obter propriedades termo-ópticas de materiais sólidos semitransparentes.



Capı́tulo 5
A Técnica de Lente térmica

5.1 Introdução

As técnicas fototérmicas compreendem um grupo de técnicas de alta sensibilidade
utilizadas para a medida de propriedades térmicas e ópticas de diversos materiais. A base
dessas técnicas reside na absorção óptica, seguida por processos de relaxação de estados
excitados que resultam em um incremento da energia interna, cujo processo de dispersão
gera variação de temperatura. Se a variação de temperatura for mais rápida do que o
tempo necessário para que ocorra a expansão/deformação do material, essa variação de
temperatura resultará em uma mudança de pressão que será dispersa em forma de ondas
acústicas ao longo da amostra e do fluido circundante. Se a variação de temperatura
é gerada em tempo suficiente para que a amostra se expanda/deforme, a mudança de
temperatura pode induzir mudança nas propriedades da amostra, em particular no índice
de refração.

Perdas devido à reflexão ou espalhamento não influenciam os efeitos fototérmicos.
Estes, por sua vez, só dependem do aquecimento, que é consequência direta da absorção
óptica. Sendo assim, técnicas fototérmicas são consideradas mais precisas na análise da
absorção óptica do que os métodos que utilizam a medida da transmissão da luz [48].

O caráter indireto nas técnicas fototérmicas1 resulta em uma maior sensibilidade de-
vido à presença de fatores de amplificação2. Geralmente, estes fatores de amplificação
podem depender das propriedades térmicas e ópticas da amostra, da potência óptica ou
energia empregada, assim como também da geometria óptica utilizada (raios dos feixes e
espessura da amostra). Em geral, a amplitude dos efeitos fototérmicos são proporcionais
à variação de temperatura induzida pela absorção parcial da energia do feixe, e inversa-
mente proporcional ao volume aquecido. Devido principalmente à sua pureza espectral e
alta potência, a utilização de laser em técnicas fototérmicas permite que a luz possa ser
focalizada em pequenos volumes, ocasionando uma ampliação do sinal fototérmico, e pos-
sibilitando a aplicação de técnicas fototérmicas juntamente com técnicas de microscopia

1A absorção óptica não é obtida pela medida direta da transmissão de luz.
2Enhancement factor.
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para o estudo de materiais heterogêneos [48].
A mudança da temperatura induzida por um efeito fototérmico pode ser detectada

utilizando vários métodos, alguns deles sumarizados na Tabela 5.1

Parâmetro Propriedade medida Técnica de detecção
Temperatura Temperatura Calorimetria
Temperatura Emissão no infravermelho Radiometria fototérmica
Temperatura Ondas acústica Espectroscopia fotoacústica
Densidade Índice de refração Espectroscopia fototérmica
Densidade Índice de refração Interferometria fototérmica
Densidade Índice de refração Deflexão fototérmica
Densidade Índice de refração Difração fototérmica
Densidade Deformação superficial Espelho térmico

Tabela 5.1: Principais técnicas de detecção de efeitos fototérmicos [48]

Dentre as técnicas fototérmicas, a espectroscopia de lente térmica foi o primeiro
método aplicado à analise química [1, 18, 49, 50]. Na técnica de lente térmica, a amostra
é iluminada por um feixe de laser, geralmente com perfil radial de intensidade gaussiano,
sendo parte dessa radiação absorvida pela amostra, ou por determinados cromóforos con-
tidos na amostra.

Estados excitados formados devido à absorção podem perder energia de forma ra-
dioativa, por meio de processos de fluorescência e fosforescência ou por meio não radioa-
tivo, via processos de conversão interna ou interação com outras moléculas contidas na
amostra, gerando calor. Mesmo em processos em que a eficiência quântica de fluorescência
é unitária, o calor pode ser gerado devido ao deslocamento Stokes (Stokes shift3) [18].

O fluxo de calor da região iluminada pelo laser resulta em um gradiente térmico que é
proporcional à distribuição de intensidade do laser na amostra. Por sua vez, o gradiente
térmico estabelece um gradiente de índice de refração. O coeficiente térmico do índice
de refração (𝑑𝑛/𝑑𝑇 ) varia para diferentes materiais, normalmente sendo negativo para
líquidos e gases, e positivo para sólidos. Para o caso de amostras gasosas e líquidas, o
gradiente de índice de refração se apresenta como uma lente para o feixe de laser que
progressivamente diverge ao atravessá-lo. O grau de divergência do feixe depende, en-
tre outros fatores, da potência do laser e do coeficiente de absorção óptica da amostra.
Desse modo, é fácil perceber como a técnica de lente térmica pode ser utilizada como
um método indireto para determinar a absorbância, vindo daí seu potencial como uma
técnica analítica e espectrométrica. Por ser parte integrante deste trabalho, descrever-se-á
sucintamente o desenvolvimento histórico dessa técnica.

3Diferença entre a banda de máxima absorção e a banda de máxima emissão.
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5.2 Histórico

Durante um experimento de espalhamento Raman em líquidos, no qual uma cubeta
com faces paralelas, em ângulo de Brewster, contendo diferentes solventes orgânicos, era
inserida na cavidade de um laser de hélio-neônio de modo a aproveitar a potência óptica
circulante na cavidade, conforme representado na Fig. (5.1), Gordon e colaboradores [1]
observaram a divergência do feixe de laser e um decaimento transiente na potência, com
constante de tempo na ordem de segundos. Usando esta configuração intracavidade, eles
calcularam o coeficiente de absorção óptica de solventes orgânicos puros [49].

Figura 5.1: Representação da configuração experimental do considerado primeiro
espectrômetro de lente térmica. Na figura, F são fotodetectores, E são espelhos, TG
é o tubo de gás He-Ne, PA é a cubeta contendo a amostra, DV é um divisor de feixe,
S é um obturador e I são íris utilizadas para selecionar o modo de propagação do
feixe TEM00 [1].

O problema com a configuração intracavidade estava na reprodutibilidade dos resul-
tados, uma vez que esta configuração oferecia significativa dificuldade no controle do
alinhamento da cubeta. O primeiro experimento extracavidade foi realizado por Rieck-
hoff [51], o qual observou a divergência de um laser de He-Ne ao atravessar uma cubeta
contendo alguns solventes orgânicos. Em 1973, Hu e Whinnery [2] mostraram que a de-
tecção do efeito de lente térmica poderia ser realizada com maior sensibilidade utilizando
a configuração extracavidade e introduzindo uma lente de forma a criar uma cintura no
feixe, fixando a amostra logo após a posição desta cintura. Além disso, a divergência do
feixe poderia ser provada monitorando a intensidade na posição central do feixe, utilizando
para isso, um pinhole em frente ao fotodetector, conforme mostrado na Fig. (5.2).

Figura 5.2: Esquema da configuração extracavidade para a técnica de lente térmica
utilizada por Hu e Whinnery [2].
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A configuração experimental desenvolvida por Swofford e colaboradores [3,4] utilizava
dois feixes de laser, um modulado periodicamente para geração do efeito de lente térmica,
chamado feixe de excitação e outro chamado feixe de prova, que incide colinearmente
com o feixe de excitação, provando a lente térmica modulada. Um filtro óptico, impede
que o feixe de excitação incida no fotodetector, conforme representado na Fig. (5.3). A
intensidade do feixe de prova é analisada utilizando um amplificador de sinal do tipo "lock-
in", fornecendo uma melhora na razão sinal-ruído, quando comparado com a configuração
de feixe único.

Figura 5.3: Esquema da configuração com feixe duplo utilizado por Swofford [3,4].

Shen e colaboradores [52] desenvolveram o modelo teórico quantitativo para a configu-
ração descasada, na qual os feixes de prova e de excitação têm raios diferentes na posição
da amostra. Esse novo modelo poderia ser utilizado para medidas em estado estacionário
ou resolvido no tempo. A Fig. (5.4) representa uma típica configuração experimental de
lente térmica em modo descasado.

Figura 5.4: Representação esquemática da configuração com feixe duplo em modo
descasado.
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Dentre as possíveis configurações do espectrômetro de lente térmica, a configuração
descasada é atualmente a mais utilizada. Deve-se a isso, principalmente, a maior sensi-
bilidade obtida utilizando dois feixes, e ao fato de ela não necessitar de filtros interfer-
ométricos ou divisores de feixes para separar os feixes, o que poderia limitar a potência
óptica utilizada.

A técnica de lente térmica em modo descasado vem sendo aplicada com sucesso por
pesquisadores do Grupo de Estudos de Fenômenos Fototérmicos (GEFF), da Universi-
dade Estadual de Maringá, na investigação de propriedades térmicas e ópticas de cristais
líquidos [53], vidros ópticos que possam ser utilizados como meio ativo em laser de estado
sólido [15–17,19], ou como meio luminescente para geração de luz branca [54,55], estudos
de compostos fotossensíveis [56–58], dentre outras aplicações. Esses e outros trabalhos
forneceram a motivação para o desenvolvimento de trabalhos teóricos de modo a aper-
feiçoar a interpretação dos resultados obtidos utilizando esta técnica, dentre os quais, o
trabalho aqui apresentado.

5.3 Intensidade do sinal de lente térmica

Conforme mostrado no apêndice D, a intensidade central do feixe de prova na posição
do fotodetector é dada por

𝐼(𝑡) =

∣∣∣∣∫ ∞

0

𝑒−(1+𝑖𝑉 )𝑔𝑒−𝑖𝜙(𝑔,𝑡)𝑑𝑔

∣∣∣∣2 , (5.1)

sendo,

𝜙(𝑔, 𝑡) =
2𝜋

𝜆
Δ𝑆(𝑔, 𝑡), (5.2)

a diferença de fase induzida pela variação do caminho óptico. na Eq. (5.1) foi feito a mu-
dança de variável 𝑟2/𝜔2 = 𝑚𝑔, com 𝑚 e 𝑉 sendo parâmetros geométricos da configuração
experimental dados por

𝑚 =

(
𝜔1𝑝

𝜔0𝑒

)2

(5.3)

e

𝑉 =
𝑧1
𝑧𝑐𝑝

+
𝑧𝑐𝑝
𝑧2

[
1 +

(
𝑧1
𝑧𝑐𝑝

)2
]

𝑧𝑐𝑝 =
𝜋𝜔2

0𝑃

𝜆𝑃
, (5.4)

em que 𝑧𝑐𝑝 é denominada distância confocal do feixe de prova, 𝑧1 é a distância entre as
cinturas do feixe de prova e de excitação, e 𝑧2 é a distância entre a amostra e o fotodetector.

Para que resultados quantitativos possam ser obtidos a partir da LT, um tratamento
matemático é necessário de modo a descrever os efeitos presentes durante a medida,
fornecendo uma equação de ajuste para os dados experimentais.

Para a obtenção de resultados quantitativos na técnica de lente térmica, deve-se utilizar
um modelo teórico que descreva os efeitos presentes na amostra ao se incidir o laser de
excitação e a interação desses efeitos com o laser de prova. Esse modelo deve prover uma



Capítulo 5. A Técnica de Lente térmica 54

equação de ajuste para a intensidade do feixe de prova em função do tempo. Assim como
os modelos para lente térmica apresentados neste trabalho, para obter o modelo de Shen
para a técnica de lente térmica, deve-se considerar as etapas descritas a seguir [52,59].

∙ Determinar a variação de temperatura devido à absorção parcial do feixe de exci-
tação, ou seja, resolver a equação diferencial de difusão de calor, considerando as
condições de contorno e condição inicial do sistema.

∙ Determinar a variação do caminho óptico devido à variação de temperatura que
induz mudança na densidade, deformação térmica e efeitos fotoelásticos.

∙ Determinar a intensidade do feixe de prova utilizando a aproximação de campo
distante, considerando que a alteração da propagação do feixe de prova deve-se a
uma variação na fase do campo elétrico, devido à variação do caminho óptico.

Entre outros fatores, ao utilizar os modelos de LT deve-se considerar os seguintes
aspectos:

∙ Não há fluxo de calor para o meio ou o fluxo de calor para o meio é desprezível.

∙ A região aquecida deve ser muito menor do que a dimensão radial da amostra.

∙ Os raios dos feixes devem ser constantes ao longo da espessura da amostra.

Astrath e colaboradores [36,60] mostraram que o efeito devido à troca de calor com o
fluido circundante pode ser desconsiderado se este fluido for o ar.

Em relação à absorção óptica, Belançon [31] mostrou que o modelo de baixa absorção
óptica pode ser aplicado para amostras cujo coeficiente de absorção óptica seja tal que
𝛽 < 200𝑚−1.

Como os raios dos feixes na amostra devem ser considerados constantes, em geral,
a maioria dos resultados obtidos utilizando a técnica de lente térmica em sólidos são
interpretados à luz da aproximação de plane-stress [20,61]. Embora controverso, um dos
possíveis métodos de se avaliar a relação entre a espessura da amostra e a aproximação
para os raios constantes é verificando a relação 𝐿 < 𝑧𝑐𝑒, na qual 𝑧𝑐𝑒 é a distância confocal
do feixe de excitação. No capítulo 6 é discutido em detalhes a utilização da aproximação
de plane-strain para a interpretação dos resultados obtidos via técnica de lente térmica.



Capítulo 5. A Técnica de Lente térmica 55

5.4 Modelo de Shen para a técnica de lente térmica

No tratamento proposto por Baesso e colaboradores [62], foi utilizado a aproximação
de plane-stress, no qual

Δ𝑆(𝑟, 𝑡) = 𝐿𝜒0 [𝑇 (𝑟, 𝑡)− 𝑇 (0, 𝑡)] , (5.5)

com
𝜒0 =

(
𝑑𝑛

𝑑𝑇

)
+
𝑛3
0 𝑌 𝛼𝑇

4
(𝑞∥ + 𝑞⊥) + (𝑛0 − 1)(1 + 𝜈)𝛼𝑇 . (5.6)

𝜒0 é usualmente denominado de coeficiente térmico da variação do caminho óptico (𝑑𝑆/𝑑𝑇 ).
No entanto, como verificado nos capítulos anteriores, essa definição precisa ser tomada
com maior critério devido a dependência do caminho óptico com a espessura da amostra,
e que no caso geral, não é proporcional a variação de temperatura. Nesta seção será
utilizada a aproximação de plane-stress como proposta por Shen, sendo que na próxima
seção serão incorporados esses efeitos na formulação do efeito de LT. Note no entanto, que
na aproximação de plane-strain, também tem-se que 𝑆(𝑟, 𝑡) é proporcional a temperatura,
de forma que a expressão final no modelo de Shen pode ser usada neste caso com a simples
modificação 𝜒0 → 𝜒∞.

Na obtenção do modelo de Shen para a LT, a expressão da variação de temperatura é
dada pela solução da equação diferencial de difusão de calor, Eq. (5.7), assumindo que a
quantidade de calor que a amostra troca com o meio circundante é desprezível:

∂

∂𝑡
𝑇 (𝑟, 𝑡)−𝐷𝑡ℎ∇2𝑇 (𝑟, 𝑡) = 𝑄0𝑒

−2𝑟2/𝜔2
0𝑒 , (5.7)

com

𝑄0 =
2𝑃 𝛽 𝜑

𝜌 𝑐𝑝 𝜋𝜔2
0𝑒

, (5.8)

sujeita às condições de contorno

𝑇 (𝑟, 0) = 0,

𝑇 (∞, 𝑡) = 0.
(5.9)

𝜌 é a densidade (𝑘𝑔/𝑚3), 𝛽 é o coeficiente de absorção óptica (𝑚−1), 𝑐𝑝 é o calor especí-
fico (𝐽/𝑘𝑔.𝐾), 𝜔2

0𝑒 é o raio da cintura do feixe de excitação (𝑚) e 𝜑 é a taxa de energia
absorvida convertida em calor. Embora originalmente obtida pelo método das funções
de Green, a solução para a Eq. (5.7) pode ser obtida também pelo método das trans-
formadas integrais. Independente do método empregado, a expressão para a variação de
temperatura é dada por,
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𝑇 (𝑟, 𝑡) = 𝑄0

∫ 𝑡

0

𝑒−
2𝑟2/𝜔2

0𝑒
1+2𝜏/𝑡𝑐

1 + 2𝜏/𝑡𝑐
𝑑𝜏, (5.10)

em que 𝑡𝑐 = 𝜔2
0𝑒/4𝐷𝑡ℎ é definido como o tempo característico de difusão térmica4.

A expressão que relaciona a variação de fase com a variação de temperatura pode ser
obtida:

𝜙(𝑔, 𝑡) =
Θ

𝑡𝑐

∫ 𝑡

0

1− 𝑒−
2𝑚𝑔

1+2𝜏/𝑡𝑐

1 + 2𝜏/𝑡𝑐
𝑑𝜏, (5.11)

com
Θ = 𝜃𝜒0𝐿 (5.12)

e

𝜃 =
𝑃𝛽

𝑘𝜆
𝜑 (5.13)

Assumindo a aproximação na fase, isto é, 𝑒−𝑖𝜙(𝑔,𝑡) ≈ 1− 𝑖𝜙(𝑔, 𝑡), a integral na Eq. (5.1)
pode ser resolvida, fornecendo uma expressão analítica para a intensidade central do feixe
de prova em função do tempo, na posição do fotodetector [52, 59]

𝐼𝑆ℎ𝑒𝑛(𝑡) = 𝐼(0)

{
1− Θ

2
arctan

[
2𝑚𝑉

[(1 + 2𝑚)2 + 𝑉 2] (𝑡𝑐/2𝑡) + 1 + 2𝑚+ 𝑉 2

]}2

. (5.14)

Apesar de fornecer uma expressão analítica para a intensidade central do feixe de
prova, a aproximação na fase limita os valores de amplitude que podem ser tratados com
o modelo de Shen.

4Ver apêndice B
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5.5 Modelo BAM para a técnica de lente térmica

Para a caracterização de materiais utilizando a técnica de lente térmica com o modelo
de Shen, as amostras devem possuir valores pequenos para o coeficiente de absorção óptica,
e seus diâmetros e espessuras devem ser tais que as aproximações de plane-stress ou plane-
strain possam ser empregadas para descrever a variação do caminho óptico. No intuito
de obter um modelo teórico que possibilite a aplicação da técnica de lente térmica em
amostras sólidas, de quaisquer espessuras e valores moderados do coeficiente de absorção
óptica, utilizar-se-á a expressão que descreve a variação do caminho óptico para o modelo
BAM, aplicando-a para descrever a variação do caminho óptico induzido pelo efeito de
lente térmica. A relação entre a variação de fase e a variação do caminho óptico é dada
pela substituição da Eq. (3.27) na Eq. (5.2):

𝜙𝐵𝐴𝑀(𝑔, 𝑡) =
2𝜋

𝜆𝑃

√
2

𝜋

∫ ∞

0

∫ ∞

0

𝐿𝜒+(𝛼, 𝜆)𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡) 𝐽0(𝛼
√
𝑚𝑔 𝜔0𝑒)𝛼 𝑑𝛼 𝑑𝜆, (5.15)

em que

𝜒+ =

(
𝑑𝑛

𝑑𝑇

)
sin(𝐿𝜆)

𝐿𝜆
+
𝑛3
0 𝑌 𝛼𝑇

4(1− 𝜈)
𝑝+(𝛼, 𝜆) + (𝑛0 − 1)(1 + 𝜈)𝛼𝑇 𝑞(𝛼, 𝜆), (5.16)

com

𝑝+(𝛼, 𝜆) = − 1

𝐿𝜆(𝛼2 + 𝜆2) [𝐿𝛼 + sinh(𝐿𝛼)]{
2𝛼𝜆(𝑞∥𝜈 + 𝑞⊥𝜈 + 2𝑞⊥)(1 + cos(𝐿𝜆))(cosh(𝐿𝛼)− 1)

− sin(𝐿𝜆)
[
𝐿(𝑞∥ + 3𝑞⊥)𝛼(𝛼2 + 𝜆2)

]− sin(𝐿𝜆) sinh(𝐿𝛼)[
(𝑞∥ + 3𝑞⊥)𝛼2 + 𝜆2(𝑞∥ − 𝑞⊥ − 2𝑞∥𝜈 − 2𝑞⊥𝜈)

] }
,

(5.17)

𝑞(𝛼, 𝜆) =
2𝛼

𝐿𝛼 (𝑒2𝐿𝛼 + 2𝐿𝛼 𝑒𝐿𝛼 − 1) (𝛼2 + 𝜆2)[
(𝑒𝐿𝛼 − 1)2𝛼(1 + cos(𝐿𝛼))− (1− 𝑒2𝐿𝛼)𝜆 sin(𝐿𝜆)

]
,

(5.18)

e

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡) =

√
2

𝜋

𝜔2

4
𝑄0

∫ 𝑡

0

𝑒−𝐷𝑡ℎ𝛼
2𝜏𝑒−

1
8
𝛼2𝜔2 𝛽

(𝛽2 + 𝜆2)
𝑒−𝐷𝑡ℎ𝜆

2𝜏 𝑑𝜏, (5.19)

A expressão que descreve a intensidade do sinal de lente térmica para o modelo BAM
é obtida ao substituir a Eq. (5.15) na Eq. (5.1). Entre as vantagens apresentadas por este
modelo frente ao modelo de Shen, destaca-se o fato dele permitir a aplicação da técnica
de lente para caracterização de amostras com quaisquer espessuras, ampliar a faixa de
valores de coeficiente de absorção óptica que a amostra pode apresentar e possibilitar o
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tratamento teórico de transientes de lente térmica com valores de amplitudes maiores do
que os permitidos pelo modelo de Shen. Para ajustar os dados experimentais utilizando
o modelo BAM deve-se resolver as integrais numericamente utilizando um software de
computação algébrica, como por exemplo, o Mathematica 7.0.
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5.6 Modelo ABAM para a técnica de lente térmica

O ajuste dos dados experimentais obtidos utilizando a técnica de lente térmica como
o modelo BAM pode demandar um tempo computacional considerável, devido às inte-
grais numéricas a serem resolvidas. Para amostras cujo coeficiente de absorção óptica
seja moderado, pode-se diminuir o tempo demandado, utilizando o modelo ABAM para
descrever a variação de fase induzida pela variação do caminho óptico, substituindo a Eq.
(3.33) na Eq. (5.2), tem-se

𝜙𝐴𝐵𝐴𝑀(𝑔, 𝑡) =
2𝜋

𝜆𝑃

∫ ∞

0

𝐿𝜒+
𝛽 (𝛼)𝑇 (𝛼, 𝑡) 𝐽0(𝛼

√
𝑚𝑔 𝜔0𝑒)𝛼 𝑑𝛼, (5.20)

em que

𝜒+
𝛽 =

(
𝑑𝑛

𝑑𝑇

)
1− 𝑒−𝛽𝐿

𝛽 𝐿
+
𝑛3
0 𝑌 𝛼𝑇

4(1− 𝜈)
𝑝+𝛽 (𝛼) + (𝑛0 − 1)(1 + 𝜈)𝛼𝑇 𝑞𝛽(𝛼), (5.21)

com

𝑝+𝛽 (𝛼) =
𝑒−𝐿𝛼

[𝐿𝛼 + sinh(𝐿𝛼)]

𝑒−𝐿𝛽

2𝐿𝛽(𝛽−𝛼2){
2𝛼𝛽(𝑒−𝐿𝛼−1)2(𝑒𝐿𝛽 + 1)

[
𝑞∥𝜈 + 𝑞⊥(𝜈 + 2)

]
+ 𝛽2(1− 𝑒2𝐿𝛼)(𝑒𝐿𝛽 − 1)(2𝜈(𝑞∥ + 𝑞⊥)− 𝑞∥ + 𝑞⊥)

− 2𝛼𝑒𝐿𝛼(𝑒𝐿𝛽 − 1)(𝑞∥ + 3𝑞⊥)
[
𝐿(𝛼2 − 𝛽2) + 𝛼 sinh(𝐿𝛼)

] }
,

(5.22)

𝑞𝛽(𝛼) =
4𝑒−𝐿𝛽/2

𝐿(𝛽2 − 𝛼2) [𝐿𝛼+ sinh(𝐿𝛼)][
𝛽 sinh(𝐿𝛼) sinh(𝐿𝛽/2)

− 2𝛼 cosh(𝐿𝛽/2) sinh(𝐿𝛼/2)2
] (5.23)

e

𝑇 (𝛼, 𝑡) = 𝑄0
𝜔2

4

∫ 𝜏

0

𝑒−𝐷𝑡ℎ𝛼
2𝜏𝑒−

1
8
𝛼2𝜔2

𝑑𝜏. (5.24)

A expressão que descreve a intensidade do sinal de lente térmica para o modelo ABAM
é obtida substituindo a Eq. (5.20) na Eq. (5.1). Com exceção do fato de ser empregado
para a caracterização de amostras que apresentam valores moderados para o coeficiente
de absorção óptica, o modelo ABAM apresenta as mesmas vantagens que o modelo BAM,
possibilitando também a aplicação da técnica de lente para caracterização de amostras
com quaisquer espessuras e ampliando o tratamento teórico de transientes de lente térmica
com valores de amplitudes maiores do que os permitidos pelo modelo de Shen.
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5.7 Modelo LAM para a técnica de lente térmica

Para materiais cujo coeficiente de absorção óptica seja muito pequeno, pode-se utilizar
a aproximação na qual a absorção de luz ao longo do caminho óptico seja constante. Esta
aproximação é a base da expressão que descreve a variação do caminho óptico no modelo
LAM, podendo ser aplicada também na técnica de lente térmica. Neste caso, a expressão
que relaciona a variação de fase com a variação do caminho óptico descrito pelo modelo
LAM é obtida substituindo a Eq. (3.38) na Eq. (5.2):

𝜙𝐿𝐴𝑀(𝑔, 𝑡) =
2𝜋

𝜆𝑃

∫ ∞

0

𝐿𝜒(𝛼)𝑇 (𝛼, 𝑡) 𝐽0(𝛼
√
𝑚𝑔 𝜔0𝑒)𝛼 𝑑𝛼, (5.25)

em que

𝜒(𝛼) =

(
𝑑𝑛

𝑑𝑇

)
+ (𝑛0 − 1)(1 + 𝜈)𝛼𝑇

4ℎ(𝛼)

𝐿𝛼

+
𝑛3
0 𝑌 𝛼𝑇

4(1− 𝜈)

{
(𝑞∥ + 3𝑞⊥)−

4
[
𝑞∥𝜈 + 𝑞⊥(2 + 𝜈)

]
ℎ(𝛼)

𝐿𝛼

}
,

(5.26)

com
ℎ(𝛼) =

cosh(𝐿𝛼)− 1

sinh(𝛼𝐿) + 𝐿𝛼
(5.27)

e

𝑇 (𝛼, 𝑡) = 𝑄0
𝜔2

4

∫ 𝜏

0

𝑒−𝐷𝑡ℎ𝛼
2𝜏𝑒−

1
8
𝛼2𝜔2

𝑑𝜏. (5.28)

A expressão para a intensidade do sinal de lente térmica para o modelo LAM é obtida
substituindo a Eq.(5.25) na Eq. (5.1). Assim como os demais modelos, este também pode
ser aplicado para amostras com quaisquer valores de espessura, desde que observada a
condição na qual o coeficiente de absorção óptica da amostra deve ser muito pequeno.
Sua principal vantagem recai sobre o fato de que o tempo computacional necessário para
se realizar o ajuste dos dados experimentais é muito menor do que o requerido pelo modelo
BAM.
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5.8 Análise das aproximações de plane-strain e plane-
stress

Na técnica de lente térmica, o modelo de Shen vem sendo aplicado no estudos de
materiais sólidos, utilizando as aproximações de plane-stress ou de plane-strain. Com o
intuito de verificar a validade destas aproximações, simulou-se o sinal de lente térmica
com o modelo LAM, descrito pelas Eqs. (5.25) e (5.1), para as amostras de vidros CAS,
BK7, QX e OFG, com diferentes valores de espessura. Os transientes de lente térmica
simulados foram ajustados utilizando a Eq. (5.14), que descreve a intensidade do sinal de
lente térmica no modelo de Shen, e podem ser vistos nas Figs. (5.5 - 5.8).
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Figura 5.5: Transientes de LT para uma amostra de BK7, para diferentes espes-
suras, simulados com modelo LAM (círculos abertos em cor preta) e ajuste com
modelo de Shen (linha contínua em cor vermelha).
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Figura 5.6: Transientes de LT para uma amostra de CAS, para diferentes espes-
suras, simulados com modelo LAM (círculos abertos em cor preta) e ajuste com
modelo de Shen (linha contínua em cor vermelha).
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Figura 5.7: Transientes de LT para uma amostra de OFG, para diferentes espes-
suras, simulados com modelo LAM (círculos abertos em cor preta) e ajuste com
modelo de Shen (linha contínua em cor vermelha).
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Figura 5.8: Transientes de LT para uma amostra de QX, para diferentes espessuras,
simulados com modelo LAM (círculos abertos em cor preta) e ajuste com modelo de
Shen (linha contínua em cor vermelha).

Ajustando os transientes com o modelo de Shen, pode-se obter os parâmetros Θ/𝑃𝐿𝜒
para verificar o comportamento dos mesmos em função da espessura, conforme mostrado
nas Figs. (5.9 - 5.12).
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Figura 5.9: Valores dos parâmetros 𝜃/𝑃 para o vidro BK7 em função da espessura,
obtidos via simulação com o modelo LAM (preto) e calculados utilizando o ajuste
com modelo Shen na aproximação de plane-stress (vermelho) e plane-strain (azul).
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Figura 5.10: Valores dos parâmetros 𝜃/𝑃 para o vidro CAS em função da espessura,
obtidos via simulação com o modelo LAM (preto) e calculados utilizando os valores
obtidos pelo ajuste com modelo de Shen na aproximação de plane-stress (vermelho)
e plane-strain (azul).
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Figura 5.11: Valores dos parâmetros 𝜃/𝑃 para o vidro OFG em função da es-
pessura, obtidos via simulação com o modelo LAM (preto) e calculados utilizando
os valores obtidos pelo ajuste com modelo de Shen na aproximação de plane-stress
(vermelho) e plane-strain (azul).
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Figura 5.12: Valores dos parâmetros 𝜃/𝑃 para o vidro QX em função da espessura,
obtidos via simulação com o modelo LAM (preto) e calculados utilizando os valores
obtidos pelo ajuste com modelo de Shen na aproximação de plane-stress (vermelho)
e plane-strain (azul).

A análise das figuras acima mostra que, à medida que a espessura da amostra au-
menta, a aproximação de plane-strain tende a fornecer valores mais próximos dos simula-
dos, enquanto que a aproximação de plane-stress fornece valores que divergem dos valores
simulados à medida que a espessura aumenta. Além disso, apenas o modelo LAM fornece
os valores e comportamento correto para o parâmetro 𝜃/𝑃 em função da espessura, con-
forme descrito pela Eq. (5.29). A depender da espessura da amostra, a aproximação de
plane-stress ou plane-strain, utilizada no modelo de Shen pode fornecer valores incorretos
para as propriedades físicas que se obtém utilizando o parâmetro 𝜃,

Θ

𝑃𝐿𝜒
= 𝜃 =

𝛽𝜑

𝑘𝜆
. (5.29)
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5.9 Eficiência quântica de fluorescência

Dentre as possíveis aplicações da técnica de lente térmica ao estudo de materiais sólidos
semi-transparentes, a utilização da técnica para a determinação da eficiência quântica de
fluorescência (EFQ) vem sendo empregada, baseando-se nos métodos conhecidos como
método da "normalização pela base"e o método dos "múltiplos comprimentos de onda",
ambos utilizando o tratamento teórico advindo do modelo de Shen.

Como mostrado na subseção anterior, utilizar o modelo de Shen fora dos limites de
plane-stress e plane-strain para descrever o efeito de lente térmica pode ocasionar erro
significativo nos valores das propriedades térmicas obtidas utilizando o parâmetro 𝜃. Por
outro lado, preparar amostras cuja espessura se enquadrem nos limites necessários mostra-
se trabalhoso e, algumas vezes, impraticável.

No intuito de verificar se o modelo de Shen pode fornecer valores corretos para a
eficiência quântica de fluorescência, mesmo para amostras fora dos limites de plane-stress
e plane-strain, simulou-se transientes do sinal de lente térmica com o modelo LAM, para
materiais cuja as propriedades físicas se baseiam nos vidros BK7, CAS, OFG e QX,
aplicando os métodos de normalização pela base e o método dos múltiplos comprimentos
de onda utilizando o modelo de Shen.

5.9.1 Método da normalização pela base

Como o próprio nome diz, este método baseia-se na normalização do resultado obtido
na medida do material que contém o íon responsável pelo processo de fluorescência
(dopante) pelo resultado obtido na medida do material sem o referido íon (base). De
acordo com o modelo de Shen, o parâmetro Θ é descrido por,

Θ =
𝑃𝛽𝐿

𝑘𝜆
𝜒0𝜑, (5.30)

com

𝜑 = 1− 𝜂
𝜆𝑒𝑥𝑐
⟨𝜆𝑒𝑚⟩ , (5.31)

em que 𝑃 é a potência do feixe de excitação, 𝛽 é o coeficiente de absorção óptica, 𝐿 é a
espessura da amostra, 𝑘 é a condutividade térmica, 𝜆 é o comprimento de onda do feixe
de prova e 𝜒0 é o coeficiente térmico da variação do caminho óptico5. Na Eq. (5.31), 𝜆𝑒𝑥𝑐
é o comprimento de onda do feixe de excitação, ⟨𝜆𝑒𝑚⟩ é o comprimento de onda médio
de emissão e 𝜂 é a eficiência quântica de fluorescência. Uma das condições necessárias
para a utilização desse método é assumir que a concentração do íon dopante não altera as
propriedades térmicas do material dopado em relação a amostra base. Essa aproximação
é muito razoável, uma vez que, na maioria dos casos, a concentração do dopante é muito

5A descrição matemática do coeficiente térmico da variação do caminho óptico depende se a aproxi-
mação utilizada é a de plane-stress ou plane-strain.
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pequena. Fazendo uso dessa aproximação, pode-se reescrever a Eq. (5.30) para a amostra
base e para a amostra dopada, de acordo com as Eqs. (5.32) e (5.33), respectivamente.

Θ𝑏 =
𝑃𝛽𝑏𝐿

𝑘𝑏𝜆
𝜒0, (5.32)

Θ𝑑 =
𝑃𝛽𝑏𝐿𝜒0

𝑘𝑏𝜆

[
1 +

𝛽𝑑
𝛽𝑏
𝜑

]
, (5.33)

em que os subíndices 𝑑 e 𝑏 referem-se à amostra dopada e à amostra base, respectivamente.
Utilizando as Eqs. (5.31), (5.32) e (5.33), a eficiência quântica de fluorescência é dada
por

𝜂 =
⟨𝜆𝑒𝑚⟩
𝜆𝑒𝑥𝑐

[
1 +

𝛽𝑏
𝛽𝑑

(
1− Θ𝑑

Θ𝑏

)]
. (5.34)

Para verificar se o modelo de Shen pode fornecer os valores corretos da EQF para
uma amostra cuja espessura não se enquadra nos limites de plane-strain ou plane-stress,
utilizou-se o modelo LAM para simular transientes de lente térmica para amostras de
vidros BK7, CAS, OFG e QX, com uma espessura de 𝐿 = 1𝑚𝑚 e diferentes valores de
EQF. Os transientes simulados foram ajustados pelo método dos mínimos quadrados com
o modelo de Shen, utilizando a Eq. (5.14), fornecendo os valores para o parâmetro Θ,
e utilizando a Eq. (5.34) foi possível determinar a EQF conforme mostrado na Tabela
(5.2).

EQF EQF - Shen
Simulado BK7 CAS OFG QX

0,8 0,79 (1,3%) 0,79 (1,3%) 0,78 (2,5%) 0,78 (2,5%)
0,7 0,69 (1,4%) 0,69 (1,4%) 0,68 (2,9%) 0,68 (2,9%)
0,6 0,58 (3,3%) 0,59 (1,7%) 0,58 (3,3%) 0,57 (5,0%)
0,5 0,48 (4,0%) 0,48 (4,0%) 0,48 (4,0%) 0,47 (6,0%)
0,4 0,37 (7,5%) 0,38 (5,0%) 0,38 (5,0%) 0,36 (10,0%)

Tabela 5.2: Comparação entre os valores para a EQF, utilizando o modelo LAM
e obtidos via ajuste com o modelo de Shen. Entre parênteses está o erro percentual
em comparação ao valor simulado.

O resultado desta verificação mostra que o modelo de Shen forneceu valores da EQF
muito próximos aos valores simulados. Embora não descreva adequadamente a variação
do caminho óptico presente no efeito de lente térmica, o modelo de Shen pode ainda ser
utilizado para determinar a eficiência quântica de fluorescência utilizando o método da
base.
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5.9.2 Método dos múltiplos comprimentos de onda

Outro método utilizado na técnica de lente térmica para determinar a EQF é o método
conhecido como método dos múltiplos comprimentos de onda [63]. Esse método consiste
em medir o sinal de LT de uma determinada amostra com mesma concentração de dopante,
utilizando diferentes comprimentos de onda de excitação (𝜆𝑒𝑥𝑐). Assumindo que a EQF
e o comprimento de onda médio de emissão (⟨𝜆𝑒𝑚⟩) sejam constantes, pode-se utilizar a
Eq. (5.35) para ajustar a curva obtida da relação entre o parâmetro Θ/𝑃𝐿 em função do
comprimento de onda de excitação utilizado.

Θ

𝑃𝐿
=

𝛽

𝑘𝜆
𝜒0

[
1− 𝜂

𝜆𝑒𝑥𝑐
⟨𝜆𝑒𝑚⟩

]
. (5.35)

Com o intuito de verificar se o modelo de Shen pode fornecer valores corretos para a
EQF, simulou-se transientes de lente térmica com o modelo LAM, com diferentes valores
para a EQF, para amostras com propriedades físicas similares às dos vidros BK7, CAS,
OFG e QX. Esses transientes foram ajustados utilizando o modelo de Shen, por meio da
Eq. (5.14), fornecendo o parâmetro Θ/𝑃𝐿. A relação entre este parâmetro e o compri-
mento de onda de excitação simulado, é mostrados na Fig. (5.13), assim como o ajuste
linear utilizando a Eq. (5.35).
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Figura 5.13: Parâmetro Θ/𝑃𝐿 em função do comprimento de onda de excitação
para os vidros BK7, CAS, OFG e QX. Ajuste linear utilizando a Eq. (5.35). Os
valores para EQF são obtidos por meio da relação 𝜂 = 𝑏⟨𝜆𝑒𝑚⟩/𝑎.

A Tabela (5.3) mostra os valores simulados para a EQF com o modelo LAM e obtidos
via ajuste com modelo de Shen.
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Simulado BK7 CAS OFG QX
0,8 0,801 (0,1%) 0,801 (0,1%) 0,781 (2,4%) 0,812 (1,5%)
0,7 0,701 (0,1%) 0,701 (0,1%) 0,680 (2,9%) 0,711 (1,6%)
0,6 0,601 (0,2%) 0,601 (0,2%) 0,580 (3,3%) 0,610 (1,7%)
0,5 0,501 (0,2%) 0,500 (<0,1%) 0,481 (3,8%) 0,509 (1,8%)
0,4 0,401 (0,3%) 0,400 (<0,1%) 0,382 (4,5%) 0,408 (2,0%)

Tabela 5.3: Valores simulados para EQF e valores obtidos utilizando o ajuste com
modelo de Shen e o método dos múltiplos comprimentos de onda para diferentes
materiais.

Apesar de não descrever corretamente a variação do caminho óptico, para uma amostra
com espessura de 𝐿 = 1, 0𝑚𝑚, o modelo de Shen forneceu valores para a EQF muito
próximos aos valores simulados. Este fato mostra que o modelo de Shen pode ser aplicado
para determinação da EQF, utilizando o método dos múltiplos comprimentos de onda.
Neste método, nota-se que o erro devido à incorreta descrição da variação do caminho
óptico está contido no coeficiente linear da reta descrita pela Eq. (5.35), e o valor da EQF
advém do valor do coeficiente angular, ou seja, o erro apenas translada o coeficiente linear
ao longo do eixo das ordenadas, não alterando o coeficiente angular.



Capı́tulo 6
Determinação dos coeficientes de stress óptico

Dentre os parâmetros que são utilizados para caracterização óptica de um dado ma-
terial sólido, incluem-se os coeficientes de stress ópticos 𝑞∥ e 𝑞⊥. A diferença desses dois
parâmetros descreve o coeficiente de birrefringência induzida por stress, ou birrefringência
fotoelástica, poe meio da seguinte relação:

𝐵 = −𝑛
3

2

(
𝑞∥ − 𝑞⊥

)
, (6.1)

em que 𝑛 é o índice de refração livre de stress. A Ref. [64] apresenta diversas técnicas
utilizadas na determinação do coeficiente de birrefringência induzida por stress em vidros.
Em geral, a determinação da birrefringência fotoelástica pode ser considerada uma medida
simples de ser realizada.

Por sua vez, a determinação dos valores dos coeficientes de stress óptico pode ser
considerada uma tarefa árdua, uma vez que, na maioria das técnicas, a medida desses
parâmetros envolve a correta determinação da carga aplicada, a confecção de amostras
com geometria específica e alto grau de polimento e de paralelismo das faces da amostra
a ser analisada. Ao utilizar técnicas interferométricas, requer-se um perfeito alinhamento
do sistema, redução dos níveis de ruídos e um sistema preciso para a contagem de franjas
de interferência. Além desses fatores, por muitas vezes, a carga aplicada necessária à
contagem de um número considerável de franjas pode gerar cisalhamento do material
analisado [64,65].

Um método alternativo proposto para determinação dos coeficientes de stress óptico,
requer o emprego da técnica de lente térmica utilizando os modelos desenvolvidos neste
trabalho. O método consiste em realizar o ajuste dos dados experimentais obtidos pela
técnica de lente térmica de modo que 𝑞⊥ e 𝑞∥ sejam parâmetros ajustáveis.

Um breve olhar sobre essas equações mostra que os parâmetros 𝑞⊥ e 𝑞∥ surgem na forma
de soma entre ambos, fato este que inviabiliza o simples ajuste dos dados experimentais
para obter os valores dos coeficientes de stress óptico.

Uma alternativa seria utilizar as aproximações de plane-stress e plane-strain no modelo
de Shen para a técnica de lente térmica. As amplitudes do sinal de lente térmica nesses
dois caso podem ser escritas como
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Θ0 = 𝜃

[(
𝑑𝑛

𝑑𝑇

)
+
𝑛3
0 𝑌 𝛼𝑇

4
(𝑞∥ + 𝑞⊥) + (𝑛0 − 1)(1 + 𝜈)𝛼𝑇

]
, (6.2)

Θ∞ = 𝜃

[(
𝑑𝑛

𝑑𝑇

)
+
𝑛3
0 𝑌 𝛼𝑇

4(1− 𝜈)
(𝑞∥ + 3𝑞⊥)

]
. (6.3)

Normalizando pelo comprimento da amostra e pela potência óptica empregada, estas
duas expressões podem ser combinadas para obter os coeficientes de stress óptico,

𝑞∥ = − 2

𝑛3𝑌 𝛼

[
𝑑𝑛

𝑑𝑇
(2 + 𝜈) + 3(𝑛− 1)(1 + 𝜈)𝛼

]
+

2𝑘𝜆

𝑛3𝑌 𝛽𝛼𝜑

[
3Θ̃0 − (1− 𝜈)Θ̃∞

]
,

(6.4)

𝑞⊥ =
2

𝑛3𝑌 𝛼

[
𝑑𝑛

𝑑𝑇
𝜈 + (𝑛− 1)(1 + 𝜈)𝛼

]
− 2𝑘 𝜆

𝑛3𝑌 𝛽𝛼𝜑

[
Θ̃0 + (𝜈 − 1)Θ̃∞

]
,

(6.5)

em que

Θ̃0 =
Θ0

𝑃𝐿
; Θ̃∞ =

Θ∞
𝑃𝐿

. (6.6)

Os valores dos coeficientes de stress óptico podem ser obtidos realizando medidas de
lente térmica para uma mesma amostra nas condições de plane-stress e de plane-strain,
substituindo os valores de Θ̃0 e Θ̃∞, obtidos via ajuste dos dados experimentais com o
modelo de Shen, nas Eqs. (6.4) e (6.5). No entanto, obter condições necessárias para
utilizar a condição de plane-stress em medidas de lente térmica pode ser um obstáculo
praticamente intransponível, dado que, para alguns materiais, esta aproximação somente
pode ser aplicada quando a amostra possui uma espessura em torno de 75𝜇𝑚1.

Por outro lado, a aproximação de plane-strain apresenta poucas dificuldades em termos
de confecção de amostras que possam ser utilizadas nas medidas de lente térmica. De posse
dos valores de 𝐵 e Θ̃∞, obtidos pela técnica de lente térmica utilizando a aproximação de
plane-strain e a medida de birrefringência fotoelástcica, pode-se obter os valores de 𝑞⊥ e
𝑞∥ dados pelas Eqs. (6.7) e (6.8), resultado da combinação das Eqs. (6.1) e (6.3).

𝑞∥ =
𝑘𝜆(1− 𝜈)

𝑛3𝑌 𝛼𝛽𝜙
Θ̃∞ − 3𝐵

2𝑛3
− (1− 𝜈)

𝑛3𝑌 𝛼

𝑑𝑛

𝑑𝑇
, (6.7)

𝑞⊥ =
𝑘𝜆(1− 𝜈)

𝑛3𝑌 𝛼𝛽𝜙
Θ̃∞ +

𝐵

2𝑛3
− (1− 𝜈)

𝑛3𝑌 𝛼

𝑑𝑛

𝑑𝑇
. (6.8)

No intuito de verificar a validade desse método, simulou-se transientes de lente térmica
1Ver Tabela (4.2).
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utilizando o modelo LAM, através das Eqs. (5.25) e (5.1), para amostras de vidros BK7,
CAS, OFG e QX. Assumindo a aproximação de plane-strain, os transientes simulados
foram ajustados com o modelo de Shen, fornecendo os valores para os parâmetros Θ𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛

para cada amostra. Os valores do coeficiente de birrefringência induzida por stress foram
calculados usando os valores dos parâmetros 𝑞⊥ e 𝑞∥ listados na Tabela (4.1), assim como
as demais propriedades utilizadas na simulação dos transientes. Os resultados da deter-
minação dos coeficientes de stress ópticos, utilizando esse método, podem ser vistos na
Tabela (6.1)

Amostra Espessura 𝑞∥ simulado 𝑞⊥ simulado 𝑞∥ Shen (Erro%) 𝑞⊥ Shen (Erro%)
(𝑚𝑚) (𝑇𝑃𝑎)−1 (𝑇𝑃𝑎)−1 (𝑇𝑃𝑎)−1 (𝑇𝑃𝑎)−1

BK7 40,0 -3,950 1,840 -3,932(0,5%) 1,858(1,0%)
CAS 40,0 0,089 0,910 0,115(28,8%) 0,936(2,8%)
OFG 40,0 0,234 0,587 0,263(12,4%) 0,616(4,9%)
QX 40,0 1,720 -0,575 1,576(2,1%) -0,539(6,3%)

Tabela 6.1: Resultados obtidos para determinação dos coeficientes de stress ópticos,
combinando as técnicas de lente térmica na aproximação de plane-strain e a medida
do coeficiente de birrefringência fotoelástica.

A Tabela (6.1) apresenta os resultados os valores do coeficiente de stress óptico, obti-
dos quando combinadas as técnicas de lente térmica e a medida do coeficiente de bir-
refringência fotoelástica para amostras com espessura de 𝐿 = 40𝑚𝑚, confirmando que a
metodologia proposta pode ser utilizada para estimar os valores desse parâmetro. Além
das vantagens anteriormente discutidas, essa metodologia possibilita que medidas do co-
eficiente de stress óptico de amostras com baixo coeficiente de absorção óptica possam
ser realizadas. Isso deve-se ao fato de que a espessura necessária para a aproximação
de plane-strain compensa o baixo valor do coeficiente de absorção, ambos diretamente
proporcionais à amplitude do sinal de lente térmica.

No entanto, uma das condições que os modelos teóricos para a técnica de lente térmica
devem satisfazer é a de que os raios dos feixes de excitação e prova devem ser constantes
ao longo da espessura da amostra. Essa condição se contradiz com a aproximação de
plane-strain, o que pode inviabilizar sua aplicação na determinação dos coeficientes de
stress óptico. A Fig. (6.1) mostra uma representação esquemática dos feixes de prova e
excitação para a técnica de lente térmica na configuração descasada e colinear: 𝜔1𝑝 é o
raio do feixe de prova na posição da cintura do feixe de excitação, 𝐿 é a espessura da
amostra, 𝜔0𝑝 e 𝑧0𝑝 são o raio e a posição da cintura do feixe de prova, e 𝜔0𝑒 e 𝑧0𝑒 são o
raio e a posição da cintura do feixe de excitação.
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Figura 6.1: Representação esquemática dos feixes de prova (linha em cor vermelha)
e de excitação (linha em cor verde) na técnica de lente térmica na configuração
descasada e colinear. Detalhe para os feixes ao longo da espessura da amostra.

Devido à espessura necessária para a correta aplicação da aproximação de plane-strain,
os raios dos feixes de excitação e prova podem não ser constantes ao longo da espessura
da amostra. Os raios dos feixes de prova e excitação variam ao longo da posição 𝑧 de
acordo com a Eq. (6.9)

𝜔𝑖(𝑧) = 𝜔0𝑖

√
1 +

(
𝑧 − 𝑧0𝑖
𝑧𝑐𝑖

)2

(6.9)

Utilizando a Eq. (6.9), é possível definir o raio médio dos feixes de prova e excitação
ao longo da amostra por meio da Eq. (6.10),

⟨𝜔(𝐿)⟩𝑖 = 1

𝐿

∫ 𝐿

0

𝜔0𝑖

√
1 +

(
𝑧 − 𝑧0𝑖
𝑧𝑐𝑖

)2

𝑑𝑧. (6.10)

Nas equações (6.9) e (6.10), 𝑧𝑐𝑖 é a distância confocal do feixe de laser e os subíndices
𝑖 = 𝑒 e 𝑖 = 𝑝 referem-se aos feixe de excitação e prova, respectivamente. Utilizando
a Eq. (6.10), pode-se definir os valores dos raios médios para os feixes de excitação e
prova, assim como os valores do parâmetro 𝑚 médio em função da espessura da amostra,
conforme pode ser visto na Fig. (6.2)
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Figura 6.2: Dependência do parâmetro 𝑚 médio (esferas de cor azul) e do raio
médio do feixe de excitação (esferas de cor vermelha) o raio médio de prova é prati-
camente constante para esta faixa de espessuras. Demais parâmetros utilizados
foram: 𝜆𝑒 = 514, 5𝑛𝑚, 𝜆𝑝 = 632, 8𝑛𝑚, 𝑧0𝑒 = 0, 35𝑐𝑚 e 𝑧0𝑝 = 0, 1𝑐𝑚.

Para verificar a influência da espessura da amostra na determinação do parâmetro
Θ e 𝑡𝑐, simulou-se transientes de lente térmica com o modelo de Shen, utilizando os
parâmetros geométricos obtidos com os valores dos raios médios dos feixes de excitação
e de prova. Esses transientes foram ajustados com o modelo de Shen, utilizando os
parâmetros geométricos obtidos ao assumir que os raios dos feixes de excitação e de prova
são constantes ao longo da espessura da amostra. A Fig. (6.3) mostra os resultados
obtidos.
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Figura 6.3: Resultados obtidos para os parâmetros 𝜃 (esferas em cor vermelha) e
𝑡𝑐 (esferas em cor azul), utilizando 𝜔0𝑒 = 100𝜇𝑚, 𝑚 = 26, 4, 𝑑 = 5, 0× 10−7𝑚2/𝑠 e
𝑉 = 5, 4. As linhas contínuas são apenas uma guia visual.

A partir das Figs. (6.2) e (6.3), é possível notar que uma amostra com espessura de
𝐿 = 20𝑐𝑚 apresentará ⟨𝑚⟩ = 14, 6 e ⟨𝜔0𝑒⟩ = 134, 6𝜇𝑚 , que são os valores utilizados para
simulação do transiente para esta espessura, valores estes que diferem em 44% e 34%,
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respectivamente, quando comparados aos valores utilizados para o ajuste do transiente
simulado para essa espessura. Ainda assim, o valor obtido para o parâmetro 𝜃 foi de 0.0936
com um erro de 6%, quando comparado ao parâmetro utilizado na simulação (𝜃 = 0, 1). O
parâmetro 𝑡𝑐, para a mesma espessura, obtido por ajuste, foi de 5, 12𝑚𝑠, que, juntamente
com o valor para o raio da cintura do feixe de excitação de 𝜔0𝑒 = 100, 0𝜇𝑚, fornece o valor
para a difusividade térmica de 4, 88 × 10−7𝑚2/𝑠, apresentando um erro de 3%, quando
comparado com o valor utilizado na simulação do transiente, que foi de 5, 0× 10−7𝑚2/𝑠.

De certa forma, a diminuição do parâmetro 𝑚 e o aumento do raio médio parecem
funcionar como um sistema de compensação, possibilitando que os modelo tradicionais
possam ser aplicados, mesmo quando os raios dos feixes não sejam constantes ao longo da
amostra. Cabe aqui salientar que, nesta análise, apesar de não possuírem raios constantes
ao longo da amostra, considerou-se feixes como sendo colineares, e não foram considerados
outros efeitos que podem surgir devido à variação de espessura da amostra.



Capı́tulo 7
Conclusão

Neste trabalho, obteve-se a primeira expressão semi-analítica que trata da variação do
caminho óptico para materiais sólidos, homogêneos e isotrópicos, independente da espes-
sura. Para tanto, considerou-se que, ao incidir em um material semitransparente, o feixe
de laser tem parte de sua energia absorvida, ocasionando variação de temperatura, que,
por sua vez, induz mudança local na densidade, expansão térmica e efeitos fotoelásticos.
A combinação desses efeitos resulta na variação do caminho óptico, consequentemente
induzindo distorções na frente de onda do feixe que atravessa a região onde tais efeitos
ocorrem.

As expressões obtidas, que formam a base para a completa descrição da variação
do caminho óptico, como as expressões da variação de temperatura e das componentes
de stress, foram comparadas com os resultados que se obtém ao utilizar o método dos
elementos finitos. Essa comparação mostrou que as referidas expressões obtidas neste
trabalho estão em excelente acordo com os resultados obtidos pelo método dos elementos
finitos.

Em relação aos valores do coeficiente de absorção óptica, três modelos teóricos para
a descrição do caminho óptico foram obtidos: modelos BAM, ABAM e LAM. O modelo
BAM, entre outros aspectos, pode ser aplicado para amostras de quaisquer espessuras
e cuja absorção óptica seja descrita pela lei de Beer. O modelo ABAM, também pode
ser aplicado independentemente da espessura da amostra, desde que possua valores mo-
derados para o coeficiente de absorção óptica. O modelo LAM, assim como os demais,
descreve a variação do caminho óptico independente da espessura, desde que o coeficiente
de absorção da amostra seja muito pequeno. Os limites corretos de aplicação desses três
modelos, em relação ao valor do coeficiente de absorção óptica, foram estabelecidos com-
parando as expressões para a variação de temperatura e a variação de caminho óptico
para os três.

Utilizando o modelo LAM, simulou-se a variação do caminho óptico em função do
tempo, para os vidros borossilicato, aluminossilicato de cálcio, óxido-fluoreto e para o
vidro fosfato QX. Estas simulações provaram que o modelo descreve a variação do cami-
nho óptico em função da espessura, inclusive nos limites de plane-stress e plane-strain.

76
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Utilizando a descrição do coeficiente da variação do caminho óptico, para os limites de
plane-stress e plane-strain, determinou-se os percentuais de contribuição dos efeitos de au-
mento de temperatura, expansão térmica e efeitos fotoelásticos, mostrando que os efeitos
de expansão e de temperatura dominam a variação do caminho ótico em ambos os lim-
ites. Utilizando o modelo LAM, foi possível determinar o erro induzido ao se utilizar as
aproximações de plane-stress ou plane-strain em função da espessura, evidenciando que
a escolha apropriada destas aproximações não depende apenas da espessura e diâmetro
da amostra, mas também de suas propriedades físicas. Esta análise configura os modelos
aqui apresentados como uma importante ferramenta prática na determinação dos limites
de plane-stress e plane-strain para o desenho de sistemas ópticos.

Aplicando os modelos BAM, ABAM e LAM para descrever a variação do caminho
óptico na técnica de lente térmica, obteve-se modelos que possibilitam a aplicação desta
técnica para a caracterização de materiais independentemente de sua espessura, fato este
que não era possível até então. Em comparação ao modelo de Shen, estes novos modelos
possibilitam também que amostras cuja absorção óptica seja descrita pela lei de Beer e
possua valores moderados para o coeficiente de absorção óptica possam ser caracterizadas.

A análise da utilização das aproximações de plane-stress e plane-strain, nas técnicas de
lente térmica, foi realizada utilizando-se o modelo LAM para gerar transientes do sinal de
lente térmica, que posteriormente foram ajustados com o modelo de Shen. Utilizando as
aproximações citadas para a interpretação da amplitude obtida por ajuste, e comparando-
as com os valores utilizados para gerar os transiente com o modelo LAM para a técnica
de lente térmica, foi possível mostrar que apenas o modelo LAM descreve corretamente
a amplitude do sinal de lente térmica em função da espessura, provando que o modelo
de Shen pode fornecer valores incorretos para a amplitude, descrita pelo parâmetro 𝜃,
quando as aproximações de plane-stress ou plane-strain forem erroneamente empregadas.

Mais uma vez utilizando o modelo LAM, gerou-se transientes do sinal de lente térmica
para amostras com diferentes valores de eficiência quântica de fluorescência, posterior-
mente ajustando-os com o modelo de Shen. Demonstrou-se que, embora não descreva
corretamente a variação do caminho óptico quando fora dos limites de plane-stress ou
plane-strain, o modelo de Shen pode ainda fornecer os valores corretos para a eficiên-
cia quântica de fluorescência ao utilizar, para isso, o método da base ou o método dos
múltiplos comprimentos de onda.

Os modelos que descrevem a variação do caminho ótico, desenvolvidos neste trabalho,
não apenas poderão ser aplicados no estudo das distorções de frente de onda em sistemas
em que o controle deste parâmetro torna-se necessário, mas também para descrever a
variação do caminho óptico em técnicas experimentais que baseiam-se neste efeito, como
no caso da técnica de lente térmica. Estes modelos fornecem expressões semi-analíticas
que podem ser ajustadas aos dados experimentais advindos destas técnicas.



Apêndice A
Feixes gaussianos

O objetivo deste apêndice é obter a expressão matemática que descreve a distribuição
radial da intensidade de um feixe de laser com perfil gaussiano, sabendo que a equação
da propagação de ondas de um campo elétrico em um meio não condutor é dada pela
equação

∇2𝐸(𝑟, 𝑧, 𝑡)− 1

𝑐2
∂2

∂𝑡2
𝐸(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 0. (A.1)

Assumindo que

𝐸(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝐸(𝑟, 𝑧)𝑒−𝑖𝜔𝑡 (A.2)

e substituindo na Eq. (A.1), tem-se

(∇2 + 𝑘2)𝐸(𝑟, 𝑧) = 0, (A.3)

com 𝑘2 = 𝜔2/𝑐2.
Dentre as soluções possíveis, a que nos interessa é a solução paraxial, ou seja,

𝐸(𝑟, 𝑧) = 𝐸0𝐴(𝑟, 𝑧)𝑒
−𝑖𝑘𝑧. (A.4)

Substituindo a Eq. (A.4) na Eq. (A.3), obtém-se

1

𝑟

∂

∂𝑟

(
𝑟
∂

∂𝑟

)
𝐴(𝑟, 𝑧)− 2𝑖𝑘

∂

∂𝑧
𝐴(𝑟, 𝑧) +

∂2

∂𝑧2
𝐴(𝑟, 𝑧) = 0. (A.5)

Assumindo que 𝐴(𝑟, 𝑧) varia lentamente com 𝑧, pode-se tomar a aproximação

∂2

∂𝑧2
𝐴(𝑟, 𝑧) <<

∂

∂𝑧
𝐴(𝑟, 𝑧). (A.6)

Dessa forma, a Eq. (A.5) pode ser reescrita como

1

𝑟

∂

∂𝑟

(
𝑟
∂

∂𝑟

)
𝐴(𝑟, 𝑧)− 2𝑖𝑘

∂

∂𝑧
𝐴(𝑟, 𝑧) = 0. (A.7)

Assumindo que

78
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𝐴(𝑟, 𝑧) = 𝑒−𝑖𝑃 (𝑧)𝑒−𝑖𝑘 𝑟2

𝑞(𝑧) , (A.8)

como solução da Eq. (A.7), é possível obter

∂

∂𝑧
𝑃 (𝑧) = − 𝑖

𝑞(𝑧)
(A.9)

e

∂

∂𝑧
𝑞(𝑧) = 1. (A.10)

Para que a Eq. (A.8) conduza a uma intensidade finita, 𝑞(𝑧) deve ser escrito como

𝑞(𝑧) = 𝑧 + 𝑖𝑧𝑐. (A.11)

Substituindo a Eq. (A.11) na Eq. (A.8), tem-se

𝐴(𝑟, 𝑧) = 𝑒−𝑖𝑃 (𝑧) exp

(
−𝑖𝑘

2
𝑟2

𝑧

𝑧2 + 𝑧2𝑐

)
exp

(
−𝑘
2
𝑟2

𝑧𝑐
𝑧2 + 𝑧2𝑐

)
. (A.12)

Tomando a Eq. (A.12) em 𝑧 = 0, chega-se a

𝐴(𝑟, 0) = 𝑒−𝑖𝑃 (0) exp

(
−𝑘
2

𝑟2

𝑧𝑐

)
. (A.13)

Nota-se que o termo que multiplica 𝑟2 é um fator de escala para o raio do feixe, dado por

𝜔2
0 = 2

𝑧𝑐𝜆

𝜋
, (A.14)

em que

𝑘 =
2𝜋

𝜆
. (A.15)

O termo que multiplica 𝑟2 na amplitude da Eq. (A.12) é um fator de escala para o raio
do feixe em relação a uma dada posição 𝑧, ou seja,

𝜔(𝑧) = 𝜔0

√
1 +

𝑧2

𝑧2𝑐
. (A.16)

O termo que multiplica 𝑟2 na fase da Eq. (A.12) é um fator de escala para o comprimento,
e pode ser reescrito como

𝑅(𝑧) = 𝑧

(
1 +

𝜋𝜔2
0

𝜆𝑧

)
. (A.17)

Substituindo a Eq. (A.11) na Eq. (A.9), obtém-se

𝑃 (𝑧) = −𝑖
[
−1 arctan

(
𝑧

𝑧𝑐

)
− 1

2
ln(𝑧2𝑐 ) +

1

2
ln(𝑧2 + 𝑧2𝑐 )

]
. (A.18)
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Substituindo as Eqs. (A.16), (A.17) e (A.18) na Eq. (A.12), e esta por sua vez, na Eq.
(A.4), a expressão para o campo elétrico de um feixe gaussiano pode ser escrita como

𝐸(𝑟, 𝑧) = 𝐸0
𝜔0

𝜔(𝑧)
exp

(
− 𝑟2

𝜔(𝑧)2

)
exp

(
−𝑖

(
𝑘𝑧 − arctan

(
𝑧

𝑧𝑐

)))
exp

(
−𝑖𝑘

2

𝑟2

𝑅(𝑧)

)
.

(A.19)
Logo, A relação entre a intensidade e o campo elétrico é dada por

𝐼(𝑟, 𝑧) = ∣𝐸(𝑟, 𝑧)∣2 = 𝐸2
0

(
𝜔0

𝜔(𝑧)

)2

exp

(
−2

𝑟2

𝜔(𝑧)2

)
. (A.20)

Utilizando o conceito de potência óptica, ou seja,

𝑃 =

∫ ∞

0

𝐼(𝑟, 𝑧)2𝜋𝑟𝑑𝑟, (A.21)

a intensidade de um feixe de laser gaussiano, será dada por

𝐼(𝑟, 𝑧) =
2𝑃

𝜋𝜔(𝑧)2
exp

(
−2

𝑟2

𝜔(𝑧)2

)
. (A.22)

Figura A.1: Distribuição ra-
dial de intensidade para feixes
gaussianos de diferentes or-
dens.

O feixe definido pela Eq. (A.19) é chamado de feixe
gaussiano de ordem zero ou TEM00. Feixes de ordens su-
periores têm a descrição matemática de suas amplitudes
escritas em termos dos polinômios de Hermite [66], suas
distribuições radiais de intensidade são mostradas na Fig.
(A.1)
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Obtenção da equação de difusão

Segundo a lei de Fourier, a razão do fluxo de calor por unidade de área de um corpo
isotrópico é proporcional ao gradiente de temperatura [67]:

𝐹 ∝ ∇𝑇, (B.1)

𝐹 = −𝑘∇𝑇. (B.2)

O sinal negativo informa que o fluxo de calor se dá da região de maior para a de
menor temperatura, e 𝑘 é o coeficiente de condutividade térmica do material. Seja 𝑆

uma superfície fechada que delimita um volume arbitrário 𝑉 de um corpo, e �̂� um vetor
unitário normal à superfície 𝑆 que aponta para fora do volume 𝑉 . A razão de fluxo de
calor por área unitária da superfície 𝑆 é dada por

�̂� ⋅ 𝐹 = −�̂� ⋅ (𝑘∇𝑇 ). (B.3)

Sendo que o fluxo total 𝐽 através da superfície 𝑆 é

𝐽 = −
∫
𝑆

[�̂� ⋅ (𝑘∇𝑇 )] 𝑑𝑆. (B.4)

Utilizando o teorema da divergência

𝐽 = −
∫
𝑆

[�̂� ⋅ (𝑘∇𝑇 )] 𝑑𝑆 = −
∫
𝑉

[∇ ⋅ (𝑘∇𝑇 )] 𝑑𝑉. (B.5)

Supondo que haja geração de calor no interior do volume 𝑉 ,

𝐽 = −
∫
𝑉

[𝑄+∇(𝑘∇𝑇 )] 𝑑𝑉, (B.6)

em que 𝑄 é o termo de fonte que gera o aquecimento.
Se 𝜌 é a densidade e 𝑐 é o calor específico de um elemento de volume 𝑑𝑉 , a taxa de
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ganho de calor neste elemento de volume é dada por

𝜌 𝑐
∂

∂𝑡
𝑇. (B.7)

A taxa de ganho de calor para todo o volume 𝑉 será∫
𝑉

(
𝜌 𝑐

∂

∂𝑡
𝑇

)
𝑑𝑉. (B.8)

Pelo princípio de conservação de energia, a taxa de geração de calor e o fluxo total de
calor devem se igualar, ou seja,

−
∫
𝑉

[𝑄+∇(𝑘∇𝑇 )] 𝑑𝑉 =

∫
𝑉

(
𝜌 𝑐

∂

∂𝑡
𝑇

)
𝑑𝑉 (B.9)

e dessa forma ∫
𝑉

[
𝜌 𝑐

∂

∂𝑡
𝑇 −∇(𝑘∇𝑇 )−𝑄

]
𝑑𝑉 = 0, (B.10)

e como o volume 𝑉 pode ser qualquer,

𝜌 𝑐
∂

∂𝑡
𝑇 −∇(𝑘∇𝑇 ) = 𝑄. (B.11)

Para materiais isotrópicos e homogêneos a equação de difusão pode ser escrita como

∂

∂𝑡
𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡)−𝐷𝑡ℎ ∇2𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝑄′(𝑟, 𝑧, 𝑡), (B.12)

em que 𝐷𝑡ℎ = 𝑘/𝜌 𝑐.
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Termo de fonte da equação de difusão

A equação de difusão de calor expressa por (𝐵.12) descreve a variação de tempera-
tura em um material isotrópico e homogêneo, podendo ser aplicada para os mais diversos
sistemas. Para obter a solução da equação de difusão de calor para um sistema com-
posto por um material isotrópico, homogêneo e semi-transparente, no qual a variação
de temperatura é induzida pela absorção parcial de um feixe de luz, deve-se considerar
a distribuição espacial e temporal do termo à direita da igualdade na Eq. (𝐵.12) aqui
denominado termo de fonte. Neste caso, a dependência espacial e temporal do termo de
fonte está relacionada com o tipo de laser utilizado.

Para obter a dependência espacial e temporal do termo de fonte, deve-se considerar
um material composto por muitas camadas de espessura 𝑙 muito fina, de tal forma que a
absorção de luz possa ser considerada constante ao longo de cada camada. Descreve-se a
variação de intensidade entre o feixe incidente e o feixe transmitido como

Δ𝐼0 = 𝐼0 − 𝐼1. (B.13)

Para materiais cuja absorção de luz seja descrita pela lei de Beer, pode-se descrever a
intensidade após o feixe atravessar a camada 𝑙 como

𝐼1 = 𝐼0𝑒
−𝛽𝑙, (B.14)

ou seja,

Δ𝐼0 = 𝐼0 − 𝐼0𝑒
−𝛽𝑙 = 𝐼0(1− 𝑒−𝛽𝑙), (B.15)

em que 𝛽 é o coeficiente de absorção óptico da amostra. Seja 𝑙 muito pequeno, de forma
que pode-se assmunir

𝑒−𝛽𝑙 ≈ 1− 𝛽𝑙 + . . . , (B.16)

𝑄0 =
Δ𝐼0
𝑙

=
𝐼0(1− 𝑒−𝛽𝑙)

𝑙
= 𝐼0𝛽. (B.17)

Para a camada posterior,

𝑄1 =
𝐼1 − 𝐼2

𝑙
=
𝐼1 − 𝐼1(1− 𝛽𝑙)

𝑙
≈ 𝐼0𝛽(1− 𝛽𝑙), (B.18)

que generalizando para 𝑛 camadas fornece

𝑄𝑛 =
𝐼𝑛 − 𝐼𝑛+1

𝑙
= 𝐼0𝛽

(
1− 𝛽

𝑧

𝑛

)𝑛

= 𝐼0 𝛽 𝑒
−𝛽 𝑧, (B.19)

em que 𝐼0 é a intensidade do feixe antes de incidir no material.
A intensidade inicial 𝐼0 dependerá da distribuição espaciail dos feixes de laser utiliza-

dos, dentre as distribuições, destacam-se a distribuição gaussiana e a distribuição degrau
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ou top-hat, respectivamente dadas por

𝐼0 =

⎧⎨⎩ 2𝑃
𝜋 𝜔2 𝑒

−2𝑟2/𝜔2 distribuição gaussiana,
𝑃

𝜋 𝜔2𝑈(𝜔 − 𝑟) distribuição top-hat.
(B.20)

em que 𝜔 é o raio do feixe na amostras e 𝑈(𝜔𝑟) é a função de grau que obedece a seguinte
relação:

𝑈(𝜔 − 𝑟) =

⎧⎨⎩0 se ∣𝑟∣ > 𝜔,

1 se ∣𝑟∣ < 𝜔.
(B.21)

Utilizando as Eqs. (B.19) e (B.20), pode-se escrever o termo de fonte como

𝑄(𝑟, 𝑧, 𝑡) =

⎧⎨⎩ 2𝑃
𝜋 𝜔2 𝑒

−2𝑟2/𝜔2
𝑒−𝛽𝑧𝑄(𝑡) distribuição gaussiana,

𝑃
𝜋 𝜔2𝑈(𝜔 − 𝑟)𝑒−𝛽𝑧𝑄(𝑡) distribuição top-hat ,

(B.22)

em que 𝑄(𝑡) representa a dependência temporal do termo de fonte.
Para corretamente descrever esta dependência temporal, deve-se considerar o modo

de operação do feixe utilizado (pulsado ou contínuo). Para a aplicação de feixes operando
em modo pulsado, em técnicas experimentais resolvidas no tempo, deve-se considerar
também a relação entre a largura do pulso e a resolução temporal exigida pela técnica
empregada [68]. Dentre as possíveis distribuições temporais que se pode atribuir à um
feixe de laser, destacam-se

𝑄(𝑡) =

⎧⎨⎩

1 distribuição temporal constante,

𝛿(𝑡) distribuição temporal delta de Dirac,
2𝑒−(𝑡−𝜉)2/𝜏√
𝜋(1−erf(𝜉/𝜏)) distribuição temporal gaussiana,

𝐻(𝜏−𝑡)𝐻(𝑡)
𝜏

distribuição temporal retangular.

(B.23)
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Solução da Equação de difusão

Para determinar a distribuição de temperatura em um dado material, homogêneo e
isotrópico, devido à absorção parcial da energia de um feixe de laser que incide sobre o
mesmo, a equação que fornece a dinâmica dessa distribuição de temperatura é dada por,

∂

∂𝑡
𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡)−𝐷𝑡ℎ ∇2𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝑄(𝑟, 𝑧, 𝑡). (B.24)

Assumindo que as dimensões radial e azimutal possam ser consideradas infinitas quando
comparadas com a região que será aquecida, que a troca de calor com o meio circundante
possa ser considerada desprezível, e que nenhuma variação de temperatura é induzida
antes da incidência do feixe de laser, as condições de contorno e condição inicial necessárias
para a resolução da Eq. (B.24) são dadas por

𝑇 (𝑟, 𝑧, 0) = 0,

𝑇 (∞, 𝑧, 𝑡) = 0,

∂

∂𝑧
𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡)∣𝑧=0 = 0.

(B.25)

Dentre os possíveis métodos empregados para obter a solução da Eq. (𝐵.24), destaca-
se o método das transformadas integrais [69]. Para este caso, utilizar-se-á a transformada
integral de Laplace para a variável temporal, a transformada de Fourier cosseno para
a variável azimutal, e a transformada de Hankel para a variável radial. Aplicando a
transformada de Laplace (𝑡→ 𝑠) na Eq. (𝐵.24), tem-se

𝑠 𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑠)−𝐷𝑡ℎ∇2𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑠) = 𝑄(𝑟, 𝑧, 𝑠). (B.26)

Antes de aplicar a próxima transformada, deve-se observar que

∇2 =
1

𝑟

∂

∂𝑟
+

∂2

∂𝑟2
+

∂2

∂𝑧2
= ∇2

𝑟 +
∂2

∂𝑧2
. (B.27)

Substituindo a Eq. (𝐵.27) em (𝐵.26), obtém-se

𝑠 𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑠)−𝐷𝑡ℎ∇2
𝑟𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑠)−𝐷𝑡ℎ

∂2

∂𝑧2
𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑠) = 𝑄(𝑟, 𝑧, 𝑠). (B.28)

Aplicando a transformada de Fourier cosseno (𝑧 → 𝜆) na Eq. (𝐵.28), chega-se a

𝑠𝑇 (𝑟, 𝜆, 𝑠)−𝐷𝑡ℎ∇2
𝑟𝑇 (𝑟, 𝜆, 𝑠) +𝐷𝑡ℎ 𝜆

2𝑇 (𝑟, 𝜆, 𝑠) = 𝑄(𝑟, 𝜆, 𝑠). (B.29)

Aplicando a transformada de Hankel (𝑟 → 𝛼) na Eq. (𝐵.29),conclui-se que

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑠) =
1

[𝑠+𝐷𝑡ℎ(𝛼2 + 𝜆2)]
𝑄(𝛼, 𝜆, 𝑠). (B.30)

Para a obtenção da expressão para a variação de temperatura no espaço (𝑟, 𝑧, 𝑡), é
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necessário aplicar as transformadas inversas (Laplace, Fourier cosseno e Hankel). Para
isso, deve-se explicitar a dependência espacial e temporal do termo de fonte 𝑄(𝑟, 𝑧, 𝑡),
aplicando as transformadas integrais para obter 𝑄(𝛼, 𝜆, 𝑠), e então proceder à aplicação
das transformadas inversas. Como já dito, o termo de fonte dependerá da distribuição
espacial e modo de operação do feixe de laser utilizado, assim como, da a absorção óptica
da amostra ao longo do caminho óptico.

Para um material cuja absorção óptica ao longo do eixo de propagação do feixe possa
ser descrita pela lei de Beer, e considerando um laser gaussiano (TEM00) operando em
modo contínuo, o termo de fonte pode ser escrito conforme a Eq. (B.31),

𝑄(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝑄0 𝑒
−2𝑟2/𝜔2

𝑒−𝛽𝑧, (B.31)

em que

𝑄0 =
2𝑃𝛽𝜑

𝜌 𝑐𝑝 𝜋 𝜔2
. (B.32)

Na equação acima, 𝑃 é a potência do feixe de laser, 𝛽 é o coeficiente de absorção
óptica, 𝜑 é a taxa de conversão de energia em calor, 𝜌 é a densidade, 𝑐𝑝é p calor específico
a pressão constante e 𝜔 é o raio do feixe.

Aplicando a transformada de Laplace, Fourier cosseno e Hankel, na Eq. (𝐵.31), tem-se

𝑄(𝛼, 𝜆, 𝑠) =
𝑄0

𝑠

√
2

𝜋

𝛽

(𝛽2 + 𝜆2)

𝜔2

4
𝑒−

1
8
𝛼2𝜔2

. (B.33)

Substituindo a Eq. (B.33), na Eq. (𝐵.30), obtém-se

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑠) =

√
2

𝜋

𝑄0

𝑠 [𝑠+𝐷𝑡ℎ(𝛼2 + 𝜆2)]

𝛽

(𝛽2 + 𝜆2)

𝜔2

4
𝑒−

1
8
𝛼2𝜔2

. (B.34)

Aplicando a transformada inversa de Laplace (𝑡→ 𝑠) na Eq. (𝐵.34), chega-se a

𝑇 (𝛼, 𝜆, 𝑡) =

√
2

𝜋

𝜔2

4
𝑄0

∫ 𝑡

0

𝑒−𝐷𝑡ℎ𝛼
2𝜏𝑒−

1
8
𝛼2𝜔2 𝛽

(𝛽2 + 𝜆2)
𝑒−𝐷𝑡ℎ𝜆

2𝜏 𝑑𝜏, (B.35)

que é a expressão para a variação de temperatura utilizada para descrever a variação
do caminho óptico para materiais cuja absorção óptica seja descrita pela lei de Beer.
Aplicando a transformada inversa de Fourier cosseno (𝜆→ 𝑧) na Eq. (𝐵.35), tem-se

𝑇 (𝛼, 𝑧, 𝑡) =
𝑄0

2

𝜔2

4

∫ 𝑡

0

𝑓(𝑧, 𝜏)𝑒−𝐷𝑡ℎ𝛼
2𝜏𝑒−

1
8
𝛼2𝜔2

𝑑𝜏, (B.36)

em que

𝑓(𝑧, 𝜏) = 𝑒𝛽(−𝑧+𝐷𝑡ℎ𝛽𝜏)

{
2− Erfc

[
1

2

√
1

𝐷𝑡ℎ𝜏
(𝑧 − 2𝐷𝑡ℎ𝛽𝜏)

]

+ 𝑒2𝑧𝛽Erfc
[
1

2

√
1

𝐷𝑡ℎ𝜏
(𝑧 + 2𝐷𝑡ℎ𝛽𝜏)

]}
.

(B.37)
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Aplicando a transformada inversa de Hankel (𝛼 → 𝑟) na Eq. (𝐵.37), conclui-se que

𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡) =
𝑄0

2

∫ 𝑡

0

𝑓(𝑧, 𝜏)
𝑒−

2𝑟2/𝜔2

1+2𝜏/𝑡𝑐

1 + 2𝜏/𝑡𝑐
𝑑𝜏 (B.38)

em que 𝑡𝑐 = 𝜔2/4𝐷𝑡ℎ denominado tempo característico de difusão térmica.
É interessante salientar as considerações utilizadas na obtenção da Eq. (𝐵.38):

∙ De acordo com a condição de contorno utilizada, a amostra é considerada radial-
mente infinita (condição para a aplicação da transformada de Hankel).

∙ A amostra é tratada como semi-infinita em relação a sua dimensão azimutal (condição
necessária para a aplicação da transformada de Fourier cosseno).

∙ A absorção óptica da amostra ao longo do caminho óptico do feixe dentro da mesma
é descrita pela lei de Beer.

O conjunto de considerações acima tornou possível a obtenção de uma expressão semi-
analítica para a variação local de temperatura devido à absorção parcial de um feixe
de laser que incide em um material semi-transparente, isotrópico e homogêneo. A este
conjunto de considerações, dá-se o nome de Modelo BAM (Beer Absorption Model).

Para a amostra cuja absorção óptica seja muito pequena, pode-se realizar a aproxima-
ção descrita por

lim
𝛽→0

𝑓(𝑧, 𝜏) = 2, (B.39)

que, substituindo na Eq. (𝐵.38), fornece

𝑇 (𝑟, 𝑡) = 𝑄0

∫ 𝑡

0

𝑒−
2𝑟2/𝜔2

1+2𝜏/𝑡𝑐

1 + 2𝜏/𝑡𝑐
𝑑𝜏. (B.40)

A equação (B.40) descreve a expressão para variação de temperatura para o modelo
chamado Modelo LAM (Low Absorption Model), podendo ser utilizada nos casos em
que a amostra possua um baixo coeficiente de absorção óptica. Pode também ser obtida
assumindo 𝑒−𝛽𝑧 ≈ 1 na Eq. (𝐵.31).

Uma aproximação válida para materiais com absorção óptica moderada para a variação
de temperatura é assumir que 𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝑒−𝛽𝑧𝑇 (𝑟, 𝑡) e usar Eq. (B.40), que conduz a

𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝑄0𝑒
−𝛽𝑧

∫ 𝑡

0

𝑒−
2𝑟2/𝜔2

1+2𝜏/𝑡𝑐

1 + 2𝜏/𝑡𝑐
𝑑𝜏. (B.41)

A Eq. (B.41) descreve a variação de temperatura para o modelo chamado ABAM (Ap-
proximation to Beer Absorption Model). Essa aproximação equivale a desconsiderar o
fluxo de calor na direção axial e assumir somente a propagação radial dentro da amostra.



Apêndice C
Contribuição do stress para a variação do
caminho óptico

Neste apêndice, obteve-se as expressões para a contribuição do stress para a variação
do caminho óptico devido ao efeito de stress, conforme descrito pelas Eqs. (3.12) e (3.13).

Sabe-se que quando um corpo homogêneo e isotrópico é submetido a um campo de
stress tridimensional, o stress induzido pode ser representado em cada ponto do corpo
por um tensor de segunda ordem simétrico. Similarmente, o estado de strain do corpo
pode ser representado por um tensor de strain, o qual também é simétrico. Para uma
deformação elástica do corpo, ambos os tensores de stress e de strain têm as mesmas
direções principais. Assim, seus elipsóides representativos (elipsóide de Cauchy) são coax-
iais. A origem da birrefringência mecanicamente introduzida em um material isotrópico
deve-se aos efeitos de stress e strain que induzem variações intermoleculares na estrutura
do corpo, que, por sua vez, alteram opticamente o caráter isotrópico do material. Para
deformações elásticas, os eixos principais dos elipsóides de stress e strain coincidem, sendo
razoável, então, dizer que o eixo principal da birrefringência coincide com o eixo principal
dos stress e strain. Assim, os elipsóides índice de refração (de Fresnel) e os elipsóides de
stress e strain (de Cauchy) devem ser coaxiais [33].

Pelo exposto acima, tomar-se-á os elipsóides de Fresnel e de Cauchy em seus respectivos
eixos principais comuns

𝑥2

𝑛2
1

+
𝑦2

𝑛2
2

+
𝑧2

𝑛2
3

= 1, (C.1)

em que 𝑛1, 𝑛2 e 𝑛3, são os índices de refração principais ao longo dos eixos 0𝑥, 0𝑦 e 0𝑧,
respectivamente. Para o elipsóide de Cauchy para o stress

𝜎1𝑥
2 + 𝜎2𝑦

2 + 𝜎3𝑧
3 = 1, (C.2)

em que 𝜎1, 𝜎2 e 𝜎3, são as componentes principais de stress ao longo dos eixos 0𝑥, 0𝑦 e
0𝑧, respectivamente.

Para o caso de deformações elásticas, estes dois elipsóides são coaxiais, e suas seções
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circulares planas devem ser paralelas. Portanto devem ser escritos das seguintes for-
mas [33]:

𝑥2

𝑛2
1

+
𝑦2

𝑛2
2

+
𝑧2

𝑛2
3

= 𝐴
(
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

)
(C.3)

e

𝜎1𝑥
2 + 𝜎2𝑦

2 + 𝜎3𝑧
3 = 𝐵

(
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

)
(C.4)

Multiplicando por uma constante 𝐷 o termo à direita da igualdade na Eq. (C.3) e o termo
à esquerda da igualdade na Eq. (C.4),(

1

𝑛2
1

− 𝐴𝐷

)
𝑥2 +

(
1

𝑛2
2

− 𝐴𝐷

)
𝑦2 +

(
1

𝑛2
3

− 𝐴𝐷

)
𝑧2 = 0, (C.5)

e
(𝐷𝜎1 −𝐵) 𝑥2 + (𝐷𝜎2 −𝐵) 𝑦2 + (𝐷𝜎3 −𝐵) 𝑧2 = 0. (C.6)

Das Eqs. (C.5) e (C.6),

1

𝑛2
1

= 𝐷𝜎1 + 𝐶,
1

𝑛2
2

= 𝐷𝜎2 + 𝐶,
1

𝑛2
3

= 𝐷𝜎3 + 𝐶, (C.7)

em que 𝐶 = 𝐴𝐷 −𝐵.
As Eqs. (C.7) relacionam os índices de refração principais com as componentes prin-

cipais de stress, através das quantidades 𝐷 e 𝐶. Para o elipsóide de Fresnel, o índice de
refração 𝑛𝑠, ao longo de uma dada direção 𝑠(𝑠𝑥, 𝑠𝑦, 𝑠𝑧), pode ser escrito como

1

𝑛2
𝑠

=
𝑠2𝑥
𝑛2
1

+
𝑠2𝑦
𝑛2
2

+
𝑠2𝑧
𝑛2
3

. (C.8)

Assim como, para o elipsóide de Cauchy para o stress,

𝜎𝑠 = 𝜎1𝑠
2
𝑥 + 𝜎2𝑠

2
𝑦 + 𝜎3𝑠

2
𝑧. (C.9)

Considerando a Eq. (C.7), a Eq. (C.9) pode ser reescrita como

1

𝑛2
𝑠

= 𝐷𝜎𝑠 + 𝐶, (C.10)

com

𝐶 =
1

𝑛2
+ 𝐶 ′

2 (𝜎𝑠 + 𝜎𝑡 + 𝜎𝑟) (C.11)

em que 𝜎𝑠, 𝜎𝑡 e 𝜎𝑟, são as componentes de stress mutualmente perpendiculares, e 𝑛 é
o índice de refração para o material livre de stress. Substituindo a Eq. (C.11), na Eq.
(C.10),

1

𝑛2
𝑠

=
1

𝑛2
+ 𝐶 ′

1𝜎𝑠 + 𝐶 ′
2 (𝜎𝑡 + 𝜎𝑟) , (C.12)
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com 𝐶 ′
1 = 𝐶 ′

2 +𝐷, ou ainda,

𝑛− 𝑛𝑠 =
𝑛2𝑛2

𝑠

𝑛+ 𝑛𝑠

[𝐶 ′
1𝜎𝑠 + 𝐶 ′

2 (𝜎𝑡 + 𝜎𝑟)] . (C.13)

Assumindo que 𝑛− 𝑛𝑠 é muito pequeno quando comparado com 𝑛 ou 𝑛𝑠,

𝑛2𝑛2
𝑠

𝑛+ 𝑛𝑠

≃ 𝑛3

2
. (C.14)

Substituindo a Eq. (C.14) em (C.13),

𝑛− 𝑛𝑠 =
𝑛3

2
[𝐶 ′

1𝜎𝑠 + 𝐶 ′
2 (𝜎𝑡 + 𝜎𝑟)] (C.15)

Definindo [22]

𝐶1 = −𝑛
3

2
𝐶 ′

1, 𝐶2 = −𝑛
3

2
𝐶 ′

2, (C.16)

e substituindo na Eq. (C.15),

𝑛𝑠 − 𝑛 = 𝐶1𝜎𝑠 + 𝐶2 (𝜎𝑡 + 𝜎𝑟) . (C.17)

Assim como,

𝑛𝑡 − 𝑛 = 𝐶1𝜎𝑡 + 𝐶2 (𝜎𝑠 + 𝜎𝑟) , (C.18)

𝑛𝑟 − 𝑛 = 𝐶1𝜎𝑟 + 𝐶2 (𝜎𝑡 + 𝜎𝑠) . (C.19)

As Eqs. (C.17) e (C.18) descrevem a variação dos índices de refração, 𝑛𝑠, 𝑛𝑡 e 𝑛𝑟, ao
longo das direções 𝑠, 𝑟 e 𝑡, como função linear das outras duas componentes principais de
stress. As constantes de proporcionalidade 𝐶1 e 𝐶2 são chamadas de coeficientes de stress
óptico e dependem das propriedades birrefringentes do material [33].

Utilizando a Eq. (C.17), pode-se escrever a variação do índice de refração em coorde-
nadas cilíndricas para um sistema com simetria radial:

Δ𝑛𝑟 = 𝑛𝑟 − 𝑛 = 𝐶1𝜎𝑟𝑟 + 𝐶2(𝜎𝜙𝜙 + 𝜎𝑧𝑧)

Δ𝑛𝜙 = 𝑛𝜙 − 𝑛 = 𝐶1𝜎𝜙𝜙 + 𝐶2(𝜎𝑟𝑟 + 𝜎𝑧𝑧)
(C.20)

Fazendo uso da notação de Klein [23],

Δ𝑛𝑠𝑡+ = Δ𝑛𝑟 +Δ𝑛𝜙

Δ𝑛𝑠𝑡− = Δ𝑛𝑟 −Δ𝑛𝜙

(C.21)

Substituindo as Eq. de (C.20) em (C.21),
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Δ𝑛𝑠𝑡+ = (𝐶1 + 𝐶2)(𝜎𝑟𝑟 + 𝜎𝜙𝜙) + 2𝐶2𝜎𝑧𝑧, (C.22)

Δ𝑛𝑠𝑡− = (𝐶1 − 𝐶2)(𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙). (C.23)

Da Referência [33], sabe-se que

𝐶1 = −𝑛
3

2
𝑞∥ 𝐶2 = −𝑛

3

2
𝑞⊥. (C.24)

Substituindo as relações de (C.24), nas Eqs. (C.22) e (C.23),

Δ𝑛𝑠𝑡+ = −𝑛
3

2

[
(𝑞∥ + 𝑞⊥)(𝜎𝑟𝑟 + 𝜎𝜙𝜙)− 2𝑞⊥𝜎𝑧𝑧

]
, (C.25)

e

Δ𝑛𝑠𝑡− = −𝑛
3

2
(𝑞∥ − 𝑞⊥)(𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙). (C.26)

Os efeitos fotoelásticos são uma das mais notáveis indicações das interações da ra-
diação com a matéria, sendo que seu estudo tem fornecido um maior entendimento de
como a radiação eletromagnética se propaga em um material submetido a uma carga de
stress [21]. Além disso, quando aplicações tecnológicas de um dado material requerem a
análise dos stress, técnicas que utilizem os princípios fotoelásticos podem ser aplicadas
para a análise de materiais transparentes. Os primeiros experimentos que mostraram o
efeito de dupla refração de um vidro quando submetido a uma carga de stress foi realizado
por Brewster [70], sendo que as primeiras medidas quantitativas dos coeficientes de stress
ópticos devem-se aos trabalhos de Whertein e Kerr [21].

Ao longo do desenvolvimento das técnicas fotoelásticas, estudos que relacionam os
efeitos fotoelásticos com a composição do material têm sido realizados, dentre os quais
destacam-se os primeiros estudos que relacionaram a concentração de óxido de chumbo,
trióxido de boro e óxido de potássio com a variação do coeficiente de stress óptico para os
vidros flint e crown [71,72]. Em geral, assume-se que a birrefringência fotoelástica é gerada
pela anisotropia na distribuição da densidade eletrônica causada pelo strain elástico.

Os primeiros trabalhos teóricos que trataram da birrefringência fotoelástica assumiam
que este efeito devia-se inteiramente às mudanças nos arranjos dos átomos, o que já
assumia-se para descrever a birrefringência natural de alguns cristais [21,73]. Essas teorias
afirmavam que, ao tensionar um material isotrópico em uma dada direção, a distância
média entre os átomos seria maior na direção do strain do que na direção perpendicular.
Consequentemente, a componente do campo elétrico polarizado paralelamente ao eixo do
strain encontraria uma densidade menor de elétrons do que a componente deste campo
polarizado perpendicularmente, gerando assim, a birrefringência. Mueller calculou esse
efeito, conhecido como efeito de estrutura, relacionando-o com o índice de refração do
material [74], dado pela Eq. (C.27),
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ℒ = 𝑝 − 𝑞 = −(𝑛2 − 1)2

5𝑛3
, (C.27)

em que 𝑝 e 𝑞 são os coeficientes de strain óptico, e 𝑛 é o índice de refração. Por outro
lado, esses coeficientes pode ser determinados pela Eq. (C.28)

𝑝 − 𝑞 =
𝑌 𝐵

𝑛2(1 + 𝜈)
, (C.28)

em que 𝑌 é o módulo de Young, 𝐵 é o coeficiente fotoelástico e 𝜈 é a razão de Pois-
son. De acordo com a Eq. (C.27), o efeito de estrutura produziria valores negativo de
birrefringência, enquanto que o coeficiente fotoelástico geralmente apresenta valores posi-
tivos. Este fato indicava que um segundo efeito deveria estar presente, contribuindo para
a birrefringência fotoelástica. De fato, Mueller propôs o que chamou de efeito atômico,
sugerindo que a deformação da nuvem eletrônica contribui de forma positiva eqnauanto o
deslocamento da estrutura contribui de forma negativa para a birrefringência fotoelástica.
Essas contribuições estão representadas na Fig. (C.1).

Figura C.1: Representação da es-
trutura atômica da teoria de Mueller
com as contribuições para a bir-
refringência fotoelástica.

A teoria de Mueller forneceu uma explicação qual-
itativa para os valores positivos dos coeficientes fo-
toelásticos de vidros com baixo índice de refração e
valores negativos para vidros com alto índice de re-
fração.

Weyl e Tashiro [21, 75] apresentaram uma difer-
ente interpretação qualitativa para a deformação da
densidade eletrônica, sugerindo que a deformação dos
íons não segue simplesmente a direção da tensão, mas
depende de sua carga e polarizabilidade. Segundo Ma-
tusita e colaboradores [76], estes ânions (por exemplo,
O−1) tendem a se deformar na direção da tensão apli-
cada. Por outro lado, um efeito oposto resulta da de-
formação dos cátions polarizáveis, que também ocorre
na direção do stress.

De acordo com essa teoria, quando uma tensão é aplicada em um vidro silicato, os
oxigênios ligados por ligação covalente serão deformados. No entanto, a deformação da
nuvem eletrônica devido ao campo elétrico paralelo à direção do stress pode ser muito
maior do que na direção perpendicular, ocasionando um aumento do efeito atômico. Se
oxigênios não ligados estiverem presentes, seus elétrons estão menos firmemente ligados
do que os elétrons dos oxigênios ligados, podendo, então, responder ao campo elétrico
igualmente nas direções paralela e perpendicular ao stress aplicado, diminuindo, assim
o efeito atômico no fenômeno da birrefringência fotoelástica. Os efeitos discutidos neste
parágrafo estão ilustrados na Fig. (C.2).
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Figura C.2: Representação da es-
trutura atômica para um vidro sili-
cato.

Por fim, cabe mencionar o trabalho de Borelli e
Miller [77], que sugerem a determinação quantita-
tiva da contribuição atômica para a fotoelasticidade
baseando-se na polarizabilidade não linear e a de-
formabilidade dos íons quando um stress é aplicado.
Uma vez feito isso, o coeficiente de strain óptico pode
ser determinado, requerendo apenas o conhecimento
da composição e do índice de refração do vidro.



Apêndice D
Obtenção da integral de difração

O objetivo deste apêndice é obter a expressão que descreve a intensidade central
do feixe de prova em função do tempo, na posição do fotodetector. Para isso, deve-se
considerar as equações de Maxwell para o vácuo:

∇.E(�⃗�, 𝑡) = 0.

∇.B(�⃗�, 𝑡) = 0.

∇× E(𝑟, 𝑡) = −1

𝑐

∂

∂𝑡
B(�⃗�, 𝑡).

∇× B(�⃗�, 𝑡) =
1

𝑐

∂

∂𝑡
E(�⃗�, 𝑡).

(D.1)

Aplicando o rotacional em ambos os termos da Lei de Faraday, tem-se

∇×∇× E(�⃗�, 𝑡) = −1

𝑐

∂

∂𝑡
[∇× E(�⃗�, 𝑡)] . (D.2)

Substituindo a Lei de Amperè na Eq. (D.2), obtém-se

∇×∇× E(�⃗�, 𝑡) =
1

𝑐2
∂2

∂𝑡2
E(�⃗�, 𝑡). (D.3)

Fazendo uso da identidade vetorial abaixo, chega-se a

∇×∇× E(�⃗�, 𝑡) = ∇ [∇.E(�⃗�, 𝑡)−∇2E(�⃗�, 𝑡)
]
, (D.4)

e substituindo na Eq. (D.3), conclui-se que

∇2E(�⃗�, 𝑡) =
1

𝑐2
∂2

∂𝑡2
E(�⃗�, 𝑡). (D.5)

Assumindo uma dependência harmônica no tempo, pode-se escrever o campo elétrico
como

E(�⃗�, 𝑡) = 𝐸(�⃗�)𝑒−𝑖𝜔𝑡. (D.6)
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Substituindo a Eq. (D.6), na Eq. (D.5),

(∇2 + 𝑘2)𝐸(�⃗�) = 0, (D.7)

que é a equação de Helmholtz, cuja solução dá a expressão para o campo elétrico em
uma posição �⃗� do espaço. Para determinar este campo em uma posição �⃗�′, utilizar-se-á a
função de Green associada a este campo:

∇2𝐺(�⃗�, �⃗� ′) + 𝑘2𝐺(�⃗�, �⃗� ′) = 𝛿(�⃗� − �⃗� ′). (D.8)

Utilizando uma das identidades de Green, obtém-se∫
𝑉

𝐸(�⃗�)∇2𝐺(�⃗�, �⃗� ′)−𝐺(�⃗�, �⃗� ′)∇2𝐸(�⃗�)𝑑𝑉 =

∫
𝑆

[𝐸(�⃗�)∇𝐺(�⃗�, �⃗� ′)−𝐺(�⃗�, �⃗� ′)∇𝐸(�⃗�)] .�̂�𝑑𝑆.
(D.9)

Substituindo as Eqs. (D.7) e (D.8) na Eq. (D.9),

𝐸(�⃗� ′) = −
∫
𝑆

[𝐸(�⃗�)∇𝐺(�⃗�, �⃗� ′)−𝐺(�⃗�, �⃗� ′)∇𝐸(�⃗�)] .�̂�𝑑𝑆. (D.10)

Introduzindo a solução da Eq. (D.8),

𝐺(�⃗�, �⃗� ′) =
𝑒−𝑖𝑘∣�⃗�−�⃗� ′∣

4𝜋∣�⃗� − �⃗� ′∣ , (D.11)

e substituindo-a na Eq.(D.10), chega-se a

𝐸(�⃗� ′) = −
∫
𝑆

𝐸(�⃗�)𝑖𝑘
𝑒−𝑖𝑘∣�⃗�−�⃗� ′∣

4𝜋∣�⃗� − �⃗� ′∣
[(

1− 𝑖

𝑘∣�⃗� − �⃗� ′∣
)

(�⃗� − �⃗� ′)
∣�⃗� − �⃗� ′∣ +

𝑖

𝑘
∇𝐸(�⃗�)

]
.�̂�𝑑𝑆. (D.12)

Aplicando a condição de contorno de Newmann, ∇𝐸(�⃗�).�̂�∣𝑆 = 0 na Eq. (D.12), conclui-se
que

𝐸(�⃗� ′) = − 1

4𝜋

∫
𝑆

𝐸(�⃗�) 𝑖𝑘
𝑒−𝑖𝑘𝑅

𝑅2
�⃗�.�̂� 𝑑𝑆 − 1

4𝜋

∫
𝑆

𝐸(�⃗�)
𝑒−𝑖𝑘𝑅

𝑅3
�⃗�.�̂� 𝑑𝑆, (D.13)

em que 𝑅 = ∣�⃗� − �⃗� ′∣.
À medida que 𝑅 aumenta, a integral cujo denominador varia com 𝑅3 deve ser despre-

zível em relação à integral cujo denominador varie com 𝑅2. Para 𝑟′ >> 𝑟, obtém-se

𝐸(�⃗� ′) = − 𝑖

2𝜆

∫
𝑠

𝐸(�⃗�)
𝑒−𝑖𝑘∣�⃗�−�⃗� ′∣

∣�⃗� − �⃗� ′∣2 (�⃗� − �⃗� ′).�̂� 𝑑𝑆. (D.14)

A Eq. (D.14) relaciona os campos na região �⃗� e �⃗� ′. Em coordenadas cartesianas, essas
posições podem ser escritas como �⃗� = 𝑥�̂�+ 𝑦�̂� e �⃗� ′ = 𝑥′̂𝑖+ 𝑦′�̂� + 𝑧′𝑘.

Na técnica de lente térmica, deve-se determinar a porção central do campo elétrico do
feixe de prova na posição do fotodetector, ou seja, 𝑧′ = 𝑧2 e 𝑥′ = 𝑦′ = 0. Desse modo, a
distância ∣�⃗� − �⃗� ′∣ fica dada por
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∣�⃗� − �⃗� ′∣ = 𝑧2

√
1 +

𝑟2

𝑧22
. (D.15)

Tomando 𝑧2 >> 𝑟2,

∣�⃗� − �⃗� ′∣ = 𝑧2 +
𝑟2

2𝑧2
. (D.16)

Sabendo que 𝑘 = 2𝜋/𝜆 e substituindo a Eq. (D.16) na Eq. (D.14), obtém-se

𝐸(𝑧2) =
2𝜋𝑖

𝜆 𝑧2

∫ ∞

0

𝐸(�⃗�) 𝑒−𝑖
2𝑧2
𝜆 𝑒

−𝑖𝜋𝑟2

𝜆𝑧2 𝑟2𝑑𝑟. (D.17)

No apêndice B, obteve-se a expressão para o campo elétrico de um feixe gaussiano,
Eq. (A.19),

𝐸(𝑟, 𝑧) = 𝐸0
𝜔0

𝜔(𝑧)
exp

(
− 𝑟2

𝜔(𝑧)2

)
exp

[
−𝑖

(
𝑘𝑧 − arctan

(
𝑧

𝑧𝑐

))]
exp

[
−𝑖𝑘

2

𝑟2

𝑅(𝑧)

]
.

(D.18)
Utilizando a Eq. (D.18), o campo elétrico do feixe de prova, na posição 𝑧1, logo após
"provar"o efeito de lente térmica, fica dado por

𝐸(𝑟, 𝑧1, 𝑡) = 𝐵 exp

[
− 𝑟2

𝜔2
0𝑃

]
exp

[
−𝑖

(
𝜋

𝜆

(
𝑧1𝑟

2

𝑧21 + 𝑧2𝑐

))
+ Φ(𝑟, 𝑡)

]
, (D.19)

com
𝐵 = 𝐸0 exp

[
−𝑖

(
𝑘𝑧1 − arctan

(
𝑧1
𝑧𝑐

))]
, (D.20)

em que Φ(𝑟, 𝑡) é a variação de fase induzida devido ao efeito de lente térmica, e 𝜔0𝑃 e
𝜆 são o raio da cintura e o comprimento de onda do feixe de prova, respectivamente.
Substituindo a Eq. (D.19) na Eq. (D.17), tem-se

𝐸(𝑔, 𝑡) = 𝐺

∫ ∞

0

𝑒−(1 + 𝑖𝑉 )𝑔 𝑒−𝑖Φ(𝑔,𝑡) 𝑑𝑔, (D.21)

com

𝐺 = 𝑖
𝜔2
1𝑝𝜋

𝜆 𝑧2
𝐵 𝑒−

2𝑧2
𝜆 ; 𝑔 =

𝑟2

𝜔2
1𝑝

, (D.22)

e

𝑉 =
𝑧1
𝑧𝑐𝑝

+
𝑧𝑐𝑝
𝑧2

[
1 +

(
𝑧1
𝑧𝑐𝑝

)2
]
, (D.23)

em que,𝑧𝑐𝑝 é a distância confocal do feixe de prova. Sabendo que a intensidade de um
campo elétrico é dada por ∣𝐸(𝑡)∣2 e fazendo uso da Eq. (D.21), a intensidade central do
feixe de prova em função do tempo, na posição do fotodetector é descrita por

𝐼(𝑡) =

∣∣∣∣∫ ∞

0

𝑒−(1+𝑖𝑉 )𝑔 𝑑𝑔

∣∣∣∣−2 ∣∣∣∣∫ ∞

0

𝑒−(1+𝑖𝑉 )𝑔 𝑒−𝑖Φ(𝑔,𝑡) 𝑑𝑔

∣∣∣∣2 . (D.24)
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Apêndice F
Rotinas empregando o software Mathematica
9.0

Neste apêndice são mostradas as rotinas para simular a variação do caminho óptico e
o sinal de lente térmica utilizando o software MATHEMATICA 9.0. As Figs. (F.1), (F.2)
e (F.3) mostram as rotinas utilizadas para simular a variação do caminho óptico para os
modelo BAM, ABAM e LAM, respectivamente.

Figura F.1: Rotina para a simulação da variação do caminho óptico com o modelo
BAM.
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Figura F.2: Rotina para a simulação da variação do caminho óptico com o modelo
ABAM.

Figura F.3: Rotina para a simulação da variação do caminho óptico com o modelo
LAM.

As Figs. (F.4), (F.5) e (F.6) mostram as expressões que descrevem a variação de fase
na técnica de lente térmica para os modelos BAM, ABAM e LAM, respectivamente.

Figura F.4: Rotina para a determinação da variação de fase para o modelo BAM.
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Figura F.5: Rotina para a determinação da variação de fase para o modelo ABAM.

Figura F.6: Rotina para a determinação da variação de fase para o modelo LAM.

As Figs. (F.7), (F.8) e (F.9) mostram as expressões que descrevem o campo elétrico
do feixe de prova na posição do fotodetector para os modelos BAM, ABAM e LAM,
respectivamente.

Figura F.7: Rotina para o cálculo do campo elétrico do feixe de prova na posição
do fotodetector para o modelo BAM.

Figura F.8: Rotina para o cálculo do campo elétrico do feixe de prova na posição
do fotodetector para o modelo ABAM.

Figura F.9: Rotina para o cálculo do campo elétrico do feixe de prova na posição
do fotodetector para o modelo LAM.

As Figs. (F.10), (F.11) e(F.12) mostram as expressões que descrevem a intensidade
do campo elétrico do feixe de prova na posição do fotodetector para os modelos BAM,
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ABAM e LAM, respectivamente. Essas expressões podem ser utilizadas para simular os
transientes de lente térmica, assim como, para ajustar os dados experimentais obtidos por
essa técnica. A Fig. (F.12) mostra a rotina que foi utilizada para simular os transientes
de lente térmica neste trabalho.

Figura F.10: Rotina para o cálculo da intensidade campo elétrico do feixe de prova
na posição do fotodetector para o modelo BAM.

Figura F.11: Rotina para o cálculo da intensidade campo elétrico do feixe de prova
na posição do fotodetector para o modelo ABAM.

Figura F.12: Rotina para o cálculo da intensidade campo elétrico do feixe de prova
na posição do fotodetector para o modelo LAM.

A Tabela (F.1) mostra o significado dos símbolos utilizados nas rotinas para o cálculo
do caminho óptico, da variação da fase, do campo elétrico e da intensidade do sinal de
lente térmica.
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Símbolo Descrição
𝜃 Fator de amplitude para o sinal de LT (𝑃𝛽𝜑/𝑘𝜆)

𝐿 Espessura da amostra
𝜈 Razão de Poisson
𝑑 Coeficiente de difusão térmico
𝛽 Coeficiente de absorção óptico
𝜔 Raio da cintura do feixe de excitação
𝑞1 Coeficiente de stress óptico (𝑞∥)

𝑞2 Coeficiente de stress óptico (𝑞⊥)

𝑛 Índice de refração
𝛼𝑡 Coeficiente linear de expansão térmica
𝑦 Módulo de Young

𝑑𝑛𝑑𝑡 Coeficiente térmico da variação do índice de refração
𝑚 Parâmetro geométrico do espectrômetro
𝑉 Parâmetro geométrico do espectrômetro

𝛼𝑙𝑖𝑚 Limite superior da integração na variável 𝛼
𝜆𝑙𝑖𝑚 Limite superior da integração na variável 𝜆
𝑔𝑙𝑖𝑚 Limite superior da integração na variável 𝑔

Tabela F.1: Descrição dos símbolos utilizados nas rotinas acima com o software
Mathematica.
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