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RESUMO 

 

 

Como objetivo principal deste trabalho estudamos a teoria de Judd Ofelt para utilizá-la 

como mais uma ferramenta de caracterização espectroscópica dos vidros produzidos por nosso 

grupo, analisamos os principais aspectos das aproximações feitas nesse modelo, que tem o 

propósito de explicar as transições que ocorrem na camada 4f dos íons Terra Rara sob a ação 

do campo cristalino da matriz vítrea que, pelas regras de seleção da mecânica quântica, não 

poderiam ocorrer. Neste trabalho nos concentramos em aplicar a teoria de Judd Ofelt na análise 

das propriedades luminescentes dos vidros aluminosilicatos de cálcio com a dopagem do íon 

Érbio (Er3+) em 0,5% em massa variando a concentração de sílica no intervalo de 7 a 55% em 

massa. Nosso estudo se concentrou na transição do íon Er3+ na região de 1535 nm, muito 

utilizada na produção de lasers e cabos de fibra óptica, região essa chamada de “terceira janela” 

de transmissão óptica. Usando o cálculo do número de íons por centímetro cúbico, índice de 

refração, espectro de absorção e a aplicação da teoria de Judd Ofelt obtivemos cerca de 94% 

para a eficiência quântica do estado 4I13/2 (E ~ 6667cm-1 → λ= 1,5 µm) desses vidros. Resultado 

que é coerente com as propriedades do dopante utilizado, como a estabilidade na sua forma 

iônica Er3+ não apresentando outros estados de valência, e também pela perda mínima de 

energia em seu meta estado 4I13/2. 
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ABSTRACT 

 

 

In this work, we have studied the Judd Ofelt theory in order to use it as a tool for 

spectroscopic characterization for glasses produced by our group. We have analyzed the main 

aspects of model approximations, which has as purpose to explain the transitions in the 4f layer 

of the Rare Earth ions under the action of the glassy matrix crystal field, which by the selection 

rules of quantum mechanics are forbidden. We studied the application of the Judd Ofelt theory 

in the luminescent properties analysis of the calcium aluminosilicate glasses doped with 0,5wt% 

of Erbium (Er3+), varying its silica concentration from 7wt% to 55wt%.  We have focused on 

the ion Er3+ transition region at 1535 nm, widely used in the production of laser and optic fiber. 

This region is called “third window” of optical transmission. Using   ions by cubic centimeters 

measures, index of refraction, absorption spectrum and application of Judd Ofelt theory we 

achieved  94% for the quantum efficiency of the state 4I13/2 (E ~ 6667cm-1 → λ= 1,5 µm) of this 

glasses. The result is in agreement with the properties of the dopant, as the stability in ionic 

form Er3+ not showing other valencia state, and also by the minimal energy lose in its meta state 

4I13/2. 

 

 

Key worlds: (Tradução para o inglês da lista de palavras ou expressões chaves, em Times New Roman 12, 

itálico, justificado) 



1 
 

 

1 Introdução 

 

Por meio da interação de ondas eletromagnéticas com a matéria, podemos analisar suas 

propriedades microscópicas. Estas analises nos proporcionam o ajuste de modelos que nos 

ajudam a prever e caracterizar tais propriedades. Modelos estes que principalmente tem sua 

base nas teorias da mecânica quântica [1]
.  

Frente a fundamentação teórica e aplicabilidade cientifica e industrial em equipamentos 

de alta tecnologia, como por exemplo, fibra óptica, amplificadores ópticos, lâmpadas 

fluorescente e meio ativo para lasers de estado sólido, os sólidos amorfos, especificamente os 

vidros, dopados com metais de transição e principalmente com íons Terra Rara (TR), são de 

grande interesse para o estudo de inúmeras universidades e centros de pesquisa. 

O Grupo de Estudos dos Fenômenos Fototérmicos (GEFF) vem aperfeiçoando sua 

capacidade de produção e caracterização de vidros como meio ativo para lasers de estado solido 

e amplificadores ópticos [2]. Os vidros Aluminosilicato de Cálcio com baixa concentração de 

Sílica (LSCAS: Low Silica Calcium Aluminosilicate) e concentrações intermediarias de sílica 

(CAS), vem sendo usados pelo grupo como a principal matéria prima para preparação de 

sistemas vítreos dopados com TR. A escolha desse vidro se deve a suas propriedades físicas 

dentre as quais podemos destacar maior eficiência quântica, alta condutividade térmica, 

resistência a variações de temperatura, alta temperatura de transição vítrea e durabilidade 

química [3]. 

Resultados satisfatórios foram obtidos com a adição dos elementos lantanídeos como 

dopantes para amplificar suas propriedades espectroscópicas [4]. Estudos foram realizados a 

partir da co-dopagem dos íons Er3+ e Yb3+ que resultaram em um considerável aumento na 

eficiência de emissão através do processo de transferência de energia entre os níveis 2F5/2 do 

Itérbio e 4I11/2 do Érbio na região de 980 nm, proporcionando a emissão característica na região 

de 1540 nm, que é largamente utilizada em sistemas de telecomunicações, como a fibra óptica. 

Estudos com o elemento TR Nd3+ também foram realizados pelo grupo, já que suas 

características como meio ativo de Laser são de grande importância, um exemplo comum e 

frequente é a sua utilização no Laser de Nd3+-YAG (acrônimo para ítrio alumínio dopado com 

neodímio) que tem diversas aplicações a medicina, medicina estética e processos industriais. 

Porém a utilização do LSCAS enfrenta alguns inconvenientes, como a formação de pequenas 

regiões com índice de refração diferente do restante da amostra, que são chamados de cristalites 

que distorcem o caminho óptico fazendo com que a potência do laser seja afetada pela perda de 
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energia. Um problema que pode ser contornado pelo aumento da concentração de SiO2 (Sílica) 

na matriz vítrea [5]. 

Os materiais utilizados como matrizes não têm somente a função de hospedar os íons 

dopantes no espaço, esses materiais devem também apresentar uma gama de propriedades que 

possibilitem o seu uso em condições específicas exigidas por um laser. A matriz deve ter uma 

boa transmissão nos comprimentos de onda da radiação de bombeamento e da radiação laser.  

Transições não radiativas também são fortemente influenciadas pela matriz. Algumas 

dessas transições podem ter efeitos prejudiciais, causando o quenching (redução no tempo de 

vida e supressão da luminescência do material) de níveis fundamentais para o processo laser, 

ou podem ser essenciais, como as transferências de energia entre íons. Além disso, a matriz 

influencia a largura de banda e seções de choque das transições tanto da radiação de 

bombeamento, quanto da radiação laser e o tempo de vida do nível superior. 

Estes materiais para serem utilizados em lasers devem possuir linhas de fluorescência 

bem definidas e estados metaestáveis capazes de armazenar a energia de bombeamento, de 

forma a favorecer a inversão de população entre os níveis laser. Essas características são 

geralmente apresentadas pelos elementos que são incorporados nas matrizes sólidas, 

destacando-se os metais de transição, as séries dos lantanídeos e dos actinídeos. 

Os estudos referentes a níveis de energia de um íon e aos parâmetros de campo cristalino 

começaram quando Otto Laporte [6] em 1924 descobriu empiricamente a conservação da lei de 

paridade. Ele dividiu os estados do espectro do ferro em duas classes, par e ímpar.  Após esse 

estudo Slater [7] em 1929 apresentou um dos primeiros trabalhos sobre o cálculo dos níveis de 

energia para algumas configurações eletrônicas, expressando-os na forma de combinações 

lineares de algumas integrais radiais, considerando no Hamiltoniano somente a interação 

eletrostática. Os resultados teóricos obtidos por Slater, ainda estavam longe de espelhar os 

resultados experimentais, o que só foi um pouco melhorado por Condon [8]1935, após este 

incluir no Hamiltoniano a interação spin-órbita. 

Em 1937 J.H. Van Vleck [9] questiona a presença de linhas espectrais dos íons TR que 

são proibidas pelas regras de Laporte entre os níveis 4𝑓, e sugere a causa como sendo a distorção 

do movimento eletrônico pela ação do campo cristalino, que mistura a paridade dos estados da 

transição, concluindo que algumas combinações são possíveis. 

Após o trabalho de Van Vleck sugerindo os efeitos da radiação de quadrupolo, dipolo 

magnético e dipolo elétrico para compreender as transições da camada 4𝑓 incompleta dos íons 

TR, L.J.F. Broer [10], em 1945, demostra que a interação por meio da radiação de quadrupolo é 

muito fraca para promover as transições desta camada, e o dipolo magnético tem transições 



3 
 

 

permitidas apenas em alguns casos sendo bem menores que a interação por dipolo elétrico, 

sendo o dipolo elétrico a interação predominante sobre essas transições nos íons Terra Raras, 

comprovando as suposições de Van Vleck.     

Com o progresso das técnicas para o cálculo de níveis de energia feitos por Racah [11] 

em 1949, que aplicou a técnica de operadores tensoriais, onde foi possível calcular a matriz de 

energia, agora com as duas interações, eletrostática e spin-órbita, para qualquer configuração 

eletrônica. 

A partir desses estudos, os artigos publicados no mesmo ano, em 1962, pelo físico B. R. 

Judd [12] e o químico G. S. Ofelt [13] dão uma resolução abrangente ao problema sobre as 

transições entre os níveis de energia 4𝑓 em íons TR, utilizando as ferramentas até ali 

disponíveis, que foram desenvolvidas por seus predecessores. Demonstrando que o sucesso 

notável desta teoria fornece uma prova decepcionante para aproximações simples. 

Em 1968 W. T. Carnall [14] publicou seu trabalho sobre o cálculo dos valores para a 

matriz de tensores para cada transição dos íons lantanídeos, em seu trabalho sobre estrutura dos 

níveis de energia e probabilidades de transição no espectro dos lantanídeos em LaF3, que 

possibilitou a realização dos cálculos dos paramentos de Judd-Ofelt.  

 

1.1 Objetivos  

 

Como objetivo específico deste trabalho estudaremos a teoria de Judd-Ofelt que 

possibilita o cálculo do tempo de vida de estados excitados e eficiência quântica dos íons Terra 

Rara, em nosso caso estudaremos o comportamento destes parâmetros em função da 

concentração de sílica em matrizes vítreas de Aluminosilicatos de Cálcio (CAS), e sua 

implementação ao conjunto de técnicas de caracterização de vidros CAS do GEFF. 
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2. Fundamentação Teórica 

2.1 Breve história do vidro 

 

Conhecido a milênios, o vidro tem sido utilizado de diferentes formas pela humanidade, 

basta olharmos a nossa volta grandes construções, janelas, e diferentes materiais que nos 

ajudam em nosso cotidiano. Historicamente, os primeiros materiais vítreos foram feitos pelos 

Fenícios, que utilizaram fogões, improvisados, usando blocos de salitre sobre a areia, na qual, 

após algum tempo, um material liquido escorria destes fogões que logo se solidificavam, 

conforme escrito por Plinio em sua enciclopédia Naturalis Historia [15].  

Um grande avanço na produção de vidros deu-se entre 27 a.C. e 14 d.C., quando artesãos 

sírios desenvolveram a técnica de assopragem. Por meio desta técnica era utilizado um tubo de 

ferro oco de aproximadamente 1 metro (chamado “cana”), era possível introduzir o material 

no forno na qual era possível assoprar a massa em fusão que era retirada por este do forno 

dando-lhe a forma de uma peça oca. Os primeiros vidros coloridos controladamente, entretanto, 

só foram obtidos por volta de 100 d.C., em Alexandria, graças à introdução de óxido de 

manganês nas composições e de melhoramentos nos fornos, como o controle de altas 

temperaturas e da atmosfera de combustão, os quais tiveram marcada influência sobre a 

qualidade dos vidros e permitiram uma fusão mais eficiente dos materiais constituintes. 

Entretanto, o ápice do desenvolvimento do vidro foi no período do Império Romano, com a 

qualidade e o refinamento da arte de trabalhá-lo [16, 17]. 

 

2.2 Definição de Vidro 

 

Os vidros são considerados materiais sólidos com grande desorganização molecular, o 

que lhes diferencia dos cristais, que apresentam periodicidade de longo alcance. Entretanto, os 

vidros, assim como, os materiais com simetria cristalina, apresentam propriedades como por 

exemplo a transparência, resistência mecânica e durabilidade química, que são extremamente 

uteis para utilização destes em dispositivos óticos. De forma que a definição de vidro se tornou 

muito crucial para sua diferenciação de outros matérias óticos. 

Em 1945, foi proposto pela American Society for Testing Materials (A.S.T.M.) uma 

definição para o termo vidro: “É um produto inorgânico resultante de uma fusão que ao ser 
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resfriada originou um material rígido sem a presença de cristalização”. Contudo com o avanço 

das técnicas de produção de vidro foi necessário uma nova intepretação. Em 1976, a U.S. 

National Research Council propôs uma definição mais geral: “Vidro é um material amorfo por 

espalhamento de raios-X e que exibe a transição vítrea. A transição vítrea é definida como um 

fenômeno no qual uma fase amorfa sólida muda de súbito as propriedades termodinâmicas, por 

exemplo, a capacidade térmica e coeficientes de expansão passam por grandes variações 

quando o material passa pela região de sua temperatura de transição vítrea” [18].

A partir dos conceitos científicos é difícil termos uma única definição de vidro pois, 

pela definição estrutural, o vidro é um solido não cristalino, contudo se realizarmos um 

tratamento adequado em um material em gel podemos transforma-lo em vidro.  

A partir destas condições pode-se adotar a seguinte definição: “Um vidro é um sólido 

não-cristalino que apresenta o fenômeno de transição vítrea”. O estado físico correspondente 

é o estado vítreo [19]. Conforme esta definição J. E. Shelby em seu livro Introduction to Glass 

Science and Technology, define um vidro como um sólido amorfo sem organização estrutural 

de longo alcance, exibindo uma região de transição vítrea [20]. 

 

2.3 Íons Terra-Rara (TR) 

 

Esses elementos que são utilizados grandemente pelas empresas de telecomunicação, 

produção de lasers e dispositivos óticos, são separados em 17 elementos químicos variando 

seus números atômicos entre 57 e 71 (La a Lu) e também os elementos Sc e Y [21].  

Contrário a seu nome, o termo “Terra Rara”, não está no fato de que estes elementos 

químicos são escassos na natureza, mas sim da dificuldade em separá-los dos diversos minerais 

que os contém. Atualmente mais de 150 minerais estão catalogados, mas poucos podem ser 

processados industrialmente, sendo os mais importantes a monazita (TRPO4), a bastnazita 

(TRFCO3) e a xenotima (YPO4) [22].  

Uma característica importante desses elementos é a formação de seus estados de 

oxidação, em grande parte, são trivalentes. Uma pequena parte deles apresenta estados de 

oxidação divalentes e tetravalentes, contudo menos estáveis que os trivalentes. Suas 

propriedades espectroscópicas, bem como a posição de seus picos de absorção, derivam de suas 

configurações eletrônicas, que para os íons TR é dada por [Xe]4f n, com n variando de 0 a 14 

na série do lantânio ao lutécio. Na qual [Xe] representa a configuração eletrônica do Xenônio 
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[23]. Na tabela 1 são listadas as configurações eletrônicas e os estados de oxidação para a série 

dos lantanídeos. 

Devido à camada 4f dos lantanídeos ser incompleta ela é fortemente blindada pelas 

camadas mais externas 5d e 6s, uma vez que para o aumento do número de elétrons há um 

aumento significativo na interação elétron núcleo resultando na diminuição do raio atômico, 

sendo esse efeito chamado de “contração lantanídea” [24]. Outro aspecto significativo desses 

íons está no fato de que as transições que ocorrem na camada 4f tem longos tempos de vida 

para os estados excitados, da ordem de milissegundos, que é uma característica atrativa ao seu 

uso em escala industrial na transferência de dados, por exemplo, por cabos de fibra ótica.     

 

Tabela 1: Configuração eletrônica dos Lantanídeos [25] 

 

Elemento  Símbolo Z Configuração 

Eletrônica (Ln) 

Configuração 

Eletrônica (Ln3+) 

Oxidação 

Lantânio  La 57 {Xe}4f05d6s2 {Xe}4f0 2,3 

Cério Ce 58 {Xe}4f26s2 {Xe}4f1 2,3,4 

Praseodímio Pr 59 {Xe}4f36s2 {Xe}4f2 2,3,4 

Neodímio Nd 60 {Xe}4f46s2 {Xe}4f3 2,3 

Promécio Pm 61 {Xe}4f56s2 {Xe}4f4 3 

Samário Sm 62 {Xe}4f66s2 {Xe}4f5 2,3 

Európio Eu 63 {Xe}4f76s2 {Xe}4f6 2,3 

Gadolínio Gd 64 {Xe}4f55d6s2 {Xe}4f7 2,3 

Térbio Tb 65 {Xe}4f96s2 {Xe}4f8 2,3,4 

Disprósio Dy 66 {Xe}4f106s2 {Xe}4f9 2,3 

Hólmio Ho 67 {Xe}4f116s2 {Xe}4f10 2,3 

Érbio Er 68 {Xe}4f126s2 {Xe}4f11 2,3 

Túlio Tm 69 {Xe}4f136s2 {Xe}4f12 2,3 

Itérbio Yb 70 {Xe}4f146s2 {Xe}4f13 2,3 

Lutécio Lu 71 {Xe}4f55d6s2 {Xe}4f14 3 

 

As transições dos íons TR trivalentes (TR3+) são basicamente de natureza dipolo 

elétrico, motivo pelo qual em nosso estudo analisaremos os efeitos do campo cristalino, por 

meio do dipolo elétrico [25]. 
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2.4 Teorias Estruturais 

 

Para compreender as estruturas de formação dos vidros, Goldshmidt desenvolveu a 

teoria que vidros com fórmula geral RnOm formam-se mais facilmente quando as razões iônicas 

do cátion R e do oxigênio se encontram na faixa entre 0,2 e 0,4. Uma vez que as razões nesta 

faixa tendem a produzir cátions circundados por quatro átomos de oxigênio em uma 

configuração tetraédrica, caso dos vidros silicatos. Teoria está que contribuiu 

significativamente para o avanço dos estudos da formação estrutural dos vidros [20].  

Após vários estudos sobre a formação de diferentes poliedros de coordenação, 

Zachariasen desenvolveu em 1932, quatro regras para formação de vidros óxidos [26]: 

 

1. Os átomos metálicos devem ter um número de oxidação reduzido. 

 

2. Nenhum dos oxigênios pode ser compartilhado por mais de dois cátions formadores 

de vidros. 

3. Os poliedros devem ligar-se pelos vértices, não pelas arestas ou faces. 

 

4. Pelo menos três vértices de cada poliedro devem ser compartilhados com outros 

poliedros. 
  

 Essas regras se demonstraram eficientes para prever a formação de vidros óxidos, 

conforme mostrado na tabela 2. Foi observado que as regras 2, 3 e 4 preveem a formação dos 

óxidos do tipo A2O3 quando os oxigênios formam triângulos em torno do átomo A, para os 

óxidos AO2 e A2O5 quando os oxigênios formam um tetraedro e para os óxidos AO3 e A2O5, 

onde os oxigênios estão dispostos em uma forma octaédrica. Nesta representação, a letra A 

corresponde aos íons das famílias dos elementos químicos formadores, modificadores ou 

intermediários dos vidros e O corresponde ao oxigênio. Os óxidos clássicos formadores e 

modificadores de estrutura estão relacionados na Tabela 2. 

 Para descrever os vidros óxidos em geral, Zachariasen adicionou novas regras às 

estabelecidas para vidros óxidos simples. Assim, segundo ele, um vidro óxido pode ser formado 

se:  

 

5. A amostra tiver alta porcentagem de cátions rodeados por oxigênios formando 

tetraedros ou triângulos;  

6. Estes tetraedros ou triângulos compartilharem apenas vértices entre si;  
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7. Alguns átomos de oxigênio forem ligados à apenas dois cátions da rede e não 

formarem ligações com quaisquer outros cátions.  

 

Tabela 2: Óxidos Clássicos formadores e modificadores de estruturas vítreas. 
 

Formadores Vítreos Modificadores Intermediários 

SiO2 Li2O Al2O3 

GeO2 Na2O PbO 

B2O3 K2O ZnO 

P2O5 CaO Li2O 

As2O3 BaO TiO2 

As2O5   

V2O5   

 

A nomenclatura da Tabela 2 foi introduzida após Zachariasen para indicar quais 

precursores óxidos participam da formação do vidro, sendo a eletronegatividade a principal 

característica que diferenciam estes óxidos em formadores modificadores e Intermediários. Esta 

classificação é descrita por Aline Milan Farias, em sua tese, na qual ela discute esta 

classificação através do trabalho de Stanworth [27].   

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
Figura 1: Representação da estrutura bidimensional: (a) do cristal de Al2O3; (b) da forma vítrea do mesmo 
composto, como exemplo particular Al2O3. Ressaltando a estrutura simétrica cristalina (a), contrário a estrutura 
na forma amorfa. [26, 44, 5] 
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É importante ressaltar que o modelo de Zachariasen foi desenvolvido especificamente 

para os vidros óxidos e não sendo aplicável a outros tipos de vidros, como por exemplo, os 

vidros calcogenetos ou vidros formados a partir de moléculas (como soluções aquosas) [28]. 

 

2.5 Definição de Temperatura de Transição Vítrea (Tg) 

  

Na obtenção ou caracterização de vidros, a temperatura de transição vítrea é um 

parâmetro muito importante a ser considerado para que um sólido amorfo seja classificado 

como vidro. Podemos entender este fenômeno se considerarmos um material no estado líquido 

inicialmente a uma temperatura (A) muito acima de sua temperatura de fusão Tm. Como 

mostrado na Figura 2, quando se resfria lenta e gradualmente um material fundido, ocorre uma 

redução progressiva do volume específico (trecho A-B), até que se atinja um estado de 

equilíbrio em que sólido e líquido passam a coexistir. Nesta temperatura, conhecida como 

temperatura de fusão, há uma forte redução no volume específico e a temperatura permanece 

constante enquanto ocorre a transformação líquido-sólido (trecho B-C). Após esta 

transformação, uma posterior redução na temperatura implica em uma continua redução do 

volume específico (trecho C-D) gerando um solido cristalino. Por outro lado, se o resfriamento 

for suficientemente rápido (Choque Térmico), não haverá tempo para ocorrer à cristalização e 

um material não ordenado será obtido, em um estado metaestável denominado líquido super-

resfriado (trecho B-E). 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

Figura 2: Definição da temperatura de transição vítrea, a partir de J. E. Shelby [20, 29]. 
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À medida que a temperatura decresce, há um aumento contínuo da viscosidade 

impedindo a organização estrutural conforme analisado em solido cristalino. Nesse processo o 

volume especifico varia linearmente até a temperatura TgF (Temperatura de transição vítrea), 

definida a partir da extrapolação das retas do volume especifico em função da temperatura, na 

região de transformação vítrea. Como TgF depende do processo de aquecimento, este parâmetro 

não se caracteriza como uma propriedade intrínseca do vidro.  

A temperatura fictícia TgL, definida pela extrapolação da curva suave do volume 

especifico na região de transformação vítrea, é útil para diferenciar os métodos de resfriamento 

caracterizando vidros com menor volume especifico conforme o resfriamento é mais lento [5, 

43].      

 

2.6 O vidro CaO - Al2O3 - SiO2  

 

Em 1909, com Shepherd [30], os vidros aluminosilicatos de cálcio com baixa 

concentração de sílica (Low Silica Calcium Aluminosilicate – LSCAS) começaram a ser 

estudados. Inicialmente quando ele estudava a formação de vidro CaO - Al2O3, analisando o 

diagrama de fase do sistema ternário MgO-CaO-Al2O3. Contudo pouca quantidade de material 

foi obtido nesse processo, da ordem de miligramas, e com baixa estabilidade vítrea [5].    

Problema que foi contornado por Stanwarth [31] e Sun [32], entre 1948 e 1949, quando 

acrescentaram ao sistema binário CaO - Al2O3
 o oxido de silício SiO2

 [33] com concentrações 

abaixo de 10%, para não afetar a transmitância no infra vermelho. Outro problema contornado 

foi a presença da hidroxila OH- nas amostras produzidas em atmosfera a ar, esta que influência 

na banda de absorção de 2,8 a 3,0 µm, a qual foi eliminada realizando produção de amostras 

em atmosfera a vácuo [34].     

Composições de vidros no sistema Al2O3-CaO-SiO2-MgO para concentrações de sílica 

variando de 3,5 a 8,9 (% em massa) foram estudadas por Oprea et al [35]. Neste estudo foi 

observado que o índice de refração aumenta com a concentração de CaO, sugerindo que a 

estrutura do vidro muda com a adição de pequenas quantidades de CaO. Devido a estabilidade 

química e propriedades térmicas e espectroscópicas, esse sistema vem sendo preferencialmente 

escolhido para produção de materiais ópticos, sendo dopados com íons Terra Rara trivalentes.  
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2.7 Íons Terra Rara (TR) trivalentes   

 

A forte blindagem dos elétrons das camadas externas à subcamada 4f, subcamadas 5d e 

6s, dos íons TR, faz com que a influência do campo cristalino da matriz, onde o íon está 

inserido, seja pequena. Desta forma, a interação dos elétrons da subcamada 4f com os íons 

vizinhos é fraca, [36] por isso, uma das principais características dos espectros de absorção e 

emissão dos íons TR trivalentes (TR3+) são suas linhas estreitas (entre 10 e 100 cm-1) e sem 

grandes mudanças no perfil quando colocados em diferentes matrizes.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

Figura 3: Diagrama parcial dos níveis de energia dos íons TR trivalentes [37]. 

 

A blindagem também é responsável pelos tempos de vida dos íons TR3+ serem longos 

(μs e ms), uma vez que as transições entre 4f-4f são proibidas, e há uma necessidade da ação 

do campo cristalino para ocorrer mistura de paridade com configurações de paridade oposta. A 

Figura 3 mostra o diagrama de níveis de energia parciais dos íons TR3+ em LaCl3, publicado 
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por Dieke [37] em 1963. É possível observar uma grande quantidade de níveis de energia, os 

quais originam absorções e emissões em diferentes comprimentos de onda, desde a região do 

ultravioleta até a região do infravermelho. A luz desse fato estudaremos a teoria que engloba as 

características espectroscópicas dos íons TR e o campo cristalino da matriz vítrea, para analisar 

sua influência sobre o tempo de vida do estado excitado e eficiência quântica.  

 

2.8 Vidros dopados com Terra-Rara (TR) 

 

Com o propósito de obter o efeito luminescente nos vidros, pequenas quantidades de 

íons TR são adicionadas a matriz vítrea. Chamados dopantes, estes tem o objetivo de emitir luz 

com uma energia e comprimento de onda específicos de forma estável para produção de lasers 

de estado solido e amplificadores óticos. Para sua estabilidade, propriedades mecânicas e 

químicas especificas, são necessárias a esse fim, os vidros aluminosilicatos de cálcio se 

tornaram um forte candidato a produção de amplificadores óticos e lasers devido a satisfazer 

essas condições.        

Nesse sentido Uhlmann et al [38], em 1994, usando o modelo de Judd-Ofelt, 

determinaram algumas das propriedades do sistema Aluminato de Cálcio. Utilizando uma 

concentração máxima de 0,5% em mol de neodímio, encontraram uma eficiência quântica de 

0,8. Propriedades essas que são amplificas com a adição de SiO2 a matriz, permitindo o controle 

desse sistema ternário. A Figura 4 mostra o diagrama ternário para a temperatura de 1600oC, 

mostrando a região de contração na qual a combinação da Alumina, Oxido de Cálcio e Sílica 

resulta na formação de matrizes vítreas.  

 

  

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4: Diagrama de fase do sistema Aluminosilicato de cálcio mostrando as composições que vitrificaram e as 
composições que apresentaram a formação de cristais. As linhas azuis indicam a temperatura de 1600 ºC, na qual 
as composições se encontram no estado líquido, que foi apresentado por Shelby. [5, 39] 
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O GEFF vem trabalhando com os vidros CAS, com o objetivo de estudar suas 

propriedades espectroscópicas [40]. Esses estudos se baseiam principalmente na produção e 

caracterização destes vidros dopados e codopados com íons TR em diferentes concentrações de 

Sílica, variando entre 7% e 60% [2,3].  

 

2.8.1 Sobre o Érbio: Er3+ 

 

 Para nossos estudos sobre a eficiência quântica, através da teoria de Judd Ofelt, 

escolhemos o íon Érbio (Er3+), que é amplamente estudado em amplificadores de sinais óticos 

[41].  O íon Érbio tem sua camada 4f incompleta com configuração eletrônica Ln3+ {Xe}4f11. Os 

11 elétrons de sua camada participam diretamente de suas propriedades Físico – Químicas bem 

como na caracterização de seu estado fundamental, descrito pela interação Spin – Órbita que é 

representado pelo acoplamento Russel – Saunders como 2S +1LJ = 4I15/2 (Apêndice A). Outra 

propriedade importante desse íon Terra Rara é seu tempo de vida para o extado excitado 4I13/2 

(E ~ 6667cm-1  λ= 1,5 µm) que é da ordem de 8 – 10 ms [42], que é utilizado para transferência 

de dados em sistemas de telecomunicação [45]. Outro ponto importante se deve a estabilidade 

deste íon na matriz vítrea devido a estrutura de formação estável do estado de oxidação do íon 

Er3+ no vidro, não gerando outros estados de oxidação como, por exemplo, Er2+, também seu 

número de coordenação que representa o número de primeiros vizinhos que é igual a 6 [43] o 

que nos sugere uma estrutura octaédrica de oxigênios com o íon no centro [44], gerando uma 

pequena interação do campo cristalino com o íon, também devido à forte blindagem 

característica das camadas superiores a camada 4f  pelas camadas mais externas 5d e 6s. A 

Figura 5 mostra o diagrama dos níveis de energia do íon Terra Rara Érbio 3+.  

                                                                                                                             

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 5: ilustração dos níveis de energia íon Erbio, com destaque a transição de 1534 nm que é utilizada em 

meios de telecomunicações. [41] 
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Através da Figura 6 podemos verificar um mínimo de perda para o sinal óptico na região 

de 1,5 µm. Região essa onde o íon Érbio tem e absorção e emissão característica do estado 4I13/2, 

com alta eficiência quântica para os vidros alumino silicatos com baixa concentração de sílica 

[43]. Analisando a energia de fônons para esse vidro que é da ordem de 1000 cm-1, vemos que 

este estado dificilmente irá ter perda de energia por efeitos dissipativos como vibração da rede 

e liberação de energia na forma de fônons, pois conforme mostra a Figura 5 seria necessário 

que pelo menos 6 fônons fossem excitados para que o estado 4I13/2 decaísse de forma não 

radioativa, efeito esse que é pouco provável [45]. Chamada de terceira janela óptica, em 1550 

nm, esta foi utilizada pela empresa Nippon Telegraph and Telephone (NTT) que desenvolveu 

a tecnologia para utilizá-la com o mínimo de perda óptica para fibras de sílica, da ordem de 0,2 

dB/Km, fazendo uso de cabos de fibra ótica utilizando o íon Terra Rara Érbio [43, 45]. 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 6: Perdas das fibras ópticas de sílica, em função do comprimento de onda [46]. 

 

2.9 Transição de energia espontânea e estimulada    

 

 Para compreender os efeitos quânticos que alguns elementos químicos apresentam, 

como a luminescência por exemplo, a análise das transições entre os níveis de energia é 

fundamental. Para isso, devemos estudar a interação da radiação com a matéria. O espectro 

eletromagnético, apresentado na Figura 7, se estende sobre altas frequências (1023 Hz), curto 

comprimento de onda (10-15m), baixa frequência (102 Hz) e longo comprimento de onda (106 

m). Pela relação de Einstein, equação (2.1), a transição de energia entre dois estados só pode 
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ocorrer se a diferença de energia ∆𝐸 entre eles for proporcional a frequência 𝜈, do fóton emitido, 

na qual ℏ é a constante de Planck ℎ, dividida por 2𝜋 (ℏ = ℎ/2𝜋). [47]  

                                                      

    ∆𝐸 = ℏ𝜈                                                                     (2.1) 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 7: Espectro eletromagnético, com destaque na região do visível [48]. 

 

O espectro eletromagnético (Figura 7) é consequência de transições radiativas, que 

ocorrem entre os níveis de energia característicos a cada elemento químico. Estes efeitos são 

caracterizados como absorção, emissão estimulada e emissão espontânea.   

 

 

 

 

 

Figura 8: Ilustração esquemática dos três processos: (a) absorção, (b) emissão espontânea e (c) emissão 
estimulada. [47] 

 

 

Conforme a Figura 8, ao ser excitado, o nível de energia E𝑛 absorve o fóton ℏ𝜈, 

transitando para o nível de maior energia E𝑚, configurando o processo de absorção, (a). A 

emissão espontânea ocorre quando o fóton absorvido é emitido sem interação externa, (b), 

sendo sua frequência proporcional a diferença de energia conforme a equação (2.2). 

 

                             E𝑛 − E𝑚 = ℏ𝜈                  (2.2) 
 

A emissão estimulada ocorre quando o nível E𝑚, já populado pelo fóton, com energia 

ℏ𝜈 , é excitado, desencadeando a emissão estimulada de dois fótons (c).   
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Abaixo seguem-se três características fundamentais das transições radiativas [49]: 

 

i) As transição entre os níveis inicial e final só podem ocorrer caso a relação de 

Einstein for satisfeita, E𝑛 − E𝑚 = ℏ𝜈;   

 

ii) A radiação absorvida e emitida são indistinguíveis diante de sua frequência, fase e 

plano de polarização;  

 

iii) A probabilidade da transição estimulada por unidade de tempo é proporcional a 

densidade de energia do campo externo 𝜌𝜈, que é a energia por unidade de 

frequência do intervalo entre 𝜈 e 𝜈 + d𝜈 em seu volume.  

 

Diante destas características, Einstein relacionou as probabilidades de transição a 

densidade de energia através dos coeficientes a serem determinados: 

 

𝑊𝑛𝑚
𝐴 = B𝑛𝑚𝜌𝜈  Absorção estimulada;                         (2.3)  

𝑊𝑚𝑛
𝑆𝐸 = B𝑚𝑛𝜌𝜈  Emissão estimulada;                                       (2.4) 

𝑊𝑚𝑛
𝑆𝑃𝐸 = A𝑚𝑛     Emissão espontânea;                                      (2.5)  

 

Na qual  Wnm
A , Wmn

SE  e Wmn
SPE expressam, as probabilidades de transição para absorção, 

emissão estimulada e emissão espontânea por unidade de tempo, respectivamente. Na qual Bnm, 

Bmn e Amn são os coeficientes de Einstein [50]. 

Com o propósito de obtermos as relações entre B𝑛𝑚 , B𝑚𝑛 e A𝑚𝑛 iremos considerar um 

conjunto de estados quânticos, de um determinado objeto (ou corpo), em equilíbrio com o 

campo eletromagnético gerado pelas suas próprias transições, que está relacionado a 

temperatura deste corpo. Na qual os estados quânticos envolvidos nas transições não são 

degenerados, sendo conservado o número de transições dos estados m→n e n→m.  

 

      N𝑚→𝑛 = N𝑛→𝑚                               (2.6) 
 

O número de transições, N, está relacionado a probabilidades de transição por unidade 

de tempo (W) e ao número de estados no nível n [51]. Dessa forma a equação (2.6) pode ser 

escrita como 

  

                      W𝑚→𝑛n𝑚 = W𝑛→𝑚n𝑛.           (2.7)         
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Utilizando a distribuição de Boltzmann, para escrever o número de estados, n𝑚, do nível 

de energia, 𝐸𝑚, em função do número de estados, n𝑛, do nível de energia, 𝐸𝑛, e da temperatura 

T desse sistema, temos: 

 

                              n𝑚 = n𝑛𝑒
(
𝐸𝑚−𝐸𝑛

𝐾𝐵𝑇
)
                                              (2.8) 
 

 

Na qual 𝐾𝐵 é a constante de Boltzmann e T a temperatura em Kelvin. Sendo a 

probabilidade total das emissões do nível de energia  𝐸𝑚 para o 𝐸𝑛, a soma das emissões 

espontâneas  𝑊𝑚𝑛
𝑆𝑃𝐸  e das emissões estimuladas 𝑊𝑚𝑛

𝑆𝐸 . 

  

                W𝑚→𝑛 = 𝑊𝑚𝑛
𝑆𝑃𝐸 + 𝑊𝑚𝑛

𝑆𝐸                                             (2.9) 
  

Realizando as substituições das equações (2.3) e (2.5) na equação (2.9), obtemos, 

 

             W𝑚→𝑛 = A𝑚𝑛 + B𝑚𝑛𝜌𝜈                                             (2.10) 
 

Levando em consideração que a probabilidade de absorção, W𝑛→𝑚, é igual a 

probabilidade total de emissão, temos: 

 

 

                                        W𝑛→𝑚 = W𝑛→𝑚
𝐴 = B𝑛𝑚𝜌𝜈                                       (2.11) 

  

 E inserindo as equações (2.10) e (2.11) na equação (2.7), e utilizando a equação (2.8) 

temos as seguintes relações, 

 

 

                              (A𝑚𝑛 + B𝑚𝑛𝜌𝜔)n𝑚 = B𝑚𝑛𝜌𝜈 n𝑛                                    (2.12) 

 

e 

                             𝝆𝝂 = 
𝐀𝒎𝒏

𝐁𝒎𝒏
𝐁𝒏𝒎
𝐁𝒎𝒏

(𝒆
(
𝑬𝒎−𝑬𝒏

𝑲𝑩𝑻
)
−𝟏)

                           (2.13)             
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Através da equação (2.13), que expressa a densidade de estados em função da 

temperatura e dos coeficientes de Einstein, é estabelecida a comparação entre esta relação e a 

equação de Planck para radiação de corpo negro, escrita como: 

 

 

                                           𝝆𝝂 = 
𝝎𝟐

𝛑𝒄𝟑

ℏ𝝎

(𝒆
(

ℏ𝝎
𝑲𝑩𝑻

)
− 𝟏)

                                                    (2.14) 

 

 

Na qual, pela comparação das equações (2.13) e (2.14) temos as seguintes relações entre 

os coeficientes de Einstein: 

 

                                              B𝑚𝑛 = B𝑛𝑚                                                             (2.15) 
e   

 

                                  A𝑚𝑛 = 
𝜔3ℏ

π𝑐3 B𝑚𝑛                                 (2.16) 

  

Através da equação (2.15) temos que a probabilidade de emissão estimulada é igual a 

probabilidade de absorção estimulada, concluindo que materiais com característica de alta 

absorção, consequentemente apresenta alta emissão. 

 

2.10 Regras de seleção por paridade da Mecânica Quântica 

 

 

As transições entre os níveis de energia de um estado para outro não ocorrem sobre 

todas as possibilidades. Existem condições específicas que devem ser satisfeitas para que estas 

ocorram. No caso de transições estimuladas pela interação de dipolo elétrico, algumas regras 

devem ser respeitadas, estas são chamadas de regras de seleção. A regra de seleção por paridade 

da função de onda sobre o valor esperado do momento de dipolo, tem relação fundamental com 

a possibilidade de certas transições ocorrerem e outras não.  

A partir dessa regra de seleção, pode-se determinar a transição eletrônica, definida como 

cálculo do elemento de matriz do momento de dipolo elétrico, escrita como: 

 

                p𝑓𝑖 = 〈𝑖| p̂|𝑓〉     (2.17) 
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Onde p̂ é o operador momento de dipolo elétrico,  |𝑖⟩ e |𝑓⟩ são as representações 

quânticas dos estados inicial e final, respectivamente. Na qual para um átomo com apenas um 

elétron o momento de dipolo é escrito como o produto da carga, 𝑒, pela distância radial, 𝑟 : 

 

        p̅ = −𝑒 �̅�          (2.18) 

  

A transição entre os estados |𝑖⟩ e |𝑓⟩ só irá ocorrer caso o elemento de matriz,  p𝑓𝑖, seja 

não nulo,  p𝑓𝑖  ≠ 0. Caso contrário,  p𝑓𝑖 = 0, a transição é proibida por paridade [12]. Na 

qual, p𝑓𝑖, é escrito como: 

p𝑓𝑖 = −𝑒〈𝑖|�̅�|𝑓〉 =  −𝑒∫ Ψ𝑖
∗𝑟Ψ𝑓𝑑τ                           (2.19) 

 

O elemento de matriz p𝑓𝑖 está relacionado a integral sobre todo o espaço, na qual Ψ𝑖 e 

Ψ𝑓, são as funções de onda do esta inicial e final, respectivamente. Nesse caso a paridade do 

operador de dipolo elétrico e a paridade da função de onda relacionada a transição, são 

fundamentais para que a equação (2.19) seja igual ou diferente de zero. [51, 17] 

 

p𝑓𝑖 = −𝑒(
4𝜋

3
)1/2 ∫ 𝑅∗

𝑛𝑖 ,𝑙𝑖  
𝑟

+∞

0
𝑅𝑛𝑓 ,𝑙𝑓  𝑟

2 ∫ ∫ 𝑌𝑙𝑓 ,𝑚𝑓

∗𝜋

0

2𝜋

0
𝑌1 0𝑌𝑙𝑖 ,𝑚𝑖 

sin 𝜃 𝑑𝜃 𝑑𝜙     (2.20) 

 

 

Diante das propriedades dos harmônicos esféricos, temos as seguintes regras de seleção, 

na qual 𝑙𝑖 e 𝑙𝑓 são os números quânticos que representam o momento angular inicial e final da 

partícula, respectivamente, enquanto 𝑚𝑖 e 𝑚𝑓 representam a componente na direção z do 

momento angular total, J: 

 

                  𝑙𝑓 = 𝑙𝑖 ± 1      (2.21)                                                                                 

 

                                  𝑚𝑓 = 𝑚𝑖       (2.22)                                                                              

            Ou seja, 

        ∆𝑙 = ±1                    (2.23)                                                                              

 

        ∆𝑚 =  0                             (2.24)                                                                      

 



20 
 

 

Esse resultado é consequência da paridade dos harmônicos esféricos. Esta foi uma 

ferramenta extremamente importante para a questão das transições observadas entre os níveis 

da camada 4𝑓 dos íons TR, que são proibidas pela regra de seleção da mecânica quântica (Regra 

de Laporte), devido a seus estados quânticos da interação spin orbita, possuírem mesma 

paridade, anulando desta forma a integral do elemento de matriz do momento de dipolo elétrico 

da equação (2.17).   

Esse problema foi resolvido quando Judd e Ofelt desenvolveram, de forma 

independente, a técnica que mistura os estados do nível 4𝑓 por meio da interação com o termo 

impar do campo cristalino da rede ao qual o íon está imerso, fazendo com que a paridade das 

funções do elemento de matriz sejam opostas possibilitando a transição. Entretanto, foi Wigner 

quem mostrou que a regra de Laporte é consequência da regra de seleção de paridade. Esta 

regra é de extrema importância em transições eletrônicas entre níveis de energia, uma vez que 

ela é relaxada pela ação do potencial do campo cristalino. [52]  

 

2.11 Teoria de JUDD – OFELT 

 
 

A teoria de Judd-Ofelt, desde sua publicação, se tornou a ferramenta mais precisa com 

proposito de compreender e quantificar as características espectroscópicas de materiais 

luminescentes com base nas transições entre os níveis de energia, com relação aos íons TR. 

 

A teoria é baseada em três modelos para os quais são feitos as seguintes aproximações: 

 

i) O íon é considerado imerso em num campo elétrico estático produzido pelos íons 

vizinhos, que é o campo cristalino. 

 

ii) A outra aproximação é baseada no modelo do íon livre e nesse caso a interação com 

a matriz hospedeira é tratada como uma perturbação. Desconsideram-se interações 

entre elétrons de configurações diferentes. 

 

iii) O íon é, portanto, tratado com um íon isolado colocado em um campo eletrostático 

de simetria e intensidade própria, isto é, os íons vizinhos consistem de cargas 

eletrostáticas fixas. Esse é o chamado modelo estático. 
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A partir de tais aproximações podemos concluir que os resultados obtidos são de caráter 

teórico, pois não levam em consideração efeitos dissipativos como a perda de energia por 

efeitos térmicos ou por vibração da rede na forma de fônons. Contudo, são de extrema 

importância, devido ao resultado do tempo de vida previsto por este modelo ser o valor 

máximo para o respectivo material dopado com TR. Desta forma é possível a comparação 

da medida experimental pela luminescência com a análise teórica, resultando na eficiência 

quântica do material [52]. 

 

2.11.1 Interações para o íon Terra Rara 

 
 

O hamiltoniano, para o íon TR é composto por uma parte devido ao campo central, Ho, 

chamada de interação elétron núcleo, interação de repulsão entre os elétrons da eletrosfera, 

chamada de repulsão intereletrônica, Hee, interação Spin Orbita, HLS, e a interação com o campo 

cristalino, Hcc, que para nosso proposito em compreender as transições da subcamada 4f, este é 

tratado como potencial perturbativo, conforme mostrado na Figura 9. Que representa a 

diferença entre os níveis de energia de cada interação, bem como a representação dos estados 

em função do momento angular, L, momento de spin, S, momento angular total, J, e a 

componente z do momento angula total, M.  

 

 

 

 

 

 

  

 

 
 
Figura 9: Representação esquemática e ordem de magnitude dos efeitos intra-atômicos e interações 

do campo cristalino sobre a configuração 4𝒇𝒏. [53] 
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A partir do conhecimento qualitativo sobre o efeito do hamiltoniano do íon livre através 

da configuração 4𝑓𝑛, podemos construir a álgebra necessária para manipular o operador campo 

cristalino. Contudo, é necessário conhecer seus auto estados. Assim, o primeiro passo, consiste 

em construir as autofunções a partir dos operadores de momento angular L2, S2, J2 e J𝑧
2. Na 

qual L é o momento angular orbital, S o momento angular total de spin, J o momento angular 

total, J = L + S, e J𝑧 a componente z de J. Com L =  ∑ ℓ𝒊 e S =  ∑ 𝑠𝒊, sendo ℓ e 𝑠 o momento 

monoelétrico orbital e de spin respectivamente. O número quântico J (M𝐽 = −𝐽, −𝐽 +

1,   . . . , 𝐽 − 1, 𝐽) precisa satisfazer a condição  |L − S| ≤ J ≤ L + S. Para íons de terra rara, um 

esquema adequado para representar uma base de autofunções é o esquema de acoplamento L-

S conhecido como |(4𝑓𝑛)𝛼𝑆𝐿𝐽M𝐽⟩. Esta representação será útil para expressarmos os estados 

a serem expandidos através da teoria de perturbação da mecânica quântica [53]. Como dito 

anteriormente esses auto estados precisam ser misturados quanto a sua paridade de forma a 

relaxar a regra de Laporte.  

 

2.11.2 Hamiltoniano do sistema 

 

Algebricamente o hamiltoniano para íon Terra Rara é escrito como: 

 

        𝐻 =  (
−ℏ2

2
∑

1

𝑚𝑖

∇2

𝑖

− ∑
𝑍𝑒2

|𝑟�̅� − �̅�0|
𝑖

) + ∑
𝑒2

|𝑟�̅� − �̅�𝑖|
𝑗>𝑖

+ ∑𝜉𝑖�̅�. 𝑆̅

𝑖

+ ∑∑
𝑍𝑒2

|𝑟�̅� − �̅�𝑗|
𝑗𝑖

              (2. 25) 

 

 Na qual a primeira parte, entre parênteses, do hamiltoniano se deve a interação elétron 

núcleo. O segundo termo corresponde a interação eletrostática entre os elétrons da camada 

eletrônica, e o terceiro termo pertence à interação spin-órbita. 

O último termo está associado a interação de campo cristalino, (Hcc), que é gerado pela 

matriz hospedeira, na qual �̅�𝑗 é a distância média entre os íons fixos da matriz e o íon Terra 

Rara. [51] 

 

2.11.3 Potencial do campo cristalino 

 

Devido a simetria esférica com que é tratado o potencial do campo cristalino iremos 

expandi-lo em função dos polinômios de Legendre 𝑃𝑘(cos 𝜃𝑘). Dessa maneira, temos que: 
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                         ∑∑
𝑍𝑒2

|𝑟�̅� − �̅�𝑗|
𝑗𝑖

= 
𝑍𝑒2

�̅�𝑗

∑(
𝑟𝑖
𝑅𝑗

)

𝑙

𝑃𝑙(cos 𝜃𝑖𝑗)

𝑙=0

                                            (2. 26) 

 

                    𝑃𝑙(cos 𝜃𝑖𝑗) =
4𝜋

(2𝑙 + 1)
∑ 𝑌𝑙𝑚

∗ (𝜃𝑗 , 𝜑𝑗)

𝑙

𝑚= −𝑙

 𝑌𝑙𝑚(𝜃𝑖 , 𝜑𝑖)                                     (2. 27) 

 

Expressando o potencial campo cristalino em função dos harmônicos esféricos e 

isolando o termo da coordenada radial 𝑟𝑖
𝑙 temos [54]:  

 

𝑍𝑒2

|𝑟�̅� − �̅�𝑗|
=  𝑍𝑒2 ∑ ∑

𝑟𝑖
𝑙

𝑅𝑗
𝑙+1

√
4𝜋

(2𝑙 + 1)
𝑌𝑙𝑚

∗ (𝜃𝑗 , 𝜑𝑗)

𝑙

𝑚= −𝑙

 √
4𝜋

(2𝑙 + 1)
𝑌𝑙𝑚(𝜃𝑖, 𝜑𝑖)              (2. 28)

𝑙

𝑙=0

 

 
 

= ∑ ∑ (
𝑍𝑒2

𝑅𝑗
𝑙+1

√
4𝜋

(2𝑙 + 1)
𝑌𝑙𝑚

∗ (𝜃𝑗, 𝜑𝑗)) 𝑟𝑖
𝑙

𝑙

𝑚= −𝑙

 (√
4𝜋

(2𝑙 + 1)
𝑌𝑙𝑚(𝜃𝑖, 𝜑𝑖))

𝑙

𝑙=0

                 (2. 29) 

 
 

   = ∑𝐴𝑙𝑚

𝑚,𝑙

𝑟𝑖
𝑙𝐶𝑚

(𝑙)
                                                                    (2. 30) 

 

            Na qual 𝐶𝑚
(𝑙)

 é chamado de Operador de Racah 𝐶(𝑘). 

 

𝐶𝑚
(𝑙)

 =  √
4𝜋

(2𝑙 + 1)
𝑌𝑙𝑚(𝜃𝑖, 𝜑𝑖)                                                       (2. 31) 

E 𝑨𝒎𝒍 é dado por: 

𝐴𝑚𝑙  =  
𝑍𝑒2

𝑅𝑗
𝑙+1

√
4𝜋

(2𝑙 + 1)
𝑌𝑙𝑚

∗ (𝜃𝑗 , 𝜑𝑗)                                             (2. 32) 

 

            O Hamiltoniano pode ser escrito como: 

 

𝑉𝑐𝑐  =  ∑𝐴𝑙𝑚

𝑚,𝑙

𝐷𝑚
(𝑙)

                                                            (2. 33) 

            Na qual  
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𝐷𝑚
(𝑙)

 =   𝑟𝑖
𝑙𝐶𝑚

(𝑙)
.                                                                (2. 34) 

            Esses operadores são chamados operadores multipolo elétrico [12]. Escrito como: 

𝐷𝑞
(𝑘)

=  𝑒√
4𝜋

 (2𝑘 + 1)
𝑟𝑘𝑌𝑘𝑞                                                       (2. 35) 

 

            Para o operador dipolo elétrico tem-se 𝑘 = 1 e para quadrupolo 𝑘 = 2 e assim, 

sucessivamente [51, 55].  

 

            Na qual        

 𝑌𝑙𝑚(𝜃𝑗 , 𝜑𝑗)   = √
(2𝑙 + 1)(𝑙 − 1)!

4𝜋 (𝑙 + 𝑚)!
𝑃𝑙

𝑚(cos 𝜃𝑖)𝑒
−𝑖𝑚𝜑                                      (2. 36) 

e  

 

𝑃𝑙
𝑚(𝑥 = cos 𝜃𝑖) = (1 − 𝑥)

𝑚
2⁄

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
𝑃𝑙(𝑥).                                         (2. 37) 

 

2.11.4 Momento de dipolo elétrico do i-ésimo elétron 

 

O operador momento dipolo elétrico pode ser expresso em termos do operador que 

representa a posição radial e angular, da seguinte forma: 

 

𝑃 = −𝑒𝐷𝑚
(𝑙)

= −𝑒∑∑𝑟𝑖𝐶𝑚
(𝑙)(𝜃𝑖 , 𝜑𝑖)

𝑚𝑖

,                                     (2. 38) 

 

Na qual 𝑟𝑖 é a coordenada radial do i-ésimo elétron. 𝐶𝑚
(𝑙)

, é o m-ésimo componente do 

harmônico esférico de ordem l e 𝜃𝑖, 𝜑𝑖 são as coordenadas do i-ésimo elétron [13]. Como já 

discutido na seção 2.11.2 para o hamiltoniano do íon livre, a interação do campo cristalino é 

menor que as demais interações sendo possível tomá-lo como um potencial perturbativo, (Ho > 

Hee > HLS > Hcc). O operador dipolo elétrico é um operador ímpar, portanto, só conecta estados 

com paridades diferentes. A Tabela 3 resume as regras de seleção para transições medidas por 

dipolo elétrico. 
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Tabela 3: Transições permitidas e proibidas pelo operador dipolo elétrico. Regras de seleção para 
transições medidas por dipolo elétrico. 
 

Transições permitidas Transições proibidas 

s → p s → s 

p → d p→ p 

d → f d → d 

f → g f → f 

s → f g → g 

p → g  

 

 Devido a interação das cargas elétricas dos íons lantanídeos com o campo cristalino 

gerado pela matriz hospedeira, dipolos elétricos são gerados. Logo, pelas regras de seleção, as 

transições f – f são proibidas, permitindo apenas as transições por troca de paridade. Lembrando 

que os números quânticos secundários p e f são ímpares e s e d são pares. Portanto as transições 

f – f  são de mesma paridade para os estados da interação spin orbita, conforme tratado no 

modelo de Judd Ofelt.  

Esses efeitos e a forma como o hamiltoniano do campo cristalino mistura a paridade da 

interação spin orbita para descrever essas transições serão analisados na próxima seção, onde 

iremos analisar a teoria de Judd – Ofelt, a partir de seus artigos [12, 13]. 

 

2.11.5 Estrutura algébrica do modelo de Judd – Ofelt 

 

Reescrevendo o potencial do campo cristalino a partir do operador 𝐷𝑝
(𝑡)

, Eq. (2.33), 

temos: 

𝑉𝑐𝑐  =  ∑𝐴𝑡𝑝

𝑡,𝑝

𝐷𝑝
(𝑡)

                                                  (49)(2. 39) 

 

A parte relacionada ao campo cristalino local está vinculada ao temo 𝐴𝑡𝑝, a qual é função 

da posição dos íons da rede em relação ao TR. Devido a paridade ímpar do operador 𝑉𝑐𝑐 estar 

relacionada diretamente a mistura dos estados da interação spin orbita, este operador é separado 

em termos de paridade par e ímpar: 
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   𝐻 =  𝐻𝑜 + 𝑉𝑐𝑐 
𝑝𝑎𝑟 + 𝑉𝑐𝑐 

𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟                                     (50)(2. 40) 

 

Na qual Ho é o operador de paridade par (eletrostática, spin-órbita) e 𝑉𝑐𝑐 
𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟o potencial 

do campo cristalino de ordem t, ímpar. Este tem a funcionalidade de misturar os estados do 

nível fundamental através da série perturbativa. A parte par, 𝑉𝑐𝑐 
𝑝𝑎𝑟 não mistura os estados de 

paridade oposta, como 𝑉𝑐𝑐  
𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 o faz, de forma que a parte ímpar do potencial do campo 

cristalino é a parte a ser manipulada, escrita como: 

 

 

                               𝐻|𝜙𝑎⟩ = (𝐻′ + 𝑉𝑐𝑐 
𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟)|𝜙𝑎⟩ = 𝐸𝑎

∗|𝜙𝑎⟩                                  ()(2. 41) 

 

Na qual 

 

                                   |𝜙𝑎⟩ = ∑𝐴𝑎|𝑓
𝑥𝛼𝑆𝐿𝐽𝐽𝑧⟩,                                                (52)(2. 42) 

 

 

a soma se estende ao longo de todos os números quânticos e o número “A” é real, pois o 

operador do potencial de campo cristalino é hermitiano, um observável. 

Segundo Condon e Shortley [56], define-se que a linha de força como: 

 

𝑆(𝑎, 𝑏)  =  ∑|〈𝛼|�̂�|𝛽〉|
2

𝛼𝛽

                                                     (2. 43) 

 

Na qual  �̂� é o operador momento dipolo elétrico (P) ou magnético (M), e 𝛼 e 𝛽 são as 

componentes dos estados a e b, respectivamente. A equação (2.43) também pode ser 

compreendida como a probabilidade do estado inicial |𝜶⟩, sobre a ação do operador �̂�, ser 

encontrado no nível de energia do estado |𝛽⟩. Os operadores momento dipolo magnético e 

elétrico são dados por: 

 

                                            M̅ =  −
𝑒

2𝜇𝑐
∑ (�̅�𝑖 + 2𝑆�̅�)𝑖                               (54)(1.140)(2. 44) 

                                               P̅ =  −𝑒∑ �̅�𝑖𝑖                                           (55)(1.141(2. 45) 
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Respectivamente, onde e e μ são a carga e massa do elétron, respectivamente e c a 

velocidade da luz. 

Utilizando a formulação de Racah do tensor irredutível nos operadores das equações 

(2.45) e (2.44) podemos escrever componente tensorial do vetor 𝑣, no plano complexo, como: 

 

�̂�1
(1)

 =
−𝑖𝑣𝑥 + 𝑣𝑦

√2
                                          (56)(1.14(2. 46) 

�̂�0
(1)

 = 𝑖𝑣𝑧                                            (57)(1.143)(2. 47) 

�̂�−1
(1)

 =
𝑖𝑣𝑥 + 𝑣𝑦

√2
                                                           ((2. 48) 

  

             Esse resultado vem da condição se 𝑙 = 1   𝑚 =  −1, 0, 1 pois  −𝑙 ≤ 𝑚 ≤ 𝑙, que será 

usada no momento de dipolo elétrico, quando calcularmos seu valor esperado (média) entre os 

estados fundamental e excitado. Esta forma de representar o operador é baseada na estrutura do 

operador tensorial, como por exemplo, 𝑌𝑙𝑚(�̂�), onde a orientação de �̂� é caracterizada por 𝜃 e 

𝜑, é somente um operador quando expresso em função das coordenas radiais, no entanto quando 

substituirmos �̂� por um vetor V qualquer. O resultado é que temos um tensor esférico de ordem 

𝑘 em lugar de 𝑙, ou seja, 𝑇𝑞
(𝑘)

= 𝑌𝑙=𝑘
𝑚=𝑞(𝑉) [57]. 

Nesta notação, suprimiu-se as constantes −
𝑒

2𝜇𝑐
  e  −𝑒. E rescrevendo o cálculo da 

equação (2.45) e (2.44) temos: 

 

                                              M̅ =  ∑ (𝐿𝑖
(1) + 2𝑆𝑖

(1))𝑖                                                   (2. 49) 

 

                                               P̅ = ∑ 𝑟𝑖 𝐶𝑖
(1)

                                                             (2. 50) 
 

Na qual 𝐶𝑖
(1)

 é um operador tensorial normalizado do polinômio de Legendre e o 

subscrito 𝑖 indica que este é um operador de uma partícula. De forma que a linha de força linha, 

equação (2.43) é escrita como: 

 

𝑆(𝑎, 𝑏) = ∑(|⟨𝛼|𝑣1
(1)

|𝛽⟩|
2

+ |⟨𝛼|𝑣0
(1)

|𝛽⟩|
2

+ |⟨𝛼|𝑣−1
(1)

|𝛽⟩|
2

)

𝛼,𝛽

                        (2. 51) 
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Na qual a equação acima determina a probabilidade de transição do estado |𝛼⟩ para o 

estado |𝛽⟩, que é chamada em espectroscopia como linha de força do oscilador, onde o elemento 

de matriz ⟨𝛼|𝑣𝑖|𝛽⟩ é definido como a amplitude da transição [58]. 

Uma vez que a radiação do íon dentro do cristal é polarizada, separa-se a linha de força 

em dois termos como indicado nos parênteses, denotando o primeiro termo por Sσ e o segundo 

por Sπ, correspondendo à polarização σ e π para a transição dipolo elétrico, respectivamente. 

 

                                             𝑆(𝑎, 𝑏) = 𝑆σ(𝑎, 𝑏)  + 𝑆π(𝑎, 𝑏)                                               (2. 52) 

 

Como as polarizações σ e π são intercargas, a equação (2.52) não depende do dipolo 

magnético. 

Visto que a polarização está relacionada com a alta simetria cristalina, o que não 

acontece com os sólidos amorfos, por não terem simetria de longo alcance e sim uma simetria 

local, logo sua linha de força, 𝑆, para matriz amorfa, se resume a um único termo.  

Os cálculos serão feitos para o i-ésimo componente do operador dipolo e o resultado 

será substituído na equação (2.52), dependendo de qual tipo de transição estará sendo 

considerada. Na qual a probabilidade de transição está relacionada com a linha de força através 

dos coeficientes de Einstein A e B [56], como: 

  

* Emissão espontânea 

                              𝐴σ (π)(𝛼, 𝛽) =
64𝜋4𝜐3

3ℎ
𝑆σ(π)(𝑎, 𝑏)                                                  (2. 53) 

* Absorção 

𝐵σ (π)(𝛼, 𝛽) =
8𝜋3

3ℎ2𝑐
𝑆σ(π)(𝑎, 𝑏)                                                 (2. 54) 

 

Na qual υ é a frequência em cm-1 entre os dois níveis considerados. 

 

2.11.6 Transição dipolo elétrico 

 

O operador dipolo elétrico do elemento de matriz da equação (2.43) conecta apenas 

estados de paridade oposta, em virtude desta propriedade e da teoria de perturbação aplicada ao 

potencial do campo cristalino, a qual promove a mistura dos estados da configuração 4f N, 
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equação (2.40), através do estado excitado |β⟩, de configuração oposta (4f N-1 5d) e de energia 

𝐸β, escrito como: 

 

                                      |β⟩   =  ∑𝐴𝛽|𝑓𝑁𝛼𝑆𝐿𝐽𝐽𝑧⟩                                                     (2. 55) 

 

Na qual o somatório se estende ao longo dos números quânticos, 𝛼𝑆𝐿𝐽𝐽𝑧 

Considerando a transição entre dois níveis de configuração 4𝑓𝑁 de energia 𝐸a e  𝐸b, 

com auto estados  |𝜙𝑎⟩ e |𝜙𝑏⟩ expandidos, a partir da equação (2.42), o estado de paridade 

misturada |𝜒𝑎⟩ é escrito, em função do termo ímpar do potencial do campo cristalino, como: 

 

 

                                   |𝜒𝑎⟩ =   |𝜙𝑎⟩ + ∑
〈𝛽|𝑉𝑐𝑐  

𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟|𝜙𝑎〉

𝐸a − 𝐸β 
  |𝛽⟩                                     (2. 56) 

 

Mesmo para  |𝜒𝑏⟩ 

                                   |𝜒𝑏⟩ =   |𝜙𝑏⟩ + ∑
〈𝛽|𝑉𝑐𝑐 

𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟|𝜙𝑏〉

𝐸b − 𝐸β 
  |𝛽⟩                                     (2. 57) 

 

Lembrando que  |𝜙𝑎⟩ e  |𝜙𝑏⟩ são construídos com a mesma paridade, e devido a isto 

esses estados são expandidos através do potencial do campo cristalino, que conecta estados de 

paridade oposta, de forma a não zerar o elemento de matriz do dipolo elétrico, equação (2.58). 

O elemento de matriz entre dois estados de paridade misturada  |𝜒𝛼⟩ e  |𝜒𝛽⟩ do operador de 

momento dipolo P̅(1) é escrito como: 

 

 

 ⟨𝜒𝑎|P̅
(1)|𝜒𝑏⟩ = (⟨𝜙𝑎| + ∑

〈𝜙𝑎|𝑉𝑐𝑐  
𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟|𝛽〉

𝐸a − 𝐸β 
 ⟨𝛽|) P̅(1) ( |𝜙𝑏⟩ + ∑

〈𝛽|𝑉𝑐𝑐  
𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟|𝜙𝑏〉

𝐸b − 𝐸β 
  |𝛽⟩) (2. 58) 

 

 

 ⟨𝜒𝑎|P̅
(1)|𝜒𝑏⟩ = ⟨𝜙𝑎|P̅

(1) |𝜙𝑏⟩ + ∑
〈𝜙𝑎|𝑉𝑐𝑐  

𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟|𝛽〉

𝐸a − 𝐸β 
 ⟨𝛽|P̅(1) |𝜙𝑏⟩ + ∑

〈𝛽|𝑉𝑐𝑐  
𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟|𝜙𝑏〉

𝐸b − 𝐸β 
 ⟨𝜙𝑎|P̅

(1) |𝛽⟩ 

 

 

+∑∑
〈𝜙𝑎|𝑉𝑐𝑐  

𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟|𝛽〉

𝐸a − 𝐸β 

〈𝛽|𝑉𝑐𝑐  
𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟|𝜙𝑏〉

𝐸b − 𝐸β 
⟨𝛽|P̅(1) |𝛽⟩                                                                                         (2. 59) 
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Os elementos de matriz ⟨𝜙𝑎|P̅
(1) |𝜙𝑏⟩ e ⟨𝛽|P̅(1) |𝛽⟩ são nulos, devido aos estados da 

transição terem a mesma paridade.   

 

 

 ⟨𝜒𝑎|P̅
(1)|𝜒𝑏⟩ = ∑

〈𝜙𝑎|𝑉𝑐𝑐  
𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟|𝛽〉

𝐸a − 𝐸β 
 ⟨𝛽|P̅(1) |𝜙𝑏⟩ + ∑

〈𝛽|𝑉𝑐𝑐  
𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟|𝜙𝑏〉

𝐸b − 𝐸β 
 ⟨𝜙𝑎|P̅

(1) |𝛽⟩         (2. 60) 

 

Na qual  |𝜙𝑎⟩  e  |𝜙𝑏⟩ tem mesma paridade (estados 4𝑓𝑁), enquanto  |𝛽⟩ tem paridade 

oposta (estados 4𝑓𝑁−15d) sendo misturados por 𝑉𝑐𝑐  
𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 [52]. 

 

2.11.7 Aproximações do modelo 

 

Reescrevendo o elemento de matriz do momento de dipolo e substituindo o potencial, 

conforme a equação (2.60), e escrevendo os estados a partir da representação de seus 

operadores, temos: 

 

 ⟨𝜒𝑎|P̅
(1)|𝜒𝑏⟩ =  ∑𝑎𝑀𝑎′

𝑀′𝐴𝑡𝑝

〈𝑙𝑁𝜓𝐽𝑀|𝐷𝑞
(1)

|𝑙𝑁−1(𝑛′𝑙′)𝜓′′𝐽′′𝑀′′〉〈𝑙𝑁−1(𝑛′𝑙′)𝜓′′𝐽′′𝑀′′|𝐷𝑞
(𝑡)|𝑙𝑁𝜓′𝐽′𝑀′〉

𝐸(𝜓′𝐽′) − 𝐸(𝑛′𝑙′, 𝜓′′𝐽′′) 
 

 

+  ∑𝑎𝑀𝑎′
𝑀′𝐴𝑡𝑝

〈𝑙𝑁𝜓𝐽𝑀|𝐷𝑞
(1)

|𝑙𝑁−1(𝑛′𝑙′)𝜓′′𝐽′′𝑀′′〉〈𝑙𝑁−1(𝑛′𝑙′)𝜓′′𝐽′′𝑀′′|𝐷𝑞
(𝑡)|𝑙𝑁𝜓′𝐽′𝑀′〉

𝐸(𝜓𝐽) − 𝐸(𝑛′𝑙′, 𝜓′′𝐽′′) 
                     (2. 61) 

 

A soma se estende sobre 𝑀, 𝑀′, t , p e outros números quânticos necessários para 

determinar a configuração do estado excitado, como 𝑛′ de 𝑙𝑁−1(𝑛′𝑙′). [12] 

A relação comum aos termos da soma  

 

                                         |𝑙𝑁−1(𝑛′𝑙′)𝜓′′𝐽′′𝑀′′⟩⟨𝑙𝑁−1(𝑛′𝑙′)𝜓′′𝐽′′𝑀′′|,                                             (2. 62)  

 
 

na equação (2.61) está vinculada ao operador de completeza, ou relação de fechamento, gerando 

o produto dos operadores  𝐷𝑝
(1)

 e 𝐷𝑞
(𝑡)

 em um único operador, 𝑇𝑝+𝑞
(𝜆)

, equação (2.64), que atua 

entre os estados da configuração 𝑙𝑁. Que foram expandidos a partir dos estados de acoplamento 

spin orbita de Russel Saunder   

   ⟨𝑙𝑁𝛾𝑆𝐿𝐽𝑀|                                                          (2. 63) 
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  A partir da soma sobre 𝐽′′ e 𝑀′′,  a equação (2.61) é reescrita como: 

 

 

∑ 〈𝑙𝑁𝛾𝑆𝐿𝐽𝑀|𝐷𝑝
(1)

|𝑙𝑁−1(𝑛′𝑙′)𝛾′′𝑆𝐿′′𝐽′′𝑀′′〉〈𝑙𝑁−1(𝑛′𝑙′)𝛾′′𝑆𝐿′′𝐽′′𝑀′′|𝐷𝑞
(𝑡)|𝑙𝑁𝛾′𝑆𝐿′𝐽′𝑀′〉

𝐽′′𝑀′′

 = 

                  

 ∑(−1)𝑝+𝑞+𝐿+𝐿′
(2𝜆 + 1)

𝜆

(
1 𝜆 𝑡
𝑞 −(𝑝 + 𝑞) 𝑝

) {
1 𝜆 𝑡
𝐿 𝐿′ 𝐿

} 〈𝑙𝑁𝛾𝑆𝐿𝐽𝑀|𝑇𝑝+𝑞
(𝜆)

|𝑙𝑁𝛾′𝑆𝐿′𝐽′𝑀′〉        (2. 64) 

 

 

Na qual  

 

〈𝐿|𝑇(𝜆)|𝐿′〉 = ∑ 〈𝐿|𝐷(1)|𝐿′′⟩⟨𝐿′′|𝐷(𝑡)|𝐿′〉𝐿′′                                          (2. 65)  

 

 

A equação (2.65) é equivalente à regra de soma de Biedenharm-Elliott [59] que foi 

utilizada por B. R. Judd para representar as transições através do operadores de dipolo elétrico 

e potencial do campo cristalino. A equação (2.64) e (2.65) pode ser avaliadas, com mais 

detalhes a partir do apêndice B que trata dos símbolos de Wigner – Eckart e os coeficientes de 

Clebsch – Gordon. O análogo da equação (2.64) é  

 

∑ 〈𝑙𝑁𝛾𝑆𝐿𝐽𝑀|𝐷𝑞
(1)

|𝑙𝑁−1(𝑛′𝑙′)𝛾′′𝑆𝐿′′𝐽′′𝑀′′〉〈𝑙𝑁−1(𝑛′𝑙′)𝛾′′𝑆𝐿′′𝐽′′𝑀′′|𝐷𝑞
(𝑡)|𝑙𝑁𝛾′𝑆𝐿′𝐽′𝑀′〉

𝐽′′𝑀′′𝜓′′

 = 

 

        ∑(−1)𝑝+𝑞(2𝜆 + 1)

𝜆

(
1 𝜆 𝑡
𝑞 −(𝑝 + 𝑞) 𝑝

) {
1 𝜆 𝑡
𝑙 𝑙′ 𝑙

} 〈𝑙𝑁𝜓𝐽𝑀|𝑈𝑝+𝑞
(𝜆)

|𝑙𝑁𝜓′𝐽′𝑀′〉 

       × 〈𝑙𝑁|𝐷𝑞
(1)

|𝑙𝑁−1(𝑛′𝑙′)〉〈𝑙𝑁−1(𝑛′𝑙′)|𝐷𝑝
(𝑡)|𝑙𝑁〉                                                                                (2. 66) 

 

 

Na qual os dois últimos termos são escritos como: 

 

                     〈𝑙𝑁|𝐷𝑞
(1)

|𝑙𝑁−1(𝑛′𝑙′)〉 =  〈𝑙𝑁|𝑟𝐶𝑞
(1)

|𝑙𝑁−1(𝑛′𝑙′)〉 =  〈𝑛𝑙|𝑟(1)|𝑛′𝑙′〉〈𝑙|𝐶(1)|𝑙′〉     

 

e 

              〈𝑙𝑁−1(𝑛′𝑙′)|𝐷𝑝
(𝑡)|𝑙𝑁〉 =  〈𝑙𝑁|𝑟𝐶𝑞

(𝑡)|𝑙𝑁−1(𝑛′𝑙′)〉 =  〈𝑛𝑙|𝑟(𝑡)|𝑛′𝑙′〉〈𝑙|𝐶(𝑡)|𝑙′〉                      (2. 67) 
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Na qual 𝑈(𝜆) é a soma sobre todos os tensores de elétrons, de um único elétron 𝑢(𝜆), 

em que  

                                   〈𝑙|𝑢(𝜆)|𝑙′〉 = 1                                                                             (2. 68) 

 

Na qual 

                                       〈𝑛𝑙|𝑟𝑘|𝑛′𝑙′〉 = ∫ ∑ℛ(𝑛𝑙)𝑟𝑘
∞

0
ℛ(𝑛′𝑙′)𝑑𝑟                                          (2. 69) 

 

Onde ℛ(𝑛𝑙) é a parte radial da autofunção de um único elétron. 

A equação (2.66) pode ser utilizada para simplificar o primeiro produto do lado direito 

da equação (2.61). Outra simplificação pode ser feita devido a permutação par que é invariante 

aos símbolos de Wigner,  

 

                (
1 𝜆 𝑡
𝑞 −(𝑝 + 𝑞) 𝑝

) = (−1)1+ 𝜆+𝑡 (
𝑡 𝜆 1
𝑝 −(𝑝 + 𝑞) 𝑞

)                        (2. 70)            

 

as duas partes da equação (2.61) se cancelam, se 1 +  𝜆 + 𝑡 for ímpar e serão iguais de for par. 

 Pelas propriedades dos símbolos dos símbolos 3-j podemos obter as regras de seleção 

para 𝜆. Para uma transição da subcamada f  [41] o momento angular l assume o valor 3, ou seja 

 

(
1 𝜆 𝑡
𝑙 𝑓 𝑙

) = (
1 𝜆 𝑡
3 𝑓 3

) 

 

|3 − 3| ≤ 𝜆 ≤ |3 + 3|  →  0 ≤ 𝜆 ≤ 6                                           (2. 71) 

 

A condição, sobre a simetria dos símbolos de Wigner, é satisfeita se λ for par, logo λ = 

2, 4 e 6, uma vez que t está associado aos termos ímpares do potencial do campo cristalino, 

visto que a teoria de Judd-Ofelt afirma que este potencial mistura a configuração 4𝑓𝑁 (não mais 

pura) que passa a ter contribuições das configurações excitadas com paridade oposta, e portanto 

a transição por dipolo elétrico passa a ser permitida por paridade. 

 Outra aproximação a ser feita consiste em utilizarmos o denominador comum a 

expressão (2.61). 

 

𝐸(𝜓′𝐽′) − 𝐸(𝑛′𝑙′, 𝜓′′𝐽′′)                                                           (2. 72) 
e 

                                   𝐸(𝜓𝐽) − 𝐸(𝑛′𝑙′, 𝜓′′𝐽′′)                                                             (2. 73)  
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∆𝐸(4𝑓,  𝑛′𝑙′) 

 

Que são supostamente independentes de 𝜓′′ e 𝐽′′, sejam iguais, ou seja: 

                                         

                         𝐸(𝜓′𝐽′) − 𝐸(𝑛′𝑙′, 𝜓′′𝐽′′)  = 𝐸(𝜓𝐽) − 𝐸(𝑛′𝑙′, 𝜓′′𝐽′′) =  ∆𝐸(𝑛′, 𝑙′)                          (2. 74) 

 

Que significa dizer que a diferença de energia entre os níveis da configuração 

4𝑓𝑁−1(𝑛′, 𝑙′) são bem menores do que a diferença de energia de um estado 4𝑓𝑁 para um estado 

4𝑓𝑁−1(𝑛′, 𝑙′). O equivalente a supor que a diferença de energia de um estado 

interconfiguracional 4𝑓𝑁 para outro 4𝑓𝑁−1(𝑛′, 𝑙′) é bem maior que a diferença de energia 

intraconfiguracionais dos níveis 4𝑓𝑁 e 4𝑓𝑁−1(𝑛′, 𝑙′), como indicado na Figura 10. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                      

    HLS                              HCC 

Figura 10: Representação da interação do campo ligante ou campo cristalino. [60] 

 

 A equação (2.61) pode, agora, ser escrita de acordo com: 

 

∑𝑎𝑀𝑎′
𝑀′𝐴𝑡𝑝

〈𝑙𝑁𝜓𝐽𝑀|𝐷𝑞
(1)

|𝑙𝑁−1(𝑛′𝑙′)𝜓′′𝐽′′𝑀′′〉〈𝑙𝑁−1(𝑛′𝑙′)𝜓′′𝐽′′𝑀′′|𝐷𝑞
(𝑡)|𝑙𝑁𝜓′𝐽′𝑀′〉

𝐸(𝜓′𝐽′) − 𝐸(𝑛′𝑙′, 𝜓′′𝐽′′) 
= 

 

∑
𝐴𝑡𝑝(−1)𝑝+𝑞(2𝜆 + 1)(−1)1+𝜆+𝑡

∆𝐸(𝑛′, 𝑙′)
𝜆

(
1 𝜆 𝑡
𝑞 −(𝑝 + 𝑞) 𝑝

) {
1 𝜆 𝑡
𝑙 𝑙′ 𝑙

} 〈𝑙𝑁𝜓𝐽𝑀|𝑈𝑝+𝑞
(𝜆)

|𝑙𝑁𝜓′𝐽′𝑀′〉 

× 〈𝑛𝑙|𝑟(1)|𝑛′𝑙′〉〈𝑙|𝐶(1)|𝑙′〉〈𝑛𝑙|𝑟(𝑡)|𝑛′𝑙′〉〈𝑙|𝐶(𝑡)|𝑙′〉                                                                          (2. 75) 

 

Então o momento pode ser calculado por: 

  

4𝑓𝑁−1(𝑛′, 𝑙′) 

𝐸4𝑓𝑁  

𝐸4𝑓𝑁 −  𝐸𝑛′,𝑙′  

∆𝐸4𝑓 

∆𝐸4𝑓 ≪  ∆𝐸4𝑓,  𝑛′𝑙′ 

∆𝐸4𝑓(𝑛
′
,𝑙
′) 
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 ⟨𝜒𝑎|P̅
(1)|𝜒𝑏⟩ =  2 ∑

𝐴𝑡𝑝(−1)𝑝+𝑞(2𝜆 + 1)

∆𝐸(𝑛′, 𝑙′)
(
1 𝜆 𝑡
𝑞 −(𝑝 + 𝑞) 𝑝

) {
1 𝜆 𝑡
𝑙 𝑙′ 𝑙

}

𝜆 𝑛′𝑙′

× 

 

〈𝑙𝑁𝜓𝐽𝑀 |𝑈𝑝+𝑞
(𝜆)

| 𝑙𝑁𝜓′𝐽′𝑀′〉 〈𝑛𝑙|𝑟(1)|𝑛′𝑙′〉〈𝑙|𝐶(1)|𝑙′〉〈𝑛𝑙|𝑟(𝑡)|𝑛′𝑙′〉〈𝑙|𝐶(𝑡)|𝑙′〉                                           (2. 76) 

 

Separando os termos em n'l' da equação (2.76), obtém-se: 

 

 ⟨𝜒𝑎|P̅
(1)|𝜒𝑏⟩ =  ∑(−1)𝑝+𝑞(2𝜆 + 1)𝐴𝑡𝑝 (

1 𝜆 𝑡
𝑞 −(𝑝 + 𝑞) 𝑝

) 〈𝑙𝑁𝜓𝐽𝑀|𝑈𝑝+𝑞
(𝜆)

|𝑙𝑁𝜓′𝐽′𝑀′〉 ×

𝜆

 

 

 [2∑ {
1 𝜆 𝑡
𝑙 𝑙′ 𝑙

}
〈𝑛𝑙|𝑟(1)|𝑛′𝑙′〉〈𝑙|𝐶(1)|𝑙′〉〈𝑛𝑙|𝑟(𝑡)|𝑛′𝑙′〉〈𝑙|𝐶(𝑡)|𝑙′〉

∆𝐸(𝑛′,𝑙′) 𝑛′𝑙′ ]                                                                (2. 77) 

 

Na qual  

                       〈𝑙|𝐶(1)|𝑙′〉 =  ∑(−1)
𝑙+𝑙′

2 √(2𝑙 + 1)(2𝑙′ + 1) (𝑙 1 𝑙′
0 0 0

)                              (2. 78) 

 

 

                       〈𝑙′|𝐶(𝑡)|𝑙〉 =  ∑(−1)
𝑙+𝑙′

2 √(2𝑙 + 1)(2𝑙′ + 1) (𝑙′ 𝑡 𝑙
0 0 0

)                              (2. 79) 

 

 

Reescrevendo a equação (2.77), tem-se: 

  

〈𝜒𝑎|𝑃
(1)|𝜒𝑏〉 =  ∑(−1)𝑝+𝑞(2𝜆 + 1)𝐴𝑡𝑝

𝜆

(
1 𝜆 𝑡
𝑞 −(𝑝 + 𝑞) 𝑝

) 〈𝑙𝑁𝜓𝐽𝑀|𝑈𝑝+𝑞
(𝜆)

|𝑙𝑁𝜓′𝐽′𝑀′〉Ξ(t, λ) 

(2. 80) 

 

Ξ(t, λ) = 2 ∑(−1)𝑙+𝑙′(2𝑙 + 1)(2𝑙′ + 1)

𝑛′ 𝑙′

(
𝑙 1 𝑙′

0 0 0
) (

𝑙′ 𝑡 𝑙
0 0 0

) {
1 𝜆 𝑡
𝑙 𝑙′ 𝑙

}
〈𝑛𝑙|𝑟|𝑛′𝑙′〉〈𝑛′𝑙′|𝑟𝑙|𝑛𝑙〉

Δ𝐸(𝑛′𝑙′)
          

(2. 81) 

O somatório da equação (2.81) se estende sobre todos os valores de n' e l' da 

configuração 𝑙𝑁−1(𝑛′, 𝑙′) excitada. Na equação (2.80), o operador U conecta os estados 𝑙𝑁, 

fundamental e excitado. 
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2.11.8 Parâmetros de Judd Ofelt 

 

 Substituindo a equação (2.80) na equação para força do oscilador (2.82) escrita a partir 

das expressões (2.43) e (2.54), obtemos a relação da força do oscilador para as transições por 

meio da interação de dipolo elétrico,  

 

𝑓𝑐𝑎𝑙(𝑖, 𝑓) =
8𝜋2𝑚𝜐

3ℎ

𝜒

(2𝐽 + 1)
∑|〈𝑖 |𝐷𝑞

(1)
| 𝑓〉|

2

𝑞

                                         (2. 82) 

na qual a soma se estende sobre todos os componentes i e f do estado fundamental e excitado. 

Onde 𝜒 é a correção do campo de Lorentz para o índice de refração do meio. 

Broer et al [10] utilizando a equação (2.80) tomando os estados ⟨𝑙𝑁𝜓𝐽𝑀| e |𝑙𝑁𝜓′𝐽′𝑀′⟩ 

para os componentes dos níveis fundamental e excitado, respectivamente, com a soma sobre M 

e M', reescreveu a expressão através dos elementos de matriz reduzidos de Wigner Eckart 

(Apêndice B) eliminando os números quânticos e sufixos que dependem de uma direção 

preferencial,  

 

〈𝛼; 𝐽𝑀|𝑇𝑞
(𝜆)

|𝛼′; 𝐽′𝑀′〉 = (−1)𝐽−𝑀 (
𝐽 𝜆′ 𝐽′

−𝑀 𝑄 𝑀′) ⟨𝛼; 𝐽‖𝑇(𝑘)‖𝛼′; 𝐽′⟩               (2. 83) 

 

na qual Q (0, ±1) está relacionado a polarização do campo elétrico em relação a direção de 

propagação.  

 Utilizando a aproximação de que todos os níveis da interação de campo cristalino são 

ocupados, utilizamos as aproximações (2.84) e (2.85), [52] o produto dos símbolos de Wigner 

resultam dos termos quadráticos, que será tomado da equação (2.80) na equação (2.82). 

 

(
𝐽 𝜆 𝐽′

−𝑀 𝑄 𝑀′
) (

𝐽 𝜆′ 𝐽′

−𝑀 𝑄′ 𝑀′
) =

1

2𝜆 + 1
𝛿𝜆𝜆′𝛿𝑄𝑄′                          (2. 84) 

e 

(
1 𝜆 𝑡
𝑞 −(𝑝 + 𝑞) 𝑝

) (
1 𝜆 𝑡′
𝑞 −(𝑝 + 𝑞) 𝑝′

) =
1

2𝑡 + 1
𝛿𝑡𝑡′𝛿𝑝𝑝′                    (2. 85) 

  

Os termos em 𝛿 vem da relação entre os símbolos de Wigner e os “brackts” dos 

coeficientes de Clebsch Gordon contidos na equação (2.86), obtendo.   
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𝑓𝑐𝑎𝑙(𝑖, 𝑓) =
8𝜋2𝑚𝜐

3ℎ

𝜒

(2𝐽 + 1)
∑(2𝜆 + 1)

|𝐴𝑡𝑝|
2

2𝑡 + 1
𝜆 𝑡 𝑝

|⟨𝑙𝑁𝑆𝐿𝐽‖𝑈(𝜆)‖𝑙𝑁𝑆′𝐿′𝐽′⟩|
2
Ξ2(t, λ)        (2. 86) 

Com  
 

Ξ(t, λ)  =
2

Δ𝐸(𝑛′𝑙′)
∑(−1)𝑙+𝑙′(2𝑙 + 1)(2𝑙′ + 1)

𝑛′ 𝑙′

(
𝑙 1 𝑙′

0 0 0
) (

𝑙′ 𝑡 𝑙
0 0 0

) {
1 𝜆 𝑡
𝑙 𝑙′ 𝑙

} 〈𝑛𝑙|𝑟|𝑛′𝑙′〉〈𝑛′𝑙′|𝑟𝑙|𝑛𝑙〉  

(2. 87) 

Reescrevendo, temos 

 

𝑓𝑐𝑎𝑙(𝑖, 𝑓) =
8𝜋2𝑚𝜐

3ℎ

𝜒

(2𝐽 + 1)
∑[∑(2𝜆 + 1)

|𝐴𝑡𝑝|
2

2𝑡 + 1
𝑡 𝑝

Ξ2(t, λ)] |⟨𝑙
𝑁
𝑆𝐿𝐽 ‖𝑈(𝜆)‖ 𝑙

𝑁
𝑆′𝐿′𝐽′⟩|

2

𝜆

 

(2. 88) 

Reescrevendo o termo entre colchetes temos [51, 17]. 

 

𝑓𝑐𝑎𝑙(𝑖, 𝑓) =
8𝜋2𝑚𝜐

3ℎ

𝜒

(2𝐽 + 1)
∑ Ω𝜆 |⟨𝑙

𝑁
𝑆𝐿𝐽 ‖𝑈(𝜆)‖ 𝑙

𝑁
𝑆′𝐿′𝐽′⟩|

2

𝜆=2,4,6

                        (2. 89) 

 

Na qual Ω𝜆′𝑠 são chamados de parâmetros de Judd Ofelt, e são obtidos a partir dos 

dados do índice de refração, coeficiente absorção e número de íon por centímetro cúbico da 

amostra. Estes dados serão tratados no procedimento para o cálculo do tempo de vida radioativo 

utilizando a teoria de Judd Ofelt. Na qual 𝑈(𝜆), é o operador tensorial unitário, com valor 

tabelado por W. T.  Carnall [14], invariável para o hospedeiro, ou seja, a matriz vítrea ou 

cristalina, onde o íon está inserido.  

Conforme as transições para a camada f se anulam para 𝜆 ≥ 6, os parâmetros de Judd 

Ofelt, Ω𝜆 se definem a Ω2, Ω4 e Ω6. 

Por meio de dados experimentais das amostras podemos calcular a força de oscilador  

experimental, 𝑓𝑒𝑥𝑝, dada como [61,62] 

 

                                        𝑓𝑒𝑥𝑝(𝐽, 𝐽′)  =
𝑚𝑐²

𝜋𝜆²𝑒2𝑁
∫𝛼(𝜆)𝑑𝜆 =  

𝑚𝑐²

𝜋𝜆²𝑒2𝑙𝑁
Γ,                                                (2. 90) 

 

na equação (2.90) N é a concentração de íons/cm3, l a espessura da amostra, c a velocidade da 

luz (2,9979 x 1010 cm/s), e a carga do elétron (4,8 x10-10 stc, stc2 = g cm3/s2), m a massa do 

elétron em repouso (9,106 x 10-28 g), 𝜆 o comprimento de onda da transição e Γ é a integral da 

curva do coeficiente de absorção óptico em cm-1 em função do comprimento de onda em 
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nanômetros (nm). Lembrando que, obtemos o coeficiente de absorção, 𝛼(𝜆), a partir do 

espectro de transmitância, na qual utilizamos a Lei de Lambert Beer e a espessura da amostra, 

l, para determinar 𝛼(𝜆), normalizado pela espessura. Logo, iremos omitir l nas equações abaixo, 

por ter sido absorvido por Γ. 

 A força de oscilador de dipolo elétrico calculada, 𝑓𝑐𝑎𝑙
𝐷𝐸, é determinada a partir da 

seguinte equação: 

𝑓𝑐𝑎𝑙
𝐷𝐸  (𝐽, 𝐽′) =

8𝜋2𝑚

3ℎ

𝜐

(2𝐽+1)
𝜒𝑎𝑏𝑠

𝐷𝐸  𝑆𝐷𝐸(𝐽, 𝐽
′)                                 (2. 91) 

  

Na qual  𝑆𝐷𝐸(𝐽, 𝐽
′) é chamada de linha de força do oscilador, para o dipolo elétrico. 

 

 𝑆𝐷𝐸(𝐽, 𝐽
′) = ∑ Ω𝜆|⟨𝑙𝑁𝑆𝐿𝐽‖𝑈

(𝜆)‖𝑙𝑁𝑆′𝐿′𝐽′⟩|
2

𝜆=2,4,6

                              (2. 92) 

 

Fazendo a força do oscilador experimental igual a calculada e usando 𝜐 =  𝑐 𝜆⁄  temos: 

 

 
8𝜋2𝑚

3ℎ𝜆

𝑐

(2𝐽 + 1)
𝜒𝑎𝑏𝑠  

𝐷𝐸 𝑆𝐷𝐸(𝐽, 𝐽
′) =

𝑚𝑐²

𝑁𝜋𝜆²𝑒
2 Γ                                      (2. 93) 

𝑆𝐷𝐸  (𝐽, 𝐽
′) =

3ℎ𝑐

8𝜋3

(2𝐽+1)

𝜒𝑎𝑏𝑠
𝐷𝐸 𝜆

 
1

𝑁𝑒2 Γ                                       (2. 94) 

Na qual  𝜒𝑎𝑏𝑠
𝐷𝐸 = 

(𝑛2+2)2

9𝑛
 é a correção do campo de Lorentz para o índice de refração do 

meio, para o dipolo elétrico.   

Por ser obtida a partir de dados experimentais, a equação (2.94) é chamada de força do 

oscilador experimental. 

𝑆𝐷𝐸
𝑒𝑥𝑝

 (𝐽, 𝐽′) =
3ℎ𝑐(2𝐽+1)

8𝜋3𝑒2𝑁𝜆
𝑛 (

3

𝑛2+2
)
2

Γ                                 (2. 95) 

 

Sendo a linha de força calculada, escrita como: 

 

𝑆𝐷𝐸
𝑐𝑎𝑙  (𝐽, 𝐽′) = ∑ Ω𝜆|⟨𝑙

𝑁𝑆𝐿𝐽‖𝑈
(𝜆)‖𝑙𝑁𝑆′𝐿′𝐽′⟩|

2

𝜆=2,4,6

                                         (2. 96) 

 

Com o objetivo de verificar o desvio padrão da linha de força experimental e calculada, 

é utilizada a seguinte expressão. 
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𝛿𝑟𝑚𝑠 = √∑
(𝑆𝐷𝐸

𝑒𝑥𝑝
 (𝐽, 𝐽′) − 𝑆𝐷𝐸

𝑐𝑎𝑙 (𝐽, 𝐽′))
2

𝑁0 − 3
𝐽

                                                      (2. 97) 

Na qual 𝑁0 é o número de transições, referentes aos picos do coeficiente de absorção 

𝛼(𝜆) [63]. 

Na qual as regras de seleção para o dipolo elétrico se seguem como:  

 

 λ = 2, 4 e 6.  Pela equação (2.72)   

 t = 1, 3, 5, 7.   Pela equação (2.71) 

 ΔS = 0   Pela equação (2.69,70) 

 ΔL≤ 6   Pelas identidades de Wigner Eq. 2.86 

 ΔJ ≤ 6   

   

2.11.9 Transição dipolo magnético 

 

 As transições por dipolo magnético se incluem em um grande número de transições 

ópticas na região do infra vermelho [64]. Assim como o dipolo elétrico, o dipolo magnético 

desempenha um papel importante nas transições em íons Terra Rara, na qual sua linha de força 

é escrita como sendo o quadrado do elemento de matriz do operador de dipolo magnético que 

conecta os estados fundamental e excitado. Escrita como: 

 

𝑆𝐷𝑀
𝑐𝑎𝑙  (𝐽, 𝐽′) = |〈𝑓𝑥𝛼𝑆𝐿𝐽𝐽

𝑧
|M̅|𝑓𝑥𝛼′𝑆′𝐿′𝐽′𝐽′

𝑧
〉|

2
                                         (2. 98) 

Na qual de (2.44) 

  M̅ =  −
𝑒

2𝜇𝑐
∑(�̅�𝑖 + 2𝑆�̅�)

𝑖

 

Logo 

𝑆𝐷𝑀
𝑐𝑎𝑙  (𝐽, 𝐽′) = (

𝑒ℎ

4𝜋𝑚𝑐
)
2

|〈𝑓𝑥𝛼𝑆𝐿𝐽𝐽
𝑧
|𝐿 + 2𝑆̅|𝑓𝑥𝛼′𝑆′𝐿′𝐽′𝐽′

𝑧
〉|

2
                              (2. 99) 

 

As transições por dipolo magnético não ocorrem entre todos os níveis, o que é 

consequência da regra de seleção para o dipolo magnético, que foram determinadas por G.H. 

Shortley [65] através do acoplamento intermediário dos elementos de matriz da interação spin 

orbita, e que são as seguintes: 
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∆𝑆 = 0                                                                               (2. 100) 

∆𝐿 = 0                                                                               (2. 101) 

∆𝐽 = 0,±1.                                                                        (2. 102) 

 

A transição para o dipolo magnético só irá ocorrer se as três condições forem satisfeitas 

simultaneamente.   

 

2.11.10 Taxas de transição eletrônica 

 

Conforme discutido, nos tópicos precedentes, a teoria de Judd Ofelt trata das transições 

eletrônicas, dipolar e magnética congênere as regras de seleção, excluindo outras transições, 

como por exemplo, a transição vibracional (fônons). De forma que a probabilidade de transição 

eletrônica, por emissão, ocorre pela transição do estado excitado para o estado de menor energia 

(fundamental).   

A probabilidade de emissão espontânea por unidade de tempo ou taxa de transição, 

𝐴(𝐽′, 𝐽), do estado excitado |𝑓𝑁𝜓′𝐽′⟩ para o estado de menor energia |𝑓𝑁𝜓𝐽⟩, pode ser calculada 

levando-se em consideração a interação via dipolo elétrico e dipolo magnético dada por [42]: 

 

𝐴(𝐽′, 𝐽) =
64𝜋4𝑒2

3ℎ𝜆3

1

(2𝐽′ + 1)
[𝜒𝐷𝐸

𝑒𝑚𝑖 𝑆𝐷𝐸
𝑐𝑎𝑙 (𝐽, 𝐽′) + 𝜒𝐷𝑀

𝑒𝑚𝑖𝑆𝐷𝑀
𝑐𝑎𝑙   (𝐽, 𝐽′)]                           (2. 103) 

 

Para as transições onde a regra de seleção não permite a transição por dipolo magnético 

temos:   

   

 𝐴(𝐽′, 𝐽) =
64𝜋4𝑒2

3ℎ

𝜐3

(2𝐽+1)
𝜒𝐷𝐸

𝑒𝑚𝑖 ∑ Ω𝜆|⟨𝑙
𝑁𝑆𝐿𝐽‖𝑈

(𝜆)‖𝑙𝑁𝑆′𝐿′𝐽′⟩|
2

𝜆=2,4,6                      (2. 104) 

 

Na qual 

𝜒𝐷𝐸
𝑒𝑚𝑖 =  

𝑛(𝑛2 + 2)
2

9
                                                                        (2. 105) 

𝑆𝐷𝐸
𝑐𝑎𝑙  (𝐽, 𝐽′) = ∑ Ω𝜆|⟨𝑙

𝑁𝑆𝐿𝐽‖𝑈
(𝜆)‖𝑙𝑁𝑆′𝐿′𝐽′⟩|

2

𝜆=2,4,6

                                             (2. 106) 
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𝜒𝐷𝑀
𝑒𝑚𝑖 = 𝑛3                                                                               (2. 107) 

 𝑆𝐷𝑀
𝑐𝑎𝑙  (𝐽, 𝐽′) = (

𝑒ℏ
2𝑚𝑐

)

2

|〈𝑓
𝑁
𝛼𝑆𝐿𝐽𝐽𝑧|(𝐿 + 2𝑆)|𝑓

𝑁
𝛼′𝑆′𝐿′𝐽′𝐽′𝑧〉|

2

                               (2. 108) 

Sendo 𝑛 o índice de refração da rede hospedeira e 𝜒𝐷𝐸
𝑒𝑚𝑖 a correção do campo local.  

 

2.11.11 Tempo de vida e taxa de ramificação 

 

O tempo de vida radiativo está relacionado ao tempo de decaimento do elétron, do 

estado excitado para o estado de menor energia. Como exemplo, mostra-se o diagrama de 

energia do íon Er3+, Figura 11, que ilustra, pela seta entre os estados 4I13/2 e 4I15/2, o decaimento 

do estado excitado 4I13/2 para o estado fundamental 4I15/2
 [66]. 

 

 

 

 

 

 

 

                                             

Figura 11: Representação das transições dos estados excitados 4I13/2, 4I11/2 e 
4I9/2 para o íon Er3+. [41] 

 

Através do cálculo dos parâmetros de Judd Ofelt e por sua vez as taxas de transição 

podemos calcular o tempo de vida radiativo por meio da seguinte relação: 

                 
 



'

,'

1

J

JJA
J                                                                   (2. 109) 

 

Por exemplo, o tempo de vida do estado 4I13/2 íon de Er3+ pode ser calculado como:  

 

 
 2/15

4

2/13

42/13

4

,

1

IIA
I                                                          (2. 110) 

 

E a razão de ramificação, βJJ’, no qual reflete a probabilidade de um nível emissor decair 

para outro nível com energia mais baixa, é expressa em %, onde a soma das razões de 

ramificação para um nível deve ser igual a 1. Para um decaimento entre os níveis J' e J tem-se:  
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                                  (2. 111) 

 

2.11.12 Sensibilidade dos parâmetros de Judd-Ofelt ao meio 

 

Como descrito acima, os parâmetros Judd-Ofelt fornece informações sobre a estrutura 

do complexo contendo TR. Uma vez que a tentativa de fazer referência a uma grande 

quantidade de livros e artigos publicados no passado, pode-se ver várias interpretações para a 

variação dos parâmetros de Judd-Ofelt em diferentes redes cristalinas e matrizes Vítreas. Nos 

parágrafos seguintes, tais interpretações serão resumidas. 

 

(i) Ω2 

          Muitos estudos podem ser vistos na interpretação de Ω2, como segue: 

 

- Sensível a ambas covalência e simetria do complexo a qual o TR está imerso. 

[67] 

- Fortemente aumentada pela ligação covalente. [68] 

 

- Relaciona-se com as mudanças estruturais da região onde o íon se encontra. Ω2 

é aumentada drasticamente pela diminuição do campo ligante do TR. [69] 

- Ω2 em vidros óxidos é maior do que em vidros fluoretos, que é atribuída ao 

maior gradiente do campo elétrico por íons de óxidos bivalentes do que pelo 

fluoreto monovalente. [70] 

 

- Depende fortemente do raio iônico do modificador (vidros), o qual, por sua 

vez, influencia a polarizabilidade do oxigênio através dos íons TR. [71] 

 

- Aumenta com o aumento da valência do cátion formador da rede, no caso de 

vidros. [72] 
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Como um todo, pode ser entendido que Ω2 aumenta à medida que a covalência entre um 

íon TR e campo ligante aumenta, que simetria do campo ligante diminui e com o aumento do 

gradiente do campo elétrico entre um íon TR e o ligante. 

 

(ii) Ω4 

           Ω4 parece não ter sido estudado de forma tão detalhada como Ω2 e Ω6. A 

interpretação para Ω4 segue como: 

 

 - Diminui à medida que o número de elétrons dos íons TR aumenta. [73] 

 

 - Aumenta com o aumento da covalência da ligação TR-Oxigênio. [71] 

  

A informação notável é que Ω4 é sensível a densidade de elétrons em torno de um íon 

TR. 

 

(iii) Ω6 

           As interpretações para Ω6 estão resumidas como: 

 

- Mostra uma variação em relação a rigidez do material onde o íon se encontra. 

Vidros < Soluções viscosas < íons hidratados < vapor de iodeto < Complexos 

orgânicos ligantes. [68] 

 

- Não está diretamente relacionado com a simetria do íon TR mas com a 

densidade de elétrons do íon óxido, isto é, basicidade do vidro. Ω6 diminui à 

medida que a densidade de elétrons em íons de oxigênio aumenta. [69] 

 

- Aumenta com uma diminuição da interação de Coulomb, que pode ser uma 

medida da força do campo cristalino. Ω6 aumenta com o aumento da distância 

entre os íons TR e os ligantes. [74] 
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3. Preparação das amostras 

3.1 Procedimento 

 

 No processo de preparação das amostras foi utilizado um forno a vácuo montado e que 

encontra-se em funcionamento a mais de dez anos no GEFF. A Figura 12 mostra a montagem 

do forno com seus detalhes principais. 

 

  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)                                                              (b) 

Figura 12: Ao lado esquerdo é apresentada uma foto do forno utilizado, com um detalhe da parte interna da 

câmara de fusão com a resistência de grafite. Ao lado direito uma ilustração dos componentes do forno. [75] 

 

 Na Figura 12 (b) podemos observar duas partes principais: a câmara de fusão onde se 

encontra a resistência de grafite no interior da qual é suspenso o cadinho de grafite na qual 

colocamos os óxidos precursores, e a câmara de choque térmico onde o cadinho deve ser 

elevado após a fusão para realização do choque térmico. Estas duas partes são separadas pela 

tampa do forno que possui duas janelas de quartzo e um sistema de vedação a vácuo, que impede 

consideravelmente trocas térmicas da câmara de fusão com a tampa, visto que temos o controle 

da temperatura da tampa. As paredes das duas câmaras possuem revestimento duplo com um 

sistema de refrigeração próprio para manter a temperatura do revestimento externo o mais 

próxima da ambiente. 
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  A fonte elétrica de alimentação Faraday Equipamentos Elétricos Ltda. De 30 KVA com 

painel de controle de tensão e corrente alimenta a resistência de grafite do forno. 

 O cadinho de grafite possui ponto de fusão muito acima da temperatura de fusão de 

nossas amostras, e a temperatura que o forno atinge, para não haver algum tipo de reação da 

amostra com o grafite.  

 Os precursores são pesados em uma balança de precisão de forma a combinar o sistema 

ternário (CaO – Al2O3 – SiO2) na proporção desejada.  

O processo de preparação das amostras em vácuo elimina a formação dos radicais OH-

que absorvem na região entre 2,8 e 3,5 µm [5].  

 Para este processo usamos uma bomba de vácuo Edwards, modelo RV8 conectada na 

base do forno. E a refrigeração do forno é feita pela bomba d’água, Schneider, modelo BR2230 

responsável pela circulação e da água do reservatório com pressão sendo mantida em 50 PSI. 

Após ligar a bomba de vácuo espera-se até que se obtenha a condição de vácuo ideal para o 

início do aquecimento do forno (1x10−2 Torr). O aumento da corrente deve ser lento para 

impedir variações bruscas na pressão interna, para não expelir os reagentes, em forma de pó do 

interior do cadinho. Gradativamente aumentamos a corrente até a temperatura de fusão, que é 

mantida por 1 h e 45 min, após esse período a fonte é desligada simultaneamente com a elevação 

da haste e cadinho, para câmara de choque térmico por um período de 7 min, quando retornamos 

o cadinho para a câmara de fusão, para resfriamento junto com o forno. Este último passo, 

chamado tratamento térmico, é necessário para reduzir o stress mecânico devido ao choque 

térmico. Outro ponto a se considerar na formação da matriz é a formação da mistura eutética, 

resultante da mistura dos precursores óxidos do vidro, esta mistura diminui o ponto de fusão do 

sistema ternário em relação a seus precursores, melhorando a qualidade ótica e diminuindo a 

cristalinidade da amostra [75].  

 

 3.2 Amostra 

 

As amostras escolhidas nesse trabalho foram preparadas de duas formas, pelo método 

convencional de fusão e o método alternativo a partir da refusão da mistura de duas amostras, 

o qual se denomina por método de fritas.  

O intervalo das amostras, em concentração de sílica, feito pelo processo alternativo, 

encontra-se entre 7 e 30% em massa, ou seja 10, 15 e 20% em massa. Esse processo foi 
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desenvolvido pelo aluno de doutorado M. Sandrini [75] e seus detalhes podem ser encontrados 

em sua dissertação de mestrado.  

As amostras com concentração 7, 30, 34, 45 e 55% foram preparadas a partir do 

procedimento convencional descrito anteriormente e está detalhadamente descrito na tese de 

doutorado do Dr. Steimacher, A [40]. A tabela 4 apresenta as composições dos óxidos utilizados 

nas amostras preparadas pelo procedimento convencional, com pureza de 99,99%, que foram 

pesados utilizando uma balança de precisão 0,01mg. A pesagem foi realizada a partir 

porcentagem de massa total das amostras, de 6g, na qual foram feitas pelo método 

convencional. A tabela 5 apresenta as amostras com composição nominal, a partir de sua 

concentração de sílica (SiO2), preparadas pelo método de fritas. 

 

Tabela 4: Descrição das amostras produzidas pelo método convencional, a partir da porcentagem em massa de 
cada precursor oxido.  
 

Amostra CaO (%)      Al2O3 (%)       SiO2 (%) MgO (%) Er2O3 (%)   

LSCAS            47,4             41    7            4,1              0,5    

CAS30        35,733       29,833         29.833            4,1              0,5    

CAS34         33,84       27,73          33,83            4,1              0,5    

CAS45          28,33       22,25           44,82            4,1              0,5    

CAS55          22,57       16,67           54,16            4,1              0,5    

 

 
 
Tabela 5: Relação das quantidades de cada amostra precursora para a produção das amostras com 
concentração crítica de sílica, através do método alternativo. 
 

Amostra C (comp. nominal) X (LSCAS) (1-X) (CAS34) 

CAS10 10 0,889 0,111 

CAS15 15 0,704 0,296 

CAS20 20 0,519 0,481 

 

 

A Figura 13 apresenta a imagem das amostras depois do corte com a serra diamantada, 

(PANAMBRA S.A DPU-10), e polimento na politriz manual, da mesma marca. A espessura 
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das amostras são em torno de 2mm para realização das medidas de absorção e tempo de vida 

não serem afetadas significativamente pelo caminho ótico longo com regiões com cristalites.     

 

 

 

 

  

 

 

 

 

Figura 13: Foto das amostras que vitrificaram, após corte e polimento, na qual os numeros sob cada amostras 
representam a concentração de silica. 

 

A amostra de concentração 20% em massa de SiO2 em massa não vitrificou, conforme 

mostrado na Figura 14, mesmo após repetidas fusões com o máximo de corrente da fonte. 

Acreditamos que a mistura tenha um ponto de fusão acima da temperatura máxima em que o 

forno atinge impossibilitando choque térmico efetivo.  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 
 

Figura 14: Foto da amostra com concentração de 20% de sílica em massa, que não vitrificou. 
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4 Técnicas experimentais 

4.1 Densidade de massa volumétrica (ρ) 

 

Para obtermos o número de íons por centímetro cubico (íons/cm3) Eq (2.95), utilizamos 

o método de Arquimedes para medir a densidade do vidro, e através de cálculos 

estequiométricos calcular esse parâmetro (Apêndice D). 

Para realização desta medida utilizamos uma balança analítica (marca Shimadzu, 

AUW220D), com precisão de 0,01mg, cuja foto é mostrada na Figura 15 [76].  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)                                                                                                     (b) 
 
Figura 15: imagem (a) balança analítica marca Shimadzu, AUW220D, com precisão de 0.01mg, imegem (b) 
equipamentos utilizada para medir a densidade das amostras, principalmente o suporte para medida da massa 
em ar e submersa no becker de laboratório com água destilada, e o termômentro para medir a temperatura da 
água e conferir na tabela que consta no manual a respectiva desnsidade do líquido. [77] 

 

Para realizar as medidas de densidade primeiramente medimos a massa da amostra no 

ar (mar) e na sequencia posicionamos a amostra sobre um suporte em forma de peneira imagem 

(b), na qual medimos a massa aparente da amostra quando imersa em água destilada (mágua), 

com estes valores a densidade foi determinada, de acordo com a seguinte equação: 

𝜌𝑣𝑖𝑑𝑟𝑜 =
𝑚ar

(𝑚ar−𝑚água)
𝜌água                                                  (4.1) 

 

Na qual ρágua é a densidade da água na temperatura em que foi realizada o experimento, 

tabelada a partir da documentação do equipamento. Realizamos as medidas 5 vezes para cada 

amostra para obtermos o valor médio e o respectivo desvio.  
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4.2. Índice de refração 

 

As medidas do índice de refração estão intrinsicamente relacionadas a forma como a 

onda eletromagnética incidente se comporta em um meio dielétrico. Utilizando as equações de 

Maxwell sujeitas a condições de contorno entre a interface do dielétrico, temos [78]: 

 

                                    (�⃗⃗� 2 − �⃗⃗� 1). �̂� = 𝜎                                                                 (i) 

 

                                �⃗� 1. �̂� = �⃗� 2. �̂�                                                                      (ii) 
 

                                                     �⃗� 1. 𝑑𝑙 = �⃗� 2. 𝑑𝑙                                                                        (iii) 
 

                                                        (�⃗⃗� 2 − �⃗⃗� 1) = �⃗⃗� 𝑙 × �̂�                                                              (iv) 

 

Na qual 𝜎 e �⃗⃗� 𝑙 são respectivamente a densidade superficial de cargas, e a densidade de 

corrente na superfície entre os meios 1 e 2, �̂� é o vetor normal a interface, que aponta no sentido 

do meio 1 para o meio 2, e 𝑑𝑙  o vetor tangente a interface. Na qual �⃗⃗�  é o deslocamento elétrico, 

�⃗�  o campo magnético, �⃗�  o campo elétrico e �⃗⃗�  o campo auxiliar. 

Para o caso particular onde o campo elétrico e magnético estão paralelos ao plano de 

incidência da amostra, incidindo com um angulo qualquer, 𝜃𝐼, temos a onda refletida pela 

superfície, com o ângulo, 𝜃𝑅, e a onda transmitida com o ângulo, 𝜃𝑇, como mostrado na figura 

16. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

Figura 16: Representação da onda eletromagnética incidindo sobre a interface a dois meios diferentes e sendo 
transmitida para o meio 2 e refletida no meio 1.[79] 

 

 



49 
 

 

Considerando uma onda plana podemos escrever as equações de campo como:  

 Campo Incidente: 

 

�⃗� 𝑖(𝑟 , 𝑡) = �⃗� 0𝑖𝑒
𝑖(�⃗� 1𝑟 −𝜔𝑡);          �⃗� 𝑖(𝑟 , 𝑡) =

 �⃗� 0𝑖

𝑣1
𝑒𝑖(�⃗� 1𝑟 −𝜔𝑡)                                     (4.2) 

 

 Campo Refletido:  

 

   �⃗� 𝑟(𝑟 , 𝑡) = �⃗� 0𝑟𝑒
𝑖(−�⃗� 1𝑟 −𝜔𝑡);         �⃗� 𝑟(𝑟 , 𝑡) = −

 �⃗� 0𝑟

𝑣1
𝑒𝑖(�⃗� 1𝑟 −𝜔𝑡)                                     (4.3) 

 

Campo Transmitido:  

 

�⃗� 𝑇(𝑟 , 𝑡) = �⃗� 0𝑇𝑒
𝑖(�⃗� 2𝑟 −𝜔𝑡);         �⃗� 𝑇(𝑟 , 𝑡) =

 �⃗� 0𝑇

𝑣2
𝑒𝑖(�⃗� 2𝑟 −𝜔𝑡)                                     (4.4) 

 

Utilizando a Lei de Snell (𝑛1 sin 𝜃𝑖 = 𝑛2 sin 𝜃𝑇) e a condição de contorno (iii) com 𝜎 =

0 e �⃗⃗� 𝑙 = 0 para o meio dielétrico, e temos: 

 

(𝐸0𝑖 + 𝐸0𝑟) cos 𝜃𝑖 = 𝐸0𝑇 cos 𝜃𝑇 ; 𝛽 ≡
cos𝜃𝑇

cos𝜃𝑖
                                  (4.5) 

 

Da condição de contorno (iv) temos: 

 

𝐸0𝑖 − 𝐸0𝑟 =
𝜇1𝑣1

𝜇2𝑣2
𝐸0𝑇 = 𝛼𝐸0𝑇                                                  (4.6) 

 

Na qual 𝐻 = 𝐵/𝜇 fazendo-se a aproximação a um dielétrico linear. 

 

   𝛼 ≡
𝜇1𝑣1

𝜇2𝑣2
=

𝜇1𝑛2

𝜇2𝑛1
                                                          (4.7) 

 

Com  𝑛 = 𝑐/𝑣 

Resolvendo o sistema de equações temos: 

 

{
𝐸0𝑖 − 𝐸0𝑟 = 𝛼𝐸0𝑇

𝐸0𝑖 + 𝐸0𝑟 =  𝛽𝐸0𝑇
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Na qual 

𝐸0𝑟 =
𝛽−𝛼

𝛽+𝛼
𝐸0𝑖           e        𝐸0𝑇 =

2

𝛽+𝛼
𝐸0𝑖                                       (4.8) 

 

Para a medida do índice de refração basta estabelecermos a condição do ângulo de 

incidência de Brewster (𝛽 = 𝛼) para que o campo refletido 𝐸0𝑟 seja nulo, fazendo com que não 

haja luz refletida para o ângulo especifico chamado de ângulo de Brewster. Logo temos: 

 

𝛼 = √
1−(

𝑛1
𝑛2

)
2
sin2 𝜃𝐵

cos2 𝜃𝐵
 → sin2 𝜃𝐵 =

𝛼2−1

𝛼−(
𝑛1
𝑛2

)
2                                      (4.9) 

 

Rescrevendo como: 

 

cos2 𝜃𝐵 =
𝑛1

2

𝑛1
2+𝑛2

2                                                     (4.10) 

Chegamos a  

 

tan 𝜃𝐵 =
𝑛2

𝑛1
                                                         (4.11) 

 

Na qual 𝜃𝐵 é chamado o ângulo de Brewster, descoberto por David Brewster (1781-1868). 

Para a medida do índice de refração pelo método do ângulo de Brewster utilizamos a 

montagem ilustrada na Figura 17. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 17: Ilustração da montagem para medida do índice de refração pelo método de Brewster.[75] 

 

A amostra é posicionada sobre o goniômetro (plataforma de rotação), então incide - se 

o feixe do laser (He-Ne, λ=632,8 nm), sobre a superfície plana polida, polarizado 
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perpendicularmente ao plano de incidência da amostra. A partir da rotação do goniômetro, que 

tem precisão de 0.1 grau, analisamos a intensidade do feixe refletido em função do ângulo de 

rotação, por meio de um foto diodo ligado a um micro voltímetro. Como já discutido, iremos 

girar o goniômetro, medindo a intensidade do feixe refletido, passando pelo ângulo de mínima 

reflexão de forma a obtermos uma parábola na qual o ângulo onde se encontra o mínimo de 

intensidade é o ângulo de Brewster 𝜃𝐵. Para diminuir possíveis erros de alinhamento, 

realizamos as medidas no sentido horário e anti-horário. Com os gráficos nos dois sentidos, 

diferindo na posição de seus mínimos em no máximo 0.5 graus, sobrepomos as curvas para 

corrigir o ponto de mínimo, posicionando os dois mínimos de intensidade sobre o mesmo 

ângulo, conforme mostra a figura 18. 
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Figura 18: Comportamento para intensidade do feixe refletido em função do ângulo de incidência, 
com as curvas sobrepostas. 

 

Um ponto importante, foi a determinação do índice de refração para dois comprimentos 

de onda diferentes, utilizando dois Lasers He-Ne, com emissão em 632,8 nm e 594 nm, 

respectivamente. Com esses dois valores para o índice de refração em seu respectivo 

comprimento de onda, foi possível utilizar o modelo de Cauchy para escrevermos o índice de 

refração em função do comprimento de onda [78]. Escrito como: 

 

𝑛(λ) = 𝐴 +
𝐵

λ̅2
                                                     (4.12) 
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 O objetivo em medir o índice de refração em dois comprimentos de onda, foi de 

obtermos as constantes A e B, determinando desta forma 𝑛(λ). Que será útil para o cálculo da 

linha de força experimental, equação (2.92), que é resolvida para cada transição em seu 

respectivo comprimento de onda e índice de refração.   

 

4.3 Absorção óptica 

 

As medidas feitas para obter o espectro de absorção tem o objetivo de podermos 

mensurar a área dos picos de absorção ∫𝛼(𝜐)𝑑𝜐 =  Γ segundo a equação (2.95), para os cálculos 

dos parâmetros de Judd Ofelt. Que foram obtidos pelas medidas de transmitância e convertidos 

para o coeficiente de absorção, através da lei de Beer – Lambert. 

Os espectros de absorção óptica foram obtidos a partir do espectrofotômetro comercial 

(Lambda 1050, PerkinElmer) pela medida de transmitância. Utilizando duas lâmpadas, uma de 

deutério e outra de tungstênio, como fonte de luz. Equipado com o módulo de três detectores, 

esse equipamento realiza as medidas em um intervalo do espectro eletromagnético entre 200 – 

3300 nm, Na qual os três detectores são a foto multiplicadora, detector de PbS e um detector 

InGaAs. 
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4.4 Tempo de vida e luminescência  

 

Neste experimento um laser é incidido sobre a amostra a qual absorve parte dessa 

energia incidente e reemite em forma de radiação. Isso ocorre devido ao fato de que, quando o 

material absorve certa quantidade de energia, os elétrons de determinados átomos ou espécies 

são promovidos para níveis mais energéticos, após algum tempo esses elétrons decaem, direta 

ou indiretamente, para o estado inicial emitindo fótons.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 19: Esquema da montagem para as medidas de tempo de vida. [43] 

 

As medidas de tempo de vida foram realizadas utilizando um laser OPO (Opotek, 

modelo: opllete 355), que gera pulsos de até 20Hz com largura da ordem de 7ns, que opera no 

intervalo de 410 a 2200 nm, para excitação. Conforme representado pela Figura 19, a 

intensidade da luz emitida pela amostra, perpendicularmente a direção do feixe de excitação, 

foi focalizada no monocromador (Newport, Cornerstone 260, 1/4m) acoplado a um detector de 

germânio, especifico para o comprimento de onda de emissão que usamos, e este conectado a 

um osciloscópio digital (Tektronix) interfaceado com um computador, para gerar a curva de 

decaimento exponencial, pela qual o tempo de vida radioativo é obtido. Foi também utilizado 

um amplificador para a aquisição do sinal devido a sua baixa intensidade.  

As medidas de tempo de vida foram realizadas utilizando como fonte de excitação o 

laser OPO com comprimento de onda de excitação de 1500 nm e monitorado a emissão em 

1534 nm, para medida do tempo de vida do nível 4I13/2 do Er3+.  
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Para as medidas dos espectros de luminescência foi utilizada a montagem análoga à da 

Figura 19, utilizando o sensor de germânio (região de 1400 a 1700 nm) e o sensor de silício 

(região de 500 a 900 nm). Para a aquisição do sinal, substituindo o osciloscópio, foi utilizado 

um amplificador lock-in que sincroniza e amplifica, o sinal da frequência do laser OPO e do 

sinal dos sensores de germânio e silício, respectivamente, enviando-os para o computador. E 

com o objetivo de corrigir a curva de emissão para essa montagem foi utilizado a curva de 

emissão da lâmpada de tungstênio (Gooch & Housego – mod. 752-10 E), cujo o espectro 

emissão é fornecido pelo fabricante. A partir desta correção, todos os espectros de emissão das 

amostras foram corrigidos. 

 

4.5 Cálculo dos parâmetros de Judd Ofelt, tempo de vida e eficiência quântica 

  

 Para obtermos os parâmetros de Judd Ofelt precisamos utilizar a linha de força do 

oscilador, Eq. 2.95:  

 

𝑆𝐷𝐸
𝑒𝑥𝑝 (𝐽, 𝐽′) =

3ℎ𝑐

8𝜋3𝑒2

1

𝑁
 
(2𝐽 + 1)𝑛

𝜆
[

9

(𝑛2 + 2)2
] Γ 

 

Com esta equação geramos um sistema de equações, na qual o número de constantes é 

maior que o número de variáveis. Pois para cada transição entre o estado fundamental do Er3+ 

(4I15/2) e o respectivo estado excitado teremos uma equação, lembrando que a linha de força 

𝑆𝐷𝐸
𝑒𝑥𝑝 (𝐽, 𝐽′) vem da Eq. 2.92.  

 

 𝑆𝐷𝐸(𝐽, 𝐽
′) = ∑ Ω𝜆|⟨𝑙𝑁𝑆𝐿𝐽‖𝑈

(𝜆)‖𝑙𝑁𝑆′𝐿′𝐽′⟩|
2

𝜆=2,4,6

= Ω2[𝑈(2)]
2
+ Ω4[𝑈(4)]

2
+ Ω6[𝑈(6)]

2
 

 

Na qual Ω𝜆 são os parâmetros de Judd Ofelt com 𝜆 = 2, 4 𝑒 6. E 

[𝑈(2)]
2
, [𝑈(4)]

2
 𝑒 [𝑈(6)]

2
 são os elementos de matriz do tensor de elétrons reportados por W. 

T. Carnall [14,80].  

Análise sobre os parâmetros de Judd Ofelt: 

1. Calcular a linha de força 𝑆𝐷𝐸
𝑒𝑥𝑝 (𝐽, 𝐽′) pela Eq. 2.95 para cada transição. Obteremos 

uma matriz N linhas por uma coluna (N x 1). 
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2. Utilizar o lado direito da Eq. 2.92 para montar um sistema de equações tendo como 

variável Ω2, Ω4 𝑒 Ω6. 𝑆𝑗
𝑚 = ∑ M𝑖𝑗Ω𝑖

3
𝑖=1  

M𝑖𝑗 − 𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑑𝑒 N x 3 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑒𝑡𝑒𝑠. 

Ω𝑖 − 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑑𝑒 1 𝑥 3 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠, 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑜𝑠 𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚ê𝑡𝑟𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝐽𝑢𝑢𝑑 𝑂𝑓𝑒𝑙𝑡.   

3. Tomar a diferença dos mínimos quadrados e obter os parâmetros de Judd Ofelt: 

𝜎2 = (𝑆𝑗
𝑚 − ∑M𝑖𝑗Ω𝑖

3

𝑖=1

)

2

→ 
𝜕(𝜎2)

𝜕Ω𝑘
= −2∑M𝑗

3

𝑗=1

(𝑆𝑗
𝑚 − ∑M𝑖𝑗Ω𝑖

3

𝑖=1

) = 0 

Na qual obtemos Ω que minimiza o erro. Ω = (M†M)−1M†𝑆𝑚.  

Para obtermos o tempo de vida radioativo do decaimento do estado excitado para o 

estado fundamental e intermediários devemos usar a Eq. 2.103.  

 

𝐴(𝐽′, 𝐽) =
64𝜋4𝑒2

3ℎ𝜆3

1

(2𝐽′ + 1)
[
𝑛(𝑛2 + 2)

2

9
 𝑆𝐷𝐸

𝑐𝑎𝑙 (𝐽, 𝐽′) + 𝑛3 𝑆𝐷𝑀

𝑐𝑎𝑙
 (𝐽, 𝐽′)] 

Na qual  

𝑆𝐷𝐸
𝑐𝑎𝑙 = ∑ Ω𝜆|⟨𝑙

𝑁𝑆𝐿𝐽‖𝑈
(𝜆)‖𝑙𝑁𝑆′𝐿′𝐽′⟩|

2

𝜆=2,4,6

 

 𝑆𝐷𝑀
𝑐𝑎𝑙  (𝐽, 𝐽′) = (

ℏ
2𝑚𝑐

)

2

|〈𝑓
𝑁
𝛼𝑆𝐿𝐽𝐽𝑧|(𝐿 + 2𝑆)|𝑓

𝑁
𝛼′𝑆′𝐿′𝐽′𝐽′𝑧〉|

2

 

E pela equação  

 

 
 



'

,'

1

J

rad
JJA

J  

Para obter o tempo de vida radioativo.    

A eficiência quântica 𝜂 é determinada pela razão entre o tempo de vida experimental e 

o tempo de vida radioativo obtido pela teoria de Judd Ofelt. 

 

         𝜂 =
𝜏𝑒𝑥𝑝

𝜏𝑟𝑎𝑑
 

 

Cada técnica experimental utilizada nesse trabalho visa obter os dados necessários para 

obtermos os parâmetros de Judd Ofelt e pôr fim a eficiência quântica de cada amostra analisada.  
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5 Resultados e Discussões 

5.1 Densidade 

 

 Através do método de Arquimedes determinamos a densidade de cada amostra, o 

resultado é mostrado no gráfico abaixo (Figura 20), que apresenta uma redução em função do 

aumento da concentração de sílica. Levando – se em consideração a massa molar (ou volume 

específico) de cada precursor do vidro aluminosilicato de cálcio, Al2O3 (101,96 g/mol), CaO 

(56,08 g/mol), SiO2 (60,08 g/mol), MgO (40,30g/mol), quando aumentamos a concentração de 

sílica, diminuímos o conteúdo do oxido de cálcio e oxido de alumina, aumentamos número de 

átomos nos vidros, que por sua vez aumenta o volume ocupado. O que nos sugere a diminuição 

da densidade conforme a concentração de sílica aumenta. Porém, considerando apenas o efeito 

do volume específico um comportamento linear era esperado para a variação da densidade [5], 

no entanto um comportamento não-linear é observado. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 20: Densidade em função da concentração de sílica. 

 

 Conforme discutido em sua dissertação, A.M. Farias [5] atribuiu a não linearidade a 

existência de vacâncias, defeitos que são espaços não ocupados. Estas vacâncias estão 

relacionados ao número de oxigênios não ligados [81], fundamental para entender o 

comportamento de diversas propriedades físicas do sistema, tais como: índice de refração, 

coeficiente termo-optico, polarizabilidade e etc. 
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5.2 Índice de refração 

 

 O comportamento linear descrito pela diminuição do índice de fração em função do 

aumento da concentração de sílica demonstrado pelo gráfico abaixo, está de acordo com os 

resultados obtidos anteriormente por nosso grupo [5, 75].  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

Figura 21: Índice de refração em função da concentração de sílica. 
 

Conforme reportado por M. Sandrini em sua dissertação [75], através da equação de 

Lorentz – Lorenz: 

𝐴
𝜌

𝑀
=

(𝑛2−1)

(𝑛2+2)
                                                                    (5. 1) 

 

O índice de refração varia com a densidade 𝜌, massa molar 𝑀 e a refratividade molar 

𝐴. A diminuição do índice de refração com o aumento da sílica é resultado da combinação da 

variação da densidade, da massa molar e da polarizabilidade. 

Em particular, considerando que o número de oxigênios não ligados, que são mais 

polarizáveis, diminuiu com o aumento da concentração de sílica, diminuindo assim a 

polarizabilidade e refratividade, sendo assim o fator dominante no resultado visto no gráfico 

(Figura 21).  
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5.3 Absorção óptica 

 

 A Figura 22 mostra os espectros de absorção das amostras CAS dopadas com 0,5%, em 

massa, de Er3+ para as diferentes quantidades de sílica De acordo com a discussão do capitulo 

2 seção 11 (2.11), as bandas de absorção são atribuídas as transições 4𝑓 − 4𝑓, promovidas, 

majoritariamente, pela interação via dipolo elétrico [9]. Pelo espectro de absorção vemos onze 

picos relacionados a absorção do Érbio (Figura 23), em 1534, 978, 802, 651, 544, 520, 488, 

451, 407, 377e 366 nm. Esses picos estão relacionados as transições do estado fundamental 

4I15/2 para os estados excitados 4I13/2, 
4I11/2, 

4I9/2, 
4F9/2, 

4S3/2, 
2H11/2, 

4F7/2, 
4F3/2 + 4F5/2, 

2H9/2, 
4G9/2 

e 4G9/2 + 2K15/2 + 4G7/2, respectivamente [82]. 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 22: Espectro de absorção para os vidros aluminosilicatos de cálcio em função da concentração de sílica 

dopados com 0,5% em massa de Er3+. 

 

 À primeira análise observamos a inclinação entre 800 e 250nm da absorção que pode 

ser compreendida pelo espalhamento devido aos cristalites na matriz CAS [5] que são gerados 

no processo de choque térmico na fusão das amostras.  

 De acordo com nosso objetivo principal em calcular os parâmetros de Judd Ofelt e obter 

o tempo de vida e eficiência quântica de cada amostra, analisamos cada gráfico com o propósito 
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de calcular a área integrada de cada pico de absorção, para isso subtraindo a linha de base para 

cada espectro de absorção.  

Realizamos também a correção, na medida de absorção, pela subtração da refletância na 

intensidade da transmitância através do ajuste da intensidade máxima 𝐼0 da lei de Beer Lambert. 

Na qual foi utilizada para, através da medida de transmitância, obter o coeficiente de absorção.  

 

Lei de Beer Lambert: 

𝐼 = 𝐼0𝑒
−𝛼𝑙                                                     (5. 2)                                                        

   

Na qual 𝛼 é o coeficiente de absorção e l a espessura da amostra.   

 

Utilizamos a correção em 𝐼0 como sendo 𝐼0(1 − 𝑅)2 na qual a refletância 𝑅 = (
𝑛−1

𝑛+1
)
2

, 

para a incidência normal a superfície [83] e 𝑛 o índice de refração da amostra. O coeficiente de 

absorção corrigido é escrito como:  

 

𝐼 = 𝐼0(1 − 𝑅)2𝑒−𝛼𝑙  →  𝛼 = −
1

𝑙
ln

𝐼

[𝐼0(1−𝑅)2]
                            (5. 3) 

   

O termo quadrático para (1 − 𝑅) vem das duas faces a refletirem a luz incidente a 

primeira face com meio ar – amostra e a segunda amostra – ar.   

Com 𝑛 ≈ 1,6 para as amostras desse trabalho com (1 − 𝑅)2 ≈ 89%, o que nos gerou uma 

diminuição de aproximadamente 15% na área dos picos de absorção e um acréscimo na 

incerteza dos parâmetros de Judd Ofelt, taxa de transição e tempo de vida radioativo decorrentes 

deste erro experimental.  

Fazendo estas considerações nos dados da Figura 22, obtivemos os espectros para o 

coeficiente de absorção do Er em função do comprimento de onda, para as diferentes matrizes, 

cujos resultados são mostrados na Figura 23. 
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Figura 23: Coeficiente de absorção em função da concentração de sílica subtraindo a linha de base. Em relação 
a amostra LSCAS, os demais espectros foram deslocados de 0,1 cm-1.  

 

 Lembrando que cada pico está relacionado a transições que são proibidas pelas regras 

de seleção da mecânica quântica que é relaxada pela ação do potencial do campo cristalino, que 

quebra a paridade das funções de onda de forma a misturá-las tornando possível a transição por 

meio da ação do dipolo elétrico conforme a equação (2.60) do capitulo 2. Acreditamos que a 

similaridade entre os picos de absorção com diferentes concentrações de sílica está no princípio 

de que o potencial do campo cristalino que possibilita essas transições é tratado como um 

potencial perturbativo quando utilizamos a teoria de perturbação da mecânica quântica, para 

expandirmos os estados em função do operador de dipolo elétrico, para misturarmos sua 

paridade. Pois a condição para aplicarmos essa teoria está no fato da interação do potencial 

perturbativo seja muito menor que a diferença de energia entre os níveis da interação spin orbita 

[57] e isso implica que as mudanças geradas pela variação da concentração de sílica influenciem 

tenuamente na interação do hamiltoniano do campo cristalino da matriz com o íon Erbio, e 

também devido à forte blindagem dos elétrons das camadas externas 5s e 5p [52].  

A área do pico de absorção, conforme a equação (2.95), nos dará a linha de força do 

momento de dipolo elétrico  𝑆𝐷𝐸(𝐽, 𝐽
′) de cada transição 4𝑓 − 4𝑓, do estado fundamental para 

o respectivo estado excitado.  
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O aspecto determinante no erro experimental de nossos resultados se deve a medida do 

espectro de absorção, devido à baixa concentração do dopante, de 0,5% em massa. A absorção 

medida pelo espectrofotômetro é influenciada pela refletância e pelo espalhamento que é 

somada a ela quando realizamos a medida de transmitância. Pois a medida realizada pelo 

espectrofotômetro toma a luz transmitida como sendo igual a intensidade incidente sobre a 

amostra menos a intensidade absorvida, o que gera o erro experimental, pois parte do que o 

equipamento lê como sendo intensidade absorvida se deve também a intensidade refletida e 

espalhada, esse efeito se deve a alta sensibilidade da medida por causa da baixa concentração 

do dopante.  

  Outra correção significativa, foi feita na linha de força de dipolo elétrico, equação 

(2.95), obtida através dos dados experimentais da amostra. Pois os parâmetros de Judd Ofelt 

obtidos por meio da linha de força de dipolo elétrico não tem contribuição da linha de força do 

dipolo magnético conforme a equação (2.95). De forma que o espectro de absorção da Figura 

23 tem as contribuição de dipolo elétrico majoritariamente e dipolo magnético, com menor 

intensidade, para a transição 4I15/2 → 4I13/2 para o íon Er3+
, que é a única transição permitida 

pelas regras de seleção por dipolo magnético, equações (2.100), (2.101) e (2.102). A linha de 

força por dipolo magnético contribui somente na taxa de transição, equação (2.102), quando as 

regras de seleção são satisfeitas. 

Devido a essa condição, a correção foi feita subtraindo da linha de força experimental o 

valor da linha de força por dipolo magnético [84]. O que fizemos praticamente foi corrigir a linha 

de força de dipolo elétrico referente a transição 4I15/2 → 4I13/2, pela subtração da linha de força 

de dipolo magnético, equação (2.99). 

 A partir desta correção obtivemos os parâmetros de Judd Ofelt e consequentemente a 

taxa de transição e tempo de vida radioativo. Obtendo resultados com boa concordância com 

os da literatura. Conforme será discutido na seção 5.5.  
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 LSCAS 9,20 ± 0,02 ms

 CAS10 9,30 ± 0,03 ms

 CAS15 9,02 ± 0,02 ms

 CAS30 8,69 ±0,03 ms

 CAS34 8,96 ±0,02 ms

 CAS45 9,04 ± 0,02 ms

 CAS55 9,55 ± 0,03 ms

5.4 Tempo de vida e luminescência 

 

Para a medida de tempo de vida, excitamos as amostras no comprimento de onda de 

1500 nm, o qual pelo espectro do coeficiente de absorção, Figura 23, analisamos a banda de 

absorção com menor intensidade do que a região de 1535 nm, região essa em que medimos a 

intensidade de emissão e tempo de vida, do extado excitado 4I13/2 para o estado fundamental 

4I15/2. De forma que para essas medidas, devido à proximidade do comprimento de onda de 

excitação e emissão é esperado o mínimo de perda energia através de processos de decaimento 

não radioativo por fônons.  

O tempo de vida foi calculado a partir do ajuste da curva exponencial simples. A Figura 

24 mostra a curva de decaimento exponencial da intensidade em função do tempo, na escala 

logarítmica para cada concentração de sílica.  

 Diante do que foi discutido na seção anterior, podemos similarmente associar a diminuta 

interação do potencial do campo cristalino com íons Érbio da estrutura amorfa como sendo o 

motivo pelo qual o tempo de vida do estado excitado 4I13/2 (1535 nm) é, em média, da ordem 

de 9 milissegundos para as amostras com diferentes concentrações de sílica, sendo o tempo de 

vida desse estado excitado para cada amostra bem próximo da média o que está de acordo com 

os resultados encontrados na literatura [42].  O que também está relacionado com mesma 

concentração do dopante para cada matriz [5].  

   

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 24: Curvas de decaimento da emissão observada em 1534nm para as amostras CAS com diferentes 
concentrações de sílica excitadas em 1500 nm. 
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 Através da tecnica descrita na seção 4.4, utilizando os sensores de sílicio e germânio, 

foi obtido o espetro de emissão das amostras na região de 500 a 900 nm, figura 25 (a), e de 

1400 a 1700 nm, figura 25 (b), respectivamente, ambos espectros foram obtidos a partir do 

comprimento de onda de excitação de 488 nm.    
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Figura 25: Espectro de emissão das amostras na região de 500 a 900 nm, figura (a), e na região de 1400 a 1700 
nm, figura (b). Para essas medidas foi utilizado como fonte de excitação o laser OPO no comprimento de onda 

de 488 nm.   
 

Com o proposito de compararmos os resultados, o espectro de emissão de cada amostra 

foi normalizado por sua espessura e intensidade maxima do pico do espectro de absorção em 

488 nm. Através da figura 25 (a), podemos notar a dimuição do espectro de emissão, na região 

de 550 nm, com o aumento da sílica, fato que esta vinculado ao aumento da energia de fônons 

da matriz, e também a diferença entre os níveis de energia para íon Érbio conforme mostrado 

na fígura 5. Na qual para esses vidros, os aluminosilicatos de cálcio, a energia de fônons é da 

ordem de 1000 cm-1, e a diferença de energia entre os níveis proximos a 550 nm, é da ordem da 

energia de fônons. De forma que a probabilidade de transições não radioativas ocorram é maior, 

resultando na diminuição da intensidade do espectro de emissão, que pode ser analisada pela 

diminuição da área do pico de emissão conforme mostrado na figura 26, pontos na cor 

vermelha.  

 A partir da figura 25 (b) verificamos uma pequena variação do espectro de emissão na 

região de 1536 nm. Contudo a figura 26, pontos na cor preta, mostra a variação da área do pico 

de emissão em função do aumento da sílica, na qual percebemos uma tendencia de aumento, na 

intensidade de emissão, permanecendo praticamente constante. Fato que esta relacionado a 
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dissipação mínima de energia do estado 4I13/2 (1536 nm) por fônons, e a pequena intensidade 

com que o potencial do campo cristalino interage com íon Terra Rara, que é tenuamente alterado 

pelo aumento da concentração de sílica na matriz, ou seja, o aumento da sílica não altera o 

número de primeiros vizinhos que determina o número de átomos mais próximos ao íon Terra 

Rara. Mantendo a intensidade de emissão, desta região, sem variações significativas.  

 Os conceitos relacionados a interação do campo cristalino com o íon Terra Rara, e a 

influência do aumento de sílica no número de primeiros vizinhos e segundos vizinhos serão 

discutidos na próxima seção, na qual analisaremos os resultados dos cálculos de Judd Ofelt.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
Figura 26: Gráfico da área do pico de emissão, na região de 550 nm e 1536 nm, respectivamente.  
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5.5 Cálculo dos parâmetros de Judd Ofelt, tempo de vida e eficiência quântica 

 

 Através do método discutido na seção 4.5 calculamos os parâmetros de Judd Ofelt bem 

como o tempo de vida radioativo 𝜏𝑟𝑎𝑑, a partir da probabilidade de transição 𝐴(𝐽′, 𝐽), e a 

eficiência quântica 𝜂 =
𝜏𝑒𝑥𝑝

𝜏𝑟𝑎𝑑
⁄ . 

 Por meio das técnicas experimentais apresentadas no capitulo 4 obtivemos os dados 

necessários para determinar os parâmetros de Judd Ofelt. Outra ferramenta a ser utilizada são 

os elementos de matriz reduzidos, para o íon Er3+ [14, 85]. Conforme a tabela 6.  

  

  

 Tabela 6: Elementos de matriz reduzidos, U(t), para as transições do Er3+. [14, 81] 

Transição 

4I15/2 → 2S+1LJ 

�̅� 

 (nm) 
[𝐔(𝟐)]

𝟐
 [𝐔(𝟒)]

𝟐
 [𝐔(𝟔)]

𝟐
 

4I13/2 1520 0,0195 0,1173 1,4316 

4I11/2 970 0,0282 0,0003 0,3953 

4I9/2 800 0,0 0,1733 0,0099 

4F9/2 651 0,0 0,5354 0,4618 

4S3/2 544 0,0 0,0 0,2211 

2H11/2 520 0,7125 0,4125 0,0925 

4F7/2 488 0,0 0,1469 0,6266 

4F3/2 + 4F5/2 451 0,0 0,0 0,3504 

2H9/2 407 0,0 0,0189 0,2256 

4G11/2 377 0,9183 0,5262 0,1172 

4G9/2 + 4K15/2 + 4G7/2 365 0,0219 0,2631 0,3156 

 

 

 Utilizando estes valores, a área do pico de absorção, também chamada de seção de 

choque de absorção quando dividida pelo número de íons por centímetro cubico N (íon/cm³) e 

o índice de refração, calculamos a linha de força experimental 𝑆𝐷𝐸
𝑒𝑥𝑝 (𝐽, 𝐽′),  Eq. (2.95). Outro 

importante detalhe é a soma sobre os elementos de matriz reduzidos para as transições onde os 

picos absorção são difíceis de distinguir (451 nm e 365 nm) respectivamente, pratica a qual é 

frequentemente recorrida [86].  
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A tabela 7 mostra os valores obtidos para linha de força de dipolo elétrico, sem a 

contribuição do dipolo magnético. Também os parâmetros de Judd Ofelt e tempo de vida 

radioativo respectivamente para cada amostra.    

 

Tabela 7: Comparação entre as linhas de força experimental 𝑺𝑫𝑬
𝒆𝒙𝒑

 (𝑱, 𝑱′) e calculada 𝑺𝑫𝑬
𝒄𝒂𝒍 (𝑱, 𝑱′) para cada amostra 

em sua concentração de sílica (% em massa), os parametros de Judd Ofelt e tempo de vida radioativo referente 
a transição 4I13/2 → 4I15/2 (𝝀 = 1,5 µm). As unidades para as linhas de força 𝑺𝑫𝑬 (𝑱, 𝑱

′)  e para erro δs são dadas 
em 10-20 cm2. 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
Concentração de SiO2 em wt%: 0.5%Er3+ 

  7 10 15 30 

Ω2 (10-20 cm2)  3,52 4,56 4,78 4,15 

Ω4 (10-20 cm2)  1,50 1,66 1,65 1,93 

Ω6 (10-20 cm2)  0,454 0,533 0,629 0,73 

𝝉𝒓𝒂𝒅 (𝒎𝒔)  10,19 9,57 9,05 8,76 

Transição 

4I15/2 → 2S+1LJ 

�̅� 

(nm) 

  𝑆𝐷𝐸
𝑒𝑥𝑝12

        𝑆𝐷𝐸
𝑐𝑎𝑙  

(x 10-20 cm2) 

 𝑆𝐷𝐸
𝑒𝑥𝑝

          𝑆𝐷𝐸
𝑐𝑎𝑙  

(x 10-20 cm2) 

𝑆𝐷𝐸
𝑒𝑥𝑝

           𝑆𝐷𝐸
𝑐𝑎𝑙  

(x 10-20 cm2) 

𝑆𝐷𝐸
𝑒𝑥𝑝

           𝑆𝐷𝐸
𝑐𝑎𝑙  

(x 10-20 cm2) 

4I13/2 1520 0,8411 0,8952 1,0572 1,0477 1,1808 1,1884 1,2030 1,2719 

4I11/2 970 0,2725 0,2793 0,3035 0,3401 0,4309 0,3841 0,4102 0,3840 

4I9/2 800 0,0896 0,2651 0,1515 0,2935 0,2072 0,2933 0,1664 0,3421 

4F9/2 651 0,9020 1,0149 1,0671 1,1368 1,1460 1,1774 1,2283 1,3472 

4S3/2 544 0,2022 0,1004 0,2105 0,1179 0,2148 0,1391 0,2345 0,1489 

2H11/2 520 3,2842 3,1723 4,0087 3,9899 4,1689 4,1480 3,7494 3,8233 

4F7/2 488 0,5699 0,5055 0,5273 0,5785 0,5581 0,6376 0,7388 0,7062 

4F3/2 + 4F5/2 451 0,0615 0,1591 0,0730 0,1869 0,0788 0,1405 0,0955 0,1503 

2H9/2 407 0,1156 0,1309 0,1579 0,1518 0,1669 0,1733 0,1705 0,1885 

4G11/2 377 3,9857 4,0795 5,1122 5,1323 5,3141 5,3358 4,9645 4,9158 

4G9/2 + 4K15/2 + 4G7/2 365 0,9629 0,6162 0,9760 0,7060 0,9187 0,7391 1,2028 0,8128 

 

 δs =  0,16 

 

δs =  0,12 

 

δs =  0,08 

 

δs =  0,16 
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Através da linha de força e do método de mínimos quadrados calculamos os parâmetros 

de Judd Ofelt. A barra de erro no gráfico abaixo (Figura 27) está relacionado a variação da área 

do pico de absorção discutido na seção 5.3 com aproximadamente 25% de erro nos parâmetros 

de Judd Ofelt. 

 Os parâmetros Ω2, Ω4 e Ω6 obtidos para a amostra com 7% em massa de sílica, mostram 

boa concordância com os encontrados por L.F. C. Zonetti. [41]  

Analisando o comportamento desses parâmetros em função da concentração de sílica 

podemos perceber uma pequena variação entre eles, resultado que nos sugere uma fraca 

interação do campo cristalino com o íon Er3+ mesmo alterando significativamente a 

concentração de sílica nas amostras.    

 

 

 

 

  34 45 55 

Ω2 (10-20 cm2)  4,31 4,37 5,00 

Ω4 (10-20 cm2)  1,85 1,75 1,75 

Ω6 (10-20 cm2)  0,659 0,700 0,664 

𝝉𝒓𝒂𝒅 (𝒎𝒔)  9,42 9,22 9,56 

Transição 

4I15/2 → 2S+1LJ 

�̅� 

(nm) 

𝑆𝐷𝐸
𝑒𝑥𝑝12

         𝑆𝐷𝐸
𝑐𝑎𝑙  

(x 10-20 cm2) 

𝑆𝐷𝐸
𝑒𝑥𝑝

            𝑆𝐷𝐸
𝑐𝑎𝑙  

(x 10-20 cm2) 

𝑆𝐷𝐸
𝑒𝑥𝑝

           𝑆𝐷𝐸
𝑐𝑎𝑙  

(x 10-20 cm2) 

4I13/2 1520 1,2292 1,2463 1,2880 1,2940 1,2301 1,2542 

4I11/2 970 0,4306 0,3831 0,4362 0,4008 0,4547 0,4044 

4I9/2 800 0,2388 0,3276 0,2149 0,3115 0,2088 0,3097 

4F9/2 651 1,2538 1,2968 1,2082 1,2644 1,1510 1,2434 

4S3/2 544 0,1903 0,1459 0,2066 0,1548 0,2100 0,1469 

2H11/2 520 3,7951 3,8983 3,8628 3,9081 4,2128 4,3509 

4F7/2 488 0,6319 0,6857 0,6134 0,6970 0,5949 0,6734 

4F3/2 + 4F5/2 451 0,0981 0,1473 0,1007 0,1563 0,1036 0,1483 

2H9/2 407 0,1843 0,1839 0,1885 0,1912 0,1878 0,1830 

4G11/2 377 5,0872 5,0129 5,0543 5,0259 5,6951 5,5968 

4G9/2 + 4K15/2 + 4G7/2 365 0,9870 0,7902 1,0208 0,7793 1,1084 0,7796 

  δs =  0,10 δs =  0,10 δs =  0,14 
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Figura 27: Gráfico dos parâmetros de Judd Ofelt em função da concentração de sílica. 

 

Segundo resultados de EXAFS [43] o Er quando incorporado ao vidro aluminosilicato de 

cálcio tem como primeiros vizinhos 6 oxigênios, sugerindo uma simetria octaedral. Devido à 

grande estabilidade do Er é esperado que esta simetria se mantenha em toda a série de amostras. 

Assim esta pequena variação nos parâmetros de Judd-Ofelt é resultado de alterações na segunda 

esfera de coordenação, ou seja, nos segundos vizinhos. 

 Apesar de pequena, podemos observar, dentro do erro, uma tendência de aumento dos 

parâmetros com o aumento da quantidade de sílica. Considerando o exposto na seção 2.11.12, 

o aumento do parâmetro Ω2 está relacionado ao aumento da valência do cátion formador de 

rede, no caso de vidros.  

 No sistema em estudo, estamos aumentando a quantidade de SiO2 com a consequente 

redução de CaO e Al2O3. Ou seja, estamos aumentando a valência dos cátions de 2+ e 3+ no 

caso do Ca e Al, respectivamente, para 4+ no caso do Si.  

 Como mencionado anteriormente com o aumento da sílica diminuímos também a 

quantidade de oxigênios não ligados, variando a polarizabilidade eletrônica resultando em 

alterações na densidade eletrônica. Assim, variações nos parâmetros Ω4 e Ω6, também são 

esperadas.  
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No entanto como mencionado acima as alterações são decorrentes de interações com a 

segunda esfera de coordenação e, portanto muito pequenas, de modo que este parâmetros 

permanecem praticamente constantes para as diferentes matrizes. 

A partir dos parâmetros de Judd-Ofelt calculamos as probabilidades de transição e o 

tempo de vida dos níveis excitados. Os resultados para o tempo de vida para o estado 4I13/2 para 

as diferentes matrizes são mostrados na figura 28, juntamente com os valores do tempo de vida 

experimental.  Na figura mostramos os valores para o tempo de vida calculado e experimental 

normalizados pelo tempo de vida para a amostra com menor quantidade de sílica (7% em 

massa). 

Como podemos observar a variação no tempo de vida é muito pequena, e o 

comportamento em função da quantidade de sílica está em acordo com o calculado pelo modelo 

de Judd-Ofelt, ou seja a variação observada é consequência da alteração nos parâmetros de 

campo cristalino (Ω2, Ω4 e Ω6).  E sua pequena variação é consequência das alterações com a 

segunda esfera e coordenação como já discutido. De forma que a eficiência quântica também 

não apresentou variações significativas, conforme demonstrado no gráfico da figura 29. 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 28: Comparação entre os tempos de vida de luminescência calculados pela teoria de Judd-Ofelt e o 
experimental. Para efeito de comparação os valores foram normalizados pelos obtidos para a amostra com 

menor quantidade de sílica. 
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Figura 29: Gráfico do comportamento da eficiência quântica, em função da concentração de sílica. 

  

 A eficiência quântica calculada pela teoria de Judd Ofelt é dada pelo valor do tempo de 

vida experimental do estado excitado dividido pelo tempo de vida teórico, este com o mínimo 

de perda de energia em relação a intensidade de luz absorvida, por não atribuir efeitos 

dissipativos em seu modelo. Nossos resultados para eficiência quântica das amostras ficaram 

em torno de 95%. A barra de erro se deve ao erro experimental sobre o espectro de absorção, 

discutido na seção 5.3, que é de aproximadamente 10%. 

Como já discutido o comportamento de pequena variação da eficiência quântica em 

função da concentração de sílica devido a estabilidade íon Er3+ já citadas na seção 2.8.1.  

Uma forma objetiva para contornar o problema do espectro de absorção está no aumento 

da concentração do dopante, pois para baixas concentrações temos o erro experimental do 

coeficiente de absorção, como já discutido. Contudo para a medida do tempo de vida obtemos 

o valor que não é afetado pela alta transferência de energia entre os íons, o que ocorre para 

maiores concentrações do dopante. Esse efeito de transferência de energia está relacionado 

principalmente a absorção ressonante do nível 4I13/2 (1530 nm), em que o íon que absorve a 

energia de excitação do laser, emite um fóton, com mesma energia do fóton absorvido, que logo 

é reabsorvido pelo íon vizinho, gerando a migração de energia entre os íons da matriz, esse 

processo ocorre repetidas vezes nas proximidades do íon emissor nesse estado, até o fóton 

absorvido de forma ressonante ser extinto. De forma que o resultado para o tempo de vida se 

torna superestimado gerando erros na eficiência quântica da matriz [82]. 
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Contudo para concentrações maiores o erro experimental do coeficiente de absorção é 

menor no sentido de que os valores da eficiência quântica serão coerentes fisicamente, enquanto 

que para a o tempo de vida experimental o aumento da contração do dopante promove 

transferência de energia entre os íons, que acarretam um tempo de vida maior do que o real para 

a amostra. De forma que para obtermos resultados fisicamente coerentes da eficiência quântica, 

devemos utilizar a amostra com concentração acima de 0,5% em massa para diminuirmos o 

erro experimental da absorção e concentrações menores para não afetar significativamente o 

tempo de vida experimental pela transferência de energia entre os íons [41].   
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6 Conclusões e Perspectivas 

 

 Diante do objetivo principal de nosso trabalho em estudar a teoria de Judd Ofelt e aplicá-

la ao conjunto de amostras preparadas por nosso grupo (GEFF), conseguimos compreender 

quais são os limites de aplicação desta teoria que tem o propósito de explicar qual a origem das 

transições 4f - 4f nos íons Terra Rara, que pelas regras de seleção da mecânica quântica, regras 

de Laporte, são proibidas por paridade, mas que são relaxadas pela interação do íon TR com o 

campo cristalino, que mistura a paridade de seus estados pela expansão do estado fundamental 

através da teoria de perturbação da mecânica quântica.  

 Por meio do estudo desta teoria compreendemos quais os parâmetros são necessários 

para se realizar os cálculos e obter os parâmetros de Judd Ofelt e o tempo de vida radioativo de 

cada amostra. 

 Aplicamos esta teoria a um conjunto amostras do vidro aluminosilicato de cálcio 

dopadas com 0,5% em massa de Érbio, variando a concentração de sílica de 7 a 55%. A partir 

dos resultados obtidos para as medidas de densidade, índice de refração, espectro de absorção   

e tempo de vida experimental, realizamos os cálculos para obtermos a eficiência quântica das 

amostras e constatamos que, assim como esperado, a eficiência quântica resultou em valores 

próximos de 95%. E após a análise das medidas realizadas confirmamos o erro experimental 

no espectro de absorção devido a refletância e espalhamento envolvidos na medida da 

transmitância, consequência da baixa concentração do dopante, o que nos geraram variações 

nos parâmetros de Judd Ofelt da ordem de 25%. Outro aspecto importante foi a correção da 

linha de força de dipolo elétrico para obtermos os parâmetros de Judd Ofelt sem a contribuição 

do dipolo magnético, conforme previsto pela teoria.  

Contudo observando o comportamento para os parâmetros de Judd Ofelt, tempo de vida  

e eficiência quântica concluímos que a variação na concentração de sílica não geraram 

variações significativas no comportamento desses parâmetros o que nos sugere uma pequena 

variação na interação do campo cristalino da matriz vítrea com o íon Er3+ mesmo variando a 

concentração se sílica das amostras significativamente, o que era esperado pelo fato de 

utilizarmos como dopante um íon com grande estabilidade de formação do estado de oxidação 

e também sua blindagem eletrônica da camada 4f  pelas camadas mais externas 5d e 6s que 

minimizam o efeito do campo cristalino sobre esta camada. Outro fator importante é a diferença 

de energia entre o meta estado 4I13/2 a qual medimos o tempo de vida radioativo, que não sofre 

dissipação de energia significativa por fônons devido a grande diferença de energia entre os 
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níveis fundamental 4I15/2 e excitado 4I13/2 que é da ordem de 6000 cm-1, enquanto que energia 

de fônos para esses vidros é em torno de 1000 cm-1, diminuindo significativamente a 

probabilidade de que 6 fônons absorvam essa energia para que o nível decai não 

radioativamente.  

 Neste trabalho conseguimos compreender que, para baixas concentrações de dopante, 

temos agregado o erro experimental sobre a medida de absorção e consequentemente a 

eficiência quântica calculada pela teoria de Judd-Ofelt. Contudo o aspecto a favor da baixa 

concentração do dopante, da ordem de 0,5% em massa, é a baixa transferência de energia entre 

os íons resultando na medida experimental do tempo de vida não superestimada, o que ocorre 

para maiores concentrações de dopante. No entanto maiores concentrações de dopante 

minimizam o erro experimental do espectro de absorção e também os valores para os 

parâmetros de Judd Ofelt.  De forma que, para os próximos estudos, faremos uma nova série de 

amostras variando a concentração de sílica com maiores concentrações de dopante, para 

diminuir o erro experimental no espectro de absorção, para obtermos resultados precisos sobre 

a eficiência quântica dos vidros aluminosilicatos de cálcio produzidos por nosso grupo.    
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Apêndice A 

 Pelo acoplamento Russel – Saunders e regra de Hund podemos escrever os estados 

eletrônicos a partir de seus números quânticos, S, L, J e J𝑧. O acoplamento Russel – Saunders 

(S =  ∑ 𝑠𝑖𝑖  , S =  ∑ 𝑙𝑖𝑖 ) nos permite determinar os valores destes números quânticos. A 

configuração espectroscópica do estado fundamental ou de menor energia, utilizando as regras 

de Hund e o princípio de exclusão de Pauli, é encontrada em função do momento orbital total 

(L), spin total (S) e angular total (J=L+S) [87]. Os elétrons irão ocupar os orbitais do átomo, 

seguindo o acoplamento Russel- Saunders que se definem a três regras: 

 

1. O máximo valor de spin (S) permitido segundo o princípio de exclusão de Pauli. 

 

2. O momento orbital total (L), do estado de mínima energia, tem o maior valor 

possível consistente com a regra de Hund. O primeiro elétron ocupa a camada com 

o máximo valor de Lz (ml) = l, logo o seguinte com ml = l −1, assim sucessivamente. 

Se houver elétrons suficientes, tal que ml = -l, os elétrons restantes começam 

ocupando as camadas com ml = l e assim em diante, mas com o spin contrário. 

 

3. A degenerescência do conjunto de estados (2L+1) x (2S+1) evita-se considerando a 

interação spin-órbita λ(L.S ). Quando: 

 

a) 𝑛 ≤ 2𝑙 + 1, o momento angular total (J) é do estado fundamental é   

𝐽 = |𝐿 − 𝑆|. 

 

b) 𝑛 ≥ 2𝑙 + 1, o momento angular total (J) é do estado fundamental é   

𝐽 = |𝐿 + 𝑆|. 

Onde (𝑛) é o número de elétrons e (l) é o momento orbital da subcamada (f). 

Simbolicamente os estados do níveis de energia são escritos em função L, S, e J. na qual 

S, P, D, F, G, H, I, K, L, representam os valores do momento angular L= 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 

etc, respectivamente. Sendo a notação espectroscópica dos níveis das terras raras dada por:         

2S +1LJ. 

Er: Xe4f 11 
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𝑚𝑠 = (
+1/2 ↑
−1/2 ↓

)

 𝑚𝑙 =                    
     

↑

−3
     

↑

−2
     

↑ ↑↓

−1 0
     

↑↓ ↑↓

1 2
    

↑↓

3
 

 

A partir da configuração acima podemos calcular o momento orbital total e o momento 

de spin total [88].  

 

L =  ∑𝑙𝑖
𝑖

= 6                    S =  ∑𝑆𝑖

𝑖

= 3/2 

 

Como para o caso dos íons de Er3+ o número de elétrons (n=11) é maior que (2l+1=7), 

o momento angular total do estado fundamental é 𝐽 = |𝐿 + 𝑆| = 6 + 3
2⁄ = 15/2, com isso a 

configuração espectroscópica do estado fundamental é 𝐿 = 6, 𝑆 = 3/2  e J = 15/2. 

 

                                                  2S +1LJ = 4I15/2. 

 

Apêndice B 

 

Para escrevermos os auto estados |𝑙𝑁𝛾𝑆𝐿𝐽𝑀⟩ de forma a estabelecermos algumas 

relações de simetria para facilitarmos os cálculos, precisamos escreve-los utilizando os 

símbolos de Wigner para os coeficientes de Clebsch – Gordon que conectam os estados da base 

acoplada com os estados da base desacoplada [89]. Desta forma os símbolos de Wigner estão 

relacionados ao acoplamento de n momentos angulares de n elétrons do sistema. A fim de 

construir os auto estados do sistema multi-eletrônico, outro importante teorema é o teorema de 

Wigner Eckart para o tensor irredutível.  

Como exemplo temos o acoplamento de dois momentos angulares   

 

{
𝑱 = 𝑗1 + 𝑗2

     𝑴 = 𝑚1 + 𝑚2
      (B.1) 

 
 

Na qual 𝑱 e 𝑴 são momento angular total e a componente na direção z do momento 

angular, respectivamente. Podemos escrever os auto estados da base acoplada |𝑗1, 𝑗2; 𝐽𝑀⟩ como 
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uma combinação dos auto estados da base desacoplada |𝑗1, 𝑗1;𝑚1, 𝑚2⟩ através dos coeficientes 

de Clebsch – Gordon. 

 

 (B.2) 

 

Os símbolos 3-j de Wigner estão relacionados aos coeficientes de Clebsch – Gordon 

como: [90] 

 

(B.3) 

 

 

Podemos escrever a base acoplada como: 

|𝐽𝑀⟩ =  ∑ (
𝑗
1

𝑗
2

𝑱

𝑚1 𝑚2 −𝑴
) √(2𝑱+1)

(−1)𝑗1−𝑗2+𝑀 |𝑗
1
𝑗
2
; 𝑚1𝑚2⟩𝑚1, 𝑚2

  (B. 4) 

Na qual 

 

 

(
𝑎 𝑏 𝑐

𝛼 𝛽 𝛾
) = (−1)𝑎−𝑏−𝛾√∆(𝑎, 𝑏, 𝑐)√(𝑎 + 𝛼)! (𝑎 − 𝛼)! (𝑏 + 𝛽)! (𝑏 − 𝛽)! (𝑐 + 𝛾)! (𝑐 − 𝛾)!  

 

× ∑
(−1)𝑡

𝑥(𝑡)
𝑡

                                                                                                                                          (B. 5) 

Na qual 𝑥(𝑡) = 𝑡! (𝑐 − 𝑏 + 𝑡 + 𝛼)! (𝑐 − 𝑎 + 𝑡 − 𝛽)! (𝑎 + 𝑏 − 𝑐 − 𝑡)! (𝑎 − 𝑡 − 𝛼)! (𝑏 − 𝑡 + 𝛽)!, e a 

soma se estande sobre todos os valores de t, para que todos os fatoriais 𝑥(𝑡) sejam ≥ 0, e o 

coeficiente triangular ∆(𝑎, 𝑏, 𝑐) é dado por, [91] 

 

 

∆(𝑎, 𝑏, 𝑐) =
(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)! (𝑎 − 𝑏 + 𝑐)! (−𝑎 + 𝑏 + 𝑐)!

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 1)!
                                  (B. 6) 

 

 

E o acoplamento de três momentos angulares é dado pelo símbolo 6-j de Wigner. 

 

|𝐽𝑀⟩ = ∑ |𝑗1𝑗2;𝑚1𝑚2⟩⟨𝑗1𝑗2; 𝑚1𝑚2|𝐽𝑀⟩𝑚1, 𝑚2
  

(
𝑗1 𝑗2 𝑱
𝑚1 𝑚2 −𝑴

) ≡
(−1)𝑗1−𝑗2+𝑀

√(2𝑱 + 1)
⟨𝑗1𝑗2𝑚1𝑚2|𝐽𝑀⟩ 
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{
𝑗1 𝑗2 𝑗3
𝐽1 𝐽2 𝐽3

} = √∆(𝑗1, 𝑗2, 𝑗3)∆(𝑗1, 𝐽2, 𝐽3)∆(𝐽1, 𝑗2, 𝐽3)∆(𝐽1, 𝐽2, 𝑗3) × ∑
(−1)𝑡(𝑡 + 1)!

𝑓(𝑡)
𝑡

 

(B.7) 

 

A soma novamente se estende sobre todos os valores em que o fatorial 𝑓(𝑡) seja ≥ 0. 

Na qual 

 

𝑓(𝑡) = (𝑡 − 𝑗1 − 𝑗2 − 𝑗3)! (𝑡 − 𝑗1 − 𝐽2 − 𝐽3)! (𝑡 − 𝐽1 − 𝑗2 − 𝐽3)! (𝑡 − 𝐽1 − 𝐽2 − 𝑗3)! ×

(𝑗1 + 𝑗2 + 𝐽1 + 𝐽2 − 𝑡)! (𝑗2 + 𝑗3 + 𝐽2 + 𝐽3 − 𝑡)! (𝑗1 + 𝑗3 + 𝐽1 + 𝐽3 − 𝑡)!.  

(B.8) 

 

As várias interações de sistemas de multi elétrons são regidas pelo tensor de operadores 

𝑇𝑞
(𝑘)

, que transformam como os harmônicos esféricos 𝑇𝑞,𝑘(𝜃, 𝜙). Durante o cálculo dos níveis 

de energia e intensidades de transição dos TR, surge a necessidade de avaliar os elementos da 

matriz de vários operadores de tensores que atuam em apenas uma parte do sistema, como só o 

momento angular orbital ou apenas o de Spin.  

A aplicação do teorema de Wigner-Eckart facilita os cálculos desses elementos de 

matriz enormemente, fazendo uso dos elementos de matriz reduzidos. A formulação 

matemática para esse teorema é escrita da seguinte forma. 

 

    〈𝛼; 𝐽𝑀|𝑇𝑞
(𝑘)

|𝛼′; 𝐽′𝑀′〉 = (−1)𝐽−𝑀 (
𝐽 𝑘 𝐽′

−𝑀 𝑞 𝑀′
) ⟨𝛼; 𝐽‖𝑇(𝑘)‖𝛼′; 𝐽′⟩  (B.9) 

 

Onde o tensor de operador 𝑇𝑞
(𝑘)

 de ordem 𝑘 desse elemento de matriz é calculado entre 

os dois estados ⟨𝛼; 𝐽𝑀| e |𝛼′; 𝐽′𝑀′⟩, em que 𝐽′, 𝑀′ são os números quânticos do momento angular 

total e a componente z do momento angular, respectivamente. Todos os outros números 

quânticos, se preciso for, são descritos por 𝛼 e 𝛼′. 

 

 

 

 

 

 



78 
 

 

Apêndice C 

Número de íons por centímetro cubico para amostras LSCAS. 

 

1 cm3 de vidro pesa    2.9251g        100% 

   X       0.5% 

 

 

Logo, X = 0.0146255g/cm3 

 

 

1 mol de Er2O3 (382, 52 g) possui 334.52 g de Er3+. Logo, (Obs. O3 tem 3 átomos de Oxigênio 

16g = 48g e Er2 tem 2 dois átomos de Erbio 2x167.259 = 334, 52 g). 

 

 

     

   382.52 g                       334.52 g 

   0.0146255 g/cm3  y 

 

y = 0.01279 g/cm3 

 

 

 

1 mol de Er3+ (6.02 x 1023 ions) pesa 167.26 g. Logo, 

 

   6.02 x 1023 íons  167.26 g 

   N    0.01279 g/cm3 

 

 

Número de íons por centímetro cubico N = 4.6 x 1019 íons/cm3 

 

 
 

Apêndice D 

Rotina para os cálculos dos parâmetros de Judd Ofelt através do programa Excel, para CAS 

34. 

 

Através dos dados das amostras: número de íons por centímetro cubico, índice de 

refração e área do pico de absorção conseguimos calcular a linha de força experimental. 

 

𝑆𝐷𝐸
𝑒𝑥𝑝 (𝐽, 𝐽′) =

3ℎ𝑐

8𝜋3𝑒2

1

𝑁
 
(2𝐽 + 1)𝑛

𝜆
[

9

(𝑛2 + 2)2
] Γ 
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O próximo passo se consiste em calcular os parâmetros de Judd-Ofelt através do cálculo 

de mínimos quadrados.  

  

Ω = (M†M)−1M†𝑆𝑚 

 

Na qual M é dados pelos elementos de matriz do tensor de elétrons escrito por W. T. 

Carnall. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Onde 𝑆𝑚 é escrito com a correção para linha de força de dipolo elétrico para a transição 

4I13/2 . 

Na qual subtraímos a linha de força de dipolo magnético para transição 4I15/2 → 4I13/2. 

 𝑆𝐷𝑀
𝑐𝑎𝑙  (𝐽, 𝐽′) = (

𝑒ℏ
2𝑚𝑐

)

2

|〈𝑓
𝑁
𝛼𝑆𝐿𝐽𝐽𝑧|(𝐿 + 2𝑆)|𝑓

𝑁
𝛼′𝑆′𝐿′𝐽′𝐽′𝑧〉|

2

= 0,715 10−20 𝑐𝑚−2 

S'L'J' / 4I15/2 λ(nm) No(Er/cm³) J n Área(nm.cm-1) S(K)(cm²)med S(K)(cm²)cal 
4I13/2  1515 4,5070E+19 7,5 1,588395 11,3913 1,94455E-20 1,24627E-20 
4I11/2 970 4,5070E+19 7,5 1,595762 1,6244 4,30622E-21 3,83073E-21 
4I9/2 802 4,5070E+19 7,5 1,601808 0,7482 2,38768E-21 3,27624E-21 
4F9/2 651 4,5070E+19 7,5 1,611364 3,2131 1,25382E-20 1,29677E-20 
4S3/2 544 4,5070E+19 7,5 1,623469 0,4113 1,90255E-21 1,45922E-21 

2H11/2 520 4,5070E+19 7,5 1,627258 7,8659 3,79515E-20 3,89834E-20 
4F7/2 488 4,5070E+19 7,5 1,633205 1,2348 6,31871E-21 6,85721E-21 

4F3/2 + 4F5/2 451 4,5070E+19 7,5 1,641721 0,1783 9,80642E-22 1,47308E-21 
2H9/2 407 4,5070E+19 7,5 1,655025 0,3056 1,84299E-21 1,8391E-21 

4G11/2 377 4,5070E+19 7,5 1,666886 7,8876 5,08719E-20 5,01291E-20 

4G9/2 + 2K15/2 + 4G7/2 365 4,5070E+19 
7,5 

1,672469 1,4882 9,8699E-21 7,90217E-21 

[U(2)]² [U(4)]² [U(6)]² 

0,0195 0,1173 1,4316 

0,0282 0,0003 0,3953 

0,0 0,1733 0,0099 

0,0 0,5354 0,4618 

0,0 0,0 0,2211 

0,7125 0,4125 0,0925 

0,0 0,1469 0,6266 

0,0 0,0 0,2232 

0,0 0,0189 0,2256 

0,9183 0,5262 0,1172 

0,0219 0,2631 0,3156 
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Elemento de matriz para o dipolo magnético para transição 4I15/2 → 4I13/2. 

 

4I15/2 → 4I13/2 
[92]:  

  〈𝑆 𝐿 𝐽|(𝐿 + 2𝑆)|𝑆′ 𝐿′ 𝐽′〉 = 〈𝑆 𝐿 𝐽|(𝐿 + 2𝑆)|𝑆′ 𝐿′ 𝐽 − 1〉 = 𝛿(𝑠, 𝑠′)𝛿(𝐿, 𝐿′)√
[(𝑆+𝐿+1)2−𝑗2][𝑗2−(𝐿−𝑠)²]

4𝐽
  

〈
3
2
  6 

13
2

|(𝐿 + 2𝑆)|
3
2
  6 

15
2

〉 = 4,382 

{
∆𝑆 = 0
∆𝐿 = 0
∆𝐽 = −1

 

2S +1LJ → 2S + 1 = 4, S = 3/2. 

 

  

 𝑆𝐷𝐸
𝑒𝑥𝑝

 

1,23E-20 

4,31E-21 

2,39E-21 

1,25E-20 

1,90E-21 

3,80E-20 

6,32E-21 

9,81E-22 

1,84E-21 

5,09E-20 

9,87E-21 

 

A linha de força calculada é escrita pela equação  

 𝑆𝐷𝐸
𝑐𝑎𝑙 (𝐽, 𝐽′) = Ω2 [𝑈

(2)
]
2
+ Ω4 [𝑈

(4)
]
2
+ Ω6 [𝑈

(6)
]
2
 

Ou seja  

 𝑆𝐷𝐸
𝑐𝑎𝑙 = MΩ 

E a partir de  𝑆𝐷𝐸
𝑐𝑎𝑙 calcular a taxa de transição e o tempo de vida radioativo. 

S' L' J' λ(nm) J n S(K)(cm²)cal (elé) 
S(K)(cm²)cal 

(MD) 
AJJ'DE  (s-1) 

A(JJ')DM  
(s-1) 

t(s) = 1/ A(JJ') 

4I13/2  4I15/2 1530 6,5 1,588421 1,24627E-20 7,15E-21 64,8470 41,33 9,41784E-03 
4I11/2  4I15/2 970 5,5 1,595968 3,83073E-21   92,6675   8,54737E-03 
4I11/2  4I13/2 2705 5,5 1,584972 1,17965E-20 9,46E-21 12,8677 11,45   
4I9/2  4I15/2 802 4,5 1,601808 3,27624E-21   170,2716   5,07700E-03 
4I9/2  4I13/2 1739 4,5 1,587275 4,86000E-21   24,0551     
4I9/2  4I11/2 4651 4,5 1,583898 2,37218E-21 7,11E-21 0,6095 2,030   

 

Realizando o cálculo de Ω = (M†M)−1M† 𝑆𝐷𝐸

𝑒𝑥𝑝
. Obtemos a matriz. 

 

 

4,31E-20 Ω2 

1,85E-20 Ω4 

0,66E-20 Ω6 
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Os elementos de matriz das transições intermediarias também foram tabeladas por W. 

T. Caranll.  

Este exemplo foi feito para as transições 4I13/2, 
4I11/2 e 4I9/2 para o estado fundamental 4I15/2. 

 

Utilizamos o modelo de Cauchy:  

𝑛(λ̅) = 𝐴 +
𝐵

λ̅2
            

Para ajustar o índice de refração para diferentes comprimentos de onda. Realizamos as 

medidas para o índice de refração com laser (He-Ne, λ=632,8 nm) e (He-Ne, λ=594 nm) para 

determinar as constantes A e B.  

Na qual λ̅ é o comprimento de onda médio, escrito como: 

λ̅ = ∑
𝐼𝑖(λ)λ𝑖

𝐼𝑖(λ)
𝑖

   

Onde I é a intensidade do espectro de absorção no respectivo comprimento de 

onda [85]. 
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