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Resumo

Neste trabalho, a partir das formas da condigao inicial e da fungao de
Green, identificamos o comportamento assintético temporal de solucoes das
equagoes de difusao e de Schrodinger usuais e fracionéarias. As condigoes
iniciais empregadas variam desde as situagoes localizadas (cauda curta) até
aquelas pouco localizadas (cauda longa). Em contraste com o caso de cauda
curta, a presenca de cauda longa para a condicao inicial atrapalha o processo
difusivo, no sentido de tornar o alargamento do pacote inicial mais lento.
Esses fatos sao conseqiiéncia de funcoes de Green que sofrem um alargamento
progressivo com o tempo. Isso, para tempos longos, faz com que a condicao
inicial fique bastante concentrada em relacao a funcao de Green, e a partir
dai fizemos nossas aproximagoes. Essas estimativas, independentemente da
forma concreta da funcao de Green, podem ser expressas, essencialmente, em
termos dos momentos da condi¢ao inicial e de derivadas de mesma ordem da
funcao de Green.






Abstract

In this work, from the initial conditions and the Green functions, we
identified the time asymptotic behavior of solutions of the usual diffusion
and Schrédinger equations, as well as of the spatial fractional ones. The
initial conditions employed here vary from localized (short tail) ones; to not
much localized (long tail) ones. In contrast with the short tail case, the pre-
sence of the long tail for the initial condition disturbs the diffusive process,
in a such way the spreading of the initial packet becomes slower. These facts
are a consequence of the Green functions that progressively spreads with
time. For long times, this behavior leads to a very wide Green function in
comparison with the initial condition. From this we performed our appro-
ximations. These approximations, independently of the specific form of the
Green function, can essentially be written in terms of the moments of the
initial condition and the derivatives of the Green function.
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Capitulo 1

Introducao

Das equacoes que comumente deparamos quando estudamos as-
pectos relacionados a fisica, algumas ocupam atualmente um lugar de desta-
que incontestavel. Duas dessas equagoes sao a de difusaoll, 2, 3, 4, 5| e a
de Schrodinger|6, 7). Em tal contexto, os casos mais simples e largamente
empregados sao aqueles vinculados a auséncia de forga. Nesse sentido, a in-
vestigacao de suas possiveis solugoes faz com que possamos entender melhor
a implicacdo das mesmas. Conseqiientemente, tal estudo nos conduz a um
maior e melhor discernimento das vertentes ligadas as situacgoes fisicas que
envolvem essas equacoes. O presente trabalho é direcionado justamente a
esse tipo de estudo. Mais precisamente, investigamos aqui o comportamento
assintotico temporal dessas solugoes.

Como vamos ver, os desenvolvimentos apresentados neste texto
permitem tratar de maneira unificada varias situacoes. Em particular, as
equagoes de difusao na auséncia de forca externa e a de Schrodinger para
uma particula livre. Na realidade, certas generalizacoes (vertentes andomalas)
dessas equacoes podem ser igualmente investigadas. Nessa direcao, nossos re-
sultados gerais sao aplicados para analisar uma equacao de difusao anémala
que contém uma derivada fracionaria espacial. Esse tipo de equacao tem
sido usado para descrever difusdo relacionada as distribuigoes de Lévyl8, 9].
Numa vertente andloga, também como ilustragdo, empregamos nosso ferra-
mental para estudar uma equacao de Schrodinger que contém uma derivada
fracionaria espacial. Nesse caso, a presenca desse tipo de derivada tem sido
relacionada a um contexto fractal[10, 11, 12].

Como deve estar claro, alargamento de pacotes é um fendémeno
onipresente aparecendo em propagacao de particulas em sistemas quanti-



cos ou em processos difusivos. Em particular, o espalhamento de paco-
tes de onda quéantico associado com particula livre tem sido recentemente
investigado[13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21|. O principal foco é na depen-
déncia do comportamento assintotico da funcao de onda sobre sua condicao
inicial. Num caso unidimensional, quando a funcao de onda inicial ¢ Gaus-
siana, ¢ bem conhecido que sua amplitude na origem decai assintoticamente
com t~'/2. No entanto, este cenario muda quando uma funcio de onda inicial
arbitraria é considerada, isto é, quando a integral da funcao de onda inicial
sobre todo espaco nao é finita. Neste caso, um decaimento com ¢~% com
a < 1/2 & comum[13, 15, 17, 20, 21]. No mais, leis logaritmicas também
surgem nos casos limites|[13, 15, 16, 17, 18, 19].

Visto que a estrutura da equacao de Schrédinger usual de parti-
cula livre estd intimamente conectada com a equacao de difusao usual sem
forca externa, um cendrio similar pode ser desenhado para o caso difusivo.
Neste trabalho, consideramos um amplo quadro de equagoes de evolucgao,
aquele que apresenta um aspecto difusivo. Por exemplo, equacoes que en-
volvem derivada espacial fracionaria e que contém como casos particulares
as equacoes usuais de Schrodinger de uma particula livre e de difusao. No
geral, o comportamento do tipo difusivo manifesta o fato de que solugoes
inicialmente localizadas espalham-se indefinidamente com o tempo. Além
disso, uma grande familia de condic¢oes iniciais, de cauda curta e longa, sao
também consideradas. Notamos ainda que nao encontramos estudos des-
ses aspectos para a vertente N-dimensional. Com isto em mente, voltamos
nossa andalise na direcao de suprir também essa escassez de estudos de casos
N-dimensionais.

Quanto & exposicao de nosso trabalho, tentamos fazé-la de uma
maneira bem detalhada. Por esse motivo, discutimos primeiramente os as-
pectos unidimensionais, assim como, alguns conceitos basicos. Como conti-
nuacao, desenvolvemos a vertente em dimensao arbitraria. Nesse sentido, as
ultimas partes de cada capitulo estao dedicadas ao caso N-dimensional. Tam-
bém numa direcao crescente de complexidade dos temas enfocados, conside-
ramos como ponto de partida as equagoes de difusao (usual) e de Schro-
dinger. A seguir, passamos para a apresentacao das equacoes de difusdo e
Schrédinger fracionarias. Além disso, com o objetivo de facilitar ainda mais
o entendimento dos resultados gerais alcancados neste trabalho, ilustramos
via exemplos as vérias etapas de nossa discussao.

No capitulo dois, fazemos uma revisao sobre os aspectos funda-
mentais da equacao de difusao usual unidimensional e suas respectivas so-
lucoes, obtidas através do uso de transformada de Fourier. Com o intuito
de visualizar as soluc¢oes encontradas para a difusao usual (normal), fazemos
também aplicacoes aos casos de fungoes iniciais do tipo delta e inicial do tipo
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Gaussiana. Nesse caso, obtemos o comportamento assintotico de p(z,t) para
t longo. Com o objetivo de ganhar um entendimento maior sobre a equagao
de difusdo, mostramos como p(z,t) para a equacao de difusdo pode surgir
devido a um movimento aleatério (movimento Browniano) de uma particula.
A seguir, de maneira analoga a de difusao usual examinamos a equacao de
Schrodinger para uma particula livre. Aplicamos os resultados obtidos em
duas condigoes iniciais: delta de Dirac e Gaussiana. Ao final dessa secao ob-
temos o comportamento assintotico de W(x,t). Para finalizar este capitulo,
consideramos solucoes do caso N-dimensional tanto da equacao de difusao
usual quando da equagao de Schrédinger para uma particula livre. Ilustramos
essas solugoes com o exemplo de uma condicao inicial do tipo delta.

No tocante ao fenomeno da difusao, observamos que na natureza
h& também comportamentos difusivos mais complexos que aqueles estudados
no capitulo dois, ou seja, a equacao de difusao usual nao é mais suficiente
para descrever certos fenomenos difusivos. Tendo isso em mente, no capi-
tulo trés, fazemos uma breve apresentacao de uma situacao difusiva mais
complexa. Nesse contexto, apresentamos uma equacao mais geral, que in-
corpora o caso usual e alguns de seus possiveis desvios. De uma maneira
geral, quando ocorrem desvios do comportamento normal da difusao temos
a chamada difusao anémala. Mais objetivamente, estudamos brevemente
um possivel tipo de equacao de difusao anémala e suas respectivas solugoes.
Essa equacao de difusao andémala envolve o uso de derivada de ordem nao
inteira, isto é, derivada fracionaria. Paralelamente ao estudo da equacao de
difusao apresentamos uma generalizacao da equacao de Schrédinger que con-
tém derivada fracionaria. Em ambos os casos, difusao anémala e equacgao de
Schrédinger com derivada fracionaria, temos naturalmente como funcao de
Green as distribuicoes de Lévy. Encerrando este capitulo, consideramos a
vertente N-dimensional para estas equacoes fracionarias. Com esse capitulo,
encerramos os aspectos de revisao desta dissertacao.

No capitulo quatro, apresentamos de forma sisteméatica como o
comportamento temporal de uma funcao esta relacionado com a condicao
inicial e a funcao de Green. Em particular, aplicamos nossos desenvolvimen-
tos a fungoes que sao solugoes da equacao de difusao usual e de Schrodinger.
Investigamos também o comportamento assintdtico temporal de solugoes das
equagoes generalizadas (via derivada fracionaria espacial) de difusdo e de
Schrodinger. Para iniciarmos nossa andlise assintotica, comecamos com si-
tuagoes em que a condigdo inicial apresenta cauda curta (no sentido de seu
primeiro momento ser nao nulo e finito). Finalizamos esse capitulo com a
vertente N-dimensional. Em geral, quando temos cauda curta, vemos que
para t suficientemente longo o comportamento espacial e temporal de p(x,t)
seguird aquele da funcao de Green ou de uma de suas derivadas.
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No capitulo cinco, apresentamos inicialmente um procedimento
alternativo para obtermos a expressao assintotica de p(z,t), encontrada no
capitulo quatro. A seguir, mostramos como esse novo procedimento nos per-
mite tratar uma classe mais ampla de condicoes iniciais, isto ¢, aquelas cujas
caudas sao longas o suficiente para que integrais de poténcias das coorde-
nadas divirjam. Para esse tipo de condicao inicial, temos que o primeiro
momento nao nulo é divergente, ou seja, esta classe inclui condigoes iniciais
nao normalizaveis. Para analisarmos esse tipo de condicao inicial, baseamos
nas transformadas de Fourier de p(z,0) e G(x — 2/, t). Discutimos situagoes
em que p(k,0) pode ser par ou impar. Nesse contexto, surgem também casos
marginais (limiares) que conduzem a correcoes logaritmicas. Tratamos os
casos marginais dessas duas vertentes em forma de exemplos. Para finali-
zar este capitulo, visitamos novamente essas questoes quando o espacgo for
N-dimensional.

No ultimo capitulo, o sexto, apresentamos uma breve discussao
da nossa investigacao, isto é, dos capitulos 4 e 5. Nesse resumo, enfatiza-
mos os principais resultados obtidos, juntamente com uma interpretacao dos
mesmos. Encerramos o trabalho com sugestoes que visam dar continuidade
as pesquisas reportadas nessa dissertacao.
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Capitulo 2

As Equacoes de Difusao e de
Schrodinger

Iniciamos a apresentacao deste capitulo de revisao com a equacao
de difusao. Obtemos a solucao dessa equacao de difusao via transformada de
Fourier. Apresentamos dois exemplos variando a condicao inicial, condic¢ao
inicial tipo delta e uma Gaussiana. Com o objetivo de ilustrar como a equacao
de difusao pode surgir, a discutimos sob um ponto de vista microscopico, isto
é, fazemos um tratamento do movimento Browniano usando probabilidades.
Apresentamos também a equacao de Schrodinger e expomos sua solu¢ao para
particula livre.

2.1 Equacao de Difusao

Num estudo introdutério da teoria cinética, ao derivar a expres-
sao para a pressao exercida por um gas ideal, as moléculas sao tratadas
como pontos geométricos, que podem se deslocar livremente de uma parede
do recipiente a outra, sem colidir com outras moléculas. Uma das objecoes
levantadas no inicio do desenvolvimento da teoria cinética foi que, se as mo-
léculas se movem desta maneira, uma pequena quantidade de gés libertada
em uma grande sala se espalharia pela mesma de uma forma praticamente
instantanea. Por outro lado, se sabe que, quando se retira a tampa de um
frasco de perfume, passa-se um tempo consideravel até que o odor possa ser
detectado, mesmo em um ponto a poucos metros de distancia, na auséncia

13



de correntes de ar. Cedo se percebeu que esta difusao, relativamente lenta de
um gas em outro, resultava de choques moleculares, como esta ilustrado na
fig. (2.1), que faz com que uma molécula se mova em uma trajetoria irregular
em ziguezague|22|.

e o
o]
o O
o
o
o O o o

Figura 2.1: Caminhos moleculares.

A descricao da difusao, que serifjapresentada brevemente agora,
envolve um modelo matematico baseado em uma hipdtese fundamental ou
“lei”, usualmente conhecida como lei de Fick da difusao. A opcao pela lei de
Fick conduz a grande abrangéncia, por exemplo, leva a descricoes comuns na
fisica, fisico-quimica e biologia.

Definamos p como a densidade do elemento que se difunde (freqiien-
temente chamado de concentragao) e J a densidade de corrente (quantidade
da substancia por unidade de tempo que atravessa uma unidade de area nor-
mal & diregdo de fluxo). Em termos destas grandezas, uma grande parte dos
fenomenos de difusdo obedece a seguinte lei linear (lei de Fick):

J=-DVp (2.1)

com p = p(r,t), J(r,t), r = (21,29, 23) e D o coeficiente de difusao ou difu-
sividade, o qual dependera das propriedades do meio. Esse coeficiente sera
uma matriz no caso geral anisotropico, pois meios anisotrépicos tém proprie-
dades de difusao diferentes em diferentes direcoes. Entretanto, iremos tratar
aqui apenas de casos isotropicos (D é um ntimero real positivo). O coefici-
ente de difusdo indica o quao rapida a quantidade medida por p difunde-se
de regioes com altas concentragoes para regidoes com baixas concentragoes.
Por outro lado, o sinal negativo combinado com o gradiente na lei de Fick
diz que a difusao tende a ocorrer da regiao de maior densidade para a regiao
de menor densidade.

Vamos considerar inicialmente que a substancia difundida nao é
absorvida nem emitida pelo meio. Entao, a lei de conservacao para esta
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substancia implica uma equacao de continuidade:

dp
—+V.J=0. 2.2
at * (2:2)
Ao combinarmos essa equagao e a eq. (2.1), chegamos a equagao de difusao
dp
— =DV?. 2.3
5 p (2.3)

Se o sistema estiver sob a acao duma forga externa F, ou arraste,
a densidade de corrente é

J=—-DVp+uFp (2.4)

em que u representa a mobilidade. Uma maneira de vermos que esse tltimo
termo deve ser proporcional a Fp é empregarmos J = pv e v de uma equacao
de movimento com atrito linear na velocidade, isto é, usarmos ma = F — av
com a = 0. A equacao de difusao com arraste é entao escrita como

dp

5 = D V?p—puV.(Fp). (2.5)

A equacao de difusao também é modificada se for possivel a subs-
tancia ser criada (emitida) ou destruida (absorvida) como no caso de um
composto quimico (reag¢oes quimicas) ou de néutrons (emissoes ou absorgoes
pelo nicleo). Para essa situagao, a equagao de continuidade é

dp
—+V.J=9 2.6
at Y ( )
na qual 0 é a densidade da fonte, onde § > 0 e § < 0 estao associados a cri-
acao e absorcao de substancia, respectivamente. Portanto, a correspondente
equacao de difusao, nao-homogénea, ¢ dada por

0

20 DV +3. (2.7)
ot
Evidentemente, podemos ter os diversos fenémenos ocorrendo simultanea-
mente. Tal situacao é regida por

Ip

5 = DV?p—uV.(Fp)+4. (2.8)

Consideramos para o estudo de difusao de particulas, a trajeto-
ria devido as forcas externas e as advindas de outras particulas (trazendo,
esta tltima, numa aproximacao, um efeito aleatorio). Sendo assim, temos
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equacoes que envolvem grandezas aleatorias. Essas equacoes sao, no geral,
denominadas equagoes de Langevin|2, 3, 4, 5|. Alternativamente, podemos
enfocar o comportamento médio das grandezas relevantes através do estudo
de suas probabilidades. Em tal caso, a equacgao que descreve a evolucao das
proprias probabilidades é a equacao de Fokker-Planck [23]. Além disso, se
denominarmos a densidade de probabilidade de encontrar uma particula no
ponto r no instante t por p(r,t), p(r,t) = Np(r,t), onde N é o numero
total de particulas em difusao. Nesse contexto, a equacao de Fokker-Planck
multiplicada por N fornece a equagao de difusao.

2.2 Solucao da Equacao de Difusao

Uma maneira bastante empregada para resolver equacoes diferen-
ciais parciais lineares é o método de separagao de variaveis|24|. Por exemplo,
para eq. (2.3) em uma dimensao, podemos procurar uma solu¢ao particular
da forma p(z,t) = T(t)X(z). Assim, quando substituimos esse ansatz na
eq. (2.3), recaimos em duas equagoes diferenciais ordinarias. Em particular,
a equacao para X (z) admite como solugdo X (x) o exp(ikxz) com k cons-
tante. Portanto, uma solucao bastante geral da equacgao de difusao pode ser
obtida via a superposicao dessas exponenciais. Para a equacao em questao
esse procedimento é equivalente a empregar transformada de Fourier. Em
uma dimensao, empregaremos a seguinte defini¢do para a transformada de
Fourier:

+oo
p(k,t) = / p(z,t) e * dx | (2.9)
e sua inversa i£jdada por
+oo 1. dk
t) = p(k,t) €™ — . 2.1
plast) = [tk et (2.10)

No caso unidimensional, ao colocarmos formalmente p(z,t) em
evidéncia na eq. (2.3), chegamos a

(% - Daa—;> pla,t) =0. (2.11)

Ao substituirmos a transformada de Fourier inversa nesta ltima equacao,
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temos

o PN\ [t dk

oo Lop(k,t o dk
10( ) ) 2~ ikx
= ——~+D —. 2.12
/_OO( oty kp(k,t))e - (2.12)
Esse resultado implica a equacao
ap(k,t
pgt’ ) 4 DRkt = 0, (2.13)
cuja solucao i£;
pk,t) = p(k,0) e PF (2.14)

Ao empregarmos a eq. (2.14) na eq. (2.10), verificamos que

+oo k24ik dk
p(x,t) :/ plk,0) e Ptk Fike 2 (2.15)
e 2m
Por sua vez, a transformada de Fourier (2.9) em ¢ = 0 1£;
+00 o,
p(k,0) = / p(z',0) ek da’ (2.16)

quando usamos a variifjel de integracao z’ em substituicao a x. Portanto,
esse Itimo resultado inserido na eq. (2.15) fornece

oo +oo 25 / dk‘
p(x,t) :/ (/ e~ Dtk Hik(e—a’) 2—) p(z’,0) da’ . (2.17)
— _ s

o0 o0

Se empregarmos

GP(z — o t) = /

—0o0

Feo : n dk
e—Dtk2+’Lk(w—IE) - (218)

or’

em que GP(z—2',t) é a funcao de Green da equacao da difusao, constatamos

que
—+00

pz,t) = GP(x — 2/, t) p(2',0) do’ . (2.19)
A fungdo de Green (2.18) pode ser calculada completando quadrados, ou

seja,
1

_7,5(1_33/)2 +oo _ _i(wfx/) 2
GP(x — 2/ t) = L/ e De[- 657 dk . (2.20)

2m 00
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Além disso, ao usarmos que

+oo ) +oo "
/ e—a(y—yo) dy — / e—ay dy/

™
= — 2.21
2 (221)

chegamos a funcao de Green da equacao da difusao:

1 /
GP(x—2' 1) = e~ it (@) (2.22)

VarDt

2.2.1 Exemplos

Vamos considerar a condicao inicial p(z’,0) = py §(z' — z0), que
representa toda substancia concentrada em zy no instante inicial. Entao,
p(x,t) assume a forma da func¢ao de Green:

+o0
p($7t) = \/ﬁﬁ/ e_%m(x—m’ﬁé(x/ . IO) dz’

_ P @)

VAT Dt ’

isto é7 p(l’,t) = Po G2D(I — 2o, t)

(2.23)

Como segundo caso, empregaremos uma condigao inicial do tipo
Gaussiana, tal como p(2’,0) = po/a/m e~a(@=20)” A partir dessa funcdo,
p(x,t) é dada por

+o00
p(z,1) zpm/ﬁ / ¢~ o (62 gmal@=w0)? g/ (2.24)
™ — 0o

e que ao completar o quadrado conduz a

a +oo ’ z+ax 2
pla.t) = poy[ 7 (;Dt o T (e=0)? / e~ Bl (5 ge | (2.25)
T _

oo

com (3 = 1/4Dt. Portanto, a partir da integral (2.21), resulta em

_ (z—x0)?
p(a’:7 t) — po e 4Dt+1/«

VATDt + 7/«
€Tr—x 2
I | B e (2.26)
47TD(t + to)

em que tp = 1/(4Da). Essa expressao pode ser também escrita em termos
da fungao de Green, pois p(x,t) = po GY(x — zo,t + tg). Se t > ty, pode-
se, com boa aproximacao, escrever que p(z,t) = poGY(x — zg,t), que é o
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caso da funcao delta. Esse fato é equivalente a empregar ¢, — 0. Isso
ocorre porque nesse limite a condicao inicial torna-se efetivamente aquela
do paragrafo anterior. E conveniente ressaltar também que nos exemplos
que acabamos de apresentar ocorre o seguinte comportamento assintotico
(tempos longos):

p(z,t) o< GY(x,1) e p(0,t) oc t71/2 (2.27)

se xg = 0. Antecipando aos estudos apresentados no capitulo quatro, infor-
mamos que esse tltimo resultado é bastante geral e para que ele ocorra basta
que

/+°O p(x,0)dx (2.28)

o0

seja finito e nao nulo. Observe que para a nossa condicao inicial, temos
400 . .
27 p(@) dx’ = po, dessa forma devemos ter p, diferente de zero e finito.

2.3 Movimento Browniano

Com o objetivo de ganhar um entendimento maior sobre a equacao
de difusédo, nesta se¢ao mostraremos como a eq. (2.19) pode surgir devido a
um movimento aleatério (movimento Browniano) de uma particula. Supo-
nhamos conhecida a probabilidade inicial da localizacao de uma particula,
p(y,0) (Por simplicidade de nomenclatura, empregaremos a denominagao
“probabilidade” para denominar “densidade de probabilidade”.). A seguir,
nao faremos uma descricao tao detalhada quanto aquela via a equacao de
Fokker-Planck, mas se mostrara conveniente ao discutirmos difusao anémala
no proximo capitulo[25]. Portanto, consideremos p.(z — y) como a probabi-
lidade da particula sair da posicao y e chegar a posicao x num certo intervalo
de tempo 7. Assim, quando tomamos p(y,0) e p,(x — y) independentes, a
probabilidade da particula ser encontrada na posicao x; apoés o tempo 7 é

o) = [ " (e y) ol 0) dy. (2.20)

De fato, se p(y,0) e p,(x1—y) sdo independentes, a probabilidade da particula
sair do ponto y e chegar ao x1 é p.(z1 —y) p(y,0). Além disso, para levar em
conta todas as diferentes posicoes de partida y, devemos fazer a integracao
(soma) nessa variavel.

Por sua vez, se substituirmos p(x,0) por p(z1,7) e p(z1,T) por
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p(z2,27) na eq. (2.29), obtemos

+oo
p(xe,21) = / pr(xe — 1) p(21, 7) dq

oo

+o0 +o0
_ / / pr(irs — 1) pr (1 — ) ply, 0) dady , (2.30)

que é a probabilidade de encontrar a particula em x5 ap6s o intervalo de
tempo 27. Procedendo dessa forma, vemos que a probabilidade de encontrar
a particula em x = x,, no tempo t =nr é

p(x,t) = p(zn, nT) (2.31)
+oo
= / / — p-1) - pr(r1 —y) p(y, 0) day - - - divnydy .

Se empregarmos que

400 ) dk.
pr(e; — 1) = / Dr(ky) a0 =2 (2.32)

)
oo 2

p(x,t) em (2.31) pode ser escrito como

+oo +oo )
/ / pT n an(l"n_ﬂin—l) . ﬁr(kl) 6zlcl(an—y) %
dk

dk,,
X p(y,0) =— - = day - dag_y dy . (2.33)

2T 2T

Ao reordenarmos essa expressao, obtemos

plx,t) = / - pr(ky) ehn@n o=ik1y o
X / gitn—1(kn—1—kn) drnay /*OO eiz1(k1—k2) dzy X
oo 27 . 2m
x  p(y,0)dky - - - dk,
+oo +oo ) )
e / NT(kl) elknxn 6_1k1y X
X (k:n_l — k) 0(ky — ko) p(y,0) dky - - - dky, (2.34)

na qual empregamos que

+oo dx .
/ ell’jfl(kjflfk]') % = (S(kjfl — /{]) . (235)

o0

Devido a presenca da fun¢do delta de Dirac §(k; — k2) na eq. (2.34), a
dependéncia em £y resulta em ser substituida por k;. Com esse procedimento,
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ko é eliminado apoés sua integragao e, portanto, efetivamente trocado por ks.
Dessa forma, as dependéncias em k- - - k,_; sdo eliminadas em favor de k,
na eq. (2.34). Tal procedimento resulta em

+oo  ptoo B — ) dk’n
p(x?t)z/ / [ (k)] en oy ply,0) 5 —dy. (2.36)

Além disso, em termos da funcao de Green

+oo
Ga=ut) = [ Glhgehorn g2

e 2
o dh,
_ / o ()] eote £ (2.37)

e da probabilidade inicial p(y, 0), vemos que a probabilidade da particula ser
encontrada na posicao x no tempo t =nr é

p(z,t) = / ) G(z —y,t) p(y,0)dy. (2.38)

o0

Desse resultado geral, percebemos que a eq. (2.19) é um caso
particular. No sentido de entendermos melhor essa situacao, verificaremos
que condicoes a probabilidade p,(z — y) deve satisfazer para que a fungao de
Green (2.37) possa ser reduzida a (2.19).

Para tal, escrevamos o p,(k) da eq. (2.37) como

+o0
pelh) = [ el e, (2.30)

o0

que ao expandirmos a exponencial em série, nos conduz a

pe(k) = /::OpT(x) {1 — ikx — %23;2 + O(kf”)} dx
2

= 1—ik(x)— 5

—(2®) + O(K%). (2.40)
Aqui usamos o fato da probabilidade estar normalizada, fj;o pr(x)de =1,

e a notacao
+oo

(") = /_ 2" pr(z)dx (2.41)

o0
para representar o valor médio de z". Vamos supor agora que a probabilidade
p-(x) ndo favorece preferencialmente x positivo nem negativo no sentido de
que (x) = 0. Isso corresponde a descontarmos em nossa analise o desloca-
mento médio da particula. Além disso, consideremos apenas os primeiros
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termos dessa série desprezando os de ordem superior a dois. Assim, ficamos
com

5ok =1 -5 ). (2.49)

Como queremos [p,(k)]", elevamos a eq. (2.42) a n e chegamos a

-5y

(z?)

~ e (2.43)

12

= (K"

Para obtermos essa ultima igualdade, usamos o fato de que
(1 + 2) ~ " (2.44)
n

quando n for suficientemente grande. Além disso, ao empregarmos ¢t = nr e
D = (z*)/(27), chegamos ao resultado almejado

[P (k)]" = e~ P (2.45)

pois nesse caso a eq. (2.37) conduz a eq. (2.18). O que fizemos quando
usamos essa aproximacao foi essencialmente empregar a aproximacao basica
presente no teorema central do limite[4, 5, 26].

2.4 A Equacao de Schrodinger

Por simplicidade, consideraremos nesta secao a equacao de Schro-
dinger unidimensional dependente do tempol6, 7|
oV h? 9?0
th— = ———= 4+ V(x,1)V. 2.46
ot 2m Ox? (z,1) ( )
Aqui, h, m, V(x,t) e U = W¥(x,t) sdo respectivamente a constante de Planck
dividida por 27, a massa da particula, a energia potencial da particula e a
funcao de onda. Como é bem conhecido, a partir dessa funcao pode-se calcu-
lar o valor médio das grandezas fisicas de interesse. Em particular, quando
se faz uma medida da posicao, a probabilidade de encontrar a particula entre
rex+dré|U(xt)?dr.

No caso de uma particula livre, podemos usar uma energia poten-
cial nula, V' (z,t) = 0. Nesse exemplo particular, temos

he— = —————. (2.47)



Essa equagao é formalmente idéntica a de difusao se empregarmos um tempo
imaginario, pois ela pode ser escrita como
9] o ih
—VU=D—=V; t=t; D'=—.
ot ox? ’ 2m
Assim, o procedimento de solucao segue a mesma linha de raciocinio anterior,
(2.9 - 2.22). Consegentemente, resolveremos a eq. (2.47) usando

(2.48)

U(k,t) = / U(x,t) e *dy
oo 1w AK

U(r,t) = / U(k,t) 6””2—. (2.49)
0 m

Com isso, a eq. (2.47) pode ser escrita como

2 2
0 = (mﬁ + h—a—) U (z, 1)

ot 2m 0x?
too 0~ R2.N\ .. dk
= h—W — U ) ethr = 2.
/Oo (Z ot 2m >e 27 (2.50)
que implica

0 - h2k? -
h—V(k,t) — U(k,t)=0. 2.51
i (k1) — (k1) (2.51)

A solucao dessa equacao é

_iht

U(k,t) = U(k,0)e 2 ® (2.52)

com

~ Foo . /
U(k,0) = / (2’ 0) e ' dy’ . (2.53)

o)

Assim, o correspondente das eqs. (2.17) e (2.18) ¢é

oo OO e ndk
\Ij(xﬂf) = / (/ e;nk2+zk(xx)2_) \I/(ml,(])da:/,
— _ s

[e.9] o0

+o0
= / GS(x — 2, t)U(2',0) da’ (2.54)

[e.e]

onde

s eH I 2
GS(x—a',t) = —/ e~ am [ @] g,

2m 00
- i2Tﬁt e (e (2.55)

23



Note que, em comparacao com a situacao anterior, empregamos a identidade
(2.21) com « imaginario (situagdo que é completamente valida), isto é, o =
iht/(2m). A partir desses resultados, vemos que a semelhanga formal entre
as equagoes de difusao (2.11) e a de Schrédinger (2.48) é mantida em todas
as etapas quando fazemos as substituicoes t' — it e D' — h/(2m).

2.4.1 Exemplos

Vamos aplicar as condigbes iniciais W(2',0) = ¢ 0(a' — xg) e
(2,0) = co\/a/m e @ =20 Entdo, U(x,t) assume as respectivas formas:

+0o0
Viwt) = \/ z?wﬁt/ e @i (2! — o) da!
_— (3 n‘(T 10)2
“ \/ 127rhte "

+m TT+aox
qj(x,t) o ‘2m2(;;t e‘mﬁw)(w—xo)Z/ 67(0‘+’Y)[5’5l7(%)]2d$/
14T -
m — e (2 —10)?
= — i2h(t+tg) 256
A\ i2nh (t +to) € 0 ) (2.56)

com ty = m/(i2ha) e v = m/(i2ht). Portanto, para a fun¢ao delta, temos
U(z,t) = coG5(x — x0,t) e para a condicdo inicial gaussiana, chegamos a
U(z,t) = co G5 (x — 0, t +tg). Além disso, se t >> |to| e xg = 0, vemos que

U(x,t) < G5 (z,t) e W(0,t) oc t7/2. (2.57)

2.5 Solucao no Caso N-dimensional

Em duas se¢oes precedentes, obtivemos a solugao para a equacao
de difusao na auséncia de forca externa e de fonte, assim como da equacao de
Schrédinger com energia potencial nula. Porém, por simplicidade, conside-
ramos apenas o caso unidimensional. Agora, seguindo o procedimento do
caso unidimensional, apresentaremos brevemente as correspondentes solugoes
para a vertente N-dimensional.

No caso N-dimensional, a equacao de difusao sem forca externa e

termo de fonte ¢ Op/0t = DV?p com V?p = ZN 9?p/0x3. Por sua vez, a
equacao de Schrodinger na auséncia de forca externa é formalmente idéntica
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a anterior, basta para tal fazermos as substitui¢oes t — it, D — h/(2m)
e p — W. Para obtermos a solugao procurada dessas equagoes, é suficiente
empregarmos

pict) = [ pxt) e avx,

p(x,t) = /p(k, t) e (6217r)kN’ (2.58)

em que estd subentendida a integracao em cada uma das variaveis de —oo a
+00. Ao substituirmos esse p(x,t) na equacao de difusdo acima, chegamos a

op AT 2
/ (E + D\ka) e 2y = 0, (2.59)
que implica
0 . -

N 2

em que empregamos a notagio k> =k -k =3
A solugao da eq. (2.60) é
2
Ak, t) = pk, 0) e (2.61)

com
p00) = [ p(x,0) e ¥ (2.62)

que nos leva a

N
( t — —Dt|k‘2+ik- (X—X/) d k ( / 0) dN /
p(x,1) e oL p(x', x

- /Gz(x — X, t) p(x',0) d¥x’. (2.63)

Aqui, p(x,0) e

, n dVk
_ —Dtk?+ik- (x—x
Ga(x —x,t) = /6 el )(27T)N
|2

1
(47 Dt)N/2 ‘

fﬁ\xfx’

(2.64)

sao respectivamente a condicao inicial e a funcao de Green para a equacao
de difusao.

Nao apresentaremos o andlogo do desenvolvimento da secao 2.3
para o caso N-dimensional, pois ele nao traz nenhum contetido qualitativo
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novo e a generalizacao nao apresenta maiores complicacoes, a exemplo das
discussoes ja apresentadas nesta secao. Porém, por completeza, ressaltamos
que na vertente N-dimensional isotropica, temos

p(x,t) = /G(X —x', 1) p(x',0)dVx', (2.65)
em que .
Gx—x,t) = /[ -(K)]" eik'@‘*x/)w (2.66)

~ e DUk (2.67)

com t =n7, D = (|x|?)/(27) e |x]* =x - x.

2.5.1 Exemplo

Uma aplicacao direta da eq. (2.63), ocorre quando fazemos uso
da condigdo inicial p(x’,0) = po d(x' — X¢), que fornece

p(x,t) x Ga(x, 1) e p(0,t) oc tNV/2 (2.68)

Como ultimo comentario deste capitulo, pode-se perguntar se o
cenario fornecido pelas Eqs. (2.27), (2.57) e (2.68) ¢ mantido quando consi-
deramos uma classe mais ampla de condicoes iniciais. Responder esse tipo de
questao ¢ justamente o objetivo do presente trabalho. Em outras palavras,
desejamos aqui discutir como a condigdo inicial p(x, 0) (ou ¥(x,0)) e a forma
da fun¢ao de Green influenciam o comportamento assintotico de

p(x,t) = /G(X —x, 1) p(x',0)dVx’. (2.69)
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Capitulo 3

Difusao Andémala e Equacao
Schrodinger Fracionaria

Estudamos no capitulo anterior a equaifjo de difusifj normal e
equaifjo de Schrédinger com enfoque a suas solugoes. No tocante a difu-
sao, observa-se, no entanto, que na natureza ha também comportamentos
difusivos mais complexos que aquele tipo discutido anteriormente, ou seja, a
equagao de difusao normal (usual) ndo é mais suficiente para descrever certos
fendomenos difusivos. Necessitamos com isso obter equacoes que sejam mais
gerais que a usual para a difusao, equagoes que incorporem o caso normal e
desvios. De uma maneira geral, quando ocorre desvio do comportamento nor-
mal (usual) da difusdo, tem-se a chamada difusdo anomala. Neste capitulo,
estudaremos brevemente um possivel tipo de equacao de difusao anémala e
sua respectiva solucao. Essa equacgao de difusao anomala envolve o uso de
derivada de ordem nao inteira, isto é, derivada fracionéaria.

Apresentaremos, paralelamente a equacao de difusao, uma gene-
ralizacao da equacao de Schrédinger que contém derivada fracionaria. Em
ambos os casos, difusao andmala e equacao de Schrodinger com derivada
fracionéria, surgem como funcao de Green as distribuicoes de Lévy. Faze-
mos uma breve exposicao das distribuicoes de Lévy. Isso inclui, além de sua
representacao integral, casos particulares, comportamento assintotico e ex-
pansao em série. Uma nocao sobre derivada fracionaria também é enfocada.
Esses aspectos sao primeiramente discutidos no caso unidimensional e depois
vistos em sua vertente N-dimensional. Concluimos, este capitulo, com uma
discussao de um modelo de movimento Browniano anomalo, que apresenta
como funcao de Green uma distribuicao de Lévy.
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3.1 Equacao de Difusao Andmala

A seguir, vamos considerar uma possivel equacao de difusao ano-
mala|27|, cuja solugdo geral possa ser obtida via um procedimento analogo
ao apresentado no capitulo anterior. Para tal, definamos inicialmente, para
o caso unidimensional, a equacao de difusao andémala

Op _ 9
ot ~ 7 dlalr

Nessa situagao, o efeito anomalo advém do uso da derivada fracionaria es-
pacial, 9" /0|z|*, em substitui¢ao a derivada segunda em x, 9?/0x?. Assim,
quando p — 2, o caso usual (difusdo normal) é recuperado. Uma breve
discussao sobre a derivada fracionaria aqui empregada sera deixada para o
final desta secdo. Em geral, as equacgoes usadas na investigacao de difusao
andmala sao algum tipo de generalizacao da equacao de difusao usual. Por
exemplo, pode-se introduzir derivada fracionéria no tempo, derivada fracio-
naria no espaco, coeficiente de difusao com dependéncia espaco-temporal e
nao linearidade. Apesar de nao fazermos uso neste trabalho de toda essa
generalidade, citemos uma equagao que incorpora todas essas possibilidades.

Ela é |28
[ ] Q’Yp B a D au—lpl/ (3 2)
otr 0| Olx|w=1) " '

A estrutura de célculo do caso baseado na eq. (3.1) serd preser-
vada em relagdo a situagao usual se as eqs. (2.11) e (2.12) forem substituidas

por
0 o+
0= <5_I5MW)MLw

) N [ dk
“<E‘wa)[.p@ﬁe o

o0

T 19 o dk
_ M e ikx T
/_ (8t'0<k’t) + D|k| p(k,t)) e 5 (3.3)

o

Desse tultimo resultado, chegamos a equacgao

5Pk, 1) + DIk|"p(k,t) =0, (3-4)
cuja solucao é dada por

p(k,t) = p(k,0) e DU (3.5)
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Vemos que a partir do resultado (3.5) a transformada de Fourier
inversa de p(k,t) é

e ~ —Dt|k|F+ikx dk

Assim, se for usado o p(k,0) apresentado na eq. (2.16), verificamos que
+OO +OO M . / dk
px,t) = / (/ e~ Dtk +ik(z—) 2—) p(z',0)da" . (3.7)
—00 —00 @

A exemplo dos casos anteriores, podemos escrever p(x,t) em termos de uma
fungao de Green e da condigao inicial, ou seja, vamos colocar a eq. (3.7) na
forma

+oo
pz,t) = / GD(xz —a',t) p(a’,0) da’ (3.8)
com .
Gf(l’ o ZE,, t) _ /OO 6—Dt|k|”+ik(a:—:v’) % ) (39)

Deve ser notado que na ultima igualdade da eq. (3.3), em com-
paragiao com o caso usual, foi empregado |k|* no lugar de k?. Essa escolha
foi feita de maneira que a derivada p-ésima corresponda a p-ésima poténcia
de |k|, em particular, o caso usual é resgatado quando p — 2. Também deve
ser enfatizada a presenca de |k|* ao invés de k* na tltima igualdade da eq.
(3.3). Isso faz com que a solugao (3.5) decaia para tempos longos, fato que
nao ocorreria para um g genérico quando usassemos k* com k negativo. No
decorrer deste trabalho, usaremos 0 < p < 2.

3.1.1 Exemplo

Se na eq. (3.8) usarmos uma condicdo inicial do tipo delta de
Dirac, p(z’,0) = po d(2' — x0), p(x,t) serd proporcional a fungdo de Green,
pois

—+o0
plant) = [ GRe—at) po 80— )

o0

= po Gf(x — o, 1) . (3.10)

Nesse exemplo, se fizermos primeiramente xy = 0 e a seguir z = 0,
temos respectivamente

p(x,t) Gf(m,t) e p(0,t) oc t71/H, (3.11)

29



O resultado para p(0,t) segue diretamente das egs. (3.9) e (3.10), ou seja,
o wdk
p(0,t) = 2,00/ e PR
0 2m

pol'(1/11) 1
7r,uD1/N )

(3.12)

A qltima igualdade pode ser obtida ao efetuarmos a mudanca de variadvel
k — [z/(Dt)]'/" e empregarmos a representacdo integral de BEuler para a
funcao gama

['(z) = /000 ¥ e d (3.13)

com z = 1/p.

3.1.2 Derivadas Fracionarias

Notemos inicialmente que a idéia de derivada fracionaria é prati-
camente tao velha quanto o proprio calculo[29]|. Para ilustrar como podem
ser introduzidas derivadas fracionérias, empregaremos transformadas de Fou-
rier. Nesse contexto, as derivadas usuais de n-ésima ordem podem ser escritas
como

df(z) dv ot dk
el SR AG
oo - dk

:/ (z’k)”f(k)e”“%. (3.14)

Dessa forma, para considerarmos derivadas fracionérias basta supormos que n
seja um nimero nao inteiro. Por outro lado, a derivada fracionaria empregada
neste trabalho, definida também através da transformada de Fourier, é

dt i .
F{%ﬁﬂ@}zﬂmfﬁ(% (3.15)

em que foi empregada a notacio F{f(z)} = f(k) = fj;o f(z) e *2 dz para
a transformada de Fourier. Essa tltima derivada generalizada que acabamos
de usar & comumente denominada de derivada fracionaria de Riesz[30].

Apesar de nao necessitarmos em nossos estudos de uma repre-
sentacao espacial para a derivada fracionéria (3.15), enfatizaremos apenas
que elas, em geral, apresentam uma nao localidade, isto ¢, leva em conta o
comportamento da funcao numa ampla vizinhanca. Por exemplo, quando
tomamos a transformada de Fourier inversa da eq. (3.15), surge a integral

oo ; dk
k|# etRl—y) 2 3.16
| e 22 (3.16)

e}
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pois

d“f(l‘) /+oo /+oo ) dk
=— k| ey ) et —. 3.17
dial? . || . fy) Y 5 (3.17)
Sem nos preocuparmos com uma anélise mais refinada, vemos a partir de uma
simploria analise dimensional que k ~ 1/ e, portanto, a integral (3.16) seria
da ordem de |z|~(0*+®, Discussdes detalhadas sobre derivadas fracionarias
podem ser encontradas nas referéncias|29, 31, 32].

3.2 Distribuicoes de Lévy

Passemos agora para uma breve discussao sobre a forma que a
funcdo de Green G (z —2',t) assume a depender do valor especifico do para-
metro p. Em geral, ndao existe uma forma fechada simples para essa fungao.
Porém, antes de considerarmos casos particulares do parametro p, faremos
formalmente Dt = 1. Nesse caso, G, (x,t) sera escrita como

oo kg QK
Lu(l') — / ef\k\ +ikx TV

o 2w

s dk
= / e ™ cos(kr) — . (3.18)
0 7r

Essa tltima igualdade é verificada ao usarmos a identidade exp(ikz) =
cos(kx) + isen(kz) e notarmos que a integral que envolve a func¢ao seno
é nula. Por sua vez, a funcdo L,(z), que é par, é denominada distribuicdo de
Lévy[8, 9, 33]. Esta distribuigdo foi primeiramente considerada por Cauchy
em 1853 para p arbitrario, porém ele nao sabia que para p > 2 a distribuicao
seria negativa para algum x.

Dois casos particulares da eq. (3.18) tém um destaque especial sdo
os correspondentes a u = 2 e u = 1. Quando p = 2, recaimos diretamente na
distribuicao Gaussiana, conforme os calculos relativos as eqs. (2.20), (2.21)
e (2.22). Por outro lado, se u = 1, temos

o dk
Li(z) = /o ek cos(lm:)?
1 1
- - 1
714+ 22’ (3.19)

que é justamente a distribui¢do de Lorentz (Lorentziana). Para obter esse
resultado integramos duas vezes por partes. Como ja dissemos no inicio desta
secao, nao hi expressoes simples para outros valores de u e, portanto, nao
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discutiremos aqui como obter uma forma fechada para outros casos de L, (z).
Entretanto, representamos graficamente as distribuicées de Lévy na fig. (3.1)
para alguns valores de p.

Figura 3.1: Distribuicao de Lévy de cima para baixo com os respectivos
valores de u =0.5, 1, 1.5 e 2.

Do ponto de vista analitico, vamos agora ressaltar duas proprie-
dades das distribuicoes de Lévy. Primeiramente, notemos que as distribuicoes
de Lévy sao normalizadas, visto que

+oco +oo 400 kiR dk
[ = [T([ T eme ) o
—+00 “+o00
— / eIkl (/ ei’“d—x) dk
_ _ 2m

Yoo -
= / e H" 5 (k) dk
1

o9}

(3.20)

Em segundo lugar, a eq. (3.19) implica Li(z) o« |z|7? e de maneira mais
geral temos|9]
L(x) oc |z~ (3.21)

para grandes valores de |z|. Esse resultado permite concluir que o segundo
momento de x relativo a L, (z) nao existe (diverge), pois

o0

+0o0 Tm oo x2
/_ 2?L,(z) dx = 2/0 2® L, (z) do + cte/x PED dx (3.22)
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diverge para qualquer z,, e 0 < p < 2.

Uma propriedade notavel das distribuicoes de Lévy é a sua esta-
bilidade perante a convolucao, isto €,

+00
| Luele = ) Lutby) dy = 4 L,(B2), (3.23)
com A = (14 |a/b|*)"Y" e B = (|a|™ + |b|7*)~¥/*. Dito de outra forma,
a convolucao de duas distribuicoes de Lévy com os mesmos indices é pro-
porcional a outra de indice idéntico. Em termos de transformadas de Fou-
rier, a propriedade de estabilidade (3.23) vem basicamente da igualdade
exp(—aq|k|*) exp(—aq|k|*) = exp(—(ai+a2)|k[*). Assim, a demonstra¢do da
estabilidade ¢ obtida via a defini¢ao de L, e essa tltima igualdade. Ressalte-
mos ainda que a propriedade (3.23) esta diretamente ligada a generalizagao
do teorema central do limite (teorema de Lévy-Guedenko), pois quando p = 2
recaimos no caso Gaussiano (veja, por exemplo, as eqgs. (2.24) e (2.26)).

Vamos agora expressar a fungdo de Green (3.9) em termos da
distribuicao de Lévy. Nesse sentido, escrevamos a funcao de Green analoga-
mente a eq. (3.18),

o dk
Gz, t) = / e P cos(kx) —, (3.24)
0 ™
e facamos uma mudanca de varidvel tal que n* = Dtk*, para verificarmos

que

_1 & o _1 dn
Gu(z,t) = (Dt)" = e cos(n(Dt) wx) —
0

™

= e & (o) 22

e, consegentemente,

[ e = [ s e (i)
= 1. (3.26)

Antes de encerrarmos essa secao, representaremos uma distribui-
cao de Lévy (ou G, (z,t)) via série de Taylor. Com vistas a futuras aplicagoes,
consideraremos uma situacao um pouco mais geral:

e - H zxdk
Qua<l‘,t) _ /_OO ‘k| e Dt|k|F+ik %

N-1
= ) al)(t)a" + Ry(x,t), (3.27)
n=0
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que se reduz a distribui¢ao de Lévy (3.18) quando 0 = 0 e Dt = 1. Nessa
série,
1 o

ag;)(t) Y a’thW(x’t) =0
n +o00 dk
= 5 e (3.28)
e
oV oN
Raet) = 2 2t
N! 0zN z=£
‘N N oo e dk
_ sz! / ’k’okNethlkl’HkE% (3.29)

¢ o resto na forma diferencial[34], em que £ é algum valor conveniente de x
interior ao intervalo que une x e 0.

Se n for impar, agf,) (t) = 0, pois o integrando é uma fungao impar
em k. Para n par, se usarmos u = Dtk* e substituirmos n por 2n para
enfatizarmos que somente restaram os coeficientes pares em nossa analise,
verificamos que

aLQJn) t) = (—1)" (Dt)~Crtot)/n /OO L)/l =1 —u g,
~(2n) :
— (_1>n F 2n + 0+ 1 (Dt)—(2n+0'+l)/p, ) (330)
m(2n)! p

Naturalmente, Ry(z,t) — 0 para um N dado e x suficientemente pequeno.
Em particular para o caso com N par, constatamos, ao usarmos as desigualda-

des|35] ‘fff f(x) dm‘ <[22 1f(2)] dz e |exp(ikz)| <1, que

- NI 27
= ag, ()| ||™, (3.31)

N +o00
|Ry(z,t) — 0] < i / k|7 KN e~ Dtk dr

oo

e, portanto |Ry(z,t)] — 0 quando x — 0. A convergéncia da série (3.27)
(N — o0) pode ser analisada usando o teste da razao|35]:

L () (1

(2”+1)(2n+2)r(2n+u_a+1> Dt)l/u) - (3:32)

(2n+a+1 )
42
L

<T
2 1 2 1 2 1
:<n+a+ +1)(n+0+>r(n+a+>'(3.33)
7 7 7

a%ﬂ-*-?) (t) p2n+2

ale?) (t) 2

Se > 1,

F(Qn—i—a—i—?))
1
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Assim, para 1 > 1 e n suficientemente grande a razao (3.32) é menor do que
um e, portanto, a série (3.27) converge para qualquer x. Quando p =1, a
série também converge se x/(Dt)'/* < 1. Pelo contrario, se p < 1, a série
(3.27) nao converge, salvo para x = 0. Em termos dos resultados acima,
podemos escrever que

oo b ing AK
Qua(ﬂf,t) _ / |k,|ae—Dt|k| +ikx TV

00 2
N—-1 on
B Z (Dt)(‘7+1)/# (Dt)l/,u + N('CB7 ) ) ( . )
n=0
em que
bn — (_1) I n+o+1 ' (335)
mu(2n)! 1

3.3 Movimento Browniano (Generalizado

No capitulo anterior, usamos a aproximagao (2.42), que esta in-
timamente vinculada a existéncia do segundo momento de z, (x?), para in-
vestigar um movimento Browniano. Entretanto, em alguns casos, (z%) pode
nao existir (divergir) porque a probabilidade p,(z) tem a cauda muito longa.
Nesse sentido, teremos um movimento Browniano generalizado. Em tal caso,
a eq. (2.42) ndo pode mais ser empregada e é substituida por

pr(k) =1 —blk[", (3.36)

em que b ¢ um anélogo de (z%)/2 e 0 < u < 2. Cabe ressaltar que b > 0, pois
+o0 "
il = | [ e
+o0 "
< [ @l e

o0

< /_+OO pr(z)dz

o

= [p(0)]
=1 (3.37)

De acordo com a discussao que apresentamos no ultimo pardgrafo da secao
3.1 (veja também o paragrafo que contém a eq. (5.16)), para |k| pequeno,
|k|* na transformada de Fourier de |k|* estd vinculada, para |z| grande, a
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poténcia |z|~(+#) na funcdo. Isso mostra que 1 < 2, de fato, esta diretamente
conectado com uma distribui¢ao de cauda longa.

A partir da eq. (3.36), chegamos a

[pr(R)]" =~ (1—0blk|")"
ekl (3.38)

ao empregarmos a aproximagao (2.44), valida quando n for suficientemente
grande. Além disso, se usarmos t = n7 e D = b/7, obtemos (via (2.37))

G(k,t) = [p(k)]"
~ e DR (3.39)

que conduz & fungao de Green (3.9). Com essa aproximagao, temos basica-
mente uma generalizacao do teorema central do limite, o teorema de Lévy-
Guedenko[36]. Como deve estar claro, esse tltimo teorema é usado quando
a distribuicao tiver uma cauda suficientemente longa.

3.4 Equacao de Schrodinger Fracionaria

Analogamente a equacao de difusao anomala, vamos obter a solu-
cao geral para a equacao de Schrodinger fracionaria para uma particula
livre[11, 12]. Usaremos para isso o mesmo procedimento apresentado na
secao 3.1. Isso é possivel, pois a equacao de Schrédinger fracionaria em uma
dimensao com potencial nulo é

LoV h? O*U
th— = ————
ot 2m O|x|#’
Como vimos anteriormente para o caso da difusao anémala, temos aqui o
uso da derivada fracionéria, 0*/0|x|*, que foi introduzida em substituicao

a derivada segunda em z, 9?/0z% Assim, quando p — 2, recuperamos a
equacao de Schrodinger usual.

U= U(z,t). (3.40)

Por questao de preservacao do esquema dos calculos utilizados até
aqui, com uso da transformada de Fourier, teremos, conforme as eqs. (2.50)

e (3.3),
0 R o
0 = (zha + _2m8|x\“> U(x,t)
o R o dk
[ (gt - e an ) gt @
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o que conduz a

mgif(k: t) — h—2|k:|“\if(k: t)=0 (3.42)
ot 7 2m ’ ’ '
cuja solucao é _
T (k,t) = U(k,0) e 2ml*" (3.43)

Portanto, empregamos somente |k|* no lugar de k? em comparagao com a
equagao de Schrodinger usual.

De (3.43), vemos que a transformada de Fourier inversa de W (k, )

oo ~ iht . dk
U(a,t) = / (k, 0) e S ke T (3.44)
_ ™

o0

Se usarmos a eq. (2.53), a qual nos oferece o W(k,0), chegamos a
+oo OOt n dk
U(z,t) = / (/ ¢~ o kI +ik(@—a’) 2—) (2’ 0)dz' . (3.45)
—00 -0 ™

Ao escrevermos esse V(z,t) em termos de uma funcdo de Green e da condicao
inicial, verificamos que

—+00

U(z,t) = Gh(z —a',t) U(x',0) da’ (3.46)
com . "
Gz —a/,t) = /_OO ¢ 2 Kl Hik(a—a’) 5 (3.47)

3.4.1 Exemplo
Para ilustrar uma aplicagdo da eq. (3.46), usaremos a condigao

inicial ¥(z’,0) = ¢y 6(a' — xp). Isto faz com que ¥(z,t) seja proporcional a
funcao de Green, pois

“+oo
U(x,t) = / Gz —a',t) co 6(2" — o) da’

= ¢ Gi(x — o, 1) . (3.48)

Assim como no caso de difusdo anomala (eq. (3.11)), verificamos a partir da
eq. (3.48) que

U(z,t) Gi(@t) e W(0,t) oc t MK, (3.49)
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3.5 Caso N-dimensional

Nesta tdltima secao deste capitulo, obteremos primeiramente a
solucao das equacoes de difusao andomala e de Schrodinger fracionaria para
uma particula livre no caso N-dimensional. Usaremos para isso o mesmo
procedimento de célculo utilizado nas secoes anteriores. Nesse sentido, a
equacao de difusao anomala em N-dimensoes é

% _ pymp; b= plx,1), (3.50)
ot
em que V¥#p é a generalizacao do Laplaciano de p. A equagao de Schrédinger
fracionéria para particula livre é formalmente idéntica a anterior, pois basta
fazermos as substituicoes t — it e D — h/2m.

Empreguemos agora a transformada de Fourier inversa dada pela
eq. (2.58) na eq. (3.50). Nesse caso, notamos que

dp pe\ ikx d"k _ (12 2 2\1/2
J (o) 5 (i)

se impusermos que a forma da eq. (3.51) seja a mesma da eq. (3.3). Isto
posto, a eq. (3.51) conduz a

9 pli 1)+ DIkPa(k 1) = 0, (3.52)

que por sua vez tem
plk,t) = p(k, 0) =" (3.53)

como solucao. Em comparacao com o caso N-dimensional usual, empregamos
somente |k|* no lugar de |k|%. Assim, em termos da transformada de Fourier
em N-dimensoes, a generalizagao do Laplaciano é

FAVEF(x)} = = [k[" F{f(x)}- (3.54)

Portanto, a generalizacao em questao preserva uma estrutura isotropica e
. - N
por isso ndo pode ser, por exemplo, da forma V¥p =3 "7 0"p/0|z,[".

A partir das egs. (3.53) e (2.62), a transformada de Fourier inversa
de p(k,t) é dada por

N
( t) — —Dt|k|#+ik- (x—x") d'k ( / 0) dN /

= /Gu(x —x,t) p(x',0) dVx’, (3.55)
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em que

G (X . X/ t) _ /eDt|k|p‘+ik- (x—x") de (3 56)
. ’ (2m)NV '
Aqui, consideramos também que 0 < p < 2. Se fizermos nesta tltima equagao
a mudanca de variavel em que q = (Dt)'/*k, verificamos que

1 ol it) dNg
GM(X — X/,t) = W /6 (opt/ W (357)

Antes de passarmos para um exemplo, discutiremos como repre-
sentar uma distribuicao de Lévy em N dimensoes via série de Taylor. Com
vistas a aplicacoes que teremos no decorrer deste trabalho, enfocaremos uma
situagao um pouco mais geral:

e dVk
(N) — Kk|o oDtk rikx & =
A = [l e
N-1
= Z [d;(ﬁf) <t)]111n Ty v+ T, + RN(Xv t) ) (358)
i1z, sin=1
que leva a distribuigdo de Lévy usual num espaco N-dimensional (eq. (3.57)
com Dt = 1) quando 0 = 0, x’ =0 e Dt = 1. Nessa série,

1 0"QY (x,t)
_(n) t — P —
|:a'u0'< )] i1-vin TL' amzl . a;pln
oL - # de
_ /\k| i g, e PN v (3.59)
e
N V()
) 'r’il e IZ _ aNQ,LLO' (X, t)
Ry(xt) = ) — 55
il,iQ i7zfl ) " ZN X=u
3311‘ * T v I - Htik-u de
Z 3 V N/’k| o kige Pk (27T)N (360

11,82 ipn=1

é o resto na forma diferencial[34|, tal que u representa um ponto que esta
situado no segmento retilineo que une x e 0.

Notemos que [EL,(LL,) (t)} - = 0 se indices iguais nao ocorrerem

11 "ln
em um numero par de vezes, pois o integrando em (3.59) seria impar na va-

ridvel k; correspondente ao indice em questao. De uma maneira mais geral,

os coeficientes do tipo [EL,(Z) (t)} ~ nao nulos serao positivos.

11tn
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Por outro lado, quando usarmos coordenadas (hiper) esféricas,
fizermos uma mudanca de varidveis tal que q = (Dt)"/#k e tomarmos um
sistema de coordenadas em que a N-ésima coordenada de q seja paralela a
X, verificamos que

1 - 7‘q‘ +i |al|x]| Llobel
) = (2m)N (D) a+N>/u/|q| R @0l d|q| dy  (3.61)

em que q-x = |q||x|cosf; e o elemento de volume[37] ¢ dado por d¥q =
Iq|V"tdQy com dQy = [H].V:Q (seng,)N U+ dej} dfy_1. Portanto, apos

j=1
fazermos as integracoes nas variaveis angulares e na radial, vemos que
1 x|

N _

ua(xvt) - (Dt) 0+N Q ((Dt)l/'u) (362)
com

X - 7| ‘ +i |q||x| cos 61
< ((D’t)|1/u) (2m)N /|q| TN T 0 dlg|dQy . (3.63)

Devido a eq. (3.62), a série (3.58) podera conter apenas termos proporcionais
a (Dt)~(+N/n](x - x)(Dt)=2/#]" com n inteiro. Ou seja, teremos

N ‘X’ _ /|k|a —Dtlk|F+ik-x _© ™ d"k
o \ (Do) o)™
lal|x| cos 6;

(e 7‘q| +i 1/
ORI >U+N>/ / ClAR B0 d|q| dQy

N-1

1]

(Dt) (U+N ((Dt)l/p) + Ry(x,1) . (3.64)

Poderiamos aqui continuar e obter as expressoes para os coeficientes b%,
porém seus valores particulares nao serao de interesse nas nossas aplicagoes.

L]

3.5.1 Exemplo

Como exemplo, vamos aplicar a eq. (3.56) a uma condig¢ao inicial
do tipo p(x/,0) = py 0(x’ — xg). Nesse caso,

P, 1) = po Gp(x — o, ) (3.65)
e dessa expressao, com Xo = 0 temos que
p(x,t) < Gu(x,1) e p(0,t) oc t—N/k (3.66)

quando empregamos as eqs. (3.62) e (3.64) com o = 0.
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Capitulo 4

Comportamento Assintético I

Neste capitulo, vamos comecar a apresentar, de maneira siste-
mética, como o comportamento assintotico temporal de uma funcao esté re-
lacionado com a sua condicao inicial e a correspondente funcao de Green. Em
particular, aplicaremos nossos desenvolvimentos a funcoes que sao solugoes
da equacao de difusao e de Schrodinger usuais. Além disso, investigaremos o
comportamento assintotico temporal de solugoes das equagoes generalizadas
(via derivada fracionéria) de difusdo e de Schrédinger discutidas no capitulo
anterior.

4.1 Analise Assintotica - Caso Unidimensional

Comecamos nesta secao a desenvolver a parte principal desta dis-
sertagao, isto é, iniciamos o estudo do comportamento assintotico temporal
de p(z,t). Para tal, consideraremos situagoes do tipo difusivas, com isso a
funcao de Green em

pz,t) = /_ h G(x — 2 t) p(2,0) da’ (4.1)

[e.9]

tem como caracteristica geral um alargamento que aumenta com o tempo.
Nessa investigacao, outro aspecto importante esta relacionado com a condi¢ao
inicial p(z,0). De maneira que nosso estudo sobre comportamento assintotico
de p(x,t) estard baseado sobre a forma particular da condigao inicial e da
lei de alargamento da funcao de Green. Em particular, para caracterizamos
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esta condicao inicial serao tteis seus momentos de n-ésima ordem

(™) = /_+<><> " p(x,0)dx . (4.2)

o0

Antes de entrarmos na analise assintotica, mostremos dois resul-
tados gerais, que sao conseqiiéncia das simetrias da funcao de Green e da
condigao inicial.

i) Se G(x — 2',t) = G(—x + 2/,t) e p(2’,0) = p(—2',0), entdo p(x,t) =
p(—x,t). A demonstragao dessa afirmacao segue ao usarmos essas hipoteses
na eq. (4.1). Realmente,

p(—z,t) = /_ G — ' 1) pl—a’, 0) o’

o

- /mG(—x+y,t)p(ya0)d?/

+oo
= / Gz —y,t) p(y,0) dy
= p(x,t) (4.3)
quando fazemos a mudanca de variavel em que y = —x'.

i) Se G(x — 2',t) = G(—x + 2/,t) e p(a’,0) = —p(—2',0), entdo p(x,t) =
—p(—x,t). A verificacdo desse enunciado é direta se usarmos (4.3) com
p(—a',0) substituido por —p(—2',0).

Para iniciarmos nossa andalise assintOtica, comegaremos com si-
tuacoes em que p(x,0) apresenta cauda curta, no sentido de que o primeiro
momento nao nulo (digamos de ordem n*) é finito. Em adicdo a esse fato,
depois de um tempo suficientemente longo, a fungao de Green G(z — 2/, t)
dispersou bem mais que p(z,0). Em outras palavras, para t suficientemente
longo, p(z,0) estara muito concentrado quando comparado com G(z — ', t).
Por exemplo, se p(z,0) esta concentrada em torno de z; e satisfaz a condigao
de normalizagao fj:oo p(x,0)dx = ¢ (cfinito e ndo nulo), temos que G(z—2', )
permanece praticamente constante em relagdo as variacoes de p(z’,0) para t
suficientemente longo e, portanto,

+o00 400
/ G(x —2',t) p(2',0)da’ ~ G(x — xp,1) / p(',0) dz’

o0 o

~ cG(r — zo,t). (4.4)

Outra forma de apresentar esse exemplo é

+00 +oo
/ G(x —2',t) p(2,0)da’ =~ / G(x —2',t) co(z' — xg) da’

o0 o0

= ¢ G(x —xo,1) (4.5)
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para t suficientemente longo. A fig. (4.1) ilustra esse comportamento da
funcao de Green em relagao a condicao inicial.

\

-1n -4 5 1n

i

Figura 4.1: A figura mostra de cima para baixo, em x = 0, uma condicao
inicial Gaussiana e a fun¢ao de Green Gy(z,t) = (47 Dt)~/2 exp(—22/(4Dt))
para Dt =1, 5 e 30.

Cabe ressaltar que a terminologia “normalizacdo” empregada no
decorrer deste trabalho, em geral, nao se refere, como é usual, a uma norma
positiva definida (distancia). Mais precisamente, a nossa normalizacao diz
somente que a integral de uma funcao é finita e nao o médulo ao quadrado
dela como ocorre em mecanica quantica.

Por uma escolha conveniente do sistema de coordenadas, podemos
supor que a regiao efetivamente estreita, ditada pelo contraste entre as largu-
ras de p(x,0) e G(x —2',t), engloba a origem. Seguindo estas consideracoes,
expandimos G(x — 2/,t) em série de Taylor em torno de 2’ = 0, isto é,

@"

Gz — ', t) Z w ax’” Gz —a',t)|  + Rp(x,t)
=0 x'=0
ng—1
B (—SL’/)n 871
- Lo G(z,t) + Ry, (2, 1), (4.6)

em que usamos 0"G(zx—1',t)/0x™ = (—1)"0"G(x—2',t)/0z™. Aqui, R, (z,1)

é um resto que pode, por exemplo, ser na forma diferencial como fizemos na
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se¢ao 3.2. Por meio dessa expansio, a eq. (4.1) pode ser escrita como

o)~ Y C @y, L), (4.7)

em que ((2')")o € o primeiro momento nao nulo. Se o primeiro momento
divergente for (<) e no, < ng, a eq. (4.7) deve ser substituida por

o)~ > S @y, LG, (43)

n=n*

Por outro lado, se n., > ng, devemos empregar (4.7).

Em geral, para t suficientemente longo, o primeiro termo das ex-
pansoes acima serd o dominante. Esta propriedade é suportada, por exemplo,
pelo fato de que muitas fungoes de Green, como as que foram ilustradas nos
capitulos anteriores, sdo da forma G(z,t) = F(z/¢(t))/o(t), em que ¢(t) é
uma fun¢ao que aumenta com t e ¢ arbitrariamente grande para uma conveni-
ente escolha de t. Assim, para um ¢ suficientemente longo, o comportamento
espacial e temporal de p(x,t) seguird aquele da fun¢do de Green ou de uma
de suas derivadas, ditado pelo primeiro termo da série (4.7) (ou (4.8)). As-
sim, a eq. (4.7) (ou (4.8)) possibilita-nos obter o comportamento assintético
para p(x,t) para uma grande classe de funcoes de Green e condigoes iniciais,
em que a equacao de difusao usual e a equagao de Schrodinger para particula
livre sdo casos particulares. Observamos também que a eq. (4.7) (ou (4.8))
pode ser empregada para investigar outras situagoes além do caso nao con-
finante. De fato, quando a condicao inicial é suficientemente estreita, esta
expansao pode ser também usada para investigar a evolucao temporal de
sistemas confinantes tais como osciladores harmonicos.

4.2 Exemplos - Caso Unidimensional

Para ilustrar a aplicabilidade dos desenvolvimentos obtidos agora,
vamos fazer alguns exemplos que envolvem varias possibilidades para as fun-
coes de Green e as condigoes iniciais.

Exemplo 4.2.1

Primeiramente, analisaremos um caso difusivo em que o primeiro
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momento nao-nulo e finito é o de ordem n* = 0,

+o0
(2% = / p(x,0)dx =c (c #0), (4.9)
e =2 (eq. (2.22)), 2
GP(x,t) = ! et (4.10)

Var Dt

Assim, a solugdo assintotica dominante de acordo com a eq. (4.7) (ou (4.8))
é

pla,t) = (%) Gy(z,1)

(4.11)

que é justamente uma situacdo particularizada nas eqs. (4.4) e (4.5). Como
temos que a condi¢ao inicial p(z,0) estd presente no comportamento assin-
totico de p(z,t) unicamente através de (x°)g, chegamos a

p(z,t) = ¢ (4rDt) /2 (4.12)

quando 2?2 < 4Dt. Enfatizamos também que p(z,t) o t~%/2 no caso da
equacdo de Schrédinger, pois basta usar nos calculos acima G5 (z,t) (eq.
(2.55)) em substituigao a GP(z,t) Ressaltamos ainda que essa conclusio ja
foi reportada por alguns autores[11, 13, 15, 17, 19, 20, 21, 38, 39|. Note
ainda que esse resultado contém a condicdo inicial Gaussiana (2.27) como
caso particular.

Exemplo 4.2.2

Agora, fagcamos o andlogo do caso anterior para uma situacao
mais geral envolvendo difusdo anomala, mais precisamente, enfocaremos a
vertente com n* =0e 0 < pu < 2 (eq. (3.25)),

D 1 x
G, (r) = (DO L, ((Dt)l/ﬂ) : (4.13)

Como no exemplo anterior, a solucao assintotica dominante, de acordo com
aeq. (4.7), é

p(x,t) = (2% Gf(:z:,t) (4.14)

Se usarmos para (z°) e G dado em termos da distribuicdo de Lévy (eq.
(3.25)), obtemos
x

p(z,t) = (Df)w L, <<Dt)w) : (4.15)
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Se fizermos © = 0 na eq. (4.15), teremos que L,(0) = (1/7p)'(1/p) (veja
a eq. (3.12)) e, portanto, p(0,t) = (¢/7u)T(1/p)(Dt)~/*. De uma maneira
mais geral,

pz,t) ~t=r (4.16)

quando |z| < |Dt|'/*. Resultado que segue da série (3.34) (0 = 0) ao
retermos somente o termo dominante em z/(Dt)"/*. Tal constatacio mostra
que o fato da funcao de Green apresentar um comportamento de cauda longa
leva a um abaixamento da altura da distribuicao inicial mais rapido que o
usual, pois 1/u > 1/2. Frizamos que esses resultados sdo preservados quando
empregamos a equacao de Schrodinger fracionaria.

Exemplo 4.2.3

A seguir, analisaremos o caso em que o momento de ordem zero é
nulo, (z%) = 0, e com (z')¢ finito (n* = 1). Isso ocorre, em particular, para
uma condigdo inicial do tipo p(z,0) = z/(b* + 2?)”, com v > 3/2. Assim, da
eq. (4.7) (ou (4.8)), vemos que

plx,t) = —(z') %Gf(x,t) (4.17)

no regime assintotico. Portanto,

p(2,1) = — (21 (% {(Dtl)l/u L, ((Dgwﬂ | (4.18)

Observemos que p(0,t) = 0, pois G/ (0,t) e 9,G(0,t) sdo respectivamente

funcoes par e impar, e conseqiientemente a aIGé(O,t) = 0. Além disso, da

série (3.34) com (o = 0) quando |z| << |Dt|'/*, verificamos que

(x t) N —<J,’1> 2 bo n by T 2
PAE = "9z | (Dt)Vu " (Dt)ln \ (Dt)Ve
2b1 <I1>OJI

—_—— 4.19
(DE/r (4.19)
Ou seja, p(x,t) ~ t73/" se |x| < (Dt)Y* mas com x # 0. Ndo é demais dizer
que esse resultado vale igualmente no caso da mecanica quantica [13, 15, 17,
20]. Além disso, essa conclusdo esta em acordo com o resultado geral (i7) da
secao 4.1.
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Exemplo 4.2.4

Facamos agora o caso em que a condicao inicial é da forma

2> +a

p(x,0) = m (4.20)

com v > 5/2. Se desejarmos que a primeira corre¢do para o termo principal
seja a relacionada a (x?)g, teremos

(x%)o 0

D
5 5aG(1), (4.21)

p($,t) ==

(z1)o = 0 e (z°)9 = 0. De fato, a penultima dessas condigoes ¢ diretamente
satisfeita, pois o integrando ¢ uma fun¢ao impar. Porém, (z°)y = 0 conduz a

too (22 4 g
<x0>0:/oo dezo, (4.22)
isto é,
+00 $2 +00 1
—— dr = — — dx . 4.23
| ) e (4.23)

Por sua vez, se usarmos que|40]

/+Oo 228 i r(ﬁ + 1/2)F(1/ -3 - 1/2) p—2(v—58)

1 (4.24)

s r(v)

chegamos a
b2
a=— : 4.25
2v—3 ( )
Assim, a contribui¢do dominante para o comportamento assintotico de p(x, t)
& proporcional a t=3/# se |z| < (Dt)/*, pois

* p o2 1 x
g2 (1) = 5 [—wtw L (—wwwﬂ
o e (4.26)

quando empregamos a série (3.34) (0 = 0) até a segunda ordem em z/( Dt)'/*.
Podemos perceber deste caso e do anterior, que eles tém o mesmo compor-
tamento temporal no regime de t suficientemente longo, que a principio, po-
derfamos pensar justamente o contrario . Isso tanto numa situacao quantica
quanto difusiva.

47



Exemplo 4.2.5

Aqui, trataremos de uma situacao mais geral em que a primeira
derivada nao-nula é de ordem n*. Isso faz com que, quando nos restringimos
ao comportamento assintético temporal dominante, possamos escrever

— n* D
/0<x>t) - T(x >0 8xn*Gﬂ<x’t)’

CD" oy 2 [ i LM((D;/#)} e

Quando levamos em conta a série (3.34) (0 = 0) e retemos somente o termo
dominante em z/(Dt)'/* apos calcularmos as n* derivadas, vemos que

(4 /u para n* par
p(w,t) ~ (4.28)
t= @) p para n* impar

se |x| < |Dt|'/*. Notemos que esse resultado incorpora naturalmente os

exemplos anteriores desta segao.

Um tipo de condigao inicial que fornece (z")y = 0 para n < n* e
(") #£0¢é .
p(x,0) =e " H,(ax) , (4.29)

em que H,+ é o polindmio de Hermite de ordem n* e ¢ uma constante com di-
mensao de distancia. Para verificarmos essa afirmagdo basta usarmos que|41|

+o00
/ e % H,«(z) Hi(z) dz = 0 se n*#j

o

+o0o
/ e [Hp(2)?dz = 2Vn"ym  se n*=j  (4.30)

oo

e o fato de H,(z) ser um polinémio de ordem n em z conduzir a
2= ¢ Hiz) . (4.31)
=0
Realmente, das egs. (4.30) e (4.31) segue que
toeo 2.2
(") = / e " Hp(ax) 2" dx

“+oo
= cj a_”_1/ e Hp(2) H;(z) d= (4.32)

j=0 o

¢ nulo quando n < n* e diferente de zero se n = n*.
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4.3 Caso N-dimensional

Nesta secao, analisaremos o comportamento assintético temporal

de
p(x,t) = /G(X —x',t) p(x',0) dVx' . (4.33)

Aqui, x = (71, X9, ..., xyN), a integral é sobre todo o espago, G(x — x',t) ¢ a
fungao de Green e p(x’,0) é a condicao inicial.

Primeiramente, enfocaremos dois resultados gerais que nao de-
pendem de comportamento assintético e que sao uma extensao do caso uni-
dimensional.

i) Se G(x —x/,t) = G(—x + x/,t) e p(Xx/,0) = p(—x%,0), entdo p(x,t) =
p(—x,t). A constatacdo desse enunciado pode ser verificada quando empre-
gamos essas hipoteses na eq. (4.33). De fato,

p(—x,t) = /G(—x—x',t)p(—x’,O) dVx'
= /G(—X+y,t) Py, 0)d"y

= /G(X —y.,t) ply,0)d"y
p(x,t) (4.34)

ao usarmos a mudanga de varidvel em que y = —x'.

ii) Se G(x — x/,t) = G(—x + x/,t) e p(x',0) = —p(—x',0), entdo p(x,t) =
—p(—x,t). A verificacdo desse enunciado ¢ direta se usarmos (4.34) com
p(—x',0) substituido por —p(—x’,0).

Assim como na secao anterior, nosso estudo sobre o comporta-
mento assintotico de p(x,t) sera baseado na forma da lei de espalhamento (a
fungao de Green) e da condigao inicial. Para caracterizarmos esta condigao
inicial, serao tteis os momentos

(i iy -5, )0 = /xil Tiy - Ty, p(X,0) dVx . (4.35)

Inicialmente, veremos situagoes em que p(x,0) apresenta cauda curta, dito
de outra forma, temos que o primeiro momento nao nulo é finito. Depois que
tivermos um tempo suficientemente longo, a funcao de Green G(x — x', t) tera
dispersado bem mais que p(x,0). Por exemplo, se p(x,0) estd concentrada
em torno de xo e satisfaz a condi¢do de normalizacio [ p(x, 0)dVx = ¢,
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obtemos

/G(X—x’,t)p(x’,O)de’ r~ /G(x—x’,t)cé(x/—xo)de'
= ¢ G(x—x,t). (4.36)

Com o objetivo de considerar outras contribuicoes que nao foram
levadas em conta nesse tltimo exemplo, expandimos G(x — x/,t) em série de
Taylor em torno de x’ = 0, isto é,

N N

aG(x,t) 1 G(x,1)
B ’ _ - / ) _ / / —7
Gle—xt) = Glot) =) ol =5 =g ) w75

i1=1 11,02=1

,  0"G(x,1) N

+ T
n 8.71:7;1 s zen

., (4.37)

T odpein=1

em que supomos sem perda de generalidade que xy = 0. Em geral, devemos
truncar essa expansao antes que ocorra divergéncia. Ao denotarmos por ng
a ordem a partir da qual ha divergéncia, a eq. (4.37) toma a forma

ng

o "G(x,t)

J— / —_—
Gx—xt)= T T

4 Ry (%, 1), (4.38)

n= 'zlznl

em que o resto R, (X', t) tende a zero quando x” — 0, por exemplo, na forma
diferencial como foi empregado na secao 3.2. Em (4.38) deve ser notado

que n é a quantidade de somatorias de 1 a N. Assim, se n = 0, deve

/

ser subentendido que nao h4 somatéria de 1 a N, e xj ---x; representa

exatamente o nimero 1. Por meio da expansao (4.38), podemos escrever
p(x,t) como

p(x,1) /Gx x',t) p(x',0) d¥x’
ng—l N
)" o "G (x,t , ,

ng—l N
N 1 ) LN, O"G(x,t)
_T;*Eilmzi B </ajil.--xinp(x,0) dVx —81:,»1---8%

ng—1 N

—1)" , , "G (x,t

~ ( n!) ' Z (af -2 o —axil : ( ax)l- . (4.39)

Deve ser notado que nesse resultado, empregamos n* para denotar quando o

primeiro (zj, ---x; )o é nao nulo. Se o primeiro momento divergente for de

ordem ny, € ng > Ny, devemos substituir n., por ng na série (4.39).
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De modo geral, o primeiro termo da expansao anterior serd o
dominante. Portanto, para um t suficientemente longo, o comportamento
espacial e temporal de p(x,t) seguird aquele da fun¢do de Green ou de uma
de suas derivadas, ou seja, ditado pelo primeiro termo da série (4.39). Assim,
a eq. (4.39) possibilita-nos obter o comportamento assintotico de p(x,t) para
uma grande classe de fungoes de Green e condicoes iniciais.

4.4 Exemplos - Caso N-dimensional

De modo a tornar claro a aplicabilidade dos desenvolvimentos
apresentados na secao anterior, vamos considerar algumas possibilidades para
as funcoes de Green e para as condigoes iniciais. Nesses exemplos, apesar de
falarmos da equacao de difusao, as conclusoes também valem para a equa-
cao de Schrodinger fraciondaria, jA que formalmente basta substituir D por
ih/(2m) para passar do primeiro caso para o segundo.

Exemplo 4.3.1

Comecaremos com a andlise da situacao em que o primeiro mo-
mento nao-nulo e finito é o de ordem n* = 0,

(@ 230 = (Lo
= /p(x, 0)d¥x =c (c#0). (4.40)
Para a fungdo de Green, usaremos (eq. (3.57))
1 —lapited dVq
_ / o + 1/p
Gu(x—xt) = (Dt)N/“/e (D) o)™ (4.41)

com 0 < p < 2. Portanto, essa escolha incorpora inclusive a difusao usual,
p = 2. Assim, a solugdo assintotica dominante, de acordo com a eqs. (4.39)
e (4.40), ¢

p(X,t) = <1>0 G(X7 t)
c G,(x,t). (4.42)
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Quando |x| < (Dt)"*, temos, numa primeira aproximacao,

1 jafri—ax_ dVq
Gu(x,t) = W/e i 44
1

(2m)"

AL
o | 49

em conformidade com a expansdo (3.34) com o = 0. Visto que a integral
acima fica independente de ¢ quando |x| < (Dt)'/*, obtemos

p(0,t) oc t=NH (4.44)
Em particular, se g = 2, temos p(x,t) oc Go(x,t) e p(0,t) oc /2. Assim,
recaimos na eq. (2.68), na qual foi utilizada uma condi¢ao inicial do tipo
delta.

Exemplo 4.3.2

A seguir, analisaremos a possibilidade em que o momento de or-
dem zero é nulo, (1) = 0, porém com (z;)¢ finito para todo i, e com pelo
menos um deles nao nulo. Essa é a situacao com n* = 1. Isso ocorre, em
particular, para uma condigao inicial do tipo

Ly

o0 = G

(4.45)

com v > (2+ N)/2. Nesse caso,

(1) = /m d¥x =0, (4.46)

pois o integrando é uma funcao fmpar na variavel z;. Além disso, por essa
mesma razao, temos

0 se 1 #£ ]
Ti)g = 2 . 4.47
< >0 { f (bz_,_‘;_‘z)y dNX se 1= ( )

Quando ¢ = j, essa integral nao depende do valor particular de j e, portanto,

(0% + |x[?)” N [CEEE. '

visto que [x|?* = 27 + 23 + --- + z%. Dado que esse tltimo integrando é
simétrico por rotagoes, vamos usar coordenadas (hiper) esféricas em (4.48),
ou seja,

x? ’2+N1
[orimm =5 [ | wrpmpes @
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com dQy = [ij:jQ(sean)N*(jH)de] dOn_1. Ja que no integrando nao ha
dependéncia da parte angular, a integracao sobre df)y nos fornece o angulo
solido em N-dimensdes[37] Qn = (27V/2)[['(N/2)]~1. Isso posto,

2
) _ Ly N
o = | G
27TN/2 oo |X’2+N—1
= / d|x|
NT(N/2) Jo (0 + [x[*)¥
'v—N/2-1) _
N/2 204+ N+2
7 o (4.50)

quando empregamos a identidade (4.24). De posse desse resultado e das
eqs. (4.39) e (3.57), podemos obter a contribuicdo dominante no regime
assintotico:

p(x,t) = —Z(Iz‘)o %G’M(X,t)

~(z;) b i/e“””* oo e
70 (DN \ Ox; (2m)N

i () oz dVq
= (Dt)TjJr(l)/% ¢ VD 2ny (4.51)

Se x = 0, a tltima integral ¢ nula e, conseqiientemente, p(0,t) = 0, pois
o integrando ¢ uma funcao impar em ¢;. Tal fato pode ser visto também
como uma conseqiiéncia de 0,,G,(x,t) = —0,,G,(y,t)|y=—x que, por sua
vez, segue de G, (x,t) = G,(—x,t) e, portanto, inteiramente compativel com
o resultado geral ii da secdo 4.3. Ademais, se |x| < |Dt|'* com x # 0,

temos
p(x,t) ~ t= N2/ (4.52)

pois a contribui¢do dominante da série (3.64) com o = 0 é o segundo termo.
Do exposto acima, vemos que o uso da condicao inicial
)

_ 4.
Za] b2—i—]x\ ( 53)

em substituigdo a (4.45), com os a;’s constantes, conduz a resultados que
sao combinacoes lineares dos anteriores. Em particular, o correspondente a
(4.51) é

t) = 3 L (7)o “la it 47 4.54
p(X,)——Zajm q; € W ( )

j=1




Exemplo 4.3.3

Poderiamos fazer como préximo exemplo, o caso em que a condi-
¢ao inicial fosse da forma

x?—l—a

Pl =

(4.55)
nao o faremos aqui, analisaremos um caso mais abrangente, em que essa
condicao inicial para v > 2 + N/2 serd apenas um caso particular. Assim,
em uma situagao mais geral a primeira derivada nao-nula é a de ordem n*.
Com isso, quando nos restringimos ao comportamento assintotico temporal
dominante, podemos escrever, tendo em mente as eqs. (4.39) e (3.64) ,

)T &~ UGk
p(X,t) - Z <xz1 xzn*>0 5$¢1"'3%n* (456)

i1 =1

CU" S il o x
(DO

i1eipe =1
2n
BN 4 ... BN l 4o
0 n (Dt)l/”

12

o
X —_—
8@1 s &’L’in*

Deste resultado somente um termo que esta entre colchetes contribui de ma-
neira dominante quando |x| < (Dt)/#. De fato se n* for par e tivermos
n = n*/2, os termos anteriores ao proporcional a n serao nulos apos todas
as derivacoes. Por sua vez, o n-ésimo termo é proporcional a t—(N+n")/n
também apods efetuadas todas as derivagdes. Analogamente as demais con-
tribui¢oes sao subdominantes. Da mesma forma, se n* for impar e tivermos
n = (n* +1)/2, somente o n-ésimo termo contribuird quando |x| < (Dt)Y/*
e depois de calculada as derivadas ele sera proporcional a ¢t~(N+n"+1)/u En-
tretanto, esse resultado serd nulo quando x = 0, pois ele é linear nas compo-
nentes x. Cabe ressaltar que esse fato estd em completa concordancia com o
enunciado (7i) da se¢ao 4.3. Assim, podemos resumir essas observagoes em

t— N4/ para n* par
p(X7 t) ~ { tf(N+n*+1)/u para n* impar (457)

quando |x| < (Dt)'#, porém devemos ter |x| # 0 se n* for impar.

Consideremos agora uma condigao inicial que fornece (x;, - - - z; )o
= 0 para0 <n < n*ecomalgum (z;, - - - z; . )o ndo nulo. Para esse momento
nao nulo, temos

(@i @iy - o = (@713 - 23 )o (4.58)
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com ny +ng + -+ ny =n*. Nesse caso, mostraremos que

p(x,0) = e~ X[ H, (azx1)H,,(azs) - - H,\ (axy)
— @' H, (ary)-- e TN H,,(axy) , (4.59)

conduz a (z]'xy*--- 3 )o ndo nulo e os demais momentos de ordem menor
que n* a valores nulos. Aqui H,,, é o polindmio de Hermite de ordem n; e a é
uma constante com dimensao de inverso de distancia. Visto que esse p(x,0)
¢ da forma de um produto, segue para um momento genérico que

(TiyTiy - T Yo :/ Ty Tiy o Ty p(X, O)dNX (4.60)

oo 2,.2 = oo 2,2 fod
:/ e " H, (x1)xrdy - / e TNH, ()W dry .

o0 — 00

Por sua vez, cada uma dessas integrais unidimensionais, corresponde ao caso
tratado no exemplo 4.2.5 (veja especialmente a eq. (4.32)). Fica claro a
partir desse exemplo que se pelo menos uma das poténcias de ny, ---, ny
for, respectivamente, menor que nq, - -, ny, obteremos (z;,z;, - - ;)0 = 0.
Por outro lado, se forem respectivamente iguais, (4.60) nao é nulo e n = n*.
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Capitulo 5

Comportamento Assintético 11

Numa primeira etapa, via transformada de Fourier, apresentamos
neste capitulo um procedimento alternativo para obter a expressao assin-
totica de p(x,t) encontrada no capitulo anterior. A seguir, com esse novo
procedimento, tratamos situacoes mais gerais que o anterior, isto é, aquelas
cujos comportamentos de cauda das condicoes iniciais sao longos o suficiente
para que varias integrais de poténcias das coordenadas divirjam. Fssas dis-
cussoes sao inicialmente feitas no caso unidimensional e depois na vertente
N-dimensional. Como tem sido uma caracteristica deste trabalho, apresen-
tamos exemplos para ilustrar os resultados gerais obtidos.

5.1 Caso Unidimensional com Cauda Curta

Para obtermos um procedimento alternativo ao que leva a expan-
sao assintotica (4.8),

oty > S @y, L. (5.0

n=n*

vamos empregar transformada de Fourier para investigar o comportamento
de p(z,t). Para tal, usemos

+o0
p(z,t) = / G(x — 2/, t) p(2',0) d2’, (5.2)

[e.e]
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com

+oo ) ,
Glx—2')t) = / G(k,t) e*@=) dk

. 2m
oo o A

p(z',0) = / ﬁ(k’,O)e””Q—. (5.3)
o T

Ao substituirmos estas duas ultimas equagdes na eq. (5.2), obtemos

dk AW, dk/
_ ik(z—az') ~r1./ ik’ Y /
p(x,t) / < G(k t)e 5 ) (/_ p(k',0)e 5 ) dx

gy e [ ik
= / / 5 Gk, 1) p(K, 0) e / /W =R g

o)

_ /+OO dk /+°° dk;’ k;) é(k},t) ﬁ(k‘,, O) 6ik:c (54)

quando invertemos a ordem de algumas integracoes e empregamos que

+0o0 /
Sk —k) = / itk =z’ (5.5)

. 2m

Portanto, a eq. (5.4) conduz a forma a partir da qual desenvolveremos nossas
discussoes futuras (teorema da convolucao [34]):

oo
pla,t) = / Gk, 1) (k, 0)eke (5.6)

. 21

Como deve estar claro, a nossa investigacao sobre comportamento
assintotico visa com especial atencao as situacoes difusivas. Como ja vimos
no cap. 3, uma ilustracao dessa situacao é dada pela equacao

8“,0
3\ [

0

—plx,t 5.7
com 0 < p < 2. Assim, se p = 2, temos a difusdo usual e a equagao
de Schrodinger para particula livre, desde que nesta ultima vertente D =
ih/2m. Nesses exemplos, sabemos que o espalhamento (alargamento) de
p(x,t) aumenta com o decorrer do tempo. Espalhamento esse diretamente

associado com o alargamento do propagador G(z — 2/, t) com t.

De uma maneira geral, uma funcao e sua transformada de Fou-
rier tem comportamentos opostos quanto ao padrao de localizacao. Fato
que fica claro quando consideramos um exemplo especifico tal como f(z) =

exp(—22/(2a2)) e f(k) = vV2maexp(—k2/(2a~2)), pois para f(z) temos Az ~
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a como uma largura tipica e para f(k) vé-se que Ak ~ 1/a é uma correspon-
dente medida de largura. Desse exemplo, vemos imediatamente que

Az Ak~ 1, (5.8)

cuja validade ocorre para uma ampla classe de funcoes. Esse padrao oposto
de localizacao é uma relagdo de incerteza entre as larguras de uma funcao e
sua transformada de Fourier|[6].

Essa propriedade de incerteza, quando aplicada para o par G(z —
2',t) e G(k,t), mostra que a transformada de Fourier G(k,t) torna-se pro-
gressivamente mais localizada com o aumento de ¢, em contraste com o alar-
gamento de G(x — 2/,t) para t grande. Devido a este fato, nossa anélise
sobre o comportamento assintotico de p(z,t), baseada na eq. (5.6), focara
sobre a vizinhanca de k£ = 0. Portanto, reteremos unicamente a contribuicao
principal de p(k, 0)e*® para |k| pequeno. Porém, quando |z| for grande, e¥*®
pode ser altamente oscilatorio. Por isso, precisamos conservar a forma com-
pleta de e”** de maneira a preservar o comportamento assintotico espacial
de p(z,t). Por outro lado, é comum que a condicdo inicial p(k,0) seja suave
(ndo altamente oscilante) para |k| pequeno. Nesse sentido, podemos invocar
uma aproximagao para p(k,0) util para |k| pequeno.

Para entender melhor essas duas tltimas afirmacoes, notemos pri-
meiramente que

(") = /_+oox"p(x,0)dx

o0

e - d —ikx

= /OO (z T k0> p(x,0)dx

= " £~(k; 0) (5.9)
dkn L,

Com essa notagao, se p(x,0) for normalizavel, p(0,0) = (x°)q # 0, podemos
empregar inicialmente a aproximagao p(k,0) ~ p(0,0) e, portanto, a eq. (5.6)
resume-se a

1 :
plz,t) ~ — G (k,t)p(0,0)e** dk

+oo )
— <x0)0/ G(k,t)e“"’””;l—k
— ™

= (20 G(x,1) . (5.10)

o0

Ao compararmos essa aproximacao com a eq. (5.1), vemos que ela corres-
ponde ao seu primeiro termo quando n* = 0.
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Incorporar corregoes a eq. (5.10) nao é trabalhoso, mesmo quando
o primeiro momento nao-nulo e finito é mais alto que o de ordem zero. De
fato, em substitui¢do a aproximacao p(k,0) ~ p(0,0), podemos empregar a
expansao p(k,0) em série de Taylor em torno de k = 0, isto é,

Noo—1
. — K" od"
p(k,0) ~ o) %P(/ﬁo) (5.11)

n=0

k=0

Essa expansao é consistente com a possibilidade do momento de n..-ordem
de p(xz,t) ser divergente, pois nesse caso a derivada de n..-ésima ordem da
transformada de Fourier p(k,0) nao existe. Além disso, se os momentos até
a ordem n* forem nulos, a expansao (5.11) assume a forma

Noo—1
. o kT od"
p(k,0) ~ ) — 7Pk, 0) (5.12)

k=0

n=n*

A substitui¢ao da eq. (5.12) na eq. (5.6), e com o uso da eq. (5.9), permite-
nos reobter o resultado (5.1), pois
s
ezkx -
=0 2m

o(a,t) ~ /_ooé(k;,t)<oi_ %%xk,m

o0

Noo—1
N 1 d" ~ oe Wa ik dk
Noo—1

_ N (_1)n nn "

- ;* o (")) —8an(x,t), (5.13)

visto que
" n oo W ikx dk
o Glwt) =i /_OO ey (5.14)

Acabamos de verificar como a eq. (5.1) é obtida via transformada
de Fourier. Esse resultado corresponde a situacoes nas quais a condicao
inicial p(x,0) é de cauda suficientemente curta para garantir a finitude dos
momentos. Por exemplo, se p(z,0) pode ser normalizavel ((z%)y ndao nulo e
finito) e tem um comportamento de cauda do tipo ||, vemos que o > 1.
Por outro lado, cabe a seguinte pergunta: O que ocorre em casos com o < 17
Essas situagoes correspondem ao que chamaremos de caudas longas e que
serd o proximo tema de investigagao.
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5.2 Caso Unidimensional com Cauda Longa

Vamos analisar a seguir situagoes com cauda longa, isto é, aquelas
cujo primeiro momento nao-nulo é divergente, ou seja, esta classe inclui con-
di¢oes iniciais nao normalizaveis. Em particular, tais casos podem ocorrer no
contexto da mecanica quantica mesmo quando as funcoes sao de quadrado
integravel,

+oo
/ |W|2dz < oo . (5.15)
—00
Por exemplo, se ¥(z) ~ |z|77, entdo o > 1/2. Assim, essa condicdo e a
divergéncia de (z°)y conduzem a 1/2 < o < 1. Por outro lado, para a
difusdo, devemos ter (2°)y finito, para garantir a quantidade finita do que
estd difundindo, contudo vamos formalmente considerar a possibilidade de
(x)o divergir.

Se o primeiro momento nifj-nulo for divergente, logo uma ex-
pansao como a usada na eq. (5.13) nao existe. Em tais casos, precisamos
considerar as egs. (5.2) ou (5.6) diretamente. Nesse sentido, ao analisarmos
casos de cauda longa, basearemos nossa andlise nas transformadas de Fourier
de p(2’,0) e G(x — 2/, 1), ou seja, partiremos da eq. (5.6).

Como vimos no caso de cauda curta, por exemplo na eq. (5.12),
o termo dominante para p(k,0) é proporcional a k™, em que n* é um inteiro
nao nulo. Motivado por esta proporcionalidade e de maneira a tratar de
condicoes iniciais com cauda longa, dirigiremos primeiramente nossa discus-
sdo a situagdes assintoticas pares tal que p(k,0) ~ A|k|” com A constante e
o < 0. Esse caso corresponde a condicdo inicial par p(z,0) ~ |z|~*) para
|z| grande, pois na integral|26]

plx,t) ~ / k|7 e dk (5.16)
temos k ~ 1/z do ponto de vista dimensional.

Pela substituicao da aproximacao em questao para p(k,0) na eq.
(5.6), obtemos

e ikx dk
p(x,t) ~ G(k,t) Alk|% e o (5.17)
o T
Por sua vez, a partir do uso da eq. (3.15) para G(x,t),
12 Gl = Jjpecmy (5.18)
a‘x|o. ) - ) ) .
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verificamos que

oo 07 s
~ ikx
plx,t) =~ A/ F {amgG(x,t)} e o

= A Ga1). (5.19)

Uma outra situagao assintotica diretamente ligada a p(k,t) ~
Ak™ ¢ p(k,0) ~ A'|k|°"tk. Essa nova possibilidade corresponde a condi-
¢oOes iniciais impares, em contraste com a par que acabamos de investigar,
p(k,0) ~ A|k|?. Nessa situagdo, em analogia com o caso anterior, temos
p(r,0) ~ z|x|~?+9) para |z| grande. Além disso, com o uso da eq. (5.6),
chegamos a

too G dk
p(z,t) =~ / Gk, t) A" k|7 ket =

o 2
too g dk
= A o—1 [ ¥ _ikx | 7V
i G(k,t) |k| (axe ) o
%
2m

_ —ZA/ g /+OO é«(k t) ‘k‘a—l eik:c
B or | ’
a aa—l

Oz Oz|o—1

= A G(z,t) . (5.20)

Quando discutiamos na secao anterior o caso de condicao inicial
de cauda curta e tinhamos a expansdo dada pela eq. (5.1), tinhamos o
seguinte cenédrio: o termo dominante era aquele que correspondia a derivada
de menor ordem da funcao de Green, ou seja, o associado ao primeiro termo
nao nulo da expansao. Observemos, também que este cenario permanece
imutavel quando derivadas fracionérias sao envolvidas, a exemplo das eqs.
(5.19) e (5.20). Entdo, no geral, para ambos os casos, cauda curta ou longa,
o comportamento assintotico é regido por uma derivada de G(z,t), em que
ela pode ser inteira ou de ordem fracionaria. Em particular, como uma
conseqiiéncia dos comportamentos assintoticos discutidos nesta se¢ao, mesmo
que a equacao original nao contenha derivada fracionéaria, elas podem surgir
naturalmente quando exploramos as possibilidades de condigoes iniciais de
cauda longa.

Antes de concluirmos esta secao, observemos ainda que corre-
¢oes logaritmicas da forma p(k,0) = Alk|?In|k| ou p(k,0) = A'|k|7~ Kk In|k|
podem ocorrer como situagoes marginais dos dois casos anteriores. Inves-
tigaremos essas duas possibilidades nos dois tltimos exemplos da préoxima
secao.
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5.3 Exemplos - Caso Unidimensional

Com o intuito de esclarecer de um modo mais especifico o que
foi apresentado na secao anterior, vamos fazer algumas aplicacdes para ca-
sos com o primeiro momento nao nulo divergente. Nos exemplos desta secao,
referimos apenas a difusao anémala, mas a extensao para a equacao de Schro-
dinger fracionaria é direta, pois basta empregar D = ih/(2m).

Exemplo 5.3.1

Consideremos a condi¢ao inicial
1

(5.21)
com 0 < v < 1/2. Para|z| > b, vemos que, p(z,t) ~ |2|~F%) com o = 2v—1
e, portanto, p(k,0) o |k|?. Aqui, empregamos v > 0 para que a condigao
inicial represente uma funcao com localizacao mais acentuada em torno de
r = 0. Quanto a escolha v < 1/2 foi feita de modo que p(z,0) nao seja

normalizavel, isto €, seu momento de ordem zero é divergente. De fato, se
v<1/2,

(% = /_Jroop(m,())dx

oo
A
~ lim e
A—oo a
o9y, A
xl 2v

= lim
A—oco 1 — 2v

— 0, (5.22)

a

em que a ¢ um numero positivo finito. Neste exemplo, com o uso da eq.
(5.19), de G (x,t) apresentado na eq. (3.9) e da eq. (3.34) , verificamos que

o

plx,t) o WGM(SUJ)
X Quo(z,t) . (5.23)
Portanto, a eq. (5.23) e o termo dominante da série (3.34) conduzem a
pz,t) ~ t=etb/n (5.24)

ou seja, p(x,t) ~ t~2/1 quando |z| < |Dt|'/#. Deve ser notado que o caso
v = 1/2 também conduz a divergéncia de (), porém esta situagio sera
discutida num proximo exemplo.
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Exemplo 5.3.2

Examinemos a condicao inicial

X

(5.25)

com 1/2 < v < 3/2. A condigdo v > 1/2 garante que p(x,0) tenda a
zero quando |r| — oo, pois nesse limite |p(z,0)| ~ |z['7?. Além disso,
p(k,0) ~ k|k|°™' com ¢ = 2v — 2 para |k| pequeno. Por outro lado, a
condicao inicial em questao proporciona o momento de ordem zero,

<£L‘O>0 — /+OO Ldl‘
oo (B2 22
e (5.26)

—00 !

nulo quando v > 1 e divergente se v < 1. Também o momento de ordem um,

L 400 :132
A N

| (5.27)

—00

~

pode ser divergente ou nao. De fato, essa integral serd divergente para v <
3/2 e convergiré para v > 3/2.

O uso da eq. (5.20), a fungdo de Green dada pela eq. (3.25) e da
eq. (3.9), nos conduz a

0 aafl
plx,t) £—8\x|0—1G“<x’t)
0
(8 %Qu(afl)(xvt)' (528)

Por sua vez, ao empregarmos a série (3.34), o resultado anterior torna-se

2
plz,t) % [bO(Ol) + (lgz);l/L ((D:)l/#> + e
o xtletA/e (5.29)
quando |x| < (Dt)/#. Nesse limite,
plz,t) oc t2v/m, (5.30)

porém com x # 0. Notemos que esses fatos sdo inteiramente compativeis
com o resultado geral ¢ da secao 4.3.
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Exemplo 5.3.3

Neste exemplo, investigamos, o comportamento de p(x,t) quando
a condicao inicial é da forma

1

CETaNE (5.31)

p(z,0) =

com b > 0. O momento de ordem zero dessa condicao inicial é dado por

+A2
(% = lim lim 2°p(x,0)dx
A1—00 Ag—00 —Ay
+A2 dr
= lim lim —_—
A1—00 Ag—00 —A; <b2 + ZE2)1/2
+As

(5.32)

~ lim lim In|z|
A1—00 Ag—00

—Ay

Portanto, temos que a integral do momento de ordem zero nao tem um limite
definido, devido ao logaritmo em (5.32).

Para a transformada de Fourier de p(z,t) em ¢ = 0, chegamos a
(ref. [42], pag. 419, formula 3.754-2)

~ +o0 e—ik:v
w0 = | gt

T cos(kx)
= 2/0 —(b2 )1 dx
= 2 Ky(bk) (5.33)

em que Ky é a funcao de Bessel modificada de segunda espécie de ordem zero.
Se realizarmos uma expansao em série desse p(k,0) e preservarmos apenas
os termos até primeira ordem, obteremos como resultado

%D , (5.34)

em que v = 0.5772156... é a constante de Euler e (ref.[41], pag. 375, formula
9.6.13)

Ko(2) = — [m (g) + 7] Io(2) + % + (1 + %) % +o (5.35)

24 (2P/4)?
SUERENCIE

p(k,0) ~ —2 (7 +In

com

(5.36)
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Ao usarmos a eq. (5.34) na eq. (5.6), somos conduzidos a

Kb\ o d
EDQ . (5.37)

Empreguemos a transformada de Fourier da funcao de Green (eq. (3.39)) na
eq. (5.37). Dessa forma,

1 [T " kb :
px,t) ~ ——/ e~ DUk (’y +In ?D e*rdk . (5.38)
™ —00

plz,t) ~ —2/+Ooé(k7t) <7+ln

—00

Quando introduzimos em (5.38) a varidvel ¢ = (Dt)'/*k, somos remetidos a

L e qb dq
plx,t) ~ —_/ e T T <'y +in D (5.39)

2(Dt)Vn

m 00

Vamos separar essa integral em duas partes, isto é,

1 +o0 — —x49 d
P(%t) =~ —/ e lal*+ (Dtyl/w ln(Dt)l/“ q +

T J o (Dt)L/m
1 [* jgpyize qb dg

_ = (Do)t k In|—| ) ——— . (5.40
ﬂ/_ooe TS ) oo 040)

No lado direito de (5.40), a primeira integral serd muito maior do que a se-
gunda para tempos longos. Nesse caso, o comportamento assintotico para
p(x,t) é dado por p(x,t) ~ t~/#1In(t) quando |z| < (Dt)~'/*, pois na ausén-
cia do termo logaritmico em (5.34), terfamos simplesmente p(z,t) ~ t~'/~.
Visto que em muitos casos uma contribui¢ao puramente logaritmica pode ser
comparével com termos constantes, a melhor maneira de expressar (5.40),
quando |z| < (Dt)~Vk ¢

p(z,t) ~ A t7Y#(In(t) + B), (5.41)
com
1 +oo
— —lq*
A4 = xDVn /_oo ¢ dg
B = ! " e In(D) —~ —1 10 4 (5.42)
- aDVHA | ° 1 T ¢ '

Antes de concluirmos este exemplo, notemos que outra maneira
de obtermos a eq. (5.34) seria partirmos da eq. (5.33) via a aproximagao

p(k,0) ~ /Oa (bcosﬂ dx + /+00 cos(kz) dx (5.43)

2 4 g2)1/2 T
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em que a > b. Para |k| < 1, a primeira integral é finita. Por sua vez, a
segunda nao diverge para |k| — 0 e pode ser escrita em termos da fungao
cosseno integral (ref.[41], pag. 232, formula 5.2.27)

Ci(z) = — / T eos) g, (5.44)

u

ao usarmos u = kx, isto é,

/ - Cosfckx) dz = — Ci(ka) . (5.45)

Assim, quando empregarmos a expansao (ref.[41], pag. 232, formula 5.2.16)

2

Ci(2) = (v + In(2)) — ZZ T (5.46)

que ¢é valida para |z| < 1, a eq. (5.43) assume a forma
p(k,0) ~ A"+ B'In(k) (5.47)

em que A’ e B’ sao constantes. Portanto, reobtivemos a estrutura da eq.
(5.33).

Exemplo 5.3.4

Facamos a seguir o caso cuja condicao inicial é

x
p(z,0) = 0+ 222 (5.48)
com b > 0. Para essa funcao, temos que o momento de ordem zero é dado
por

+As T

0 _ . .
(@50 = Alllinoo/\lglinoo A (b2+;g2)3/2dx

=0, (5.49)

pois o integrando é impar e tende suficientemente répido a zero quando |z| —
0o. Seguiremos com o calculo do momento de ordem um para a condicao
inicial em questao:

+A2 72

1 . . .
<ZL’ >0 - AlllglooAlzlgloo —A; (b2+l’2)3/2dx

+A2

(5.50)

~ lim lim In|z|
A1—00 Ao—00 Ay
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Aqui 0 momento de ordem um, como no exemplo anterior para o momento
de ordem zero, recai numa situacao em que nao ha um limite definido quando
A — 00 e Ay — 00.

Quanto a transformada de Fourier para a condicao inicial, verifi-
camos que

s oo T ik

o0

oo d 1 —ikx
- -/ wlam)

. +o0 e—ikx
N
= 2ik Ko(|bk|). (5.51)

A terceira igualdade obtivemos via uma integracao por partes e a quarta
igualdade empregamos a eq. (5.33). O que fizemos aqui foi basicamente
usar a relacao geral entre a transformada de Fourier de uma funcao e sua

derivada|35]: F{df(x)/dx} = ik F {f(x)}. Além disso, notamos que

plz,t) = /_+OO G (k,t) (ik) po(k, 0) pike K

o 2m

0 e ~ zkmdk
= %/m G(k,t) po(k,0) e o
= 9 @t (5.52)
- &UPO ) ) .
com
too o dk
ool 1) = / G, ) ok, 0) 7 (5.53)
e T

Esse resultado mostra que se uma condicao inicial for a derivada de outra,
esta relagao sera preservada em qualquer instante.

Assim, quando levamos em conta este fato aplicado ao exemplo
anterior e, em particular, a observagdo imediatamente apos a eq. (5.42),

verificamos que
p(z,t) ~ Cat™®"(n(t) + E), (5.54)

em que C' e F sao constantes. Portanto,
p(z,t) ~ t=3/1(In(t) + cte) (5.55)

quando consideramos o regime de t longo e 0 < |z| < (Dt)Y/*.
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5.4 Caso N-dimensional com Cauda Curta

Vamos mostrar, no decorrer desta segao, como a expansao assin-
totica (4.39),

ng—1 N
-1)" , , O"G(x,t
p(x,t) ~ Z ( n!> Z (w3, -+ 25 )o EIT (x) ) (5.56)

n=n* i1ty =1

n

pode ser obtida ao empregarmos transformada de Fourier. Nesse sentido,
usaremos

p(x,1) / Gx — %, 1) p(x, 0) AV, (5.57)
com
N
~ , / k
Gx—x,t) = /G(k, t) e’k'(x_x)(;lﬂ)N (5.58)
s VK

p(x',0) = /ﬁ(k',(])e 2n)" (5.59)

Portanto, ao substituirmos as eqs. (5.58) e (5.59) na eq. (5.57), chegamos a

it - [{fomarneeis) (oo £5) o
= [ [ e Gt [ty

- / é:)kjv / d"K'S(K — k) Gk, t) oK, 0) e (5.60)

quando invertemos convenientemente a ordem de integracoes e empregamos
que

N/
S(K' —k) = / ei<k’k>'><’(dz7r—)XN : (5.61)
Dessa maneira, a eq. (5.60) conduz a (teorema da convolugao [34])
~ e AVk
p(x,t) = / G(k,t) p(k,0) elk'xw : (5.62)

expressao a partir da qual desenvolveremos as discussoes a seguir.

A exemplo da vertente unidimensional no caso do tipo difusivo,
a transformada de Fourier G (k,t) torna-se progressivamente mais localizada
com o aumento de ¢, em contraste com o alargamento de G(x — x',t) para
t grande. Ao considerando esse fato, nossa analise sobre o comportamento
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assintotico de p(x,t), baseada na eq. (5.62), focara a vizinhanca de k = 0.
Com isso, reteremos unicamente a contribuigao principal de p(k, 0)e™* para
k| pequeno. No entanto, quando |x| for grande, e** podera ser altamente
oscilatorio. Por isso, conservaremos a forma completa de e®* de maneira
a preservar o comportamento assintotico espacial de p(x,t). Podemos ter
ainda que a condigao inicial p(k, 0) seja suave (nao altamente oscilante) para
|k| pequeno. Nesse sentido, é conveniente invocarmos uma aproximagao para

p(k,0) util para |k| pequeno.

Para implementarmos essas tltimas afirmacoes num esquema de
calculo, observemos primeiramente que

. 871 efzk-x
Liy Lig * T4, = 1

"= Ok Ok, - Ok

in

(5.63)

k=0

e, portanto,

(Tiy Tip - 15,)0 = /% Tig -+ - Ty, p(x,0) dVx

_ / n o e—ikx

- Z Ok, Ok, - - - Ok,

_ m a" .

- akllakm . 8kin /p<X7 O) € d'x
0" p(k,0)

Ok, Ok, - - - Ok

) p(x,0)dVx
k=0

k=0

(5.64)

-1

k=0

in

Dessa forma, se p(x,0) for normalizavel, isto ¢, p(0,0) = (1)y =
[ p(x,0)d"x = A com 0 < |A| < oo, podemos empregar inicialmente a
aproximacao p(k,0) ~ p(0,0) para |k| pequeno. Conseqiientemente, a eq.
(5.62) torna-se

p(x,t) o~ /é(k,t)ﬁ(0,0) ek K

(2m)N
~ ik-x de
_ (1>0/G(k, t)e ar
= (L)o G(x,t) , (5.65)

ou seja, p(x,t) = AG(x,t) para tempos suficientemente longos. Ao comparar
a eq. (5.65) com a eq. (5.56), vemos que ela corresponde ao primeiro termo
da eq. (5.56) quando n* = 0.

Nao é dificil incorporarmos corregoes a eq. (5.65) quando o grau
do primeiro momento nao-nulo e finito é mais alto ou igual aquele de ordem
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zero. De fato, em substituicao a p(k,0) ~ p(0,0), podemos expandir p(k, 0)
em série de Taylor em torno de k = 0:

N ~ N ~
) ) 07k, 0 1 92(k, 0
k0) = 5(0,0)+ > ki & F 1S gk, 2209
A 7 2 Dk Ok,
i1=1 k=0 i1,42=1 k=0
N ~
1 0"p(k,0)
oL b, 00P0) 5.66
* +n!,1z1 R T T (5.66)
R — k=0

Melhor dizendo, empregaremos

Noo—1 N ~
9"p(k,0)

. . 7,
n=n* = iy,9,,in=1 "

YR,  (5.67)

k=0

em que o resto R'(k) tende a zero quando k — 0. Essa expansio é exatamente
a (5.66) quando eliminamos os seus primeiros termos nulos e a truncamos de
maneira a eliminar os possiveis termos divergentes. Assim, comecamos a
série (5.67) a partir do n*-ésimo termo (o primeiro momento nao nulo) e
a terminamos na (n. — 1)-ésima parcela (aquela imediatamente antes ao
primeiro momento divergente).

Se desprezarmos R'(k), a substituicao da eq. (5.67) em (5.62),
com o uso de (5.64), constatamos que

S ~ ik-x de
p([L’,t) = G(kv t) p(k7 0)6 (27T)N
- e " p(k, 0) e AVK
2/ ) Z T f”l R Bl Ok, 2m)~N
n=n 11,02, ,in= k=0
Noo—1 N ~
— 1 0"p(k,0) / - o Ak
= — I — kzj te klnG(k, t)eZ A
7;* n! i, 12;n1 Okiy - -+ Ok, |19 (2m)N
noo—l N
-5 2 D) 1—/th o ATk
= n‘zl i zn_lak Ok, (g 1" Oy, -+ - Oy, (27r)
Noo—1 N
N " G(x,t
Z (Ti -+~ Ti,)o # . (5.68)

1,02, in=1

Naturalmente devemos usar a troca n., por ng nesse resultado,
quando ng < Ne, €m que ng é a ordem a partir da qual é(k,t) nao tem
derivada definida. O que acabamos de fazer foi verificar como a expansao
(5.56) & obtida via transformada de Fourier. Esse resultado corresponde a
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situagdes nas quais a condicao inicial p(x, 0) é de cauda suficientemente curta
para garantir a finitude de pelo menos um momento. Por exemplo, se p(x,0)
for normalizavel ((1)o nao nulo e finito) e tiver um comportamento de cauda
do tipo |x|77, em que sigma deve ser tal que ¢ > N. Casos com 0 < N
serao investigados na préxima secao, situacao a qual chamaremos de cauda
longa num espaco N-dimensional.

5.5 Caso N-Dimensional com Cauda Longa

Analisaremos nesta secao situagoes com cauda longa para a ver-
tente N-dimensional. Essa denominacao cauda longa, de maneira mais pre-
cisa, refere-se aos casos em que o primeiro momento nao-nulo é divergente,
ou seja, esta classe inclui condigoes iniciais nao-normalizaveis.

Dessa forma, se o primeiro momento ni£j-nulo for divergente, uma
expansao como a usada na eq. (5.68) nao existe. Nessa situagao, precisamos
considerar as eqs. (5.57) ou (5.62) diretamente. Como na situagao unidi-
mensional, ao analisarmos casos de cauda longa, basearemos nossos estudos
nas transformadas de Fourier de p(x’,0) e G(x — x/,t), ou seja, partiremos
da eq. (5.62).

Quando a cauda for curta, como vimos na eq. (5.67), o termo
dominante para p(k,0) é da ordem de |k|* (mais precisamente, proporcional
a ki -k .), em que n* é um inteiro ndo nulo. Motivados por esta propor-
cionalidade e de maneira a tratarmos de condicoes iniciais com cauda longa,
dirigiremos primeiramente nossa discussao a situacoes assintoticas tal que
p(k,0) ~ Alk|? para |k| pequeno, em que A e o sdo constantes com o < 0.
Esse caso corresponde a condicdo inicial p(x,0) ~ x|~ ¥+ para |x| grande,
pois em

p(x,t) ~/|k|aeik'dek (5.69)

a integral pode ser estimada via analise dimensional: |k| ~ 1/|x].

A substituicao da aproximacao p(k,0) ~ A|k|” na eq. (5.62), nos

leva a
(x,1) ~ /G(k t) Alk|7e™ 7k (5.70)
p ) - ) (27_‘_)]\] * *
Por sua vez, o uso da eq. (3.15) para G(x,1),
07 ~
F{ Gpian | = Ik Gtk .71
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nos proporciona

07 e AVk

p(x,t) ~ —A/}"{a‘X’UG(X,t)}e o)™
aa

x|

= A

G(x,1). (5.72)

A exemplo do caso unidimensional, uma outra situacao assintética
ligada a cauda longa pode ser p(k,0) ~ A’|k|"'k;, por exemplo, com i = 1.
Para essa nova possibilidade, temos um correspondente as condigoes iniciais
impares, em contraste com a par (simétrica) que acabamos de investigar,
p(k,0) ~ Alk|?. Nessa situac¢do, em analogia com o caso anterior, deparamos
com p(x,0) ~ z;|x|~V*+7+Y) para |x| grande, pois

p(x,t) ~ /|k|"_1 k; e™* dVk

0 )
~ kofl zk-dek
o e
~ oy x| WD (5.73)

Além disso, se procedermos analogamente ao caso anterior, verificamos que

) e dVK
plct) = [ Gllat) k.0
=[Gt a g ek S
— —id / Gk, t) k|7 ( aii e"“"‘) (;l:)kN
S K] et
_ Z'A’%ag—;_l(;(x,t). (5.74)

5.6 Exemplos - Caso N-dimensional

De maneira a aplicar as generalizagoes que acabamos de apre-
sentar para o caso IN-dimensional, facamos alguns exemplos. Naturalmente,
nesses exemplos, consideraremos que o primeiro momento nao nulo ¢é diver-
gente. Mais uma vez, deve ser notado que neste trabalho a passagem da
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difusdo anomala para a equagao de Schrodinger fracionaria é feita quando
substituimos D por ifi/(2m).

Exemplo 5.6.1

Vamos agora usar uma condigao inicial do tipo

1

(CEAFEE o)

p(x,0) o

com 0 < v < N/2. Empregamos v > 0 para que a condi¢ao inicial represente
uma funcao com uma localizagdo mais acentuada em torno de x = 0. A
escolha v < N/2 foi feita de modo que p(x,0) nao seja normalizavel, isto é,
seu momento de ordem zero,(1)g, é divergente. De fato, se v < N/2, vemos
que

W = [ pbx0)d¥x

~ lim x| dVx
A—oo [,
x| V-2 A
= Ah_I)Iolo —5,| = (5.76)

em que a é um nimero positivo finito. Por outro lado, a condigdo inicial
(5.75), para |x| > b, nos conduz a p(x,0) o< [x|" N+ com ¢ = 2v — N e,
portanto, p(k,0) oc |[k|7. A partir do uso da eq. (5.72) e G,(x,t) da eq.
(3.56), obtemos que

p(X, t) [0¢ WGu(X,t),

- 9” 1 /eDtk|“+ik-x d"k
Olx|7 \ (Dt)Nw (2m)¥
Nk

1 . d
kl|° —Dt|k|F+ik - x
* DoV / 7 e 2N

1 ~laprrizxs dVg
I — o (ppyt/w 2

em que empregamos q = (Dt)/#k. Portanto, quando |x| < (D), o
comportamento assintotico de (5.77) é (veja também as eqs. (3.62) e (3.64))

, (5.77)

1 . dNq
p(x,t) o (DO N /|Q| € ‘qIHW
x t(e+N)/u

= e, (5.78)
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Devemos ainda observar que o caso v = N/2 também conduz a divergéncia
de (1), discutiremos essa situagdo num proximo exemplo.

Exemplo 5.6.2

Como proximo exemplo em que a expansdo (5.68) nao pode ser
aplicada, vamos examinar a condi¢ao inicial

Lj

@ <Py o)

p(x,0)

com 1/2 < v < (N +2)/2. A condigao v > 1/2 garante que p(x,0) tenda a
zero quando |x| — oo, pois nesse limite p(x, 0) o< z;|x|7* (p(k,0) o< k;|k[7*
com o0 = 2v — N — 1). Por outro lado, para a condi¢ao inicial em questao,
temos o momento de ordem zero,

(1) = /Wﬂx, (5.80)

nulo quando v > (N + 1)/2, pois a integral em questdo é convergente e o
integrando é impar em z;. Em contraste, quando v < (N + 1)/2, chegamos
a

A
<1)0~Ahm/ x|V d|x| (5.81)

e, portanto, a divergéncia de (1)g. Se (1)g = 0, devemos investigar os mo-
mentos de primeira ordem,

<xi>o:/md X . (5.82)

Essa integral convergira se v > (N +2)/2 com (x;)o =0se i # j e (x;)0 # 0
quando ¢ = j. Caso v < (N + 2)/2, (x;)¢ divergira, visto que

A
(x;)o ~ lim / x|V x| (5.83)
A—oo
Esses resultados justificam, portanto, a escolha que fizemos no inicio desse

paragrafo, 1/2 < v < (N + 2)/2, para que a expansao (5.68) nao possa ser
empregada.

O uso da eq. (5.74) e da fungdo de Green dada pela eq. (3.56),

I6)



no fornece

a 80'71
p(x,1) o %W@L(Xﬂf)
~ 0 0! 1 /eDt|k“+ik-x d"k
Oz; O|x|7=1 \ (Dt)N/n (2m)N
0
X a—‘ringfl), (584)

em que empregamos a eq. (3.58) Dessa forma, quando |x| < (Dt)Y*, o
comportamento assintotico de (5.84), via as eqs. (3.62) e (3.64), é dado por

1 0 N N x| ?
=/ (5.85)

Portanto, seguindo a linha de argumentacao do ultimo paragrafo do exemplo
anterior, constatamos que p(x,t) ~ t~2*/" quando 0 < |x| < |Dt|"/*,

Exemplo 5.6.3

Neste exemplo, trataremos do comportamento de p(x,t) quando
a condicao inicial é da forma

1

p(x,0) = B X (5.86)

Para o momento de ordem zero dessa condicao inicial, temos

W = [ pbx0)d¥x

B / dVx
IRAGET R

A
~ lim/ x|~ d|x|
A—oo J,
A

: (5.87)

a

= lim In|x]|
A—oo

que é divergente.

Para calcularmos transformada de Fourier de p(x,0), vamos es-
colher um sistema de coordenadas no qual a componente ky é paralelo ao
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vetor x. Nesse caso, obtemos

~ e—ik~x
0 = [
_ / M Vx

b2 + [x|2)N/2
_ /T(]k\,@)dQN (5.88)
o +2 cos(Jk] cos(6) [x]) x|V
> cos cos x|) [x|V~
T(|k|,0)_/0 ot d|x]|. (5.89)

Para obtermos a segunda igualdade, fizemos uma mudanca de variavel tal
que X — —X, comparamos a expressao anterior a mudanca de variavel e por
fim constatamos que somente a parte em cosseno nao é nula. Por sua vez,
para a > b e |k| < 1, verificamos que

* cos(|k| cos(8) |x]) x|V 1 /+°° cos(|k]| cos(0) |x])
T(k|,0) ~ d d
(K.0) = [ e e — il + | o
~ AN + By Inlk|, (5.90)

em que A%, e By nao dependem de |k|, pois a primeira integral é uma cons-
tante no limite |k| — 0 e a segunda pode ser escrita em termos do cosseno
integral (veja eq. (5.45)), cuja expansao ¢ dada em (5.46). A substitui¢do
desse resultado na eq. (5.88), apds a integragao no angulo sélido, nos mostra
que

p(k,0) ~ Ay + By In|k]| (5.91)

quando |k| < 1. Aqui Ay e B)y sao duas novas constantes.

Agora, passemos a calcular p(x,t) para t longo. Conseqiiente-
mente, usemos a eq. (5.91) na eq. (5.62) com G(k,t) dado na eq. (3.56)
para verificar que

p(X t) ~ /e—Dt|k|“+ik~x (A/ + B/ In |k|) de
’ - N N (27T)N
1 ~lal+i 2 _ d"q
= (DyVir / e B [ Ay + By (Inlal +In(D0) )] T
= An(x, )tV [1 4+ By(x,t)In(t)] , (5.92)
em que usamos q = (Dt)"/*k e
1 _|q|u+i% 3 qu
An(x,t) = W/e @’ [Aly + By (In|g| + In(D) 1/“)] @y
B; —Japrri—ax dNg
By(x,t) = X ot/ —— 5.93
VD = D A D) / ¢ @2m)N (5.93)
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Para |x| < (Dt)Y/*, as contribui¢des dominantes em (5.93) correspondem a
empregar x = 0 e, portanto sao constantes. Dessa forma,

p(x,t) ~ t™ N [In(t) + cte] (5.94)
para t longo e |x| < (Dt)Y/#,

Exemplo 5.6.4

Investiguemos agora o uso da condicao inicial

L
p(x,0) = O ) (5.95)
Para essa funcao, temos que o momento de ordem zero é dado por
0 L N
= 5 d
W = | G
= 0, (5.96)

pois o integrando é impar e tende suficientemente rapido a zero quando |x| —
oo. Para o momento seguinte, o de ordem um, verificamos que

<$1> — IE? dNX
: (7 + <)o

QN . /A ‘X’N—i-l d| |
= —— llm X
N A=oo Jo o (b2 4 [x[2)(N+2)/2

QN . A -1
~ N A / x| dfx]
+A

Q
= 2% lim In|x|

N A—oco

Portanto, o momento de ordem um, como no exemplo anterior para o mo-
mento de ordem zero, é divergente.

(5.97)

a

Como préximo passo, vamos para a transformada de Fourier da
condigao inicial (5.95), isto é,

~ _ Lj —ik-x N
pk,0) = / TP )N+2)/ e d"x
1 —ik-x JN
1 xd
8% ( N (b2 + |x|? )N/2> € X

1 .
_j - —ik-x gN
'V / (<b2 T |x|2>N/2) cdx

o

zﬁﬂ T(|k]|, ) d2y (5.98)
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em que empregamos as eqs. (5.88) e (5.89). Além disso, usamos essen-
cialmente a relacdo entre a transformada de Fourier de uma funcao e sua

derivadal|35]: F{0f(x)/0x;} =ik; F{f(x)}.

A exemplo do caso unidimensional, observemos que

p(x,t) = /G(k,t) (Z]I\i) po(k, 0) kaﬂl}

(2m)
10 ~ . dox dVk
= Na—%/G(kJ)po(k,O)e 2m)N
1 0
com
(x,1) /G (k, t) po(k, 0) > de (5.100)
pol( ) Po (27r) .

Portanto, verificamos que se uma condigao inicial for a derivada de outra,
esta relagao serd preservada em qualquer instante.

Dediquemos agora a investigar o comportamento p(x,t) para t
longo. Para tal, vamos usar a eq. (5.99) e o exemplo anterior, pois nele
temos o po(x,0) multiplicado pelo negativo de N. Nesse contexto, o analogo
da eq. (5.92) é

L 9 [ _pirsikx g1 g "k
~ X (Al + ByIn|k|) ———
pt) =~ 5] e (A + Bt i) (5
_ 19 /€|q| viaxs [Aly + By (Inlg + In(Dt)"#)] dVq
"N Oz, (Dt)N/n (2m)N
= An(x,t)t ™" [1 + By(x,t)In(t)] , (5.101)

em que usamos q = (Dt)"/*k e

A (X t) = _i i/ €—|q| ‘HW [AEV + BEV (ln ’q‘ —+ ln(D)—l/u)] qu

N(X, N Oz; (Dt)N/H 2m)N
B; d —|a|#+i qu

B 1) = - > woim £ 94 5.102

Quando |x| < (Dt)"/*, as contribuicdes dominantes em (5.102) podem ser
obtidas via uma expansao em série como a que estd na eq. (3.64). Aqui,
diferentemente daquele caso, temos no integrando um logaritmo, mas isto
em nada muda a forma geral da série. Assim, devido a presenca da derivada
parcial em z;, o termo dominante nas expansoes ¢ o proporcional a

Lo (XY
(Dt)N/m Or; ((Dt)l/ﬂ> . (5.103)
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Portanto,
p(x,t) ~ t= VD (In(t) + cte] (5.104)

para t longo e 0 < |x| < (Dt)Y/#.
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho, investigamos o comportamento assintotico tem-
poral de solugoes de equacoes lineares que descrevem um “comportamento
difusivo”. Devido a linearidade, escrevemos as solucoes dessas equacgoes em
termos das fun¢oes de Green e das condigoes iniciais. Em linhas gerais, nosso
estudo foi direcionado a situacgoes nas quais a distribuicao alarga-se com o de-
correr do tempo. E justamente esse tipo de situacio que referimos aqui como
comportamento difusivo. Naturalmente, o exemplo mais imediato de tal ver-
tente é o da difusao na auséncia de forcas externas. Nesse caso, a funcao de
Green é uma Gaussiana que se alarga progressivamente ao longo do tempo.
Outro exemplo de destaque é o da equagao de Schrodinger para a particula
livre, pois a correspondente funcao de Green porta-se qualitativamente de
forma similar.

A partir desse comportamento difusivo, desenvolvemos toda a
nossa anélise. Como resultado de tal estudo, obtivemos os diversos compor-
tamentos assintoticos em termos da funcao de Green e da condicao inicial.
Além dessa investigacao de natureza geral, fizemos varios exemplos que em-
pregam casos especificos para a funcao de Green e a condi¢ao inicial. Nessas
ilustracoes, verificamos quantitativamente como as formas da condigao ini-
cial e da funcao de Green ditam o comportamento assintético temporal. Por
exemplo, fica claro de nossa investigacio que o famoso comportamento ¢~/
obtido por Einstein no estudo do movimento Browniano corresponde apenas
a uma escolha particular, apesar de sua grande relevancia, da condicao inicial
para a equacao de difusao usual.

As aplicagoes de nossos resultados gerais foram inicialmente di-
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recionadas as equacoes de difusao usual na auséncia de forca externa e de
Schrodinger também sem forca externa. Por isso, comecamos este traba-
lho com uma breve revisao dessas equacoes e suas solucoes em termos da
funcao de Green. Com o objetivo de investigar situagoes mais abrangentes,
nos concentramos ainda em um tipo de difusao anémala e em uma equacao
de Schrodinger fracionédria. O tipo de difusao andmala investigada aqui é
aquela que envolve derivada fracionéaria no espago e cuja funcao de Green é
uma distribuicao de Lévy. Nesse contexto formal, optamos por uma equacao
de Schrodinger fracionédria em que consideramos o mesmo tipo de derivada
fracionédria usado na difusao andomala. Portanto, a funcao de Green nesse
caso também serd do tipo Lévy. Enfatizemos ainda que essas duas novas
vertentes foram escolhidas de maneira a termos situacoes bastante gerais e
ao mesmo tempo preservarmos a estrutura de calculo das situacoes usuais.

Quando escolhemos condicoes iniciais para ilustrarmos algumas
situagoes, ¢ comum optarmos por aquelas bem localizadas, por exemplo, uma
Gaussiana. Muitas vezes, sem nos alertarmos convenientemente para esse
fato, tomamos o resultado obtido como se fosse geral. Entretanto, tal postura
nao é conveniente em muitos casos. Com a intencao de estarmos alertas as
diversas possibilidades, as condicoes iniciais empregadas aqui variam desde
a situagao localizada (cauda curta) até aquelas pouco localizadas (cauda
longa). Numa primeira etapa, entendemos por cauda curta aqueles casos em
que a integral da condicao inicial sobre todo espaco é finita e cauda longa
quando esta integral nao é finita. Em contraste para o caso de cauda curta, a
presenca de uma cauda longa para a condi¢ao inicial “atrapalha” o processo
difusivo, no sentido de fazer com que o alargamento do pacote inicial fosse
mais lento, fato que ressaltaremos posteriormente.

Quanto a exposicao de nosso trabalho, tentamos fazé-la de uma
maneira bem detalhada, no sentido de minimizar a dificuldade de alguém
que esteja iniciando no tema (como eu). Assim, com o objetivo de valorizar
inicialmente os conceitos basicos que direcionaram nossos desenvolvimentos,
discutimos primeiramente os aspectos unidimensionais. Como continuacao,
desenvolvemos a vertente em dimensao arbitraria. Nesse sentido, as tltimas
partes de cada capitulo estao dedicadas ao caso N-dimensional. Também
numa direcao crescente de complexidade dos temas enfocados, consideramos
como ponto de partida as equagoes de difusao usual e a de Schrodinger.
A seguir, passamos para a apresentacao das equacoes de difusao e Schro-
dinger fracionarias. Além disso, com a intengao de facilitar ainda mais o
entendimento dos resultados gerais alcancados neste trabalho, ilustramos via
exemplos as varias etapas de nossa discussao.

A idéia central de nosso trabalho foi supor que a funcao de Green
sofre um alargamento progressivo com o tempo. Isso, para tempos longos, faz
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com que a condicao inicial fique bastante concentrada em relagao a funcao de
Green, e a partir dai possamos fazer nossas aproximacoes. Essas estimativas,
que sao nossas principais conclusoes, podem ser expressas, essencialmente,
em termos dos momentos da condigao inicial e de derivadas de mesma ordem
da funcao de Green. A partir da contribuicao dominante para tempos lon-
gos e pequenas distancias, obtivemos o comportamento do campo difusivo
junto a origem em varias situagoes. Esses casos estao resumidos na tabela
6.1. Cabe ressaltar que além das discussoes usuais vinculadas a equacao de
Schrédinger, empregamos aqui uma extensao para a vertente com derivadas
fracionarias espaciais para a equacao de Schrédinger e de difusao. Do ponto
de vista qualitativo, podemos resumir, a partir dos exemplos discutidos aqui,
nossos resultados assintdticos temporais.

i) Quando a condigdo inicial tem cauda longa, o alargamento da funcdo evo-
luida no tempo é mais lento que aquele gerado por uma condigao inicial de
cauda mais curta. Isso, dito a grosso modo, seria como se mais cauda gerasse
uma inércia maior. Nesse caso, supomos que o agente espalhador, a funcao
de Green, é sempre o mesmo.

i) Essa inércia também é acentuada a medida que a condigdo inicial é mais
oscilante.

#ii) Para uma dada condicao inicial, a fungao evoluida no tempo alarga-se
mais quanto mais espalhador for o agente (quanto menor for u).

Fora os exemplos citados nesta dissertacao, seria factivel fazer-
mos outras aplicacoes de nossos resultados gerais, além de analisar outros
casos como os da tabela 6.1. De fato, essas expressoes, em termos de séries,
também poderiam ser empregadas para investigar sistemas em que estao pre-
sentes forcas externas. Quanto a vertente assintotica, uma possibilidade seria
o uso das solucoes aproximadas para discutir aspectos de espalhamento. En-
fim, situacoes em que na mecanica quantica e na difusao tempos longos sao
relevantes.
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(@ #0 | p(x,0) ~[x[""" ] 5(k,0) p(0,¢)
cauda curta o>0 |k[0 =N/
caso limiar og=0 a+blnlk| | +M*Int
cauda longa o <0 k|° t—(0+N)/n
(1o £ 0 |p(x,0) ~ z;|x|" "] 5k, 0) p(0,1)

cauda curta o>1 k; +—(N+2)/n
caso limiar oc=1 ki(a+0b1n |k|) +~NF2) /]y ¢
cauda longa o<1 ki|k|o1 —E+N+1)/p

Tabela 6.1: Apresentamos o comportamento assintotico temporal em termos
da fungao de Green e do comportamento assintotico espacial da condicao
inicial p(x,0). Na primeira coluna, informamos o tipo de cauda de p(x,0)
quanto a finitude ou nao de (x%)g e (z})o . Na segunda coluna, mostra-
mos um possivel comportamento assintotico de p(x,0) e na terceira coluna
o correspondente para a sua transformada de Fourier, p(k,0). Na quarta
coluna, temos o conseqiiente comportamento assintotico de p(0,t). Nesses
casos, estamos empregando a funcao de G,(x,t) da difusdo anomala (Schré-
dinger) fracionaria, que para j = 2 recupera as situacoes usuais, que é o caso
discutido na literatura[10, 11, 12, 13, 15, 17, 18, 19, 20, 38] em uma e trés

dimensoes.
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