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Resumo

Este trabalho versa sobre difusão anômala, especi�camente a proposição e solução
exata de um conjunto de equações não lineares de difusão. Tais equações trazem
não linearidades, dependência espacial no coe�ciente de difusão, dependência tem-
poral nos coe�cientes da equação, derivadas fracionárias e uma combinação desses
elementos. Primeiramente, é incorporado um coe�ciente de difusão com dependên-
cia espacial, D ∝ r−θ, numa equação tipo Fokker-Planck não linear em dimensão
fractal. Sua solução é uma gaussiana generalizada que uni�ca o comportamento
tipo lei de potência e exponencial alongada. Também são incluídos na equação um
arraste linear e um termo de fonte, sendo que este último pode acentuar o caráter
sub(super)difusivo na presença da não linearidade. No caso estacionário, a solução
é tal que maximiza a entropia de Tsallis. Além disso, a combinação dos índices
que caracterizam não linearidade e dependência espacial pode levar à subdifusão,
superdifusão ou mesmo difusão usual. Por outro lado, ao se considerar uma equação
não linear, uma escolha conveniente na dependência temporal dos coe�cientes tam-
bém conduz a esses processos. Neste caso, equações não lineares com solução não
gaussiana podem conduzir à difusão usual, da mesma forma que surgem anomalias
em processos descritos por equações lineares e solução gaussiana. Nessa linha de
generalizações, emerge, em um novo contexto, a equação logarítmica de difusão, que
é uni�cada com a equação de difusão anômala correlacionada (equação de difusão em
meios porosos). Por �m, a introdução de uma derivada fracionária espacial em uma
equação do tipo Fokker-Planck não linear com dependência espacial no coe�ciente
de difusão e um arraste mais geral representa mais um passo na generalização dessas
equações. Assim, o espectro de possibilidades na descrição de processos difusivos
anômalos é largamente ampliado quando os casos acima são levados em conta.
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Abstract

This work concerns the anomalous di�usion, speci�cally the proposition and the e-
xact solution of a collection of non-linear di�usion equations. Such equations present
non-linearities, spatial dependence in the di�usion coe�cient, temporal dependence
in the equation coe�cients, fractional derivatives and a mix of these elements. First
of all, a di�usion coe�cient is incorporated with spatial dependence, D ∝ r−θ,
in a Fokker-Planck non-linear equation in a fractal dimension. Its solution is a ge-
neralized gaussian which uni�es the power-law and stretched exponential behaviors.
Furthermore, linear drift and source term are included in the equation, where the
latter enhances the sub(super)di�usive character in the presence of the non-linearity.
In the stationary case, the solution is the one that maximizes the Tsallis entropy. In
addition, the combination of the index that characterizes non-linearity and spatial
dependence may conduct to subdi�usion, superdi�usion or even usual di�usion. On
the other hand, when a non-linear equation is considered, a convenient choice of the
temporal coe�cients also conduct to these processes. In this case, non-linear equa-
tions with non-gaussian solutions may conduct to the usual di�usion, analogous as
anomalies arise in processes described by linear equations and gaussian solutions. In
this line of generalizations, in a new context, the logarithmic di�usion equation ap-
pears, which is uni�ed with the correlationed anomalous di�usion equation. Finally,
the introduction of the fractional spatial derivative in a Fokker-Planck non-linear
equation with spatial dependence in the di�usion coe�cient and a more general
drift is another step in the generalization of these equations. Thus, when the above
cases are taken into account, the spectrum of possibilities in the description of the
anomalous di�usion processes is enlarged.
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Capítulo 1

Introdução

Neste trabalho é desenvolvido um estudo sobre difusão anômala, especi�camente
a investigação de um conjunto de equações de difusão não lineares e suas respectivas
soluções. Nesta investigação são levadas em conta não linearidades, dependência
espacial no coe�ciente de difusão, dependência temporal nos coe�cientes da equação,
derivadas fracionárias e uma mistura desses elementos. A difusão anômala é um
tema muito amplo, por isso, vamos situar os tópicos desenvolvidos neste trabalho
partindo da difusão usual.

A difusão é um fenômeno muito comum na natureza e, em geral, ocorre quando
um sistema encaminha-se para o estado de equilíbrio. Portanto é de importân-
cia fundamental em processos físicos, químicos e biológicos. Em um processo de
difusão num conjunto de elementos que se movem - energia, momento linear, áto-
mos, moléculas, produtos químicos, células, animais, etc. - cada elemento realiza
uma trajetória "randômica". Como resultado desse movimento individual altamente
irregular, o conjunto se difunde. Num nível macroscópico, este comportamento co-
letivo, contrastando com o movimento individual microscópico, apresenta grande
regularidade e segue leis dinâmicas bem de�nidas.

A formulação estocástica destes fenômenos de transporte em termos de um ca-
minho aleatório, bem como a descrição através da equação de difusão são dois
conceitos fundamentais na teoria de difusão em geral. Além disso, a dependência
linear no crescimento temporal do deslocamento quadrático médio, 〈x2(t)〉 ∝ t,
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ou, de forma equivalente, da variância (quando 〈x〉 6= 0), é uma característica do
movimento browniano e, portanto, da difusão usual. Como tal, é uma conseqüência
direta do teorema do limite central e da natureza markoviana do processo estocástico
subjacente [1].

Em contraste, a difusão anômala, em geral, tem como característica o cresci-
mento não linear da variância no decorrer do tempo, ou seja, a difusão será consid-
erada anômala se houver desvio no comportamento enunciado no parágrafo anterior.
Um marco no estudo da difusão anômala é o tratado de Richardson sobre difusão
turbulenta, de 1926 [2]. Já no contexto da teoria de transportes, esse tipo de di-
fusão tem sido mais largamente estudado desde o �nal da década de 60. A difusão
anômala tem atraído a atenção de muitos pesquisadores nos últimos anos e, graças
a sua universalidade na natureza, é alvo de numerosos estudos tanto teóricos quanto
experimentais. Em particular, ela joga um papel fundamental na análise de uma
grande classe de sistemas tais como difusão em plasmas [3], difusão em �uidos tur-
bulentos [4, 5], transporte de �uidos em meios porosos [6], difusão em fractais [7],
difusão anômala em superfícies líquidas [8] e análise de histogramas de batidas do
coração em indivíduos saudáveis [9], entre outros sistemas físicos.

Na descrição do comportamento anômalo, o crescimento da variância pode ser
do tipo lei de potência

〈(∆x)2〉 ∝ tη , (1.1)

ou apresentar outro padrão, como o crescimento logarítmico por exemplo. Sob essa
classi�cação, quando η > 1, temos um processo superdifusivo, η < 1, um processo
subdifusivo e η = 1 descreve uma difusão normal. Micelas CTAB dissolvidas em
água salgada [10, 11], dinâmica caótica devido a vôos e aprisionamento [12, 13]
e difusão anômala em �uidos girantes bidimensionais [14, 15] são exemplos nos
quais aparecem processos superdifusivos. O mesmo comportamento tem sido obser-
vado em movimentos bacterianos [16], em transporte em plasma turbulento [17] e
mesmo no padrão de vôo de um albatroz [18], além da referida difusão turbulenta de
Richardson, entre outros sistemas. O regime subdifusivo se apresenta no transporte
de portadores de carga em semicondutores amorfos [19, 20], difusometria NMR em
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percolados [21], transporte em geometrias fractais [22, 23], na dinâmica de uma
conta em uma rede polimérica [24, 25], entre outros exemplos.

Numa difusão anômala, a variância pode não ser �nita, por exemplo, a do tipo
Lévy, embora apresente um índice bem de�nido que caracteriza o comportamento
anômalo. Diferentemente desta, a difusão anômala correlacionada pode apresen-
tar um segundo momento �nito, por exemplo, a descrição do transporte em meios
porosos. Além disso, o mecanismo que dá origem à difusão anômala pode diferir,
dependendo do sistema físico. Nesse sentido, alguns fatores podem induzir a mani-
festações atípicas nos fenômenos de transportes, como não homogeneidade no meio
onde ocorre a difusão e desordem geométrica, a exemplo da que surge em estrutura
fractal. Esses fatores podem ter dois tipos de efeitos nas propriedades de difusão:

• Podem afetar apenas o valor dos coe�cientes de transporte (constante de di-
fusão, por exemplo) quando comparados com sistemas ordenados.

• Podem alterar de várias formas as leis do movimento browniano (crescimento
não linear no tempo do deslocamento quadrático médio é um caso típico).

É nesse segundo efeito que se localiza a difusão anômala. Partindo do fato de que
as leis usuais do movimento browniano estão vinculadas ao teorema do limite central
da teoria de probabilidades, a sua forma usual pode falhar quando a difusão anômala
ocorre. Em particular, as manifestações anômalas causadas ou por distribuições
largas (nas quais podem, inclusive, divergir o primeiro e o segundo momentos), ou
por correlações de longo alcance, são signi�cativas. Esses mecanismos estatísticos
podem estar presentes a priori no problema e conduzidos por alguma razão física
subjacente (por exemplo, correlações de longo alcance no campo de velocidades de
um �uido turbulento), sendo assim induzidos pela própria dinâmica do sistema. Um
exemplo claro advém da difusão anômala do tipo Lévy, que se apóia na validade
do teorema do limite central generalizado, de Lévy-Gnedenko, que tem como forma
estável as distribuições de Lévy [26].

Cada uma das situações apresentadas nos parágrafos anteriores pode ser carac-
terizada por equações de difusão em um contexto termoestatístico, seja ele descrito
pela mecânica estatística usual ou pela mecânica estatística não extensiva. Para
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descrever a difusão do tipo Lévy podemos utilizar uma equação de difusão com
derivadas fracionárias [27] e suas soluções são as distribuições de Lévy. Para a
difusão anômala correlacionada, tem sido aplicada com sucesso uma equação de
difusão não linear do tipo Fokker-Planck [6, 28, 29, 30, 31].

Uma característica interessante da equação de Fokker-Planck não linear é que
soluções estacionárias, e algumas soluções particulares dependentes do tempo, são
tais que maximizam a entropia proposta por Tsallis. A conexão entre o formalismo
de Tsallis [32, 33] e esta equação foi primeiro apontada por Plastino e Plastino
[28]. Os resultados deste trabalho foram ampliados por Tsallis e Bukman [31], os
quais consideraram uma força externa mais geral, bem como uma generalização da
equação. Uma dinâmica microscópica fenomenológica dando origem a esse tipo de
equação é apresentada em [34], bem como equações generalizando o caso de difusão
com coe�ciente constante em [35]. A termoestatística generalizada, baseada na
entropia não extensiva de Tsallis, aparenta ser um ambiente natural tanto para a
difusão anômala correlacionada como para a difusão anômala do tipo Lévy [36, 37,
38, 39]. Nesse contexto, a não linearidade da equação de Fokker-Planck associada,
no caso da difusão anômala correlacionada, pode ser conectada ao índice entrópico
q da entropia de Tsallis e às respectivas distribuições generalizadas.

Cabe mencionar que caminhadas aleatórias, equação mestra e equações genera-
lizadas de Langevin podem ser relacionadas à difusão anômala correlacionada e de
Lévy. Entretanto, o emprego de equações diferenciais parciais à descrição da difusão
anômala proporciona um tratamento mais simples quando temos campos externos
aplicados ao sistema, mantendo, de forma geral, todas as propriedades presentes
nos formalismos acima. Empregaremos neste trabalho, essencialmente, equações de
difusão.

É possível simular o comportamento anômalo da difusão através de generaliza-
ções da equação de difusão ordinária. Primeiramente isso pode ser feito introduzindo
uma dependência temporal ou espacial apropriada nos coe�cientes desta equação.
Num segundo momento, a introdução de derivadas fracionárias e não linearidades
conduz à generalizações da equação de difusão e a uma ampla classe de processos
difusivos. Esses procedimentos serão empregados no desenvolvimento deste estudo.
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A estrutura deste trabalho está distribuída como segue. No capítulo 2 são a-
presentadas as equações de difusão e de Fokker-Planck usuais, no qual delineamos
os principais pontos que serão generalizados nos capítulos subseqüentes. São ap-
resentadas as soluções para as equações contendo apenas o termo difusivo, bem
como incluindo termo de fonte e de arraste. Neste último caso, é revisto o exemplo
com uma força harmônica presente, no conhecido processo de Orstein-Uhlenbeck.
A solução estacionária da equação de Fokker-Planck também é apresentada, es-
peci�camente representada pela distribuição de Boltzmann. Concluindo o capítulo,
uma conexão entre esta distribuição e a mecânica estatística usual de equilíbrio é
estabelecida através da maximização da entropia de Boltzmann-Gibbs.

No terceiro capítulo é proposta uma equação de difusão anômala não linear [40].
Essa equação, ao considerar uma dependência espacial no coe�ciente de difusão e
uma dimensão fractal, uni�ca a equação de difusão anômala correlacionada (equação
de difusão em meios porosos), a equação de difusão de Richardson e a equação de
difusão anômala em fractais de O'Shaughnessy-Procaccia. A solução é encontrada
interpolando os comportamentos do tipo lei de potência e exponencial alongada.
Chega-se, portanto, a uma gaussiana generalizada que exibe comportamentos difu-
sivos peculiares.

O capítulo 4 traz a incorporação, na equação proposta no capítulo anterior, de
termos de fonte e de arraste [41]. Contrastando com o único tipo de solução obtida
no capítulo 3, neste capítulo expomos três classes de soluções: a dependente do
tempo que envolve forças externas, a com termo de fonte e a estacionária. Quando
possível, as soluções encontradas são conectadas à mecânica estatística não extensiva
através da maximização da entropia de Tsallis.

Uma equação de Fokker-Planck não linear N -dimensional com dependência tem-
poral nos coe�cientes é proposta no quinto capítulo [42]. Uma ampla classe de com-
portamentos difusivos é veri�cada a partir de escolhas apropriadas na dependência
temporal de tais coe�cientes. Em geral, comportamentos difusivos anômalos são
descritos por distribuições não gaussianas, porém veremos a possibilidade de outros
padrões nesta descrição, quando parâmetros dependentes do tempo são introduzi-
dos. Veri�ca-se, assim, como a dependência temporal nos coe�cientes conduz a
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comportamentos difusivos anômalos.
No capítulo 6, investiga-se uma equação logarítmica de difusão, obtendo-se

soluções análogas àquelas do capítulo 4. Essa equação pode ser vista como uma
alternativa para o caso limite em que o expoente que caracteriza a não lineari-
dade do termo difusivo, na equação de difusão anômala correlacionada, tende a
zero. Neste caso, as soluções não estacionárias apresentadas são do tipo lorentziana.
Além disso, estabelecemos uma uni�cação da equação logarítmica com a equação
de difusão anômala correlacionada, gerando um cenário único para ambas.

O capítulo 7 apresenta uma equação de Fokker-Planck não linear com derivada
fracionária (espacial), a qual inclui também uma dependência espacial no coe�ciente
de difusão [43]. As soluções são obtidas levando em conta um termo de arraste que,
em certo sentido, amplia o arraste linear apresentado nos capítulos 4 e 5. Também
é feita uma breve exposição do cálculo envolvendo derivadas fracionárias.

Cabe ressaltar que a exposição deste manuscrito, que é de caráter eminente-
mente teórico, é tal que coloca em perspectiva crescente o grau de generalização das
equações envolvidas. Apresentamos, por �m, no capítulo 8, as considerações �nais.
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Capítulo 2

A difusão usual e a equação de
Fokker-Planck

A difusão de partículas pode ser estudada considerando-se a trajetória devido às
forças externas e às advindas das outras partículas. Numa boa aproximação, essas
últimas trazem um efeito aleatório. Assim, temos equações que envolvem grandezas
aleatórias. Tais equações são, em geral, denominadas equações de Langevin. Al-
ternativamente, podemos enfocar o comportamento médio das grandezas relevantes
através do estudo de suas probabilidades. Nesse caso, a equação que descreve a
evolução das próprias probabilidades é a equação de Fokker-Planck. Relacionada a
esta equação, iniciaremos a apresentação deste capítulo de revisão com a equação de
difusão e, posteriormente, investigaremos suas soluções, incluindo casos com força
externa e termo de fonte. Obteremos a equação de Fokker-Planck, também apre-
sentando exemplos com força externa linear e o caso estacionário.

2.1 A difusão usual
A descrição da difusão envolve um modelo matemático baseado em uma hipótese

fundamental ou "lei". Existem duas escolhas comuns para tal lei [44]. A mais usual,
conhecida como lei de Fick da difusão, utiliza um coe�ciente de difusão e é a lei

15



que geralmente é citada na descrição da difusão. A outra escolha, a qual não
tem um nome formal, envolve um coe�ciente de transferência de massa. A opção
pela lei de Fick leva a descrições comuns na física, físico-química e biologia, e é a
empregada neste trabalho. Por outro lado, a segunda escolha resulta em correlações
desenvolvidas explicitamente em engenharia química e usadas implicitamente na
cinética química e em medicina.

Seja ρ a densidade do elemento que se difunde e J a densidade de corrente
(quantidade da substância que atravessa uma unidade de área normal à direção de
�uxo, por unidade de tempo). Em termos desta grandeza, uma grande parte dos
fenômenos de difusão obedece à seguinte lei linear, a anunciada lei de Fick:

J = −D∇ρ (2.1)

com ρ = ρ(r, t), r = (x1, x2, x3) e D sendo o coe�ciente de difusão ou difusividade,
o qual dependerá das propriedades do meio. Esse coe�ciente pode ser expresso por
uma matriz, no caso geral anisotrópico, pois meios anisotrópicos têm propriedades de
difusão diferentes em diferentes direções. Entretanto iremos considerar aqui apenas
o caso isotrópico (D é um número real positivo). O coe�ciente de difusão indica o
quão rápida a quantidade medida por ρ difunde-se de regiões de altas concentrações
para regiões de baixas concentrações. Por outro lado, o sinal negativo combinado
com o gradiente na lei de Fick diz que a difusão tende a ocorrer da região de maior
densidade para a de menor densidade.

Vamos considerar que a substância difundida não é nem absorvida nem emitida
pelo meio. Então a lei de conservação para esta substância implica uma equação de
continuidade

∂ρ

∂t
+∇ · J = 0. (2.2)

Combinando essas duas equações, chegamos à equação de difusão
∂ρ

∂t
= D∇2ρ . (2.3)

Se o sistema estiver sob a ação de uma força externa, ou arraste, a densidade de
corrente é

J = −D∇ρ + µFρ , (2.4)
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com µ representando a mobilidade. A equação de difusão com arraste é então escrita
como

∂ρ

∂t
= D∇2ρ− µ∇ · (Fρ). (2.5)

A equação de difusão também é modi�cada se for possível a substância ser criada
(emitida) ou destruída (absorvida). Neste caso, a equação de continuidade é

∂ρ

∂t
+∇ · J = δ, (2.6)

na qual δ é a densidade da fonte, onde δ > 0 e δ < 0 estão associados à criação
e absorção de substância, respectivamente. Portanto, a correspondente equação de
difusão, não-homogênea, é dada por

∂ρ

∂t
= D∇2ρ + δ. (2.7)

Evidentemente, podemos ter os diversos fenômenos ocorrendo simultaneamente,
sendo descritos pela equação

∂ρ

∂t
= D∇2ρ− µ∇ · (Fρ) + δ. (2.8)

2.2 A equação de Fokker-Planck
Consideremos agora o movimento de uma partícula de massa m imersa num

líquido. Neste caso, a solução completa do sistema macroscópico consistiria na
solução de todas as equações microscópicas do sistema. Como não podemos, geral-
mente, fazer isso, usamos a descrição estocástica, isto é, descrevemos o sistema por
meio de variáveis macroscópicas, as quais �utuam de forma estocástica. Com uma
boa aproximação, a partícula está sujeita a uma força viscosa, que suporemos pro-
porcional a sua velocidade, e à forças Fa(t), de caráter aleatório, devidas ao impacto
da partícula com as moléculas do líquido [45]. Vamos levar em conta, também, que
ela está sujeita a uma força externa, F (x). Por simplicidade, enfoquemos um movi-
mento unidimensional ao longo do eixo x. A equação de movimento é escrita como

m
d2x

dt2
= F (x)− η

dx

dt
+ Fa(t) , (2.9)
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com η, uma constante positiva, representando o coe�ciente de atrito, uma medida
da interação da partícula com seu meio. Para os casos em que a massa da partícula
é desprezível, essa equação resulta em

dx

dt
= f(x) + ζ(t) , (2.10)

na qual f(x) = F (x)/η = µF (x) e ζ(t) = Fa(t)/η. A força aleatória possui as
propriedades

〈ζ(t)〉 = 0

〈ζ(t)ζ(t′)〉 = Γδ(t− t′) , (2.11)

isto é, as variáveis ζ(t) e ζ(t′) são independentes para t 6= t′ e, em média, nu-
las. A equação (2.10), suplementada pelas propriedades em (2.11), é um exemplo
de equação de Langevin. Esta é uma equação diferencial de natureza estocástica
(aleatória).

Com base na Eq. (2.10) vamos encontrar a densidade de probabilidade ρ(x, t, x0)

de que a solução esteja entre x e x + dx, no instante de tempo t, quando x = x0 no
instante inicial t = t0. Para tal, e com procedimento análogo ao desenvolvido em
[46], vamos discretizar t em intervalos τ e denotar por xn a posição da partícula no
instante t = nτ . A equação de Langevin é então aproximada por

xn+1 = xn + τf(xn) +
√

τΓξn , (2.12)

com ξn =
√

τ/Γζn. Com isso δ(t− t′) → δnn′/τ , de modo que 〈ξn〉 = 0 e 〈ξnξn′〉 =

δnn′ .
Seja ρn = ρ(xn) a distribuição de probabilidades da variável xn e gn(k) a cor-

respondente função característica dada por

gn(k) = 〈eikxn〉 =

∫ ∞

−∞
eikxnρndxn , (2.13)

de forma que
gn+1(k) = 〈eikxn+1〉 = 〈eik[xn+τf(xn)+

√
τΓξn]〉. (2.14)

Nas integrações subseqüentes os limites de integração serão omitidos.
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Como xn e ξn são independentes, podemos escrever

gn+1(k) = 〈eik[xn+τf(xn)]〉〈eik
√

τΓξn〉 . (2.15)

A partir desse resultado, vamos obter a expansão de gn+1(k) em τ , mantendo apenas
termos de primeira ordem. Para tal, aplicamos

〈eikxneikτf(xn)〉 ≈ 〈eikxn〉+ ikτ〈eikxnf(xn)〉 (2.16)

e
〈eik

√
τΓξn〉 ≈ 〈1 + ik

√
τΓξn +

(ik
√

τΓξn)2

2!
〉 = 1− 1

2
k2τΓ. (2.17)

Tais resultados conduzem a

gn+1(k) ≈ gn(k) + τ

(
ik〈eikxnf(xn)〉 − 1

2
k2Γgn(k)

)
. (2.18)

Por outro lado, temos que

ik〈eikxnf(xn)〉 = ik

∫
eikxnf(xn)ρndxn = −

∫
eikxn

d

dxn

[f(xn)ρn] dxn, (2.19)

sendo que realizamos uma integração por partes e consideramos as condições de
contorno naturais ρn(±∞) = 0. De maneira análoga, obtemos, após uma dupla
integração por partes,

−k2gn(k) = (ik)2

∫
eikxnρndxn =

∫
eikxn

d2ρn

dx2
n

dxn , (2.20)

e a expressão (2.18) é reescrita como
∫

eikxn+1ρn+1dxn+1 −
∫

eikxnρndxn = − τ

∫
eikxn

d

dxn

[f(xn)ρn] dxn

+
τΓ

2

∫
eikxn

d2ρn

dx2
n

dxn , (2.21)

ou, ainda,
∫

eikxn

{
ρn+1 − ρn

τ
+

d

dx
[f(xn)ρn]− Γ

2

d2ρn

dx2
n

}
dxn = 0 . (2.22)

Isto implica
ρn+1 − ρn

τ
=

Γ

2

d2ρn

dx2
n

− d

dx
[f(xn)ρn] . (2.23)
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Tomando o limite τ → 0 e reescrevendo ρn como ρ(x, t) e f(xn) como f(x, t), somos
conduzidos a

∂ρ(x, t)

∂t
=

Γ

2

∂2ρ(x, t)

∂x2
− ∂

∂x
[f(x, t)ρ(x, t)] , (2.24)

ou, de forma geral, com D = Γ/2,

∂ρ

∂t
= D∇2ρ− µ∇ · (Fρ) . (2.25)

Esta equação é denominada equação de Fokker-Planck (EFP) e é a equação de
evolução temporal da densidade de probabilidades ρ(x, t). Note-se que esta equação
tem a mesma estrutura da equação de difusão. Devido a essa semelhança, tomare-
mos a liberdade de empregar em vários contextos as denominações equação de
Fokker-Planck e equação de difusão indistintamente. Enfatizamos, além disso, que
a resolução da EFP leva a funções distribuição, a partir das quais qualquer média
de variáveis macroscópicas pode ser encontrada por integração. Esta equação não
apenas descreve propriedades estacionárias, mas também a dinâmica dos sistemas,
se a solução dependente do tempo apropriada é usada.

2.3 Solução da equação de difusão (Fokker-Planck)
A solução da equação de difusão pode ser efetuada através de procedimentos

usuais utilizados na resolução de equações diferenciais parciais. Em particular, um
procedimento possível seria considerar a priori alguma classe de soluções factíveis.
Poderíamos, neste caso, propor um tipo de solução, ou ansatz, e, substituindo-o na
equação, obter a sua forma exata para que se veri�casse a solução. Empregaremos
sistematicamente este método em capítulos posteriores. Entretanto, com o objetivo
de motivar a escolha do ansatz, iniciaremos a busca de soluções empregando outros
métodos. Como ilustração, apresentaremos difusão sem termo de fonte e sem força
externa, com fonte proporcional à densidade e com força linear. Estes exemplos
serão generalizados em outros capítulos.
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2.3.1 Solução usual
A solução da equação de difusão (2.3) pode ser levada a efeito através da trans-

formada de Fourier,
ρ̃(k, t) =

∫
ρ(r, t)eik.rdNr, (2.26)

sendo os limites de integração −∞ e ∞ para cada integral. Por sua vez, usando a
Eq. (2.3), notamos que

dρ̃(k, t)

dt
= −Dk2ρ̃(k, t) , (2.27)

com k2 = k2
1 + k2

2 + ... + k2
N . Temos assim,

ρ̃(k, t) = ρ̃(k, 0)e−Dk2t (2.28)

e, pela transformada inversa,

ρ(r, t) =

∫
ρ̃(k, t)e−ik.rd

Nk

2πN
=

∫
G(r′ − r, t)f(r′)dNr′. (2.29)

Aqui, f(r) = ρ(r, 0) é a condição inicial e

G(r′ − r, t) =

∫
e−Dtk2+ik.(r′−r)d

Nk

2πN
=

1

(4πDt)N/2
e−

1
4Dt

|r′−r|2 (2.30)

é a função de Green da equação de difusão.
Vamos considerar uma solução tipo fonte puntual, ou seja, f(r) = ρ0δ(r−r′), que

representa toda a substância concentrada em r′ no instante inicial. Então, ρ(r, t)

assume a forma da função de Green:

ρ(r, t) =
ρ0

(4πDt)N/2
e−

1
4Dt

|r−r′|2 . (2.31)

Igualmente interessante é supor uma condição inicial do tipo gaussiana, isto é,
f(r) = ρ′0e

−α|r−r|′2 . Isso nos conduz à solução

ρ(r, t) =
ρ′0

(1 + 4αDt)N/2
exp

[
− α

1 + 4αDt
|r− r′|2

]
, (2.32)

que fornece também uma solução gaussiana com o tempo transladado, pois α/(1 +

4αDt) = 1/[4D(t + t0)] com t0 = 1/(4Dα).
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2.3.2 Solução usando ansatz

Como ilustração para o procedimento de encontrar uma solução via ansatz,
vamos propor para a Eq. (2.3) uma solução gaussiana genérica, ou seja,

ρ(r, t) =
e−β(t)|r|2

Z(t)
. (2.33)

Aqui, sem perda de generalidade e para simpli�car a notação, consideramos r′ = 0.
O ansatz (2.33), quando substituído na equação da difusão, leva às equações

dβ(t)

dt
= −4D[β(t)]2

1

Z(t)

dZ(t)

dt
= 2DNβ(t) , (2.34)

cujas soluções podem ser escritas como

β(t) =
1

4Dt
e Z(t) = CtN/2 , (2.35)

ao tomarmos como condição inicial ρ(r, 0) ∝ δ(r). Usando a condição de norma-
lização

∫
ρ(r, t)dNr = ρ0, obtemos C = (4πd)N/2/ρ0. Substituindo estes valores em

(2.33), reobtemos (2.31). Analogamente, se fosse substituído t por t + t0 em (2.35)
chegaríamos à solução (2.32).

É possível calcular agora, por exemplo, o deslocamento quadrático médio, co-
mumente empregado para classi�car o tipo de difusão,

〈|r|2〉 =

∫ |r|2ρ(r, t)dNr∫
ρ(r, t)dNr

= 2NDt . (2.36)

Essa dependência linear do deslocamento quadrático médio com o tempo, e
portanto, da variância, é a marca registrada da difusão usual ou normal. Desvios
deste comportamento indicam a presença de difusão anômala, como estudaremos ao
longo deste trabalho.

2.3.3 Solução da equação de difusão com termo de fonte
Vamos tratar agora da solução da equação de difusão com um termo de fonte δ,

um sorvedouro, por exemplo, assumindo que este termo seja proporcional à densi-
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dade. Nesse caso, teríamos δ = −α(t)ρ(r, t), se α(t) > 0 e, conseqüentemente,

∂ρ

∂t
= D∇2ρ− α(t)ρ. (2.37)

Se ignorássemos o termo difusivo, a Eq. (2.37) seria escrita como

∂ρ̃

∂t
= −α(t)ρ̃ , (2.38)

com solução ρ̃ = ρ0 exp[− ∫ t

0
α(t′)dt′]. Esse resultado sugere, para a solução da

equação com termo de fonte, a forma

ρ(r, t) = e−
R t
0 α(t′)dt′ ρ̂(r, t) , (2.39)

que, substituída na Eq. (2.37), conduz a

∂ρ̂

∂t
= D∇2ρ̂. (2.40)

A solução desta equação já foi veri�cada anteriormente, portanto,

ρ(r, t) =
ρ0

(4πDt)N/2
e−

R t
0 α(t′)dt′e−

1
4Dt

|r|2 , (2.41)

se empregarmos a solução (2.31) para ρ̂, com a condição inicial ρ(~r, 0) = ρ0δ(~r).

2.3.4 Solução com termo de arraste linear
Em um exemplo muito conhecido, denominado processo de Ornstein-Uhlenbeck

[47], as partículas estão sujeitas a um potencial harmônico, implicando um termo
de arraste linear F = −γr, com γ constante. Em uma dimensão, a equação de
Fokker-Planck correspondente é

∂ρ

∂t
= γ

∂

∂x
(xρ) + D

∂2ρ

∂x2
. (2.42)

Aqui, empregaremos uma condição inicial concentrada num ponto, ou seja,

ρ(x, 0) = δ(x− x0). (2.43)

Em contraste com o exemplo anterior, usamos x0 6= 0 para frisar que neste caso as
diversas posições não são equivalentes. Além disso, usamos ρ0 = 1.
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A solução da Eq. (2.42) é encontrada mais facilmente se for realizada uma
transformada de Fourier com respeito a x [45], isto é,

ρ(x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−ikxρ̃(k, t)dk , (2.44)

com
ρ̃(k, t) =

∫ ∞

−∞
eikxρ(x, t)dx. (2.45)

Para a transformada é obtida, então, a equação

∂ρ̃

∂t
= −γk

∂ρ̃

∂k
−Dk2ρ̃ , (2.46)

onde ocorrem apenas derivadas de primeira ordem. A condição inicial para a trans-
formada de Fourier, tendo em vista (2.43), é

ρ̃(k, 0) = eikx0 . (2.47)

Para resolver a Eq. (2.46) vamos introduzir a função

ρ̃(k, t) = exp

[ ∞∑
n=1

an(t)kn

]
, (2.48)

a qual, substituída em (2.46), conduz a
∞∑

n=1

kn

(
dan

dt
+ γnan

)
+ Dk2 = 0. (2.49)

Para n = 1, temos a equação
da1

dt
+ γa1 = 0

com solução
a1(t) = a1(0)e−γt. (2.50)

Para n = 2, a correspondente equação é dada por

da2

dt
+ γ2a2 + D = 0

e apresenta como solução

a2(t) = −D

2γ

(
1− e−2γt

)
+ a2(0)e−2γt. (2.51)
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As equações diferenciais para n ≥ 3 têm a forma
dan

dt
+ γnan = 0 com an(t) = an(0)e−nγt. (2.52)

Comparando (2.47) com (2.48), veri�camos que a1(0) = ix0 e an(0) = 0 para
n ≥ 2. Então,

ρ̃(k, t) = ea1(t)k+a2(t)k2 (2.53)

e, realizando a transformada inversa (2.44), constatamos que

ρ(x, t) =

√
γ

2πD(1− e−2γt)
exp

[
−γ

(x− x0e
−γt)2

2D(1− e−2γt)

]
. (2.54)

Vamos supor agora que nosso processo tem como condição inicial

ρ(x, 0) =
1√
πα

exp

[
−(x− x0)

2

α

]
, (2.55)

de maneira que, no limite α → 0, temos ρ(x, 0) = δ(x − x0). Por sua vez, esta
condição inicial tem como transformada de Fourier

ρ̃(k, 0) = e−(αk2)/4+ikx0 . (2.56)

Portanto, ao compararmos essa última expressão com (2.48), veri�camos que a1(0) =

ix0, a2(0) = −α/4 e an(0) = 0 para n ≥ 3. Finalmente, efetuando (2.44), obtemos

ρ(x, t) =

√
γ

π[2D − (2D − αγ)e−2γt]
exp

[
−γ

(x− x0e
−γt)2

2D − (2D − αγ)e−2γt

]
. (2.57)

2.3.5 Solução com termo de arraste linear utilizando ansatz

Analogamente ao procedimento empregado para a equação de difusão sem força
externa, podemos propor uma forma de solução para a equação (2.42). Isto é,
escolheremos nosso ansatz como

ρ(x, t) =
e−β(t)(x−xc(t))2

Z(t)
, (2.58)

o qual, substituído em (2.42), conduz às equações
dβ

dt
= 2βγ − 4Dβ2 (2.59)

dβ

dt
+

β

xc

dxc

dt
= βγ − 4Dβ2 (2.60)

x2
0

dβ

dt
+ 2βxc

dxc

dt
+

1

Z

dZ

dt
= −γ + 2Dβ − 4Dx2

cβ . (2.61)
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De (2.59) e (2.60) temos

1

xc

dxc

dt
= −γ e xc(t) = x0e

−γt. (2.62)

A solução da Eq. (2.59) é dada por

β(t) =
γ

2D + Ce−2γt
, (2.63)

com C = (γ − 2Dβ0)/β0, quando a condição inicial for β(0) = β0, e C = −2D para
a condição inicial localizada. Além disso, a substituição de (2.60) em (2.61) implica

1

Z

dZ

dt
= −γ + 2Dβ ,

cuja solução, com Z(0) = Z0 e β(0) = β0, pode ser escrita como

Z(t) = Z0

√
2Dβ0 − (2Dβ0 − γ)e−2γt

γ
. (2.64)

2.4 Estado estacionário
Diferentemente das soluções dependentes do tempo, para as quais levamos em

conta forças especí�cas, vamos veri�car de que maneira pode ser obtida a solução
estacionária da equação de Fokker-Planck (2.25), no caso em que a força não depende
explicitamente do tempo e advém de uma energia potencial [46]. Com esse objetivo,
escrevemos essa equação como

∂ρ(r, t)

∂t
= −∇ · J(r, t), (2.65)

com J(r, t) dada por

J(r, t) = µF(r)ρ(r, t)−D∇ρ(r, t). (2.66)

Na forma (2.65), a equação de Fokker-Planck é uma equação de continuidade, sendo
J(r, t) a densidade de corrente de probabilidade e ρ(r, t) a densidade de probabili-
dade, que deve estar normalizada em qualquer instante, isto é,

∫
ρ(r, t)dNr = 1. (2.67)
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Além disso, trataremos aqui somente do caso em que a corrente de probabilidade,
num contorno de uma dada região, se anula para qualquer instante t. No caso
unidimensional, isto conduz a J(a, t) = J(b, t) = 0, com a e b caracterizando o
contorno do intervalo.

No regime estacionário, a densidade de probabilidade é independente de t, de
modo que a corrente de probabilidade também será independente de t, tendo em
vista a Eq. (2.66). No caso unidimensional, a corrente de probabilidade será também
independente de x, pois o lado esquerdo da Eq. (2.65) se anula. Mas, como ela é
nula nos extremos do intervalo, ela também deve ser nula em todo o intervalo. Assim
como no caso unidimensional, usaremos a distribuição estacionária ρ(r) satisfazendo
a equação

µF(r)ρ(r)−D∇ρ(r) = 0 , (2.68)

da qual
∇ ln ρ(r) =

µ

D
F(r). (2.69)

Denotando por V (r) o potencial correspondente à força F(r), isto é, F(r) = −∇V (r),
temos

ln ρ(r) = − µ

D
V (r) + B (2.70)

e, portanto,
ρ(r) = Ae−

µ
D

V (r) , (2.71)

sendo A = exp(B) uma constante de normalização.

2.5 Equilíbrio
Segundo a termoestatística, em qualquer estado �nal de equilíbrio termodinâmico

a entropia deve ser máxima. Esse postulado de maximização está intimamente lig-
ado a uma questão fundamental: a estabilidade térmica da matéria. Matemati-
camente, tal postulado conduz a um princípio variacional que dá origem a vários
desdobramentos. Em particular, as probabilidades relativas aos diversos estados de
um sistema são tais que maximizam sua entropia.
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Nesse contexto, a entropia de Boltzmann-Gibbs,

S = −kB

W∑
i=1

pi ln pi, (2.72)

ocupa um papel fundamental na mecânica estatística (usual), sendo {pi} as proba-
bilidades associadas aos W estados acessíveis ao sistema e kB a constante de Boltz-
mann. Passemos à maximização de S(pi) em relação ao conjunto {pi}, respeitando
os vínculos

U =
W∑
i=1

εipi e 1 =
W∑
i=1

pi, (2.73)

onde εi é o valor particular da energia correspondente ao i-ésimo estado acessível e
U a energia média.

Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange, construímos a função
auxiliar,

Φ(pi) = −kB

W∑
i=1

pi ln pi + λ

(
1−

W∑
i=1

pi

)
+ β

(
U −

W∑
i=1

εpi

)
, (2.74)

e a extremizamos em relação a pi. Com esse procedimento,

∂Φ(pi)

∂pj

= −(ln pj + 1 + λ + βεj) = 0 ,

que, por sua vez, implica a distribuição de Boltzmann

pi =
e−βεi

Z
, (2.75)

na qual β = 1/kBT , sendo T a temperatura e Z =
∑W

i=1 exp(−βεi) a função de
partição do sistema.

Seja agora um conjunto de s partículas de massa m, imersas num meio, su�cien-
temente distantes umas das outras e evoluindo segundo a dinâmica clássica. Nesse
caso, a energia do conjunto é, com boa aproximação, H =

∑s
i=1 [p2

i /(2m) + V (ri)],
sendo V (ri) a energia potencial relacionada com a força externa sobre a partícula.
Assim, a distribuição de probabilidade para a posição de uma partícula, p(r), é
encontrada integrando-se nos momentos e s− 1 vetores posição, ou seja,
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p(r) ∝ e
− 1

kBT
V (r)

. (2.76)

Sendo a difusão uma forma de transporte e, portanto, inerentemente um pro-
cesso fora do equilíbrio, espera-se que para tempos su�cientemente longos o sis-
tema atinja um estado de equilíbrio termodinâmico com o meio. Nesse estado, as
partículas que se difundem e o meio mantêm uma troca balanceada de momentum e
energia, sustentando o movimento irregular das partículas. Quando esta situação é
atingida, deve existir uma conexão entre os parâmetros que caracterizam o equilíbrio
termodinâmico e a dinâmica das partículas. Pelo exposto, vemos que os resultados
(2.71) e (2.76) devem corresponder à mesma situação física, isto é, a distribuição
de probabilidade estacionária (2.71) deve coincidir com a de Boltzmann (2.76). Isso
ocorre somente se a igualdade D = µkBT for satisfeita, relação essa estabelecida
por Einstein.
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Capítulo 3

Uma equação não linear para difusão
anômala

Para sistemas que apresentam difusão anômala, esta é geralmente associada a
distribuições espaço-temporais não gaussianas, por exemplo, lei de potência ou ex-
ponencial alongada. Nesta estrutura, é possível incorporar, de uma forma uni�cada,
esses dois comportamentos, o que nos permite descrever uma extensa classe de pro-
cessos difusivos. O presente capítulo é dedicado a encontrar tal descrição uni�cada
[40], e nossa investigação se concentra justamente numa difusão anômala correla-
cionada. Tal difusão é regida por uma equação não linear com uma dependência
espacial no coe�ciente de difusão. Além disso, esta equação permite investigar si-
tuações que envolvem dimensões espaciais não inteiras (fractais).

3.1 A equação de difusão anômala correlacionada
Distribuições tipo lei de potência ou exponencial alongada surgem naturalmente

como soluções de generalizações da equação de difusão (2.3) N -dimensional. A
equação não linear

∂ρ

∂t
= D∇2ρν (3.1)

30



é exatamente uma destas generalizações, onde ν é um parâmetro real. Também
conhecida como equação de difusão em meios porosos [48], esta equação tem sido
empregada para modelar difusão em meios porosos [6], em plasmas [3] e em dispersão
espacial de populações biológicas [49]. Além disso, essa equação admite outras im-
portantes aplicações físicas tais como percolação de gases através de meios porosos
(ν ≥ 2) [50], �lmes líquidos �nos espalhando-se sob gravidade (ν = 4) [51], alguns
fenômenos de auto-organização [52], entre outras (veja Ref. [31] e referências incluí-
das). De um ponto de vista formal, citamos ainda a conexão com a termoestatística
não extensiva de Tsallis [28, 31, 34, 35].

Para ilustrar como a Eq. (3.1) pode ser obtida, consideremos brevemente um gás
ideal �uindo isentropicamente em um meio poroso homogêneo. Como bem colocado
em [48], o �uxo é governado pelas leis:
- Equação de estado:

p = p0ρ
a , (3.2)

onde p = p(r, t) é a pressão, ρ = ρ(r, t) é a densidade, a ∈ [1,∞) e p0 ∈ <+ são
constantes.
- Conservação da massa em meios porosos:

η
∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 , (3.3)

onde v = v(r, t) é o vetor velocidade e η ∈ <+ é a porosidade do meio.
- Lei de Darcy:

σv = −k∇p , (3.4)

onde σ ∈ <+ é a viscosidade do gás e k ∈ <+ é a permeabilidade do meio.
Eliminando p e v das equações acima, encontramos

∂ρ̃

∂t
= ∇2ρ̃m, (3.5)

com m = 1+a ≥ 2. A quantidade ρ̃ representa uma densidade escalada e, portanto,
é natural assumir que ρ̃ ≥ 0.
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3.2 Difusão turbulenta: a equação de Richardson
Outro importante tipo de difusão anômala, em um espaço tridimensional , está

relacionado à difusão turbulenta na atmosfera. Uma contribuição pioneira para
entender este fenômeno é o já mencionado trabalho de Richardson [2]. Ele a�rmou
a necessidade de se considerar uma difusão relativa, ou seja, o afastamento relativo
de duas partículas colocadas inicialmente próximas, ao invés de difusão de partícula
única. Além disso, compilando um grande conjunto de dados experimentais, notou
que a difusividade relativa de duas partículas cresce com a distância interpartículas.
Denotando a distância interpartícula por r, Richardson sugeriu que a difusão relativa
poderia ser descrita pela equação de difusão generalizada

∂ρ

∂t
= ∇ · (K∇ρ) , (3.6)

ρ representando a probabilidade de que um par de partículas que foram soltas ini-
cialmente juntas, na origem de um sistema de coordenadas, tenham uma separação
interpartículas r = |r| no instante t. Aqui, K ∝ r4/3 é a lei indicada por Richard-
son, a qual foi modi�cada por Hentshel e Procaccia, sob o argumento de que a
difusividade é afetada pela natureza fractal da turbulência [53, 54].

3.3 A difusão em fractais
Seja, em um caso mais geral, a Eq. (3.6) em um espaço d-dimensional com K ∝

r−θ, onde θ é um parâmetro real. Então, ∇·(K∇) é proporcional a r−(d−1) ∂
∂r

rd−1−θ ∂
∂r

+A/r2−θ (A é um operador, dependendo das variáveis angulares) e, conseqüente-
mente,

∆̃ ≡ r−(d−1) ∂

∂r
rd−1−θ ∂

∂r
(3.7)

é a parte radial a ser considerada no estudo de soluções com simetria esférica da
Eq. (3.6). Dada a forma do operador ∆̃, não existem restrições quanto aos pos-
síveis valores que d pode assumir. Dessa forma, d pode ser interpretada como uma
dimensão fractal embebida em um espaço N -dimensional. Neste contexto, obtemos
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a equação de O'Shaughnessy-Procaccia,
∂ρ

∂t
= D∆̃ρ, (3.8)

a qual tem sido usada para estudar difusão em fractais [55, 56].
Para esclarecer a razão do uso da Eq. (3.8) na investigação de difusão em fractais

apresentaremos sucintamente a obtenção dessa equação, tomando como base as
referências [55, 56]. Neste sentido, seja m(r, t)dr a probabilidade de encontrar uma
partícula se difundindo entre as camadas esféricas de raio r e r + dr de um objeto
fractal. A conservação de probabilidade implica

∂m(r, t)

∂t
=

∂J(r, t)

∂r
. (3.9)

Aqui J(r, t) é a corrente radial líquida através da camada.
De�nimos a densidade de probabilidade por sítio, ρ(r, t), como

ρ(r, t) =
m(r, t)

N(r)
, (3.10)

sendo N(r) o número de sítios pertencentes ao fractal na camada de raio r, por
unidade de comprimento. Além disso, temos para a corrente de probabilidade

J(r, t) = σ(r)
∂ρ(r, t)

∂r
, (3.11)

com σ(r) representando uma condutividade. De�nimos também a condutividade
por sítio:

K(r) =
σ(r)

N(r)
. (3.12)

Note-se que a probabilidade de encontrar a partícula, como função de r num instante
t em um substrato fractal, pode ser uma função altamente irregular. Identi�camos,
então, o per�l da densidade ρ(r, t) com um envelope suave desta função e, portanto,
trabalharemos aqui sempre com funções suaves.

Na Eq. (3.12), N(r) é determinado impondo que o número de sítios de uma bola
de raio L seja igual a Ld. Isso signi�ca que N(r) = adr

d−1, sendo ad uma constante.
Substituindo este resultado, (3.10), (3.11) e (3.12) em (3.9) obtemos

∂ρ

∂t
=

1

rd−1

∂

∂r

[
K(r)rd−1∂ρ

∂r

]
. (3.13)
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Uma possibilidade para calcular K(r) é explorar a equivalência do problema
de condutividade elétrica estacionária e o problema de difusão estacionária. Com
este propósito, considera-se um potencial φ �xo na origem e um potencial nulo na
camada r. A resistência total é R(r) = φ/J . Assumindo que R(r) escala como
R(r) ∼ rα, então a condutividade na camada r é σ(r) ∼ (∂R/∂r)−1 ∼ r1−α. Assim,
K(r) ∼ r1−dσ(r) ∼ r2−α−d, ou K(r) = Kr−θ com θ = d + α− 2. Nessa perspectiva,
o índice θ re�ete a anomalia na condutividade, a qual deriva da maneira anômala
como são combinados os condutores para formar uma rede fractal.

3.4 A equação de difusão anômala generalizada
Com o objetivo de ampliar a discussão com respeito à difusão anômala, vamos

propor uma equação que apresenta simultaneamente a dependência espacial na di-
fusividade e a não linearidade no termo difusivo. Essa perspectiva uni�cadora dá
origem a novos comportamentos, os quais serão descritos por uma solução exata
que interpola uma lei de potência com uma exponencial alongada. Neste sentido,
vamos aqui propor a equação

∂ρ

∂t
= ∇ · (K∇ρν) , (3.14)

como uma uni�cação das Eqs. (3.1) e (3.6). De fato, a Eq. (3.14) reduz-se a uma
difusão anômala correlacionada (3.1) se K = D, e à equação de Richardson (3.6)
se ν = 1 e K ∝ r4/3. Além disso, podemos avançar mais em nossa generalização se
centrarmos nossa atenção na equação radial

∂ρ

∂t
= D∆̃ρν , (3.15)

na qual empregamos K ∝ r−θ. O uso dessa equação, ao invés da Eq. (3.14), permite-
nos analisar casos com d não inteiro e, a exemplo da equação de O'Shaughnessy-
Procaccia, relacionar d com uma dimensão fractal. Neste sentido, na discussão que
segue, iremos considerar d como um parâmetro real não negativo, sendo a Eq. (3.15)
a equação que norteia este capítulo [40].
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3.5 Solução uni�cando lei de potência e exponencial
alongada

Da mesma forma como foi utilizado um ansatz na solução da equação de difusão
usual, no capítulo 2, empregaremos tal procedimento para obter uma solução exata
para a Eq. (3.15).

3.5.1 Em busca do ansatz

Visando motivar tal ansatz lembremos as correspondentes soluções tipo fonte
para a equação de difusão usual (2.3), a equação para meios porosos (3.1) e a equação
de O'Shaughnessy-Procaccia (3.8). Retornemos, inicialmente, à Eq. (2.3), em que,
numa primeira aproximação, poderíamos desconsiderar a dependência espacial e
escrevê-la como

dρ̃

dt
= −αρ̃ , (3.16)

onde substituímos ∇2ρ por −αρ̃. Sua solução é

ρ̃(t) = ρ̃0 e−αt , (3.17)

se ρ̃(0) = ρ̃0. Vimos, porém, no capítulo 2, que a solução de (2.3) é da forma

ρ(r, t) =
1

Z(t)
e−β(t)r2

. (3.18)

O que gostaríamos de ressaltar neste momento é a presença da exponencial como
ponto em comum entre as soluções (3.17) e (3.18).

De modo análogo, a equação (3.1) pode grosseiramente ser aproximada por

dρ̃

dt
= −λρ̃q , (3.19)

cuja solução é
ρ̃(t) = ρ̃0[1− (1− q)ρ̃q−1

0 λt]1/(1−q) , (3.20)

com ρ̃(0) = ρ̃0. Aqui, e nas discussões subseqüentes, deve-se supor que [1 − (1 −
q)x]1/(1−q) é nulo, se 1 − (1 − q)x < 0. Isto evita que [1 − (1 − q)x]1/(1−q) possa
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assumir valores imaginários quando se considera q genérico. Além disso, destacamos
que [1 − (1 − q)x]1/(1−q) é uma generalização da exponencial, pois no limite q → 1

recaímos na exponencial usual exp(−x).
Uma comparação entre as equações (3.17) e (3.20) sugere que a solução para a

Eq. (3.1) deve ser tal que

ρ(r, t) =
1

Z1(t)

[
1− (1− q) β1(t) r2

] 1
1−q , (3.21)

pois essa é a análoga de (3.18), com a exponencial substituída pela sua generalização.
De fato, essa é a solução para a Eq. (3.1) [28, 31, 34, 35], na qual q = 2 − ν,
Z1(t) ∝ td/[2+d(1−q)] e β1(t) ∝ t−2/[2+d(1−q)]. Neste ponto, ressaltamos alguns aspectos
vinculados à solução (3.21). A depender do valor de q, veri�ca-se a forma curta ou
longa da cauda da Eq. (3.21), quando comparada com a difusão usual (limite
q → 1). Quando q < 1, temos ρ(r, t) = 0 para 1 − (1 − q)β1(t)r

2 < 0, dando
o comportamento de cauda curta para ρ(r, t). Por outro lado, quando q > 1, o
comportamento assintótico tipo lei de potência para a solução (3.21), r−2/(q−1),
mostra que ρ(r, t) é uma função de cauda longa. Esse comportamento da cauda
curta ou longa para ρ(r, t) re�ete-se diretamente no deslocamento quadrático médio,
conduzindo a 〈r2〉 ∝ t2/[2+d(1−q)]. Novamente, comparada com a difusão usual, q = 1,
temos uma superdifusão (subdifusão) para q > 1(q < 1).

Seguindo as motivações apresentadas para as soluções das equações (2.3) e (3.1),
aproximaremos a equação (3.8) por

dρ̃

dt
= −αrθρ̃, (3.22)

considerando rθ constante. A solução é a exponencial ρ̃ = ρ̃0 exp[−αtrθ]. Daí,
analogamente aos casos anteriores, a solução fundamental da Eq. (3.8) deve ser da
forma

ρ(r, t) =
1

Z2(t)
e−β2(t) rθ+2

. (3.23)

Realmente, este ansatz substituído em (3.8) leva a Z2(t) ∝ td/(θ+2) e β2(t) ∝ t−1,
apresentando um comportamento de cauda curta (longa) para θ > 0 (θ < 0) [55, 56].
Por outro lado, o comportamento para o deslocamento quadrático médio é 〈r2〉 ∝
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t2/(θ+2). Logo, para θ > 0 (θ < 0) temos um regime subdifusivo (superdifusivo).
Identi�camos, desta maneira, θ como o expoente da difusão anômala e K(r) =

K0r
−θ como uma lei escalante.
Note-se que as Eqs. (3.18), (3.21) e (3.23) podem ser interpoladas se empregar-

mos uma função gaussiana generalizada, isto é, G(q,λ)(x) ≡ [
1− (1− q)|x|λ]1/(1−q).

Com essa perspectiva, nosso ansatz para resolver a Eq. (3.15) é

ρ(r, t) =
1

Z(t)

[
1− (1− q) β(t) rλ

] 1
1−q , (3.24)

se 1 − (1 − q)β(t)rλ ≥ 0 ou ρ(r, t) = 0 se a desigualdade for invertida. As funções
β(t) e Z(t) devem ser determinadas, sendo q e λ parâmetros reais. Na �gura (3.1),
é ilustrado o comportamento da função G(q, λ) para λ = 2, a q-gaussiana, e valores
típicos de q.

-3 -2 -1 0 1 2 3
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

 

 

q
-g

au
ss

ia
na

x

 q=1/2
 q=2
 q=1

Figura 3.1: A função gaussiana generalizada para valores típicos de q. Em q = 1 temos

a gaussiana usual e q = 2 recai na lorentziana.
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3.5.2 Uma solução exata
Substituindo o ansatz (3.24) na Eq. (3.15), veri�camos que β(t) e Z(t), com

λ = 2 + θ e q = 2− ν, obedecem às equações

dZ(t)

dt
= Dλ(2− q)dβ(t)[Z(t)]q

dβ(t)

dt
= −Dλ2(2− q)[β(t)]2[Z(t)]q−1 , (3.25)

de onde obtemos
1

β

dβ

dt
=
−λ

d

1

Z

dZ

dt
.

Isso signi�ca que a relação βZλ/d = β0Z
λ/d
0 é independente do tempo.

As equações (3.25) podem ser desacopladas e expressas como

dZ(t)

dt
= Dλ(2− q)dβ0Z

λ/d
0 [Z(t)]q−λ/d

dβ(t)

dt
= −Dλ2(2− q)(β

d/λZ0

0 )[β(t)]2−d/λ(q−1). (3.26)

As soluções são
β(t) = β0[1 + At]−λ/[λ+d(1−q)] (3.27)

e
Z(t) = Z0[1 + At]d/[λ+d(1−q)], (3.28)

com
A = Dλ(2− q)[λ + d(1− q)]β0Z

q−1
0 , (3.29)

β0 = β(0) e Z0 = Z(0).

3.5.3 O deslocamento quadrático médio
A partir da solução (3.24), o valor médio para uma função genérica f(r) pode

ser calculado. Em particular, o valor médio para rσ é dado por

〈rσ〉 =

∫∞
0

rσρ(r, t)rd−1dr∫∞
0

ρ(r, t)rd−1dr
= Cσβ

−σ/λ, (3.30)
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com

Cσ =
Γ(σ+d

λ
)

Γ( d
λ
)





Γ( 1
1−q

+ d
λ
+1)

(1−q)σ/λΓ(σ+d
λ

+ 1
1−q

+1)
q < 1

Γ( 1
q−1

− d+σ
λ

)

(q−1)σ/λΓ( 1
q−1

− d
λ
)

q > 1.

(3.31)

Observe que a existência de 〈rσ〉 impõe restrições sobre os parâmetros : λ+d(1−q) >

σ(q − 1) e λ > 0(θ > −2). Mais ainda, a restrição q < 2 (ν > 0) é necessária
para ρ(r, t) ser real, e pode ser veri�cada a partir das equações (3.27), (3.28) e
(3.29) quando t é longo. No que segue, assumimos que os parâmetros obedecem às
restrições acima.

Um caso particular importante de 〈rσ〉 é o deslocamento quadrático médio, 〈r2〉,
pois tal valor médio é comumente empregado para classi�car processos de difusão.
Tomando-se σ = 2 nas Eqs. (3.30) e (3.31), temos

〈r2〉 = C2β
−2/λ
0 [1 + At]2/[λ+d(1−q)]. (3.32)

Como conseqüência, 〈r2〉 ∼ t2/[2+θ+d(ν−1)] para t su�cientemente longo. É fácil
veri�car que θ = d(1 − ν) descreve uma difusão normal (〈r2〉 ∝ t), mesmo quando
θ 6= 0 e ν 6= 1. De fato, existe uma competição entre θ e ν, de tal forma que o
regime de difusão anômala induzido por θ 6= 0 é compensado por um conveniente
com ν 6= 1. Além disso, essa competição leva a um processo subdifusivo quando
θ > d(1−ν) e a um superdifusivo quando θ < d(1−ν). Essa classi�cação é ilustrada
na Fig. (3.2) para d = 3.

No que segue, discutimos uma conseqüência da classi�cação acima na forma de
ρ. A partir da solução (3.21), para meios porosos, e da solução (3.23), para difusão
em fractais, podemos ver que o regime superdifusivo (subdifusivo) é associado à
longa (curta) cauda de ρ(r, t), quando comparado com a gaussiana usual. Porém,
esta conexão não é válida em geral para nossa solução. Para ilustrar a relação entre
regime de difusão e comportamento da cauda de ρ(r, t), consideremos a Fig. (3.3).
Nesta �gura, representamos ρ(r, t) dado por Eq. (3.24) versus r para alguns valores
de θ e ν, sujeitos à restrição θ = d(1 − ν) (a linha de difusão `normal' indicada
na Fig. (3.2)). Neste caso, observamos comportamentos de cauda curta e longa,
quando comparados com a gaussiana.
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Figura 3.2: O diagrama indica o regime difusivo relacionado às Eqs. (3.15) e (3.24) em

termos de seus parâmetros adimensionais θ e ν para d = 3. Usando 〈r2〉 ∝ t2/[θ+2+d(ν−1)],

classi�camos os regimes subdifusivo (θ > (1− ν)d), normal (θ = (1− ν)d) e superdifusivo

(θ < (1− ν)d). A região assinalada à esquerda refere-se a valores de parâmetros onde 〈r2〉
diverge.

Um ponto de vista alternativo para veri�car o quanto a solução desvia-se da
solução usual é analisar o decaimento de ρ(0, t). Em outras palavras, a forma como
a solução decresce em seu ponto central informa seu desvio da difusão normal. No
nosso caso, as Eqs. (3.24), (3.27) e (3.28) fornecem ρ(0, t) ∼ t−d/[2+θ+d(ν−1)] para
t >> 1/A, em contraste com ρ(0, t) ∼ t−d/2, veri�cada na difusão usual (θ = 0 e
ν = 1).

É digno de nota também que a Eq. (3.24) recupera a solução gaussiana tempo-
ralmente transladada (2.32):

ρ(r, t) =
ρ0

[4πD(t0 + t)]d/2
e
− r2

4D(t0+t) . (3.33)

De fato, as Eqs. (3.27) e (3.28) podem ser respectivamente escritas como

β(t) = Ã(t0 + t)−λ/[λ+d(1−q)] (3.34)
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Figura 3.3: Considerando a difusão normal, θ = (1− ν)d, a forma de ρ(r, t) ilustrada em

três casos: cauda curta(θ = −0.6 e ν = 1.2), gaussiana (θ = 0 e ν = 1) e cauda longa

(θ = 0.6 e ν = 0.8). Grá�co inserido: detalhe do comportamento da cauda nos três casos

acima. A constante de normalização ρ0 é considerada adimensional; então, ρ é dada em

unidades de r−d e D em unidades de rθ+2−d(1−ν)t−1, com r e t sendo medidos em unidades

de distância e tempo, respectivamente. É usado ρ(r, t) na forma (3.24) com β(t), Z(t) e

ρ0 dados em (3.34), (3.35) e (3.36). Neste exemplo, adota-se d = 3, D = 1, ρ0 = 1, t = 0

e t0 = 5.

e
Z(t) = B̃(t0 + t)d/[λ+d(1−q)], (3.35)

com Ã = β0A
−λ/[λ+d(1−q)], B̃ = Z0A

d/[λ+d(1−q)] e t0 = 1/A. Assim, a solução (3.24)
pode ser escrita em termos de um tempo transladado e a normalização representada
por

ρ0 = Ωd

∫
ρ(r, t)rd−1dr = Ωd(Z0β

d/λ
0 )−1G̃ , (3.36)
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com Ωd = 2πd/2/Γ(d/2) o ângulo sólido em um espaço d-dimensional e

G̃ =
1

λ
Γ

(
d

λ

)





Γ( 1
q−1

− d
λ)

(q−1)
d
λ Γ( 1

q−1)
(q > 1)

Γ( 1
1−q

+1)

(1−q)
d
λ Γ( d

λ
+ 1

1−q
+1)

(q < 1)

(3.37)

Em particular, a Eq. (3.33) é obtida de (3.24) com β(t) e Z(t) dado acima no
limite q → 1 (ν → 1) e λ → 2 (θ → 0).

3.5.4 A solução tipo fonte puntual
Por �m, enfatizamos a possibilidade de obter a solução tipo fonte puntual a

partir das equações diferenciais não lineares (3.26), que leva às Eqs. (2.31), (3.21)
e (3.23) como casos limites da Eq. (3.24). Nesse caso, devemos considerar t0 → 0

em (3.34) e (3.35), que corresponde a A →∞. Com esse procedimento temos

β(t) = A t−
λ

λ+d(1−q) e Z(t) = B t
d

λ+d(1−q) , (3.38)

onde

A =
{

gq−1
[

Dλ(2− q)(λ + d(1− q))
]}− λ

λ+d(1−q)

B =

{
g

[
Dλ(2− q)(λ + d(1− q))

] d
λ

} λ
λ+d(1−q)

, (3.39)

com g = G̃Ωd/ρ0, G̃ dado por (3.37). A condição de normalização pode apenas ser
satisfeita se λ > 0 e λ + d(1 − q) > 0. Dessas desigualdades sobre os parâmetros
q e λ, veri�camos que os expoentes em β(t) e Z(t) são respectivamente negativo e
positivo. A restrição q < 2 continua necessária para ρ(r, t) ser real.
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Capítulo 4

Equação de difusão anômala não
linear com termo de fonte e de
arraste

Neste capítulo, investigamos uma classe de soluções para a equação de Fokker-
Planck não-linear introduzida no capítulo anterior, na presença de um termo de
fonte e com termo de arraste, bem como a solução estacionária quando um termo
de arraste independente do tempo está presente [41]. Aqui, é ampliado substancial-
mente o conjunto de exemplos com solução exata relacionados ao tipo de difusão
previamente apresentado. Espera-se, assim, que os resultados obtidos sirvam de
base para possíveis aplicações fenomenológicas.

4.1 A equação com termo de fonte e de arraste
Vamos considerar aqui uma grande classe de difusão anômala, nominadamente

aquelas associadas com a equação N -dimensional não linear

∂ρ(r, t)

∂t
= ∇ · {K∇[ρ(r, t)]ν} − ∇ · [µF(r, t)ρ(r, t)]− α(t)ρ(r, t), (4.1)

43



com K = Dr−θ. Ainda mais, ν, µ > 0, θ e D > 0 são parâmetros reais e α(t)

é uma fonte dependente do tempo. Quando α(t) = 0 a diferença entre a equação
tipo Fokker-Planck (4.1) e a usual (2.25) é que o termo de difusão depende de uma
potência de ρ(r, t) e o coe�ciente de difusão tem uma dependência espacial. A Eq.
(4.1) para θ = 0 e α(t) = 0 tem a forma

∂ρ(r, t)

∂t
= D∇2[ρ(r, t)]ν −∇ · [µF(r, t)ρ(r, t)] (4.2)

e é a já mencionada equação de difusão em meios porosos, isto é, representa a Eq.
(3.1) na presença de força externa.

Um outro tipo de difusão anômala emerge da Eq. (4.1) quando ν = 1, α(t) = 0,
θ = −4/3 e F(r, t) = 0. Neste caso, temos a Eq. (3.6), que foi relacionada com a
difusão turbulenta na atmosfera. Além disso, quando ν = 1, α(t) = 0, F(r, t) = 0 e
em um contexto fractal, a Eq. (4.1) torna-se a equação de O'Shaughnessy-Procaccia
(3.8).

De maneira geral, a Eq. (4.1) pode também ser empregada em um contexto
fractal, quando soluções esféricas simétricas são consideradas e ∇ ·K∇ é reescrito
como ∆̃, isto é,

∆̃ ≡ r−(d−1) ∂

∂r
rd−1−θ ∂

∂r
(4.3)

conforme de�nido em (3.7). Dessa forma, a Eq. (4.1) interpola todos os casos acima,
fornecendo, portanto, um cenário rico para ser explorado.

Outra possível generalização da equação de Fokker-Planck é

∂[ρ(r, t)]η

∂t
= ∇ · {K∇[ρ(r, t)]ν} − ∇ · {µF(r, t)[ρ(r, t)]η} − α(t)[ρ(r, t)]η. (4.4)

Essa equação, com K e α constantes, é discutida na Ref. [57] (veja também a Ref.
[31]). Note-se também que Eq. (4.4) reduz-se a Eq. (4.1) quando substituímos
[ρ(r, t)]η por ρ̄(r, t). Não apresentaremos detalhes sobre estas possibilidades porque
suas soluções podem ser diretamente obtidas da Eq. (4.1) usando tal identi�cação.
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4.2 Equação não linear com termo de fonte depen-
dente do tempo

Difusão não linear com absorção surge em muitas áreas da ciência [58, 59, 60,
61]. Engenharia, biofísica, física do estado sólido e reatores apresentam muitos
exemplos com este enfoque. Esta seção é dedicada à análise da equação de Fokker-
Planck generalizada apresentada na introdução com um termo de fonte. Seja então
a equação não linear (4.1). O termo de fonte presente pode ser removido através da
mudança na solução idêntica àquela apresentada em (2.39):

ρ(r, t) = e(−
R t
0 α(t′)dt′)ρ̂(r, t). (4.5)

Com essa transformação ρ̂(r, t) obedece à equação

∂ρ̂(r, t)

∂t
= ∇ · {K̂∇[ρ̂(r, t)]ν} − ∇ · [µF(r, t)ρ̂(r, t)], (4.6)

com K̂(t) = K exp
[
(1− ν)

∫ t

0
α(t′)dt′

]
. Então, a Eq. (4.6) tem a mesma forma da

equação correspondente sem o termo de fonte, mas com uma dependência temporal
no coe�ciente de difusão K̂. Observe que esta dependência temporal é induzida
pelo termo não linear ρν , desaparecendo com ν = 1.

Para investigar uma difusão anômala não linear com um termo de fonte e di-
mensão não inteira d, iniciemos considerando a equação

∂ρ(r, t)

∂t
= D∆̃[ρ(r, t)]ν − α(t)ρ(r, t) (4.7)

ao invés da Eq. (4.1). Momentaneamente omitimos o termo de arraste e �zemos
K = Dr−θ. A vantagem de estudar uma equação envolvendo ∆̃ em vez de ∇.(K∇)

está no fato de que ela pode ser empregada em casos de dimensão não inteira, am-
pliando as possibilidades de aplicação. A presença de força externa será considerada
na seção 4.4.

Para eliminar o termo de fonte na última equação, vamos proceder analogamente
ao último parágrafo. Somos conduzidos a

∂ρ̂(r, t)

∂t
= D̃∆̃[ρ̂(r, t)]ν , (4.8)
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com D̃(t) = D exp
[
(1− ν)

∫ t

0
α(t′)dt′

]
. Agora, rede�nimos a variável temporal

introduzindo um tempo efetivo τ , de�nido por

τ(t) =

∫ t

0

D̃(t′)dt′, (4.9)

e a Eq. (4.8) pode ser reescrita como

∂ρ̂(r, τ)

∂τ
= ∆̃[ρ̂(r, τ)]ν . (4.10)

Uma solução dessa equação foi apresentada e discutida no capítulo 3. Ela é dada
pelas Eqs. (3.24), (3.27) e (3.28). Portanto, empregando D = 1 e com t substituído
por τ nestas equações, chegamos à solução de (4.7)

ρ(r, t) =

[
1− (1− q) β(τ(t)) rλ

]1/(1−q)

Z(τ(t))
exp

[(
−

∫ t

0

α(t′)dt′
)]

, (4.11)

se 1− (1− q)β(τ(t))rλ ≥ 0 e ρ(r, t) = 0, se 1− (1− q)β(τ(t))rλ < 0.

4.3 Exemplos com fontes
Para entender mais profundamente a relevância do termo de fonte na equação de

difusão anômala, aplicamos o procedimento geral prévio para estudar alguns casos
especí�cos. Nesse contexto, a situação a investigar mais simples é quando α(t) = α0,
sendo α0 uma constante. Também analisaremos um termo de fonte mais genérico
com α(t) = αnt

n.

4.3.1 Fonte constante
Levando em conta a Eq.(4.7), analisamos o caso α(t) = α0. O tempo efetivo,

Eq. (4.9), é dado por
τ(t) = D

exp[(1− ν)α0t]− 1

(1− ν)α0

, (4.12)

exibindo três diferentes comportamentos. Para (1 − ν)α0 < 0 ele corre expo-
nencialmente para τ∞ = D/[(ν − 1)α0], isto é, ocorre uma estabilização no pro-
cesso difusivo. Para (1 − ν)α0 > 0, existe um crescimento exponencial levando a
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τ(t) ≈ D exp[(1 − ν)α0t]/[(1− ν)α0] quando t é longo. É interessante lembrar que
esses dois tipos de comportamento surgem devido à não linearidade da equação de
difusão. Por �m, temos τ = Dt quando ν = 1 (q = 1), isto é, quando a Eq. (4.7)
torna-se linear.

A partir da Eq.(4.11), veri�camos que

ρ(r, t) = e−α0t

[
1− (1− q)β(τ(t))rλ

]1/(1−q)

Z(τ(t))
, (4.13)

sendo usadas as Eqs. (3.27) e (3.28) com t substituído por τ , ou seja,

β(τ(t)) = β0

(
1 + A

exp[(1− ν)α0t]− 1

(1− ν)α0

)−λ/[λ+d(1−q)]

(4.14)

e
Z(τ(t)) = Z0

(
1 + A

exp[(1− ν)α0t]− 1

(1− ν)α0

)d/[λ+d(1−q)]

. (4.15)

Quando (1− ν)α0 < 0, temos para longo t

ρ(r, t) ≈ e−α0t

[
1− (1− q)β∞rλ

]1/(1−q)

Z∞
, (4.16)

onde
β∞ = β0 {1 + A /[(ν − 1)α0]}−λ/[λ+d(1−q)] (4.17)

e
Z∞ = Z0 {1 + A /[(ν − 1)α0]}d/[λ+d(1−q)] . (4.18)

Isso signi�ca que ρ(r, t) decai (cresce) exponencialmente no tempo quando α0 >

0 (α0 < 0) e é espacialmente limitado para q < 1, ou seja, ρ(r, t) = 0 se rλ ≥
1/[(1 − q)β∞]. Em contraste, o comportamento espacial assintótico tipo lei de
potência,

ρ(r, t) ∼ rλ/(1−q) (4.19)

surge para t su�cientemente longo tanto para (1−ν)α0 < 0 como para (1−ν)α0 > 0.
Por outro lado, quando ν = 1, observa-se que

ρ(r, t) ∼ t−d/λ exp[−α0t− rλ/(Dλ2t)] . (4.20)
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Vamos focalizar a atenção agora no deslocamento quadrático médio. A substi-
tuição do tempo efetivo (4.12) na Eq. (3.32) leva a

〈r2〉 = C2β
−2/λ
0

[
1 + A

e(1−ν)α0t − 1

(1− ν)α0

]2/[λ+d(1−q)]

. (4.21)

Observe que o termo multiplicativo em (4.5) é cancelado no cálculo do valor médio.
Por outro lado, o comportamento de 〈r2〉 para tempos grandes leva a um crescimento
exponencial quando (1 − ν)α0 > 0. Interessante notar que, quando (1 − ν)α0 < 0,
〈r2〉 converge para um valor assintótico. Para ν = 1, emerge 〈r2〉 ∼ t2/λ, isto é,
quando ν = 1, o deslocamento quadrático médio não é afetado pelo termo de fonte
constante. Esses resultados mostram que a presença de um termo de fonte tem um
papel relevante no processo difusivo quando ν 6= 1. Em particular, a presença de
um termo de fonte acentua o carácter subdifusivo (q < 1) ou superdifusivo (q > 1)
do processo, quando comparado ao comportamento sem termo de fonte, conforme
observado na �gura (4.1).
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Figura 4.1: A presença do termo de fonte acentua o carácter subdifusivo (superdifusivo)

do processo. Neste exemplo θ = 0, 6, d = 3 e β0 = 1.
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4.3.2 Fonte com termo de potência geral
Passemos agora à análise do caso mais geral correspondente a um termo de fonte

α(t) = αnt
n, onde αn e n são constantes. O tempo efetivo relacionado, τn(t), é

τn(t) =

∫ t

t0

D exp

[
(1− ν)αn

n + 1

(
t′n+1 − tn+1

0

)]
dt′, (4.22)

sendo t0 um corte usado para evitar divergência quando n ≤ −1 e (1−ν)αn/(n+1) >

0. Para n > −1, temos

τn(t) = D
1

n + 1

(
−αn(1− ν)

1 + n

)−1/(1+n) [
Γ

(
1

1 + n

)
− Γ

(
1

1 + n
,
αn(ν − 1)t1+n

1 + n

)]
,

(4.23)
no qual foi empregado t0 = 0. Aqui, Γ(c) é a função gama e Γ(c, x) é a função gama
incompleta, de�nida como

Γ(c, x) =

∫ ∞

x

tc−1e−tdt , (4.24)

que se reduz à função gama usual quando x = 0 e cujo comportamento assintótico
é dado por Γ(c, x) ≈ xc−1 exp(−x).

Utilizando o comportamento assintótico para Γ(c, x), obtemos, para n > −1

e longo t, τn ∼ t−n exp[−αn(ν − 1)t1+n/(1 + n)]. Para n = −1, temos τ−1(t) ∼
tα−1(1−ν)+1 e para n < −1 veri�camos que τn(t) ∼ t. Considerando o comportamento
assintótico para o deslocamento quadrático médio, 〈r2〉 ∼ τ

2/[λ+d(1−q)]
n , identi�camos

dois comportamentos diferentes quando n > −1: o deslocamento quadrático médio
atinge um valor limite se αn(ν−1) > 0, e, cresce exponencialmente, se αn(ν−1) < 0.
Para n = −1 seu valor evolui com t2[1−(1−q)α−1]/[λ+d(1−q)]. Finalmente, para n < −1,
constata-se-se que 〈r2〉 ∼ t2/[λ+d(1−q)].

Como vimos, a dependência temporal em α(t) conduziu a uma variedade de
comportamentos no processo difusivo. Uma discussão que ilustra a riqueza de re-
sultados que surge quando se considera a dependência temporal nos parâmetros de
uma equação de difusão é tratada no próximo capítulo.
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4.4 Presença de forças externas
Direcionemos nossa atenção agora para analisar a equação de Fokker-Planck

radial generalizada com um termo de arraste. Tomamos a Eq. (4.7) com uma força
radial externa adicionada e α(t) = 0, isto é,

∂ρ(r, t)

∂t
= D∆̃[ρ(r, t)]ν − 1

rd−1

∂

∂r

[
rd−1F (r)ρ(r, t)

]
. (4.25)

Sem perda de generalidade, colocamos µ igual a um. Nesta seção, estaremos con-
siderando o caso especí�co de uma partícula movendo-se em um potencial esférico
V (r) = kr2/2, que pode ser tratado analiticamente. Então, r = 0 é uma posição
de equilíbrio estável para k positivo, e r = 0 é uma posição de equilíbrio instável
para k negativo. A Eq. (4.25), com este potencial, corresponde a um processo de
Ornstein-Uhlenbeck no caso particular de θ = 0 e ν = 1.

Utilizando novamente o ansatz (3.24) na Eq. (4.25), veri�ca-se que Z(t) e β(t)

obedecem às equações

1

Z

dZ

dt
= DdνλβZq−1 − kd (4.26)

e
1

β

dβ

dt
= −Dνλ2βZq−1 + kλ. (4.27)

As soluções para estas duas equações não lineares acopladas são

Z(t) = Z0

[
1 +

1

k

(
Dνλβ0Z

q−1
0 − k

) (
1− e−k[λ+d(1−q)]t

)]d/[λ+d(1−q)]

(4.28)

e

β(t) = β0

[
1 +

1

k

(
Dνλβ0Z

q−1
0 − k

) (
1− e−k[λ+d(1−q)]t

)]−λ/[λ+d(1−q)]

, (4.29)

com condições iniciais Z(0) = Z0 e β(0) = β0. Desde que λ + d(1− q) > 0, para k

positivo temos uma solução estacionária para tempo longo e 〈r2〉, calculado a partir
de (3.30), converge para um valor constante. Sob as mesmas condições, quando
k < 0, não existe estado estacionário e 〈r2〉 cresce exponencialmente para t longo.
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Neste ponto, podemos apreciar o quão geral são os resultados que emergem a
partir da Eq. (4.1), pois a partir deles, outros disponíveis na literatura são apresen-
tados como casos particulares. Por exemplo, nossa solução com θ = 0 corresponde à
obtida por Tsallis e Bukman [31] para o caso unidimensional quando 〈x〉 = 0. Acen-
tuamos, também, que a equação de O'Shaughnessy-Procaccia, Eq. (3.8), quando
uma força externa F (r) = −kr é incorporada, é um caso especial de nossos resulta-
dos se tomarmos ν = 1.

Antes de concluir esta seção envolvendo forças externas, notemos que, na pre-
sença de um termo de fonte, −α(t)ρ, um procedimento similar, como o apresentado
na seção anterior, pode ser empregado, levando à Eq. (4.25) com D substituído por
D̃(t). Por exemplo, as Eqs. (4.26) e (4.27) devem ser solucionados com D̃(t) ao
invés de D para obter a solução gaussiana generalizada, quando a força externa for
linear em r.

4.5 Solução estacionária
Podemos estender o estudo sobre equação tipo Fokker-Planck, investigando

soluções estacionárias. Isto será feito com base no capítulo 2, no qual veri�cou-se que
a equação de Fokker-Planck usual tem uma solução estacionária que corresponde à
distribuição canônica de Boltzmann, P ∝ exp(−βV ). Nesse sentido, analogamente
à Eq. (2.66), podemos considerar a densidade de corrente de probabilidade

J(r, t) = µF(r)ρ−D∇[ρ(r, t)]ν . (4.30)

Com esta densidade de corrente, a equação de difusão para meios porosos (4.2)
pode ser escrita como uma equação de continuidade e suas soluções estacionárias,
(∂ρ/∂t = 0), são obtidas a partir dessa equação. Procedendo como na seção 2.4,
empregamos

J = cte , (4.31)

onde é assumida a condição de contorno

ρ → 0 para r → ±∞ . (4.32)
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As Eqs. (4.31) e (4.32), juntamente com a equação de continuidade, conduzem a
J = 0 e, portanto, a

∇ρν − µ

D
Fρ = 0. (4.33)

Fazemos, nesta última equação, a substituição ρν = φ e efetuamos a integração

φ(r) =

[(
1− 1

ν

) (
− µ

D
V (r) + C

)]ν/(ν−1)

. (4.34)

Considerando que V (0) = 0, ρ(0) = ρ0 e levando em conta que ν = 2−q, veri�camos
que

ρ(r) = ρ0 [1− (1− q)βV (r)]1/(1−q) , (4.35)

se 1−(1−q)βV (r) ≥ 0, e ρ(r) = 0, se 1−(1−q)βV (r) < 0. Aqui β = µρq−1
0 /[(2−q)D]

e F(r) = −∇V (r). Note que β > 0 para q < 2.
Passemos agora à equação de Fokker-Planck generalizada

∂ρ(r, t)

∂t
= ∇ · {K(r)∇[ρ(r, t)]ν} − ∇ · [µ(r)F(r)ρ(r, t)]. (4.36)

Utilizando um procedimento semelhante ao desenvolvido anteriormente, obtemos a
solução estacionária desta equação, a qual generaliza a Eq. (4.35), isto é,

ρ(r) = ρ0 [1− (1− q)β′Veff (r)]
1/(1−q)

, (4.37)

se 1−(1− q) β′Veff ≥ 0, e ρ(r) = 0, se 1−(1− q) β′Veff < 0, com β′ = ρq−1
0 /(2−q).

Foi introduzido aqui o potencial efetivo

Veff (r) =

∫
µ(r)

K(r)
∇V (r) · dr . (4.38)

Note-se que [µ(r)/K(r)]∇V (r) deve ser escrito como um gradiente para se veri�car
um potencial efetivo no caso N -dimensional. Em particular, para um exemplo
tridimensional, isso implica que ∇[µ(r)/K(r)] × ∇V (r) = 0. Esta condição pode
ser facilmente levada a efeito se tomarmos µ = µ(r), K = K(r) e V = V (r). Dessa
forma, a Eq.(4.37) é reescrita como

ρ(r) = ρ0[1− (1− q)β′Veff (r)]
1/(1−q) , (4.39)
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com Veff (r) =
∫ µ(r)

K(r)
dV (r)

dr
dr. Seguindo o desenvolvimento exposto na seção prévia,

ressaltamos que a solução estacionária (4.39) permanece verdadeira para dimensão
não-inteira arbitrária. Para o caso unidimensional, a solução (4.37) foi apresentada
na Ref. [35].

Como veremos a seguir, as soluções estacionárias (4.35) e (4.37) são tais que
maximizam a entropia de Tsallis.

4.6 Equilíbrio e mecânica estatística não extensiva
O formalismo de Boltzmann-Gibbs pode falhar, em particular, quando os sis-

temas incluem forças de longo alcance. Um caminho teórico para ampliar o limite
de validade desta termoestatística tem sido traçado tomando como base a entropia
de Tsallis [32, 62]:

Sq = k
1−∑W

i=1(pi)
q

q − 1
(q ∈ <). (4.40)

O conjunto {pi} representa as probabilidades dos W estados do sistema e k é o
análogo da constante de Boltzmann. No limite q → 1, veri�ca-se que Sq reduz-se à
entropia de Boltzmann-Gibbs (2.72). Por sua vez, a não extensividade da entropia
de Tsallis �ca evidente na regra de (pseudo)aditividade

S
(A∪B)
q

k
=

S
(A)
q

k
+

S
(B)
q

k
+ (1− q)

S
(A)
q

k

S
(B)
q

k
, (4.41)

sendo A e B dois sistemas independentes. O índice entrópico q caracteriza o grau
de não extensividade da entropia de Tsallis. Em particular, quando q → 1, a
extensividade natural da entropia de Boltzmann-Gibbs é recuperada.

Vamos, a seguir, maximizar (4.40) sob os vínculos [32, 33]

1 =
W∑
i=1

pi e Uq =
W∑
i=1

εi(pi)
q. (4.42)

Seguindo o mesmo procedimento empregado no capítulo 2, para a maximização da
entropia de Boltzmann-Gibbs , escrevemos

ψ(pi) = k
1−∑W

i=1(pi)
q

q − 1
+ λ1

(
1−

W∑
i=1

pi

)
+ λ2

(
Uq −

W∑
i=1

εi(pi)
q

)
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e
∂ψ(pi)

∂pj

=
qpq−1

j

q − 1
− λ1 − λ2εjqp

q−1
j = 0,

onde λ1 e λ2 são os multiplicadores de Lagrange. A solução dessa equação conduz
à distribuição canônica de Tsallis

pi =
1

Zq

[1− (1− q)βεi]
1/(1−q) , (4.43)

na qual Zq =
∑W

i=1[1 − (1 − q)βεi]
1/(1−q) é a função de partição generalizada e

β = λ2 = 1/(kT ∗) com T ∗ sendo a temperatura generalizada. Essa distribuição
recupera a distribuição de Boltzmann quando q → 1. Por outro lado, a dependência
em relação à energia obedece uma lei de potência ao invés da exponencial usual,
para εi >> 1/β e q > 1. Além disso, para q < 1 a função apresenta um corte
(probabilidades nulas para níveis de energia altos o su�ciente para produzir um
valor negativo na expressão [1− (1− q)βεi]).

Para mostrar que (4.35) e (4.37) maximizam a entropia de Tsallis, vamos estendê-
la para o caso contínuo

Sq =
1− ∫

ρqdr

q − 1
(4.44)

e maximizá-la sujeita aos vínculos

〈Veff〉 =

∫
Veffρ

qdr e
∫

ρdr = 1.

Temos que

δ

δρ

[
Sq + β

(
〈Veff〉 −

∫
Veffρ

qdr

)
+ α

(
1−

∫
ρdr

)]
= 0,

que conduz a
ρ =

1

Zq

[1− (1− q)βVeff ]
1/(1−q) , (4.45)

com Zq =
∫

[1− (1− q)βVeff ]
1/(1−q)dr.

A comparação de (4.37) com (4.45) mostra que a distribuição estacionária é igual
àquela obtida através da maximização da entropia de Tsallis, fazendo a identi�cação
de β e β′. Esses resultados generalizam aquele alcançado para o estado estacionário
da equação de difusão usual e a distribuição de Boltzmann (seção 2.5).

54



A forma do segundo vínculo em (4.42) sugere uma estrutura para o cálculo do
valor médio generalizado de um observável genérico: 〈O〉q ≡

∑W
i=1 Oip

q
i . Essa forma

de cálculo, porém, tem o incoveniente de apresentar um resultado inesperado para o
valor médio da unidade, 〈1〉q =

∑
i p

q
i 6= 1, como se a não extensividade da entropia

implicasse um efetivo ganho ou perda de norma. Além disso, a distribuição (4.43)
não é invariante através de uma translação uniforme do espectro de energia {εi},
ou seja, os resultados termodinâmicos dependem da escolha da origem das energias.
Na prática, pode ser escolhido ε0 = 0 como o estado fundamental de referência.

Esses aspectos indesejados podem ser contornados com outra possível escolha
para o segundo vínculo em (4.42), o qual é assumido como [63]

Ũq =
W∑
i=1

εiPi com Pi =
pq

i∑W
j=1 pq

j

, (4.46)

de forma que
∑W

i=1 Pi = 1.
A otimização da entropia leva agora a

p̃i =
1

Z̃q

[
1− (1− q)β

(εi − Ũq)∑W
j=1(p̃j)q

]1/(1−q)

, (4.47)

com Z̃q =
∑W

i=1[1− (1− q)β(εi− Ũq)/
∑W

j=1(p̃j)
q]1/(1−q). Se for adicionado um valor

constante ε0 a todo o conjunto {εi}, Ũq torna-se então Ũq + ε0. Isso deixa invariante
o conjunto de probabilidades {pi} sob uma translação no espectro de energia e,
portanto, todas as quantidades termodinâmicas. Além disso, calculando-se o valor
médio na forma 〈〈O〉〉q ≡

∑
i OiPi, a norma é preservada, uma vez que 〈〈1〉〉q = 1

para qualquer q.
Pode-se notar que, fatorando no numerador e no denominador a quantidade

[1 + (1− q)βŨq/
∑W

i=1(p̃i)
q]1/(1−q), na Eq. (4.47), chegamos à relação

p̃i =
[1− (1− q)β̃εi]

1/(1−q)

∑W
i=1[1− (1− q)β̃εi]1/(1−q)

(4.48)

com β e β̃ relacionados por

β̃ =
β∑W

i=1(p̃i)q + (1− q)βŨq

. (4.49)
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Comparando (4.43),(4.48) e (4.49), veri�camos que p̃i(β) = pi(β̃). Então os de-
senvolvimentos obtidos com a escolha do vínculo (4.42) podem ser adaptados para
incorporar a escolha (4.46). Por �m, �ca claro que, se usarmos esses resultados,
veri�camos que (4.35) e (4.37) são distribuições de probabilidade que maximizam a
entropia de Tsallis, quando o vínculo normalizado (4.46) é empregado.
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Capítulo 5

Equação não linear N-dimensional
com coe�cientes dependentes do
tempo

Uma equação de Fokker-Planck não linear (equação de difusão para meios porosos)
N -dimensional é investigada, considerando a dependência temporal dos coe�cientes,
onde uma força de arraste e termos de fonte estão presentes [42]. Exibimos a solução
exata, baseada na função gaussiana generalizada relacionada à estatística de Tsal-
lis. A partir desta solução, uma rica classe de comportamentos difusivos anômalos,
inclusive o normal, podem surgir com uma escolha apropriada na dependência tem-
poral dos coe�cientes. Esses resultados indicam que as possíveis anomalias em pro-
cessos difusivos podem aparecer como conseqüência de diferentes causas. Este capí-
tulo contém, essencialmente, os principais resultados obtidos nas Refs. [28, 31, 64],
incluindo [65] como caso especial.
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5.1 Equação linear com coe�cientes dependentes do
tempo

Como �cou explícito nos capítulos anteriores, é usual identi�car um processo de
difusão normal por um crescimento linear no tempo da variância σ2 ≡< (r−r0)

2 >,
e outras dependências temporais em σ2 são geralmente atribuídas à difusão anômala.
Em nosso estudo, veri�camos uma grande classe de processos difusivos anômalos que
incluem os casos superdifusivo, subdifusivo, exponencialmente difusivo e localizado.

Apresentaremos, inicialmente, o estudo do movimento browniano de uma partícula
a qual está sujeita a um potencial harmônico dependente do tempo U(x, t) ∼ k(t)x2,
seguindo em parte o desenvolvimento apresentado em [65]. Deve estar claro que po-
dem ser considerados valores positivos e negativos de k(t), de forma que, para valores
positivos de k(t), a posição x = 0 é de equilíbrio estável, enquanto que para k(t) < 0

a posição x = 0 é de equilíbrio instável.
A equação de Fokker-Planck unidimensional associada ao processo é a equação

linear
∂ρ

∂t
= D

∂2ρ

∂x2
+

∂

∂x
[k(t)xρ], (5.1)

sendo que o caso k(t) = cte corresponde ao processo de Ornstein-Uhlenbeck descrito
no capítulo 2.

No que segue, poderíamos usar diretamente a equação (5.1), porém optamos
por empregar, inicialmente, a equação de Langevin correspondente. A equação de
Langevin relacionada ao processo em questão é dada por

dx

dt
+ k(t)x = ξ(t), (5.2)

onde ξ(t) é a força estocástica de Langevin com média nula, 〈ξ(t)〉 = 0, e a função
de correlação dada por 〈ξ(t1)ξ(t2)〉 = 2Dδ(t2 − t1). Essa última equação tem como
solução

x(t) = M(t)

[
x0 +

∫ t

0

ξ(t′)
M(t′)

dt′
]

, (5.3)

com x0 = x(0) e M(t) = exp[− ∫ t

0
k(t′)dt′]. Todos os momentos podem agora ser
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calculados. Em particular, obtemos

〈x(t)〉 = 〈x0M(t)〉+ M(t)

∫ t

0

〈ξ(t′)〉
M(t′)

dt′ = x0M(t) (5.4)

e
〈x2(t)〉 = x2

0M
2(t) + M2(t)

∫ t

0

2D

M2(t′)
dt′. (5.5)

Com esses resultados, veri�camos que

σ2(t) = 〈x2(t)〉 − 〈x(t)〉2 = 2DM2(t)

∫ t

0

1

M2(t′)
dt′. (5.6)

A partir do cálculo dos momentos de ordem superior, conclui-se que o processo
descrito pela equação (5.2) é gaussiano.

Gaussiana também é a solução de (5.1), proposta como

ρ(x, t) =
1

Z(t)
e−β(t)[x−x0(t)]2 , (5.7)

sendo que β(t), Z(t) e x0(t) obedecem às equações (2.59), (2.60) e (2.61) com
γ = k(t). As correspondentes soluções são agora dadas por:

x0(t) = x0e
− R t

0 k(t′)dt′ (5.8)

β(t) = β0[1− 2f(t)]−1 (5.9)

Z(t) = Z0[1− 2f(t)]1/2 . (5.10)

A função f(t) tem a forma

f(t) = e−2
R t
0 k(t′)dt′

[∫ t

0

[k(t′)− 2Dβ0]e
2
R t′
0 k(t′′)dt′′dt′

]
. (5.11)

Vamos restringir nossa atenção, momentaneamente, para o caso em que o termo
de arraste apresenta comportamento temporal do tipo

k(t) ∼ kt−b

para grandes valores de t e analisar o processo para diversos valores de k e b.
Quando k = 0, ẋ = ξ(t) descreve um processo de Wiener, com a variância

crescendo linearmente com o tempo, σ(t) ∼ t.
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Para b = 0, temos que k(t) = k e ẋ+kx = ξ(t) descreve um processo de Ornstein-
Uhlenbeck. Como consequência, σ2 = D/k(1 − e−2kt). Quando k > 0, chega-se a
um estado gaussiano estacionário, pois σ2 ∼ D/k. Quando k < 0, recaímos em
σ2 ∼ exp (2|k|t) e a variância cresce assintoticamente de forma exponencial.

Para valores de b tais que b > 1, constatamos que

σ2 = 2De2k t1−b

b−1

∫ t

0

e2k t′1−b

1−b dt′ ∼ 2Dt ,

ou seja, o processo é difusivo e a variância cresce linearmente com o tempo para
qualquer valor de k. Este resultado é esperado uma vez que, para tempos su�cien-
temente longos, o termo de arraste contendo k(t) tende a zero e um processo de
Wiener emerge.

Na região com b = 1, usaremos k(t) = k/t, de maneira que M(t) = (t/t0)
−2k e a

Eq. (5.6) conduz a

σ2 = 2D

(
t0
t

2k
) ∫ t

0

(
t′

t0

)2k

dt′ =
2D

2k + 1
t

para k > −1/2, ou seja, temos um comportamento linearmente difusivo. Para
k = −1/2, veri�camos que

σ2 = 2Dt

∫ t

t0

t′−1dt′ ∼ t ln t

e, �nalmente, para k < −1/2, obtemos σ2 ∼ t2|k|. O parâmetro t0 foi introduzido
para controlar a divergência de integrais.

Quando b assume valores no intervalo 0 < b < 1, segue que

σ2 = 2De−2k t1−b

1−b

∫ t

0

e2k t′1−b

1−b dt′

= 2De−2k t1−b

1−b C

[
−Γ

(
1

1− b

)
+ Γ

(
1

1− b
,
2kt1−b

b− 1

)]

≈ e−2k t1−b

1−b + tb, (5.12)

onde utilizamos a forma assintótica da função gama incompleta. Assim, quando
k > 0 a variância cresce como σ2 ∼ tb, num característico processo subdifusivo. Se
k < 0, a variância cresce como uma exponencial alongada

σ2 ∼ e2|k| t1−b

1−b . (5.13)
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Para b < 0, o termo de arraste apresenta uma contribuição que cresce com o tempo
e eventualmente pode divergir. Observamos também dois regimes dependendo do
sinal de k. Para k < 0, a variância cresce essencialmente da mesma forma que
(5.13), ou seja, mais que exponencialmente difusivo. No caso de k > 0, temos
σ2 ∼ 1/t|b|, decrescendo como uma lei de potência. Este comportamento pode ser
interpretado como o apresentado por uma partícula browniana movendo-se num
potencial dependente do tempo, o qual conduz a uma localização da partícula no
ponto x = 0.

Analisando os resultados acima, podemos concluir que, na presença de coe�-
cientes dependentes do tempo, um processo gaussiano não implica necessariamente
uma difusão usual, ou, em outras palavras, uma variedade de regimes difusivos
anômalos podem surgir mesmo para um processo descrito por uma distribuição
gaussiana.

5.2 Equação não linear com coe�cientes dependentes
do tempo

Investigaremos agora uma grande classe de difusão anômala oriunda da equação
de Fokker-Planck não linear N -dimensional

∂

∂t
ρ(r, t) = D(t)∇2 [ρ(r, t)]ν −∇ · [F(r, t)ρ(r, t)]− α(t)ρ(r, t), (5.14)

na qual incorporamos a dependência temporal na força externa

F(r, t) = k1(t) + k2(t)r, (5.15)

no coe�ciente de difusão D(t) e no termo de fonte α(t). Em particular, considera-se
o caso onde o termo independente de r, em F(r, t), pode ser tomado com diferentes
componentes. Esta situação é útil, por exemplo, para estudar difusão na presença
do campo gravitacional [k1 = (0, 0, k1z)].

De maneira análoga ao procedimento desenvolvido nos capítulos 2 e 4 , o termo
de fonte na Eq.(5.14) pode ser removido através da mudança na solução na forma

61



(4.5). Assim, ρ̂(r, t) obedece à equação
∂

∂t
ρ̂(r, t) = D(t)∇2 [ρ̂(r, t)]ν −∇ · [F(r, t)ρ̂(r, t)] , (5.16)

com D(t) = D(t) exp
[
(1− ν)

∫ t

0
α(t′)dt′

]
. A dependência temporal adicional no

coe�ciente de difusão desaparece no caso linear, ou seja, quando ν = 1.
Seguindo a sistemática deste trabalho, obteremos uma solução exata para a Eq.

(5.16), com a força externa dada pela Eq. (5.15), empregando o ansatz

ρ̂(r, t) =
1

Z(t)

[
1− (1− q)β(t) (r− r0(t))

2]1/(1−q)
, (5.17)

se 1 − (1 − q)β(t)(r − r0)
2 ≥ 0, e ρ̂(r, t) = 0, se 1 − (1 − q)β(t)(r − r0)

2 < 0 (a
condição de corte). Segue que a Eq. (5.17) é uma solução da Eq. (5.16), quando
ν = 2 − q e as funções β(t), Z(t), r0(t) =

∑N
i=1 x0i(t)ei são regidas pelo seguinte

sistema de equações:
1

Z

dZ

dt
= 2(2− q)NDβZ−1+q −Nk2, (5.18)

1

β

dβ

dt
= −4(2− q)DZ−1+qβ + 2k2 (5.19)

e
dx0i

dt
= k1i − k2x0i. (5.20)

As Eqs. (5.18) e (5.19) são não lineares. Por sua vez, a Eq. (5.20) é linear e
independente de β(t) e Z(t), sendo que k1i(t) não aparece nas equações diferenciais
não lineares acopladas para β(t) e Z(t). Além disso, o termo espacialmente inde-
pendente na força externa apenas afeta a dependência temporal de x0i. Assim, a
Eq. (5.20) leva a

x0i(t) = e−M̃(t)

[
x0i(0) +

∫ t

0

k1i(t
′)eM̃(t′)dt′

]
, (5.21)

com M̃(t) =
∫ t

0
k2(t

′)dt′. Por exemplo, em um espaço tridimensional com a presença
de um potencial harmônico isotrópico independente do tempo e sob a ação de um
campo gravitacional, isto é, k2(t) = k2 = cte, k1x = k1y = 0 e k1z(t) = k1 = cte,
temos x0(t) = x0(0)e−k2t, y0(t) = y0(0)e−k2t e

z0(t) =

[
z0(0) +

k1

k2

(
ek2t − 1

)]
e−k2t. (5.22)
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A solução para as equações não lineares acopladas para Z(t) e β(t), Eqs. (5.18)
e (5.19), com β(0) = β0 e Z(0) = Z0, é dada por

Z(t) = Z0

[
1− c1

N
f(t)

]N/c1
(5.23)

e
β(t) = β0

[
1− c1

N
f(t)

]−2/c1
, (5.24)

onde
c1 = 2 + N(1− q) (5.25)

e

f(t) = e−c1M̃(t)

∫ t

0

[
Nk2(t

′)− 2N(2− q)β0Z
q−1
0 D(t′)

]
ec1M̃(t′)dt′. (5.26)

5.3 Comportamentos difusivos devido à dependên-
cia temporal nos coe�cientes

Analisaremos, como uma ilustração, um conjunto representativo de comporta-
mentos anômalos no regime assintótico, levando em conta algumas dependências
especí�cas nos coe�cientes. Nesta direção, das Eqs. (4.5) e (5.17), investigamos o
comportamento assintótico temporal da variância

σ2 =

∫
(r− r0)

2ρ̂(r, t)dNr∫
ρ̂(r, t)dNr

= C(q,N)β−1 . (5.27)

Aqui, C(q,N) é uma constante dependendo apenas de q e N . É importante ressaltar
que a convergência da integral para q > 1 em σ2 impõe uma restrição sobre os
parâmetros: 2+N(1− q) > 2(q− 1). Isso implica que c1, de�nido em (5.25), é uma
constante positiva para todos os valores de q.

Retornemos ao caso sem termo de fonte, porém com o coe�ciente de difusão
constante e com a dependência temporal da força harmônica externa dada por
k2(t) = k t−b. Da Eq. (5.26), veri�camos que
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f(t) ∼
[
1− e−c1kt1−b/(1−b)

]
+

[
c2e

−c1kt1−b/(1−b) − c3t
b
]

(5.28)

para b < 1 e longo t, onde c2 e c3 são constantes as quais dependem de N, k, q e b.
Para b = 1, temos

f(t) ∼ −t−c1k − c2t
−c1k(t1+c1k − 1)/(1 + c1k), (5.29)

e, �nalmente, para b > 1,
f(t) ∼ −t. (5.30)

Usando estes casos limites no deslocamento quadrático médio (5.27), com β(t) dado
em (5.24), vários comportamentos assintóticos podem ser analisados. Resumimos na
Tab. (5.1) os possíveis comportamentos relacionados aos resultados acima. Quando
restringimos nossa análise ao caso unidimensional linear (ν = 1), essa difusão com
arraste controlado recupera os resultados apresentados na seção 1 deste capítulo.

Consideremos agora a equação de difusão não linear sem fonte e sem força ex-
terna linear (k2(t) = 0), mas com a dependência temporal do coe�ciente de difusão
dado por D(t) = D(t) = D0t

d. Neste caso, para longo t, a Eq. (5.26) leva a

f(t) ∼ −td+1. (5.31)

Desde que σ2 ∼ |f(t)|2/[2+N(1−q)], existe uma competição entre os parâmetros q e d

para de�nir os regimes difusivos. A Tab. (5.2) contém um resumo destes regimes.
Outra situação possível é tomar a equação de difusão não linear com uma fonte

dependente do tempo, α(t) = α0t
a, com coe�ciente de difusão independente do

tempo, D(t) = D0, e sem força externa linear, k2(t) = 0. Para ν = 1 (q = 1), o
termo de fonte não afeta o regime difusivo. Por outro lado, para ν 6= 1 (q 6= 1) e
longo t, a Eq. (5.26) fornece

f(t) ∼ −ta exp

[
(q − 1)α0t

1+a

1 + a

]
(5.32)

quando a > −1. Para a = −1, temos

f(t) ∼ −t(q−1)α0+1 (5.33)
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b k σ2(t) descrição

b k = 0 t2/c1 c1-difusivo1

b = 0 k > 0 (1− e−c1kt)2/c1 Ornstein-Uhlenbeck
b = 0 k < 0 e2|k|t exponencialmente difusivo

0 < b < 1 k > 0 t2b/c1 c1-difusivo2

0 < b < 1 k < 0 e2|k|t1−b menos que
exponencialmente difusivo

b < 0 k > 0 1/t2|b|/c1 localizado
b < 0 k < 0 e2|k|t1−b mais que

exponencialmente difusivo
b = 1 k > −1/c1 t2/c1 c1-difusivo1

b = 1 k = −1/c1 (t ln t)2/c1 log divergente
b = 1 k < −1/c1 t2|k| superdifusivo
b > 1 k t2/c1 c1-difusivo1

Tabela 5.1: Comportamento para tempo longo de σ2 para α(t) = 0, D(t) = D(t) = D0

e k2(t) = kt−b, onde c1 = 2 + N(1 − q) > 0. 1O processo é superdifusivo para c1 < 2,

normal para c1 = 2 e subdifusivo para c1 > 2. 2O processo é superdifusivo para c1 < 2b,

normal para c1 = 2b e subdifusivo para c1 > 2b.
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d q σ2(t) descrição

d = 0 q = 1 t normal
d = 0 q < 1 t2/[2+N(1−q)] subdifusivo
d = 0 q > 1 t2/[2+N(1−q)] superdifusivo
d < 0 q = 1 t1−|d| subdifusivo
d > 0 q = 1 t1+d superdifusivo

d > N(1− q)/2 q t2(1+d)/[2+N(1−q)] superdifusivo
d < N(1− q)/2 q t2(1+d)/[2+N(1−q)] subdifusivo

Tabela 5.2: Comportamento assintótico de σ2 ∼ |f(t)|2/c1 para α(t) = 0, D(t) = D(t) =

D0t
d e k2(t) = 0, com c1 = 2 + N(1− q) > 0.

e, para a < −1, a Eq. (5.26) reduz-se a

f(t) ∼ −t. (5.34)

A Tab. (5.3) apresenta um sumário dos comportamentos descritos acima. Para
concluir as observações sobre a difusão anômala induzida pelos coe�cientes depen-
dentes do tempo, reforçamos que a investigação de uma mais complexa dependência
temporal dos coe�cientes pode ser reduzida à análise da Eq. (5.26).

Tomando como referência a análise da variância, os resultados acima indicam que
a anomalia em processos difusivos pode aparecer como conseqüência de diferentes
causas. Em particular, a combinação de não linearidade e dependência temporal
nos coe�cientes pode levar à difusão normal (crescimento linear no tempo do deslo-
camento quadrático médio). Assim, mesmo processos descritos por distribuições
não-gaussianas podem levar a esse tipo de difusão. Esse fato implica que a difusão
normal, em geral, não pode ser associada com o per�l gaussiano da distribuição
ρ(r, t), isto é, o crescimento linear da variância não necessariamente signi�ca que
estamos na presença de difusão ordinária. Indicamos, na �gura (5.1), as diversas
possibilidades relacionadas a diferentes processos difusivos.
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α0 a σ2(t) descrição

(q − 1)α0 < 0 a = 0
(

e(q−1)α0t−1
(q−1)α0

)2/c1
estacionário

(q − 1)α0 > 0 a = 0
(

e(q−1)α0t−1
(q−1)α0

)2/c1
exponencialmente

difusivo
α0 a = −1 t2[(q−1)α0−1]/c1 c1-difusivo3

menos que

(q − 1)α0 > 0 −1 < a < 0 e
2[(q−1)α0]t1+a]

c1(1+a) exponencialmente
difusivo

(q − 1)α0 < 0 −1 < a < 0 t2|a|/c1 c1-difusivo4

mais que

(q − 1)α0 > 0 a > 0 e
2[(q−1)α0]t1+a]

c1(1+a) exponencialmente
difusivo

(q − 1)α0 < 0 a > 0 t−2a/c1 localizado
α0 a < −1 t2/c1 c1-difusivo5

Tabela 5.3: Comportamento assintótico de σ2 ∼ |f(t)|2/c1 , quando α(t) = α0t
a, D(t) =

D0 e k2(t) = 0, com c1 = 2 + N(1 − q) > 0. 3O processo é superdifusivo para c1 <

2[(q−1)α0−1], normal para c1 = 2[(q−1)α0−1] e subdifusivo para c1 > 2[(q−1)α0−1].
4O processo é superdifusivo para c1 < 2|a|, normal para c1 = 2|a| e subdifusivo para

c1 > 2|a|. 5O processo é superdifusivo para c1 < 2, normal para c1 = 2 e subdifusivo para

c1 > 2.
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Perfil Não-GaussianoDifusão Anômala

Perfil GaussianoDifusão Normal

 

Figura 5.1: As possíveis correlações entre regimes difusivos e tipos de processo.
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Capítulo 6

A equação logarítmica de difusão

Neste capítulo, estudaremos a equação de difusão que apresenta a forma loga-
rítmica no seu termo difusivo. Essa equação surge como um possível caso limite da
equação de Fokker-Planck não linear, justamente quando a potência do termo não
linear tende a zero. As soluções exatas são obtidas através de um ansatz lorentziano
e enfatizando a presença de força externa e termo de fonte. Apresentaremos também
uma equação de difusão generalizada que uni�ca a equação logarítmica e a equação
de difusão em meios porosos, incluindo o caso com dimensão fractal.

6.1 Equação logarítmica de difusão
Temos estudado, no decorrer deste trabalho, equações de difusão generalizada

nas quais a não linearidade é incorporada no termo difusivo. Para motivar nossa
discussão, vamos considerar inicialmente a equação de difusão em meios porosos
(3.1),

∂ρ

∂t
= D∇2ρν , (6.1)

cuja solução é a gaussiana generalizada (3.21),

ρ(r, t) =
1

Z(t)

[
1− (1− q) β(t) r2

] 1
1−q . (6.2)

Relembramos que esta solução, assim como as equações para β(t) e Z(t), foram
obtidas considerando a relação q = 2 − ν. E o que acontece quando q = 2? É
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evidente que, neste caso, o lado direito da equação (6.1) se anula em qualquer tempo
e (6.2) deixa de ser sua solução. Porém (6.2), para q = 2, recai numa importante
função conhecida: a lorentziana. Surge então uma questão instigante: qual deve ser
a forma da equação de difusão não linear cuja solução é uma lorentziana?

Visto que ln x decai mais lentamente que qualquer potência xr, quando r tende
a zero positivamente, somos induzidos a sugerir a substituição de ρν por ln ρ na Eq.
(6.1) para ν → 0. Com essa perspectiva, entra em cena a equação logarítmica da
difusão:

∂ρ

∂t
= D

∂2

∂x2
ln ρ. (6.3)

Veri�ca-se, diretamente, que essa equação não linear apresenta como solução a
lorentziana

ρ(x, t) =
1

Z(t)

1

[1 + β(t)x2]
. (6.4)

Igualmente ao procedido em capítulos anteriores, a substituição de (6.4) em (6.3)
mostra que as funções β(t) e Z(t) obedecem às equações

1

Z2

dZ

dt
= 2Dβ (6.5)

1

Z2

dZ

dt
+

1

βZ

dβ

dt
= −2Dβ. (6.6)

Elas podem ser desacopladas levando-se em conta que a relação Zβ1/2 = Z0β
1/2
0 é

válida para qualquer tempo. As suas soluções são dadas por

β(t) = β0(1 + 2Dβ0Z0t)
−2 (6.7)

e
Z(t) = Z0(1 + 2Dβ0Z0t). (6.8)

É interessante ressaltar que a partir da lorentziana não podemos atingir um valor
�nito para a variância. Esse fato, também característico das distribuições de Lévy,
indica que a equação logarítmica está associada a regimes superdifusivos.

Para o caso N -dimensional, a Eq. (6.3) assume a forma

∂ρ

∂t
= D∇2 ln ρ, (6.9)
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com ∇2 =
∑N

i=1 ∂2/∂x2
i e cuja solução lorentziana, ρ(|x|, t), contém

β(t) = β0[1− 2(N − 2)Dβ0Z0 t]2/(N−2) (6.10)

e
Z(t) = Z0[1− 2(N − 2)Dβ0Z0 t]N/(2−N). (6.11)

6.2 Presença de forças externas
Analisemos agora a Eq. (6.3) na descrição de um processo que inclui um termo

de arraste (força externa) do tipo F (x), ou seja,

∂ρ

∂t
= D

∂2

∂x2
ln ρ− ∂

∂x
(Fρ), (6.12)

sendo a mobilidade µ considerada igual a unidade.
Para o caso F (x) = k1− k2x, a Eq. (6.12) apresenta como solução a lorentziana

deslocada
ρ(x, t) =

1

Z(t)

1

[1 + β(t)(x− x0(t))2]
. (6.13)

De fato, com desenvolvimento análogo ao da seção prévia, assim como de capítulos
anteriores, temos que β(t), Z(t) e x0(t) satisfazem às equações:

dx0

dt
= k1 − k2x0 (6.14)

1

β

dβ

dt
= −4DβZ + 2k2 (6.15)

1

Z

dZ

dt
= 2DβZ − k2. (6.16)

A Eq. (6.14) é independente do índice que caracteriza a não linearidade da equação
de difusão, portanto ela ocorre tanto na equação de difusão usual quanto na de
meios porosos (ν 6= 1) (veja (5.20)). Conseqüentemente, a solução de (6.14) é do
tipo (5.22), isto é,

x0(t) =

[
x0(0) +

k1

k2

(
ek2t − 1

)]
e−k2t. (6.17)

Por sua vez, as soluções de (6.15) e (6.16) são dadas por

β(t) = β0 [1− g(t)]−2 (6.18)
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e
Z(t) = Z0 [1− g(t)] , (6.19)

onde
g(t) =

[
(k2 − 2Dβ0Z0)

k2

(
ek2t − 1

)]
e−k2t (6.20)

com g(0) = 0.

6.3 Equação logarítmica com termo de fonte
Na presença de um termo de fonte, a equação (6.3) é escrita como

∂ρ

∂t
= D

∂2

∂x2
ln ρ− α(t)ρ. (6.21)

Procedendo-se analogamente ao desenvolvimento da seção (4.2), fazemos uma mu-
dança na solução e uma rede�nição na variável temporal. Então, a solução de (6.21)
é

ρ(x, t) =
1

Z(τ(t))[1 + β(τ(t))x2]
exp

(
−

∫ t

0

α(t′)dt′
)

, (6.22)

com β(τ(t)) e Z(τ(t)) dados por (6.7) e (6.8), nas quais D = 1 e t é substituído
por τ(t) =

∫ t

0
D̃(t′)dt′, com D̃(t) = D exp

(∫ t

0
α(t′)dt′

)
. A extensão para o caso

N -dimensional de (6.22) é veri�cada empregando-se (6.10) e (6.11).

6.4 Caso estacionário
Aqui, podemos de�nir a densidade de corrente de probabilidade

J = Fρ−D
∂ ln ρ

∂x
(6.23)

de maneira tal que a Eq. (6.12) representa uma equação de continuidade:

∂ρ

∂t
+

∂J

∂x
= 0. (6.24)

No caso estacionário, dJ/dx = 0, o que implica J = cte = 0, uma vez que
estamos aplicando a condição de contorno do tipo re�etora, ou seja, queremos que
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a corrente se anule no in�nito. Esse fato nos permite escrever, levando em conta
que F = −dV/dx,

d ln ρ

dx
= − 1

D

dV

dx
ρ (6.25)

cuja solução é dada por
ρ =

1

1 + βV
, (6.26)

onde foi considerado V (0) = 0, β = ρ0/D e ρ(0) = ρ0 = 1. Observe-se que a forma
(6.26) é mantida na vertente N -dimensional.

A solução (6.26) é o caso q = 2 da exponencial generalizada

ρ = [1− (1− q)βV ]1/(1−q) , (6.27)

a qual, por sua vez, recupera a distribuição de Boltzmann no limite q → 1. Além
disso, lembrando que a distribuição de Boltzmann é solução estacionária no caso de
difusão usual, (6.26) é a sua análoga para a equação logarítmica de difusão.

6.5 Uni�cação das equações de difusão em meios
porosos e logarítmica

A uni�cação das equações (6.1) e (6.3) será efetuada considerando a de�nição
da função logarítmica generalizada, o q-logaritmo, dada por

lnq x =
x1−q − 1

1− q
. (6.28)

Assim, a equação uni�cadora proposta neste trabalho tem a estrutura

∂ρ

∂t
= D̄

∂2

∂x2
lnq−1 ρ, (6.29)

e é evidente que, quando q → 2, a função ln1 recupera a função logarítmica. Para
q = 2 − ν 6= 2, temos que lnq−1 = (ρν − 1)/ν e a Eq. (6.29) recai na equação de
difusão em meios porosos (6.1) com D = D̄/ν.

Analogamente a (6.29), podemos considerar a equação uni�cada radial levando
em conta a dependência espacial no coe�ciente de difusão, r−θ, e uma dimensão não
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inteira d, associada a uma dimensão fractal. Isso feito, ampliamos o domínio de
aplicabilidade da Eq. (3.15) e temos

∂ρ

∂t
= D̄∆̃ lnq−1 ρ, (6.30)

com ∆̃ dado por (3.7). O ansatz (3.24),

ρ(r, t) =
1

Z(t)

[
1− (1− q) β(t) rλ

] 1
1−q , (6.31)

permanece válido e, substituído na Eq. (6.30), conduz às equações

dZ(t)

dt
= D̄λdβ(t)Zq(t)

dβ(t)

dt
= −D̄λ2β2(t)Zq−1(t). (6.32)

Desacopladas as equações e resolvidas, as soluções são dadas por (3.27) e (3.28) com
A = D̄λ[λ + d(1− q)]β0Z

q−1
0 , β0 = β(0) e Z0 = Z(0).

Com essas soluções, o fator (2− q), que fazia com que a solução da equação de
difusão anômala generalizada (3.15) se tornasse trivial em q = 2, desaparece nesta
construção e obtemos a "lorentziana", alongada se λ < 2 e curta se λ > 2. De fato,
para q = 2, a solução é dada por

ρ(r, t) =
1

Z(t)

[
1

1 + β(t)rλ

]
, (6.33)

com
β(t) = β0[1 + At]−λ/[λ−d] e Z(t) = Z0[1 + At]d/[λ−d]. (6.34)

A partir das generalizações apresentadas nesta seção é de se conjecturar que uma
equação de difusão não linear, que contenha ρν , pode ser estendida para ν = 0, ao
substituirmos ρν por lnq−1 ρ, com q = 2− ν.
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Capítulo 7

A equação de Fokker-Planck não
linear fracionária

O comportamento de uma difusão anômala pode ser simulado generalizando a
equação de difusão ordinária, bem como introduzindo uma dependência temporal
ou espacial apropriada nos coe�cientes desta equação, como vimos ao longo deste
trabalho. Assim, na generalização da equação de difusão é possível introduzir não
linearidades, derivadas fracionárias ou ainda uma mistura de ambas. Tendo em vista
tais aspectos, dedicamos este capítulo justamente à investigação das características
que emergem da combinação entre não linearidades, dependência espacial no coe�-
ciente de difusão e derivada fracionária, sendo esta última o ingrediente novo aqui
explorado. Mais precisamente, é centrado o foco na equação não linear fracionária
do tipo Fokker-Planck [43]:

∂

∂t
ρ(x, t) =

∂

∂x

{
D(x)

∂µ−1

∂xµ−1
[ρ(x, t)]ν − F (x)ρ(x, t)

}
, (7.1)

onde ν, µ ∈ R, D(x) ∝ |x|−θ é um coe�ciente de difusão (adimensional) (θ ∈ R)

e F (x) = −dV (x)/dx é uma força externa (adimensional) associada ao potencial
V (x). Essa análise envolve várias extensões dos casos apresentados nos capítulos
anteriores, em particular, pelo emprego de uma força externa F = −k1x+kγx|x|γ−1.
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7.1 Difusão anômala e equações fracionárias
A lei de Fick é extensivamente usada como um modelo para a descrição da

difusão usual. Ela representa a mais simples relação fenomenológica entre o �uxo e
o gradiente da função densidade. Assim, a difusão usual é descrita por um modelo
local, ou seja, a pequenas escalas de tempo a evolução da função densidade em
uma dada posição é afetada apenas por pontos próximos no espaço. Em alguns
casos, porém, essa suposição não se aplica, levando a inconsistências na de�nição
do coe�ciente de difusão [66]. Dito de outra forma, mesmo em pequenas escalas de
tempo, a evolução da função densidade em uma dada posição pode ser afetada por
pontos distantes no espaço, caso, por exemplo, do transporte turbulento na camada
limite convectiva [67].

Uma ferramenta que pode ser usada para descrever esta última classe de fenô-
menos é baseada no cálculo fracionário, no qual operadores diferenciais não locais
podem ser empregados para levar em conta as correlações espaciais. Este proce-
dimento, que leva a equações de difusão fracionárias, tem sido amplamente inves-
tigado para descrever difusão anômala [68]. Estas equações de difusão fracionárias
são freqüentemente consideradas como um procedimento alternativo para mode-
los de caminhada aleatória com tempo contínuo, equações de Langevin genera-
lizadas ou equações mestra generalizadas. Assim, equações de difusão fracionárias,
ou equações de Fokker-Planck fracionárias, têm sido consideradas por diversos au-
tores com diferentes propósitos. Por exemplo, equações com derivadas fracionárias
temporais [69, 70], com derivadas fracionárias espaciais [71, 72, 73] e equações com
derivadas fracionárias tanto espaciais quanto temporais [74, 75, 76].

Um exemplo típico de equação de difusão fracionária espacial é dado por
∂

∂t
ρ(x, t) = Kµ

∂µ

∂|x|µ ρ(x, t), (7.2)

que tem como solução as distribuições de Lévy

Lµ(|x|, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk exp[−ikx−Kµ|k|µt], (7.3)

sendo Kµ uma constante. Como foi apresentado no capítulo 1, tais distribuições
não possuem segundo momento �nito e caracterizam a difusão anômala do tipo
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Lévy. Além disso, uma distribuição de Lévy satisfaz o teorema do limite central
generalizado de Lévy-Gnedenko. Quanto à derivada fracionária, estamos usando a
de�nição de Riemann-Liouville [77]. Também trabalharemos com o eixo x positivo
empregando simetria para estender os resultados para o eixo real completo (em
outras palavras, isto equivale a trabalhar com ∂µ−1/∂|x|µ−1).

Como indicada previamente, a Eq. (7.1) pode ser usada para descrever uma
ampla classe de processos de difusão anômala, visto que ela contém, como um
caso particular, a equação para meios porosos, superdifusão de Lévy, bem como
uma mistura de ambas. Por exemplo, para µ = 2 e ν = 1, a Eq. (7.1) recupera
a equação de Fokker-Planck usual com um termo de arraste. O caso particular
F (x) = 0, D(x) = cte, µ = 2 e ν arbitrário foi considerado por Spohn [6]. O
caso µ = 2 foi também estudado com detalhes ao longo deste trabalho, porém com
F (x) 6= 0 e com D apresentando dependência espacial. O caso µ < 2 com F (x) = 0

e D = cte foi tratado em [73].

7.2 Equação de Fokker-Planck não linear
Em contraste com a introdução de ansatz especí�co para resolver equações de

difusão, como nos capítulos anteriores, vamos considerar um procedimento mais
uni�cador. Neste sentido, é interessante notar que os resultados apresentados ante-
riormente podem essencialmente ser obtidos usando-se soluções escaladas do tipo

ρ (x, t) =
1

Φ (t)
ρ̃

[
x

Φ (t)

]
(7.4)

para resolver a Eq.(7.1). Procedimento similar tem sido empregado, por exemplo,
em [78, 79]. Via de regra, o preço que se paga com a introdução desse ansatz é ter
que resolver uma equação diferencial a mais, que pode ser não linear.

Para ilustrar esse último procedimento, vamos substituir a Eq.(7.4) na Eq.(7.1),
com µ = 2, F (x) = 0 e D(x) = D = cte. Assim,

− Φ̇ (t)

Φ (t)2

d

dz
[zρ̃ (z)] =

d

dz

{ D
Φ (t)2+ν

d

dz
[ρ̃ (z)]ν

}
, (7.5)
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sendo z = x/Φ(t). A seguir, eliminamos a dependência temporal explícita na Eq.
(7.5) escolhendo

[Φ(t)]ν
d

dt
Φ(t) = k , (7.6)

k é uma constante. Então, a Eq. (7.6), substituída na Eq. (7.5), conduz a

−k

[
d

dz
zρ̃ (z)

]
=

d

dz

{
D d

dz
[ρ̃ (z)]ν

}
. (7.7)

A Eq. (7.6) tem como solução

Φ(t) = Φ0

[
1 + (1 + ν)Φ1−ν

0 kt
]1/(1+ν)

, (7.8)

se Φ0 = Φ(0) 6= 0 e
Φ(t) = [(1 + ν)kt]1/(1+ν) , (7.9)

se Φ(0) = 0 para ν > −1. Por outro lado, integrando uma vez a Eq. (7.7), obtemos

−kzρ̃(z) = D
d

dz
[ρ̃(z)]ν + C. (7.10)

Finalmente, escolhendo C = 0, temos uma solução dessa equação

ρ(x, t) =
1

Φ(t)
expq

[
− k

2Dν

(
x

Φ(t)

)2
]

, (7.11)

com q = 2 − ν e expq(x) ≡ [1 + (1 − q)x]
1

1−q sendo a função q-exponencial. Este
resultado corresponde essencialmente a (3.21) para uma dimensão. Observe-se que a
constante k pode ser �xada a partir da condição de normalização,

∫∞
−∞ dxρ(x, t) = 1.

De maneira geral, a normalização de ρ é independente do tempo. De fato, se a
equação (7.1) for escrita na forma ∂ρ/∂t = ∂J /∂x e se assumirmos as condições
de contorno J (±∞, t) → 0, pode-se mostrar que

∫∞
−∞ dx ρ(x, t) é uma constante de

movimento.
Retornemos à Eq. (7.1) com F = −k1x + kγx|x|γ−1 (k1 6= kγ) e D(x) = D|x|−θ

(θ ∈ R). Esta forma de arraste não apresenta o termo constante e tem um termo
extra que mantém o caráter ímpar da força, quando comparado aos casos estuda-
dos anteriormente. Inicialmente, será direcionada a discussão para o caso µ = 2.
Empregando a Eq. (7.4) para ρ(x, t), a Eq. (7.1) reduz-se a

− Φ̇ (t)

Φ (t)2

d

dz
[zρ̃ (z)] =

d

dz

{
z−θD

Φ (t)2+ν+θ

d

dz
[ρ̃ (z)]ν +

[
zk1

Φ(t)
− zγkγ

Φ(t)2−γ

]
ρ̃(z)

}
. (7.12)
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A seguir, desacopla-se a dependência em t e em z na Eq. (7.12), como foi levado a
efeito na Eq. (7.5), via Eq. (7.6). Isso pode ser realizado quando γ + θ + ν = 0. Se
esta condição for satisfeita, veri�camos que

Φ̇ (t)

Φ (t)2 +
k1

Φ(t)
=

k′

Φ (t)2+ν+θ
(7.13)

e

−k′
[

d

dz
zρ̃ (z)

]
=

d

dz

{
Dz−θ d

dz
[ρ̃ (z)]ν − kγz

γ ρ̃(z)

}
, (7.14)

sendo k′ é uma constante que desempenha um papel análogo a k na Eq. (7.7) e que
pode ser determinada através da normalização.

Seguindo as etapas de cálculo de (7.6) e (7.7), obtemos as soluções das equações
(7.13) e (7.14), generalizando os resultados do exemplo anterior. Ou seja, somos
conduzidos a

Φ(t) =

[
k′

k1

(
1− e−(1+ν+θ)k1t

)]1/(1+ν+θ)

, (7.15)

quando φ(0) = 0 e

ρ(x, t) =
1

Φ(t)
expq

[
− 1

Dν

(
k′

2 + θ

( |x|
Φ(t)

)2+θ

− kγ ln2−q

( |x|
Φ(t)

))]
. (7.16)

Aqui, lnq x ≡ (x1−q − 1)/(1 − q) é a função q-logaritmo (que é a função inversa da
função q-exponencial), já utilizada no capítulo 6 . Observe-se que, nos resultados
acima, para o caso µ = 2, a solução analítica (7.16) leva em conta os aspectos fractal
e não linear, uma vez que existe uma dependência espacial no coe�ciente de difusão
(θ 6= 0) e um termo não linear (ν 6= 1). Convém ressaltar, também, que ela contém
resultados apresentados em [6, 28, 31, 40, 55, 41, 79, 80] como casos particulares.
Além disso, esse exemplo reduz-se ao caso do processo de Rayleigh [81] no limite
q → 1 e θ = 0.

7.3 Derivadas fracionárias
Faremos aqui uma breve exposição de alguns resultados envolvendo derivadas

fracionárias, os quais serão utilizados na investigação do caso µ 6= 2 em (7.1). Uma
apresentação mais completa pode ser encontrada em [77].
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Existem diferentes de�nições para derivadas fracionárias que estão de uma forma
ou de outra adaptadas às várias características do contexto no qual elas serão em-
pregadas. Em física, a derivada fracionária de Riemann-Liouville é mais comumente
utilizada. Sua de�nição remonta à fórmula de Cauchy para integrais múltiplas

0I
n
x f(x) =

∫ x

0

dx1 ...

∫ xn−1

0

dxnf(xn) =
1

(n− 1)!

∫ x

0

dt
f(t)

(x− t)1−n
. (7.17)

Substituindo o fatorial pela função gama de Euler, podemos generalizar a fórmula
introduzindo o expoente fracionário, como segue

0I
α
x f(x) ≡ 1

Γ(α)

∫ x

0

dt
f(t)

(x− t)1−α
. (7.18)

Essa expressão é denominada integral fracionária de Riemann-Liouville. A derivada
fracionária é então de�nida como uma derivada ordinária da integral de ordem
fracionária:

0D
α
xf(x) ≡ dα

dxα
f(x) =

dn

dxn 0I
n−α
x f(x)

=
1

Γ(n− α)

dn

dxn

∫ x

0

dt
f(t)

(x− t)1+α−n
(n− 1 ≤ α < n). (7.19)

Antes de apresentarmos a regra de derivadas fracionárias para o produto de
duas funções, consideremos um exemplo. Ele é a aplicação da de�nição acima para
a função xp:

0D
α
xxp =

1

Γ(n− α)

dn

dxn

∫ x

0

tp

(x− t)1+α−n
dt. (7.20)

Substituindo t/x por u, esta integral pode ser escrita na forma padrão da função
beta

0D
α
xxp =

1

Γ(n− α)

dn

dxn
xp−α+n

∫ 1

0

up(1− u)−1−α+ndu

=
Γ(p + 1)

Γ(p− α + n + 1)

dn

dxn
xp−α+n. (7.21)

Agora, utilizamos a fórmula clássica
dnxp

dxn
= p(p− 1)...(p− n + 1)xp−n =

Γ(p + 1)

Γ(p− n + 1)
xp−n (7.22)

e obtemos
0D

α
xxp =

Γ(p + 1)

Γ(p− α + 1)
xp−α. (7.23)
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É interessante notar que o resultado exato (7.23) corresponde a, simplesmente,
substituir em (7.22) o número inteiro positivo n pelo real α.

A diferenciação de um produto de duas funções, um resultado familiar no cálculo
elementar, é estabelecida pela regra de Leibniz:

dn

dxn
[fg] =

n∑

k=0


 n

k


 dn−kf

dxn−k

dkg

dxk
n = 0, 1, 2, ... (7.24)

A soma �nita em (7.24) valeria igualmente se fosse estendida até ∞, pois em

 n

k


 =

n!

k!(n− k)!
=

Γ(n + 1)

Γ(k + 1)Γ(n− k + 1)
(7.25)

temos que |Γ(k − n + 1)| → ∞, se k > n com k inteiro positivo. Por outro lado,
com base na integração por partes, é veri�cada a seguinte regra do produto para
integrais

d−n

dx−n
[fg] =

∞∑

k=0


 −n

k


 d−n−kf

dx−n−k

dkg

dxk
n = 1, 2, 3, ... (7.26)

com a notação

d−1f

dx−1
≡

∫ x

0

dx0f(x0) ,
d−2f

dx−2
≡

∫ x

0

dx1

∫ x1

0

dx0f(x0) , ... (7.27)

Então, para ordens arbitrárias de diferenciação a regra do produto é generalizada
como

0D
α
x [f(x)g(x)] =

∞∑
n=0


 α

n




0Dxα−n[f(x)] 0D
n
x [g(x)]. (7.28)

Como ilustração e objetivando futuras aplicações, vamos utilizar a última regra
para a função xα(a + bx)β [73]:

0D
µ
x [xα(a + bx)β] =

∞∑
n=0


 µ

n




0D
µ−n
x [xα] 0D

n
x [(a + bx)β] (7.29)

=
∞∑

n=0


 µ

n


 Γ(α + 1)xα−µ+n

Γ(α + 1− µ + n)

Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + n)
bn(a + bx)β−n.
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Nesse procedimento, aplicamos diretamente o resultado (7.23) e o fato de que

0D
n
x [(a + bx)β] =

dn

dxn
(a + bx)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + n)
bn(a + bx)β−n . (7.30)

Se ocorre em (7.29) α + β + 1 = µ, obtemos uma forma simples para esta série:

0D
µ
x [xα(a + bx)β] =

Γ(α + 1)

Γ(α− µ + 1)
xα−µ(a + bx)−α−1

∞∑
n=0


 µ

n


 (−bx)n(a + bx)µ−n

= aµ Γ(α + 1)

Γ(α− µ + 1)
xα−µ(a + bx)β−µ, (7.31)

onde também foi usada a propriedade da função gama Γ(z)Γ(1− z) = π/senπz.

7.4 Equação de Fokker-Planck não linear fracionária
Estamos agora em condições de estender a discussão anterior (µ = 2), investi-

gando a Eq. (7.1) no caso µ 6= 2. Sem perda de generalidade, será considerado
D = 1. A substituição da Eq. (7.4) na Eq. (7.1) conduz a

− Φ̇ (t)

Φ (t)2

d

dz
[zρ̃ (z)] =

d

dz

{
z−θ

Φ (t)θ+µ+ν

dµ−1

dzµ−1
[ρ̃ (z)]ν +

[
zk1

Φ(t)
− zγkγ

Φ(t)2−γ

]
ρ̃(z)

}
.(7.32)

Por sua vez, a imposição de

Φ̇ (t)

Φ (t)2 +
k1

Φ(t)
= − k

′

Φ (t)ν+θ+µ
(7.33)

desacopla a dependência em t e z, com k
′ sendo uma constante arbitrária, e leva a

k
′ d

dz
[zρ̃ (z)] =

d

dz

{
z−θ dµ−1

dzµ−1
[ρ̃ (z)]ν − kγz

γ ρ̃(z)

}
, (7.34)

com γ = −θ − ν − µ + 2.
Segue de (7.33) que

Φ (t) =

{
k2e

−(µ+ν+θ−1)k1t − k
′

k1

[
1− e−(µ+ν+θ−1)k1t

]
} 1

ν+µ+θ−1

, (7.35)
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na qual k2 é outra constante arbitrária. Se k2 = 0, temos Φ(0) = 0 para ν+µ+θ > 1,
recuperando a Eq. (7.15) quando µ → 2.

Uma integração de (7.34) fornece para ρ̃(z) a equação

k
′
zρ̃(z) = z−θ dµ−1

dzµ−1
[ρ̃(z)]ν − kγz

γ ρ̃(z) + C , (7.36)

sendo C outra constante arbitrária. A seguir, vamos orientar a discussão focalizando
duas situações para a Eq.(7.36). A primeira delas é caracterizada por um arraste
linear, F = −k1x. Na segunda, será considerado o arraste F = −k1x + kγx|x|γ−1,
para valores particulares de µ.

7.4.1 O arraste F = −k1x

Iniciemos a discussão explorando a Eq. (7.36) com k1 6= 0 e kγ = 0, ou seja,
dµ−1

dzµ−1
[ρ̃(z)]ν = k

′
zθ+1ρ̃(z) + C . (7.37)

Para resolvê-la, podemos utilizar o procedimento empregado em [73]. Escolhemos
então ρ̃(z) como

ρ̃(z) = Azα/ν (1 + bz)β/ν = z̄α/ν
(
1 + b̄z̄

)β/ν (7.38)

onde z̄ = Aν/α e b̄ = bA−ν/α. Considerando (7.31), juntamente com o resultado
geral [79, 80]

dµ

dxµ
G (cx) = cµ dµ

dzµG (z) (µ ∈ R, z = cx), (7.39)

propriedade que vale não apenas para derivadas ordinárias, mas também para os
operadores fracionários em geral, veri�camos que

dµ−1

dzµ−1
[ρ̃(z)ν ] = Aν Γ(α + 1)

Γ(α− ν + 2)
(1 + bz)β−ν+1 . (7.40)

Substituindo este resultado em (7.37), com C = 0, e levando em conta que os
expoentes de z, assim como os de (a + bz), devem ser iguais, concluímos que

ν =
2− µ

1 + µ + θ
, (7.41)

α =
(2− µ)(θ + µ)

1− 2µ− θ
, (7.42)

β = −2− 3µ + µ2

1− 2µ− θ
. (7.43)
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Assim, temos

ρ (x, t) =
A

Φ(t)

[
z(µ+θ)(1+µ+θ)

(1 + bz)(1−µ)(1+µ+θ)

] 1
1−2µ−θ

, (7.44)

com Φ(t) dado por Eq.(7.35), z ≡ x/Φ(t) e

A =

[
k
′ Γ (−β)

Γ (α + 1)

] 1+µ+θ
1−2µ−θ

. (7.45)

A Eq. (7.44) reduz-se àquela obtida em [80] na ausência de arraste.
A presença de um termo de fonte, αρ (α = cte), no lado direito da Eq. (7.1),

modi�ca a Eq. (7.35), porém não afeta a forma de ρ, Eq. (7.37). De fato, usando
ρ = ρ̂ exp(αt), como em capítulos anteriores, e, para ρ̂ o ansatz (7.4), chegamos a

(
− Φ̇ (t)

Φ (t)2 −
k1

Φ(t)

)
d

dz
[zρ̃ (z)] =

d

dz

{
z−θe(1−ν)αt

Φ (t)θ+µ+ν

dµ−1

dzµ−1
[ρ̃ (z)]ν

}
. (7.46)

A partir dessa equação promovemos uma separação de variáveis, conduzindo a
(

Φ̇ (t)

Φ (t)2 +
k1

Φ(t)

)
Φ (t)θ+µ+ν e(1−ν)αt = −k

′′ (7.47)

e
k
′′ d

dz
[zρ̃ (z)] =

d

dz

{
z−θ dµ−1

dzµ−1
[ρ̃ (z)]ν

}
, (7.48)

com k
′′ constante. A integração de (7.47) resulta em

Φ(t) =

{
(1− µ− θ − ν)k

′′

(ν − 1)α + (µ + θ + ν − 1)k1

[
e(ν−1)αt − e−(µ+θ+ν−1)k1t

]
} 1

µ+θ+ν−1

, (7.49)

e, por sua vez, integrando (7.48) recaímos em (7.37). Portanto, a presença do termo
de fonte não altera a parte da solução dependente de z, sendo modi�cada somente
a parte que depende explicitamente de t.

7.4.2 O arraste F = −k1x + kγx|x|γ−1

Vamos considerar agora casos particulares para a derivada fracionária, especi-
�camente µ = 0 e µ = 1. Iniciemos com µ = 0 e ν arbitrário. A correspondente
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equação é

∂

∂t
ρ (x, t) =

∂

∂x

{
x−θ

∫ x

0

[ρ (y, t)]ν dy +
[
k1x− kγx

−ν−θ+2
]
ρ(x, t)

}
. (7.50)

Para resolvê-la, voltemos à Eq. (7.36), com µ = 0 e C = 0, isto é,

kzρ̃(z) = z−θ

∫ z

0

dz [ρ̃ (z)]ν − kγz
−ν−θ+2ρ̃(z) , (7.51)

cuja solução é dada por

ρ̃(z) ∝ 1

k
′
z1+θ + kγz−ν+2

[
1 + C̃

∫
dz

(
k
′
z1+θ + kγz

−ν+2
)−ν

]1/(1−ν)

, (7.52)

onde C̃ é uma constante.
A análise agora é direcionada para o caso µ = 1. Isso corresponde a investigar

a equação

∂

∂t
ρ (x, t) =

∂

∂x

{
x−θ [ρ (x, t)]ν +

[
k1x− kγx

−ν−θ+1
]
ρ(x, t)

}
. (7.53)

Para obter a solução desta equação, empregando o ansatz (7.4), usamos a Eq.
(7.36). Segue que

k
′
zρ̃ (z) = z−θ [ρ̃(z)]ν − kγz

−ν−θ+1ρ̃(z) + C . (7.54)

e, conseqüentemente, a solução correspondente para C = 0 é

ρ̃ (z) =
(
k
′
z1+θ + kγz

−ν+1
)1/(ν−1)

. (7.55)

Finalmente, indicaremos uma conexão entre os resultados apresentados aqui e
as soluções que surgem da otimização da entropia não extensiva de Tsallis. Estas
distribuições não coincidem para valores arbitrários de x. Porém, a comparação
entre os comportamentos assintóticos (|x| grande) permite-nos identi�car os tipos
de cauda. Por exemplo, supondo que sejam os mesmos o comportamento exibido
pela Eq. (7.44) para |x| grande,

ρ ∝ 1

|x|1+µ+θ
, (7.56)
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e o comportamento assintótico 1/|x|2/(q−1), que advém da função que surge da ma-
ximização da entropia de Tsallis (ρ ∝ [1− (1− q)λ|x|2]1/(1−q)]), constatamos que

q =
3 + µ + θ

1 + µ + θ
. (7.57)

Essa relação é a mesma veri�cada em [80] na ausência de arraste. Ela também
recupera aquela já estabelecida em [73] para θ = 0.
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Capítulo 8

Conclusão

Do ponto de vista formal, a origem da difusão anômala pode estar relacionada
a vários fatores. Não linearidades na equação que descreve a difusão, dependên-
cia espacial e/ou temporal nos coe�cientes que caracterizam a equação de difusão,
derivadas fracionárias ou uma combinação desses elementos são todos fatores que
induzem ao comportamento difusivo anômalo.

Ao incorporarmos um coe�ciente de difusão com dependência espacial do tipo
D ∝ r−θ, numa equação tipo Fokker-Planck não linear em dimensão não-inteira
(fractal), obtivemos uma equação de difusão generalizada que interpola a equação de
difusão em meios porosos, a equação de Richardson e a equação de O'Shaugnhessy-
Procaccia. Sua solução é uma gaussiana generalizada que uni�ca o comportamento
tipo lei de potência e exponencial alongada. Na descrição do processo difusivo,
veri�ca-se uma competição caracterizada pelos índices θ, da dependência espacial,
e ν, que induz à não linearidade. Quando empregamos o deslocamento quadrático
médio (ou a variância) para classi�car o regime difusivo, veri�camos que uma com-
binação desses índices pode levar à subdifusão, superdifusão ou mesmo à difusão
usual. Neste último caso, constatamos que a forma de distribuição gaussiana não é
a única que identi�ca uma difusão usual.

Introduzindo um termo de fonte nessa equação generalizada, observamos que
sua in�uência no deslocamento quadrático médio se manifesta somente na presença
da não linearidade da equação. O termo de fonte constante acentua o caráter

87



superdifusivo ou subdifusivo do processo. Quando o termo de fonte é uma potência
no tempo, as conclusões são essencialmente as mesmas do caso com fonte constante.
Na presença de uma força linear do tipo F (r) = −kr nesta equação, veri�camos uma
solução estacionária para tempo longo, com 〈r2〉 correndo para um valor constante
quando k positivo. Para k < 0, 〈r2〉 cresce exponencialmente para longo t . As
soluções estacionárias desta equação são tais que maximizam a entropia de Tsallis,
portanto da forma da distribuição canônica de Tsallis.

A presença de coe�cientes dependentes do tempo na equação de difusão pode
implicar a emergência de difusão anômala, mesmo o processo sendo descrito por
uma equação de difusão linear e uma distribuição gaussiana. Tais coe�cientes pre-
sentes numa equação não linear com termo de fonte e de arraste, associados a uma
distribuição não gaussiana, podem conduzir tanto a processos anômalos como à
difusão usual, entendendo-se por usual o comportamento linear no tempo da va-
riância. Estes resultados podem ser úteis para clarear uma possível origem de uma
vasta classe de diferentes processos difusivos anômalos, tanto em contextos teóricos
quanto experimentais.

A equação de difusão logarítmica vem ampliar o limite de aplicação da equação
de difusão em meios porosos e das equações generalizadas estudadas ao longo deste
trabalho, uma vez que essas equações deixam de ter a q-gaussiana como solução em
q = 2. A equação logarítmica é justamente a equação de difusão para este caso,
tendo como solução exata a lorentziana. Nesta direção, é obtida uma uni�cação
da equação logarítmica de difusão com a equação de difusão em meios porosos, e,
de forma mais geral, com a equação generalizada em dimensão fractal. Assim, este
feito representa um avanço na descrição formal dos processos difusivos, bem como
nas suas soluções.

Nesta trajetória de uni�cação e generalização, a equação não linear com derivada
fracionária (espacial) e dependência espacial no coe�ciente de difusão representa
mais um passo importante. São encontradas soluções exatas, que contemplam
muitos dos principais casos apresentados no desenvolvimento deste trabalho e resul-
tados importantes vistos na literatura, como situações particulares. Neste contexto,
é efetuada uma análise que inclui uma força externa, a qual pode ter curto ou longo
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alcance, a depender de uma escolha conveniente de parâmetros.
Apesar de, nesta pesquisa, não invocarmos diretamente questões experimentais

relacionadas às equações de difusão anômala investigadas, acreditamos que o tra-
balho seja relevante. Isso porque as várias equações de difusão analisadas interpolam
outras de consagrada posição na literatura. Assim, espera-se que estas equações, ou
pelo menos casos especiais delas, re�itam situações físicas nas quais haja competição
entre diferentes mecanismos que geram difusão anômala.
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