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Resumo

Este trabalho versa sobre difusao anémala, especificamente a proposicao e solugao
exata de um conjunto de equacoes nao lineares de difusao. Tais equacgoes trazem
nao linearidades, dependéncia espacial no coeficiente de difusao, dependéncia tem-
poral nos coeficientes da equacao, derivadas fracionarias e uma combinacao desses
elementos. Primeiramente, é incorporado um coeficiente de difusao com dependén-

 numa equacdo tipo Fokker-Planck ndo linear em dimensio

cia espacial, D o r~
fractal. Sua solucao é uma gaussiana generalizada que unifica o comportamento
tipo lei de poténcia e exponencial alongada. Também sao incluidos na equacao um
arraste linear e um termo de fonte, sendo que este ultimo pode acentuar o carater
sub(super)difusivo na presenga da nao linearidade. No caso estacionério, a solugao
é tal que maximiza a entropia de Tsallis. Além disso, a combinacao dos indices
que caracterizam nao linearidade e dependéncia espacial pode levar a subdifusao,
superdifusao ou mesmo difusao usual. Por outro lado, ao se considerar uma equacao
nao linear, uma escolha conveniente na dependéncia temporal dos coeficientes tam-
bém conduz a esses processos. Neste caso, equacoes nao lineares com solug¢ao nao
gaussiana podem conduzir a difusao usual, da mesma forma que surgem anomalias
em processos descritos por equagoes lineares e solucao gaussiana. Nessa linha de
generalizacoes, emerge, em um novo contexto, a equacao logaritmica de difusao, que
é unificada com a equagao de difusao anomala correlacionada (equagao de difusao em
meios porosos). Por fim, a introdugdo de uma derivada fracionaria espacial em uma
equacao do tipo Fokker-Planck nao linear com dependéncia espacial no coeficiente
de difusao e um arraste mais geral representa mais um passo na generalizacao dessas
equacoes. Assim, o espectro de possibilidades na descricao de processos difusivos

andmalos ¢ largamente ampliado quando os casos acima sao levados em conta.



Abstract

This work concerns the anomalous diffusion, specifically the proposition and the e-
xact solution of a collection of non-linear diffusion equations. Such equations present
non-linearities, spatial dependence in the diffusion coefficient, temporal dependence
in the equation coefficients, fractional derivatives and a mix of these elements. First
of all, a diffusion coefficient is incorporated with spatial dependence, D oc 77¢,
in a Fokker-Planck non-linear equation in a fractal dimension. Its solution is a ge-
neralized gaussian which unifies the power-law and stretched exponential behaviors.
Furthermore, linear drift and source term are included in the equation, where the
latter enhances the sub(super)diffusive character in the presence of the non-linearity.
In the stationary case, the solution is the one that maximizes the Tsallis entropy. In
addition, the combination of the index that characterizes non-linearity and spatial
dependence may conduct to subdiffusion, superdiffusion or even usual diffusion. On
the other hand, when a non-linear equation is considered, a convenient choice of the
temporal coefficients also conduct to these processes. In this case, non-linear equa-
tions with non-gaussian solutions may conduct to the usual diffusion, analogous as
anomalies arise in processes described by linear equations and gaussian solutions. In
this line of generalizations, in a new context, the logarithmic diffusion equation ap-
pears, which is unified with the correlationed anomalous diffusion equation. Finally,
the introduction of the fractional spatial derivative in a Fokker-Planck non-linear
equation with spatial dependence in the diffusion coefficient and a more general
drift is another step in the generalization of these equations. Thus, when the above
cases are taken into account, the spectrum of possibilities in the description of the

anomalous diffusion processes is enlarged.



Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho é desenvolvido um estudo sobre difusao andémala, especificamente
a investigacao de um conjunto de equagoes de difusao nao lineares e suas respectivas
solugoes. Nesta investigacao sao levadas em conta nao linearidades, dependéncia
espacial no coeficiente de difusao, dependéncia temporal nos coeficientes da equacao,
derivadas fracionarias e uma mistura desses elementos. A difusao andmala é um
tema muito amplo, por isso, vamos situar os topicos desenvolvidos neste trabalho
partindo da difusao usual.

A difusao é um fené6meno muito comum na natureza e, em geral, ocorre quando
um sistema encaminha-se para o estado de equilibrio. Portanto é de importan-
cia fundamental em processos fisicos, quimicos e biologicos. Em um processo de
difusao num conjunto de elementos que se movem - energia, momento linear, ato-
mos, moléculas, produtos quimicos, células, animais, etc. - cada elemento realiza
uma trajetoria "randémica". Como resultado desse movimento individual altamente
irregular, o conjunto se difunde. Num nivel macroscopico, este comportamento co-
letivo, contrastando com o movimento individual microscopico, apresenta grande
regularidade e segue leis dinAmicas bem definidas.

A formulacgao estocéstica destes fendmenos de transporte em termos de um ca-
minho aleatério, bem como a descricao através da equacao de difusao sao dois
conceitos fundamentais na teoria de difusao em geral. Além disso, a dependéncia

linear no crescimento temporal do deslocamento quadréitico médio, (x?(t)) oc t,



ou, de forma equivalente, da variancia (quando (x) # 0), é uma caracteristica do
movimento browniano e, portanto, da difusao usual. Como tal, & uma conseqiiéncia
direta do teorema do limite central e da natureza markoviana do processo estocastico
subjacente [1].

Em contraste, a difusao anoémala, em geral, tem como caracteristica o cresci-
mento nao linear da variancia no decorrer do tempo, ou seja, a difusao sera consid-
erada anomala se houver desvio no comportamento enunciado no parégrafo anterior.
Um marco no estudo da difusao anémala é o tratado de Richardson sobre difusao
turbulenta, de 1926 [2|. J& no contexto da teoria de transportes, esse tipo de di-
fusao tem sido mais largamente estudado desde o final da década de 60. A difusao
anomala tem atraido a atencao de muitos pesquisadores nos tltimos anos e, gragas
a sua universalidade na natureza, é alvo de numerosos estudos tanto tedricos quanto
experimentais. Em particular, ela joga um papel fundamental na anélise de uma
grande classe de sistemas tais como difusdo em plasmas [3], difusao em fluidos tur-
bulentos [4, 5], transporte de fluidos em meios porosos [6], difusdo em fractais |7,
difusdo anomala em superficies liquidas [8] e andlise de histogramas de batidas do
coragao em individuos saudaveis [9], entre outros sistemas fisicos.

Na descricao do comportamento andmalo, o crescimento da variancia pode ser
do tipo lei de poténcia

(Ar)?) ot (1.1)

ou apresentar outro padrao, como o crescimento logaritmico por exemplo. Sob essa
classificacao, quando n > 1, temos um processo superdifusivo, n < 1, um processo
subdifusivo e n = 1 descreve uma difusao normal. Micelas CTAB dissolvidas em
agua salgada [10, 11], dinamica caotica devido a voos e aprisionamento [12, 13|
e difusdo anomala em fluidos girantes bidimensionais [14, 15| sdo exemplos nos
quais aparecem processos superdifusivos. O mesmo comportamento tem sido obser-
vado em movimentos bacterianos [16], em transporte em plasma turbulento [17] e
mesmo no padrao de voo de um albatroz [18], além da referida difusdo turbulenta de
Richardson, entre outros sistemas. O regime subdifusivo se apresenta no transporte

de portadores de carga em semicondutores amorfos [19, 20|, difusometria NMR em
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percolados [21], transporte em geometrias fractais [22, 23|, na dinamica de uma
conta em uma rede polimérica [24, 25|, entre outros exemplos.

Numa difusao anémala, a variancia pode nao ser finita, por exemplo, a do tipo
Lévy, embora apresente um indice bem definido que caracteriza o comportamento
anomalo. Diferentemente desta, a difusao andmala correlacionada pode apresen-
tar um segundo momento finito, por exemplo, a descricao do transporte em meios
porosos. Além disso, o mecanismo que da origem a difusao andémala pode diferir,
dependendo do sistema fisico. Nesse sentido, alguns fatores podem induzir a mani-
festagoes atipicas nos fenomenos de transportes, como nao homogeneidade no meio
onde ocorre a difusao e desordem geométrica, a exemplo da que surge em estrutura

fractal. Esses fatores podem ter dois tipos de efeitos nas propriedades de difusao:

e Podem afetar apenas o valor dos coeficientes de transporte (constante de di-

fusdo, por exemplo) quando comparados com sistemas ordenados.

e Podem alterar de véarias formas as leis do movimento browniano (crescimento

nao linear no tempo do deslocamento quadratico médio é um caso tipico).

E nesse segundo efeito que se localiza a difusdo anomala. Partindo do fato de que
as leis usuais do movimento browniano estao vinculadas ao teorema do limite central
da teoria de probabilidades, a sua forma usual pode falhar quando a difusao anémala
ocorre. Em particular, as manifestacoes anomalas causadas ou por distribuicoes
largas (nas quais podem, inclusive, divergir o primeiro e o segundo momentos), ou
por correlacoes de longo alcance, sao significativas. Esses mecanismos estatisticos
podem estar presentes a priori no problema e conduzidos por alguma razao fisica
subjacente (por exemplo, correlagoes de longo alcance no campo de velocidades de
um fluido turbulento), sendo assim induzidos pela propria dinamica do sistema. Um
exemplo claro advém da difusao anomala do tipo Lévy, que se apoia na validade
do teorema do limite central generalizado, de Lévy-Gnedenko, que tem como forma
estavel as distribui¢oes de Lévy [26].

Cada uma das situacoes apresentadas nos paragrafos anteriores pode ser carac-
terizada por equacgoes de difusao em um contexto termoestatistico, seja ele descrito

pela mecanica estatistica usual ou pela mecanica estatistica nao extensiva. Para
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descrever a difusao do tipo Lévy podemos utilizar uma equacao de difusao com
derivadas fracionarias [27] e suas solugoes sao as distribui¢oes de Lévy. Para a
difusao andmala correlacionada, tem sido aplicada com sucesso uma equacao de
difusdo nao linear do tipo Fokker-Planck [6, 28, 29, 30, 31].

Uma caracteristica interessante da equacao de Fokker-Planck nao linear é que
solugoes estacionarias, e algumas solugoes particulares dependentes do tempo, sao
tais que maximizam a entropia proposta por Tsallis. A conexao entre o formalismo
de Tsallis [32, 33| e esta equagao foi primeiro apontada por Plastino e Plastino
[28]. Os resultados deste trabalho foram ampliados por Tsallis e Bukman [31], os
quais consideraram uma for¢a externa mais geral, bem como uma generalizagao da
equacao. Uma dinamica microscopica fenomenologica dando origem a esse tipo de
equagao é apresentada em [34], bem como equacoes generalizando o caso de difusio
com coeficiente constante em [35]. A termoestatistica generalizada, baseada na
entropia nao extensiva de Tsallis, aparenta ser um ambiente natural tanto para a
difusdo anomala correlacionada como para a difusdo andémala do tipo Lévy [36, 37,
38, 39|. Nesse contexto, a nao linearidade da equacdo de Fokker-Planck associada,
no caso da difusao anomala correlacionada, pode ser conectada ao indice entrépico
q da entropia de Tsallis e as respectivas distribuicoes generalizadas.

Cabe mencionar que caminhadas aleatorias, equacao mestra e equagoes genera-
lizadas de Langevin podem ser relacionadas a difusao anomala correlacionada e de
Lévy. Entretanto, o emprego de equagoes diferenciais parciais a descricao da difusao
andmala proporciona um tratamento mais simples quando temos campos externos
aplicados ao sistema, mantendo, de forma geral, todas as propriedades presentes
nos formalismos acima. Empregaremos neste trabalho, essencialmente, equacoes de
difusao.

E possivel simular o comportamento anémalo da difusdo através de generaliza-
¢oes da equagao de difusao ordinaria. Primeiramente isso pode ser feito introduzindo
uma dependéncia temporal ou espacial apropriada nos coeficientes desta equacao.
Num segundo momento, a introducao de derivadas fracionarias e nao linearidades
conduz & generalizagoes da equacao de difusao e a uma ampla classe de processos

difusivos. Esses procedimentos serao empregados no desenvolvimento deste estudo.
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A estrutura deste trabalho esta distribuida como segue. No capitulo 2 sao a-
presentadas as equacgoes de difusao e de Fokker-Planck usuais, no qual delineamos
os principais pontos que serao generalizados nos capitulos subseqiientes. Sao ap-
resentadas as solugoes para as equacgoes contendo apenas o termo difusivo, bem
como incluindo termo de fonte e de arraste. Neste tltimo caso, é revisto o exemplo
com uma forca harmoénica presente, no conhecido processo de Orstein-Uhlenbeck.
A solucao estacionaria da equacao de Fokker-Planck também é apresentada, es-
pecificamente representada pela distribuicao de Boltzmann. Concluindo o capitulo,
uma conexao entre esta distribuicao e a mecanica estatistica usual de equilibrio é
estabelecida através da maximizacao da entropia de Boltzmann-Gibbs.

No terceiro capitulo é proposta uma equagao de difusao anomala nao linear [40)].
Essa equacgao, ao considerar uma dependéncia espacial no coeficiente de difusao e
uma dimensao fractal, unifica a equacao de difusdo anomala correlacionada (equagio
de difusdo em meios porosos), a equacao de difusdo de Richardson e a equagao de
difusao andmala em fractais de O’Shaughnessy-Procaccia. A solucao é encontrada
interpolando os comportamentos do tipo lei de poténcia e exponencial alongada.
Chega-se, portanto, a uma gaussiana generalizada que exibe comportamentos difu-
sivos peculiares.

O capitulo 4 traz a incorporacao, na equagao proposta no capitulo anterior, de
termos de fonte e de arraste [41]. Contrastando com o tinico tipo de solu¢ao obtida
no capitulo 3, neste capitulo expomos trés classes de solugoes: a dependente do
tempo que envolve forcas externas, a com termo de fonte e a estacionaria. Quando
possivel, as solucoes encontradas sao conectadas & mecanica estatistica nao extensiva
através da maximizagao da entropia de Tsallis.

Uma equagao de Fokker-Planck nao linear N-dimensional com dependéncia tem-
poral nos coeficientes é proposta no quinto capitulo [42]. Uma ampla classe de com-
portamentos difusivos é verificada a partir de escolhas apropriadas na dependéncia
temporal de tais coeficientes. Em geral, comportamentos difusivos anémalos sao
descritos por distribui¢oes nao gaussianas, porém veremos a possibilidade de outros
padroes nesta descricao, quando parametros dependentes do tempo sao introduzi-

dos. Verifica-se, assim, como a dependéncia temporal nos coeficientes conduz a
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comportamentos difusivos anomalos.

No capitulo 6, investiga-se uma equagao logaritmica de difusao, obtendo-se
solugoes andlogas aquelas do capitulo 4. Essa equagao pode ser vista como uma
alternativa para o caso limite em que o expoente que caracteriza a nao lineari-
dade do termo difusivo, na equacao de difusao andmala correlacionada, tende a
zero. Neste caso, as solucoes nao estacionérias apresentadas sao do tipo lorentziana.
Além disso, estabelecemos uma unificagao da equacao logaritmica com a equagao
de difusao anomala correlacionada, gerando um cenério tinico para ambas.

O capitulo 7 apresenta uma equacao de Fokker-Planck nao linear com derivada
fraciondria (espacial), a qual inclui também uma dependéncia espacial no coeficiente
de difusao [43]. As solugoes sao obtidas levando em conta um termo de arraste que,
em certo sentido, amplia o arraste linear apresentado nos capitulos 4 e 5. Também
é feita uma breve exposicao do calculo envolvendo derivadas fracionarias.

Cabe ressaltar que a exposicao deste manuscrito, que é de carater eminente-
mente tedrico, é tal que coloca em perspectiva crescente o grau de generalizagao das

equacoes envolvidas. Apresentamos, por fim, no capitulo 8, as consideracoes finais.

14



Capitulo 2

A difusao usual e a equacao de

Fokker-Planck

A difusao de particulas pode ser estudada considerando-se a trajetoria devido as
forcas externas e as advindas das outras particulas. Numa boa aproximagao, essas
ultimas trazem um efeito aleatorio. Assim, temos equacoes que envolvem grandezas
aleatorias. Tais equacgoes sao, em geral, denominadas equacoes de Langevin. Al-
ternativamente, podemos enfocar o comportamento médio das grandezas relevantes
através do estudo de suas probabilidades. Nesse caso, a equacao que descreve a
evolugao das proprias probabilidades é a equacao de Fokker-Planck. Relacionada a
esta equacao, iniciaremos a apresentacao deste capitulo de revisao com a equacao de
difusao e, posteriormente, investigaremos suas soluc¢oes, incluindo casos com forca
externa e termo de fonte. Obteremos a equacao de Fokker-Planck, também apre-

sentando exemplos com forca externa linear e o caso estacionario.

2.1 A difusao usual

A descri¢ao da difusao envolve um modelo matemético baseado em uma hipotese
fundamental ou "lei". Existem duas escolhas comuns para tal lei [44]. A mais usual,

conhecida como lei de Fick da difusao, utiliza um coeficiente de difusao e é a lei
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que geralmente é citada na descricao da difusdo. A outra escolha, a qual nao
tem um nome formal, envolve um coeficiente de transferéncia de massa. A opcao
pela lei de Fick leva a descrigoes comuns na fisica, fisico-quimica e biologia, e é a
empregada neste trabalho. Por outro lado, a segunda escolha resulta em correlacoes
desenvolvidas explicitamente em engenharia quimica e usadas implicitamente na
cinética quimica e em medicina.

Seja p a densidade do elemento que se difunde e J a densidade de corrente
(quantidade da substancia que atravessa uma unidade de area normal a diregao de
fluxo, por unidade de tempo). Em termos desta grandeza, uma grande parte dos

fenomenos de difusao obedece a seguinte lei linear, a anunciada lei de Fick:
J=-DVp (2.1)

com p = p(r,t), r = (z1, 29, 23) e D sendo o coeficiente de difusdo ou difusividade,
o qual dependera das propriedades do meio. Esse coeficiente pode ser expresso por
uma matriz, no caso geral anisotropico, pois meios anisotropicos tém propriedades de
difusao diferentes em diferentes direcoes. Entretanto iremos considerar aqui apenas
0 caso isotropico (D é um ntimero real positivo). O coeficiente de difusdo indica o
quao rapida a quantidade medida por p difunde-se de regioes de altas concentracoes
para regioes de baixas concentracoes. Por outro lado, o sinal negativo combinado
com o gradiente na lei de Fick diz que a difusao tende a ocorrer da regiao de maior
densidade para a de menor densidade.

Vamos considerar que a substancia difundida nao é nem absorvida nem emitida

pelo meio. Entao a lei de conservagao para esta substancia implica uma equagao de

continuidade
dp
—+V-J=0. 2.2
5 (2.2)
Combinando essas duas equagoes, chegamos a equagao de difusao
dp
— =DV?p. 2.3
5 p (2.3)

Se o sistema estiver sob a acao de uma forca externa, ou arraste, a densidade de

corrente &

J=—-DVp+ uFp, (2.4)
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com g representando a mobilidade. A equacao de difusao com arraste é entao escrita,
como
dp

= DV?p — uV - (Fp). (2.5)

A equacao de difusao também é modificada se for possivel a substancia ser criada

(emitida) ou destruida (absorvida). Neste caso, a equagao de continuidade é
Lyv.3=5 (2.6)

na qual 6 é a densidade da fonte, onde d > 0 e § < 0 estao associados & criagao
e absorcao de substancia, respectivamente. Portanto, a correspondente equacao de

difusao, nao-homogénea, é dada por

dp 2
— =D J. 2.
T Ve + (2.7)

Evidentemente, podemos ter os diversos fenoOmenos ocorrendo simultaneamente,

sendo descritos pela equacgao

B
a—f = DV?p — uV - (Fp) + . (2.8)

2.2 A equacao de Fokker-Planck

Consideremos agora o movimento de uma particula de massa m imersa num
liquido. Neste caso, a solucao completa do sistema macroscopico consistiria na
solugao de todas as equagoes microscopicas do sistema. Como nao podemos, geral-
mente, fazer isso, usamos a descri¢ao estocastica, isto €, descrevemos o sistema por
meio de variaveis macroscopicas, as quais flutuam de forma estocastica. Com uma
boa aproximacao, a particula estd sujeita a uma forga viscosa, que suporemos pro-
porcional a sua velocidade, e a forcas F,(t), de carater aleatorio, devidas ao impacto
da particula com as moléculas do liquido [45]. Vamos levar em conta, também, que
ela esta sujeita a uma forca externa, F'(x). Por simplicidade, enfoquemos um movi-

mento unidimensional ao longo do eixo x. A equacao de movimento é escrita como

dx dz
—=F —n— + F (& 2.
mdtz (.I') ndt + a( ) ? ( 9)
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com 7, uma constante positiva, representando o coeficiente de atrito, uma medida
da interacao da particula com seu meio. Para os casos em que a massa da particula
é desprezivel, essa equacao resulta em

L= @)+, (2.0
na qual f(z) = F(x)/n = pF(z) e ((t) = F,(t)/n. A forga aleatéria possui as

propriedades

@) =0
(CO)¢)) = To—1), (2.11)

isto é, as variaveis ((t) e ((t') sdo independentes para t # t’ e, em média, nu-
las. A equagao (2.10), suplementada pelas propriedades em (2.11), é um exemplo
de equacao de Langevin. Esta é uma equacao diferencial de natureza estocastica
(aleatoria).

Com base na Eq. (2.10) vamos encontrar a densidade de probabilidade p(z,t, x¢)
de que a solugao esteja entre = e x + dx, no instante de tempo ¢, quando x = xy no
instante inicial ¢ = ¢j. Para tal, e com procedimento analogo ao desenvolvido em
|46|, vamos discretizar ¢ em intervalos 7 e denotar por z,, a posi¢ao da particula no

instante t = n7. A equacao de Langevin é entao aproximada por
Tpi1 = T+ 7f(2,) + VTLE, | (2.12)

com &, = \/7/T¢,. Com isso 6(t —t') — /T, de modo que (&,) =0 e (£.&) =
6nn’-
Seja p, = p(z,) a distribui¢ao de probabilidades da variavel x,, e g,(k) a cor-

respondente fun¢ao caracteristica dada por

de forma que
o1 (k) = (€Feret) = (eitlrntrl e tVrTed), (2.14)

Nas integracoes subseqiientes os limites de integracao serao omitidos.
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Como x, e &, sao independentes, podemos escrever
g1 (k) = (el tmd ol (ehrTen) (2.15)

A partir desse resultado, vamos obter a expansao de g, 1+1(k) em 7, mantendo apenas

termos de primeira ordem. Para tal, aplicamos

<e’ik’xneik7'f(xn)> ~ <elkx”> _|_ 2]{7'<elk:xnf($n)> (216)

1
Yy =1-— ik%r. (2.17)

Tais resultados conduzem a

e (0) ~ gu(l) + 7 (I 0)) - T 0)) . a9

Por outro lado, temos que
ik{e™™ f(xy)) =ik | €™ f(ay)pnde, = — [ € "% [f(xn)pn) dz,,  (2.19)
sendo que realizamos uma integracao por partes e consideramos as condicoes de
contorno naturais p,(£oo) = 0. De maneira anéloga, obtemos, apos uma dupla
integragao por partes,
2 12 ik ik 4 Pn
—k*gn (k) = (ik)* [ e pydx, = [ e nd_de" , (2.20)
x

n

e a expressao (2.18) é reescrita como

/€ka"+1pn+1dl’n+1 - /ekanpndxn = - T/ezkxn% [f(xn)pn] dl’n
Tl ikxy den
ou, ainda,
ke | Pntl —Pn | d B Eden B

Isto implica
Pn+1 — Pn _ £d2pn _ i
T 2 dx?2  dx

[f (zn)pn] - (2.23)
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Tomando o limite 7 — 0 e reescrevendo p, como p(z,t) e f(x,) como f(z,t), somos

conduzidos a

Op(z,t) T Pp(a,t) 0

o 2 o ag@tel@ )], (2.24)
ou, de forma geral, com D =T/2,
dp )
ot = PVip—uv - (Fp). (2.25)

Esta equacao é denominada equacao de Fokker-Planck (EFP) e é a equagao de
evolucao temporal da densidade de probabilidades p(z,t). Note-se que esta equagao
tem a mesma estrutura da equacgao de difusao. Devido a essa semelhanca, tomare-
mos a liberdade de empregar em varios contextos as denominacoes equacao de
Fokker-Planck e equacao de difusao indistintamente. Enfatizamos, além disso, que
a resolucao da EFP leva a fun¢oes distribuicao, a partir das quais qualquer média
de variaveis macroscopicas pode ser encontrada por integracao. Esta equacao nao
apenas descreve propriedades estacionarias, mas também a dinamica dos sistemas,

se a solucao dependente do tempo apropriada é usada.

2.3 Solucgao da equagao de difusao (Fokker-Planck)

A solucao da equacao de difusao pode ser efetuada através de procedimentos
usuais utilizados na resolugao de equagoes diferenciais parciais. Em particular, um
procedimento possivel seria considerar a prior: alguma classe de solucoes factiveis.
Poderiamos, neste caso, propor um tipo de solucao, ou ansatz, e, substituindo-o na
equagao, obter a sua forma exata para que se verificasse a solugao. Empregaremos
sistematicamente este método em capitulos posteriores. Entretanto, com o objetivo
de motivar a escolha do ansatz, iniciaremos a busca de solu¢oes empregando outros
métodos. Como ilustracao, apresentaremos difusao sem termo de fonte e sem forca
externa, com fonte proporcional & densidade e com forca linear. Estes exemplos

serao generalizados em outros capitulos.
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2.3.1 Solucao usual

A solugao da equagao de difusao (2.3) pode ser levada a efeito através da trans-

formada de Fourier,
ok, t) = / p(r,t)e™ d r, (2.26)

sendo os limites de integracao —oo e oo para cada integral. Por sua vez, usando a

Eq. (2.3), notamos que
dp(k, 1)
dt

com k? = k? + k3 + ... + k3. Temos assim,

= —DE*p(k,t) , (2.27)

pk,t) = p(k, 0)e P (2.28)
e, pela transformada inversa,
—ik.r de _

p(r,1) = / e = / G — v, t) f(')dNY. (2.29)

Aqui, f(r) = p(r,0) é a condicao inicial e

G(r' —r,t) = [ e PIHt™n) Tk 1 — e —? (2.30)
B orN ~ (4rDtyN2© -

é a funcao de Green da equacao de difusao.

Vamos considerar uma solugao tipo fonte puntual, ou seja, f(r) = pod(r—r'), que
representa toda a substancia concentrada em r’ no instante inicial. Entao, p(r,t)
assume a forma da funcao de Green:

Po - |r—r'|2
p(r,t) = W@ 4Dt| | . (231)

Igualmente interessante é supor uma condicao inicial do tipo gaussiana, isto é,

e |72 . ~
f(r) = phe=F1" Isso nos conduz a solugio

96 a 12
N = S S, 2.32
plr.t) (1 + 4aDt)N/2 P TaaDt r=r (2:32)

que fornece também uma solu¢ao gaussiana com o tempo transladado, pois o/(1 +

daDt) = 1/[4D(t + to)] com to = 1/(4Da).
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2.3.2 Solucao usando ansatz

Como ilustragao para o procedimento de encontrar uma solucao via ansatz,
vamos propor para a Eq. (2.3) uma solugdo gaussiana genérica, ou seja,
e~ BM)r?

70 (2.33)

p(r,t) =

Aqui, sem perda de generalidade e para simplificar a notacao, consideramos r’ = 0.

O ansatz (2.33), quando substituido na equacao da difusdo, leva as equagoes

apt) _ 2
1 dz(t)
T~ DN, (2:34)
cujas solugoes podem ser escritas como
_ L _ uN/2
B(t) = 1Dt Z(t) = Ct= (2.35)

ao tomarmos como condigao inicial p(r,0) o 6(r). Usando a condi¢do de norma-
lizagdo [ p(r,t)d™r = py, obtemos C = (4wd)N/?/py. Substituindo estes valores em
(2.33), reobtemos (2.31). Analogamente, se fosse substituido t por t + ¢y em (2.35)
chegarfamos a solugao (2.32).

E possivel calcular agora, por exemplo, o deslocamento quadratico médio, co-
mumente empregado para classificar o tipo de difusao,

(rf?) = f}rLéEZSQJgr L —9NDt. (2.36)

Essa dependéncia linear do deslocamento quadratico médio com o tempo, e

portanto, da variancia, é a marca registrada da difusao usual ou normal. Desvios
deste comportamento indicam a presenca de difusao anémala, como estudaremos ao

longo deste trabalho.

2.3.3 Solucao da equacao de difusao com termo de fonte

Vamos tratar agora da solugao da equacao de difusdo com um termo de fonte 9,

um sorvedouro, por exemplo, assumindo que este termo seja proporcional a densi-
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dade. Nesse caso, teriamos § = —a(t)p(r,t), se a(t) > 0 e, conseqiientemente,

dp

o = DV?p — a(t)p. (2.37)

Se ignorassemos o termo difusivo, a Eq. (2.37) seria escrita como

P ot (2.38)

com solugao p = pyexp[— fo a(t')dt']. Esse resultado sugere, para a solugdo da

equacao com termo de fonte, a forma
plr,t) = e oo 5y 4y (2.39)

que, substituida na Eq. (2.37), conduz a

dp _

Fr DV?p. (2.40)

A solucao desta equacao ja foi verificada anteriormente, portanto,

Lo o ’ r|2
p(r,t) = We fo (t dte 4Dt| | R (241)

se empregarmos a solugao (2.31) para p, com a condicao inicial p(7,0) = pod (7).

2.3.4 Solucao com termo de arraste linear

Em um exemplo muito conhecido, denominado processo de Ornstein-Uhlenbeck
|47|, as particulas estdo sujeitas a um potencial harménico, implicando um termo
de arraste linear F = —vr, com 7 constante. Em uma dimensao, a equacao de

Fokker-Planck correspondente é

op 0 0?p
— = D— 2.42
5 = 19, @P) + Dosy. (2.42)
Aqui, empregaremos uma condicao inicial concentrada num ponto, ou seja,
p(x,0) = d(z — xp). (2.43)

Em contraste com o exemplo anterior, usamos xy # 0 para frisar que neste caso as

diversas posi¢coes nao sao equivalentes. Além disso, usamos pg = 1.
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A solucao da Eq. (2.42) é encontrada mais facilmente se for realizada uma

transformada de Fourier com respeito a x [45], isto é,

1 o
p(a,t) = = / e~ 50, 1)l |

21 J_

com
pit) = [ pla )i,

Para a transformada é obtida, entao, a equagao
dp
ot

(2.44)

(2.45)

(2.46)

onde ocorrem apenas derivadas de primeira ordem. A condicao inicial para a trans-

formada de Fourier, tendo em vista (2.43), é
p(k,0) = etk@o,

Para resolver a Eq. (2.46) vamos introduzir a fungao

p(k,t) = exp [Z an(t)kn] )

a qual, substituida em (2.46), conduz a

[e'e) d .
Z k" (i + ’ynan> + DE* = 0.
— dt

Para n = 1, temos a equacao

com solugao

Para n = 2, a correspondente equacao é dada por

dCLQ
— 2 D=0
dt + vZas +
e apresenta como soluc¢ao
_ _2 —27t —27t
as(t) = 2 (1—e") + as(0)e

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)



As equagoes diferenciais para n > 3 tém a forma

day,
% +9na, =0 com ay,(t) = a,(0)e """, (2.52)
Comparando (2.47) com (2.48), verificamos que a1(0) = izg e a,(0) = 0 para
n > 2. Entao,

pk, ) = emrOktazOk (2.53)

e, realizando a transformada inversa (2.44), constatamos que

o (x — zoe )2
l) = D e Y 2.54
pla.1) \/2@(1 —e2t) P { T9D(1 — ) (2:54)
Vamos supor agora que nosso processo tem como condi¢ao inicial
1 (x — 20)?
0) = —_ 2.55
p(x,0) — exp [ S ; (2.55)

de maneira que, no limite « — 0, temos p(x,0) = 0(x — o). Por sua vez, esta

condicao inicial tem como transformada de Fourier
p(k,0) = e~ (k) Atikzo, (2.56)

Portanto, ao compararmos essa tltima expressao com (2.48), verificamos que a1(0) =
iro,a2(0) = —a/4 e a,(0) = 0 para n > 3. Finalmente, efetuando (2.44), obtemos
y (x — wge™)?
plat) = \/W[QD — (2D — ary)e=21] R DY, (2D — ay)e=2t

(2.57)

2.3.5 Solucao com termo de arraste linear utilizando ansatz

Analogamente ao procedimento empregado para a equagao de difusao sem forca
externa, podemos propor uma forma de solugdo para a equagdo (2.42). Isto &,

escolheremos nosso ansatz como
e~ Bt (z—zc(t))?

t) = ———— 2.
p(z,1) 70 (2.58)
o qual, substituido em (2.42), conduz as equagoes
d
d—f = 203y — 4D (2.59)
dg [ dx. 9
Ly 2% _ gy 4D 2.
i +:cc o By 5 (2.60)
dg dx 1dZ
e+ 2BT—e + —=— = —y+2DB— 4Dz . 2.61
gy T2 T v+ 2DF — dDeep (2.61)
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De (2.59) e (2.60) temos

1 dz.
T, dt

= —7 e z.(t) = moe . (2.62)
A solucao da Eq. (2.59) é dada por

v

1) = ———— 2.

com C = (v —2Df)/fo, quando a condigao inicial for 5(0) = Gy, e C' = —2D para

a condicao inicial localizada. Além disso, a substitui¢ao de (2.60) em (2.61) implica
1d7

— 2 = 442D

cuja solugao, com Z(0) = Zy e $(0) = [y, pode ser escrita como

Z(t) = ZO\/ 2D/ — <2Df b= y)e™ (2.64)

2.4 Estado estacionario

Diferentemente das solucoes dependentes do tempo, para as quais levamos em
conta forcas especificas, vamos verificar de que maneira pode ser obtida a solucao
estacionaria da equacao de Fokker-Planck (2.25), no caso em que a for¢a nao depende
explicitamente do tempo e advém de uma energia potencial [46]. Com esse objetivo,

€SCrevernos essa equagéo Ccomo

Ip(r,t)
5 -V - J(r,1), (2.65)
com J(r,t) dada por
J(r,t) = uF(r)p(r,t) — DVp(r,t). (2.66)

Na forma (2.65), a equagao de Fokker-Planck é uma equagao de continuidade, sendo
J(r,t) a densidade de corrente de probabilidade e p(r,t) a densidade de probabili-

dade, que deve estar normalizada em qualquer instante, isto é,

/p(r,t)dNr =1 (2.67)
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Além disso, trataremos aqui somente do caso em que a corrente de probabilidade,
num contorno de uma dada regiao, se anula para qualquer instante ¢. No caso
unidimensional, isto conduz a J(a,t) = J(b,t) = 0, com a e b caracterizando o
contorno do intervalo.

No regime estacionario, a densidade de probabilidade é independente de ¢, de
modo que a corrente de probabilidade também serd independente de ¢, tendo em
vista a Eq. (2.66). No caso unidimensional, a corrente de probabilidade sera também
independente de x, pois o lado esquerdo da Eq. (2.65) se anula. Mas, como ela é
nula nos extremos do intervalo, ela também deve ser nula em todo o intervalo. Assim

como no caso unidimensional, usaremos a distribui¢ao estacionaria p(r) satisfazendo

a equacao
pE(r)p(r) = DVp(r) =0, (2.68)
da qual
Vinp(r) = %F(r) (2.69)
Denotando por V (r) o potencial correspondente a for¢a F(r), isto ¢, F(r) = —=VV(r),
temos
In p(r) = —%V(r) +B (2.70)
e, portanto,
p(r) = Ae=B5V®) (2.71)

sendo A = exp(B) uma constante de normalizagao.

2.5 Equilibrio

Segundo a termoestatistica, em qualquer estado final de equilibrio termodinamico
a entropia deve ser maxima. Esse postulado de maximizacao esta intimamente lig-
ado a uma questao fundamental: a estabilidade térmica da matéria. Matemati-
camente, tal postulado conduz a um principio variacional que da origem a varios
desdobramentos. Em particular, as probabilidades relativas aos diversos estados de

um sistema sao tais que maximizam sua entropia.
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Nesse contexto, a entropia de Boltzmann-Gibbs,

w
S=—ks Y pilnp;, (2.72)
=1

ocupa um papel fundamental na mecanica estatistica (usual), sendo {p;} as proba-
bilidades associadas aos W estados acessiveis ao sistema e kg a constante de Boltz-
mann. Passemos a maximizagao de S(p;) em relagao ao conjunto {p;}, respeitando

os vinculos
w 1474
i=1 =1

onde ¢; é o valor particular da energia correspondente ao i-ésimo estado acessivel e
U a energia média.
Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange, construimos a funcao

auxiliar,

w w w
O(p;) = —ks Zpi Inp; + A (1 — sz> + 0 (U — Z epi> , (2.74)
i=1 i=1 ;

e a extremizamos em relacao a p;. Com esse procedimento,

aq)(])i)
8pj

=—(lnp; +1+ X+ F¢) =0,

que, por sua vez, implica a distribuicao de Boltzmann

e_ﬁei
Z Y

Pi = (2.75)

na qual § = 1/kgT, sendo T a temperatura e Z = 3., exp(—f¢;) a funcio de
particao do sistema.

Seja agora um conjunto de s particulas de massa m, imersas num meio, suficien-
temente distantes umas das outras e evoluindo segundo a dinamica classica. Nesse
caso, a energia do conjunto é, com boa aproximagao, H = Y., [p7/(2m) + V (r;)],
sendo V(r;) a energia potencial relacionada com a forga externa sobre a particula.
Assim, a distribuigao de probabilidade para a posicdo de uma particula, p(r), é

encontrada integrando-se nos momentos e s — 1 vetores posicao, ou seja,
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p(r) e TV (2.76)

Sendo a difusao uma forma de transporte e, portanto, inerentemente um pro-
cesso fora do equilibrio, espera-se que para tempos suficientemente longos o sis-
tema atinja um estado de equilibrio termodinamico com o meio. Nesse estado, as
particulas que se difundem e 0 meio mantém uma troca balanceada de momentum e
energia, sustentando o movimento irregular das particulas. Quando esta situacao é
atingida, deve existir uma conexao entre os parametros que caracterizam o equilibrio
termodinamico e a dinamica das particulas. Pelo exposto, vemos que os resultados
(2.71) e (2.76) devem corresponder a mesma situagao fisica, isto é, a distribuicao
de probabilidade estacionaria (2.71) deve coincidir com a de Boltzmann (2.76). Isso
ocorre somente se a igualdade D = pkgT for satisfeita, relacao essa estabelecida

por Einstein.
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Capitulo 3

Uma equacao nao linear para difusao

anomala

Para sistemas que apresentam difusao andmala, esta é geralmente associada a
distribuicoes espago-temporais nao gaussianas, por exemplo, lei de poténcia ou ex-
ponencial alongada. Nesta estrutura, é possivel incorporar, de uma forma unificada,
esses dois comportamentos, o que nos permite descrever uma extensa classe de pro-
cessos difusivos. O presente capitulo é dedicado a encontrar tal descricao unificada
|40], e nossa investigacao se concentra justamente numa difusdo andomala correla-
cionada. Tal difusao é regida por uma equagao nao linear com uma dependéncia
espacial no coeficiente de difusdao. Além disso, esta equagao permite investigar si-

tuagoes que envolvem dimensdes espaciais ndo inteiras (fractais).

3.1 A equacao de difusao anémala correlacionada

Distribuicoes tipo lei de poténcia ou exponencial alongada surgem naturalmente
como solugoes de generalizagoes da equagao de difusdo (2.3) N-dimensional. A
equacao nao linear

dp

Fri DV?p¥ (3.1)
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é exatamente uma destas generalizacoes, onde v é um parametro real. Também
conhecida como equagao de difusdo em meios porosos [48], esta equagao tem sido
empregada para modelar difusdo em meios porosos [6], em plasmas [3] e em dispersao
espacial de populagoes biologicas [49]. Além disso, essa equagao admite outras im-
portantes aplicacoes fisicas tais como percolacao de gases através de meios porosos
(v > 2) [50], filmes liquidos finos espalhando-se sob gravidade (v = 4) [51], alguns
fenomenos de auto-organizagao [52|, entre outras (veja Ref. [31] e referéncias inclui-
das). De um ponto de vista formal, citamos ainda a conexao com a termoestatistica
nao extensiva de Tsallis |28, 31, 34, 35|.

Para ilustrar como a Eq. (3.1) pode ser obtida, consideremos brevemente um gés
ideal fluindo isentropicamente em um meio poroso homogéneo. Como bem colocado
em [48], o fluxo é governado pelas leis:

- Equagao de estado:

p=pop”, (3.2)
onde p = p(r,t) é a pressao, p = p(r,t) é a densidade, a € [1,00) e py € RT sdo
constantes.

- Conservacao da massa em meios porosos:

dp
— 4+ V- =0 3.3
g +V-(pv) =0, (3.3)
onde v = v(r,t) é o vetor velocidade e n € R & a porosidade do meio.
- Lei de Darcy:

ov=—kVp, (3.4)

onde o € T & a viscosidade do gés e k € RT é a permeabilidade do meio.

Eliminando p e v das equacoes acima, encontramos

aﬁ o 2 ~m
=V (3.5)

comm = 1+4+a > 2. A quantidade p representa uma densidade escalada e, portanto,

é natural assumir que p > 0.
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3.2 Difusao turbulenta: a equacao de Richardson

Outro importante tipo de difusao andémala, em um espago tridimensional , esta
relacionado a difusao turbulenta na atmosfera. Uma contribuicao pioneira para
entender este fenémeno ¢é o ja mencionado trabalho de Richardson [2]|. Ele afirmou
a necessidade de se considerar uma difusao relativa, ou seja, o afastamento relativo
de duas particulas colocadas inicialmente proximas, ao invés de difusao de particula
tnica. Além disso, compilando um grande conjunto de dados experimentais, notou
que a difusividade relativa de duas particulas cresce com a distancia interparticulas.
Denotando a distancia interparticula por r, Richardson sugeriu que a difusao relativa
poderia ser descrita pela equacao de difusao generalizada

% =V (KVp), (3.6)
p representando a probabilidade de que um par de particulas que foram soltas ini-
cialmente juntas, na origem de um sistema de coordenadas, tenham uma separacao
interparticulas 7 = |r| no instante t. Aqui, K oc 7%/3 é a lei indicada por Richard-
son, a qual foi modificada por Hentshel e Procaccia, sob o argumento de que a

difusividade é afetada pela natureza fractal da turbuléncia |53, 54|.

3.3 A difusao em fractais

Seja, em um caso mais geral, a Eq. (3.6) em um espaco d-dimensional com K o

(d—l)grd—l—ﬂg
or

r=Y, onde § é um parametro real. Entdo, V-(KV) é proporcional a r~ e

+A/r*% (A ¢ um operador, dependendo das varidveis angulares) e, conseqiiente-

mente,

0 4rpd
8'rr or

é a parte radial a ser considerada no estudo de solug¢oes com simetria esférica da

A =p@b (3.7)

Eq. (3.6). Dada a forma do operador A, nao existem restricoes quanto aos pos-
siveis valores que d pode assumir. Dessa forma, d pode ser interpretada como uma

dimensao fractal embebida em um espaco N-dimensional. Neste contexto, obtemos
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a equacao de O’Shaughnessy-Procaccia,
— = DAp, (3.8)

a qual tem sido usada para estudar difusao em fractais [55, 56].

Para esclarecer a razao do uso da Eq. (3.8) na investiga¢ao de difusdo em fractais
apresentaremos sucintamente a obtencao dessa equacao, tomando como base as
referéncias [55, 56|. Neste sentido, seja m(r,t)dr a probabilidade de encontrar uma
particula se difundindo entre as camadas esféricas de raio r e r + dr de um objeto

fractal. A conservacao de probabilidade implica

om(r,t)  0J(r,t)

= 3.9
ot or (39)
Aqui J(r,t) é a corrente radial liquida através da camada.
Definimos a densidade de probabilidade por sitio, p(r,t), como
m(r,t)
t) = 3.10
p(r7 ) N(T) Y ( )

sendo N(r) o numero de sitios pertencentes ao fractal na camada de raio r, por

unidade de comprimento. Além disso, temos para a corrente de probabilidade

Op(r,t)
J(r,t) = 3.11
(1) = () L (311)
com o(r) representando uma condutividade. Definimos também a condutividade
por sitio:
a(r)
K(r) = . 12
"= %0 (312

Note-se que a probabilidade de encontrar a particula, como funcao de » num instante
t em um substrato fractal, pode ser uma funcao altamente irregular. Identificamos,
entao, o perfil da densidade p(r,t) com um envelope suave desta fungao e, portanto,
trabalharemos aqui sempre com func¢oes suaves.

Na Eq. (3.12), N(r) é determinado impondo que o niimero de sitios de uma bola
d’l, sendo ag uma constante.

Substituindo este resultado, (3.10), (3.11) e (3.12) em (3.9) obtemos
1
9 _ 0 {K(r)rd_lap}

de raio L seja igual a L. Tsso significa que N(r) = agr
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Uma possibilidade para calcular K(r) é explorar a equivaléncia do problema
de condutividade elétrica estacionéaria e o problema de difusao estacionaria. Com
este proposito, considera-se um potencial ¢ fixo na origem e um potencial nulo na
camada r. A resisténcia total ¢ R(r) = ¢/J. Assumindo que R(r) escala como
R(r) ~ r®, entao a condutividade na camada r & o(r) ~ (OR/0r)™' ~ r’=, Assim,
K(r) ~rt=do(r) ~ r*=2=4 ou K(r) = Kr=% com § = d+ o — 2. Nessa perspectiva,
o indice 0 reflete a anomalia na condutividade, a qual deriva da maneira anémala

como sao combinados os condutores para formar uma rede fractal.

3.4 A equacao de difusao andmala generalizada

Com o objetivo de ampliar a discussao com respeito a difusao anomala, vamos
propor uma equacao que apresenta simultaneamente a dependéncia espacial na di-
fusividade e a nao linearidade no termo difusivo. Essa perspectiva unificadora da
origem a novos comportamentos, os quais serao descritos por uma solucao exata
que interpola uma lei de poténcia com uma exponencial alongada. Neste sentido,
vamos aqui propor a equagao

0
P (KVp), (3.14)
ot

como uma unificagdo das Egs. (3.1) e (3.6). De fato, a Eq. (3.14) reduz-se a uma
difusdo anémala correlacionada (3.1) se K = D, e a equacao de Richardson (3.6)
se v=1e K o< r*3. Além disso, podemos avancar mais em nossa generalizacio se

centrarmos nossa atencao na equacao radial

dp ~
— = DAp” 1

na qual empregamos K oc 7%, O uso dessa equacgdo, ao invés da Eq. (3.14), permite-
nos analisar casos com d nao inteiro e, a exemplo da equacao de O’Shaughnessy-
Procaccia, relacionar d com uma dimensao fractal. Neste sentido, na discussao que
segue, iremos considerar d como um parametro real nao negativo, sendo a Eq. (3.15)

a equagao que norteia este capitulo [40].
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3.5 Solucgao unificando lei de poténcia e exponencial
alongada

Da mesma forma como foi utilizado um ansatz na solucao da equacao de difusao
usual, no capitulo 2, empregaremos tal procedimento para obter uma solucao exata

para a Eq. (3.15).

3.5.1 Em busca do ansatz

Visando motivar tal ansatz lembremos as correspondentes solucoes tipo fonte
para a equacao de difusao usual (2.3), a equagao para meios porosos (3.1) e a equagao
de O’Shaughnessy-Procaccia (3.8). Retornemos, inicialmente, a Eq. (2.3), em que,
numa primeira aproximacgao, poderiamos desconsiderar a dependéncia espacial e
escrevé-la como

& _
dt

onde substituimos V?p por —ap. Sua solucio é

—ap (3.16)

pt) =po e, (3.17)

se p(0) = po. Vimos, porém, no capitulo 2, que a solugao de (2.3) é da forma

p(r,t) = Ztt) e PO (3.18)

O que gostariamos de ressaltar neste momento é a presenca da exponencial como
ponto em comum entre as solucoes (3.17) e (3.18).

De modo andlogo, a equacdo (3.1) pode grosseiramente ser aproximada por
dp

g 1
o P (3.19)

cuja solucao é
pt) = poll — (1 = q)p§ ' A/ (320)

com p(0) = po. Aqui, e nas discussoes subseqiientes, deve-se supor que [1 — (1 —

q)z]"/=9 & nulo, se 1 — (1 — ¢)z < 0. Isto evita que [I — (1 — ¢)z]"/*~9 possa
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assumir valores imaginarios quando se considera ¢ genérico. Além disso, destacamos
que [1 — (1 — ¢q)z]"/(=9 ¢ uma generalizacio da exponencial, pois no limite ¢ — 1
recaimos na exponencial usual exp(—z).

Uma comparacao entre as equagoes (3.17) e (3.20) sugere que a solugao para a
Eq. (3.1) deve ser tal que

1

[1=(1—q) Bi(t)r*] ™, (3.21)

p(T, t) = A (t)

pois essa é a analoga de (3.18), com a exponencial substituida pela sua generalizagao.
De fato, essa é a solugdo para a Eq. (3.1) [28, 31, 34, 35|, na qual ¢ = 2 — v,
71 (t) oc t4/2+d0=a) ¢ 3, (t) o t~2/12+41=9)] Neste ponto, ressaltamos alguns aspectos
vinculados a solugao (3.21). A depender do valor de g, verifica-se a forma curta ou
longa da cauda da Eq. (3.21), quando comparada com a difusao usual (limite
g — 1). Quando ¢ < 1, temos p(r,t) = 0 para 1 — (1 — q)B:(t)r* < 0, dando
o comportamento de cauda curta para p(r,t). Por outro lado, quando ¢ > 1, o
comportamento assintotico tipo lei de poténcia para a solucdo (3.21), r—2/(a=1),
mostra que p(r,t) é uma fun¢ao de cauda longa. Esse comportamento da cauda
curta ou longa para p(r, t) reflete-se diretamente no deslocamento quadratico médio,
conduzindo a (r?) oc ¢¥/+d1-a] Novamente, comparada com a difusio usual, ¢ = 1,
temos uma superdifusao (subdifusao) para ¢ > 1(¢ < 1).

Seguindo as motivagoes apresentadas para as solucoes das equagoes (2.3) e (3.1),

aproximaremos a equacao (3.8) por

dp ’

— = —ar’p, 3.22

7 p (3.22)
considerando 7Y constante. A solucio é a exponencial § = pgexp[—atr’]. Dai,
analogamente aos casos anteriores, a solugao fundamental da Eq. (3.8) deve ser da

forma

1 — r
,O(T, t) = m@ Ba(t) 6+2. (323)

Realmente, este ansatz substituido em (3.8) leva a Zy(t) oc t9/(0+2) e By(t) oc t71,
apresentando um comportamento de cauda curta (longa) para 6 > 0 (6 < 0) [55, 56].

Por outro lado, o comportamento para o deslocamento quadrético médio é (r?) o
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t2/+2) " Logo, para § > 0 (f < 0) temos um regime subdifusivo (superdifusivo).
Identificamos, desta maneira, 6 como o expoente da difusao anémala e K(r) =
Kor~? como uma lei escalante.

Note-se que as Eqgs. (3.18), (3.21) e (3.23) podem ser interpoladas se empregar-
mos uma funcdo gaussiana generalizada, isto ¢, Gy (z) = [1 — (1 — ¢)|z|*] i),
Com essa perspectiva, nosso ansatz para resolver a Eq. (3.15) é
1 AT
plrt) = 5 1= 1= 8077 (3.24)

se 1 — (1 —¢q)B(t)r* > 0 ou p(r,t) = 0 se a desigualdade for invertida. As funcoes
B(t) e Z(t) devem ser determinadas, sendo ¢ e A parametros reais. Na figura (3.1),
é ilustrado o comportamento da fun¢ao G(g, A) para A = 2, a g-gaussiana, e valores

tipicos de gq.

1.0+

0.8

0.6

0.4 4

g-gaussiana

0.2 1

0.0 r

Figura 3.1: A fungao gaussiana generalizada para valores tipicos de ¢. Em ¢ = 1 temos

a gaussiana usual e ¢ = 2 recai na lorentziana.
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3.5.2 Uma solucao exata

Substituindo o ansatz (3.24) na Eq. (3.15), verificamos que ((t) e Z(t), com

A=2+0eqg=2—v, obedecem as equacoes

dfi_@ — D2 - dB(1)[Z(t))
%ﬂ = DX QB@PZ(E)1
de onde obtemos
1d3  —-\1dZ
Gat T dZd

Isso significa que a relacao SZM4 = ﬁoZa\/d é independente do tempo.

As equagoes (3.25) podem ser desacopladas e expressas como

o = DAz-gamz
R S LR [ 1) AL

As solucoes sao
B(t) = Bo[l + At]—/\/[/\+d(1—q)}

Z(t) = Zo[1 + Af)Y/PHa0=0],

com

A= D2 —q)[\+d(1 —q)]BuZd ",

Bo = B(0) e Zo = Z(0).

3.5.3 O deslocamento quadratico médio

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

A partir da solugdo (3.24), o valor médio para uma fungao genérica f(r) pode

ser calculado. Em particular, o valor médio para 7 é dado por

S p(r )i dr
S plr )ity

(r") — G,
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com
T2 +$41)

o F(%l) (1_q)a/Ap(an+d+ﬁ+l) g<1 )
T N —— :
A ; q>1.

@D P -D)

Observe que a existéncia de (r?) impoe restri¢oes sobre os parametros : A+d(1—q) >

o(g—1) e A > 0(0 > —2). Mais ainda, a restricdio ¢ < 2 (v > 0) é necessaria

para p(r,t) ser real, e pode ser verificada a partir das equagoes (3.27), (3.28) e

(3.29) quando ¢ é longo. No que segue, assumimos que os parametros obedecem as
restricoes acima.

Um caso particular importante de (r°) é o deslocamento quadratico médio, (r?),

pois tal valor médio é comumente empregado para classificar processos de difusao.

Tomando-se o = 2 nas Egs. (3.30) e (3.31), temos
(r?) = Cy 8y 1 + Af)/P+d0-a), (3.32)

Como conseqiiéncia, (r?) ~ ¢2/2H0+d=11 para ¢ suficientemente longo. E facil
verificar que 6 = d(1 — v) descreve uma difusdo normal ({r?) o t), mesmo quando
6 # 0 e v # 1. De fato, existe uma competicao entre 6 e v, de tal forma que o
regime de difusao anémala induzido por 6 # 0 é compensado por um conveniente
com v # 1. Além disso, essa competicao leva a um processo subdifusivo quando
6 > d(1—v) e a um superdifusivo quando 6 < d(1—v). Essa classificagao ¢ ilustrada
na Fig. (3.2) para d = 3.

No que segue, discutimos uma conseqiiéncia da classificacao acima na forma de
p. A partir da solucao (3.21), para meios porosos, e da solugao (3.23), para difusiao
em fractais, podemos ver que o regime superdifusivo (subdifusivo) é associado a
longa (curta) cauda de p(r,t), quando comparado com a gaussiana usual. Porém,
esta conexao nao é valida em geral para nossa solucao. Para ilustrar a relacao entre
regime de difusao e comportamento da cauda de p(r,t), consideremos a Fig. (3.3).
Nesta figura, representamos p(r,t) dado por Eq. (3.24) versus r para alguns valores
de 0 e v, sujeitos a restricao # = d(1 — v) (a linha de difusdo ‘normal’ indicada
na Fig. (3.2)). Neste caso, observamos comportamentos de cauda curta e longa,

quando comparados com a gaussiana.
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0 . . . .
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Figura 3.2: O diagrama indica o regime difusivo relacionado as Eqs. (3.15) e (3.24) em
termos de seus parametros adimensionais 6 e v para d = 3. Usando (r?) oc ¢¥/[0+2+d=1)]
classificamos os regimes subdifusivo (6 > (1 — v)d), normal (6 = (1 — v)d) e superdifusivo
(6 < (1 —v)d). A regido assinalada a esquerda refere-se a valores de parametros onde (r?)

diverge.

Um ponto de vista alternativo para verificar o quanto a solucao desvia-se da
solugao usual é analisar o decaimento de p(0,¢). Em outras palavras, a forma como
a solugao decresce em seu ponto central informa seu desvio da difusao normal. No
nosso caso, as Bqs. (3.24), (3.27) e (3.28) fornecem p(0,t) ~ t~¢/FH0+d=1] pary
t >> 1/A, em contraste com p(0,t) ~ t=4/?2

v=1).

, verificada na difusdo usual (# =0 e

E digno de nota também que a Eq. (3.24) recupera a solucio gaussiana tempo-
ralmente transladada (2.32):

2

Fo e~ Tl (3.33)

4rD(to + £)] /2

plrt) =1
De fato, as Egs. (3.27) e (3.28) podem ser respectivamente escritas como

B(t) = A(to + )~ Pt (3.34)
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/N ‘
- \\
Gaussiana™
0001 e N —— 0=-06,v=12
. RS, - - 0=0, y=1
------ 6=0.6,v=0.8
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Figura 3.3: Considerando a difusdo normal, § = (1 — v)d, a forma de p(r,t) ilustrada em
trés casos: cauda curta(d = —0.6 e v = 1.2), gaussiana (# = 0 e v = 1) e cauda longa
(0 = 0.6 e v = 0.8). Grafico inserido: detalhe do comportamento da cauda nos trés casos
acima. A constante de normalizacdo pg € considerada adimensional; entao, p ¢ dada em

9+2_d(1_”)t_1, com r e t sendo medidos em unidades

unidades de r=¢ e D em unidades de 7
de distancia e tempo, respectivamente. E usado p(r,t) na forma (3.24) com S(t), Z(t) e
po dados em (3.34), (3.35) e (3.36). Neste exemplo, adota-se d =3, D =1,pp=1,t=0

e typ = b.

Z(t) = B(to + t)¥/Pra-al, (3.35)

com A = BpANPHO-a] B — 7, Ad/P+d1-0)] ¢ t; = 1/A. Assim, a solugao (3.24)
pode ser escrita em termos de um tempo transladado e a normalizacao representada

por
po = Qd/p(r, i tdr = Qd(Zoﬁg/’\)_lé : (3.36)
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com Qg = 2742 /T'(d/2) o angulo sélido em um espaco d-dimensional e

[t

1 1

1 ] (q—l)%l“(qfll) (g>1)

G=<I'(~ (3.37)
A\ F(41)
=+
2 <1
\ (1fq)§r(§+ﬁ+1) (g )

Em particular, a Eq. (3.33) é obtida de (3.24) com ((t) e Z(t) dado acima no
limite g = 1 (v = 1) e A — 2 (6 — 0).

3.5.4 A solucao tipo fonte puntual

Por fim, enfatizamos a possibilidade de obter a solucao tipo fonte puntual a
partir das equagoes diferenciais nao lineares (3.26), que leva as Eqgs. (2.31), (3.21)
e (3.23) como casos limites da Eq. (3.24). Nesse caso, devemos considerar ty — 0

em (3.34) e (3.35), que corresponde a A — oo. Com esse procedimento temos
Bt) = At ™ ia e Z(t) = B trara, (3.38)
onde
-
A = {gq—l [DA(? — ) (A +d(1 - q))} } e

B = {g[D)\(Q—CJ)()\er(l—Q))r}m, (3.39)

com g = éQd/po, G dado por (3.37). A condicao de normalizagao pode apenas ser
satisfeita se A > 0 e A+ d(1 — q) > 0. Dessas desigualdades sobre os parametros
q e \, verificamos que os expoentes em [((t) e Z(t) sao respectivamente negativo e

positivo. A restri¢ao ¢ < 2 continua necesséaria para p(r,t) ser real.
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Capitulo 4

Equacao de difusao anémala nao
linear com termo de fonte e de

arraste

Neste capitulo, investigamos uma classe de solucoes para a equacao de Fokker-
Planck nao-linear introduzida no capitulo anterior, na presenca de um termo de
fonte e com termo de arraste, bem como a solugao estacionaria quando um termo
de arraste independente do tempo esté presente [41]. Aqui, é ampliado substancial-
mente o conjunto de exemplos com solucao exata relacionados ao tipo de difusao
previamente apresentado. Espera-se, assim, que os resultados obtidos sirvam de

base para possiveis aplicagoes fenomenolégicas.

4.1 A equacao com termo de fonte e de arraste

Vamos considerar aqui uma grande classe de difusao anémala, nominadamente
aquelas associadas com a equacao N-dimensional nao linear

Op(r,t)
ot

=V AKVp(r, )]} =V - [uF(r, 1)p(r,1)] — a(t)p(r, 1), (4.1)

43



com K = Dr=% Ainda mais, v, u > 0, §# e D > 0 sdo parametros reais e a(t)
é uma fonte dependente do tempo. Quando a(t) = 0 a diferenga entre a equagao
tipo Fokker-Planck (4.1) e a usual (2.25) é que o termo de difusdo depende de uma
poténcia de p(r,t) e o coeficiente de difusdo tem uma dependéncia espacial. A Eq.
(4.1) para 0 =0 e a(t) = 0 tem a forma

Ip(r, 1)
ot

— DV?[olr,0))" = V - [ (x, D)p(r, 1) (4.2)

e é a ja mencionada equagao de difusao em meios porosos, isto é, representa a Eq.
(3.1) na presenca de forca externa.

Um outro tipo de difusao anémala emerge da Eq. (4.1) quando v = 1, «o(t) = 0,
0 = —4/3 e F(r,t) = 0. Neste caso, temos a Eq. (3.6), que foi relacionada com a
difusdo turbulenta na atmosfera. Além disso, quando v =1, a(t) =0, F(r,t) =0e
em um contexto fractal, a Eq. (4.1) torna-se a equac¢ao de O’Shaughnessy-Procaccia
(3.8).

De maneira geral, a Eq. (4.1) pode também ser empregada em um contexto
fractal, quando solugoes esféricas simétricas sao consideradas e V - KV é reescrito
como A, isto é,

0

- e 0 L
A=, 1>§rd 1 95 (4.3)

conforme definido em (3.7). Dessa forma, a Eq. (4.1) interpola todos os casos acima,
fornecendo, portanto, um cenario rico para ser explorado.

Outra possivel generalizacao da equagao de Fokker-Planck é

a[p(r7 t)]ﬁ - K v F n n

—g = VBV, 0]} =V {uF (e, ) [p(r, )]} — a(t)lp(r, )], (44)
Essa equagao, com K e « constantes, é discutida na Ref. [57| (veja também a Ref.
|31]). Note-se também que Eq. (4.4) reduz-se a Eq. (4.1) quando substituimos
[p(r,t)]" por p(r,t). Nao apresentaremos detalhes sobre estas possibilidades porque

suas solugbes podem ser diretamente obtidas da Eq. (4.1) usando tal identificagao.

44



4.2 Equacao nao linear com termo de fonte depen-
dente do tempo

Difusido nao linear com absor¢ao surge em muitas areas da ciéncia [58, 59, 60,
61]. Engenharia, biofisica, fisica do estado solido e reatores apresentam muitos
exemplos com este enfoque. Esta secao é dedicada a analise da equacao de Fokker-
Planck generalizada apresentada na introdu¢ao com um termo de fonte. Seja entao
a equagao nao linear (4.1). O termo de fonte presente pode ser removido através da

mudancga na solugao idéntica aquela apresentada em (2.39):
— (= Jgawdr) 5
plr, 1) = e ) s p) (45)

Com essa transformagao p(r,t) obedece a equagao

—aﬁg; )_v. {(KV[p(r,0)]"} — V - [uF(r,t)p(x, 1)), (4.6)

com K(t) = K exp [(1 —v) fot a(t’)dt’] Entao, a Eq. (4.6) tem a mesma forma da
equacao correspondente sem o termo de fonte, mas com uma dependéncia temporal
no coeficiente de difusio K. Observe que esta dependéncia temporal é induzida
pelo termo nao linear p”, desaparecendo com v = 1.

Para investigar uma difusao anémala nao linear com um termo de fonte e di-

mensao nao inteira d, iniciemos considerando a equagao

% = DA[p(r,t)]” — a(t)p(r,t) (4.7)

ao invés da Eq. (4.1). Momentaneamente omitimos o termo de arraste e fizemos
K = Dr=% A vantagem de estudar uma equacio envolvendo A em vez de V.(KV)
estd no fato de que ela pode ser empregada em casos de dimensao nao inteira, am-
pliando as possibilidades de aplicacao. A presenca de forca externa sera considerada
na secao 4.4.

Para eliminar o termo de fonte na tltima equacao, vamos proceder analogamente
ao ultimo paragrafo. Somos conduzidos a

op(r,t)

ot = Dﬁ[ﬁ(ra t)]y7 (48)
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com D(t) = Dexp [(1 — V) fot a(t’)dt’] Agora, redefinimos a variavel temporal

introduzindo um tempo efetivo 7, definido por

7(t) = /Ot D(t)dt', (4.9)

e a Eq. (4.8) pode ser reescrita como

dp(r, )
or

= Alp(r,7)]". (4.10)

Uma solucao dessa equacgao foi apresentada e discutida no capitulo 3. Ela é dada
pelas Eqgs. (3.24), (3.27) e (3.28). Portanto, empregando D =1 e com ¢ substituido

por T nestas equagoes, chegamos a solugao de (4.7)

se l—(1—q)B(r(t))r* >0ep(r,t)=0,se 1 — (1 —q)B(r(t))r* < 0.

4.3 Exemplos com fontes

Para entender mais profundamente a relevancia do termo de fonte na equacao de
difusao andmala, aplicamos o procedimento geral prévio para estudar alguns casos
especificos. Nesse contexto, a situagio a investigar mais simples ¢ quando «(t) = «p,
sendo oy uma constante. Também analisaremos um termo de fonte mais genérico

com «a(t) = a,t".

4.3.1 Fonte constante

Levando em conta a Eq.(4.7), analisamos o caso a(t) = ap. O tempo efetivo,

Eq. (4.9), é dado por
exp[(1 — v)apt] — 1
(1—v)ag

exibindo trés diferentes comportamentos. Para (1 — v)ay < 0 ele corre expo-

7(t) =D (4.12)

nencialmente para 7., = D/[(v — 1)ay], isto é, ocorre uma estabiliza¢cdo no pro-

cesso difusivo. Para (1 — v)ag > 0, existe um crescimento exponencial levando a
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7(t) ~ Dexp[(1 — v)aot]/[(1 — v)ag] quando ¢ é longo. E interessante lembrar que
esses dois tipos de comportamento surgem devido a nao linearidade da equacao de
difusdo. Por fim, temos 7 = Dt quando v = 1 (¢ = 1), isto é, quando a Eq. (4.7)
torna-se linear.

A partir da Eq.(4.11), verificamos que

o [ (A= @)B(r ()]

p(r,t) =e : 4.13
260) 1
sendo usadas as Eqgs. (3.27) e (3.28) com ¢ substituido por 7, ou seja,
—A/[A+d(1-g)]
exp[(1 — v)apt] — 1\
t) = 1+ A 4.14
R e (4.14)
¢ /M d(1—q)]
exp[(1 — v)apt] — 1 1
Z(t(t) =2y |1+ A . 4.1
() = 2 (14 4 SR =2 (4.19
Quando (1 — v)ag < 0, temos para longo ¢
/(1=q)
- 1- (1 - Q)ﬁoor)\}l
t) A e 0! [ 4.1
plrvt) e v , (4.16)
onde
Bro = o {1+ A /(v = 1)ag]} V=) (4.17)
e
Zoo = Zo {1+ A /(v — 1)) }¥/PH0-0] (4.18)

Isso significa que p(r,t) decai (cresce) exponencialmente no tempo quando ag >
0 (ap < 0) e é espacialmente limitado para ¢ < 1, ou seja, p(r,t) = 0 se r* >
1/[(1 — ¢)B]. Em contraste, o comportamento espacial assintotico tipo lei de
poténcia,

p(r,t) ~ 0= (4.19)

surge para t suficientemente longo tanto para (1—v)ag < 0 como para (1—v)ag > 0.

Por outro lado, quando v = 1, observa-se que

p(r,t) ~ =¥ exp[—agt — ™ /(DN?t)] . (4.20)
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Vamos focalizar a atencao agora no deslocamento quadréatico médio. A substi-

tuicao do tempo efetivo (4.12) na Eq. (3.32) leva a
e(l—u)aot -1 2/[A+d(1-q)]

2\ -2/
<r>_0250 1+A (1—V)Oéo

(4.21)

Observe que o termo multiplicativo em (4.5) é cancelado no célculo do valor médio.
Por outro lado, o comportamento de (r?) para tempos grandes leva a um crescimento
exponencial quando (1 — v)ag > 0. Interessante notar que, quando (1 — v)oy < 0,
(r?) converge para um valor assintotico. Para v = 1, emerge (r?) ~ t?/* isto é,
quando v = 1, o deslocamento quadratico médio nao é afetado pelo termo de fonte
constante. Esses resultados mostram que a presenca de um termo de fonte tem um
papel relevante no processo difusivo quando v # 1. Em particular, a presenca de
um termo de fonte acentua o caracter subdifusivo (¢ < 1) ou superdifusivo (¢ > 1)
do processo, quando comparado ao comportamento sem termo de fonte, conforme

observado na figura (4.1).
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Figura 4.1: A presenga do termo de fonte acentua o cardcter subdifusivo (superdifusivo)

do processo. Neste exemplo § = 0,6, d =3 e Gy = 1.
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4.3.2 Fonte com termo de poténcia geral

Passemos agora a analise do caso mais geral correspondente a um termo de fonte

a(t) = a,t™, onde o, e n sao constantes. O tempo efetivo relacionado, 7,(t), é

t
(1_V)an m-+1
()= | D A A A SO A 4.22
r<>_4 em{ e 3t | dt' (4.22)

sendo to um corte usado para evitar divergéncia quandon < —1le (1—v)a,/(n+1) >

0. Para n > —1, temos

1 (1 — )\ VO 1 1 an(v— D"
nt)= Dt (=) r r (el D
n+1 I+n I1+n 1+n 1+n
(4.23)

no qual foi empregado ¢ty = 0. Aqui, ['(¢) é a fungao gama e I'(c, z) é a fungao gama

incompleta, definida como

I'(c,x) :/ t e tdt (4.24)

que se reduz a fungao gama usual quando z = 0 e cujo comportamento assintotico
é dado por ['(c,z) ~ 2L exp(—x).

Utilizando o comportamento assintotico para I'(c,z), obtemos, para n > —1
e longo t, 7, ~ t™"exp[—a,(v — 1)'*"/(1 + n)]. Para n = —1, temos 7_1(t) ~
te-1=1)+1 o paran < —1 verificamos que 7,,(t) ~ t. Considerando o comportamento

[)\er(l*fI)], identificamos

assintotico para o deslocamento quadrético médio, (r?) ~ 72/
dois comportamentos diferentes quando n > —1: o deslocamento quadratico médio
atinge um valor limite se o, (v —1) > 0, e, cresce exponencialmente, se o, (r—1) < 0.
Para n = —1 seu valor evolui com t2['—(1=0a-1l/P+d(1-a) " Fipalmente, para n < —1,
constata-se-se que (r?) ~ 2/ +d1-a)]

Como vimos, a dependéncia temporal em «(t) conduziu a uma variedade de
comportamentos no processo difusivo. Uma discussao que ilustra a riqueza de re-

sultados que surge quando se considera a dependéncia temporal nos parametros de

uma equacao de difusao é tratada no proximo capitulo.
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4.4 Presenca de forcas externas

Direcionemos nossa atencao agora para analisar a equacao de Fokker-Planck
radial generalizada com um termo de arraste. Tomamos a Eq. (4.7) com uma forga

radial externa adicionada e a(t) = 0, isto &,

—apg;’ 2 = DAl - ig [r" F(r)p(r,t)] - (4.25)

Sem perda de generalidade, colocamos p igual a um. Nesta secao, estaremos con-
siderando o caso especifico de uma particula movendo-se em um potencial esférico
V(r) = kr?/2, que pode ser tratado analiticamente. Entdao, r = 0 é uma posicao
de equilibrio estavel para k positivo, e r = 0 é uma posicao de equilibrio instavel
para k negativo. A Eq. (4.25), com este potencial, corresponde a um processo de
Ornstein-Uhlenbeck no caso particular de § =0 e v = 1.

Utilizando novamente o ansatz (3.24) na Eq. (4.25), verifica-se que Z(t) e ((t)

obedecem as equacoes

1dZ

Za Ddv\BZ7" — kd (4.26)
e
%% = —DvN*BZT 1 + k). (4.27)
As solugoes para estas duas equacoes nao lineares acopladas sao
1 d/[A+d(1—q)]
Z(t) = Z, [1 + (DvABZE™ — k) (1 - ekmd(lq)lt)} (4.28)
e
1 =M/ A+d(1—q)]
B(t) = Ao {1 + o (DABZE™ k) (1- e—kmd(l—q)ﬁ)] . (4.29)

com condi¢oes iniciais Z(0) = Zy e 5(0) = . Desde que A + d(1 — q) > 0, para k
positivo temos uma solugao estacionéria para tempo longo e (r?), calculado a partir
de (3.30), converge para um valor constante. Sob as mesmas condi¢oes, quando

k < 0, ndo existe estado estacionario e (r?) cresce exponencialmente para t longo.
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Neste ponto, podemos apreciar o quao geral sao os resultados que emergem a
partir da Eq. (4.1), pois a partir deles, outros disponiveis na literatura sao apresen-
tados como casos particulares. Por exemplo, nossa solucao com 6 = 0 corresponde a
obtida por Tsallis e Bukman [31] para o caso unidimensional quando (x) = 0. Acen-
tuamos, também, que a equagao de O’Shaughnessy-Procaccia, Eq. (3.8), quando
uma forca externa F'(r) = —kr é incorporada, é um caso especial de nossos resulta-
dos se tomarmos v = 1.

Antes de concluir esta secao envolvendo forcas externas, notemos que, na pre-
senga de um termo de fonte, —a/(t)p, um procedimento similar, como o apresentado
na se¢ao anterior, pode ser empregado, levando & Eq. (4.25) com D substituido por
D(t). Por exemplo, as Eqs. (4.26) e (4.27) devem ser solucionados com D(t) ao
invés de D para obter a solucao gaussiana generalizada, quando a forca externa for

linear em 7.

4.5 Solucao estacionaria

Podemos estender o estudo sobre equagao tipo Fokker-Planck, investigando
solucoes estacionarias. Isto sera feito com base no capitulo 2, no qual verificou-se que
a equacao de Fokker-Planck usual tem uma solugao estacionéria que corresponde a
distribui¢ao canonica de Boltzmann, P o« exp(—(V'). Nesse sentido, analogamente

a Eq. (2.66), podemos considerar a densidade de corrente de probabilidade
J(r,t) = pF(r)p — DV[p(r,t)]" . (4.30)

Com esta densidade de corrente, a equagio de difusdo para meios porosos (4.2)
pode ser escrita como uma equacao de continuidade e suas solucoes estacionarias,
(Op/0t = 0), sao obtidas a partir dessa equagao. Procedendo como na se¢ao 2.4,

empregamos
J =cte, (4.31)

onde é assumida a condicao de contorno
p—0 para r— foo. (4.32)
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As Egs. (4.31) e (4.32), juntamente com a equacao de continuidade, conduzem a
J =0 e, portanto, a

1
Vo' — EFp=o. 4.33
P = 5Fp (4.33)

Fazemos, nesta tltima equacao, a substituicao p” = ¢ e efetuamos a integracao

v/(v—1)

b(r) = {(1 _ 1) (~Lv+ 0)} | (4.34)

v

Considerando que V' (0) = 0, p(0) = pg e levando em conta que v = 2—gq, verificamos

que

p(r) = po[1 = (1= )8V (r)]/"7 (4.35)
se 1—(1—q)BV(r) > 0, e p(r) = 0, se 1—(1—¢)BV (r) < 0. Aqui 3 = pupf " /[(2—q)D]
e F(r) = —=VV(r). Note que 8 > 0 para ¢ < 2.

Passemos agora a equacao de Fokker-Planck generalizada

Ip(r, 1)
ot

=V AK@)Vp(r,)]"} = V- [u(r)F(r)p(r, 1)]. (4.36)

Utilizando um procedimento semelhante ao desenvolvido anteriormente, obtemos a

solugdo estacionaria desta equacdo, a qual generaliza a Eq. (4.35), isto &,
1/(1—
p(r) = po 1 — (1= )8V ()] /7 (4.37)

se 1—(1—q)8Vesy >0,ep(r)=0,se1—(1—q)B3Vipr <0, comf =pi"/(2—q).

Foi introduzido aqui o potencial efetivo

Vis(r) = / [/é((?)VV(r) dr. (4.38)

Note-se que [u(r)/K(r)]VV(r) deve ser escrito como um gradiente para se verificar
um potencial efetivo no caso N-dimensional. Em particular, para um exemplo
tridimensional, isso implica que V]u(r)/K(r)] x VV(r) = 0. Esta condigao pode
ser facilmente levada a efeito se tomarmos p = p(r), K = K(r) e V.=V (r). Dessa

forma, a Eq.(4.37) é reescrita como

p(r) = poll = (1 = q)B'Veys )]/, (4.39)
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com Vepp(r) = [ %%ﬁr) dr. Seguindo o desenvolvimento exposto na sec¢ao prévia,
ressaltamos que a solu¢ao estacionaria (4.39) permanece verdadeira para dimensao
nao-inteira arbitraria. Para o caso unidimensional, a solu¢ao (4.37) foi apresentada
na Ref. [35].

Como veremos a seguir, as solucoes estacionarias (4.35) e (4.37) sao tais que

maximizam a entropia de Tsallis.

4.6 Equilibrio e mecanica estatistica nao extensiva

O formalismo de Boltzmann-Gibbs pode falhar, em particular, quando os sis-
temas incluem forgas de longo alcance. Um caminho teoérico para ampliar o limite
de validade desta termoestatistica tem sido tracado tomando como base a entropia

de Tsallis 32, 62]:

1- 30 (p)
LS > AU ”
O conjunto {p;} representa as probabilidades dos W estados do sistema e k é o
analogo da constante de Boltzmann. No limite ¢ — 1, verifica-se que S, reduz-se a
entropia de Boltzmann-Gibbs (2.72). Por sua vez, a ndo extensividade da entropia

de Tsallis fica evidente na regra de (pseudo)aditividade

SAUB) g g(B) S g(B)
= 11— 4.41

sendo A e B dois sistemas independentes. O indice entropico ¢ caracteriza o grau
de nao extensividade da entropia de Tsallis. Em particular, quando ¢ — 1, a
extensividade natural da entropia de Boltzmann-Gibbs é recuperada.

Vamos, a seguir, maximizar (4.40) sob os vinculos 32, 33]

w w
1= sz- e U,= Zei(pi)q. (4.42)
i=1 i=1

Seguindo o mesmo procedimento empregado no capitulo 2, para a maximizacao da

entropia de Boltzmann-Gibbs , escrevemos

V(p;) = kiw + A1 (1 — ZM) + A2 (Uq - Zﬁi(pi)q>

q_l =1
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OY(pi) _ ap]” _

onde \; e Ay sao os multiplicadores de Lagrange. A solucao dessa equacao conduz

AL — )\263‘6]]9371 =0,

a distribuicao canonica de Tsallis

1

pi = 7[1 — (1= q)Be;]V/0D (4.43)

q

na qual Z, = S0 [1 — (1 — q)B¢,]0-9 & a funcio de particio generalizada e
B = Xy = 1/(kT*) com T* sendo a temperatura generalizada. Essa distribuigao
recupera a distribuicao de Boltzmann quando ¢ — 1. Por outro lado, a dependéncia
em relacao & energia obedece uma lei de poténcia ao invés da exponencial usual,
para ¢; >> 1/5 e ¢ > 1. Além disso, para ¢ < 1 a fun¢ao apresenta um corte
(probabilidades nulas para niveis de energia altos o suficiente para produzir um
valor negativo na expressao [1 — (1 — ¢)0¢;]).

Para mostrar que (4.35) e (4.37) maximizam a entropia de Tsallis, vamos estendé-

la para o caso continuo

_1— [pidr

Sy p— (4.44)
e maximiza-la sujeita aos vinculos
(Vers) = /Vefqudr e /pdr =1.
Temos que
)
o {Sq + 5 ((Veff> - /Vefqudr) + o (1 — /pdr)] =0,
que conduz a
1
p= 1= (1=q)BVey /07, (4.45)

q
com Z, = [[1 — (1 — q)BVess )/ -9dr.

A comparacao de (4.37) com (4.45) mostra que a distribuigao estacionaria é igual
aquela obtida através da maximizacao da entropia de Tsallis, fazendo a identificacao
de B e (. Esses resultados generalizam aquele alcancado para o estado estacionario

da equagao de difusao usual e a distribuigao de Boltzmann (segao 2.5).
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A forma do segundo vinculo em (4.42) sugere uma estrutura para o calculo do
valor médio generalizado de um observavel genérico: (0), = Y1 O;p¢. Essa forma
de calculo, porém, tem o incoveniente de apresentar um resultado inesperado para o
valor médio da unidade, (1), = >, p! # 1, como se a nao extensividade da entropia
implicasse um efetivo ganho ou perda de norma. Além disso, a distribuigao (4.43)
nao é invariante através de uma translagao uniforme do espectro de energia {¢;},
ou seja, os resultados termodinamicos dependem da escolha da origem das energias.
Na préatica, pode ser escolhido €5 = 0 como o estado fundamental de referéncia.

Esses aspectos indesejados podem ser contornados com outra possivel escolha
para o segundo vinculo em (4.42), o qual é assumido como |63]

w

. e
U, = Z &P com  P=_—r—, (4.46)
i=1 23:1 p?
de forma que Y1, P, = 1.
A otimizacao da entropia leva agora a
~ 1/(1—-q)
- ]. (Ei — U )
pi=—|1-(1-af——= : (4.47)
Zq Zjvg(pj)q

com Zy = S0 [1—(1—¢q)B(e; = U,)/ Zjvil(ﬁj)q]l/(l_@. Se for adicionado um valor
constante €y a todo o conjunto {¢;}, [~]q torna-se entao Uq + €¢. Isso deixa invariante
o conjunto de probabilidades {p;} sob uma translacdo no espectro de energia e,
portanto, todas as quantidades termodinamicas. Além disso, calculando-se o valor
médio na forma ((O)), = Y. O;P;, a norma ¢é preservada, uma vez que ((1)), =1
para qualquer q.

Pode-se notar que, fatorando no numerador e no denominador a quantidade

1+ (1 —¢)B0,/ N, (5:)9/1=9, na Eq. (4.47), chegamos a relagio

. [1— (1 - q)Be]/0-9 )

S — (1 — )]0

com (3 e (3 relacionados por

/8 B
Ez‘VL(@)q + (1 - Q)ﬁﬁq

%)

8=

(4.49)



Comparando (4.43),(4.48) e (4.49), verificamos que p;(3) = p;(5). Entao os de-
senvolvimentos obtidos com a escolha do vinculo (4.42) podem ser adaptados para
incorporar a escolha (4.46). Por fim, fica claro que, se usarmos esses resultados,
verificamos que (4.35) e (4.37) sao distribui¢oes de probabilidade que maximizam a

entropia de Tsallis, quando o vinculo normalizado (4.46) é empregado.

26



Capitulo 5

Equacao nao linear N-dimensional
com coeficientes dependentes do

tempo

Uma equacao de Fokker-Planck néo linear (equacao de difusdo para meios porosos)
N-dimensional é investigada, considerando a dependéncia temporal dos coeficientes,
onde uma forga de arraste e termos de fonte estao presentes [42]. Exibimos a solugao
exata, baseada na funcao gaussiana generalizada relacionada a estatistica de Tsal-
lis. A partir desta solucao, uma rica classe de comportamentos difusivos anomalos,
inclusive o normal, podem surgir com uma escolha apropriada na dependéncia tem-
poral dos coeficientes. Esses resultados indicam que as possiveis anomalias em pro-
cessos difusivos podem aparecer como conseqiiéncia de diferentes causas. Este capi-
tulo contém, essencialmente, os principais resultados obtidos nas Refs. [28, 31, 64],

incluindo [65] como caso especial.
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5.1 Equacao linear com coeficientes dependentes do
tempo

Como ficou explicito nos capitulos anteriores, é usual identificar um processo de
difusdo normal por um crescimento linear no tempo da variancia 02 =< (r —rg)? >,
e outras dependéncias temporais em o2 sdo geralmente atribuidas a difusao anomala.
Em nosso estudo, verificamos uma grande classe de processos difusivos anomalos que
incluem os casos superdifusivo, subdifusivo, exponencialmente difusivo e localizado.

Apresentaremos, inicialmente, o estudo do movimento browniano de uma particula
a qual esta sujeita a um potencial harmonico dependente do tempo U (z,t) ~ k(t)x?
seguindo em parte o desenvolvimento apresentado em [65]. Deve estar claro que po-
dem ser considerados valores positivos e negativos de k(t), de forma que, para valores
positivos de k(t), a posigao = 0 é de equilibrio estavel, enquanto que para k(t) < 0
a posicao x = 0 ¢é de equilibrio instavel.

A equacao de Fokker-Planck unidimensional associada ao processo é a equacao
linear

2
% = D% + o [k(t)zp], (5.1)
sendo que o caso k(t) = cte corresponde ao processo de Ornstein-Uhlenbeck descrito
no capitulo 2.

No que segue, poderiamos usar diretamente a equacao (5.1), porém optamos
por empregar, inicialmente, a equagao de Langevin correspondente. A equacao de

Langevin relacionada ao processo em questao é dada por

dx

— HE(e =€), (5.2)

onde &(t) é a forga estocéastica de Langevin com média nula, (£(¢)) = 0, e a fungao

de correlagao dada por (£(t1)&(t2)) = 2Dd(ty — t1). Essa altima equacao tem como

solucao
t) = M(t F L) dt’ 2.3
oft) = M0 oo+ [ | (5.3
com zg = z(0) e M(t) = exp|— fo k(t)dt']. Todos os momentos podem agora ser
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calculados. Em particular, obtemos

(x(t)) = (xoM (1)) + M(t)/o <]\€4((t2)> dt' = xoM(t) (5.4)
(@*(0) = 220 + 34 | ]\;fé . (5.5)

Com esses resultados, verificamos que

1
MRt

o2() = (22(t)) — (x(t))? = 2DM2(#) /0 " (5.6)

A partir do calculo dos momentos de ordem superior, conclui-se que o processo
descrito pela equagao (5.2) é gaussiano.
Gaussiana também é a solugao de (5.1), proposta como

plz,t) = Le—ﬁ(t)[x—xo(t)P

76 , (5.7)

sendo que ((t), Z(t) e xo(t) obedecem as equagoes (2.59), (2.60) e (2.61) com

v = k(t). As correspondentes soluges sao agora dadas por:

zo(t) = xoe” Jo Bty (5.8)
Bt) = B[l —2f(1)] (5.9)
Z(t) = Zo[l —2f(t)]Y%. (5.10)
A funcao f(t) tem a forma
F(t) = e 2Jo k)t { / t[k:(t’) —aDgJe? s K gyt | (5.11)
0

Vamos restringir nossa atencao, momentaneamente, para o caso em que o termo

de arraste apresenta comportamento temporal do tipo
E(t) ~ kt™°

para grandes valores de ¢ e analisar o processo para diversos valores de k e b.
Quando k = 0, © = &(t) descreve um processo de Wiener, com a variancia

crescendo linearmente com o tempo, o(t) ~ t.
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Para b = 0, temos que k(t) = k e &+kx = £(t) descreve um processo de Ornstein-
Uhlenbeck. Como consequéncia, 0 = D/k(1 — e ?*). Quando k > 0, chega-se a

2 ~ D/k. Quando k < 0, recaimos em

um estado gaussiano estacionério, pois o
0? ~ exp (2|k|t) e a variancia cresce assintoticamente de forma exponencial.

Para valores de b tais que b > 1, constatamos que
gkt =t [T gttt
0% =2De bl/ e dt’ ~ 2Dt
0

ou seja, o processo é difusivo e a variancia cresce linearmente com o tempo para
qualquer valor de k. Este resultado é esperado uma vez que, para tempos suficien-
temente longos, o termo de arraste contendo k(t) tende a zero e um processo de
Wiener emerge.

Na regido com b = 1, usaremos k(t) = k/t, de maneira que M (t) = (t/tg) ** e a

Eq. (5.6) conduz a
t 2k t t 2k 2D
o?=2D (- / — ) dt' = t
t o \1o % + 1

para k > —1/2, ou seja, temos um comportamento linearmente difusivo. Para

k = —1/2, verificamos que

t

o = 2Dt/ £t ~tint
to

e, finalmente, para k < —1/2, obtemos o2 ~ t?¥l. O parametro ¢, foi introduzido

para controlar a divergéncia de integrais.

Quando b assume valores no intervalo 0 < b < 1, segue que

2 R AP
o° = 2De v e T dt
0

f1-b 1 1 2kti-t
= 2D * = O | -T(— ) +T [ —
¢ ”C{ (1_b>+ (1—6’6—1)}

~ e T gl (5.12)

onde utilizamos a forma assintética da funcao gama incompleta. Assim, quando
k > 0 a variancia cresce como o2 ~ t°, num caracteristico processo subdifusivo. Se

k < 0, a variancia cresce como uma exponencial alongada

tl—b
0% ~ 2= (5.13)
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Para b < 0, o termo de arraste apresenta uma contribuicao que cresce com o tempo
e eventualmente pode divergir. Observamos também dois regimes dependendo do
sinal de k. Para k < 0, a variancia cresce essencialmente da mesma forma que
(5.13), ou seja, mais que exponencialmente difusivo. No caso de k > 0, temos
o ~ 1/t|b‘, decrescendo como uma lei de poténcia. Este comportamento pode ser
interpretado como o apresentado por uma particula browniana movendo-se num
potencial dependente do tempo, o qual conduz a uma localizacao da particula no
ponto x = 0.

Analisando os resultados acima, podemos concluir que, na presenca de coefi-
cientes dependentes do tempo, um processo gaussiano nao implica necessariamente
uma difusao usual, ou, em outras palavras, uma variedade de regimes difusivos
anomalos podem surgir mesmo para um processo descrito por uma distribuigao

gaussiana.

5.2 Equacao nao linear com coeficientes dependentes

do tempo

Investigaremos agora uma grande classe de difusao anémala oriunda da equacao

de Fokker-Planck nao linear N-dimensional

0

5P = DOV [p(r, )] = V - [F(r, )p(r, )] — a(t)p(r, 1), (5.14)

na qual incorporamos a dependéncia temporal na forca externa
F(I‘, t) = kl(t) + kQ(t)r, (515)

no coeficiente de difusao D(t) e no termo de fonte a(t). Em particular, considera-se
o caso onde o termo independente de r, em F(r,t), pode ser tomado com diferentes
componentes. Esta situacao é 1util, por exemplo, para estudar difusao na presenca
do campo gravitacional [k; = (0,0, ky,)|.

De maneira analoga ao procedimento desenvolvido nos capitulos 2 e 4 , o termo

de fonte na Eq.(5.14) pode ser removido através da mudanga na soluc¢ao na forma
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(4.5). Assim, p(r,t) obedece a equagao

9 plr.t) = DUV [pe, 1)) — V- [E (e, 0)p(r, 1) (5.16)

com D(t) = D(t)exp [(1 — V) f(f a(t’)dt’]. A dependéncia temporal adicional no
coeficiente de difusao desaparece no caso linear, ou seja, quando v = 1.
Seguindo a sistematica deste trabalho, obteremos uma solucao exata para a Eq.
(5.16), com a forca externa dada pela Eq. (5.15), empregando o ansatz
pr) = 55 [1= (1= 030 (= rof0))") " (5.17)
sel—(1—q)B@t)(r—r19)> >0, e p(r,t) =0,se 1 —(1—q)B(t)(r —ry)? <0 (a
condigao de corte). Segue que a Eq. (5.17) é uma solugdo da Eq. (5.16), quando
v =2—q e as funcdes B(t), Z(t), ro(t) = SN, zoi(t)e; sao regidas pelo seguinte

sistema de equacoes:

1dZz

—— = 2(2—q)NDBZ "1 - N :
S = 22-gNDj b (515)
1d3

—— = —4(2-q)DZ7'"MB + 2k 1
G (2 - q)DZH15 + 2%, (5.19)

e
dx i

As Egs. (5.18) e (5.19) sdo nao lineares. Por sua vez, a Eq. (5.20) ¢é linear e
independente de ((t) e Z(t), sendo que ky;(t) ndo aparece nas equagoes diferenciais
nao lineares acopladas para [((t) e Z(t). Além disso, o termo espacialmente inde-
pendente na forca externa apenas afeta a dependéncia temporal de xg;. Assim, a

Eq. (5.20) leva a
- t _
[EQZ(t) = €_M(t) |:ZE0Z(0) —f-/ ]{Jli(t/)eM(t/)dt/:| s (521)
0

com M(t) = f(f ko(t')dt'. Por exemplo, em um espago tridimensional com a presenga
de um potencial harmonico isotrépico independente do tempo e sob a acao de um
campo gravitacional, isto €, kao(t) = ko = cte, ki, = ki, = 0 e k1.(t) = ky = cte,
temos xo(t) = x0(0)e™*2, yo(t) = yo(0)e *2t e

il

Zo(t) = Z()(O) + ka

(e —1)| e ™" (5.22)
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A solugao para as equagdes nao lineares acopladas para Z(t) e 5(t), Eqs. (5.18)
e (5.19), com B(0) = By e Z(0) = Zy, é dada por

Z(t) = Z [1 . % f(t)]N/ " (5.23)
30 = oo [t - 2] (5.24)

onde
¢ =2+ N(1—q) (5.25)

f(t) = e MO / t [NkQ(t’) —2N(2—q)BZ{ 'D()| e MOt (5.26)
0

5.3 Comportamentos difusivos devido & dependén-
cia temporal nos coeficientes

Analisaremos, como uma ilustragdo, um conjunto representativo de comporta-
mentos andmalos no regime assintotico, levando em conta algumas dependéncias
especificas nos coeficientes. Nesta dire¢do, das Eqgs. (4.5) e (5.17), investigamos o
comportamento assintotico temporal da variancia

25 N
o J(r—10)°p(r,t)d"r .
o= =C(q, N . 5.27
Totenave (0N (520

Aqui, C(q, N) é uma constante dependendo apenas de ¢ e N. E importante ressaltar

que a convergéncia da integral para ¢ > 1 em o>

impoe uma restricao sobre os
parametros: 2+ N (1 —¢q) > 2(q—1). Isso implica que ¢y, definido em (5.25), é uma
constante positiva para todos os valores de q.

Retornemos ao caso sem termo de fonte, porém com o coeficiente de difusao
constante e com a dependéncia temporal da forca harmoénica externa dada por

ko(t) = k t7°. Da Eq. (5.26), verificamos que
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£(t) ~ [1 _ e—c1kt1*b/(1—b)} I [626—0116151*”/(1—1)) — eyt (5.28)

para b < 1 e longo t, onde cs e c3 sao constantes as quais dependem de N, k,q e b.

Para b = 1, temos
ft) ~ =tk — etk (ITak 1) /(1 + e1k), (5.29)

e, finalmente, para b > 1,

Ft) ~ —t. (5.30)

Usando estes casos limites no deslocamento quadrético médio (5.27), com 3(t) dado
em (5.24), varios comportamentos assintoticos podem ser analisados. Resumimos na
Tab. (5.1) os possiveis comportamentos relacionados aos resultados acima. Quando
restringimos nossa anélise ao caso unidimensional linear (v = 1), essa difusdo com
arraste controlado recupera os resultados apresentados na secao 1 deste capitulo.
Consideremos agora a equagao de difusao nao linear sem fonte e sem forca ex-
terna linear (k2(¢) = 0), mas com a dependéncia temporal do coeficiente de difusao

dado por D(t) = D(t) = Dyt?. Neste caso, para longo ¢, a Eq. (5.26) leva a
ft) ~ =ttt (5.31)

Desde que o2 ~ | f(t)[>/P+*N0-9)] existe uma competicio entre os parametros q e d
para definir os regimes difusivos. A Tab. (5.2) contém um resumo destes regimes.
Outra situacao possivel é tomar a equacao de difusao nao linear com uma fonte
dependente do tempo, a(t) = apt®, com coeficiente de difusao independente do
tempo, D(t) = Dy, e sem forga externa linear, ko(t) = 0. Parav =1 (¢ = 1), o
termo de fonte nao afeta o regime difusivo. Por outro lado, para v # 1 (¢ # 1) e

longo ¢, a Eq. (5.26) fornece

" q— Dagt' ™
F(t) ~ —t%exp {% (5.32)
quando a > —1. Para a = —1, temos
f(t) ~ —tlamDaott (5.33)
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b k o?(t) descricao

b k= {2/ct cq-difusivo?
b=0 k>0 (1 — e~crkty2/er Ornstein-Uhlenbeck
b=20 k<0 eIkl exponencialmente difusivo
0<b<1 k>0 {2b/ex cq-difusivo?
0<b<1 k<0 eIkt menos que

exponencialmente difusivo

b<0 k>0 1/t20l/en localizado

b<0 k<0 e2Ikle = mais que

exponencialmente difusivo

b=1 k>—1/c t2/ct cq1-difusivo?
b=1 k=-1/¢ (tInt)?/e log divergente
b=1 k<-1/¢ t2Ik] superdifusivo
b>1 k {2/ct cq-difusivo?

Tabela 5.1: Comportamento para tempo longo de o2 para a(t) = 0, D(t) = D(t) = Dy
e ko(t) = kt=° onde ¢; = 2+ N(1 —q) > 0. 'O processo ¢ superdifusivo para ¢; < 2,
normal para ¢; = 2 e subdifusivo para ¢; > 2. 20 processo ¢ superdifusivo para ¢; < 2b,

normal para ¢; = 2b e subdifusivo para ¢; > 2b.
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d q o?(t) descrigao

d=0 qg=1 t normal
d=0 g<1  ¥/B+N0=9) subdifusivo
d=0 g>1 /BN 0=9)] superdifusivo
d<0 q= -l subdifusivo
d>0 g=1 i+ superdifusivo

d>N(1-¢q)/2 ¢  t20FD/RENA=0l  quperdifusivo
d< N(1—q)/2 ¢ 0+/RN0-0]  gubdifusivo

Tabela 5.2: Comportamento assintético de o ~ |f(t)|>/°' para a(t) = 0, D(t) = D(t) =
Dot? e ka(t) =0, com ¢; =2+ N(1 —¢q) > 0.

e, para a < —1, a Eq. (5.26) reduz-se a
f(t) ~ —t. (5.34)

A Tab. (5.3) apresenta um sumadrio dos comportamentos descritos acima. Para
concluir as observacoes sobre a difusao anémala induzida pelos coeficientes depen-
dentes do tempo, reforcamos que a investigagao de uma mais complexa dependéncia
temporal dos coeficientes pode ser reduzida a analise da Eq. (5.26).

Tomando como referéncia a analise da variancia, os resultados acima indicam que
a anomalia em processos difusivos pode aparecer como conseqiiéncia de diferentes
causas. Em particular, a combinacao de nao linearidade e dependéncia temporal
nos coeficientes pode levar a difusdo normal (crescimento linear no tempo do deslo-
camento quadratico médio). Assim, mesmo processos descritos por distribuigoes
nao-gaussianas podem levar a esse tipo de difusao. Esse fato implica que a difusao
normal, em geral, nao pode ser associada com o perfil gaussiano da distribuicao
p(r,t), isto é, o crescimento linear da varidncia nao necessariamente significa que
estamos na presenca de difusdo ordinaria. Indicamos, na figura (5.1), as diversas

possibilidades relacionadas a diferentes processos difusivos.
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o a o?(t) descrigao

(g—1ag <0 a=0 (%)2 " estacionario
(¢g—1)apg >0 a=0 (%)2 " exponencialmente
difusivo
ap a=—1 t2l(a—Dao—1]/ecx cp-difusivo®
menos que
(g—Day>0 —-1<a<0 e%w exponencialmente
difusivo
(g—1ap<0 —-1<a<0 t2lal/er c1-difusivo?
mais que
(¢g—1)ag >0 a>0 e%w exponencialmente
difusivo
(g—1)ap <0 a>0 t=2aler localizado
I a< —1 2/ cq-difusivo®

Tabela 5.3: Comportamento assintotico de o2 ~ |f(£)[¥/°', quando a(t) = apt®, D(t) =
Dy e ko(t) = 0, com ¢; = 2+ N(1 —¢q) > 0. 30 processo é superdifusivo para ¢; <
2[(¢ —1)avg — 1], normal para ¢; = 2[(¢ — 1)avg — 1] e subdifusivo para ¢; > 2[(¢ —1)ag —1].
40 processo é superdifusivo para ¢; < 2|a|, normal para ¢; = 2|a| e subdifusivo para
c1 > 2|al. ®O processo ¢ superdifusivo para ¢; < 2, normal para ¢; = 2 e subdifusivo para

c1 > 2.
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Difusdao Normal Perfil Gaussiano

Difusdao Andmala Perfil Nao-Gaussiano

Figura 5.1: As possiveis correlagoes entre regimes difusivos e tipos de processo.
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Capitulo 6

A equacao logaritmica de difusao

Neste capitulo, estudaremos a equacao de difusao que apresenta a forma loga-
ritmica no seu termo difusivo. Essa equacao surge como um possivel caso limite da
equacao de Fokker-Planck nao linear, justamente quando a poténcia do termo nao
linear tende a zero. As solucoes exatas sao obtidas através de um ansatz lorentziano
e enfatizando a presenca de for¢a externa e termo de fonte. Apresentaremos também
uma equacao de difusao generalizada que unifica a equagao logaritmica e a equagao

de difusao em meios porosos, incluindo o caso com dimensao fractal.

6.1 Equacao logaritmica de difusao

Temos estudado, no decorrer deste trabalho, equagoes de difusao generalizada
nas quais a nao linearidade é incorporada no termo difusivo. Para motivar nossa
discussao, vamos considerar inicialmente a equacao de difusao em meios porosos

dp 2
— =D Y 6.1
5 = OV A" (6.1)
cuja solucao é a gaussiana generalizada (3.21),
1 a1
plrt) = 5 [L= (1= 9 51 r] 7. (62

Relembramos que esta solugao, assim como as equagoes para (3(t) e Z(t), foram

obtidas considerando a relacdo ¢ = 2 — v. E o que acontece quando ¢ = 27 E
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evidente que, neste caso, o lado direito da equacao (6.1) se anula em qualquer tempo
e (6.2) deixa de ser sua solu¢ao. Porém (6.2), para ¢ = 2, recai numa importante
fungao conhecida: a lorentziana. Surge entao uma questao instigante: qual deve ser
a forma da equacao de difusao nao linear cuja solucao é uma lorentziana?

Visto que In x decai mais lentamente que qualquer poténcia x", quando r tende
a zero positivamente, somos induzidos a sugerir a substituicao de p” por In p na Eq.
(6.1) para v — 0. Com essa perspectiva, entra em cena a equacao logaritmica da
difusao:

op 0?

Verifica-se, diretamente, que essa equacao nao linear apresenta como solucao a

lorentziana
1 1

) = 2 T+ B

Igualmente ao procedido em capitulos anteriores, a substitui¢ao de (6.4) em (6.3)

(6.4)

mostra que as fungoes G(t) e Z(t) obedecem as equagoes

1 dZ

1dZ 1 dB
—— 4+ —_F = _—92pg. .
T BZ dt g (6.6)

Elas podem ser desacopladas levando-se em conta que a relacio Z3Y/? = 2055/2 é

valida para qualquer tempo. As suas solucoes sao dadas por

B(t) = Bo(1 + 2D Gy Zot) (6.7)

Z(t) = Zo(1 + 2D Zot). (6.8)

E interessante ressaltar que a partir da lorentziana nao podemos atingir um valor
finito para a variancia. Esse fato, também caracteristico das distribuicoes de Lévy,
indica que a equagao logaritmica estd associada a regimes superdifusivos.

Para o caso N-dimensional, a Eq. (6.3) assume a forma

dp 2
— =DV~1 .
5 = DV lnp, (6.9)
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com V2 = SN 9?/0z2 e cuja solucao lorentziana, p(|x],t), contém

B(t) = Bo[l — 2(N — 2)DfoZy t]/ N2 (6.10)
Z(t) = Zy[l — 2(N — 2)DfoZy t)N/ M), (6.11)

6.2 Presenca de forcas externas

Analisemos agora a Eq. (6.3) na descri¢do de um processo que inclui um termo

de arraste (forca externa) do tipo F'(x), ou seja,
0
— =D—Ilnp— —(Fp), (6.12)

sendo a mobilidade p considerada igual a unidade.
Para o caso F'(x) = k; — kox, a Eq. (6.12) apresenta como solugao a lorentziana

deslocada
1

plx,t) = :
0= 2O+ B0 — )
De fato, com desenvolvimento anélogo ao da secao prévia, assim como de capitulos

(6.13)

anteriores, temos que [(t), Z(t) e xo(t) satisfazem as equagoes:

dz

1dg
—— = —A4DpZ + 2k 1
3l BZ + 2ko (6 5)
1dz
—— = 2DB7 — ks. .
A I} ko (6 16)

A Eq. (6.14) é independente do indice que caracteriza a nao linearidade da equagio
de difusao, portanto ela ocorre tanto na equacao de difusao usual quanto na de
meios porosos (v # 1) (veja (5.20)). Conseqiientemente, a solugao de (6.14) é do
tipo (5.22), isto é,

zo(t) = |20(0) + :—; (e"r —1)| e ™" (6.17)

Por sua vez, as solugoes de (6.15) e (6.16) sao dadas por
B(t) = o1 = g()] (6.18)
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Z(t) = Zo[1 = g(1)], (6.19)

onde
(ke — 2Dy Zy)

ks

g(t) = (et —1)| e (6.20)

com ¢(0) = 0.

6.3 Equacao logaritmica com termo de fonte

Na presenca de um termo de fonte, a equagao (6.3) é escrita como

dp 0?
i D@ Inp — at)p. (6.21)

Procedendo-se analogamente ao desenvolvimento da se¢ao (4.2), fazemos uma mu-

danga na solugao e uma redefini¢ao na variavel temporal. Entao, a solugao de (6.21)

é

1 R
oo = g armE e (- «0w). (622
com [(7(t)) e Z(7(t)) dados por (6.7) e (6.8), nas quais D = 1 e t é substituido

por T(t) = f(f[)(t’)dt’, com D(t) = Dexp (fot a(t’)dt’). A extensdo para o caso
N-dimensional de (6.22) é verificada empregando-se (6.10) e (6.11).

6.4 (Caso estacionario

Aqui, podemos definir a densidade de corrente de probabilidade

dlnp

J=Fp—D 6.23
p o (6.23)
de maneira tal que a Eq. (6.12) representa uma equagao de continuidade:
dp 0J
—+—=0. .24
ot " or (6.24)

No caso estacionario, dJ/dz = 0, o que implica J = cte = 0, uma vez que

estamos aplicando a condicao de contorno do tipo refletora, ou seja, queremos que
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a corrente se anule no infinito. Esse fato nos permite escrever, levando em conta

que F'= —dV/dx,
dlnp 1dV

cuja solucao é dada por
1

ST
onde foi considerado V' (0) =0, 8 = po/D e p(0) = py = 1. Observe-se que a forma

p (6.26)

(6.26) é mantida na vertente N-dimensional.

A solugao (6.26) é o caso ¢ = 2 da exponencial generalizada
p=[1-(1-qpvVi=2, (6.27)

a qual, por sua vez, recupera a distribuicao de Boltzmann no limite ¢ — 1. Além
disso, lembrando que a distribuicao de Boltzmann é solucao estacionaria no caso de

difusdo usual, (6.26) é a sua analoga para a equacao logaritmica de difusao.

6.5 Unificacao das equacoes de difusao em meios
porosos e logaritmica

A unificacao das equagoes (6.1) e (6.3) sera efetuada considerando a defini¢ao

da funcao logaritmica generalizada, o ¢-logaritmo, dada por

xt=1—1
In,z = - (6.28)
Assim, a equagao unificadora proposta neste trabalho tem a estrutura
% _p 0 (6.29)
_— = — 1n,_ .
ot ga2 aLP

e é evidente que, quando ¢ — 2, a funcao In; recupera a funcao logaritmica. Para
q=2—v # 2, temos que In,_; = (p¥ —1)/v e a Eq. (6.29) recai na equagao de
difusdo em meios porosos (6.1) com D = D/v.

Analogamente a (6.29), podemos considerar a equagao unificada radial levando

0

em conta a dependéncia espacial no coeficiente de difusao, r~%, e uma dimensao nao

73



inteira d, associada a uma dimensao fractal. Isso feito, ampliamos o dominio de

aplicabilidade da Eq. (3.15) e temos

% = DAln, , p, (6.30)

com A dado por (3.7). O ansatz (3.24),
plrnt) = 755 (1= (1= 8] (6:31)

permanece valido e, substituido na Eq. (6.30), conduz as equagoes

%Et) — DAB()Z°(1)
%ﬁ” _ _DNB ()77, (6.32)

Desacopladas as equagoes e resolvidas, as solugoes sao dadas por (3.27) e (3.28) com
A= DAAN+d(1 = q)lBoZ{", fo = B(0) e Zy = Z(0).

Com essas solugoes, o fator (2 — ¢), que fazia com que a solugao da equacgao de
difusdo anomala generalizada (3.15) se tornasse trivial em ¢ = 2, desaparece nesta
construcao e obtemos a "lorentziana", alongada se A < 2 e curta se A > 2. De fato,

para ¢ = 2, a solucao é dada por

1 1
Pt = 7 [1 +ﬁ(t)rA1 : (6.33)

B(t) = Bo[l + At] VA=A e Z(t) = Zy[1 + At)YP, (6.34)

A partir das generalizagoes apresentadas nesta secao é de se conjecturar que uma
equacao de difusao nao linear, que contenha p”, pode ser estendida para v = 0, ao

substituirmos p” por In,_; p, com ¢ =2 — v.
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Capitulo 7

A equacao de Fokker-Planck nao

linear fracionaria

O comportamento de uma difusao anémala pode ser simulado generalizando a
equacao de difusao ordinaria, bem como introduzindo uma dependéncia temporal
ou espacial apropriada nos coeficientes desta equacao, como vimos ao longo deste
trabalho. Assim, na generalizacao da equacao de difusao é possivel introduzir nao
linearidades, derivadas fracionarias ou ainda uma mistura de ambas. Tendo em vista
tais aspectos, dedicamos este capitulo justamente a investigagao das caracteristicas
que emergem da combinacao entre nao linearidades, dependéncia espacial no coefi-
ciente de difusao e derivada fracionaria, sendo esta tltima o ingrediente novo aqui
explorado. Mais precisamente, é centrado o foco na equacao nao linear fracionaria

do tipo Fokker-Planck [43]:

0 0 or—1
o (z,t) = 9 {D(fE)W

o, D) — F(a)ola, t)} , (7.1)

onde v, € R, D(x) o< |z|~? ¢ um coeficiente de difusdao (adimensional) (6 € R)
e F(r) = —dV(z)/dr é uma forga externa (adimensional) associada ao potencial
V(z). Essa anélise envolve varias extensoes dos casos apresentados nos capitulos

anteriores, em particular, pelo emprego de uma forca externa F' = —kjx —|—E7:c]x\7_1.
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7.1 Difusao ané6mala e equacoes fracionarias

A lei de Fick é extensivamente usada como um modelo para a descricao da
difusao usual. Ela representa a mais simples relacao fenomenologica entre o fluxo e
o gradiente da funcao densidade. Assim, a difusao usual é descrita por um modelo
local, ou seja, a pequenas escalas de tempo a evolucao da funcao densidade em
uma dada posi¢ao é afetada apenas por pontos proximos no espago. Em alguns
casos, porém, essa suposicao nao se aplica, levando a inconsisténcias na definicao
do coeficiente de difusao [66]. Dito de outra forma, mesmo em pequenas escalas de
tempo, a evolucao da funcao densidade em uma dada posicao pode ser afetada por
pontos distantes no espaco, caso, por exemplo, do transporte turbulento na camada
limite convectiva [67].

Uma ferramenta que pode ser usada para descrever esta ultima classe de feno-
menos é baseada no célculo fracionéario, no qual operadores diferenciais nao locais
podem ser empregados para levar em conta as correlacoes espaciais. Este proce-
dimento, que leva a equacoes de difusao fracionarias, tem sido amplamente inves-
tigado para descrever difusdo anomala [68]. Estas equagoes de difusdo fracionarias
sao freqiientemente consideradas como um procedimento alternativo para mode-
los de caminhada aleatoria com tempo continuo, equagoes de Langevin genera-
lizadas ou equacoes mestra generalizadas. Assim, equacoes de difusao fracionarias,
ou equacoes de Fokker-Planck fracionérias, tém sido consideradas por diversos au-
tores com diferentes propositos. Por exemplo, equacoes com derivadas fracionarias
temporais [69, 70|, com derivadas fracionérias espaciais |71, 72, 73| e equagbes com
derivadas fracionérias tanto espaciais quanto temporais |74, 75, 76.

Um exemplo tipico de equacgao de difusao fracionaria espacial é dado por

D plat) = Ky pla. ) (7.2
—_ €T et €T .
@tp Y ﬂa|x|up Y Y
que tem como solucao as distribuicoes de Lévy
1 o0
L,(|z|,t) = %/ dk exp|—ikx — K, |k|"t], (7.3)

sendo K, uma constante. Como foi apresentado no capitulo 1, tais distribuicoes

nao possuem segundo momento finito e caracterizam a difusao anémala do tipo
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Lévy. Além disso, uma distribuicao de Lévy satisfaz o teorema do limite central
generalizado de Lévy-Gnedenko. Quanto a derivada fracionéria, estamos usando a
defini¢do de Riemann-Liouville [77]. Também trabalharemos com o eixo = positivo
empregando simetria para estender os resultados para o eixo real completo (em
outras palavras, isto equivale a trabalhar com 9*~1/d|x|+~1).

Como indicada previamente, a Eq. (7.1) pode ser usada para descrever uma
ampla classe de processos de difusao andémala, visto que ela contém, como um
caso particular, a equacao para meios porosos, superdifusao de Lévy, bem como
uma mistura de ambas. Por exemplo, para =2 e v = 1, a Eq. (7.1) recupera
a equacao de Fokker-Planck usual com um termo de arraste. O caso particular
F(z) = 0, D(z) = cte, p = 2 e v arbitrario foi considerado por Spohn [6]. O
caso pu = 2 foi também estudado com detalhes ao longo deste trabalho, porém com
F(z) # 0 e com D apresentando dependéncia espacial. O caso p < 2 com F(z) =0
e D = cte foi tratado em [73].

7.2 Equacao de Fokker-Planck nao linear

Em contraste com a introducao de ansatz especifico para resolver equacgoes de
difusao, como nos capitulos anteriores, vamos considerar um procedimento mais
unificador. Neste sentido, é interessante notar que os resultados apresentados ante-

riormente podem essencialmente ser obtidos usando-se solucoes escaladas do tipo

1 | =
p(x,t) = oK {(I) (t)} (7.4)

para resolver a Eq.(7.1). Procedimento similar tem sido empregado, por exemplo,

em [78, 79]|. Via de regra, o prego que se paga com a introducao desse ansatz é ter
que resolver uma equagao diferencial a mais, que pode ser nao linear.
Para ilustrar esse ultimo procedimento, vamos substituir a Eq.(7.4) na Eq.(7.1),

com =2, F(x) =0e D(x) =D = cte. Assim,

Gl = £ g PO} (7.5
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sendo z = x/®(t). A seguir, eliminamos a dependéncia temporal explicita na Eq.

(7.5) escolhendo

L d
@) La(t) = . (7.6)
k é uma constante. Entdo, a Eq. (7.6), substituida na Eq. (7.5), conduz a
d d d .
k|| = Z{pg e} (7.7
A Eq. (7.6) tem como solugao
B(t) = D [1+ (14 v)0y k] (7.8)
se Do =P(0) #0e
O(t) = [(1 4 v)kt]/ ) (7.9)
se ®(0) = 0 para v > —1. Por outro lado, integrando uma vez a Eq. (7.7), obtemos
d
—kzp(z) = Da[ﬁ(z)]” +C. (7.10)
Finalmente, escolhendo C' = 0, temos uma solucao dessa equa¢ao
1 k z \?
plz,t) = o (1) P [—ﬁ (@) ] ; (7.11)
com ¢ =2—veexp,(z) =[1+(1— q)x]ﬁ sendo a fung¢do g-exponencial. Este

resultado corresponde essencialmente a (3.21) para uma dimensao. Observe-se que a
constante k pode ser fixada a partir da condicao de normalizacao, ffooo dzxp(z,t) = 1.

De maneira geral, a normalizacao de p é independente do tempo. De fato, se a
equagao (7.1) for escrita na forma 0p/0t = 0J /Ox e se assumirmos as condigoes
de contorno J(+£oo,t) — 0, pode-se mostrar que ffooo dx p(x,t) € uma constante de
movimento.

Retornemos a Eq. (7.1) com F = —kjz + k,z|z[7"! (k1 # k) e D(z) = D|z|™*
(0 € R). Esta forma de arraste ndo apresenta o termo constante e tem um termo
extra que mantém o carater impar da forca, quando comparado aos casos estuda-
dos anteriormente. Inicialmente, sera direcionada a discussao para o caso pu = 2.

Empregando a Eq. (7.4) para p(z,t), a Eq. (7.1) reduz-se a

d(t) d . _ d D d . ., [zk Ik, ]
_q)(t)g E[Zp (2)] = e {Wﬂ p(2)]” + {(I)(t) — @(t)2_7:| p(z)}.(?.lQ)
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A seguir, desacopla-se a dependéncia em t e em z na Eq. (7.12), como foi levado a
efeito na Eq. (7.5), via Eq. (7.6). Isso pode ser realizado quando v+ 6 +v = 0. Se
esta condicao for satisfeita, verificamos que

d(t) K

o (1) + (1) "D (£)2HH

(7.13)

|| = S { P e - ki | (714
sendo k' &€ uma constante que desempenha um papel anélogo a k na Eq. (7.7) e que
pode ser determinada através da normalizagao.

Seguindo as etapas de calculo de (7.6) e (7.7), obtemos as solucoes das equagoes
(7.13) e (7.14), generalizando os resultados do exemplo anterior. Ou seja, somos

conduzidos a

, (7.15)

1/(14v+0)
@(t) _ |:_ (1 o €(1+u+9)k1t):|

quando ¢(0) =0 e

p(x,t)zﬁequ [—% (2’_‘:9 (%)2%—1@1@_(1 (%))] . (7.16)

Aqui, Inyz = (2177 —1)/(1 — q) é a fungao g-logaritmo (que ¢ a fungdo inversa da

fungao g-exponencial), ja utilizada no capitulo 6 . Observe-se que, nos resultados
acima, para o caso i = 2, a solu¢ao analitica (7.16) leva em conta os aspectos fractal
e nao linear, uma vez que existe uma dependéncia espacial no coeficiente de difusao
(0 # 0) e um termo nao linear (v # 1). Convém ressaltar, também, que ela contém
resultados apresentados em [6, 28, 31, 40, 55, 41, 79, 80] como casos particulares.
Além disso, esse exemplo reduz-se ao caso do processo de Rayleigh [81] no limite

qg—1left=0.

7.3 Derivadas fracionarias

Faremos aqui uma breve exposicao de alguns resultados envolvendo derivadas
fracionarias, os quais serao utilizados na investigagao do caso p # 2 em (7.1). Uma

apresentagao mais completa pode ser encontrada em [77].
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Existem diferentes definicoes para derivadas fracionarias que estao de uma forma
ou de outra adaptadas as varias caracteristicas do contexto no qual elas serao em-
pregadas. Em fisica, a derivada fracionaria de Riemann-Liouville é mais comumente

utilizada. Sua definicao remonta a féormula de Cauchy para integrais multiplas

oI () :/Ozdml /0 dp f () = (n_ll)!/oxdtﬁ. (7.17)

Substituindo o fatorial pela funcao gama de Euler, podemos generalizar a férmula

introduzindo o expoente fracionario, como segue

I A
I = — dt ———~—-. 7.18
0 xf(ili') F(a>/0 (x_t)l_a ( )
Essa expressao é denominada integral fracionaria de Riemann-Liouville. A derivada

fracionaria é entao definida como uma derivada ordinéria da integral de ordem

fracionaria:
d* d”
D¢ = — = — o[
WDEf() = (e = 2 ol ()
1 a " f(¢)
= — — dt————— —1< . 1
['(n—a) dam /0 (x —t)Ho—n (n Sa<n). (7.19)

Antes de apresentarmos a regra de derivadas fracionérias para o produto de
duas funcoes, consideremos um exemplo. Ele é a aplicacao da definicao acima para

a funcao x?:

Dag? L / L (7.20)
xP = . .
07w ['(n—a)dx" J, (z—t)Hen
Substituindo ¢/z por u, esta integral pode ser escrita na forma padrao da fungao
beta
1 d" !
D%P = " .p—atn P(1 — 717a+nd
oD T—a) ey /0 uP(1 — u) u
Mp+1)  d .,
T, 7.21
F(p—oz—i—n—i—l)dx”x (7:21)
Agora, utilizamos a formula classica
d"x? _ I'(p+1) _
= —1)...(p— Dal ™ = —————— 2" 7.22
e obtemos
r 1
oD%a? = (p+1) P (7.23)

v I'p—a+1)
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E interessante notar que o resultado exato (7.23) corresponde a, simplesmente,
substituir em (7.22) o nimero inteiro positivo n pelo real .
A diferenciacao de um produto de duas fun¢oes, um resultado familiar no calculo

elementar, é estabelecida pela regra de Leibniz:

dn n n dn—kf dkg
—_— = _— =0,1,2,... 7.24
dx™ [fg] ; dxk dxk mERLS (7.24)

A soma finita em (7.24) valeria igualmente se fosse estendida até oo, pois em

O I'(n+1)
p ] K-kl Tk+D(n—k+1) (7.25)

temos que |I'(k —n + 1)| — oo, se kK > n com k inteiro positivo. Por outro lado,

com base na integracao por partes, é verificada a seguinte regra do produto para

integrais
d-m 0 -n d—n—kf dk:g
= _— =1,2,3, .. 2
T fg] kzzo % r =123, (7.26)
com a notagao
d—l T d—2 T r1
dx_]lc = i dxof(xg) , da:—]; E/O dml/o dxof(zo) , .. (7.27)
Entao, para ordens arbitrarias de diferenciacao a regra do produto é generalizada
como
(03 N a a—n n
0DS[f(2)g(x)] = oDz [f(2)] o Dy [g(x)]. (7.28)
n=0 n

Como ilustragao e objetivando futuras aplicagoes, vamos utilizar a tltima regra

para a fun¢io z%(a + bz)? [73]:

oDila(a+ b)) = S| 1| oDr ) oDl(a + ba)” (7.29)
n=0 n
B N BRACT C At gn
= \ F(O‘+1_U+n)r(ﬁ+1+n)b (a + bx) .
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Nesse procedimento, aplicamos diretamente o resultado (7.23) e o fato de que

oD% {(a + b)) = (a1 ba)f = - L@+

n B—n
- NCESER) b"(a + bx)" " . (7.30)

Se ocorre em (7.29) a+ 4+ 1 = p, obtemos uma forma simples para esta série:

[e.9]

oDH[x%(a + bx)?] = F:;@—Z_li_)l)xa“(a—l—ba:)alz a (=bx)"(a + b )™
P LY R
= Pt D) (a+ bx)"~H, (7.31)

onde também foi usada a propriedade da fungao gama I'(z)I'(1 — z) = 7/senwz.

7.4 Equacao de Fokker-Planck nao linear fracionaria

Estamos agora em condigoes de estender a discussao anterior (u = 2), investi-
gando a Eq. (7.1) no caso u # 2. Sem perda de generalidade, sera considerado

D = 1. A substitui¢do da Eq. (7.4) na Eq. (7.1) conduz a

CI)(t) d _ d »—0 a1 } 2k ZWE,Y N
T {<1>(t)9+“+V dz1 P )] +[@(t) - @(t)zv} g (Z)}(7-32)

Por sua vez, a imposicao de

o) kb F
oty B0 0 (7-33)

. - o
desacopla a dependéncia em t e z, com k£ sendo uma constante arbitraria, e leva a

A T L G T 7.34
E [Zp (Z)] - % < dzr—1 [p (Z)] — Ryz p(Z) ) ( . )
com~y=—0—v—pu+2.
Segue de (7.33) que
E’ VJrHJlr@*l
d (t) _ {E2€—(u+v+6—l)k1t _ k_ [1 _ e—(#+v+9—1)k1t] } , (735)
1
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na qual ky é outra constante arbitraria. Se ko = 0, temos ®(0) = 0 para v+u-+60 > 1,
recuperando a Eq. (7.15) quando pu — 2.
Uma integracao de (7.34) fornece para p(z) a equagao
_p AP
dzr=1

sendo C outra constante arbitraria. A seguir, vamos orientar a discussao focalizando

Faplz) =2 5(2)]" = ky2"p(z) +C (7.36)

duas situagbes para a Eq.(7.36). A primeira delas é caracterizada por um arraste

linear, F' = —kyz. Na segunda, serd considerado o arraste F' = —kix + k,z|z|77 !,

para valores particulares de p.

7.4.1 O arraste F' = —kiz

Iniciemos a discussao explorando a Eq. (7.36) com ky # 0 e k, = 0, ou seja,
ar=t
dzr—1

Para resolvé-la, podemos utilizar o procedimento empregado em [73]. Escolhemos

(5(z)] = K2 p(2) +C . (7.37)

entdo p(z) como
plz) = Az (14 b2)1" = 2/ (1 + Bz)ﬂ/” (7.38)

onde z = AY/® e b = bA™"/*. Considerando (7.31), juntamente com o resultado

geral |79, 80|
d LA o
@Q (cx) =c @Q (Z) (LeR,Z=cx), (7.39)

propriedade que vale nao apenas para derivadas ordinarias, mas também para os

operadores fracionarios em geral, verificamos que

drt I'a+1)

—[p(2)] = AV ———— (1 4 bz)PVHL, 4

) = A O ) (7.40)
Substituindo este resultado em (7.37), com C = 0, e levando em conta que os

expoentes de z, assim como os de (a + bz), devem ser iguais, concluimos que

2—p
= — 7.41
v l+p+6 (7.41)
(2= 1)(0 + )
= 42
o 2=3u4 s
I6; 20 (7.43)
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Assim, temos

1

A 2 (u+0)(1+140) T=24-6
Pt = D(t) | (1 + bz)t-WUFsT0) 7 (7.44)
com ®(t) dado por Eq.(7.35), z = x/P(t) e
1+p+6
L T(=p) T
A= |F . |
{k F(oz—i—l)} (7.45)

A Eq. (7.44) reduz-se aquela obtida em [80] na auséncia de arraste.
A presenga de um termo de fonte, ap (v = cte), no lado direito da Eq. (7.1),
modifica a Eq. (7.35), porém ndo afeta a forma de p, Eq. (7.37). De fato, usando

p = pexp(at), como em capitulos anteriores, e, para p o ansatz (7.4), chegamos a

b (1) by \ d. o d [ ztemat gt
<_W : @) A { 3 (@) dot P ) } - (7.46)

A partir dessa equacao promovemos uma separacao de variaveis, conduzindo a

¢ (t) ﬁ Otptv (1-v)at _ _7
<¢ 7 <t>> B (1) _ % (7.47)
Pkl = 2 ber) (7.49

com & constante. A integragio de (7.47) resulta em

q)(t) _ (1 — U — 0 — V)E” [e(y—l)at o 6—(u+9+lj—1)k1t} pree (7 49)
(v—1Da+(p+0+v—1)k T

e, por sua vez, integrando (7.48) recaimos em (7.37). Portanto, a presenga do termo
de fonte nao altera a parte da solucao dependente de z, sendo modificada somente

a parte que depende explicitamente de t.

7.4.2 O arraste F = —kjz + k,x|z|7™!

Vamos considerar agora casos particulares para a derivada fracionaria, especi-

ficamente 4 = 0 e = 1. Iniciemos com pu = 0 e v arbitrario. A correspondente
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equacao é

S0t = oo [0l ay+ e B} . (@50

Para resolvé-la, voltemos a Eq. (7.36), com p=0e C =0, isto &,

Fepe) =+ | G — R 50e). (7.51)

cuja solucao é dada por

1 i 3 B /-y
p(z) TR — {1 + C/dz <k/zl+€ - k;vz_””) } . (7.52)
AR ol NP

onde C é uma constante.

A andlise agora é direcionada para o caso p = 1. Isso corresponde a investigar

a equacao
9 9 —0 v 7. ,—v—0+1
5 (x,t) = 30 & p(z,t)]” + [k1z — kyx | p(z,t) s . (7.53)

Para obter a solugdo desta equagdo, empregando o ansatz (7.4), usamos a Eq.

(7.36). Segue que
Ezp(2) = 270 [p(2)]" — kyz " 5(2) +C . (7.54)
e, conseqiientemente, a solucao correspondente para C =0 é

— — 1/(v-1)
p(z) = (k/zHe + k:vz_”H) .

(7.55)

Finalmente, indicaremos uma conexao entre os resultados apresentados aqui e
as solucoes que surgem da otimizagao da entropia nao extensiva de Tsallis. Estas
distribuicoes nao coincidem para valores arbitrarios de . Porém, a comparacgao
entre os comportamentos assintoticos (|z| grande) permite-nos identificar os tipos
de cauda. Por exemplo, supondo que sejam os mesmos o comportamento exibido

pela Eq. (7.44) para |z| grande,

1

85



e o comportamento assintotico 1/|z|>@~1 que advém da funcio que surge da ma-
ximizagdo da entropia de Tsallis (p o< [1 — (1 — ¢)A|z|?]*/(0~9]), constatamos que

3+t putb

= : 7.57
¢ 1+p+0 (7.57)

Essa relacao ¢ a mesma verificada em [80] na auséncia de arraste. Ela também

recupera aquela ja estabelecida em |73] para 6 = 0.
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Capitulo 8

Conclusao

Do ponto de vista formal, a origem da difusao anémala pode estar relacionada
a varios fatores. Nao linearidades na equacao que descreve a difusao, dependén-
cia espacial e/ou temporal nos coeficientes que caracterizam a equagao de difusao,
derivadas fracionéarias ou uma combinacao desses elementos sao todos fatores que
induzem ao comportamento difusivo anomalo.

Ao incorporarmos um coeficiente de difusao com dependéncia espacial do tipo
D o r~% numa equacio tipo Fokker-Planck ndo linear em dimensdo ndo-inteira
(fractal), obtivemos uma equagao de difusao generalizada que interpola a equagao de
difusao em meios porosos, a equacao de Richardson e a equagao de O’Shaugnhessy-
Procaccia. Sua solucao é uma gaussiana generalizada que unifica o comportamento
tipo lei de poténcia e exponencial alongada. Na descricao do processo difusivo,
verifica-se uma competicao caracterizada pelos indices #, da dependéncia espacial,
e v, que induz a nao linearidade. Quando empregamos o deslocamento quadrético
médio (ou a variancia) para classificar o regime difusivo, verificamos que uma com-
binacao desses indices pode levar a subdifusao, superdifusao ou mesmo a difusao
usual. Neste tltimo caso, constatamos que a forma de distribuicao gaussiana nao é
a unica que identifica uma difusao usual.

Introduzindo um termo de fonte nessa equacao generalizada, observamos que
sua influéncia no deslocamento quadratico médio se manifesta somente na presenca

da nao linearidade da equacao. O termo de fonte constante acentua o carater
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superdifusivo ou subdifusivo do processo. Quando o termo de fonte é uma poténcia
no tempo, as conclusoes sao essencialmente as mesmas do caso com fonte constante.
Na presenca de uma forca linear do tipo F'(r) = —kr nesta equagdo, verificamos uma
solugdo estacionaria para tempo longo, com (r?) correndo para um valor constante
quando k positivo. Para k < 0, (r?) cresce exponencialmente para longo ¢ . As
solucoes estacionarias desta equacao sao tais que maximizam a entropia de Tsallis,
portanto da forma da distribuicao canonica de Tsallis.

A presenca de coeficientes dependentes do tempo na equacao de difusao pode
implicar a emergéncia de difusao anéomala, mesmo o processo sendo descrito por
uma equagao de difusao linear e uma distribuicao gaussiana. Tais coeficientes pre-
sentes numa equacao nao linear com termo de fonte e de arraste, associados a uma
distribuicao nao gaussiana, podem conduzir tanto a processos anomalos como a
difusao usual, entendendo-se por usual o comportamento linear no tempo da va-
riancia. Estes resultados podem ser tteis para clarear uma possivel origem de uma
vasta classe de diferentes processos difusivos anémalos, tanto em contextos tedricos
quanto experimentais.

A equacao de difusao logaritmica vem ampliar o limite de aplicacao da equacgao
de difusao em meios porosos e das equagoes generalizadas estudadas ao longo deste
trabalho, uma vez que essas equacgoes deixam de ter a g-gaussiana como solugao em

= 2. A equacao logaritmica é justamente a equacao de difusdao para este caso,
tendo como solucao exata a lorentziana. Nesta direcao, é obtida uma unificacao
da equacao logaritmica de difusao com a equacgao de difusao em meios porosos, e,
de forma mais geral, com a equacao generalizada em dimensao fractal. Assim, este
feito representa um avanco na descricao formal dos processos difusivos, bem como
nas suas solucoes.

Nesta trajetoria de unificagao e generalizacao, a equacao nao linear com derivada
fracionaria (espacial) e dependéncia espacial no coeficiente de difusao representa
mais um passo importante. Sao encontradas solucoes exatas, que contemplam
muitos dos principais casos apresentados no desenvolvimento deste trabalho e resul-
tados importantes vistos na literatura, como situagoes particulares. Neste contexto,

é efetuada uma anélise que inclui uma for¢a externa, a qual pode ter curto ou longo
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alcance, a depender de uma escolha conveniente de parametros.

Apesar de, nesta pesquisa, nao invocarmos diretamente questoes experimentais
relacionadas as equagoes de difusao anomala investigadas, acreditamos que o tra-
balho seja relevante. Isso porque as varias equacoes de difusao analisadas interpolam
outras de consagrada posicao na literatura. Assim, espera-se que estas equacoes, ou
pelo menos casos especiais delas, reflitam situacoes fisicas nas quais haja competicao

entre diferentes mecanismos que geram difusao anémala.
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