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ABSTRACT

In this work we studied nonlinear differential equations and inte-

grals by using nonextensive concepts related to the Tsallis entropy. More

precisely, a family of nonlinear ordinary differential equations with arbitrary

order is obtained. Applications of these equations are given here. In particu-

lar, a connection between Tsallis entropy and the one-dimensional correlated

anomalous diffusion equation is established. It is also developed explicitly a

WKB-like method for second order equations and it is applied to solve ap-

proximately a class of equations that contains as a special case the Thomas-

Fermi equation for an atom. In order to calculate approximately integrals,

generalized saddle-point, variacional and perturbative methods are developed

as well. It is expected that the present ideas can be useful in the discussion

of nonextensive contexts and related ones.



RESUMO

Neste trabalho estudamos equações diferenciais não lineares e integrais

usando conceitos relacionados à entropia de Tsallis. Mais precisamente, é

obtida uma famı́lia de equações diferenciais não lineares de ordem arbitrária.

Aplicações destas equações são apresentadas. Em particular, é estabelecida

uma conexão entre a entropia de Tsallis e a equação de difusão anômala cor-

relacionada unidimensional. Uma generalização do método WKB é desen-

volvida explicitamente, a qual é aplicada para resolver, aproximadamente,

uma classe de equações que contém a equação de Thomas-Fermi para um

átomo como caso especial. Com o objetivo de efetuar cálculos aproxima-

dos de integrais, são desenvolvidas generalizações dos métodos ponto de sela,

variacional e perturbativo. Espera-se que as idéias aqui apresentadas possam

ser úteis na discussão de contextos não extensivos.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A mecânica estat́ıstica é a teoria básica subjacente à teoria fenomenológica

da termodinâmica e tem como um dos seus objetivos explicar suas leis e re-

sultados. A termodinâmica, por sua vez, sistematiza as leis emṕıricas sobre

o comportamento térmico dos corpos macroscópicos e tira seus conceitos

diretamente dos experimentos. Sua abordagem axiomática, baseada em pos-

tulados, está apresentada nos trabalhos pioneiros de Caratheódory [1] e Tisza

[2]. Os postulados dizem basicamente que [3]:

I - Existem estados de equiĺıbrio macroscópico (para sistemas simples), com-

pletamente caracterizados pela energia interna, volume e número de moles

das espécies qúımicas que constituem o sistema.

II - Existe uma entropia S, função dos parâmetros extensivos do sistema, que

é máxima no estado de equiĺıbrio.

III - A entropia é uma função cont́ınua, diferenciável e monotonicamente

crescente da energia. É aditiva (extensiva) sobre os sub-sistemas constitu-

intes.

IV - A entropia se anula no Zero Absoluto.
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A mecânica estat́ıstica, por sua vez, se fundamenta na teoria de proba-

bilidades aplicada sobre uma mecânica, a qual pode ser clássica ou quântica.

Para entendermos melhor essa questão, notemos que o mundo microscópico é

governado pelas leis da mecânica, porém o grande número de part́ıculas nos

corpos macroscópicos (∼ 1023/cm3) inviabiliza a avaliação dos dados iniciais,

como por exemplo, posições e velocidades iniciais das part́ıculas, dados que

a dinâmica requer. Este tipo de questão indica que uma descrição viável dos

sistemas macroscópicos deve passar por uma abordagem probabiĺıstica. É

importante ressaltar que a mecânica estat́ıstica não reformula ou transforma

a dinâmica microscópica, mas ela fornece regras para fazer predições sobre o

sistema sem todos os dados necessários no método dinâmico.

Quando se compreende que os fenômenos térmicos são manifestações

macroscópicas da dinâmica microscópica, fica ńıtida a conexão entre a ter-

modinâmica e a microdinâmica. A mecânica estat́ıstica permite então mudar

de um ńıvel de descrição macroscópico para um ńıvel microscópico. Boltz-

mann estabeleceu uma conexão (∼ 1872) quando propôs a famosa expressão

para a entropia, S = k logW , formulando pela primeira vez a visão mi-

croscópica da termodinâmica. Posteriormente, Gibbs trouxe contribuições

fundamentais para a teoria, introduzindo, por exemplo, o conceito de ensem-

ble.

A termoestat́ıstica de Boltzmann-Gibbs (B-G) constitui uma ferramenta

poderosa para predições em sistemas usuais, mais precisamente quando vale

a extensividade termodinâmica, isto é, nos casos em que as interações mi-

croscópicas podem ser desprezadas ou são de curto alcance e quando a

memória microscópica é de curta duração ou não existe. A presença de forças

de longo alcance causa modificações importantes na termodinâmica, muitas

delas ainda não devidamente investigadas [4]. Por exemplo, o conceito de sis-
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tema isolado (sistema que não troca matéria, energia ou informação com sua

vizinhança), essencial na teoria de B-G, é uma idealização apropriada quando

as interações forem de curto alcance e portanto decaindo rapidamente com

a distância. Separar estes sistemas torna as interações tão fracas que po-

dem ser desprezadas, aproximando-os de sistemas isolados ideais. Por outro

lado, a presença de interações de alcance suficientemente longo pode ser sig-

nificativa, e estas não podem ser desprezadas. Neste caso, seria praticamente

imposśıvel separar completamente (isolar) sistemas interagentes. Além disso,

quando estas interações são relevantes, os parâmetros termodinâmicos podem

perder seu caráter extensivo ou intensivo.

O formalismo de B-G pode então falhar em sistemas que incluem forças

de longo alcance e efeitos de memória de longa duração. Na mesma direção,

a presença de uma estrutura fractal pode conduzir a uma situação onde tal

formalismo não seja adequado. Assim, somas ou integrais usuais que apare-

cem em quantidades termoestat́ısticas relevantes (como, por exemplo, função

de partição, energia interna, entropia, deslocamento quadrático médio) po-

dem divergir. Isso implicaria a ausência de uma prescrição matemática bem

comportada para cálculos de quantidades normalmente usadas para carac-

terizar o sistema (como, por exemplo, calor espećıfico, susceptibilidade, di-

fusividade) e impossibilitaria a comparação com dados experimentais, que

são sempre finitos. Estas dificuldades são bem conhecidas em sistemas grav-

itacionais [5, 6], magnéticos [7], difusão anômala de Lévy [8], bem como em

alguns problemas de tensão superficial [9], sistemas granulares [10], neutrinos

solares [11], velocidade peculiar de galáxias [12], entre outros.

Um posśıvel caminho teórico para ampliar o limite de validade da termo-

estat́ıstica de B-G tem sido traçado tomando como base a entropia de Tsallis

[13, 14]. Para se generalizar uma teoria é necessário violar pelo menos um
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dos seus postulados. A entropia generalizada de Tsallis viola a aditividade

(parte do terceiro postulado), que veremos com detalhe no caṕıtulo 2. Esta

propriedade conduz a uma mecânica estat́ıstica generalizada cujo formalismo

está estruturado sobre dois objetos básicos: a forma entrópica Sq e um valor

médio generalizado para os observáveis. Nesse formalismo, a mecânica es-

tat́ıstica de B-G está contida na mecânica estat́ıstica generalizada como um

caso particular. Mais precisamente, no limite q → 1 a termoestat́ıstica de

B-G é reobtida, onde q é um parâmetro caracteŕıstico presente na entropia

de Tsallis.

De uma maneira geral, a entropia de Tsallis não é extensiva. Esta pro-

priedade tem sido um ingrediente básico para empregar uma mecânica es-

tat́ıstica baseada em sua estrutura para descrever sistemas interagentes do

tipo previamente descritos. Por exemplo, este formalismo vem sendo apli-

cado em muitos contextos, tais como superdifusão anômala do tipo Lévy[15],

difusão anômala do tipo correlacionado [16], turbulência de Euler [17], sis-

temas auto-gravitantes [18, 19, 20, 21], radiação cósmica de fundo [22], ve-

locidades peculiares de galáxias espirais [23], teoria da resposta linear [24],

interação elétron-fônon [25], sistemas ferro-fluidos [26], sistemas dissipativos

com baixa dimensão [27] e hamiltonianos sensitivos à condições iniciais [28],

entre outros.

Como ficará mais claro no decorrer desta apresentação, a não extensivi-

dade que permeia os temas relacionados à entropia de Tsallis deve conduzir

à generalizações, quando comparados ao contexto extensivo. Um bom e-

xemplo disto é o caso da equação que descreve um decaimento radioativo,

dy/dt = −λy. Como veremos, uma generalização desta equação, baseada na

entropia de Tsallis, é dy/dt = −λyq. Por este exemplo podemos perceber

que o comportamento não extensivo é manifestado na transformação de uma
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equação linear em outra não linear. Este tipo de generalização, assim como

algumas de suas aplicações, é um dos temas desenvolvidos no nosso trabalho.

Mais precisamente, analisaremos a generalização de certas equações lineares,

a qual será aplicada ao movimento de uma part́ıcula num meio viscoso, à

cinética qúımica, à difusão anômala correlacionada e à equação de Thomas-

Fermi. Para o caso desta última equação será previamente desenvolvida uma

generalização do método WKB.

Outra questão que estudaremos é a aproximação de integrais baseada

na mecânica estat́ıstica não extensiva oriunda da entropia de Tsallis. Neste

contexto, serão desenvolvidos dois procedimentos: o primeiro é basicamente

uma generalização do método do ponto de sela e o segundo utiliza um pro-

cedimento variacional baseado numa generalização da desigualdade de Bo-

goliubov. Na mesma linha será discutido também o método perturbativo.

Esta monografia está dividida em oito caṕıtulos. No segundo caṕıtulo é

apresentada uma breve revisão da mecânica estat́ıstica generalizada baseada

na entropia de Tsallis. No caṕıtulo 3, obtemos uma generalização da equação

de decaimento (crescimento) exponencial, que é aplicada ao movimento de

uma part́ıcula em meio viscoso e à cinética qúımica. No caṕıtulo 4, con-

strúımos uma famı́lia de equações não lineares com coeficientes constantes,

baseada na generalização do caṕıtulo anterior. É feita, então, uma aplicação

visando obter uma conexão entre a difusão anômala correlacionada e a en-

tropia de Tsallis. No quinto caṕıtulo, a famı́lia obtida anteriormente é es-

tendida para o caso de coeficientes não constantes. Neste contexto, desen-

volvemos um procedimento que generaliza o método de aproximação WKB.

A seguir, este procedimento é aplicado para resolver a equação de Thomas-

Fermi para um átomo neutro. Os caṕıtulos 6 e 7 são dedicados à generalização

de métodos para efetuar cálculo aproximado de integrais. No primeiro, é de-
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senvolvida uma generalização do método do ponto de sela ao longo do eixo

real (também conhecido como método de Laplace), o qual será aplicado no

cálculo de integrais cujos integrandos não podem ser aproximadas por uma

gaussiana. No caṕıtulo seguinte levamos a efeito um método de aproximação,

de caráter variacional, o qual se fundamenta numa generalização da desigual-

dade de Bogoliubov. Também será discutido, brevemente, um procedimento

perturbativo para o cálculo de integrais. Finalmente, no oitavo e último

caṕıtulo, apresentamos uma discussão e conclusões sobre os temas desen-

volvidos neste trabalho.
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Caṕıtulo 2

Entropia de Tsallis e
distribuição q

Antes de iniciar a discussão das questões que motivaram o presente tra-

balho, é conveniente fazer uma apresentação de alguns aspectos básicos que

permeiam todos os desenvolvimentos posteriores. Neste sentido, este caṕıtulo

é dedicado a uma breve discussão sobre a entropia generalizada de Tsallis e

algumas de suas implicações.

Para enfatizar que a entropia de Tsallis e as distribuições de probabi-

lidades vinculadas a ela são generalizações do caso usual, é feita uma a-

presentação introdutória sobre a entropia de Boltzmann-Gibbs-Shannon e os

ensembles canônico e microcanônico.

2.1 A distribuição de Boltzmann

A introdução de uma mecânica estat́ıstica pode ser baseada na adoção de

uma forma entrópica S e num conjunto de v́ınculos fisicamente apropriados.
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Além disso, em qualquer estado final de equiĺıbrio termodinâmico a entropia

deve ser máxima. Esse postulado de maximização está intimamente ligado

a uma questão fundamental: a estabilidade térmica da matéria. Matemati-

camente, esse postulado conduz a um prinćıpio variacional que dá origem a

vários desdobramentos. Em particular, as probabilidades relativas aos diver-

sos estados de um sistema devem ser tais que maximizam a sua entropia.

Nesse contexto, a entropia de Boltzmann-Gibbs-Shannon, B-G-S [29],

S = −k
W∑

i=1

pi ln pi , (2.1)

ocupa um papel fundamental na mecânica estat́ıstica usual, onde {pi} são as

probabilidades associadas aos W estados acesśıveis ao sistema em estudo e k

representa a constante de Boltzmann.

Uma importante propriedade dessa entropia se refere à regra de aditivi-

dade. Para verificá-la, consideremos dois sistemas independentes A e B,

sendo {p(A)
i } e {p(B)

j } os respectivos conjuntos de probabilidades. Nesse caso,

vale para o sistema resultante da composição A ∪ B a relação

p
(A ∪ B)
ij = p

(A)
i p

(B)
j . (2.2)

A entropia do sistema total é dada, então, por

S(A∪B) = −k
∑

i,j

p
(A)
i p

(B)
j ln p

(A)
i p

(B)
j

= −k
∑

i

p
(A)
i ln p

(A)
i − k

∑

j

p
(B)
j ln p

(B)
j ,

ou seja

S(A∪B) = S(A) + S(B) . (2.3)
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Quando consideramos um sistema macroscópico com interações de curto

alcance, seus subsistemas (também macroscópicos) interagem muito fraca-

mente, fazendo com que a relação (2.2) seja uma excelente aproximação.

Assim, entropia do conjunto é a soma das entropias de cada subsistema,

satisfazendo o postulado III apresentado no caṕıtulo 1.

Passemos agora à maximização de S(pi) em relação ao conjunto {pi},
respeitando os v́ınculos

α =
W∑

i=1

pi (2.4)

e

γ =
W∑

i=1

xi pi . (2.5)

Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange [30], constrúımos a

função auxiliar

R(pi) = −
W∑

i=1

pi ln pi + λ1

(
α−

W∑

i=1

pi

)
+ λ2

(
γ −

W∑

i=1

xipi

)
. (2.6)

A extremização de R(pi) em relação a pi nos permite escrever

∂R(pi)

∂pj

= ln pj + 1 + λ1 + λ2xj = 0 , (2.7)

que implica

pi = C exp(−λxi) , (2.8)

com C = exp(−λ1 − 1) e λ = λ2. Deve-se ressaltar que a escolha α = 1, na

eq.(2.4), conduz a uma distribuição de probabilidade normalizada, e nesse

caso, C = 1/
∑W

i=1 exp(−λxi). Na sequência deste trabalho, em geral, essa
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escolha não é necessária. Sendo assim, não fixaremos a priori o valor de α

(veja, por exemplo, os caṕıtulos 3 e 4).

Considerando xi → εi como o valor particular da energia de cada mi-

croestado, e λ → β = 1/kT , então o conjunto dos microestados {i} constitui

o ensemble canônico, conjunto dos estados acesśıveis ao sistema em contato

com um reservatório térmico a uma temperatura T . Assim, a respectiva

probabilidade pi, dada pela eq. (2.8) , é

pi =
exp(−βεi)

Z
, (2.9)

onde

Z =
W∑

i=1

exp(−βεi) (2.10)

é a função de partição do sistema. Nesse caso, γ = U representa a energia

interna média do sistema macroscópico. Relações importantes podem ser

obtidas das expressões acima.Por exemplo, para a energia interna e para

energia livre, F = U − TS, temos

U = − ∂

∂β
ln Z . (2.11)

e

F = − 1

β
ln Z , (2.12)

respectivamente.

A expressão (2.5) representa também a forma padrão para o cálculo do

valor médio (valor esperado) de qualquer observável arbitrário O na es-

tat́ıstica usual

〈O〉 =
W∑

i=1

Oi pi (2.13)
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Quando o sistema estiver isolado, sujeito apenas ao v́ınculo (2.4), com

α = 1, teremos o ensemble microcanônico. Seguindo o procedimento que

conduziu à eq. (2.8), porém sem a contribuição relativa à λ2, a probabilidade

do sistema ser encontrado em um microestado i será dada simplesmente por

pi =
1

W
. (2.14)

Assim, a probabilidade para qualquer um dos microestados do conjunto é

a mesma, isto é, todos os estados são igualmente prováveis. A noção de

probabilidades iguais pode ser interpretada como uma “inexistência de co-

nhecimento a priori ” e representa nossa total ignorância sobre o sistema.

A desiformação a respeito do conjunto de eventos é máxima. A entropia de

B-G-S assume então, para o ensemble microcanônico, a forma

S = k log W (2.15)

que é o valor máximo para a entropia (2.1), sujeita ao v́ınculo (2.4) e com

α = 1.

2.2 A entropia de Tsallis

Podemos generalizar a eq. (2.1) de tal forma que essa nova entropia possa

exibir um caráter não-extensivo. Para isso vamos considerar a interessante

proposta de entropia feita por Tsallis [13],

Sq = k
1−∑W

i=1 (pi)
q

q − 1
(q ∈ R) . (2.16)

No limite q → 1, verifica-se facilmente que Sq reduz-se à entropia de B-G-S,

ou seja

S1 = lim
q→1

k
1−∑W

i=1 pi(pi)
q−1

q − 1
= lim

q→1
k
1−∑W

i=1 pi exp((q − 1) ln pi)

q − 1
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e, expandindo a exponencial em séries de potências de (q − 1), podemos

concluir que

S1 = lim
q→1

k
1−∑W

i=1 pi(1 + (q − 1) ln pi + ....)

q − 1
= −k

W∑

i=1

pi ln pi .

Além de conter a entropia de B-G-S como caso limite, a entropia de Tsallis

apresenta várias outras propriedades. A entropia Sq é positiva definida. De

fato, se q > 1, temos pq
i < pi e

∑
pq

i <
∑

pi = 1, o que implica Sq ≥ 0. Da

mesma forma, se q < 1, temos pq
i > pi e

∑
pq

i >
∑

pi = 1 e novamente Sq ≥ 0.

A entropia Sq também tem concavidade definida, mais precisamente, ela é

côncava para q > 0 (somente um máximo) e convexa para q < 0 (somente um

mı́nimo). Sq é expanśıvel para q > 0, Sq(p1, p2, ...., pw) = Sq(p1, p2, ...., pw, 0),

ou dito de outra forma, podemos expandir o conjunto de possibilidades e

a entropia não se altera, desde que a possibilidade acrescentada tenha pro-

babilidade zero. Generaliza ainda a aditividade (que veremos a seguir) e a

aditividade de Shannon. Todas as propriedades citadas podem ser verificadas

em [13, 31].

A não extensividade da entropia (2.16) se manifesta na regra de (pseudo)

aditividade. Sejam dois sistemas independentes A e B com {p(A)
i }, {p(B)

j }
os respectivos conjuntos de probabilidades. Novamente, considerando o caso

em que essas probabilidades não são correlacionadas, podemos empregar a

eq. (2.2). Assim, a entropia do sistema final é dada por

S(A ∪ B)
q =

1−∑
i,j (pi)

q(pj)
q

q − 1

=
1−∑

i (pi)
q

q − 1
+

1−∑
j (pj)

q

q − 1
− (1−∑

i (pi)
q)(1−∑

j (pj)
q)

q − 1
,

ou seja

S(A ∪ B)
q = S(A)

q + S(B)
q + (1− q) SA

q SB
q . (2.17)
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O ı́ndice entrópico q caracteriza então o grau de não extensividade da entropia

(2.16). Visto que em todos os casos Sq ≥ 0, temos que q > 1 corresponde

à subextensividade, pois S(A∪B) < S(A) + S(B). Analogamente a superex-

tensividade está relacionada a q < 1, pois S(A∪B) > S(A) + S(B) e quando

q = 1 a extensividade é recuperada. Em resumo, a entropia de Tsallis (2.16)

introduz algum tipo de interconexão entre as partes do sistema. Dizendo de

outra forma, a violação da aditividade rompe, em certo sentido, o conceito

de sistema isolado.

2.3 A distribuição q - (I)

Vamos maximizar (2.16) mantendo o v́ınculo (2.4) inalterado, porém mu-

dando o v́ınculo (2.5) para

γq =
W∑

i=1

xi(pi)
q . (2.18)

Seguindo o mesmo procedimento empregado para a entropia B-G-S, temos

R(pi) =
1−∑W

i=1 (pi)q

q − 1
+ λ1

(
α−

W∑

i=1

pi

)
+ λ2

(
γq −

W∑

i=1

xi(pi)
q

)

e

δR(pi)

δpj

=
qpq−1

j

q − 1
+ λ1 + λ2xjqp

q−1
j = 0 ,

conduzindo a

pi = Cq [1− (1− q) λxi]
1/(1−q) . (2.19)

Nesta expressão, Cq = [λ1(1 − q)/q]1/(q−1) e λ = λ2. Com α = 1 no

primeiro v́ınculo, pi representa a distribuição de probabilidade q com Cq =
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1/
∑W

i [1− (1− q) λxi]
1/(1−q) . Da mesma forma, com xi → εi e λ → β =

1/kT ,

pi =
1

Zq

[1− (1− q) βεi]
1/(1−q) (2.20)

representa a forma da distribuição q para o ensemble canônico e

Zq =
W∑

i

[1− (1− q) βεi]
1/(1−q) (2.21)

representa a função de partição generalizada. Ainda, γq = Uq é a energia

interna média do sistema, que pode ser obtida de Zq através da relação

Uq = − ∂

∂β

(
Z1−q

q − 1

1− q

)
. (2.22)

Além disso, a energia livre generalizada, Fq = Uq − TSq, será dada por

Fq = − 1

β

Z1−q
q − 1

1− q
. (2.23)

No caso particular do ensemble microcanônico, à semelhança do caso

usual, temos pi = 1/W , e portanto

Sq = k
1−∑W

i=1 1/W q

q − 1
= k

1−W 1−q

q − 1
. (2.24)

Por esta expressão , vemos que Sq é monotonicamente crescente com W , para

q < 1, e e aproxima-se assintoticamente de um valor limite para q > 1. Além

disso, a eq. (2.24) representa o valor máximo (mı́nimo) da entropia (2.16)

para q > 0 (q < 0), quando empregamos apenas o v́ınculo (2.4).

Postulando a entropia (2.16) e o v́ınculo (2.18), Tsallis propôs uma mecâ-

nica estat́ıstica generalizada que no limite q → 1 recupera a mecânica es-

tat́ıstica usual. Propriedades importantes como a estrutura termodinâmica

de Legendre, o teorema H (irreversibilidade do tempo macroscópico), o
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teorema de Ehrenfest (prinćıpio de correspondência), entre outras, são q-

invariantes [13, 31, 32].

A distribuição (2.20), veja figura (2.1), apresenta propriedades interes-

santes, tais como:

a) Ela recupera a distribuição de Boltzman no limite q → 1, pi ∝ exp (−βεi).

b) A dependência em relação à energia obedece a uma lei de potência ao

invés da exponencial usual, para εi À 1/β e q > 1.

c) Para q < 1 apresenta um corte (probabilidades nulas para ńıveis de

energia altos o suficientes para produzir um valor negativo na expressão

(1− (1− q)βεi ).
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Além disso, a forma do v́ınculo na expressão (2.18) sugere que um ob-

servável genérico na teoria poderia comparecer nesta forma para o cálculo

do valor médio generalizado,

Oq ≡ 〈O〉q ≡
W∑

i=1

Oi pq
i . (2.25)

Cabe ressaltar ainda que as probabilidades {pi} são genericamente números

entre zero e um, então pq
i > pi para q < 1 e pq

i < pi para q > 1. Isso

significa que eventos raros são privilegiados no cálculo dos valores médios

quando q < 1 enquanto que q > 1 reforça eventos mais frequentes. Veja a

tabela (2.1), onde este comportamento fica claro para valores definidos de p

e q.

q = 1 q = 1/2 q = 2

pq
1 1/2 1/

√
2 1/4

pq
2 1/8 1/2

√
2 1/64

(p1/p2)
q 4 2 16

Tabela 2.1
Uma comparação entre as probabilidades p1 e p2 elevadas

à potência q, para valores t́ıpicos de p1, p2 e q.

2.4 A distribuição q (II)

Apesar de não ser essencial na discussão dos próximos caṕıtulos, mas

por uma questão de informação, apresentaremos uma modificação do v́ınculo

(2.18) que possibilita alguns avanços formais na teoria. Isso é posśıvel porque

a forma precedente de cálculo para o valor médio tem o incoveniente de

apresentar um resultado inusitado para o valor médio da unidade, 〈1〉q =
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∑
i p

q
i 6= 1, como se a não-extensividade da entropia implicasse um efetivo

ganho ou perda de norma. Além disso, a distribuição (2.20) não é invariante

através de uma translação uniforme do espectro de energia {εi}, isto é, os

resultados termodinâmicos dependem da escolha da origem das energias. Na

prática pode ser escolhido ε0 = 0 como o estado fundamental de referência.

Esses últimos resultados podem ser contornados com outra posśıvel es-

colha para o v́ınculo (2.18) [33], a saber

γ̃q =
W∑

i

xiPi (2.26)

com

Pi =
pq

i∑W
j=1 pq

j

, (2.27)

implicando

W∑

i=1

Pi = 1 . (2.28)

A otimização da entropia Sq, seguindo o procedimento anterior e com xi → εi

e γ̃q → Ũq, leva agora a

p̃i =
1

Z̃q


1− (1− q)β

(
εi − Ũq

)
/

W∑

j=1

(p̃j)
q




1/1−q

, (2.29)

onde

Z̃q =
W∑

i=1


1− (1− q)β

(
εi − Ũq

)
/

W∑

j=1

(p̃j)
q




1/1−q

. (2.30)

Essa última escolha para o segundo v́ınculo mantém todos os resulta-

dos termodinâmicos q-generalizados e apresenta feições mais familiares para

alguns aspectos relativos à distribuição q.
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Se for adicionado um valor constante εo a todo o conjunto {εi} do espectro,

Ũq torna-se então Ũq + εo. Isso deixa invariante a diferença {εi − Ũq} na

distribuição , o que por sua vez deixa invariante o conjunto de probabi-

lidades {pi} sob uma translação no espectro de energia, e , portanto, todas

as quantidades termodinâmicas. Além disso, a norma é conservada, já que o

valor esperado de um observável O terá a forma

Õq ≡ 〈〈O〉〉q ≡
∑

i

OiPi =

∑
i Oip

q
i∑

i p
q
i

, (2.31)

e agora é trivial mostrar que 〈〈1〉〉q = 1 para qualquer q.

Pode-se notar que, fatorando no numerador e no denominador a quanti-

dade [1 + (1− q)βŨq/
∑W

i=1(p̃j)
q]1/(1−q), na eq.(2.29), chegamos à relação

p̃i =
[1− (1− q)β̃εi]

1/(1−q)

∑W
i=1[1− (1− q)β̃εi]1/(1−q)

, (2.32)

com β e β̃ relacionados por

β̃ =
β

∑W
j=1(p̃j)q + (1− q)βŨ

. (2.33)

Portanto, comparando (2.20), (2.32) e (2.29) verificamos que p̃i(β) =

pi(β̃). Então todos os desenvolvimentos obtidos com a escolha do v́ınculo

(2.18) podem ser adaptados para incorporar a escolha (2.26), a qual mostra-se

mais adequada para satisfazer os requisitos convencionais de uma distribuição

de probabilidades.
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Caṕıtulo 3

Crescimento e decaimento não
exponencial

Neste caṕıtulo é apresentado, inicialmente, um procedimento para obter

a equação de decaimento (crescimento) exponencial baseado na entropia de

B-G-S. Empregando este mesmo procedimento, porém usando a entropia de

Tsallis, obtemos uma generalização desta equação [34]. A seguir, a equação

generalizada é aplicada ao caso do movimento de uma part́ıcula em um meio

fluido viscoso e à cinética qúımica.

3.1 Decaimento exponencial e extensividade

Podemos facilmente estender o procedimento do caṕıtulo anterior para o

caso em que a variável x assume valores cont́ınuos. Nesse caso, a entropia de

B-G-S é escrita como

S = −
∫ b

a
p(x) ln p(x) dx (3.1)
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e os v́ınculos tornam-se

α =
∫ b

a
p(x) dx (3.2)

e

β =
∫ b

a
x p(x) dx . (3.3)

onde a e b delimitam a região onde a distribuição de probabilidade p(x) está

definida, a ≤ x ≤ b. Consequentemente, a distribuição que maximiza a

entropia acima, sujeita a estes dois v́ınculos, é a distribuição exponencial

p(x) = po exp(−λx) . (3.4)

onde po e λ são constantes que dependem dos parâmetros α e β. Verifica-se

facilmente que essa distribuição satisfaz a equação do decaimento (cresci-

mento) exponencial

dp

dx
+ λ p = 0 , (3.5)

definida num intervalo arbitrário a ≤ x ≤ b e satisfazendo a condição inicial

p(0) = po.

Essa equação tem inúmeras aplicações e modela sistemas de caráter ex-

tensivo. Um exemplo é o decaimento radiativo de núcleos não interagentes. A

desintegração de um núcleo não afeta o comportamento de outro e o compor-

tamento do conjunto reflete o desconhecimento de cada núcleo em particular

em relação ao processo ocorrido com os outros.

3.2 Decaimento não exponencial e não exten-

sividade
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A passagem para um caso não extensivo é imediata. Considerando o que

foi discutido no caṕıtulo e na seção anterior, a entropia de Tsallis pode ser

escrita, no caso cont́ınuo, como

Sq = −
∫ b

a

p(x) (1− p(x)q−1)

1− q
dx . (3.6)

ou, alternativamente, como

Sq =
1− ∫ b

a p(x)q dx

q − 1
. (3.7)

Quanto aos v́ınculos, o primeiro se mantém inalterado (ver eq. 3.2) e o

segundo é reescrito como

β =
∫ b

a
x p(x)q dx . (3.8)

Assim, a distribuição que maximiza Sq sujeita aos v́ınculos (3.2) e (3.8) é

p(x) = po

[
1− (1− q) pq−1

o λx
]1/(1−q)

, (3.9)

que generaliza a distribuição exponencial.

A derivação direta dessa última expressão conduz a

dp(x)

dx
= −λpq

o[(1− (1− q) pq−1
o λx)]q/(1−q) ,

isto é, essa distribuição satisfaz a equação não linear

dp

dx
+ λ pq = 0 , (3.10)

definida para o intervlo a ≤ x ≤ b e sujeita à condição inicial p(0) = po.

Os resultados subsequentes independem da forma entrópica empregada,

(3.6) ou (3.7). Na passagem de (3.6) para (3.7) é necessário supor que α = 1

em (3.2).
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A equação (3.10) é a generalização da eq. (3.5) baseada na entropia

de Tsallis e nos v́ınculos (3.2) e (3.8). Deve-se ressaltar que a natureza

não extensiva desta entropia está intrinsicamente relacionada ao fato da eq.

(3.10) ser não linear. Por outro lado, se empregarmos a notação λef = λpq−1,

podemos escrever

dp

dx
+ λefp = 0 . (3.11)

Isto por sua vez indica que a eq. (3.11) pode ser empregada para descrever

um decaimento (crescimento) com algum tipo de memória, onde q, de alguma

forma, estaria conectado com uma memória do sistema.

3.3 Aplicações

Vamos considerar, primeiramente, a equação que descreve o movimento

médio de uma part́ıcula em meio fluido viscoso sem atuação de forças externas

[35]. Neste caso, a equação de movimento pode ser escrita como

m
dv

dt
= −bvq , (3.12)

com m representando a massa da part́ıcula, v sua velocidade e b o coeficiente

de atrito em relação meio. Por sua vez, o parâmetro q está relacionado à

turbulência provocada no meio (comportamento não extensivo). A solução

desta última equação apresenta então a forma

v(t) = vo

[
1− (1− q)vq−1

o

b

m
t

]1/(1−q)

. (3.13)

Quando q = 1, temos um escoamento não turbulento e o caráter extensivo é

recuperado, isto é,

v(t) = vo exp

(
− b

m
t

)
. (3.14)
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Um outro exemplo da equação (3.10) pode ser obtido da cinética qúımica

[36]. A concentração de uma dada substância, CA, obedece uma equação

emṕırica para a sua taxa de variação,

dCA/dt = K Cα
A Cβ

B Cγ
C · · · . (3.15)

Nessa equação, K representa a constante de reação. A constante α está

relacionada com a concentração de A e representa a ordem de reação com

respeito a A. Da mesma forma β, γ, · · ·, estão relacionados com as concen-

trações de B, C, · · · . A soma α + β + γ + · · · representa a ordem total

de reação. Pode-se, sob determinadas condições experimentais, considerar as

concentrações CB, CC ,· · · constantes, de forma que

dCA

dt
= −KAAα . (3.16)

Nesse caso, o parâmetro q = α representará a ordem de reação relacionada à

substância A e a concentração da substância será dada por

CA = CAo [1− (1− q) Cq−1
Ao

KA t]1/(1−q) . (3.17)

Tomemos como exemplo a reação qúımica que descreve a formação da

fase gasosa do fosgênio [37]

CO + Cl2 → COCl2 . (3.18)

Esta é uma reação de ordem 5/3, sendo de ordem 3/2 com respeito ao Cl2

e de primeira ordem em relação ao CO. Então para o Cl2 temos q = 3/2 e

consequentemente chegamos a

d[Cl2]

dt
= −KCl2 [Cl2]

3/2 . (3.19)

30



Portanto, a solução desta última equação é

[Cl2] = [Cl2]0

{
1 +

1

2
[Cl2]

1/2
0 KCl2 t

}−2

(3.20)

ou, alternativamente,

1

[Cl2]1/2
− 1

[Cl2]
1/2
0

=
1

2
KCl2 t (3.21)

que é a forma usualmente apresentada na literatura.
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Caṕıtulo 4

Equações diferenciais não
lineares baseadas na entropia
de Tsallis

O esquema empregado para generalizar a equação de decaimento (cresci-

mento) exponencial pode ser estendido para o caso de equações diferenciais

ordinárias de ordem superior [34]. Para introduzir esta generalização é a-

presentado inicialmente um procedimento que tem como ponto de partida a

equação diferencial de decaimento (crescimento) exponencial e como fecho as

equações diferenciais lineares de coeficientes constantes. A seguir, este pro-

cedimento é generalizado no contexto da entropia de Tsallis dando origem a

uma famı́lia de equações diferenciais não lineares de coeficientes constantes.

Finalmente, fazemos uma aplicação destas equações para obter uma conexão

entre a equação de difusão para meios porosos e a entropia de Tsallis.
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4.1 Famı́lia de equações não lineares com co-

eficientes constantes

A equação de decaimento (crescimento) exponencial

dp

dx
+ λp = 0 (4.1)

pode ser considerada uma representante de uma famı́lia de equações lineares

de ordem arbitrária . De fato, se supusermos que

p = po exp(−λx) (4.2)

é solução de qualquer uma das equações que compõem esta famı́lia, verifi-

camos que a equação diferencial de ordem N (N = 1, 2, 3, ...)

N∑

n=0

an
dnp

dxn
= 0 (4.3)

é uma representante t́ıpica desta famı́lia, onde os coeficientes an são cons-

tantes. Além disso, a substituição da eq. (4.2) na eq. (4.3) conduz a uma

equação caracteŕıstica para λ cuja forma é

N∑

n=0

an(−λ)n = 0 . (4.4)

Assim, o processo de obtenção das soluções para a eq. (4.3) é reduzido a um

processo puramente algébrico, que consiste em determinar as ráızes λ1, λ2,

... , λN da eq.(4.4).

Seguindo a linha de argumentação do caṕıtulo anterior, a generalização

do procedimento acima, baseado na entropia de Tsallis, consiste em empregar

a relação

dp

dx
∝ pq
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ao invés de

dp

dx
∝ p .

Isso equivale a fazer a substituição de

p(x) = po exp(−λx)

por

p(x) = po[1− (1− q)pq−1
o λx]1/(1−q) . (4.5)

Tendo como base as relações acima, podemos construir uma famı́lia de

equações diferenciais ordinárias não lineares de coeficientes constantes cujo

N -ésimo elemento é

N∑

n=0

an
dn

dxn
p(N−n)(q−1)+1 = 0 . (4.6)

Esta equação é justamente a generalização procurada para a eq.(4.3) no con-

texto da entropia de Tsallis. Sem perda de generalidade, o N -ésimo termo

desta equação, dNp/dxN , foi considerado linear em p(x). Analogamente ao

caso da eq. (4.4), a correspondente equação indicial para o N -ésimo elemento

da famı́lia acima obtida é dada por

aN (−λ)N
N−2∏

j=0

[(j + 1)q − j]

+
N−1∑

n=1

an(−λ)n
N−2∏

j=N−n−1

[(j + 1)q − j] + a0 = 0 . (4.7)

Esta última equação é válida para N ≥ 2 e, quando N = 1, ela deve ser

substitúıda por

a1(−λ) + a0 = 0. (4.8)
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Para N = 2 temos, por exemplo,

a2
d2p

dx2
+ a1

dpq

dx
+ a0p

2q−1 = 0 (4.9)

e a correspondente equação caracteŕıstica é

a2(−λ)2q + a1(−λ)q + ao = 0 . (4.10)

Como era de se esperar, as equações (4.6) e (4.7) ficam reduzidas às eqs.

(4.3) e (4.4) no limite q → 1 , respectivamente.

É interessante ressaltar que a superposição de soluções particulares da

eq. (4.6) não é uma solução desta equação, pois o prinćıpio da superposição,

que é válido para a eq. (4.3), não mais pode ser empregado para a eq.

(4.6). Nas aplicações apresentadas no desenvolvimento deste trabalho serão

levadas em conta somente soluções particulares que contemplem as condições

de contorno do problema. Como primeiro exemplo, faremos uma aplicação

ao estudo da difusão anômala.

4.2 A equação da difusão

Consideremos uma substância imersa em um determinado substrato, por

exemplo, um pouco de tinta num grande recipiente com água. Seja m a

massa da substância por unidade de volume. Vamos supor supor que sua dis-

tribuição inicial não seja uniforme, isto é, ρ = ρ(~x). Em geral, esta não é uma

situação de equiĺıbrio e haverá um movimento de forma que a concentração

inicial da substância seja modificada. Em linhas gerais, esta modificação

ocorre no sentido de aumentar a entropia e tendendo a uniformizar a con-

centração, na ausência de forças externas. Analisemos mais detalhadamente
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esse processo num caso unidimensional e sem a presença de forças externas.

Devido a não uniformidade na distribuição da massa haverá um fluxo Jx da

substância, proporcional ao seu gradiente de concentração, isto é,

Jx = −D
∂ρ

∂x
. (4.11)

Por outro lado, a massa desta substância é conservada. Localmente, isto

é, em termos de equações diferenciais, esta conservação é expressa por uma

equação de continuidade,

∂ρ

∂t
+

∂Jx

∂x
= 0 . (4.12)

Usando a relação (4.11) em (4.12) obtemos

∂ρ

∂t
= D

∂2ρ

∂x2
, (4.13)

que é a equação de difusão na ausência de forças externas, onde D é o coefi-

ciente de difusão.

Na difusão ordinária, descrita pela eq. (4.13), o deslocamento quadrático

médio é proporcional ao tempo, isto é, 〈x2〉 ∝ t. Porém, em várias situações

o deslocamento quadrático médio pode apresentar uma variedade de compor-

tamentos alternativos . Dependendo do sistema f́ısico estudado, eles podem

variar desde leis de difusão generalizada, 〈x2〉 ∝ tα (α 6= 1), até situações

nas quais 〈x2〉 não é sequer uma quantidade bem definida. Estes fenômenos

caracterizam a difusão anômala [38].

4.3 Aplicação à difusão anômala correlacionada
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Uma variedade de situações de difusividade f́ısica são descritas generica-

mente pela equação [39]

∂φµ

∂t
=

∂2φν

∂x2
, (µ, ν ∈ R) . (4.14)

Quando µ = 1 e ν 6= 1 a equação (4.14) representa a equação de difusão em

meios porosos (difusão anômala correlacionada)

∂φ

∂t
=

∂2φν

∂x2
, (ν ∈ R) . (4.15)

Aqui, por simplicidade, ρ foi redefinido de modo que o coeficiente análogo

a D na eq. (4.13) tenha valor unitário. Do ponto de vista matemático, o

ingrediente básico da equação de difusão correlacionada é ν 6= 1.

Usando a generalização da seção (1.1) para as equações diferenciais li-

neares podemos obter uma relação entre a entropia de Tsallis e a equação

de difusão anômala correlacionada. Esta conexão é baseada na separação de

variáveis

φ(x, t) = T (t) X(x) (4.16)

a ser empregada na eq. (4.15). Obtemos então

1

T ν

dT

dt
=

1

x

d2Xν

dx2
= −σ , (4.17)

onde σ é uma constante de separação de variáveis. Usando Y = Xν , verifi-

camos que

dT/dt = −σ T ν (4.18)

e

d2Y /dx2 = −σ Y 1/ν . (4.19)
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Como estas equações são membros da famı́lia gerada pela eq. (4.6), a

conexão entre a entropia de Tsallis e a equação de difusão anômala correla-

cionada é então estabelecida.

A equação (4.18) corresponde ao elemento com N = 1 na famı́lia (4.6),

ou seja, recai na expressão

a1
dT

dt
+ a0T

q = 0

com a1λ− a0 = 0. Nesse caso, q = σ , λ = ao/a1 = σ e a equação (4.18) tem

a solução dada por

T (t) = T0

[
1− (1− ν) T ν−1

0 σ t
]1/(1−ν)

, (4.20)

onde To é uma constante.

Se a constante a1 for nula em (4.9) e (4.10) obtemos

X(x) = X0

[
1 +

(
1− ν

2ν

)
X

(1−ν)/2
0 λ x

]2/(ν−1)

(4.21)

como solução para a eq. (4.19), onde Xo é uma constante e λ é a solução da

equação indicial

(1 + ν)λ2 + 2νσ = 0 .

Então as soluções de (4.15), baseadas na separação de variáveis (4.16), são

escritas como

φ(x, t) = T0

[
1− (1− ν) T ν−1

0 σ t
]1/(1−ν)

× X0

[
1 +

(
1− ν

2ν

)
X

(1−ν)/2
0 λ x

]2/(ν−1)

. (4.22)

Este procedimento é uma extensão natural do método de separação de variáveis

aplicado à equação de difusão usual (ν = 1). Entretanto, superposições das
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soluções particulares (4.22) não são soluções da eq. (4.15), visto que ela é

uma equação diferencial parcial não linear. Além disso, as soluções (4.22)

são complexas quando σ > 0.

O método acima pode facilmente ser aplicado à equação de difusão ge-

neralizada (4.14). Para isto basta reescrever φ como ψ1/µ e ν como ν/µ.

Em geral, a conexão entre a equação de difusão em meios porosos e a

entropia de Tsallis, baseada no método de separação de variáveis e na famı́lia

de equações diferenciais não lineares, pode ser estendida para outras equações

diferenciais parciais não lineares.
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Caṕıtulo 5

Equações diferenciais não
lineares com coeficientes não
constantes e equação de
Thomas-Fermi

Neste caṕıtulo, a famı́lia de equações diferenciais ordinárias não lineares

de coeficientes constantes obtidas no caṕıtulo anterior são estendidas para o

caso de coeficientes não constantes. Além disso, é desenvolvido um procedi-

mento para obter soluções aproximadas, o qual generaliza o método WKB. A

seguir, este método é aplicado ao estudo da equação de Thomas-Fermi para

um átomo neutro.

5.1 Famı́lia de equações não lineares com co-

eficientes não constantes
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Notemos, primeiramente, que a equação

dp

dx
+ λpq = 0 (5.1)

pode ser generalizada ainda mais se permitirmos que λ venha a ser uma

função de x. Neste caso, a eq. (5.1) torna-se

dp

dx
= −λ(x) pq (5.2)

e, após uma integração, temos

p(x) =
[
(1− q)

(∫
λ(x)dx + C

)]1/(1−q)

. (5.3)

Se a condição inicial p(0) = po for aplicada, a solução acima assume a forma

p(x) = po

[
1− (1− q)pq−1

o

∫ x

o
λ(z)dz

]1/(1−q)

. (5.4)

Seguindo a linha de racioćınio empregada na seção (3.2), a eq. (5.4) pode

ser reobtida ao substitúırmos o v́ınculo (3.7) por

β =
∫ b

a
f(x) (p(x))qdx , (5.5)

onde f(x) ∝ λ(x). Um caso particular importante corresponde a λ(x) =

2λox, pois conduz à generalização da distribuição gaussiana, isto é, a eq.

(5.4) toma a forma caracteŕıstica

p(x) = po

[
1− (1− q)pq−1

o λo x2
]1/(1−q)

. (5.6)

Para generalizar o procedimento que conduziu à eq. (5.2), permitiremos

que as constantes an da equação (4.5) sejam funções de x, ou seja,

N∑

n=0

an(x)
dn

dxn
p(N−n)(q−1)+1 = 0 . (5.7)
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No contexto da entropia de Tsallis, a generalização expressa pela eq. (5.7) é

a forma mais geral de equações não lineares discutidas neste trabalho.

Assim como no caso linear (q = 1), não existe existe solução anaĺıtica

geral para estas equações. É natural, portanto, efetuarmos análises aproxi-

madas com o objetivo de obter informação sobre as posśıveis soluções destas

equações. Por outro lado, é sabido que o método de aproximação semi-

clássica WKB ( Wentzel, Krammer, Brillouin) é um caminho posśıvel para

se obter tais soluções no caso usual (q = 1). Generalizaremos aqui tal pro-

cedimento, ampliando o método para q 6= 1.

5.2 Aproximação WKB

Antes de considerarmos a generalização do método WKB, é conveniente

revê-lo em sua forma usual [40]. Nesse caso, uma boa solução aproximada

da equação

d2p

dx2
= f(x) p (5.8)

pode ser obtida, desde que f(x) satisfaça certas restrições. Basicamente, ela

deve ser uma função que varie lentamente com x. Para se obter tal solução,

assim como seu critério de aplicabilidade, utilizemos uma função auxiliar

g(x) definida por

p(x) = exp (g(x)) . (5.9)

Substituindo esta relação na equação diferencial (5.8), verificamos que

d2g

dx2
+

(
dg

dx

)2

− f = 0 . (5.10)
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Vamos assumir, como primeira aproximação, que o termo d2g/dx2 seja

suficientemente pequeno. Temos então

dg

dx
≈ ±f 1/2 (5.11)

e, consequentemente,

g(x) ≈ ±
∫

f(x)1/2dx , (5.12)

que por sua vez implica

p(x) ≈ exp
(
±

∫
(f(x))1/2dx

)
. (5.13)

O procedimento acima supõe que
∣∣∣d2g/dx2

∣∣∣ ¿ |f |. Portanto, a condição de

validade desta aproximação é
∣∣∣∣∣
d2g

dx2

∣∣∣∣∣ ≈
1

2

∣∣∣∣∣
df/dx

f 1/2

∣∣∣∣∣ ¿ |f | . (5.14)

Além disso, pode-se obter facilmente aproximações sucessivas usando-se um

procedimento iterativo.

5.3 Generalização do método WKB

A partir do exposto na seção anterior vamos considerar a extensão para

q 6= 1.

A equação diferencial de segunda ordem oriunda da expressão (5.7) é

a2(x)
d2

dx2
p + a1(x)

dpq

dx
+ ao(x)p2q−1 = 0 . (5.15)

Para o caso particular a1(x) = 0, ela pode ser reescrita como

d2p

dx2
= f(x)p2q−1 , (5.16)

43



onde f(x) = −ao(x)/a2(x). Note que esta equação é reduzida à eq.(5.8) no

limite q → 1.

Visto que os desenvolvimentos da seção anterior estão baseados na função

p(x) = exp(g(x)) é natural que na generalização do método WKB seja em-

pregada a relação

p(x) = [1 + (1− q)g(x)]1/(1−q) , (5.17)

já que a generalização da função exponencial, no contexto deste trabalho,

está calcada na substituição

ex → [1 + (1− q) x]1/(1−q) . (5.18)

A utilização desta nova relação na equação (5.16) conduz a

[1 + (1− q)g]
d2g

dx2
+ q

(
dg

dx

)2

− f = 0 . (5.19)

Como primeira aproximação, e em analogia com caso q = 1, o termo com

d2g/dx2 pode ser negligenciado, resultando em

dg

dx
≈ ±

(
f

q

)1/2

, (5.20)

o que nos leva a

g(x) ≈ ±q−1/2
∫

f(x)1/2dx . (5.21)

A expressão aproximada para p(x) apresenta, portanto, a forma

p(x) ≈
[
1± (1− q) q−1/2

∫
f(x)1/2dx

]1/(1−q)

. (5.22)

Analogamente a seção anterior, a condição de validade para esta aproximação

é
∣∣∣∣∣
d2g

dx2

∣∣∣∣∣ ≈
∣∣∣∣∣

df/dx

2q1/2f 1/2

∣∣∣∣∣ ¿
∣∣∣∣∣

f

1 + (1− q)g

∣∣∣∣∣ . (5.23)
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Da mesma forma, aproximações sucessivas de (5.19) podem ser obtidas por

iteração.

É conveniente, neste ponto, ressaltarmos a diferença essencial entre os ca-

sos q = 1 e q 6= 1. Na primeira situação, a equação diferencial é linear e por-

tanto é posśıvel obtermos uma solução geral aproximada a partir das soluções

particulares (5.11). Por sua vez, o segundo caso implica uma equação não

linear, inviabilizando o uso de superposição das soluções particulares. Logo,

o procedimento desenvolvido neste trabalho é útil em contextos nos quais

uma das soluções particulares pode ser considerada uma boa aproximação.

5.4 Aplicação à equação de Thomas-Fermi

Para exemplificar o procedimento anterior vamos considerar a equação de

Thomas-Fermi para um átomo livre (veja o apêndice A)

d2F

dx2
= x−1/2 F 3/2 , (5.24)

cujas condições de contorno são F (0) = 1 e F (∞) = 0 para o caso de

um átomo neutro. Por comparação com a equação (5.16), conclúımos que

f(x) = x−1/2 e q = 5/4. Então, a eq. (5.21 conduz a

g(x) = ± 2√
5
x3/4 + C± , (5.25)

que por sua vez implica

F± =

[
1 +

(
1− 5

4

) (
± 2√

5
x3/4 + C±

)] 1
1−5/4

. (5.26)
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Escolhendo a solução F− e ajustando a constante C− às condições de con-

torno, obtemos

F (x) =

(
1 +

2

3
√

5
x3/4

)−4

. (5.27)

Neste exemplo, temos como condição de validade x3/4 À 3
√

5/28, indicando

que a aproximação é melhor para x À 1. Por outro lado, a solução satisfaz

exatamente a condição inicial F (0) = 1, fazendo com que esta solução seja

muito boa mesmo para x ¿ 1. De maneira geral, quando f(x) é uma função

suave de x, a solução correspondente torna-se mais acurada. Em particular,

quando f(x) é constante, a solução torna-se exata.

A solução da equação (5.24) comporta-se assintoticamente como

F (x) ∼ 144 x−3 (5.28)

Com base nessa forma assintótica, Sommerfeld (1932) (veja, por exemplo,

[41]) obteve uma solução anaĺıtica aproximada dada por

F (x) =

[
1 +

(
x

a

)d
]−c

(5.29)

com a = 122/3 , d = 0, 772 e c = 3/d = 3, 886.

Para compararmos os resultados obtidos nas diferentes maneiras de re-

solver a eq. (5.24), estão representadas na Fig. (5.1) a solução obtida neste

trabalho, eq. (5.27), a solução de Sommerfeld, eq. (5.29) e a solução numérica

[42].
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Caṕıtulo 6

Aproximação de integrais:
método do ponto de sela
generalizado

Estudamos nos caṕıtulos anteriores equações diferenciais baseadas na es-

tat́ıstica de Tsallis. Neste caṕıtulo e no próximo, concentraremos a atenção

no cálculo aproximado de integrais, também fundamentado na mesma es-

tat́ıstica. Este estudo é motivado pela necessidade de recorrer a algum

método de aproximação quando o grau de complexidade do sistema em foco

dificulta a obtenção de uma solução exata para o problema. As aplicações

serão empregadas no sentido de ilustrar a teoria. Sendo assim, é natural

considerar exemplos onde é posśıvel uma comparação direta entre os resul-

tados aproximado e exato. Em particular, neste caṕıtulo, será desenvolvida

uma generalização do método do ponto de sela, que se mostrará útil na apro-

ximação de integrais de funções que decaem mais lentamente ou mais rapi-

damente que a familiar gaussiana. Iniciaremos o estudo revendo o método

usual.
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6.1 Método do ponto de sela

Uma ferramenta útil para cálculo aproximado de integrais é o método do

ponto de sela [43], limitado aqui ao eixo real. Neste caso, o método está

baseado na seguinte aproximação

I =
∫ b

a
dx exp (f(x))

≈
∫ b

a
dx exp

[
f(xo) + f ′(xo)(x− xo) +

f ′′(xo)

2
(x− xo)

2

]
. (6.1)

Supondo, por simplicidade, que f(x) tenha um único máximo em x = xo,

com xo ∈ [a, b], teremos (supondo f ′′(xo) 6= 0)

f ′(xo) =
df

dx

∣∣∣∣∣
x=xo

= 0 (6.2)

e

f ′′(xo) =
d2f

dx2

∣∣∣∣∣
x=xo

< 0 . (6.3)

Suporemos também que é posśıvel estender a → −∞ e b →∞, com f(±∞) =

0. Isto faz com que (6.1) tome a forma de uma integral gaussiana, ou seja,

I ≈ exp (f(xo))
∫ ∞

−∞
dx exp

(
−1

2
| f ′′(xo) | (x− xo)

2
)

=

√
2π

| f ′′(xo) | exp(f(xo)) . (6.4)

O cálculo aproximado de I fica então reduzido a encontrar a raiz da eq. (6.2).

Além disso, para calcular a integral aproximada de uma função positiva e não

nula g(x), quando é posśıvel aplicar o método, basta reescrevê-la como

∫ b

a
dx g(x) =

∫ b

a
dx exp (ln g(x)) (6.5)
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e aplicar o procedimento acima com f(x) = ln g(x) .

Uma aplicação simples do método acima é a avaliação do comportamento

assintótico da função Gama,

Γ(n + 1) =
∫ ∞

0
dx xn exp (−x) , (6.6)

que pode ser reescrita como

Γ(n + 1) =
∫ ∞

0
dx exp (n ln x− x) . (6.7)

Então f(x) = n ln x− x e a condição (6.2) implica xo = n e f ′′(xo) = −1/n.

Substituindo estes valores em (6.4) obtemos a conhecida aproximação de

Stirling,

Γ(n + 1) ≈ nn
√

2πn exp(−n) , (6.8)

que é extremamente útil para n À 1.

Existem situações, porém, que o método do ponto de sela leva a uma apro-

ximação grosseira. Um exemplo t́ıpico é sua aplicação ao cálculo aproximado

da integral da distribuição lorentziana,

L =
∫ ∞

−∞
dx

1 + x2
. (6.9)

Nesse caso, f(x) = − ln(1 + x2) e a condição (6.2) implica xo = 0 e f ′′(xo) =

−2. Então

L ≈ √
π , (6.10)

resultado que está em franca discrepância com o valor exato da integral (6.9),

L = π. De uma maneira geral, o método do ponto de sela aplicado a funções

como

g(x) =
1

(1 + σx2)α

(
α >

1

2

)
(6.11)
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fornece o valor aproximado

I ≈
√

π

σα
. (6.12)

Este resultado, quando comparado com o valor exato,
∫ ∞

−∞
dx

(1 + σx2)α
=

√
π

σ

Γ(α− 1/2)

Γ(α)
, (6.13)

mostra-se péssimo para α ∼ 1 e torna-se melhor a medida que α aumenta,

tendendo ao valor exato quando α →∞.

O exemplo acima ilustra uma questão muito interessante: o método do

ponto de sela conduz a boas avaliações basicamente quando o integrando de

(6.1) puder, com boa aproximação, ser representado por uma distribuição

gaussiana. Isto, definitivamente, não ocorre com g(x), expressa em (6.11),

para α → 1/2. Em outras palavras, as caudas de uma gaussiana e de g(x)

são notoriamente distintas para α ∼ 1, de forma que uma gaussiana não

representa bem g(x).

Estes últimos exemplos indicam que é desejável encontrar outra forma de

aproximação para as integrais de funções do tipo (6.11). Este é justamente

o objetivo da próxima a seção.

6.2 Método do ponto de sela generalizado

Antes de estender o método do ponto de sela, vamos considerar a ge-

neralização das funções exponencial e logaŕıtmica,

ex
q = expq(x) ≡ [1 + (1− q)x]1/(1−q) (6.14)

e

lnq x ≡ x1−q − 1

1− q
, (6.15)
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que são naturais no contexto da estat́ıstica de Tsallis. Esta notação possibilita-

nos, por exemplo, escrever a q-energia interna e a q-energia livre como Uq =

− ∂
∂β

lnq Zq e Fq = −(1/β) lnq Zq, respectivamente. A distribuição q-gaussiana,

apresentada na eq. (5.6), pode ser escrita como Gq(x; λ) = expq(−λx2). Na

figura (6.1) é apresentada a distribuição q-gaussiana para valores t́ıpicos de

q. Em particular, da definição de Gq(x; λ) vemos que a função g(x), apre-

sentada em (6.11), pode ser reescrita como g(x) = Gq(x;−σ/(1 − q)), com

q = 1 + 1/α. Assim, uma generalização do método do ponto de sela em que

exp(f(x)) seja substitúıda por expq(f(x)) contorna as limitações discutidas

no final da seção anterior.

52



Consideraremos, portanto, a seguinte generalização para a aproximação

(6.1):

Iq =
∫ b

a
dx ef(x)

q

≈
∫ b

a
dx expq [f(xo) + f ′(xo)(x− xo) +

f ′′(xo)

2
(x− xo)

2] . (6.16)

Como no caso usual, se xo é um ponto de máximo, assumiremos as

condições (6.2) e (6.3) e teremos então (substituindo a por −∞ e b por

∞, ou seja, deformando o contorno para incluir todo o eixo real)

Iq ≈
∫ ∞

−∞
dx expq

(
f(xo)− | f ′′(xo) |

2
(x− xo)

2

)

=
∫ ∞

−∞
dx

{
1 + (1− q)

[
f(xo)− | f ′′(xo) |

2
(x− xo)

2

]}1/(1−q)

= expq(f(xo))
∫ ∞

−∞
dx expq

(
−| f

′′(xo) | (x− xo)
2

2[1 + (1− q)f(xo)]

)
. (6.17)

Assim , usando (6.13) com σ = [(q − 1) | f ′′(xo) |] / {2[1 + (1− q)f(xo)]} e

α = 1/(q − 1), verificamos que

Iq ≈ expq(f(xo))

(
2π[1 + (1− q)f(xo)]

(q − 1) | f ′′(xo) |

)1/2 Γ
(

3−q
2(q−1)

)

Γ
(

1
q−1

) . (6.18)

Se quisermos calcular aproximadamente a integral de uma função h(x), es-

tritamente positiva, é posśıvel utilizar a identidade

∫ b

a
h(x)dx =

∫ b

a
dx expq(lnq h(x)) , (6.19)

implicando f(x) = lnq h(x). Isto, por sua vez, conduz a [1 + (1− q)f(xo)] =

(h(xo))
1−q e expq f(xo) = h(xo).

É importante frisar também que, até o presente momento, usamos q > 1,

sendo que o mesmo deverá ser escolhido apropriadamente para cada caso.
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Um caminho natural é eleger q ditado pela lei de potência apresentada por

h(x) para grandes valores de x.

Para o caso q < 1 a q-gaussiana tem cauda finita (veja figura (6.1)). Isto

possibilita usarmos

∫ 1/
√

σ

−1/
√

σ
dx (1− σx2)α =

√
π

σ

Γ(1 + α)

Γ(3/2 + α)
(6.20)

com α = 1/(1−q) e σ = ((1− q) | f ′′(xo) |) / (2[1 + (1− q)f(xo)]) no cálculo

de (6.17). Dessa forma, quando q < 1 a eq. (6.18) é substitúıda por

Iq ≈ expq(f(xo))

(
2π[1 + (1− q)f(xo)]

(1− q) | f ′′(xo) |

)1/2 Γ
(

2−q
1−q

)

Γ
(

5−3q
2(1−q)

) . (6.21)

6.2.1 Aplicações

Apesar de trivial, é instrutivo reestudar, como exemplo, a integral

∫ ∞

−∞
dx

(1 + σx2)α

(
α >

1

2

)
, (6.22)

mas empregando agora a expressão (6.18). O objetivo aqui é ressaltar o

procedimento para se obter o valor de q. Para tal, a comparação das formas

assintóticas de

1

(1 + σx2)α
≈ σ−αx−2α (6.23)

com

expq(−λx2) ≈ [−(1− q)λ]1/(1−q) x2/(1−q) , (6.24)

permite-nos concluir que

q =
1

α
+ 1 . (6.25)
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Além disso, as eqs. (6.2) e (6.3) implicam xo = 0 e f ′′(xo) = −2ασ. Subs-

tituindo estes valores na equação (6.18) reobtemos (6.13), que é obviamente

um avanço substancial se comparado com resultado obtido pelo método do

ponto de sela usual (veja eq. (6.12)). Em particular, esta observação é

evidente para a distribuição lorentziana, visto que α = σ = 1 em (6.22),

implicando q = 2 e I2 = π, seu valor exato.

Consideremos, agora, um outro exemplo de aplicação do método do ponto

de sela generalizado, porém para q < 1. Neste caso, vamos calcular

I =
∫ 1

−1
dx cos

(
πx

2

)
. (6.26)

Apesar de ser posśıvel calcular exatamente esta integral, este exemplo ilustra

uma outra maneira de se obter o valor de q, que é uma questão essencial no

nosso processo de aproximação. Devemos então encontrar o valor de q que

torna

cos
(

πx

2

)
≈ a expq(−λx2) (6.27)

a aproximação mais acurada posśıvel (já usando o fato de que xo = 0). Para

tal, suporemos primeiramente que cos (πx/2) e a expq(−λx2) coincidam em

x = ±1 (ajuste das caudas). Esta condição implica

λ =
1

1− q
. (6.28)

Entretanto isto não é suficiente para determinar o valor de q. Em vista disso,

imporemos que as expansões, até segunda ordem, também coincidam para

ambas as funções, isto é,

1− π2

8
x2 = a(1− λx2) . (6.29)
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Com isso, obtemos a = 1 e

q = 1− 8

π2
= 0, 18943... . (6.30)

Com a substituição deste valor de q em (6.21), usando f(xo) = 0 e |f ′′(xo)| =
(π/2)2 = 2λ, verificamos que

I ≈
√

π Γ
(

2−q
1−q

)

Γ
(

5−3q
2(1−q)

) = 1, 25363... . (6.31)

Este valor, quando comparado com o resultado exato I = 4/π = 1, 27324... ,

mostra o quanto é boa a aproximação. Por outro lado, se fosse aplicado o

caso usual (q = 1), isto é, a eq. (6.4), obteŕıamos I =
√

8/π = 1, 59576... ,

resultado visivelmente mais grosseiro que (6.31).

Os desenvolvimentos apresentados neste caṕıtulo estão restritos ao caso

unidimensional, entretanto os resultados (6.18) e (6.21) podem ser estendidos

para várias dimensões. Esta questão nõ será discutida aqui, apesar de inte-

ressante, mesmo porque ela não acrescenta nada de novo na fundamentação

do método de cálculo apresentado neste trabalho. Porém, podemos inferir

que, de forma geral, o método generalizado pode se tornar extremamente útil

para calcular certos tipos de integrais. Integrais com integrandos que podem

apresentar desde caudas curtas (q < 1) até muito longas (q > 1), passando

pela gaussiana (q = 1).
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Caṕıtulo 7

Aproximação de integrais:
método variacional

Neste caṕıtulo, trilharemos outro caminho para obter o cálculo aproxi-

mado de certos tipos de integrais. Seu desenvolvimento é baseado na de-

sigualdade de Bogoliubov, a qual permite utilizar um procedimento varia-

cional. Esta desigualdade é usualmente empregada no contexto da mecânica

estat́ıstica, e este fato motiva a notação utilizada neste caṕıtulo. Inicial-

mente, será apresentado o método na sua feição usual (q = 1) e, a seguir,

o discutiremos no contexto da entropia de Tsallis (q 6= 1). Também será

apresentado, de forma breve, um procedimento perturbativo para cálculo de

integrais.

7.1 Desigualdade de Bogoliubov

Vamos assumir que a hamiltoniana do sistema seja dada por

H = H0 + HI , (7.1)
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onde H0 é a hamiltoniana do sistema “simplificado”, cujo tratamento é , por

hipótese, conhecido, e HI representa a parcela de correção da hamiltoniana do

sistema perturbado. Para facilitar a obtenção da desigualdade de Bogoliubov,

é conveniente empregarmos a hamiltoniana auxiliar [44]

Hλ = H0 + λ HI . (7.2)

O parâmetro λ, pertencente ao intervalo [0, 1], é empregado de forma a in-

terpolar continuamente H0 e H.

A seguir, consideremos a expansão de MacLaurin para a energia livre,

com resto na forma diferencial,

F (λ) = F (0) + λ
dF

dλ

∣∣∣∣∣
λ=0

+
λ2

2!

d2F

dλ2

∣∣∣∣∣
λ=λo

, (7.3)

onde λo ∈ [0, 1].

O primeiro termo da expansão acima corresponde à energia livre do sis-

tema não perturbado, isto é,

F (0) = F (0) = − 1

β
ln Z(0) , (7.4)

onde

Z(0) =
∫ ∞

−∞
dx exp(−βHo(x)) . (7.5)

Nestas, e em outras expressões subsequentes, o ı́ndice (0) é empregado para

denotar que as grandezas estão sendo calculadas com λ = 0.

Para a correção seguinte, temos

dF

dλ
= − 1

βZ

dZ

dλ
=

1

Z

∫ ∞

−∞
dx HI exp(−βHλ) = 〈HI〉 . (7.6)

Tomando λ = 0 nesta expressão, temos para o segundo termo de (7.3)

dF

dλ

∣∣∣∣∣
λ=0

= 〈HI〉(0) . (7.7)
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Uma simples derivação de (7.6) nos fornece o último termo da expansão.

De fato,

d2F

dλ2

∣∣∣∣∣
λ=λo

=
d

dλ
〈HI〉

∣∣∣∣∣
λ=λo

(7.8)

= −β




∫∞
−∞ dx H2

I exp(−βHλ)

Z
−

(∫∞
−∞ dx HI exp(−βHλ)

Z

)2



λ=λ0

e, finalmente,

d2F

dλ2

∣∣∣∣∣
λ=λ0

= −β〈(HI − 〈HI〉)2〉
∣∣∣
λ=λ0

. (7.9)

Usando β ≥ 0 e o fato de que o segundo momento é sempre positivo, inde-

pendentemente do valor que λo possa assumir, o resultado acima implica

d2F

dλ2

∣∣∣∣∣
λ=λ0

≤ 0 . (7.10)

Assim, a expansão (7.3), com as eqs. (7.7) e (7.4) e a desigualdade (7.10),

conduzem a F (λ) ≤ F (0) + λ〈HI〉(0). Finalmente, com a escolha λ = 1,

obtemos a desigualdade de Bogoliubov,

F ≤ F (0) + 〈HI〉(0) . (7.11)

Deixando de lado as questões diretamente relacionadas à mecânica es-

tat́ıstica e visando calcular integrais aproximadamente, vamos reescrever esta

desigualdade diretamente em termos de Z. Explicitamente,

− 1

β
ln Z ≤ − 1

β
ln Z(0) + 〈HI〉(0) , (7.12)

ou seja,

Z ≥ Z(0) exp(−β〈HI〉(0)) . (7.13)

Nos cálculos acima, por simplicidade de notação, analisamos o caso unidi-

mensional. Mas pode-se constatar facilmente que as conclusões precedentes

não dependem da dimensão.
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7.1.1 Aplicação

Para exemplificar como a desigualdade (7.13) pode ser usada para calcular

integrais de forma aproximada, vamos considerar a integral

Z =
∫ ∞

−∞
dx exp(−x4) , (7.14)

cujo integrando desvia sensivelmente de uma distribuição gaussiana. Neste

caso, vamos usar as as hamiltonianas fict́ıcias H = x4 e Ho = αx2, com

β = 1. Aqui, α é o parâmetro a ser otimizado. Assim,

Z ≥ exp

[
−

∫∞
−∞ dx (x4 − αx2) exp(−αx2)∫∞

−∞ dx exp(−αx2)

] ∫ ∞

−∞
dx exp(−αx2) (7.15)

Com a utilização de

∫ ∞

−∞
dx{1, x2, x4} exp(−αx2) =

{ √
π

α1/2
,

√
π

2α3/2
,

3
√

π

4α5/2

}
, (7.16)

obtemos

Z ≥ I(α) , (7.17)

onde

I(α) =

√
π

α
exp

[
1

2

(
1− 3

2α2

)]
. (7.18)

Dando sequência ao procedimento variacional, vamos encontrar αo tal que

I(αo) seja máxima, isto é,

d

dα
I(α)

∣∣∣∣∣
α=αo

= 0 .

Obtemos então αo =
√

3 e

I(αo) =
(

π

31/2

)1/2

exp
(
−1

4

)
= 1, 0488... (7.19)
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Por outro lado, nesse exemplo, podemos avaliar exatamente Z,

Z =
∫ ∞

−∞
dx exp(−x4) =

1

2
Γ

(
1

4

)
= 1, 8128... (7.20)

A discrepância entre os resultados ocorre devido às diferenças marcantes

entre o integrando exato, exp(−x4), e o gaussiano, exp(−αx2), empregado

como base de cálculo.

7.2 Desigualdade de Bogoliubov generalizada

O procedimento, nesse caso, segue a mesma estrutura da seção anterior.

Essencialmente, a diferença consiste em substituir a eq. (7.3) por [45]

Fq(λ) = Fq(0) + λ
dFq

dλ

∣∣∣∣∣
λ=0

+
λ2

2!

d2Fq

dλ2

∣∣∣∣∣
λ=λo

. (7.21)

Assim, o primeiro termo é a energia livre generalizada do sistema não per-

turbado,

Fq(0) = F (0)
q = − 1

β
lnq Z(0)

q , (7.22)

onde

Z(0)
q =

∫ ∞

−∞
dx expq(−βHo(x)) . (7.23)

Para a correção de primeira ordem temos, em analogia com o caso usual

(q = 1),

dFq

dλ

∣∣∣∣∣
λ=0

=

∫∞
−∞ dx HI expq (−βHλ)

q

Zq
q

∣∣∣∣∣
λ=0

= 〈HI〉(0)
q . (7.24)
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O termo seguinte da expansão (7.21) é calculado de forma similar,

d2Fq

dλ2

∣∣∣∣∣
λ=λo

= − qβZq−1
q




∫∞
−∞ dx H2

I expq (−βHλ)
2q−1

Z2q−1
q

−
(∫∞
−∞ dx HI expq (−βHλ)

q
)2

(Zq
q )2




∣∣∣∣∣∣∣
λ=λo

, (7.25)

e temos então

d2Fq

dλ2

∣∣∣∣∣
λ=λo

= −qβZq−1
q

[
〈H2

I 〉2q−1 − 〈HI〉2q
]∣∣∣

λ=λo
(7.26)

Nesta última expressão, 〈H2
I 〉2q−1 =

∫∞
−∞ dx H2

I p(x)2q−1. Além disso para

manter expq(−βHλ)
2q−1 finita, ou seja, a eq. (7.25), devemos ter q > 0.

Reescrevendo (7.26) é posśıvel verificar que

d2Fq

dλ2

∣∣∣∣∣
λ=λo

= −qβZq−1
q

∫ ∞

−∞
dx p(x)

[
p(x)q−1 HI − 〈HI〉q

]2
∣∣∣∣
λ=λo

≤ 0 .(7.27)

E, portanto, de forma análoga à seção anterior, conclúımos que

Fq ≤ F (0)
q + 〈HI〉(0)

q , (7.28)

ou seja, a desigualdade de Bogoliubov preserva sua estrutura funcional na

mecânica estat́ıstica generalizada baseada na entropia de Tsallis. Reescrita

em termos de Zq, temos

− 1

β
lnq Zq ≤ − 1

β
lnq Z(0)

q + 〈HI〉(0)
q

Zq ≥ expq(lnq Z(0)
q − β〈HI〉(0)

q ) (7.29)

ou

Zq ≥
[
1 + (1− q)

(
lnq Z(0)

q − β〈HI〉(0)
q

)]1/(1−q)
. (7.30)
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7.2.1 Aplicação

Passemos, agora, ao cálculo aproximado de

Z4/3 =
∫ ∞

−∞
dx

(1 + x4)3
. (7.31)

Visto que o integrando nesta última equação pode ser escrito como [1− (1−
q)3x4]1/(1−q), com q = 4/3, constatamos que este valor para q é uma escolha

natural, justificando a notação na eq. (7.31). Além disso, H = 3x4 e β = 1.

A exemplo da aplicação precedente, vamos empregar Ho = αx2, implicando

HI = 3x4 − αx2.

Para que a eq. (7.30) possa ser empregada, é necessário calcular Z
(0)
4/3 e

〈HI〉(0)
4/3. Temos então

Z
(0)
4/3 =

∫ ∞

−∞
dx exp4/3(−αx2) =

∫ ∞

−∞
dx

(1 + αx2/3)3
=

3
√

3π

8
√

α
(7.32)

e

〈HI〉(0)
4/3 =

1
(
Z

(0)
4/3

)4/3

∫ ∞

−∞
dx

(3x4 − αx2)

(1 + αx2/3)4
=

9− α2

31/2π1/3α11/6
. (7.33)

Então

Z4/3 ≥ I4/3(α) (7.34)

com

I4/3(α) =
81
√

3πα11/2

(9 + 5α2)3
. (7.35)

Queremos agora saber o valor de α que maximiza I4/3(α). O valor obtido

é αo =
√

99/5 e portanto

Z4/3 ≈ I4/3(αo) = 1, 2875... . (7.36)
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Este valor é bom quando comparado com o valor exato

Z4/3 =
21π

32
√

2
= 1, 4578... . (7.37)

Estes resultados indicam que aproximações baseadas em integrais q-gaussia-

nas, com Ho quadrático, são uma receita útil para o cálculo de integrais que

contenham hamiltonianas quárticas.

7.3 Método perturbativo

Antes da conclusão deste caṕıtulo, discutiremos brevemente uma forma

de calcular integrais através de um método perturbativo [45].

Neste caso, supomos que a hamiltoniana também possa ser decomposta

em duas partes, isto é,

Hλ = Ho + λHI , (7.38)

onde λ, diferentemente da análise variacional, é um parâmetro que regula a

intensidade da perturbação HI . Da mesma forma, Ho continua representando

a hamiltoniana do sistema não perturbado. A seguir, expandimos a função

de partição em série de potências em λ:

Zq(λ) = Zq(0) + λ
dZq

dλ

∣∣∣∣∣
λ=0

+
λ2

2!

d2Zq

dλ2

∣∣∣∣∣
λ=0

+ ... . (7.39)

O cálculo da integral desejada, Zq(λ), é reduzido então ao cômputo da

série (7.39), caracterizando o método perturbativo. Devemos, portanto, cal-

cular

dnZq

dλn

∣∣∣∣∣
λ=0

(n = 0, 1, 2, ...) , (7.40)
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tomando como base de cálculo Ho. E este cálculo, por sua vez, é idêntico

ao desenvolvido para a energia livre e suas derivadas, realizado na seção

precedente. Desejando-se calcular aproximadamente a integral de uma fun ao

h(x), estritamente positiva, basta fazer a substituição

∫ b

a
h(x)dx ≈

∫ ∞

−∞
dx expq(lnq h(x)) (7.41)

onde H = lnq h(x) = Ho + (lnq h(x)−Ho) = Ho + HI .
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Caṕıtulo 8

Conclusão

Como foi ressaltado neste trabalho, uma nova forma para a entropia pode

conduzir a várias generalizações. Nesse sentido, com base na entropia de

Tsallis, exploramos generalizações relacionadas à equações difererenciais or-

dinárias e ao cálculo aproximado de integrais.

No caso de certas equações diferenciais ordinárias lineares, a não exten-

sividade intŕınseca à estrutura que decorre da entropia de Tsallis conduz à

não linearidade destas equações no procedimento de generalização. Este fato

desvela um novo conjunto de aplicações e resultados. Explicitamente, no

caṕıtulo 3, verificamos que a generalização do crescimento (decaimento) ex-

ponencial leva a uma equação não linear que pode descrever certos sistemas

com comportamento não extensivo. Como exemplos de sistemas regidos por

tal equação, são apresentados o movimento de uma part́ıcula em um meio

fluido viscoso e a taxa de variação da concentração de uma substância em

uma reação qúımica. Suas soluções são, obviamente, vinculadas ao ı́ndice

entrópico q, o qual assume sigificado próprio em cada contexto.

A equação de crescimento (decaimento) generalizada permite obter tam-
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bém, como mostramos no caṕıtulo 4, uma famı́lia de equações diferenciais não

lineares de coeficientes constantes de ordem arbitrária. Aplicando o método

de separação de variáveis para a equação de difusão anômala correlacionada,

chegamos à equações não lineares que são elementos de tal famı́lia. A solução,

por sua vez, leva a uma conexão entre a difusão anômala e a entropia ge-

neralizada de Tsallis. No caṕıtulo 5, a referida famı́lia foi generalizada para

coeficientes não constantes. Como aplicação, mostramos que a equação de

Thomas-Fermi para um átomo é uma representante t́ıpica desta nova famı́lia.

Além disso, é desenvolvido um procedimento que generaliza o método de

aproximação WKB, o qual é aplicado a esta equação no caso de um átomo

neutro. A solução aproximada da equação de Thomas-Fermi, obtida por este

caminho, está em bom acordo com outras apresentadas na literatura, em

particular a exata (solução numérica). Este resultado reforça a validade de

tal procedimento e nos leva a crer que possa ser aplicado, com sucesso, em

outras situações.

Da mesma forma que a generalização da função exponencial, advinda da

estat́ıstica generalizada de Tsallis, possibilita a construção de equações dife-

renciais não lineares, ela também se apresenta como elemento que viabiliza a

generalização de métodos consagrados para cálculo aproximado de integrais.

No caṕıtulo 6, por exemplo, a generalização do método do ponto de sela,

apresentado na sua versão real, permite obter boa aproximação para inte-

grais em relação às quais o método usual é insatisfatório ou impraticável. O

leque de valores que o ı́ndice q pode assumir amplia as possibilidades para

a forma das distribuições, as quais passam a apresentar caracteŕısticas bas-

tante diferentes da distribuição gaussiana, ampliando portanto o universo de

aplicações. No caṕıtulo 7, mostramos como certas integrais podem ser cal-

culadas, aproximadamente, empregando um método que tem como ponto de
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partida uma desigualdade de Bogoliubov generalizada e que segue um proce-

dimento variacional. Apresentamos também um procedimento perturbativo,

igualmente inspirado no mesmo contexto.

Enfim, acreditamos que os resultados obtidos neste trabalho possam ser

úteis, pelo menos em certas situações onde aspectos não extensivos estejam

envolvidos. Do ponto de vista matemático, os desenvolvimentos aqui discuti-

dos devem ocupar um papel relevante nos contextos onde, de alguma forma,

os desvios do comportamento exponencial (gaussiano, etc.) tendem para a

exponencial (gaussiana,etc.) generalizada empregada neste trabalho.
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Apêndice A

O modelo de Thomas-Fermi

O método estat́ıstico de Thomas-Fermi é baseado numa aproximação

quase-clássica [46, 47]. Essa aproximação é adequada para átomos com um

grande número de elétrons, a maior parte deles possuindo números quânticos

relativamente grandes. O objetivo do método é obter uma energia potencial

efetiva experimentada por uma carga infinitesimal e encontrar, aproximada-

mente, a densidade eletrônica em torno do núcleo atômico. Vamos considerar

um conjunto de elétrons confinados numa região e cujo movimento é sujeito

a um potencial efetivo esfericamente simétrico V (r). Supõe-se que este po-

tencial varie suavemente com a posição ~r, de tal forma que o sistema possa

ser tratado pela estat́ıstica de Fermi-Dirac para part́ıculas livres. Ou seja, a

distância que V (r) se mantém praticamente constante é muito grande com-

parada com o comprimento de onda de De Broglie dos elétrons.

Com estas considerações a descrição do movimento corresponde ao de

um conjunto de part́ıculas idênticas, independentes e confinadas em uma

caixa cúbica de raio a. Neste caso o auto-valor para a energia de uma única
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part́ıcula de massa m é

E =
πh̄2

2ma2
(n2

x + n2
y + n2

z) (A.1)

ou, com a notação r2 = n2
x + n2

y + n2
z ,

E =
πh̄2

2ma2
r2 . (A.2)

Vamos definir N(r)dr como o número de estados delimitado pelas su-

perf́ıcies esféricas de raios r e r+dr. Estamos supondo, neste caso, que r é

um número grande, de tal forma que em dr ¿ r estejam contidos muitos

estados. Além, disso devemos nos concentar apenas em um octante, pois nx

, ny e nz assumem apenas valores positivos. Dito de outra forma,

N (r)dr =
1

8
4πr2dr =

π

2
r2dr . (A.3)

De (A.2) temos

r =
(2m)2aE1/2

πh̄
(A.4)

e

dE =
πh̄2

2ma2
2rdr . (A.5)

Substituindo (A.4) e (A.5) em (A.3) verificamos que

N (E)dE =
a3m3/2E3/2

21/2π2h̄3 dE , (A.6)

pois o número de estados entre as energias E e E+dE, N(E)dE, e N(r)dr

dizem sobre os mesmos estados, isto é, N(r)dr=N(E)dE. Para um sistema de

N férmions, a energia total mı́nima é obtida quando existem duas part́ıculas

em cada um dos estados de energia entre E = 0 e E = E (a energia de
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Fermi). O fator 2 se deve à presença de duas part́ıculas em cada estado

quântico espacial, levando-se em conta o prinćıpio de exclusão de Pauli e as

duas possibilidades de spin para cada elétron. O número de part́ıculas do

sistema é, então,

N =
∫ E

0
2N (E)dE =

a3(2m)3/2

3π2h̄3 [E ]3/2 . (A.7)

Podemos relacionar o potencial V (r) à densidade eletrônica ρ(r). Para

isso, vamos supor que a profundidade do potencial seja tal que os ńıveis de

energia estejam preenchidos até o topo, isto é,

E = −V (r) . (A.8)

Essa condição garante que a energia total do átomo seja mı́nima. Além

disso, na fronteira do átomo neutro devemos ter V (r) = 0, pois fora de uma

distribuição de cargas de simetria central, com carga total nula, o campo

também é nulo. Com essas considerações, a densidade eletrônica é expressa

como

ρ =
N

a3
=

(2m)3/2

3π2h̄3 [−V (r)]3/2 . (A.9)

A próxima etapa na sequência do modelo de Thomas-Fermi consiste em

empregar a equação de Poisson ∇2φ = −4πe2ρe com φ = −V/e e ρe = −eρ.

Com a substituição da densidade eletrônica da Eq. (A.9) temos

1

r

d2

dr2
[rV (r)] = −4e2(2m)3/2

3πh̄3 [−V (r)]3/2 , (A.10)

visto que ρ não depende das variáveis angulares. Assim, a distribuição do

campo no estado fundamental do átomo é dada por uma solução com simetria

central que satisfaça as seguintes condições de contorno: para r → 0 o campo
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deve reduzir-se ao campo coulombiano do núcleo, isto é, rV (r) → Z. Para

r → ∞ devemos ter V r → 0, pois a carga total do átomo é nula. Vamos

introduzir a variável adimensional x relacionada com r por r = bx, onde b =

0, 885ao/Z
1/3 e ao = h̄2/me2. Fazendo a substituição −V (r) = (Ze2F (x))/r,

a equação diferencial toma a forma

d2F

dx2
= x−1/2F 3/2 (A.11)

e as condições de contorno implicam em F (0) = 1 e F (∞) = 0. A Eq.

(A.11) é a conhecida equação de Thomas-Fermi para um átomo, sendo que

a condição F (∞) = 0 é usada no caso de um átomo neutro.
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