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ABSTRACT

In this work we studied nonlinear differential equations and inte-
grals by using nonextensive concepts related to the Tsallis entropy. More
precisely, a family of nonlinear ordinary differential equations with arbitrary
order is obtained. Applications of these equations are given here. In particu-
lar, a connection between Tsallis entropy and the one-dimensional correlated
anomalous diffusion equation is established. It is also developed explicitly a
WKB-like method for second order equations and it is applied to solve ap-
proximately a class of equations that contains as a special case the Thomas-
Fermi equation for an atom. In order to calculate approximately integrals,
generalized saddle-point, variacional and perturbative methods are developed
as well. It is expected that the present ideas can be useful in the discussion

of nonextensive contexts and related ones.



RESUMO

Neste trabalho estudamos equagoes diferenciais nao lineares e integrais
usando conceitos relacionados a entropia de Tsallis. Mais precisamente, é
obtida uma familia de equacoes diferenciais nao lineares de ordem arbitraria.
Aplicacoes destas equacoes sao apresentadas. Em particular, é estabelecida
uma conexao entre a entropia de Tsallis e a equacao de difusao anomala cor-
relacionada unidimensional. Uma generalizacao do método WKB ¢ desen-
volvida explicitamente, a qual é aplicada para resolver, aproximadamente,
uma classe de equagoes que contém a equagao de Thomas-Fermi para um
atomo como caso especial. Com o objetivo de efetuar cédlculos aproxima-
dos de integrais, sao desenvolvidas generalizagoes dos métodos ponto de sela,
variacional e perturbativo. Espera-se que as idéias aqui apresentadas possam

ser uteis na discussao de contextos nao extensivos.
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Capitulo 1

Introducao

A mecanica estatistica é a teoria basica subjacente a teoria fenomenolégica
da termodinamica e tem como um dos seus objetivos explicar suas leis e re-
sultados. A termodinamica, por sua vez, sistematiza as leis empiricas sobre
o comportamento térmico dos corpos macroscopicos e tira seus conceitos
diretamente dos experimentos. Sua abordagem axiomatica, baseada em pos-
tulados, estd apresentada nos trabalhos pioneiros de Caratheddory [1] e Tisza
[2]. Os postulados dizem basicamente que [3]:

[ - Existem estados de equilibrio macroscépico (para sistemas simples), com-
pletamente caracterizados pela energia interna, volume e ntimero de moles
das espécies quimicas que constituem o sistema.

IT - Existe uma entropia S, funcao dos parametros extensivos do sistema, que
¢ maxima no estado de equilibrio.

IIT - A entropia é uma funcao continua, diferencidvel e monotonicamente
crescente da energia. B aditiva (extensiva) sobre os sub-sistemas constitu-
intes.

IV - A entropia se anula no Zero Absoluto.



A mecanica estatistica, por sua vez, se fundamenta na teoria de proba-
bilidades aplicada sobre uma mecanica, a qual pode ser classica ou quantica.
Para entendermos melhor essa questao, notemos que o mundo microscopico €
governado pelas leis da mecanica, porém o grande nimero de particulas nos
corpos macroscépicos (~ 10% /cm?) inviabiliza a avaliagao dos dados iniciais,
como por exemplo, posicoes e velocidades iniciais das particulas, dados que
a dinamica requer. Este tipo de questao indica que uma descricao viavel dos
sistemas macroscépicos deve passar por uma abordagem probabilistica. E
importante ressaltar que a mecanica estatistica nao reformula ou transforma
a dinamica microscopica, mas ela fornece regras para fazer predigoes sobre o
sistema sem todos os dados necessarios no método dinamico.

Quando se compreende que os fenomenos térmicos sao manifestagoes
macroscopicas da dinamica microscépica, fica nitida a conexao entre a ter-
modinamica e a microdinamica. A mecanica estatistica permite entao mudar
de um nivel de descrigao macroscopico para um nivel microscopico. Boltz-
mann estabeleceu uma conexao (~ 1872) quando propds a famosa expressao
para a entropia, S = k logW, formulando pela primeira vez a visao mi-
croscopica da termodinamica. Posteriormente, Gibbs trouxe contribuicoes
fundamentais para a teoria, introduzindo, por exemplo, o conceito de ensem-
ble.

A termoestatistica de Boltzmann-Gibbs (B-G) constitui uma ferramenta
poderosa para predigoes em sistemas usuais, mais precisamente quando vale
a extensividade termodinamica, isto é, nos casos em que as interagoes mi-
croscopicas podem ser desprezadas ou sao de curto alcance e quando a
memoria microscopica é de curta duragao ou nao existe. A presenca de forcas
de longo alcance causa modificacoes importantes na termodinamica, muitas

delas ainda nao devidamente investigadas [4]. Por exemplo, o conceito de sis-



tema isolado (sistema que nao troca matéria, energia ou informagao com sua
vizinhanga), essencial na teoria de B-G, é uma idealizac¢ao apropriada quando
as interacoes forem de curto alcance e portanto decaindo rapidamente com
a distancia. Separar estes sistemas torna as interacoes tao fracas que po-
dem ser desprezadas, aproximando-os de sistemas isolados ideais. Por outro
lado, a presenca de interagoes de alcance suficientemente longo pode ser sig-
nificativa, e estas nao podem ser desprezadas. Neste caso, seria praticamente
impossivel separar completamente (isolar) sistemas interagentes. Além disso,
quando estas interacoes sao relevantes, os parametros termodinamicos podem
perder seu carater extensivo ou intensivo.

O formalismo de B-G pode entao falhar em sistemas que incluem forcas
de longo alcance e efeitos de memoria de longa duragao. Na mesma direcao,
a presenca de uma estrutura fractal pode conduzir a uma situacao onde tal
formalismo nao seja adequado. Assim, somas ou integrais usuais que apare-
cem em quantidades termoestatisticas relevantes (como, por exemplo, fungao
de partigao, energia interna, entropia, deslocamento quadratico médio) po-
dem divergir. Isso implicaria a auséncia de uma prescricao matematica bem
comportada para calculos de quantidades normalmente usadas para carac-
terizar o sistema (como, por exemplo, calor especifico, susceptibilidade, di-
fusividade) e impossibilitaria a comparagdo com dados experimentais, que
sao sempre finitos. Estas dificuldades sao bem conhecidas em sistemas grav-
itacionais [5, 6], magnéticos [7], difusao andémala de Lévy [8], bem como em
alguns problemas de tensao superficial [9], sistemas granulares [10], neutrinos
solares [11], velocidade peculiar de galdxias [12], entre outros.

Um possivel caminho teérico para ampliar o limite de validade da termo-
estatistica de B-G tem sido tragado tomando como base a entropia de Tsallis

[13, 14]. Para se generalizar uma teoria é necessario violar pelo menos um
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dos seus postulados. A entropia generalizada de Tsallis viola a aditividade
(parte do terceiro postulado), que veremos com detalhe no capitulo 2. Esta
propriedade conduz a uma mecanica estatistica generalizada cujo formalismo
estd estruturado sobre dois objetos basicos: a forma entrépica S, e um valor
médio generalizado para os observaveis. Nesse formalismo, a mecanica es-
tatistica de B-G esta contida na mecanica estatistica generalizada como um
caso particular. Mais precisamente, no limite ¢ — 1 a termoestatistica de
B-G ¢ reobtida, onde ¢ é um parametro caracteristico presente na entropia
de Tsallis.

De uma maneira geral, a entropia de Tsallis nao é extensiva. Esta pro-
priedade tem sido um ingrediente basico para empregar uma mecanica es-
tatistica baseada em sua estrutura para descrever sistemas interagentes do
tipo previamente descritos. Por exemplo, este formalismo vem sendo apli-
cado em muitos contextos, tais como superdifusdo anémala do tipo Lévy[15],
difusdo anémala do tipo correlacionado [16], turbuléncia de Euler [17], sis-
temas auto-gravitantes [18, 19, 20, 21}, radiagao césmica de fundo [22], ve-
locidades peculiares de galdxias espirais [23], teoria da resposta linear [24],
interacao elétron-fonon [25], sistemas ferro-fluidos [26], sistemas dissipativos
com baixa dimensao [27] e hamiltonianos sensitivos a condigdes iniciais [28],
entre outros.

Como ficard mais claro no decorrer desta apresentacao, a nao extensivi-
dade que permeia os temas relacionados a entropia de Tsallis deve conduzir
a generalizacoes, quando comparados ao contexto extensivo. Um bom e-
xemplo disto é o caso da equagao que descreve um decaimento radioativo,
dy/dt = —Ay. Como veremos, uma generalizagdo desta equacao, baseada na
entropia de Tsallis, é dy/dt = —Ay?. Por este exemplo podemos perceber

que o comportamento nao extensivo ¢ manifestado na transformacao de uma
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equacao linear em outra nao linear. Este tipo de generalizagao, assim como
algumas de suas aplicagoes, é um dos temas desenvolvidos no nosso trabalho.
Mais precisamente, analisaremos a generalizacao de certas equagoes lineares,
a qual sera aplicada ao movimento de uma particula num meio viscoso, a
cinética quimica, a difusao anomala correlacionada e a equacao de Thomas-
Fermi. Para o caso desta ultima equacao sera previamente desenvolvida uma
generalizagao do método WKB.

Outra questao que estudaremos é a aproximacao de integrais baseada
na mecanica estatistica nao extensiva oriunda da entropia de Tsallis. Neste
contexto, serao desenvolvidos dois procedimentos: o primeiro é basicamente
uma generalizacao do método do ponto de sela e o segundo utiliza um pro-
cedimento variacional baseado numa generalizacao da desigualdade de Bo-
goliubov. Na mesma linha serd discutido também o método perturbativo.

Esta monografia esta dividida em oito capitulos. No segundo capitulo é
apresentada uma breve revisao da mecanica estatistica generalizada baseada
na entropia de Tsallis. No capitulo 3, obtemos uma generalizacao da equacao
de decaimento (crescimento) exponencial, que é aplicada ao movimento de
uma particula em meio viscoso e a cinética quimica. No capitulo 4, con-
struimos uma familia de equacoes nao lineares com coeficientes constantes,
baseada na generalizacao do capitulo anterior. E feita, entao, uma aplicagao
visando obter uma conexao entre a difusao anomala correlacionada e a en-
tropia de Tsallis. No quinto capitulo, a familia obtida anteriormente é es-
tendida para o caso de coeficientes nao constantes. Neste contexto, desen-
volvemos um procedimento que generaliza o método de aproximagao WKB.
A seguir, este procedimento é aplicado para resolver a equagao de Thomas-
Fermi para um atomo neutro. Os capitulos 6 e 7 sao dedicados a generalizacao

de métodos para efetuar calculo aproximado de integrais. No primeiro, é de-
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senvolvida uma generalizacao do método do ponto de sela ao longo do eixo
real (também conhecido como método de Laplace), o qual seré aplicado no
calculo de integrais cujos integrandos nao podem ser aproximadas por uma
gaussiana. No capitulo seguinte levamos a efeito um método de aproximagao,
de carater variacional, o qual se fundamenta numa generalizacao da desigual-
dade de Bogoliubov. Também sera discutido, brevemente, um procedimento
perturbativo para o célculo de integrais. Finalmente, no oitavo e tultimo
capitulo, apresentamos uma discussao e conclusoes sobre os temas desen-

volvidos neste trabalho.
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Capitulo 2

Entropia de Tsallis e
distribuicao ¢

Antes de iniciar a discussao das questoes que motivaram o presente tra-
balho, é conveniente fazer uma apresentacao de alguns aspectos basicos que
permeiam todos os desenvolvimentos posteriores. Neste sentido, este capitulo
¢ dedicado a uma breve discussao sobre a entropia generalizada de Tsallis e
algumas de suas implicacoes.

Para enfatizar que a entropia de Tsallis e as distribui¢oes de probabi-
lidades vinculadas a ela sao generalizacoes do caso usual, é feita uma a-
presentacao introdutéria sobre a entropia de Boltzmann-Gibbs-Shannon e os

ensembles candnico e microcanonico.

2.1 A distribuicao de Boltzmann

A introducao de uma mecanica estatistica pode ser baseada na adoc¢ao de

uma forma entrépica S e num conjunto de vinculos fisicamente apropriados.

14



Além disso, em qualquer estado final de equilibrio termodinamico a entropia
deve ser maxima. Esse postulado de maximizacao estd intimamente ligado
a uma questao fundamental: a estabilidade térmica da matéria. Matemati-
camente, esse postulado conduz a um principio variacional que da origem a
varios desdobramentos. Em particular, as probabilidades relativas aos diver-
sos estados de um sistema devem ser tais que maximizam a sua entropia.
Nesse contexto, a entropia de Boltzmann-Gibbs-Shannon, B-G-S [29],
W
S = —k:z pilnp; | (2.1)
i=1
ocupa um papel fundamental na mecénica estatistica usual, onde {p;} sao as
probabilidades associadas aos W estados acessiveis ao sistema em estudo e k
representa a constante de Boltzmann.
Uma importante propriedade dessa entropia se refere a regra de aditivi-
dade. Para verifica-la, consideremos dois sistemas independentes A e B,
sendo {pZ(A)} e {pg-B)} os respectivos conjuntos de probabilidades. Nesse caso,

vale para o sistema resultante da composicao A U B a relagao
piy 7 = ppi? (2.2)
A entropia do sistema total é dada, entao, por
gAuB)  _ kzpz lnp(A) pg )
= kz plA)lnpl kz pj lnpg ) ,

ou seja

GAUB) _ g4) L g(B) (2.3)
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Quando consideramos um sistema macroscopico com interacoes de curto
alcance, seus subsistemas (também macroscopicos) interagem muito fraca-
mente, fazendo com que a relacdo (2.2) seja uma excelente aproximacao.
Assim, entropia do conjunto é a soma das entropias de cada subsistema,
satisfazendo o postulado 11T apresentado no capitulo 1.

Passemos agora a maximizacao de S(p;) em relagdo ao conjunto {p;},

respeitando os vinculos

a= Z Di (2.4)

W
Y=Y zipi. (2.5)
i=1

Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange [30], construimos a

funcao auxiliar
w w w
R(p;) = — Z pilnp; + A\ (Ot — Z pi) + A2 (7 — Z xip,-> . (2.6)
i=1 i=1 i=1
A extremizacdo de R(p;) em relagao a p; nos permite escrever

d R(Pz‘)
apj

que implica
pi = Cexp(—Az;) , (2.8)

com C' = exp(—A; — 1) e A = Ay, Deve-se ressaltar que a escolha oo = 1, na
eq.(2.4), conduz a uma distribuigdo de probabilidade normalizada, e nesse

caso, C = 1/, exp(—Az;). Na sequéncia deste trabalho, em geral, essa
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escolha nao é necessaria. Sendo assim, nao fixaremos a priori o valor de «
(veja, por exemplo, os capitulos 3 e 4).

Considerando x; — ¢€; como o valor particular da energia de cada mi-
croestado, e A — 3 = 1/kT, entao o conjunto dos microestados {i} constitui
o ensemble candnico, conjunto dos estados acessiveis ao sistema em contato
com um reservatorio térmico a uma temperatura 7. Assim, a respectiva
probabilidade p;, dada pela eq. (2.8) , é

_ exp(—[€;)

i , 2.9
P 7 (2.9)

onde
w
Z =Y exp(—fe) (2.10)
i=1

é a funcao de particao do sistema. Nesse caso, v = U representa a energia
interna média do sistema macroscépico. Relacoes importantes podem ser
obtidas das expressoes acima.Por exemplo, para a energia interna e para

energia livre, FF'=U — TS, temos

U= —gﬂan . (2.11)
e
Fe—imz (2.12)
6
respectivamente.

A expressao (2.5) representa também a forma padrao para o célculo do
valor médio (valor esperado) de qualquer observavel arbitrario O na es-

tatistica usual

w
(0) = Z O; pi (2.13)
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Quando o sistema estiver isolado, sujeito apenas ao vinculo (2.4), com
a = 1, teremos o ensemble microcanonico. Seguindo o procedimento que
conduziu & eq. (2.8), porém sem a contribuigao relativa a Ay, a probabilidade

do sistema ser encontrado em um microestado ¢ serda dada simplesmente por

= 92.14
Pi= 3 (2.14)

Assim, a probabilidade para qualquer um dos microestados do conjunto é
a mesma, isto é, todos os estados sao igualmente provaveis. A nocao de
probabilidades iguais pode ser interpretada como uma “inexisténcia de co-
nhecimento a priori 7 e representa nossa total ignorancia sobre o sistema.
A desiformacao a respeito do conjunto de eventos é maxima. A entropia de

B-G-S assume entao, para o ensemble microcanonico, a forma
S =klogW (2.15)

que é o valor méximo para a entropia (2.1), sujeita ao vinculo (2.4) e com

a=1.

2.2 A entropia de Tsallis

Podemos generalizar a eq. (2.1) de tal forma que essa nova entropia possa
exibir um carater nao-extensivo. Para isso vamos considerar a interessante
proposta de entropia feita por Tsallis [13],
1 — Zz‘VL (pi)?

qg—1
No limite ¢ — 1, verifica-se facilmente que S, reduz-se a entropia de B-G-S,

S, =k (geR) . (2.16)

ou seja

qg—1 q—1 qg—1

q—1
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e, expandindo a exponencial em séries de poténcias de (¢ — 1), podemos

concluir que

g - (1}3}’?1 -2 m(1 ;qul— DInp;+...) _ _ki{;pi np,

Além de conter a entropia de B-G-S como caso limite, a entropia de Tsallis
apresenta vérias outras propriedades. A entropia S, ¢ positiva definida. De
fato, se ¢ > 1, temos p] < p; e X p! < Y. p; = 1, o que implica S, > 0. Da
mesma forma, se ¢ < 1, temos p} > p; e > p! > > p; = 1 e novamente S, > 0.
A entropia S, também tem concavidade definida, mais precisamente, ela é
concava para ¢ > 0 (somente um méaximo) e convexa para ¢ < 0 (somente um
minimo). S, é expansivel para ¢ > 0, Sy(p1, P2, ..o, Pw) = Sq(P1, D2, vy P 0),
ou dito de outra forma, podemos expandir o conjunto de possibilidades e
a entropia nao se altera, desde que a possibilidade acrescentada tenha pro-
babilidade zero. Generaliza ainda a aditividade (que veremos a seguir) e a
aditividade de Shannon. Todas as propriedades citadas podem ser verificadas
em [13, 31].

A nao extensividade da entropia (2.16) se manifesta na regra de (pseudo)
aditividade. Sejam dois sistemas independentes A e B com {pEA)}, {p§~B)}
os respectivos conjuntos de probabilidades. Novamente, considerando o caso

em que essas probabilidades nao sao correlacionadas, podemos empregar a

eq. (2.2). Assim, a entropia do sistema final é dada por

savs _ 1= Xy (0)"(p;)
q q— 1
_ =)t 125 () (=5 () = X (25)7)
g—1 g—1 g—1 ’
ou seja
SPAUE) =8 + 5B 4 (1—q) St 5P (2.17)
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O indice entrépico g caracteriza entao o grau de nao extensividade da entropia
(2.16). Visto que em todos os casos S, > 0, temos que ¢ > 1 corresponde
a subextensividade, pois S4B < S 4 §(B)  Analogamente a superex-
tensividade estd relacionada a ¢ < 1, pois SAYB) > S 4 §(B) ¢ quando
q = 1 a extensividade é recuperada. Em resumo, a entropia de Tsallis (2.16)
introduz algum tipo de interconexao entre as partes do sistema. Dizendo de
outra forma, a violacao da aditividade rompe, em certo sentido, o conceito

de sistema isolado.

2.3 A distribuigao ¢ - (I)

Vamos maximizar (2.16) mantendo o vinculo (2.4) inalterado, porém mu-
dando o vinculo (2.5) para

w

Yo = wi(pi)? (2.18)

i=1
Seguindo o mesmo procedimento empregado para a entropia B-G-S, temos

_ W ) w w
R(p;) = 1= o (o + A1 (Oé -y pi) + A2 (% -> ifi(pi)q>

qg—1 i=1 i=1

OR(p:) _ api
op; qg—1

+ )\1 + )xngqp;kl =0 s
conduzindo a
pi=Cy[l—(1—q) Az;]/? (2.19)

Nesta expressio, C;, = [A(1 — q)/qg]"/@™P e X = X. Com a = 1 no

primeiro vinculo, p; representa a distribuigao de probabilidade ¢ com C, =
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1/SV[ - (1 —¢q) Az,]Y/0=9 | Da mesma forma, com z; — ¢ e A\ — (3 =
1/kT,
1 _
1%:2{1—u—qﬂ%$mq> (2.20)
q
representa a forma da distribuicao g para o ensemble canonico e
W
Zy=>"[1—(1—q) Be]/7 (2.21)

1

representa a funcao de particao generalizada. Ainda, v, = U, é a energia

interna média do sistema, que pode ser obtida de Z, através da relagao

o (Z1 -1
Uy=— | L+—-| . 2.22
=5 () 2.2
Além disso, a energia livre generalizada, F, = U, — T'S,, sera dada por
12;79-1
F=---1 2.23

No caso particular do ensemble microcanonico, a semelhanca do caso

usual, temos p; = 1/W, e portanto

1->W 1/we 1 — Wi
Zim YW =t (2.24)
q—1 qg—1

Sq=k

Por esta expressao , vemos que S, ¢ monotonicamente crescente com W, para

q < 1, e e aproxima-se assintoticamente de um valor limite para ¢ > 1. Além

disso, a eq. (2.24) representa o valor méximo (minimo) da entropia (2.16)
para ¢ > 0 (¢ < 0), quando empregamos apenas o vinculo (2.4).

Postulando a entropia (2.16) e o vinculo (2.18), Tsallis propos uma meca-

nica estatistica generalizada que no limite ¢ — 1 recupera a mecanica es-

tatistica usual. Propriedades importantes como a estrutura termodinamica

de Legendre, o teorema H (irreversibilidade do tempo macroscépico), o
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teorema de Ehrenfest (principio de correspondéncia), entre outras, sdo g¢-
invariantes [13, 31, 32].

A distribuicao (2.20), veja figura (2.1), apresenta propriedades interes-
santes, tais como:
a) Ela recupera a distribuigao de Boltzman no limite ¢ — 1, p; o exp (—[¢;).
b) A dependéncia em relagao a energia obedece a uma lei de poténcia ao
invés da exponencial usual, para €; > 1/ e g > 1.
c) Para ¢ < 1 apresenta um corte (probabilidades nulas para niveis de

energia altos o suficientes para produzir um valor negativo na expressao

(1= (1 =q)Pe ).
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Além disso, a forma do vinculo na expressao (2.18) sugere que um ob-
servavel genérico na teoria poderia comparecer nesta forma para o calculo

do valor médio generalizado,

w
0,=(0)g=>_0; p! . (2.25)
i=1

Cabe ressaltar ainda que as probabilidades {p;} sd@o genericamente nimeros
entre zero e um, entdo p! > p; para ¢ < 1 e p! < p; para ¢ > 1. Isso
significa que eventos raros sao privilegiados no calculo dos valores médios
quando g < 1 enquanto que g > 1 reforga eventos mais frequentes. Veja a

tabela (2.1), onde este comportamento fica claro para valores definidos de p

eq.

g=1 |[q=1/2|q¢=2

p! 1/2 1/vV2 | 1/4

s 1/8 1/2v2 | 1/64

(p1/p2)? | 4 2 16
Tabela 2.1

Uma comparacao entre as probabilidades p; e ps elevadas

a poténcia ¢, para valores tipicos de p1, p2 € q.

2.4 A distribuigao ¢ (IT)

Apesar de nao ser essencial na discussao dos préximos capitulos, mas
por uma questao de informacao, apresentaremos uma modificacao do vinculo
(2.18) que possibilita alguns avangos formais na teoria. Isso é possivel porque
a forma precedente de calculo para o valor médio tem o incoveniente de

apresentar um resultado inusitado para o valor médio da unidade, (1), =
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Supl # 1, como se a nao-extensividade da entropia implicasse um efetivo
ganho ou perda de norma. Além disso, a distribui¢do (2.20) nao é invariante
através de uma translagao uniforme do espectro de energia {¢;}, isto é, os
resultados termodinamicos dependem da escolha da origem das energias. Na
préatica pode ser escolhido ¢y = 0 como o estado fundamental de referéncia.
Esses ultimos resultados podem ser contornados com outra possivel es-

colha para o vinculo (2.18) [33], a saber

W
com
q
p4
P, : , (2.27)
jmil P}
implicando
w

ZB =1. (2.28)

A otimizacao da entropia S, seguindo o procedimento anterior e com z; — ¢;

e v, — Uy, leva agora a

1

w
Pi= =
1 Zq .

1/1—¢q
1—(1—q)8 (e —T,) /Z(ﬁj)q] : (2.29)

=

—

onde

=

W 1/1—q
Zq:gll—u—q)ﬁ(ei—@)/ @j)q] . (2:30)

1

J

Essa tltima escolha para o segundo vinculo mantém todos os resulta-
dos termodinamicos g-generalizados e apresenta feigoes mais familiares para

alguns aspectos relativos a distribuicao q.
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Se for adicionado um valor constante €, a todo o conjunto {¢;} do espectro,
Uq torna-se entao ﬁq + €. Isso deixa invariante a diferenca {¢; — ﬁq} na
distribuicao , o que por sua vez deixa invariante o conjunto de probabi-
lidades {p;} sob uma translagao no espectro de energia, e , portanto, todas
as quantidades termodinamicas. Além disso, a norma é conservada, ja que o
valor esperado de um observavel O tera a forma

> ing

O :
! > p?

((O))g=>_0:P; = (2.31)

e agora ¢ trivial mostrar que ((1)), = 1 para qualquer q.
Pode-se notar que, fatorando no numerador e no denominador a quanti-

dade [1 4 (1 — q)8U,/ =W, (5,)4" 09 na eq.(2.29), chegamos & relacio

[ (1 g)fe]V0
L i‘/zl[]— —(1- q)Bei]l/(l—q) ’

(2.32)

com (3 e (3 relacionados por

8
S B+ (1= q)BU

Portanto, comparando (2.20), (2.32) e (2.29) verificamos que p;(8) =

G = (2.33)

pi(3). Entéo todos os desenvolvimentos obtidos com a escolha do vinculo
(2.18) podem ser adaptados para incorporar a escolha (2.26), a qual mostra-se

mais adequada para satisfazer os requisitos convencionais de uma distribui¢ao
de probabilidades.
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Capitulo 3

Crescimento e decaimento nao
exponencial

Neste capitulo é apresentado, inicialmente, um procedimento para obter
a equagao de decaimento (crescimento) exponencial baseado na entropia de
B-G-S. Empregando este mesmo procedimento, porém usando a entropia de
Tsallis, obtemos uma generalizagao desta equagao [34]. A seguir, a equagao
generalizada é aplicada ao caso do movimento de uma particula em um meio

fluido viscoso e a cinética quimica.

3.1 Decaimento exponencial e extensividade

Podemos facilmente estender o procedimento do capitulo anterior para o
caso em que a variavel x assume valores continuos. Nesse caso, a entropia de

B-G-S é escrita como

S=- /abp(x) Inp(x) dz (3.1)
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e os vinculos tornam-se

a= | plx)ds (3.2)

g = /abxp(x) dz . (3.3)

onde a e b delimitam a regiao onde a distribui¢ao de probabilidade p(z) esta
definida, a < x < b. Consequentemente, a distribuicao que maximiza a

entropia acima, sujeita a estes dois vinculos, é a distribui¢ao exponencial

p(x) = poexp(—Azx) . (3.4)

onde p, e A sao constantes que dependem dos parametros o e 3. Verifica-se
facilmente que essa distribuicao satisfaz a equacao do decaimento (cresci-
mento) exponencial

dp

Ap=0 3.5
oo tAP=0, (3.5)

definida num intervalo arbitrario a < x < b e satisfazendo a condicao inicial
p(0) = po.

Essa equacao tem intimeras aplicacoes e modela sistemas de carater ex-
tensivo. Um exemplo é o decaimento radiativo de niicleos nao interagentes. A
desintegracao de um ntcleo nao afeta o comportamento de outro e o compor-
tamento do conjunto reflete o desconhecimento de cada nicleo em particular

em relagao ao processo ocorrido com os outros.

3.2 Decaimento nao exponencial e nao exten-
sividade
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A passagem para um caso nao extensivo é imediata. Considerando o que
foi discutido no capitulo e na secao anterior, a entropia de Tsallis pode ser
escrita, no caso continuo, como

Sq _ _ /ab p(il?) (11__pq<x)q_1) dr . (36)

ou, alternativamente, como

_ 1= Jyp(e)? de
- RPT

Sq

Quanto aos vinculos, o primeiro se mantém inalterado (ver eq. 3.2) e o

segundo ¢ reescrito como

8= /abx p(z)? dz . (3.8)

Assim, a distribui¢do que maximiza S, sujeita aos vinculos (3.2) e (3.8) é

}1/(1—11)

p(l‘) = Po [1 - (1 - Q) pg_l Ax ) (39)

que generaliza a distribuicao exponencial.
A derivacao direta dessa tltima expressao conduz a

dp(z)
dx

= —Api[(1 = (1 —q) pd " M)/

isto é, essa distribuicao satisfaz a equagao nao linear

dp
Z4Api=0 3.10
I TAD : (3.10)

definida para o intervlo a < z < b e sujeita a condi¢ao inicial p(0) = p,.

Os resultados subsequentes independem da forma entropica empregada,
(3.6) ou (3.7). Na passagem de (3.6) para (3.7) é necessario supor que a = 1
em (3.2).
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A equagdo (3.10) é a generalizacdo da eq. (3.5) baseada na entropia
de Tsallis e nos vinculos (3.2) e (3.8). Deve-se ressaltar que a natureza
nao extensiva desta entropia esta intrinsicamente relacionada ao fato da eq.
(3.10) ser nao linear. Por outro lado, se empregarmos a notagao Ay = Ap?™?,
podemos escrever

dp
dx
Isto por sua vez indica que a eq. (3.11) pode ser empregada para descrever

FAgp=0 . (3.11)

um decaimento (crescimento) com algum tipo de memoria, onde ¢, de alguma

forma, estaria conectado com uma memoria do sistema.

3.3 Aplicacoes

Vamos considerar, primeiramente, a equagao que descreve o movimento
médio de uma particula em meio fluido viscoso sem atuacao de forgas externas

[35]. Neste caso, a equagao de movimento pode ser escrita como
m— = —bv? | (3.12)

com m representando a massa da particula, v sua velocidade e b o coeficiente
de atrito em relacao meio. Por sua vez, o parametro ¢ esta relacionado a
turbuléncia provocada no meio (comportamento nao extensivo). A solugao

desta ultima equagao apresenta entao a forma

]1/(1@

v(t) = v, [1 — (1 —q)v?! fzt (3.13)

Quando ¢ = 1, temos um escoamento nao turbulento e o carater extensivo é

recuperado, isto é,

v(t) = v, exp <_:1t> . (3.14)
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Um outro exemplo da equagao (3.10) pode ser obtido da cinética quimica
[36]. A concentracao de uma dada substancia, C4, obedece uma equagao

empirica para a sua taxa de variagao,
dCy/dt = KCSCHC2 - (3.15)

Nessa equacao, K representa a constante de reacao. A constante a estd

relacionada com a concentracao de A e representa a ordem de reacao com

respeito a A. Da mesma forma (3, v, - - -, estao relacionados com as concen-
tracoes de B, C, --- . A soma o+ 3+ 7 + - - - representa a ordem total
de reacao. Pode-se, sob determinadas condicoes experimentais, considerar as
concentragoes Cg, Cg,- - - constantes, de forma que

dC’

Nesse caso, o parametro ¢ = « representara a ordem de reacao relacionada a

substancia A e a concentracao da substancia sera dada por
Ch=Cull—(1—q) O K4 )/070) (3.17)

Tomemos como exemplo a reagao quimica que descreve a formacao da

fase gasosa do fosgénio [37]
CO + Cly, — COCly . (3.18)

Esta é uma reagao de ordem 5/3, sendo de ordem 3/2 com respeito ao Cly
e de primeira ordem em rela¢do ao C'O. Entao para o Cly temos ¢ = 3/2 e
consequentemente chegamos a

d[C,]
dt

= — K, [Cly)?? . (3.19)
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Portanto, a solugao desta ultima equagao é
1 1/2 -2
CL] = [Chls {1 +51CL)? K, t} (3.20)

ou, alternativamente,

1 1 1
CLl™ ™ oy~ 2! (3.21)

que é a forma usualmente apresentada na literatura.
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Capitulo 4

Equacoes diferenciais nao
lineares baseadas na entropia
de T'sallis

O esquema empregado para generalizar a equagao de decaimento (cresci-
mento) exponencial pode ser estendido para o caso de equagoes diferenciais
ordindrias de ordem superior [34]. Para introduzir esta generalizacdo ¢ a-
presentado inicialmente um procedimento que tem como ponto de partida a
equagao diferencial de decaimento (crescimento) exponencial e como fecho as
equagoes diferenciais lineares de coeficientes constantes. A seguir, este pro-
cedimento é generalizado no contexto da entropia de Tsallis dando origem a
uma familia de equacgoes diferenciais nao lineares de coeficientes constantes.
Finalmente, fazemos uma aplicacao destas equagoes para obter uma conexao

entre a equacao de difusao para meios porosos e a entropia de Tsallis.
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4.1 Familia de equagoes nao lineares com co-
eficientes constantes

A equagao de decaimento (crescimento) exponencial
dp
— 4+ Ap=0 4.1
1 TP (4.1)

pode ser considerada uma representante de uma familia de equacoes lineares

de ordem arbitraria . De fato, se supusermos que

P = Poexp(—Az) (4.2)

é solucao de qualquer uma das equacgoes que compoem esta familia, verifi-

camos que a equagao diferencial de ordem N (N =1,2,3,...)

N dnp
it oy 4.3
T -

é uma representante tipica desta familia, onde os coeficientes a,, sao cons-
tantes. Além disso, a substituigdo da eq. (4.2) na eq. (4.3) conduz a uma

equacao caracteristica para A cuja forma é

N

S an (A" =0 . (4.4)

n=0
Assim, o processo de obtencao das solugoes para a eq. (4.3) é reduzido a um
processo puramente algébrico, que consiste em determinar as raizes Ai, Ao,
oy Ay daeq.(4.4).

Seguindo a linha de argumentagao do capitulo anterior, a generalizacao
do procedimento acima, baseado na entropia de Tsallis, consiste em empregar
a relagao

dp
dx P

q
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ao invés de

dp

XD .
dacp

Isso equivale a fazer a substituicao de

p(x) = poexp(—Az)

por
p(x) = poll — (1 — q)pt~ Ax)/ 170 (4.5)

Tendo como base as relagoes acima, podemos construir uma familia de
equacoes diferenciais ordinarias nao lineares de coeficientes constantes cujo

N-ésimo elemento é

d" (N—n)(g—1)+1
g ——p T+ — g 4.6
n_oa dx”p (4.6)

Esta equacdo é justamente a generalizacao procurada para a eq.(4.3) no con-
texto da entropia de Tsallis. Sem perda de generalidade, o N-ésimo termo
desta equacdo, d™p/dz", foi considerado linear em p(x). Analogamente ao
caso da eq. (4.4), a correspondente equagao indicial para o N-ésimo elemento

da familia acima obtida é dada por

ay (=" I [G+1a—J

T2 a(=A" [ [G+1)g—3+a=0. (4.7)

Esta tdltima equacao é valida para N > 2 e, quando N = 1, ela deve ser

substituida por
(11(—>\) + ag = 0. (48)
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Para N = 2 temos, por exemplo,
=0 (4.9)
e a correspondente equagao caracteristica é

as(—=N)2q+ ai(—N)g+a, =0 . (4.10)

Como era de se esperar, as equagoes (4.6) e (4.7) ficam reduzidas as egs.
(4.3) e (4.4) no limite ¢ — 1 , respectivamente.

E interessante ressaltar que a superposicao de solugoes particulares da
eq. (4.6) ndo é uma solucdo desta equagao, pois o principio da superposigao,
que é valido para a eq. (4.3), nao mais pode ser empregado para a eq.
(4.6). Nas aplicagdes apresentadas no desenvolvimento deste trabalho seréo
levadas em conta somente solugoes particulares que contemplem as condigoes
de contorno do problema. Como primeiro exemplo, faremos uma aplicacao

ao estudo da difusdo andomala.

4.2 A equacao da difusao

Consideremos uma substancia imersa em um determinado substrato, por
exemplo, um pouco de tinta num grande recipiente com &dgua. Seja m a
massa da substancia por unidade de volume. Vamos supor supor que sua dis-
tribuicao inicial nao seja uniforme, isto é, p = p(Z). Em geral, esta ndo é uma
situagao de equilibrio e haverd um movimento de forma que a concentragao
inicial da substancia seja modificada. Em linhas gerais, esta modificacao
ocorre no sentido de aumentar a entropia e tendendo a uniformizar a con-

centracao, na auséncia de forcas externas. Analisemos mais detalhadamente
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esse processo num caso unidimensional e sem a presenca de forgas externas.
Devido a nao uniformidade na distribuigao da massa havera um fluxo J, da
substancia, proporcional ao seu gradiente de concentracgao, isto ¢,

p2r

= — . 4.11
Ja ox ( )

Por outro lado, a massa desta substancia é conservada. Localmente, isto
é, em termos de equacoes diferenciais, esta conservacao é expressa por uma
equacao de continuidade,

ot ox

0. (4.12)

Usando a relac¢do (4.11) em (4.12) obtemos

2
8p_D8p

E —_— @ 9 (4.13)

que ¢é a equacao de difusao na auséncia de forgas externas, onde D é o coefi-
ciente de difusao.

Na difusao ordindria, descrita pela eq. (4.13), o deslocamento quadrético
médio é proporcional ao tempo, isto é, (x?) oc t. Porém, em vérias situagoes
o deslocamento quadratico médio pode apresentar uma variedade de compor-
tamentos alternativos . Dependendo do sistema fisico estudado, eles podem
variar desde leis de difusdo generalizada, (%) oc t* (a # 1), até situagoes
nas quais (z%) nao é sequer uma quantidade bem definida. Estes fenomenos

caracterizam a difusdo anomala [38].

4.3 Aplicacao a difusao anéomala correlacionada
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Uma variedade de situagoes de difusividade fisica sao descritas generica-
mente pela equacao [39]

o0 _ o
ot Ox2

, (v eR) . (4.14)

Quando p=1e v # 1 a equacao (4.14) representa a equagao de difusao em

meios porosos (difusdo anémala correlacionada)

a¢ B 82(25”

ot Ox2?

, (WeR) . (4.15)

Aqui, por simplicidade, p foi redefinido de modo que o coeficiente andlogo
a D na eq. (4.13) tenha valor unitario. Do ponto de vista matemadtico, o
ingrediente basico da equacao de difusao correlacionada é v # 1.

Usando a generalizagao da se¢ao (1.1) para as equagoes diferenciais li-
neares podemos obter uma relacao entre a entropia de Tsallis e a equacao
de difusao anomala correlacionada. Esta conexao é baseada na separacao de

oz, t) = T(t) X (z) (4.16)

a ser empregada na eq. (4.15). Obtemos entao

14T 1d°X7

- - _ = 4.1
v dt = dz? 7 (4.17)

onde ¢ é uma constante de separacao de variaveis. Usando Y = XV, verifi-

camos que

dT/dt = —o T" (4.18)

d?Y Jda? = —a YV . (4.19)
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Como estas equagoes sao membros da familia gerada pela eq. (4.6), a
conexao entre a entropia de Tsallis e a equacao de difusao andémala correla-
cionada é entao estabelecida.

A equagao (4.18) corresponde ao elemento com N = 1 na familia (4.6),

ou seja, recal na expressao

dT
Clla -+ Clqu =0

com a; A — ag = 0. Nesse caso, ¢ =0 , A = a,/a; = 0 e a equagao (4.18) tem
a solucao dada por

T =T1-(1-») Ty et (4.20)

onde T, é uma constante.

Se a constante a; for nula em (4.9) e (4.10) obtemos

2/(v—1)
x} (4.21)

1-— _
o= fo (1) 6

como solugao para a eq. (4.19), onde X, é uma constante e A é a solugao da

equacao indicial
(1+v)A+200 =0 .

Entao as solugdes de (4.15), baseadas na separacao de variaveis (4.16), sao

escritas como

o(x,t) = Ty [1 =T e t] 1/(1-v)

1—v _y
X, [1+< = )Xél 2\

X

2/(v-1)
x] (4.22)

Este procedimento é uma extensao natural do método de separacao de variaveis

aplicado a equagao de difusao usual (v = 1). Entretanto, superposi¢oes das

38



solugdes particulares (4.22) nao sao solugoes da eq. (4.15), visto que ela é
uma equagao diferencial parcial nao linear. Além disso, as solugoes (4.22)
sao complexas quando o > 0.

O método acima pode facilmente ser aplicado a equacao de difusao ge-
neralizada (4.14). Para isto basta reescrever ¢ como ¥'/* e v como v/u.

Em geral, a conexao entre a equagao de difusao em meios porosos e a
entropia de Tsallis, baseada no método de separacao de variaveis e na familia
de equacoes diferenciais nao lineares, pode ser estendida para outras equagoes

diferenciais parciais nao lineares.
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Capitulo 5

Equacoes diferenciais nao
lineares com coeficientes nao
constantes e equacao de
Thomas-Fermi

Neste capitulo, a familia de equacoes diferenciais ordinarias nao lineares
de coeficientes constantes obtidas no capitulo anterior sao estendidas para o
caso de coeficientes nao constantes. Além disso, é desenvolvido um procedi-
mento para obter solugoes aproximadas, o qual generaliza o método WKB. A
seguir, este método ¢é aplicado ao estudo da equacao de Thomas-Fermi para
um atomo neutro.

5.1 Familia de equacoes nao lineares com co-
eficientes nao constantes
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Notemos, primeiramente, que a equacao

d
d—p+Ap —0 (5.1)

pode ser generalizada ainda mais se permitirmos que A venha a ser uma

funcao de z. Neste caso, a eq. (5.1) torna-se

= —A(x) pf (5.2)

e, apds uma integragao, temos

p(x) = [(1 —q) (/)\(x)dx + C’)]l/(l_Q) . (5.3)

Se a condi¢ao inicial p(0) = p, for aplicada, a solugdo acima assume a forma

}1/(1—11)

pla) =po [1= (L= [ M)z (54

Seguindo a linha de raciocinio empregada na se¢ao (3.2), a eq. (5.4) pode

ser reobtida ao substituirmos o vinculo (3.7) por

b= / ))4dz (5.5)

onde f(x) o< A(x). Um caso particular importante corresponde a A(z) =
2)\,x, pois conduz a generalizacao da distribuicao gaussiana, isto €, a eq.

(5.4) toma a forma caracteristica

}1/(1—q) ' (5.6)

p@) =po [1 = (1= q)pf '\, @
Para generalizar o procedimento que conduziu a eq. (5.2), permitiremos

que as constantes a,, da equagao (4.5) sejam fungoes de x, ou seja,
n

N
Y an pA Mt = (5.7)

n
n=0 dl‘
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No contexto da entropia de Tsallis, a generalizacao expressa pela eq. (5.7) é
a forma mais geral de equacoes nao lineares discutidas neste trabalho.
Assim como no caso linear (¢ = 1), nao existe existe solu¢ao analitica
geral para estas equagoes. E natural, portanto, efetuarmos andlises aproxi-
madas com o objetivo de obter informacao sobre as possiveis solugoes destas
equacoes. Por outro lado, é sabido que o método de aproximagao semi-
classica WKB ( Wentzel, Krammer, Brillouin) é um caminho possivel para
se obter tais solugbes no caso usual (¢ = 1). Generalizaremos aqui tal pro-

cedimento, ampliando o método para g # 1.

5.2 Aproximacao WKB

Antes de considerarmos a generalizacao do método WKB, é conveniente
revé-lo em sua forma usual [40]. Nesse caso, uma boa solu¢do aproximada

da equacao
d*p
— =f@)p (5-8)

dz?

pode ser obtida, desde que f(z) satisfaga certas restrigbes. Basicamente, ela
deve ser uma funcao que varie lentamente com x. Para se obter tal solugao,
assim como seu critério de aplicabilidade, utilizemos uma funcao auxiliar

g(x) definida por

p(z) = exp (g(z)) (5.9)

Substituindo esta relagao na equacao diferencial (5.8), verificamos que

d%g  (dg)’
SIS} =0 . 1
o ( dx) f=0 (5.10)
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Vamos assumir, como primeira aproximacao, que o termo d29/ dz? seja

suficientemente pequeno. Temos entao

dg 1
—L x4 f12 5.11
S xuf (5.11)
e, consequentemente,
g(x) ~ i/f(x)l/zdx : (5.12)

que por sua vez implica
() ~ exp (i /i f(:p))l/?dx) . (5.13)

O procedimento acima supoe que ‘dzg/ dx2’ < |f|. Portanto, a condic¢do de

validade desta aproximagao é

| 1 [dg/de
da2| 7 2| f1/2

Além disso, pode-se obter facilmente aproximagoes sucessivas usando-se um

<Ifl (5.14)

procedimento iterativo.

5.3 Generalizacao do método WKB

A partir do exposto na se¢ao anterior vamos considerar a extensao para

q# 1.
A equagao diferencial de segunda ordem oriunda da expressao (5.7) é
d? dp? 2g1
= * ra, 10 . 5.15
aQ(x)dxzp—i— ay(x) . + ao(x)p ( )

Para o caso particular a;(x) = 0, ela pode ser reescrita como
d*p
da?

= fla)p™ ", (5.16)
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onde f(z) = —a,(x)/az(x). Note que esta equagao é reduzida a eq.(5.8) no
limite ¢ — 1.

Visto que os desenvolvimentos da secao anterior estao baseados na fungao
p(z) = exp(g(z)) é natural que na generalizacdo do método WKB seja em-

pregada a relacao

p(z) =[1+ (1 —q)g(z)]/079 (5.17)

ja que a generalizacao da fungao exponencial, no contexto deste trabalho,

estd calcada na substituicao
e’ — 1+ (1—gq) z)V/0-9 | (5.18)

A utilizagao desta nova relagao na equagao (5.16) conduz a

1+ —q)g]jxg +q <jz> —f=0. (5.19)

Como primeira aproximacgao, e em analogia com caso ¢ = 1, o termo com

d?g/dxz? pode ser negligenciado, resultando em

dg f 1/2
- = 5.20
- (q) , (5.:20)
0 que nos leva a
g(z) = j:q’l/2/f(:c)1/2dx : (5.21)

A expressao aproximada para p(zx) apresenta, portanto, a forma

]1/(1q)

pa)~ 10— g2 [ @) (5.22)

Analogamente a se¢ao anterior, a condicao de validade para esta aproximacao
é

df/dx
2q1/2f1/2

d2g N

3|~ | (5.23)

e
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Da mesma forma, aproximagoes sucessivas de (5.19) podem ser obtidas por
iteracao.

E conveniente, neste ponto, ressaltarmos a diferenca essencial entre os ca-
sos ¢ = 1 e ¢ # 1. Na primeira situagao, a equagao diferencial é linear e por-
tanto é possivel obtermos uma solugao geral aproximada a partir das solugoes
particulares (5.11). Por sua vez, o segundo caso implica uma equacao nao
linear, inviabilizando o uso de superposicao das solugoes particulares. Logo,
o procedimento desenvolvido neste trabalho ¢ 1til em contextos nos quais

uma das solugoes particulares pode ser considerada uma boa aproximacao.

5.4 Aplicacao a equacao de Thomas-Fermi

Para exemplificar o procedimento anterior vamos considerar a equagao de

Thomas-Fermi para um atomo livre (veja o apéndice A)

d’F .
_—1/2 13/2
2 = Fo= (5.24)
cujas condigoes de contorno sao F(0) = 1 e F(oco) = 0 para o caso de

um atomo neutro. Por comparacao com a equagao (5.16), concluimos que
f(z) =27Y2? e ¢ = 5/4. Entdo, a eq. (5.21 conduz a
g(x) = :I:lx?’/4 +Cy (5.25)
V5

que por sua vez implica

F, = [1 + (1 — 5) <:|:2zv3/4 + Ciﬂ e (5.26)
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Escolhendo a solucao F_ e ajustando a constante C_ as condicoes de con-

torno, obtemos

F(z) = (1 + 3\2/5 x3/4) B : (5.27)

Neste exemplo, temos como condicao de validade z%/* > 3v/5 /28, indicando
que a aproximacao é melhor para x > 1. Por outro lado, a solucao satisfaz
exatamente a condicao inicial F'(0) = 1, fazendo com que esta solucao seja
muito boa mesmo para z < 1. De maneira geral, quando f(z) é uma fungao
suave de z, a solucao correspondente torna-se mais acurada. Em particular,
quando f(z) é constante, a solugdo torna-se exata.

A solugao da equagao (5.24) comporta-se assintoticamente como
F(z) ~ 144 27° (5.28)

Com base nessa forma assintética, Sommerfeld (1932) (veja, por exemplo,
[41]) obteve uma solugao analitica aproximada dada por

F(z) = [1 + <x>d] B (5.29)

a

com a=12%% ,d=0,772 e c=3/d = 3, 886.
Para compararmos os resultados obtidos nas diferentes maneiras de re-
solver a eq. (5.24), estdo representadas na Fig. (5.1) a solugao obtida neste

trabalho, eq. (5.27), a solugao de Sommerfeld, eq. (5.29) e a solu¢do numérica

[42].
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Capitulo 6

Aproximacao de integrais:
método do ponto de sela
generalizado

Estudamos nos capitulos anteriores equacoes diferenciais baseadas na es-
tatistica de Tsallis. Neste capitulo e no préximo, concentraremos a atencao
no calculo aproximado de integrais, também fundamentado na mesma es-
tatistica. Este estudo é motivado pela necessidade de recorrer a algum
método de aproximacao quando o grau de complexidade do sistema em foco
dificulta a obtencao de uma solucao exata para o problema. As aplicacoes
serao empregadas no sentido de ilustrar a teoria. Sendo assim, é natural
considerar exemplos onde é possivel uma comparacgao direta entre os resul-
tados aproximado e exato. Em particular, neste capitulo, serd desenvolvida
uma generalizacao do método do ponto de sela, que se mostrard util na apro-
ximagao de integrais de funcoes que decaem mais lentamente ou mais rapi-
damente que a familiar gaussiana. Iniciaremos o estudo revendo o método

usual.
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6.1 Meétodo do ponto de sela

Uma ferramenta ttil para célculo aproximado de integrais é o método do
ponto de sela [43], limitado aqui ao eixo real. Neste caso, o método estd

baseado na seguinte aproximagcao

1= [ e exp(f(a))

~ bdx exp [f(xo) + f'(zo)(x — x,) +

a

f// (x())
2

(x —x,)%|. (6.1)

Supondo, por simplicidade, que f(z) tenha um unico méximo em x = x,,

com x, € |a,b|, teremos (supondo f"(z,) # 0)

d
f(z,) = dj: =0 (6.2)
e
/" d2f
f (.’L’O) = @ < O . (63)

Suporemos também que é possivel estender a — —oo0 e b — 00, com f(£o0) =

0. Isto faz com que (6.1) tome a forma de uma integral gaussiana, ou seja,

I x e () [ dvesp (=5 | ) | (@ - 2)?)

_ m exp(f(,)) - (6.4)

O célculo aproximado de [ fica entdo reduzido a encontrar a raiz da eq. (6.2).
Além disso, para calcular a integral aproximada de uma fun¢ao positiva e nao

nula g(x), quando é possivel aplicar o método, basta reescrevé-la como

/ab dz g(x) = /ab dz exp (Ing(z)) (6.5)
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e aplicar o procedimento acima com f(z) = Ing(z) .
Uma aplicagao simples do método acima ¢é a avaliagao do comportamento

assintotico da fungao Gama,
F'n+1) = /Ooo dz 2" exp (—z) (6.6)

que pode ser reescrita como
I'(n+1) :/Ooodx exp(nlnz —x) . (6.7)

Entao f(z) =nlnz — x e a condigao (6.2) implica z, =n e f"(z,) = —1/n.
Substituindo estes valores em (6.4) obtemos a conhecida aproximacao de

Stirling,
I'(n+1)~n" V2rn exp(—n) , (6.8)

que é extremamente util para n > 1.

Existem situagoes, porém, que o método do ponto de sela leva a uma apro-
ximacao grosseira. Um exemplo tipico é sua aplicacao ao calculo aproximado
da integral da distribuicao lorentziana,

© dz
L=/ el (6.9)
Nesse caso, f(r) = —In(1+ 2?) e a condigao (6.2) implica x, = 0 e f"(x,) =

—2. Entao

LT, (6.10)

resultado que estd em franca discrepancia com o valor exato da integral (6.9),
L = 7. De uma maneira geral, o método do ponto de sela aplicado a fungoes

como

g(x) = (1 (a > 1) (6.11)

1+ oa?)~ 2
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fornece o valor aproximado

™

o

I~ (6.12)

Este resultado, quando comparado com o valor exato,

o0 dz 7 D(a—1/2)
/. A+ o) Vs M) (6.13)

mostra-se péssimo para a ~ 1 e torna-se melhor a medida que o aumenta,
tendendo ao valor exato quando o — o0.

O exemplo acima ilustra uma questao muito interessante: o método do
ponto de sela conduz a boas avaliagoes basicamente quando o integrando de
(6.1) puder, com boa aproximagao, ser representado por uma distribuigao
gaussiana. Isto, definitivamente, ndo ocorre com g(x), expressa em (6.11),
para o — 1/2. Em outras palavras, as caudas de uma gaussiana e de g(x)
sao notoriamente distintas para a ~ 1, de forma que uma gaussiana nao
representa bem g(x).

Estes ultimos exemplos indicam que é desejavel encontrar outra forma de
aproximacgao para as integrais de fungoes do tipo (6.11). Este é justamente

o objetivo da préxima a se¢ao.

6.2 Meétodo do ponto de sela generalizado

Antes de estender o método do ponto de sela, vamos considerar a ge-

neralizacao das funcoes exponencial e logaritmica,

e, = exp,(z) = [1+ (1 — q)x]/ -9 (6.14)
e
1-q __ 1
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que sao naturais no contexto da estatistica de Tsallis. Esta notacao possibilita-
nos, por exemplo, escrever a g-energia interna e a g-energia livre como U, =
_a% In, Z, e F, = —(1/8) In, Z,, respectivamente. A distribuicao g-gaussiana,
apresentada na eq. (5.6), pode ser escrita como Gg(z; A) = exp,(—Az?). Na
figura (6.1) é apresentada a distribuigdo g-gaussiana para valores tipicos de
¢. Em particular, da definicao de G,(z;\) vemos que a funcao g(z), apre-
sentada em (6.11), pode ser reescrita como g(x) = G,(z; —0/(1 — q)), com
g =14 1/a. Assim, uma generalizacao do método do ponto de sela em que
exp(f(z)) seja substituida por exp,(f(z)) contorna as limitacdes discutidas

no final da secao anterior.
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Consideraremos, portanto, a seguinte generalizagao para a aproximacao

(6.1):

b
I, = /dx eflc(’”)

~ /ab daexp, [f (o) + f/(20)(x — m,) + f" ()

5 (x —x5)%] . (6.16)

Como no caso usual, se x, é um ponto de maximo, assumiremos as
condigoes (6.2) e (6.3) e teremos entao (substituindo a por —oo e b por

00, ou seja, deformando o contorno para incluir todo o eixo real)

I, ~ [ deexp, (f(xo) L xo>2>

T I PRTSTI | L

| F(w) | (@ — )
i q>f<xo>]> - e

Assim , usando (6.13) com o = [(¢—1) | f"(x,) || /{2[1 + (1 — q) f(z0)]} e

a=1/(q— 1), verificamos que

oml1 + (1 )\ T (i)
DT 0L oW

Se quisermos calcular aproximadamente a integral de uma fungao h(x), es-

_ equ(f@o))/_o:o dxequ<

1y~ (7o)

tritamente positiva, é possivel utilizar a identidade

/ab h(z)dz = /ab dx exp,(Ing h(z)) | (6.19)

implicando f(x) = In, h(z). Isto, por sua vez, conduz a [1 + (1 — q) f(z,)] =
(h(x0>>1_q € exp, f(xo) = h(w,).

E importante frisar também que, até o presente momento, usamos q > 1,

sendo que o mesmo deverd ser escolhido apropriadamente para cada caso.

53



Um caminho natural é eleger ¢ ditado pela lei de poténcia apresentada por
h(z) para grandes valores de x.
Para o caso ¢ < 1 a ¢g-gaussiana tem cauda finita (veja figura (6.1)). Isto

possibilita usarmos

/e [(1+a)
de (1 - 6.20
/_1/f o’ F 3/2—|—a (6:20)

coma=1/(1—q)eoc=(1—q) | fr1(z,)|)/2[1+ (1 — q)f(x,)]) no calculo
de (6.17). Dessa forma, quando ¢ < 1 a eq. (6.18) é substituida por

27[1 4+ (1 —q) f(x,)] 1/2 F(%)
(T=q) [ f"(x0) | ) e (6.21)

Iq = exp,(f(2,)) <

6.2.1 Aplicacoes

Apesar de trivial, é instrutivo reestudar, como exemplo, a integral

[tem (023) (622

mas empregando agora a expressao (6.18). O objetivo aqui é ressaltar o
procedimento para se obter o valor de ¢q. Para tal, a comparacao das formas

assintoticas de

1 —a, —2
—xog Y 6.23
Atoa2)e 7 7 (6.23)
com
exp,(—Az?) = [—(1 — g\ /79 /0D (6.24)
permite-nos concluir que
1
g=—+1. (6.25)
o



Além disso, as eqgs. (6.2) e (6.3) implicam z, = 0 e f’(z,) = —2ao. Subs-
tituindo estes valores na equacao (6.18) reobtemos (6.13), que é obviamente
um avanco substancial se comparado com resultado obtido pelo método do
ponto de sela usual (veja eq. (6.12)). Em particular, esta observagao é
evidente para a distribui¢do lorentziana, visto que o« = o0 = 1 em (6.22),
implicando ¢ = 2 e I, = , seu valor exato.

Consideremos, agora, um outro exemplo de aplicacao do método do ponto

de sela generalizado, porém para g < 1. Neste caso, vamos calcular

I = /_11 dz cos (?) : (6.26)

Apesar de ser possivel calcular exatamente esta integral, este exemplo ilustra
uma outra maneira de se obter o valor de ¢, que é uma questao essencial no
nosso processo de aproximacao. Devemos entao encontrar o valor de ¢ que

torna

T

cos (2> ~ aexp,(—Az?) (6.27)
a aproximagao mais acurada possivel (ja usando o fato de que z, = 0). Para
tal, suporemos primeiramente que cos (7/2) e aexp,(—Az?®) coincidam em

x = %1 (ajuste das caudas). Esta condigao implica

1
A= — . 6.28
— (6.25)
Entretanto isto nao é suficiente para determinar o valor de ¢. Em vista disso,
imporemos que as expansoes, até segunda ordem, também coincidam para
ambas as fungoes, isto é,

2

1- %:ﬁ = a(l - \z?) . (6.29)
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Com isso, obtemos a =1 e

8
g=1-5=018043... . (6.30)

Com a substituigao deste valor de ¢ em (6.21), usando f(z,) = 0e |f"(z,)| =
(7/2)? = 2\, verificamos que
(24
I~ ‘/_5_(31;‘1) = 1,25363... . (6.31)
r (2(1,(1))

Este valor, quando comparado com o resultado exato I =4/7 = 1,27324... ,

mostra o quanto é boa a aproximagao. Por outro lado, se fosse aplicado o
caso usual (¢ = 1), isto é, a eq. (6.4), obteriamos I = \/8/7 = 1,59576... ,
resultado visivelmente mais grosseiro que (6.31).

Os desenvolvimentos apresentados neste capitulo estao restritos ao caso
unidimensional, entretanto os resultados (6.18) e (6.21) podem ser estendidos
para varias dimensoes. Esta questao no sera discutida aqui, apesar de inte-
ressante, mesmo porque ela nao acrescenta nada de novo na fundamentacao
do método de cédlculo apresentado neste trabalho. Porém, podemos inferir
que, de forma geral, o método generalizado pode se tornar extremamente ttil
para calcular certos tipos de integrais. Integrais com integrandos que podem
apresentar desde caudas curtas (¢ < 1) até muito longas (¢ > 1), passando

pela gaussiana (¢ = 1).
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Capitulo 7

Aproximacao de integrais:
método variacional

Neste capitulo, trilharemos outro caminho para obter o célculo aproxi-
mado de certos tipos de integrais. Seu desenvolvimento é baseado na de-
sigualdade de Bogoliubov, a qual permite utilizar um procedimento varia-
cional. Esta desigualdade é usualmente empregada no contexto da mecanica
estatistica, e este fato motiva a notacao utilizada neste capitulo. Inicial-
mente, serd apresentado o método na sua fei¢ao usual (¢ = 1) e, a seguir,
o discutiremos no contexto da entropia de Tsallis (¢ # 1). Também sera
apresentado, de forma breve, um procedimento perturbativo para calculo de

integrais.
7.1 Desigualdade de Bogoliubov
Vamos assumir que a hamiltoniana do sistema seja dada por

H= Hy, + H , (7.1)
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onde Hj é a hamiltoniana do sistema “simplificado”, cujo tratamento é , por
hipétese, conhecido, e H; representa a parcela de correcao da hamiltoniana do
sistema perturbado. Para facilitar a obtencao da desigualdade de Bogoliubov,

¢ conveniente empregarmos a hamiltoniana auxiliar [44]
Hy,=Hy, + )\H] . (72)

O parametro A, pertencente ao intervalo [0, 1], é empregado de forma a in-
terpolar continuamente Hy e H.

A seguir, consideremos a expansao de MacLaurin para a energia livre,
com resto na forma diferencial,
A2 d°F
2 dA?

FO) = F0)+ 2 3E

= , (7.3)

A=0 A=Xo

onde A, € [0, 1].
O primeiro termo da expansao acima corresponde a energia livre do sis-

tema nao perturbado, isto é,
H@:F@:—;m%m, (7.4)
onde
ZO = /_O:o dzexp(—(GH,y(z)) . (7.5)

Nestas, e em outras expressoes subsequentes, o indice (0) é empregado para
denotar que as grandezas estao sendo calculadas com A = 0.

Para a correcao seguinte, temos

dF 1 dz 1 g
O 57 7 ) H B = (H) . (76)
Tomando A = 0 nesta expressao, temos para o segundo termo de (7.3)
dF
— (HNO 7.7
o= (77)
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Uma simples derivagao de (7.6) nos fornece o tltimo termo da expansao.

De fato,

d*F d
—5| = oy (H)) (7.8)
d\2 A, dA N
_ 3 {fﬁ; do H? exp(—BH)) (fi";o de H, exp(—ﬂﬂnﬂ
Z A
A=Xg

e, finalmente,

d’F 5

o] = OUH ) 1N, (7.9)

Usando 8 > 0 e o fato de que o segundo momento é sempre positivo, inde-

pendentemente do valor que A, possa assumir, o resultado acima implica
d°F

oo <0 (7.10)

A=Xo

Assim, a expansao (7.3), com as eqs. (7.7) e (7.4) e a desigualdade (7.10

);
conduzem a F(\) < FO 4+ XH)©®. Finalmente, com a escolha A = 1,
obtemos a desigualdade de Bogoliubov,

F<FO 4 (H)O (7.11)

Deixando de lado as questoes diretamente relacionadas a mecanica es-
tatistica e visando calcular integrais aproximadamente, vamos reescrever esta

desigualdade diretamente em termos de Z. Explicitamente,
1 1
——Z<——z9 4 (H)O (7.12)
p g
ou seja,
Z > 7O exp(—p(H)H) . (7.13)

Nos calculos acima, por simplicidade de notacao, analisamos o caso unidi-
mensional. Mas pode-se constatar facilmente que as conclusoes precedentes

nao dependem da dimensao.
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7.1.1 Aplicacao

Para exemplificar como a desigualdade (7.13) pode ser usada para calcular

integrais de forma aproximada, vamos considerar a integral

Z = /_O:O dr exp(—z?) , (7.14)

cujo integrando desvia sensivelmente de uma distribuicao gaussiana. Neste
caso, vamos usar as as hamiltonianas ficticias H = 2* e H, = az?, com

6 =1. Aqui, o é o parametro a ser otimizado. Assim,

[ dz (2* — az?) exp(—ax?)

7> exp l— ] /_ Z dzexp(—az?)  (7.15)

[0, da exp(—aa?)

Com a utilizacao de

VT YT 3ﬁ}, (7.16)

> 2 4 2y _
/oodx{l,x , o} exp(—ax?) —{ Q2 90872 Aah)

obtemos
Z>1(a) , (7.17)
onde

1(0) = /T exp B (1- 22[2)} . (7.18)

Dando sequéncia ao procedimento variacional, vamos encontrar «,, tal que

I(a,) seja maxima, isto é,

d
—1 =0 .
da () a—a,
Obtemos entao a, = V/3 e
T \1/2 1
I(ay) = (31/2) exp (—4) — 1,0488... (7.19)
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Por outro lado, nesse exemplo, podemos avaliar exatamente Z,

s 1 /1
Z :/ dvexp(—a') = T (4) —1,8128... (7.20)

A discrepancia entre os resultados ocorre devido as diferengas marcantes
t int d —z* i —az? d
entre o integrando exato, exp(—z*), e o gaussiano, exp(—ax?), empregado

como base de célculo.

7.2 Desigualdade de Bogoliubov generalizada

O procedimento, nesse caso, segue a mesma estrutura da se¢ao anterior.

Essencialmente, a diferenga consiste em substituir a eq. (7.3) por [45]

dF,
Fq()‘) :Fq(0)+ A d7>\q

A2 d°F,
Yl 2
e 2! dA

(7.21)

A=Xo

Assim, o primeiro termo é a energia livre generalizada do sistema nao per-

turbado,

1
Fy(0) = F\” = —5n AL (7.22)
onde
Z(go) = [m dz exp,(—BHy(x)) . (7.23)

Para a corre¢ao de primeira ordem temos, em analogia com o caso usual
(¢=1),

dar,
dA

_ J2o dx Hy exp, (—(H,)"

77 = (Hp)P . (7.24)

A=0

A=0
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O termo seguinte da expansao (7.21) é calculado de forma similar,

fo'e) 2q—1
dQ}Zq B qﬁZg_l ffoo dz HI2 e);p_q1<_ﬁH)\) !
dA A, Z31
2
(/% do Hy exp, (—4H))") (7.25)
(Z4)? ’ '
A=)o
e temos entao
d’F e
= ez (), — <H1>3”A:AO (7.26)
A=)o

Nesta tltima expressao, (H7), , = [%, dv Hf p(x)*~'. Além disso para
manter exp,(—GH,)*" finita, ou seja, a eq. (7.25), devemos ter ¢ > 0.

Reescrevendo (7.26) é possivel verificar que

d*F, o0 2
0 = _gpze / dz p() [p(e)*" Hy — (Hy),| <0 (7.27)
dA* |, —o0 A=A
E, portanto, de forma analoga a se¢ao anterior, concluimos que
Fy < FO + (H)Y | (7.28)

ou seja, a desigualdade de Bogoliubov preserva sua estrutura funcional na
mecanica estatistica generalizada baseada na entropia de Tsallis. Reescrita

em termos de Z,, temos

1 1
——In,Z, < ——In, 2"+ (H)Y

B B
Zy > exp,(Ing 2V — B(H)) (7.29)
ou
Zy > [14 (1 - q) (In, 200 - pe) @) (7.30)
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7.2.1 Aplicacao

Passemos, agora, ao calculo aproximado de
Zays = /_OO (1;1”;4)3 . (7.31)
Visto que o integrando nesta iltima equagao pode ser escrito como [1 — (1 —
q)32*"/(1=9)  com q = 4/3, constatamos que este valor para ¢ é uma escolha
natural, justificando a notagao na eq. (7.31). Além disso, H = 3z* e 3 = 1.
A exemplo da aplicacao precedente, vamos empregar H, = ax?, implicando
H; = 32* — ax?.
Para que a eq. (7.30) possa ser empregada, é necesséario calcular Z i% e

(H 1)53)3. Temos entao

o o0 N o0 dx o 3\/§7T

Zip= | dw expys—aat) = [ Ataa2zp ~ sya (32

e
© 1 /00 (32t — ax?) B 9 — o?
<H1>4/3 - (Z(O)>4/3 o dz (14 az?/3) T 31/271/30,11/6 (7.33)
4/3
Entao
Z4/3 Z ]4/3(0&) (734)
com
81v/3mall/?

Queremos agora saber o valor de av que maximiza I4/3(cv). O valor obtido

é a, = 1/99/5 e portanto

Z4/3 ~ I4/3(O£O) = 1,2875 . (736)
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Este valor é bom quando comparado com o valor exato

217

Dajg = —
4/3 32\/§

Estes resultados indicam que aproximagoes baseadas em integrais ¢-gaussia-

= 1,4578... . (7.37)

nas, com H, quadratico, sao uma receita 1til para o calculo de integrais que

contenham hamiltonianas quérticas.

7.3 Método perturbativo

Antes da conclusao deste capitulo, discutiremos brevemente uma forma
de calcular integrais através de um método perturbativo [45].
Neste caso, supomos que a hamiltoniana também possa ser decomposta

em duas partes, isto é,
Hy,=H,+ \H; , (7.38)

onde A, diferentemente da analise variacional, ¢ um parametro que regula a
intensidade da perturbagao H;. Da mesma forma, H, continua representando
a hamiltoniana do sistema nao perturbado. A seguir, expandimos a funcao

de particao em série de poténcias em A:

dZz,
Z4N) = Zy(0) + A

A2 d°Z,
+ 57 2
o 2! dA

(7.39)

A=0
O célculo da integral desejada, Z,(\), é reduzido entdo ao computo da
série (7.39), caracterizando o método perturbativo. Devemos, portanto, cal-
cular
d"Z,
dAn

(n=0,1,2,...) , (7.40)

A=0
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tomando como base de calculo H,. E este cédlculo, por sua vez, é idéntico
ao desenvolvido para a energia livre e suas derivadas, realizado na secao
precedente. Desejando-se calcular aproximadamente a integral de uma fun ao

h(zx), estritamente positiva, basta fazer a substitui¢ao

/ab h(z)dz ~ /_O:o dz exp, (Ing h(x)) (7.41)

onde H =In, h(z) = H, + (In, h(z) — H,) = H, + Hy.
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Capitulo 8

Conclusao

Como foi ressaltado neste trabalho, uma nova forma para a entropia pode
conduzir a varias generalizacoes. Nesse sentido, com base na entropia de
Tsallis, exploramos generalizacoes relacionadas a equacoes difererenciais or-
dindrias e ao calculo aproximado de integrais.

No caso de certas equagoes diferenciais ordinarias lineares, a nao exten-
sividade intrinseca a estrutura que decorre da entropia de Tsallis conduz a
nao linearidade destas equagoes no procedimento de generalizacao. Este fato
desvela um novo conjunto de aplicagoes e resultados. Explicitamente, no
capitulo 3, verificamos que a generalizacao do crescimento (decaimento) ex-
ponencial leva a uma equacao nao linear que pode descrever certos sistemas
com comportamento nao extensivo. Como exemplos de sistemas regidos por
tal equacao, sao apresentados o movimento de uma particula em um meio
fluido viscoso e a taxa de variacao da concentracao de uma substancia em
uma reacao quimica. Suas solugoes sao, obviamente, vinculadas ao indice
entropico ¢, o qual assume sigificado proprio em cada contexto.

A equagao de crescimento (decaimento) generalizada permite obter tam-
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bém, como mostramos no capitulo 4, uma familia de equacoes diferenciais nao
lineares de coeficientes constantes de ordem arbitraria. Aplicando o método
de separagao de variaveis para a equacao de difusao anomala correlacionada,
chegamos a equagoes nao lineares que sao elementos de tal familia. A solugao,
por sua vez, leva a uma conexao entre a difusao anomala e a entropia ge-
neralizada de Tsallis. No capitulo 5, a referida familia foi generalizada para
coeficientes nao constantes. Como aplicagao, mostramos que a equagao de
Thomas-Fermi para um atomo é uma representante tipica desta nova familia.
Além disso, é desenvolvido um procedimento que generaliza o método de
aproximacao WKB, o qual é aplicado a esta equacao no caso de um atomo
neutro. A solucao aproximada da equacao de Thomas-Fermi, obtida por este
caminho, estd em bom acordo com outras apresentadas na literatura, em
particular a exata (solu¢ao numérica). Este resultado reforga a validade de
tal procedimento e nos leva a crer que possa ser aplicado, com sucesso, em
outras situacoes.

Da mesma forma que a generalizagao da funcao exponencial, advinda da
estatistica generalizada de Tsallis, possibilita a construcao de equagoes dife-
renciais nao lineares, ela também se apresenta como elemento que viabiliza a
generalizagao de métodos consagrados para calculo aproximado de integrais.
No capitulo 6, por exemplo, a generalizacao do método do ponto de sela,
apresentado na sua versao real, permite obter boa aproximagao para inte-
grais em relacao as quais o método usual é insatisfatério ou impraticavel. O
leque de valores que o indice ¢ pode assumir amplia as possibilidades para
a forma das distribuigoes, as quais passam a apresentar caracteristicas bas-
tante diferentes da distribuicao gaussiana, ampliando portanto o universo de
aplicagoes. No capitulo 7, mostramos como certas integrais podem ser cal-

culadas, aproximadamente, empregando um método que tem como ponto de
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partida uma desigualdade de Bogoliubov generalizada e que segue um proce-
dimento variacional. Apresentamos também um procedimento perturbativo,
igualmente inspirado no mesmo contexto.

Enfim, acreditamos que os resultados obtidos neste trabalho possam ser
uteis, pelo menos em certas situagoes onde aspectos nao extensivos estejam
envolvidos. Do ponto de vista matemaético, os desenvolvimentos aqui discuti-
dos devem ocupar um papel relevante nos contextos onde, de alguma forma,
os desvios do comportamento exponencial (gaussiano, etc.) tendem para a

exponencial (gaussiana,etc.) generalizada empregada neste trabalho.
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Apeéendice A

O modelo de Thomas-Fermi

O método estatistico de Thomas-Fermi é baseado numa aproximacao
quase-classica [46, 47]. Essa aproximagao é adequada para atomos com um
grande nimero de elétrons, a maior parte deles possuindo niimeros quanticos
relativamente grandes. O objetivo do método é obter uma energia potencial
efetiva experimentada por uma carga infinitesimal e encontrar, aproximada-
mente, a densidade eletronica em torno do nicleo atomico. Vamos considerar
um conjunto de elétrons confinados numa regiao e cujo movimento é sujeito
a um potencial efetivo esfericamente simétrico V(r). Supde-se que este po-
tencial varie suavemente com a posicao 7, de tal forma que o sistema possa
ser tratado pela estatistica de Fermi-Dirac para particulas livres. Ou seja, a
distancia que V(r) se mantém praticamente constante é muito grande com-
parada com o comprimento de onda de De Broglie dos elétrons.

Com estas consideracoes a descricao do movimento corresponde ao de
um conjunto de particulas idénticas, independentes e confinadas em uma

caixa ctbica de raio a. Neste caso o auto-valor para a energia de uma tnica
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particula de massa m é

wh’ 2 2 2
E= Sy (ny +mn, +n3) (A.1)

5o 2 2 2 2
ou, com a notagao r* =ny +n, +n; ,

2
Th™

E e (A.2)

~ 2ma?

Vamos definir N(r)dr como o numero de estados delimitado pelas su-
perficies esféricas de raios r e r+dr. Estamos supondo, neste caso, que r é
um numero grande, de tal forma que em dr < r estejam contidos muitos
estados. Além, disso devemos nos concentar apenas em um octante, pois n,

, Ny € n, assumem apenas valores positivos. Dito de outra forma,

N(r)dr = ;47#20[7“ = gr2dr . (A.3)
De (A.2) temos
r= (2m>;ZEI/2 (A.4)
e
dE = 27;:; 2rdr . (A.5)

Substituindo (A.4) e (A.5) em (A.3) verificamos que

a3m3/2 312

N(E)IE = = s

dE | (A.6)

pois o numero de estados entre as energias F e E+dE, N(E)dE, e N(r)dr
dizem sobre os mesmos estados, isto é, N(r)dr=N(E)dE. Para um sistema de
N férmions, a energia total minima é obtida quando existem duas particulas

em cada um dos estados de energia entre £ = 0 e F = £ (a energia de
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Fermi). O fator 2 se deve a presenca de duas particulas em cada estado
quantico espacial, levando-se em conta o principio de exclusao de Pauli e as
duas possibilidades de spin para cada elétron. O numero de particulas do

sistema é, entao,

£ a3(2m)3/2
N = [CoN(B)E = L2 (e AT
Podemos relacionar o potencial V (r) a densidade eletronica p(r). Para
isso, vamos supor que a profundidade do potencial seja tal que os niveis de

energia estejam preenchidos até o topo, isto é,
E=-V(r) . (A.8)

Essa condicao garante que a energia total do atomo seja minima. Além
disso, na fronteira do a&tomo neutro devemos ter V' (r) = 0, pois fora de uma
distribuicao de cargas de simetria central, com carga total nula, o campo
também é nulo. Com essas consideracoes, a densidade eletronica é expressa

como

3/2
p= D B v (A9)
A préoxima etapa na sequéncia do modelo de Thomas-Fermi consiste em
empregar a equacao de Poisson V2¢ = —4we?p, com ¢ = —V/e e p. = —ep.
Com a substituigdo da densidade eletronica da Eq. (A.9) temos

L

_ 4e*(2m)?)2
L v ) = 2B

V()P A.10
V) (A.10)
visto que p nao depende das varidaveis angulares. Assim, a distribuicao do
campo no estado fundamental do atomo é dada por uma solucao com simetria

central que satisfaca as seguintes condi¢oes de contorno: para r — 0 o campo
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deve reduzir-se ao campo coulombiano do niicleo, isto é, rV(r) — Z. Para
r — oo devemos ter Vr — 0, pois a carga total do atomo é nula. Vamos
introduzir a variavel adimensional x relacionada com r por r = bx, onde b =
0,885a,/Z'% e a, = h? /me®. Fazendo a substituicio —V (r) = (Ze*F(z))/r,
a equacao diferencial toma a forma

d*F

o = g Y232 (A.11)
x

e as condigoes de contorno implicam em F(0) = 1 e F(oco) = 0. A Eq.
(A.11) é a conhecida equagao de Thomas-Fermi para um atomo, sendo que

a condigao F'(co) = 0 é usada no caso de um dtomo neutro.
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