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Abstract

In this work we investigate the effect of a surface electric field on the
molecular orentation of a nematic liquid crystal sample. The surface field is generated
by selective ionic adsorption at the surface limiting the sample lIts presence at the
surface can be responsible for a destabilizing process. We consider a complete
electrostatics model for a semi-infinite medium The eigenvalue problem 1s
analitically investigated for strong and weak achoring situations. The threshold
instabilities are numerically determined and it is shown that for sufficiently large
surface fields the homeotropic pattern can be destabilized also in the situation of
strong anchoring. The dependence of the threshold field on the anchoring strenght
and on the surface polarization is determined by taking into account also the coupling
of the quadrupolar component of the flexoelectric coefficient with the field gradient.



Resumo

Neste trabalho investigamos os efeitos de um campo elétrico na superficie
sobre a orienta¢do molecular de uma amostra de cnistal liquido nematica O campo
elétrico na superficie ¢ produzido por adsorgao ionica seletiva da superficie que limita
a amostra. A presenga do campo na superficie pode ser responsavel por um processo
de desestabilizagao. O presente estado conduz a um problema de auto-valores, que e
investigado analiticamente para as situagoes de ancoramento fraco e forte Os campos
criticos sdo determinados numericamente e mostram-se suficientemente grandes para
desestabilizar o padrao homeotropico mesmo na situagao de ancoramento forte. A
dependéncia do campo critico com a energia de ancoramento € com a polarizagao
superficial ¢ determinada, considerando também o acoplamento da componente
quadrupolar do coeficiente flexoelétrico com o gradiente do campo.



INTRODUCAO

() problema da adsorcao ionica e de sua influéncia na orientagao molecular de
wma amostra de cristais liquidos nematicos vem sendo objeto de muitas invest 1zacoes
em tempos recentes(1. 2. 3. 4. 5]. Um problema de interesse pratico e tedrico gue se
poe com freqgiiéncia nesse contexto é o de se obter uma dada orientacao molecular pré-
estabelecida na superficie. Assim sendo. a influéncia desses fons torna-se importante
1 determinacao dos reais efeitos de superficie na amostral6. 7. 8. 9. 10].

Fn um meio nematico condutor. contendo impurezas ionicas. a superficie pode
adsorver seletivamente um tipo de fon presente no meio. Isso se dd em virtude da
existéncia de algumas forcas eletroquimicas na superficie. Essa adsor¢ao dé origem
4 uma nuvem de contra-ions que acaba por formar uma dupla camada difusa 1o
meio nematico. na auséncia de campos exX1ernos. Como resultado. aparece um campo
elétrico que é muito INtenso nas vizinhancas da superficie e decal. rapidamente. a
medida que nos afastamos da superficie. Tipicamente. a distancia na qual esses
efeitos sao pronunciados € o comprimento de Debye A p[11]. Para uma amostra de
espessura d. ocorre. normalmente. que Ap < d. Assim. um gradiente de campo
elétrico muito intenso também se faz presente no problema. Esse gradiente € um
dos responsavels por efeitos de desestabilizacao bastante pronunciados. presentes.
inclusive. na situacao de ancoramento forte.

Com efeito. recentemente se demonstrou que a desestabilizacao de um padrao
homeotrépico pode ocorrer na sitnacao de ancoramento forte - o que é. de certo mo-
do. surpreendente - quando sao levados em conta dois mecanismos importantes: (1)
o acoplamento da anisotropia dielétrica com o quadrado do campo de superficie | pro-
duzido por adsorcao ionica | e (2) o acoplamento do gradiente do campo elétrico prox-
imo da superficie com o coeficiente flexoelétrico[3]. Essas conclusoes foram obtidas a
partir da consideracao de um modelo eletrostatico bastante completo. que mmcorpora
tanto os efeitos dielétricos quanto os efeitos flexoelétricas. Contudo. o modelo fol
tratado de forma aproximada. por meio da consideracao de uma solucao variacional
para o perfil do diretor nas vizinhancas do campo critico. Alguns tratamentos anteri-
ores do problemal6. 7. %. 9. 10] haviam considerado a sitnacao de ancoramento fraco.
mas tratando o potencial na dupla camada de Debyve como um efeito de superficie.
<em levar e conta o torque eldstico. isto é. a cont ribuicao de volume. Nesse sent 1do.
a proposta de[3] é bastante completa do ponto de vista dos fundamentos apresen-
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tados. Contudo. a solucao encontrada foi aprc ximada. nao permitindo uma analise
mais pormenorizada do problema.

Neste trabalho retomamos o problema eletrostat ico seral apresentado em [3]
e o seneralizamos. Em part icular. partindo das equacoes fundamentais do modelo.
resolvemos. analiticamnete. o problema de anto-valores gue surge da consideracao
de um meio neméatico semi-infinito. As solncoes sao buscadas na forma de séries
de poténcias. no contexto do método de Frobenius [12]. E possivel mostrar como os
campos criticos necessarios para a desest abilizacao do padrao homeotrépico dependem
da energia de ancoramento e da polarizacao de superficie atuando na amostra.

Para compor todos os elementos necessarios a andlise do problema. distribui-
mos os contendos basicos essencials em quatro capitulos.

No Capitulo 2. introduzimos alenns conceitos bésicos sobre cristais ligdos. e
apresentamos a energia elastica em termos das distorcoes do diretor. Como o nosso
interesse é o estudo amplo das interacoes elétricas com a superficie. consideramos
nesse capitulo a fexoeletricidade e finalizamos com a descricao suscinta da polarizacao
superficial. Nesse capitulo. basicamente. temos todos Os Termos que compoem &
energia total considerada no Capitulo 1.

No Capitulo 3. consideramos de maneira abreviada o problema de encontrar os
estados de equilibrio do diretor por meio de técnicas variacionais. Para exemplificar
esses métodos consideramos a transicao de Fréedericksz nas situacoes de ancoramento
forte e fraco. .

Apresentamos no Capitulo 4 o nosso modelo para uma amostra semi-infinita.
considerando a adsorcao ibnica. que é a fonte do campo elétrico de superficie. Con-
sideramos também a solucao em série e o problema de auto-valqres.

Nossa andlise dos campos criticos esta no Capitulo 5. onde. para um conjunto
representativo de parametros materiais. discutimos os resultados de nosso modelo
para os casos de ancoramento fraco e forte.



Capitulo 2
ENERGIA ELASTICA DOS CRISTAIS LIQUIDOS

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos basicos sobre cristais liguidos
¢ construimos a energia total de nma amostra nematica. Discutimos o papel das
interacoes dielétrica e flexoelétrica e da polarizacao de superficie na construgao da

energia total.

2.1 Introdugao

Cristais liquidos sao materiais que. em estado liquido. exibem caracteristicas
de s6lidos cristalinos. ou seja. exibem ordem parcial de suas moléculas.

De fato. o cristal liquido ¢ uma fase intermedidria. apresentada por algumas
substancias. que se manifesta entre o sélido cristalino e a fase liquida isotrépica. A
sua descoberta ocorreu em L8R8 e é atribuida a Friedrich Reitzer. botanico austriaco
interessado em estudar a estrutura do colesterol. Reinitzer enviou parte das amostras
por ele estudado a Otto Lehmann. que descobrin que os materiais em fusao e ini-
cialmente turvos exibiam. com o aquecimento. uma birrefringencia tipica de cristais
verdadeiros. Partindo do pressuposto de que a iinica diferenca entre estes € 0 material
fornecido por Reinitzer fosse o estado liquido. batizou-os de cristais ligunidos. Portan-
to. 0 termo deve-se exclusivamente a razoes histéricas e persiste até hoje[13. 14. 15].

Os cristais liquidos sao comumente divididos em duas classes: termort ropicos
e liotrépicos.

2. 1.1 Cristais liquidos termotropicos

Os termotropicos apresentam fases liquido-cristalinas em funcao da temperatu-
ra e pressao sao usualmente moléculas organicas de geometria e polaridade especifica:
misturas homogéneas destes compostos também sao termot répicas. Do ponto de vista
das aplicacoes tecnolégicas. estes sistemas sao empregados na fabricacao de displays
eletro-Gpticos e sensores de temperatura e STeSSA0.

Em 1922. G. Friedel propos a classificacao. ainda usada extensivamente. de
fases esméticas. nematicas e colestéricas para os cristais liquidos termot ropicos.

Fase Nemdtica: esta mesofase apresenta ordem orientacional de longo alcance.
de modo que as moléculas. em média. tendem a orientar-se paralelamente nmas as
ontras. As moléculas que constitnem o cristal liguido nematico sao alongadas e po-
dem ser aproximadas por bastoes rigidos. com seus eixos de simetria aproximada-
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mente paralelos nns aos ontros. Assin. a direcao média de orientacao das moléculas
caracteriza a fase como altamente birrefringente (apresenta dois indices de refracao
principais. perpendiculares entre si) e opt jcamente uniaxial. [16]. \ orientacao média
das moléculas pode ser obtida por efeito de parede ou por meio de campos magnéti-
cos on elétricos. Macroscopicamente. existe uma diregao preferencial denotada pelo
vetor i (o diretor da fase) que. em cada ponto do meio nemético nniaxial. determina
a direcao local do eixo preferencial. Em torno dessa direcao hd simetria rotacional.
o (ue caracteriza a uniaxialidade dessa mesofase. Entretanto. nao existe correlacao
posicional de longo alcance entre os centros de massa das moléculas. o que deter-
mina a fuidez da fase nematica. As propriedades de simetria da mesofafe foram
determinadas por Tsvetkov [17].

Para determinar o gran de ordem microscépica define-se nm parametro de

ordem escalar. dado pela seguinte expressao:

§S= §('a:'t:;s2 H) — l

2 2

onde # é o angulo que o eixo de simetria da molécula ou micela (para o caso dos
liotrépicos 1. considerada rigida na mesofase nematica. faz com o diretor 1. e { ) rep-
resenta a média estatistica sobre uma funcao de distribmicao orientacional f(cusf)
que leva em conta a simetria da fase. Teoricamente. num alinhamento estatistica-
mente perfeito. S = 1 e num desordenamento total. S = 0. Os valores de 5 para a
mesofase nemética sao intermedidrios e dependem da temperatura.

O parametro de ordem macroscépico. Q. ¢ obtido a partir de qualquer pro-
priedade macroscépica como. por exemplo. a suscetibilidade nagnética. indice de
refracao ou resposta dielétrica. Expressando Q em fun¢ao da anisotropia diamag-
nética \,. obtém-se :

3x5
Q‘“ S e |
2(\ﬂ>mur

onde \? . é a parte anisotrépica do tensor X € (X, )mar € & MAXima anisotropia diamag-
nética possivel. A conexao entre os parametros de ordem macroscopico e microscépico
é feita por meio da relacao

.

3 1
Q.:=35 (n,.n 3= Et‘-‘.u

onde n,. (0 = 1.2.3) sao as componentes cartesianas do diretor 13].

Fuse Esmética: © nma fase que apresenta um ordenamento translacional em
camadas. Do ponto de vista molecular. apresenta-se mais organizada que os nemati-
cos € ocorTe a temperaturas mais baixas. As moléculas em forma de bastoes estao
orient adas com seu eixo maior numa dada direcao. Em conseqiiéncia da exist .icla de

nma ordem maior. os cristais liquidos esméticos sao mais VIsCOsOs do que os nematicos
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e o= colestéricos, Trausicoes de orientacao no interior das camadas esméticas podern
ocorrer. dando origem a diferentes tipos de esméticos. Os t1pos mals comuus sao os
esméticos A. B e (. As mesofases do tipo A tém as méléculas orientadas perpendicu-
larmente as camadas. com sens centros de massa distribuidos nas camadas. como em
um liquido 1sotrépico.

Os esméticos do tipo B nao tém grande fluidez como os esméticos A e (. pois
ox centros moleculares. em cada camada. estao organizados em volumes de correlacao
em ordem hexagonal.

Os esméticos do tipo (' sao semelhantes. em relacao a orientacao. aos do tipo
A. com as moléculas inclinadas em relacao as camadas.

Fases Colestéricas: as fases colestéricas sao similares as nematicas. porém seu
diretor exibe uma torcao natural ou induzida. gerando nma hélice cuja distancia de
repeticao é chamada de meio passo. Em escala local (distancias da ordem de dezenas
on centenas de moléculas . a ordem molecular é essencialmente nemdtica. uma vez
que a energia de torcao é pequena comparada com a energia associada ao alinhamento
paralelo das moléculas.

2.1.2 Cristais liquidos liotropicos

Hi uma classe de substancias que apresentam propriedades de cristais liguidos
apenas quando misturadas com outros materiais. Para este grupo de substancias a
varidvel mais importante é a concentracao. Denomina-se liotrépico o sistema for-
mado normalmente por dgua e compostos anfifilicos. conhecidos como surfactantes.
\oléculas anfifilicas apresentam duas partes. uma solivel em dgua | hidrofilica e out-
ra parte nao sohivel em dgua (hidrofébica . Na presenca do solvente e acima de uma
concentracao micelar critica. as moléculas anfifilicas agregam-se d® forma particular.
recebendo a denominacao de micelas.

Os cristais liquidos liotrépicos em relagao 4 ordem sao classificados em nemati-
cos. coléstericos. lamelares. hexagonais e ciibicos.[14. 15].

Os cristais liquidos liotrépicos ainda nao possuem muitas aplicacoes tecnol6g-
icas. O potencial de aplicacoes abrange quatro importantes dreas: detergentes. emnl-
sificantes. éleos e tecnologia médica. Neste trabalho nao nos ocuparemos dos cristais
liquidos hotrépicos.

2.2 Descrigao da energia livre em termos das distorgoes do diretor

O alinhamento dos objetos anisotrépicos. no cristal liquido. nao é uniforme.
apresentando variacao espr 1l do parametro de ordem @, -. Em geral. as variacoes
sigmificativas de @, . ocorrem para dimensoes { muito maiores que as dimensoes molec-
ulares. Tipicamente. ! & pm enquanto gue as dimensoes moleculares = 20A e. portan-
to. a energia de interacao molecular é grande comparada com a energia por molécula
envolvida na distorcao do nematico. Desse modo. é conveniente utilizar uma teoria
continua. desprezando a estrutura em escala microscépica. Se o diretc = 77 € indepen-
dente da posicao nao hd distorcao no alinhamento e a densidade de caergia eldstica
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deve <er minima. Esta energia minima sera denotada por f, Entretanto. se o diretor
ii ¢ dependente da posicao o cristal lignido nematico é distorcido e a densidade de

energia sera indicada por [. Neste caso. as derivadas parciais
n,
dr,

Mgy —

podem ser diferentes de zero. Na expressao acima 7. J = 1.2.3 referem-se aos eixos do
<istema de referéncia e. doravante. empregaremos a convencao de soma. Consideramos
que as distorcoes sao pequenas a ponto de nos permitir desenvolver f em uma série

de potencias de n, ;. Portanto
= flni)

torna-se. até segunda ordem na distorcao.

} o 32
f=fot (i i) % = (—U— (i) + o 2 fo. 21

an.; /), 2 \dn, ;001 ),

onde o subscrito 0 indica o estado sem distor¢oes. Tomaremos apenas os trés prineiros
termos da expansao (2.1). isto é.

. . i
f = fo+ -\u”u + 3}-,:;.1”,.;"3‘1;.'- (2.2)
onde \
%)
X,y = (‘(f )
Mi; /g
t‘.\
) o f
Yo = —J— .

Ingjonia /

<a0 tensores eldsticos. Para a construcao da Eq. (2.2) em termos das propriedades dos
tensores. faremos uso da hipétese de que os tensores acima devem ter a forma mais
simples possivel. Portanto. a construgao final pode nao ser tinica. mas. no entanto. é
adequada para a descricao dos nematicos.

Podemos decompor os tensores em termos das componentes de ri. da delta de
Kronecker ¢,,. que é nm tensor cartesiano de segunda ordem. e do tensor antissimetrico
€4,;- que constituem os elementos de simetria que caracterizaim o melo nematico 1.
20.

Um tensor arbitrario de segunda ordem pode ser escrito como

Ey=as X
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onde X! refere-se a parte antissimétrica. e X a parte simétrica. Para a parte simeétri-
ca as combinacoes mais simples possivels sao n,n; € é,,. e, para a parte antissunétrica.
o 1inico tensor antissimétrico simples que existe é ¢y, {'_’l. 22 Desse modo

‘\:'J = .x.'] nyn + Xgé‘U + .Y;;H;-f;\-,j. (2.3}

onde X,(1 = 1.2.3) sao constantes. Assim. o segundo termo em (2.2 pode ser escrito
na forma

X, jni = Xpngng ; + Xobyin, j + Xangpepin.

Como #i e -ii representam estados equivalentes. [ deve ser uma funcao par em 1 e.
portanto. os coeficientes X e Xy tém de ser nulos. Logo.

"\.JJ”LJ = _\";Uut,l-,_,n,'__’.
Entretanto. nao é dificil demonstrar que
Np€pi N, = nA.q.,JﬁJn, — -—n;‘quf,nj = —nl.(f < i)y = —ii - (V x i) (2.4)
Portanto

Xi;ni, = —=Xsit - (V x ). (2.5)

Para decompor o terceiro termo da Eq. (2.2] devemos levar em conta que este tensor
deve ser simétrico com relacao a troca do grupo de indices de 7 pe\{o erupo de indices
kl. Portanto. este tensor deve ser o produto simétrico de dois grupos de tensores
de ordem menor. Dessa maneira. os possiveis elementos a compor este produto sao
tensores de ordem um e dois. Os tensores que procuramos tém a forma de (2.3) e
vamos escrevé-los como

Y., =Yinin; + Yaéi; + Yane;

Yo=Yy + Yol + Yangep-
Portanto. podemos agora compor o tensor Yj;; aclima com os seguintes termos
}-”“ = Y,J}“ -+ }’41’!'_,!};('.‘,;- + };-,H,-Hp.-(‘); + }i;“,“;(‘.‘ﬂ -+ Y;H,H&(",;.
com as componentes de Y;,Y}, sendo escritas da seguinte forma:

YooY = YaYomngnpeny + YiYonn,&e + YoYann,npepn +
Y))}(‘,_,‘H;-In o = }'2}:3&,",'(&;-1 + )2}; g Hptprl +

YaYingepmeng + YsYonyep 60 + YoYan e inpepn. (2.6
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Entretanto. para analisar o terceiro termo da Eq. (2.2 devemos fazer nso de uma
propriedade vetorial que facilitard muito a nossa andlise. isto é. devemos lembrar que
um vetor unitario /i tem a seguinte propriedade

nn, = 1.

Assim. podemos escrever

1y iy + ning
2

1
()J(Sn,n,) — = (.

ou seja

nin, ; = 0. [2.71

Fazendo uso desta propriedade. os termos de coeficiente Y] sao nulos. Recordando.
mais uma vez. que para um cristal liquido nemaético existe equivaléncia entre 71 e -ii.
devemos também considerar nulos os termos de coeficiente Y5Y;. Portanto. a Eq. (2.6)
se torna

}',J}.“ = )"2“3(‘,_,(.‘“ == }t';}‘;;”j-t;-,jﬂplpk.’ -+ }.;H}H;(“ljr

+Ysnngd p + Yonué e + Yonngéy.
Devido a Eq. (2.7) Y5. Yg e Y7 também devem ser nulos. Entao
}.ijkl = }:g}:zéuéj_-f + }'?;}?;nqc,‘,,)npfp;,, —+ }'injn;(‘.,-;.\

Conseqiientemente. o terceiro termo da Eq. (2.2) toma a forma

Yok jnig, = }gzé,jé,‘.,n,_jnk,; + }"I-,?H,Jt,‘,u Ap€priy iy + Yanméagn, . (2.8)
onde )
&ijbranijngy = niny,; = (‘\:'.ﬁr')2 (2.9)
e (ver Eq. (2.4))
Mg €pi Ny = — ri’.('\: X ).

Ainda podemos escrever

Np€api gy = (AN x i)? (2.10]

Nq€qijMp

nymbagn, iy = ngngng ng = [ < (¥ x )] 2, 211
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Substituindo (2.91. (2.101 e (2.11) na Eq. (2.2, teremos:
}‘ljl'fnl.}”ﬁ"f . }2)2(‘:”-12 -+ }-{)‘;{»"T V_‘ x ”-)2 -+ )t‘lﬂ. " ( Y_. . ﬁ}]g_

Voltando a Eq. (2.2 e substituindo o secundo e terceiro termos. respectivamente,
| =
pelas Eqs. (2,51 e (2.8) encontramos que

f = fo—Xsi(V x @) + YaYs(V.7)?
+‘f?;}f{(f7.\' < )2 + Y[ < (¥ x i) (2.12)

Fazendo. ainda. X3 = ahy. Y2 = K;. Y2 = KRy e Y, = Ry podemos reescrever a
2 11- 13
equacao acima na forma

> K
§ = fo_u h:s,;_'_ ;z(ﬁVxﬁ—Q)'z

h"(&' 7Y% 4 f?[ﬁ x (V x )%

onde Ay,. Ky e Ki3 sao. respectivamente. as constantes elasticas de splay. twist e
bend (ver Fig. 2.1 |. que sao o analogo das constantes eldsticas de Hooke para meios
anisotrépicos [13. 14].

Estas constantes sao positivas. tém a dimensao de energia/comprimento e sao
dependentes da temperatura. A ordem de grandeza dessas constantes é de 10
10~% dyn [13].

Figura 2.1 Principais distorgoes apresentadas por cristais liquidos.

Estas trés constantes sao suficientes para descrever propriedades de volume de
fases nemédticas uniaxiais[16]. Fazendo

f‘lzi‘\‘”

.f] _f[l_
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a Eq. 12,121 toma a seguinte forma

f=f1""}%{ff-v- < i — a)? _'_1\_1_1(,{-;) +M{’5 < (V).

Derivando f em relacao a a temos que

0 ) 2 )
._f — —!\-z-zn'- V x i+ nh22_
da
Fazendo df/da =0
iV x ii = a.

Entao. para a = 0.f # fy. ou seja. o estado fundamental do cristal liquido € o estado
distorcido. que é caracteristico da fase colestérica. Como estamos descrevendo a fase
nematica. devemos tomar a = 0. para que o estado fundamental seja o estado nao
distorcido. on seja. para que [ = f,. Portanto. a Eq. (2.2] é escrita como

Ky Ky s K - .
f= fn-'-——{V i)? -+-——(NV x i)? +T" < (V x /)] (2.3}
que é conhecida como densidade de energia livre de Frauk [23].
De um modo geral. para uma amostra de cristal liquido contida num volume
. limitado por uma superficie . a energia total é obtida na forma (24].

.

}'=/f[fdv+//f,d.~l. (2.14)

onde f contém os termos de volume da densidade de energia e fs leva em conta a
contribuicao da superficie a energia total. que serd considerada mais adiante. Se par-
ticularizarmos nossa andlise para o caso de uma amostra de espessura d. limitada per
duas superficies de drea . tratadas de modo a assegurar um alinhamento uniforme.
tal que /i = ii(2). entao as integracoes em .r e y podem ser facilmente realizadas e a
Eq. (2.14) se reescreve na forma

)+ fs(3) (2.15)

| R
([ [~

w2
Forfa= [ fdss i

J—d'2

onde consideramos que as superficies que contornam a amostra estao localizadas em
s = +d /2. Assim. f<(4d/2) refere-se i energia em cada superficie.

Nas diversas aplicacoes da teoria eldstica apresentada acima. o estado de equi-
it o da amostra nemaética é obtido a partir da minimizacao de F. dada por (2.15 .
As técnicas por meio das quais é possivel encontrar esses estados de equilibrio serao
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discutidas com um pouco mais de detalhes no Capitulo 2. onde. como aplicagao ilus-
trativa. disentiremos a transicao de Freédericksz nos casos de ancoramento forte e
fraco. O caso de ancoramento forte ocorre gquando as orientacoes do diretor na su-
perficie estao fixadas. Isso equivale a dizer que a contribuicao de superficie é muito
erande quando comparada aquela de volume. isto é. quando

d 2
fa > fd-.

J—d 2

J& no caso mais geral. quando as duas contribuicoes tém a mesma ordem de
grandeza. temos a situacao de ancoramento fraco. Nesse caso. a orientacao do diretor
nas superficies depende também das distorcoes existentes nas diferentes direcoes em
relacao ao eixo de simetria.

De fato. préximo a superficie de contorno. a orientacao do diretor depende
das propriedades especificas das superficies. o que torna a andlise do problema mais
complicada do que no volume.

Em 1969 Rapini e Papoular (23] propuseram que o termo de superficie a ser
acrescentado a energia livre tivesse a forma

W
fo= -5 (A.Ao)
onde 77y € o eixo facil ao longo do qual 77 se alinhara na auséncia de campos externos
e 117 é a energia de ancoramento. %

A forma de f, proposta por Rapini e Papoular tem sido bastante utilizada
desde entao. embora algumas vezes com termos de correcao [25].Utilizaremos ao lon-
20 deste trabalho para investigar o papel da energia de ancoramento na orientacao
molecular da amostra.

O termo de volume que comparece na Eq. (2.15) pode conter contribuicoes
provenientes da interagao do meio nematico com campos externos. Com efeito. o
acoplamento elastico entre as moléculas permite uma resposta rdapida ao campo apli-
cado. e o diretor pode alinhar-se paralela ou perpendicularmente ao campo magnético
H. ou ao campo elétrico E. dependendo das caracteristicas da molécula considerada.
Para os cristais liquidos neméticos com anéis benzénicos. o alinhamento se da com H
paralelo ao diretor. porque a anisotropia da susceptibilidade diamagnética é positiva.
Um dielétrico anisotrépico se orienta nv=m campo E de maneira que a componente
maior da constante dielétrica anisotrépica coincida com a direcao E. A préxima secao
serd dedicada a uma andlise mais detalhada da interacao do cristal liquido nemartico
com um campo elétrico. Abordaremos. também. o fenomeno da flexoeletricidade e
mvestigaremos sua contribuicao a energia de uma amostra nematica.
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2.3 Interagao flexoelétrica e dielétrica
201 Flexoeletricidade

Muitas moléculas nao possuem carga liquida. mas apresentam momento de
dipolo permanente. Isso ocorre. normalmente. com moléculas assimétricas. e esse
fato se deve ao deslocamento assimétrico do elétron ao longo da ligacao covalente:
portanto. nao € surpreendente que caracteristicas do momento de dipolo estejam
relacionadas com cada tipo de ligacao covalente [26].

Nos cristais liguidos nemédticos. quando as moléculas sao polares. ha a possi-
bilidade de ocorrer nma deformacao de tipo splay ou bend. polarizando o material.
Reciprocamente. um campo produzird uma deformacao. Este fenomeno é andlogo
ao efeito piezoelétrico. que ocorre em sélidos. Termos contendo o efeito flexoelétrico
foram primeiramente propostos por Mever. em 1969 [27]. Posteriormente. Prost e
Marcerou mostraram que o momento de quadrupolo pode tambén contribuir para
esse efeito [28]. Assim sendo. como é regra geral que todas as moléculas tém mo-
mento de guadrupolo nao nulo. segue-se que a flexoeletricidade é uma propriedade
universal dos nematicos. A observacao da flexoeletricidade em nematicos formados
por moléculas apolares confirma a existéncia de uma contribuicao quadrupolar.

2.3.2 Densidade de energia e a flexoeletricidade

A densidade de energia. quando se aplica um campo externo E. de compo-
nentes E,. (+ = 1.2.3). a um meio nematico. pode ser escrita na forma

f — fo -+ %}}ﬁ-;n,_}-nk_; - éE,JE,EJ' = E,‘j:\-n,'.JE;-. (2.16)
~
onde o terceiro termo representa a energia elétrica e o quarto termo sera considerado
mais detidamente abaixo. Decompondo ¢,;; em termos dos elementos de simetria da
fase nematica. como fizemos para um tensor de segunda ordem nas secoes anteriores.
obtemos

€

;=ann; + bé;;. f2.17"1

onde a e b sao constantes que podem ser determinadas se considerarmos que
€, =a+3b e n;n;€; =a+b.

Assim. a matriz que representa ¢ pode ser posta na forma diagonal abaixo

/<« 0 0
0 « 0
0 () ¢

pols os cristais liquidos nemédticos termotrépicos sao uniaxiais. Segue-se. imediata-
mente. que

€, = 26 +¢ - e, =€ .
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Desse modo obtemos
a=¢ —¢_ =g, “ ESS

A guantidade ¢, é conhecida como anisot ropla dielétrica e || e L referem-se a direcao
de 7. Utilizando os resultados acima. podemos reescrever a Eq. (2.171 na forma

€y =€nn; +€_b;

e a contribuicao dielétrica a densidade de energia ser
1 . 1 ¢ 1 3
3&,11':.,5,:;&“(1':.5) +3(_Ez. (2.1x

onde o 1ltimo termo nao depende da orientacao.
Analisemos agora o quarto termo da Eq. (2.16). que pode ser posto na forma
-P, F,. onde

Py = epn,,. (2.19;

indicando que a polarizacao estd conectada a uma deformacao. As quantidades ¢,
sao as componentes do tensor flexoeletricidade ¢.
Fazendo a decomposicao de ¢,,; na forma usual. obtemos

Ejpb = QNN + €908 i + €3n by + €qné,;. (2.20)
Substituindo (2.20) em (2.19) obtém-se. ainda.
Py = (eyninjny + €9niéy + ean;by +egnidy;) n .
Entretanto. como n;n, ; = 0. (ver Eq. (2.711. vem
P =€e3nibyn,; + ¢ aREdigig.
Considerando que
néuni; =nng, =— (H % f"ﬁ)
e que
nebiing, = npny, = mV -
a Eq. (2.19) torna-se

P=ein\ n=—esn <N %,
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Freqiientemente. o= coeficientes €4 e ¢, sao indicados POr ¢33 € ¢]. respectivamente,

Portanto

P= c‘.llr‘a'f T —iexlfx ¥ X A
que. como ja mencionamos. foi proposta pela primeira vez por Mever. \ interpretacao
molecular da polarizacao dielétrica é dada em termos dipolar. considerando a forma
particular das moléculas constituintes do cristal liquido nematico.
Assim. as contribuicoes a densidade de energia provenientes da interacao do
campo elétrico com o meio neméatico podem ser escritas na forma

. 1 -
Jdiel = j;fa(!-* : B,

para a parte dielétrica e
fﬂexo =—-P-E.

para a parte flexoelétrica. se considerarmos somente as contribuicées que dependem
de ri. Para a construcao da densidade de energia eldstica total. que ntilizaremos en
nossa analise subseqiiente. devemos ainda considerar a contribuicao da polarizacao
superficial.
2.9.9 Polarizagao superficial

Nas vizinhanceas de uma superficie. as propriedades do cristal liquido podem
ser diferentes das estabelecidas para o volume. como ja dissemos. Mais precisamente.
a simetria dos cristais liquidos nematicos serd caracterizada por uma ordem polar
[29]. Portanto. mesmo na auséncia de campos externos. haverd. na superficie.
uma polarizacao. que denotaremos por Ps . E possivel compreender. intuitivamente.
por que isso de fato ocorre. Se as duas extremidades da molécula tém diferentes
afinidades quimicas com a superficie. /i e -5i nao sao mais equivalentes e P< = 0 é
esperado. 'ma polarizacao na superficie pode existir mesmo se as duas extremidades
da molécula tém a mesma afinidade com o substrato. mas a superficie determina
um parametro de ordem diferente no volume [30. 24]. jA que os cristais liquidos
nematicos sao materiais ferroelétricos quadrupolares. Esta polarizacao da superficie
€ lmportante na orientacao dos neméticos e. nas vizinhancas da parede. pode ser
decisiva para a estabilizacao de nma dada orientacao molecular. como teremos ocasiao
de analisar no Capitulo 5. De fato. na presenca de um campo elétrico na superficie.
ha o acoplamento da polarizacao de superficie com esse campo elétrico. fornecendo a
energia de superficie a seguinte contribuicao

fp‘u: = —i_):a.g: -—H<E.;rosu(,, (2,211

onde ¢, é o angulo formado entre a direcao do campo ¢ a direcao da polarizacao.
Ocorre. contudo. que a polarizacao é normalmente dirigida ao longo de um eixo normal
& superficie da parede que limita a amostra. Nesse caso. o efeito da polarizacao de
sur ficie sobre a orientacao molecular se faz notar somente nos casos de alinhamento
homeotrépico. como consideraremos mais adiante.



Capitulo 3

PROBLEMA VARIACIONAL E TRANSICAO DE
FREEDERICKSZ

Neste capitulo consideraremos. inicialmente. e de maneira bastante sintética.
o problema de encontrar os estados de equilibrio do diretor por meio de técnicas
variacionais. C'om o objetivo de ilustrar esses métodos e preparar a abordagem tedrica
que apresentaremos no proximo capitulo. estudaremos a transicao de Fréedericksz nas
sitnacoes de ancoramento forte e fraco.

3.1 Problema variacional

A energia elastica total de uma amostra de um cristal liquido nemético é obtida
integrando-se a densidade de energia eldstica sobre o volume da amostra e levando
em conta as contribuicoes da superficie [1X. 20].Para uma amostra de cristal liquido
colocado entre duas placas de vidro paralelas de espessura d (slab). a energia total
por unidade de drea é dada por

~

d'2

F = flo.0")d: + fs1(0)) + fsa(0y).
~d'2

onde ¢ é o angulo que caracteriza a deformacao. o = do/d: e as superficies que
limitam a amostra estao localizadas em > = +d/2. Além disso. 0, = o(z = —d/2)
e 0o, = oz = d/2). Como j& mencionamos no Capitulo 2. a parte a ser integrada
representa a densidade de energia do volume e f<i(0,) e fsa(0,) sao as contribuicoes
da superficie. O principio basico envolvido na aplicacao da teoria continua é que o
estado de equilibrio do diretor 77" é sempre dado por uma configuracao que minimiza
a energia eldstica total do sistema [1X. 20]. Portanto. o perfil atual (6timo de 7
é aquele que corresponde a um minimo de F. Dessa forma. F. dado pela equacao
acima. € um mimero associado a funcao o(:). o que o caracteriza como um funcional.
E. portanto. a generalizacao do conceito de funcao. que associa a um mimero outro
nimero. Passaremos agora & técnica por meio da qual é possivel encontrar essas
configuracoes que minimizam a energia total por unidade de drea. Consideraremos.
imicialmente. a sitnacao de ancoramento forte e. em seguida. a situacao mais geral.
representada pelo caso de ancoramento fraco.
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%@
-— @,
Pz)
._nvm
% dm

-dR2 a2z
Figura 3.1 _(:) é uma funcao que extremiza o funcional /' e o(:) € uma
funcao préoxima de -(:). No caso de ancoramento forte -(+d/2) = o(=d/2).

isto é, a funcao arbitraria /(:) se anula em : = +d/2.

3.1.1 Ancoramento forte

Consideremos. portanto o problema de determinar o perfil 6timo do diretor
quando o, e 0, sao quantidades fixas sobre os contornos [13]. Essa sitnacao. conforme
frisamos no Capitulo 2. corresponde ao caso em que as contribuicoes da superficie sao
muito maiores do que as do volume. isto é.

d 2
h»/ flo.o)d:. "
-d. 2

e ¢ conhecida como ancoramento forte. Para todos os efeitos. a energia de ancora-
mento pode ser considerada infinita.

Devemos. portanto. procurar a funcao o(:) € C'y. que extremiza o funcional (
ver Fig. 3.1, onde ('} é um conjunto de funcoes continuas e derivaveis.

d.2
Flo(z)] = [ flo(2).0'(2): z]d= (3.1)
-d'2

e obedece as seguintes condi¢oes de contorno
olz =—=d/2) - &, e olz=d/2) =d,. (3.2)

Para solucionar este problema escolhemos a funcao -(z) € (') como aquela que min-
miza a kEq. (3.11. e que satisfaz as condicoes (3.2). e o(z) € 'y como uma funcao
proxima de ~(z). e que satisfaz as mesmas condicoes de contorno.

(C‘omo estamos tomando ¢(:) proxima de 2(:). podemos considerar
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como uma quantidade pequena. isto é.
lfo(z) < 1. ¥:e€[-d/2.d/2].
Vamos escolher o(z). proxima de ~(2). da seguinte maneira:
olz) = £(2) +ar(2). (3.31

onde 1'(z) € 'y € uma funcao arbitrdria e o é um parametro pequeno. Substituindo
3.3 na Eq. (3.1 podemos reescrevé-la como
d 2
Flotz)] = fle(2) +ar(2).7(2) + ar'(2): z]d=. (3.4

—d 2

A Eq. (3.4) mostra que Fo(z)]. considerada como nma funcao ordinéria do parametro
a. por hipétese. deve ser um minimo em a = (. Desse modo

da J_ 49

d 2
{i j[? )+ ar(z) ;'(:)+(1f"(:]:;]d;} = (0.
a=I()

Aplicando a regra bésica para a derivacao de uma funcao definida por meio de nma

integral. obtemos
af oo  df do
d: =0.
f [auaa M 60] - !

As quantidades do/da e o' /Aa podem ser facilmente avaliadas a partir da Eq.
(3.3). 1sto é

~

do(z) do'(z)
==t - da BiL

Substituindo estas duas iiltimas relagoes em (3.4 podemos reescrevé-la na forma

af 2 P
/ [a-(“af _)]d__o. (3.5)

da

A Eq. (3.5) nos diz que 7(z) minimiza F se a primeira variacao de F. definida por

{‘][ = ('r)—'F) (k.
o6 .

anular-se paravi(:) € (';. Por outro lado. recordando que

ﬂ_, B d [ﬂif{)] {d r)f;f ()
= 3 dz a’ —
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a Eq. 3.5 serd reescrita da =ecnuinte maneira
i [

d27 ;) Y, d 2
/ [i = (—iJ r(2)d: + [a—j,r{:)] = {. (3.6
_a3 [0y didg dy —d2
No caso de ancoramento forte. os valores de -(: = =d/2) estao fixos. Isto implica

que tanto ~(:) quanto o(:) devem satisfazer as condicoes de contorno definidas na
Eq. (3.2, Se levarmos em conta (3.31. concluiremos gque a funcao °(z) deve satisfazer

as condicoes de contorno
(: = 25) =0
ifsi=2=0=0
2
Conszeqiientemente, a Eq. (3.6 pode ser simplesmente escrita na forma

“2ra9f d of ‘ -
[M[B_;ﬁd—:a_,:'}f{”)d”'g' vi(z) € Ci. (3.:7)

Da Eq. (3.7 segue que as solucoes que minimizam (:) sao solucoes da equacao
diferencial de E'uler-Lagrange [37].

d_j_iﬂzﬂ L= (_é+g) (3.8)

e que satisfazem as condicoes de contorno dadas pela Eq. (3.2).

(3 9

3.1.2 Amncoramento fraco .
Passaremos a analisar a situacao em que o funcional é dado por

42
F= flo(2). o'(2):2]dz + fs1 (o)) + fs2 (0,) (3.9)
J-a2
e. novamente. 0, = o(—=d/2) e 0, = (d/2). mas estas quantidades nao estao fixas

sobre o contorno. O funcional do presente problema contém. além da parte usual
integrada sobre a espessura da amostra d. dois outros termos que dependem apenas
dos valores da funcao desconhecida sobre o contorno. Esta situacao corresponde ao
caso de ancoramento fruco. onde. repetimos. os valores de o(=d "2) nao estao fixos.

O procedimento variacional se desenvolve do mesmo modo. Se ~(z) é a funcao
que minimiza o funcional F[o(z)] dado pela Eq. (3.1). uma funcao o(:). préxima de
+£(z). pode ser do tipo mostrado na Fig. 3.2. Portanto. tomemos o(z). 2(2) e a tais
que o(z) = 2(2) + ar(:) defina uma funcao préxima de ().

Neste caso os valores 1(£d’2) sao arbitrdrios. Indicando por o, = J(: =
—d2) e sy = (2 =d/2) os valores da funcao ~(z) sobre os contornos. temos

d
f..cl(t‘ﬂ]) = fa [{1 —ar (2)]
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d
Is2(0y) = fs2 [r"-z +ar (+3)] ,

Conseqiientemente

L]0
(o) ' ¢1
i
o, Z c aviz)
! o@
-dr d2 z

2) € uma fungao que extremiza o funcional F e o(:) é uma
funcao préxima de (:). No caso de ancoramento fraco o valor da fungao
que extremiza o funcional nao estd fixo nas bordas. Visto que (+d/2) =
o(xd/2) e a fungao arbitrdria /(:) nao se anula para - = +d/2.

Figura 3.2 _(:

=
dfsi(o) _ df s d_Ul _ df s . _g (3.10)
da do, da do, 2
dfgg{ljz) . (ij‘:-;? d(_')z B df_-;gr' E (3.11)
da N do, dao N do, 27 o
Assim sendo. podemos escrever
1F | L : Aoy (G
=& / Flols). o' (5)i s ds + Y59 | A s2(on) | 1312
da - da J_ 44" ° ) do da ,

\gora. levando em conta as Eq. (3.61 e as equacoes (3.10) e (3.11 reescrevemos a
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Eq. 13.12) como

dF of dof| 4.
[da}nzu [ dz ] s

do  dzadd

a=0

[
(&), -]
{

+

- ((}f) + s " (—‘-{ {3.13)
I Ao’ - o, 2 ' L

a=l)

-+

Uma vez que. por hipétese. (:) minimiza F. deduzimos que
dF
&HF = ( ) a=0. Yvi(z) € (.
dao 5

Conseqilentemente. da Eq. (3.13) segue que (:) sera solucao da Eq. (3R, mas
devera satisfazer as condi¢oes de contorno

dfc') d ¥
—a—y_, d{.,')] = (0. para I = —5 (3.14)
e
dss d |
— — =} o= -, = 3.15
57" don para 5 (3.15)

Com os resultados apresentados até aqui para as situacoes de ancoramen-
to forte e fraco. dispomos dos instrumentos matematicos bésicos necessdrios para a
andlise preliminar de problemas reais na fisica dos cristais liquidos. A préxima Secao
serd dedicada a uma importante aplicacao da teoria eldstica. o estudo da Transicao
de Fréedericksz.

3.2 Transicao de Freédericksz

Em 1927. Freédericksz observon pela primeira vez que as propriedades 6pticas
de um cristal liquido nematico eram muito sensiveis a aplicagao de um campo externo.
Em particular. quando um campo é aplicado perpendicularmente & orientacao meédia
das moléculas. estas respondem de maneira a buscar uma nova configuracao de
equilibrio [31]. Portanto. quando um campo externo aplicado nessas condicoes excede
um determinado valor. poderemos ter uma transicao de ordem. ou seja. o parametro
de ordem (que deve ser uma medida da deformacao relativamente a um alinhamento
uniforme varia continuamente com o camp aplicado. Vejamos. em detalhe. como
OCOITE €SSe Processo.
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121 Ancoramento forte

Para exemplicar. analisemos o efeito de nm campo elétrico sobre a configuracao
de equilibrio da amostra nematica em uma situagao simphficada. Nossa amostra serd
um slab preenchido com o material nematico e cujas superficies planas encontram-se
localizadas em = = =+d/2. Portanto. o eixo : é perpendicular as paredes (ver Fig.
3.3) que limitam & amostra. e o problema serd tratado como unidimensional. Nesse
caso. podemos considerar que i = (cos o(2).0.sino(2)). Aqui. ¢(2) = arccos(ni.2) é
o angulo formado pelo diretor com o eixo z. O problema serd tratado inicialmente na
situacao de ancoramento forte.

Consideremos nma amostra alinhada homeotropicamente. isto é. com as molécu-
las alinhadas perpendicularmente a superficie (ao longo do eixo = /. Isso equivale a
considerar que o eixo facil. 1y (veja a secao 2.2 aponta ao longo de z. O campo
elétrico é aplicado perpendicularmente as paredes da amostra | isto é. paralelamente
a orientacao média das moléculas .

Figura 3.3 Amostra semi-infinita com a parede localizada em z=0, onde
/i representa a orientacao média das moléculas e /iy € o eixo facil. o é o
angulo formado entre /i e o eixo z.

Para simplificar um pouco mais a andlise. trabalharemos na aproximacao de
uma constante eldstica. ou seja. consideramos que Ry = Ry = K33 = K . Consid-
eraremos ainda que €,/¢_ < 1. ou seja. que a anisotropia dielétrica é pequena. A
densidade de energia elastica de Frank é dada por.

Ky = - Ay -
: 11 - 33, - .\ 33 ;
J= — (V. + (AN < i)+ —[i < (¥ % n]]".

2 2 2

como i = (coso(2).0.sino(z))
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portanto. com a aproximacao considerada acima. a densidade de energia eldstica é

dada por
N

onde 0" = do/d:.
A contribuicao elétrica conforme Eq. 2.1x é dada por

conseqilentemente. observando que E = D/¢ . fr a densidade de energia total é

dada por
K : JE? . E?
fr=f+fe= (T) % (E _E )coszo(:)+ (6_ ) .
2 3 Sy

onde o tltimo termo depende da orientacao. De acordo com o procedimento varia-
cional que apresentamos anteriormente. poderiamos escrever a equacao de Euler-
Lagrange para o problema. Contudo. nma primeira integral pode ser obtida imedi-
atamente. pois a quantidade B = o' (dfr/d0') — [r é independente de :. Portanto.
temos apenas de encontrar a solucao da equacao diferencial

1

2

Ker < é—.o_fz cos’o = B. (3.16)

i =

que satisfaca as seguintes condicoes de contorno

o(4)-+(9)-»

ja que estamos considerando a situacao de ancoramento homeotrépico e o(z)
o(—z). isto é. o(:) é uma funcao par de :. Conseqilentemente. o'(0) = 0 e B =
(€4/87) E?cos 0y,. onde ¢y, = ©(0) é uma constante de integracao que representa o
angulo do diretor no centro da amostra. A quantidade ¢, desempenha. nesta abor-
dagem. o papel de um parametro de ordem. Assim. o alinhamento uniforme de toda
a amostra deve corresponder a o, = (.

Reescrevendo a Eq. (3.16) como

e -uf:'l s R i T
0 = - (:"K) [smzu\, - sm‘o{:)]. (3.177

e sendo o(+d '2) = 0. verificamos facilmente gue

p _d Sl °
O £Z)=-— (t” )sinzu\,. (3185

2 7N
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A Eq. (3.1% mostra que se 5, > U. 0y = 0 para qualquer campo elétrico aplicado.
Neste caso. 0 campo elétrico aplicado estabiliza o padrao homeotrépico. No caso opos-
to. z, < 0. a solucao vy, =0 desestabilizara o padrao homeot répico. Aproveitamos
para observar que. para €g < 0. a quantidade

2
2 e E

£ — —

£ 7= - 3519
il I

tem a dimensao de comprimento ao quadrado e € chamado de comprimento de

coeréncia elétrico.
Fixemo-nos. portanto. no caso em gue s, < 0. Neste caso. fazendo nso da Eq.
(3.19 . observa-se que a Eq. (3.17) pode ser escrita como
”

o = £ ¥(sin v,, — sin’ 0).

da qual temos

o = ¢\ /sin? oy, —sin 0. 13.20)
que é positiva para —d/2< : < 0e negativa para 0 < : <d/2.

A Eq. (3.20) fornece
do d:

J[51n2 O'\f e 5in2 O)
~

Integrando o lado esquerdo de (3.21) de o(—d/2) = 0 a 0(0) = 0y, e do lado direito
de : = —d/2 a : = 0 obtemos

(3.21)

_d

f e do
=z i ac
o . /(sinfo, —sin*o)

A Eq. (3.22) determina oy, = oy (E). Além disso. da Eq. 13.21 . obtemos

/o(:] d,u
0 \/(511’12 (,)\.f N Sin f..l)
que fornece : = (o). portanto. o = o(2). O campo critico E. é obtido efetuando-se

o limite ©,, — 0 na Eq. (3.17]. Observa-se. ent ao. que o lado esquerdo da Eq. 13.22]
¢ uma quantidade nao determinada. Contudo. promovendo a substituicao

dp= <:<L0.

para -

1o R

FE SR

; sin o
st = —.
SlI’lu”
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teremos v = 0 em = = —d/2 e v=r/2em :=0. Entao. a Eq. (3.221 pode ser escrita

COmo

d .
= —. 3.23)

/7 “ dv
o /(1 — sin® 0y, sin® v) =S

que nao é mais uma quarnt idade indeterminada no limite oy, — 0. Uma vez que

~
™

| =)

; e du
ou—0Jo y/1—sIn" oy st U
da Eq. (3.23) temos. no limite considerado.

;.—:

d

'C_A

~ -

Se levarmos em conta (3.19). o campo critico serd escrito na forma
—re

DT TR
By = (7) \/(—m'

indicando. claramente. que a inst abilidade no padrao homeotrépico ocorrera apenas
na situacao em que €, < 0. No caso que estamos considerando E = V7/d: conseqilien-

temente. o fenémeno tem uma voltagem critica dada por

922  Ancoramento fraco
Vamos resolver o problema anterior para a situacao de ancoramento fraco.
fazendo uso das mesmas aproximagoes. A energia de superficie é do tipo Rapini e
Papoular | veja o Capitulo 2 1. isto €
: e I, . i
fs = —;H (r.iy)” = —;}ﬂ cos’ Og:

-

d
Qg =0 xE :

Como discutimos na secao anterior. as condicoes de contorno para o caso de ancora-
mento frac sao dadas pela expressao (3.141 e (3.15) que. no caso presente. escreven-se

onde

na forma:
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e

(BN~

—Ko + - sin2o¢ = 0. para

([~

+Ko + —sin2os = 0. para =+

Nas expressoes acima. SUpUseImos que as superficies fossem idénticas. O prob-

lema no volume é exatamente O MESINO (U€ Tratamos no caso de ancoramento forte.

Do mesmo modo. podemos normalizar o angulo do diretor para o seu valor no centro

da amostra. O problema. entao. pode ser ret omado a partir da expressao ( 3.20 . mas

agora considerando que o valor do angulo nao esté fixo sobre as superficies. 1sto é.
levando em conta que

d R ot 12
Lt:'(:t;;) = +£7! (sin® 0y — sin? 0g)

e as condigoes de contorno darao

[
(sin oy, —sin’og)' * = (_—)‘i-)sin 205,

onde L = K/T" é o comprimento de ext rapolacao. cujo significado fisico ficard mais

claro na seqiiéncia. Portanto. a equagao ~
o =7 (sin* oy, — sin® ©)
torna-se
[‘-”_\: do d
o3 \/F(sin'Z Oy, — sin® o) RS
pois vg # 0 para £ > E.. e
% d
7 para  —3 <zx0

[.::(:') d,h‘
' L o
i \;I(Slnzt)” “'Slnz'u)

Para avaliar o campo critico vamos fazer. novamente.

) sin ¢
SN = ———.
SIN Wy
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N R —

sin'llsin Us sin u”‘l. e 0=y a

Desta maneira o = 0. corresponde a

o= /2. Assim. teremos

/“ 2 du
i i DI
s \/(1 —sin2o,,sinv) S

da qual. no limite &, — 0. obtemos

) Y di ,. _ o
lim ; = (;) — lim vy 3.25)
o3 —0 ] [ 1 . 2 ay—0 °
M Uy \/ (sz Oy — 5”12 ﬂ) AT
No limite considerado. (3.25) fornece
<
B TR 1)2 .2
oy —0os = I Us
Desse modo
P Oy
S 3
§ 2 12
[($)2+1]
e. conseqlientemente.
: L ,
lim v =tan"’ (c— = (3.26)
b

Vamos reescrever a Eq. (3.24) levando em conta as equacoes (3.251 e (3.26). Teremos

que é usualmente escrita como
(3.28

cot | —— —_i—
2€ ‘E——

-

A expressao anterior €

conhecida como relacao de Rapini-Papoular e determina o
campo critico E.. No limite de d grande ewmos

que corresponde ao caso de ancoramento forte. O comprimento de extrapolacao que
é numa quantidad

aparece na Eq. (3.27) para uma amostra com ancoramento forte
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pequena. Conseglientemente. tan V(L'€,) =~ L/E.. Com esta aproximacao a Eq.

13.27 torna-se

Esta relacao mostra ue no caso de energia de ancoramento finita. a espessura da
amostra é efetivamente d + 2L. ao invés de d. ou. em outras palavras.

d
@] (I—_; # L) =:(],

Para analisar a estabilidade do padrao distorcido para E > E. vamos tomar a equacao
para a energia elastica nas vizinhancas de oy,. que faz o papel de um parametro de
ordem. Nao é dificil mostrar que

IN T L d :
Fr = (?) (-é) —tan ! (E) = ('?E) L'Ji,t '+‘U(OU)4-

Indicando que. justamente quando o coeficiente do termo quadratico se anula . tere-
mos a determinacao do campo critico. Como & usual. Fr mostra que. para £ > E..
0y, = 0 corresponde a uma configuracao instavel. Quando as duas superficies sao
caracterizadas por ancoramento forte (117 (—=d/2) =W ell (\}'2) = 113). o proble-
ma nao é simétrico: 0(z) # o(—=2). O procedimento acima obviamente permanece
valido. mas. no caso. é preferivel seguir um outro método. baseado na linearizacao

onde

das equacoes no volume. Essa equagao era:

. € 9 .
Ko' — 2E?%sin20=0
o b7

¢ torna-se

" (2)+ £ 20(z)=0. 13.29)

, 1 d d i
£ = }— = 0. - = ‘—3. e 3.30
L1 - -
¥ 1 d d .
) + L—2 U-‘! = U o '—3 . L'J:E =L E : n‘,-sl'{l
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A solucao geral da Eq. 13.29' é da forma

a(z) = dsin (-E) + Beos (%) . 3.32)

onde A e B sao duas constantes de integracao.
No caso de ancoramento forte. o, = 0, = 0. Da Eq. (3.32) temos. entao

A=0 e B cos (i) =
2%

O resultado obtido mostra que o (3) . neste caso. é nma funcao de . e que as condicoes
0; = vy = 0 podem ser satisfeitas apenas se

d w
¢ 92°
2. 2

novamente fornecendo = =d /..
No caso de ancoramento fraco(com 117 = 11, e portanto 0; = 0, ). substi-
tuindo a Eq. (3.32) nas equacoes (3.30). {3.31a) obteremos

() () ()]0 (8) = (2) ()]
() (3) o (@)]o[- (8) E) )]

que admite uma solucao diferente da trivial 4 = B = 0 apenas se o determinante dos
coeficientes se anular. Esta condicao fornece para o campo critico a relagao

d (L] + Ly) £, & e
tan (c—) = m ‘3.3-3:

LY

que. no caso de Ly = L, = L (ou seja A =0). reduz-se a Eq. (3.28). Neste caso para
E > E. e L pequeno temos. como ja mencionado

(d+2L)

[ o
N

Portanto. a Eq. (3.321 pode ser escrita na forma

T

o(z) = Beos —*——(3)

(L +

L=l =N
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Figura 3.4 Interpretagao geométrica do comprimento de extrapolacao.
Uma amostra de espessura d e comprimento de extrapolagao L pode ser
considerada para pequenas deformacoes, caracterizada por ancoramento
forte comn uma espessura efetiva d + 2L.

mostrando que ¢ () se anula em : = (d/2+ L). isto é uma amostra de es-
pessura d” = d + 2L pode sempre ser considerada como estando fortemente ancorada
no limite da parede (ver Fig. 3.4). Naturalmente. neste caso nao é possivel deter-
minar - e B. e. portanto. ¢ (z) para £ > E.. Jd que apenas as versoes linearizadas
das equacoes foram consideradas. Cont udo. ser4 possivel analisar a instabilidade do
padrao distorcido para E > E.. De fato. substituindo a Eq. (3.32) em '
&E

_ K. n o
fT—(E)u +(8,—. o' +C..

obtemos fr = fr (4. B). A energia total F da amostra. levando em conta a con-
tribuicao na superficie. é entao uma fungao ordinéria de A e B. Impondo a condicao
de minimo

aF  OF

a4 OB

reobteremos as condicoes de contorno deste problema. Impondo além disso que

or_or_
ECEN R
PE_PF PE
H(AB) = (35335 ~ (318" >

é facil mostrar que H (A. B) < 0 se E > E. dado pela Eq. | 333 onde H(A.B) >0
para £ < E.. Isto mostra que A = B =0 corresponde a 1 .ia configuracao estével
apenas se £ < E..



Capitulo 4
MODELO ELETROSTATICO PARA UMA AMOSTRA
SEMI-INFINITA

Neste capitulo apresentamos nosso modelo eletrostético o mais geral possivel
para investigar os efeitos de um campo elétrico de superficie - produzido por adsorcao
i6nica - sobre a orientacao nemdtica. em uma amostra semi-infinita. O nosso obje-
tivo é o de investigar a possibilidade de desestabilizacao do padrao homeotrépico na
presenca do campo. Inicialmente. consideramos. de modo resumido. o fenomeno da
adsorcao idnica. Em seguida. apresentamos as equacoes fundamentais do modelo. Fi-
nalmente. o problema de auto-valores que surge na determinacao dos campos criticos
das instabilidades é resolvido de modo mais preciso. por meio de solucoes em séries
de poténcias.

4.1 Adsorgao i6nica

Adsorcao i6nica é um processo gue ocoITe apenas entre jlnerfaces‘ e consiste
no depésito de particulas sobre uma superficie (Fig. 1). Diferentemente do que ocorre
na absorcao. as particulas nao penetram nos intersticios da superficie. Um possivel
mecanismo para o fenomeno é o seguinte: o volume do cristal liquido é neutro. mas
contém cargas positivas e negativas de concentracao fixa. provenientes de impurezas
ou da dissociacao espontanea das préprias moléculas. Quando o cristal liquido é
colocado em contato com a superficie. devido & existéncia de forcas eletroquimicas.
esta passa a adsorver seletivamente cargas do volume. Se a superficie adsorve cargas
positivas (por exemplo| ela ird repelir fortemente as cargas negativas. Porém. a
camada de cargas positivas formada na parede passard a atrair as cargas negativas
do volume. dando origem. assim. a uma dupla camada de comprimento Ap | chamado
de comprimento de Debve[11]. Nesta camada ha a formacao de um campo elétrico
que. préximo # superficie. é suficientemente grande para modificar a configuracao de
equilibrio presente na auséncia deste campo.

No contexto dos cristais liquidos. a adsorcao i6nica tem sido invocada para ex-
plicar. também. a dependeéncia com a espessura muitas vezes encontrada na energia
de ancoramento de algumas amostras nematicas. Ocorre gue o campo elétrico pro-
duzido pelas cargas superficiais €. normalmente. dependente da espessura da amostra.
E. assim. esse campo de superficie pode afetar. de modo ‘gnificativo. as propriedades
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de superficie da amostra.

Figura 4.1 Superficie adsorvendo seletivamente cargas negativas e re-
pelindo cargas positivas.

Neste capitulo consideraremos uma amostra semi-infinita para analisar os
efeitos de um campo de superficie produzido nessas condicoes. A existéncia de in-
stabilidades no padrao homeotrépico jé for apontada em um tratamento aproximado
do modelo [32]. Nas préximas secoes consideraremos o modelo completo. e faremos
uso de um método mais preciso de andlise. Nesse sentido. a abordagem que pas-
samos a apresentar é uma generalizacao dos tratamentos anteriormente dedicados
ao problema. ou a problemas similares. Nossa andlise permite estabelecer. em bases
matematicas mais solidas. as condicoes de existéncia de campos criticos para a tran-
sicao de fase de um alinhamento uniforme para um padrao distorcido. provocada pela
presenca do campo.

4.2 0O modelo

Vamos considerar inicialmente o caso especifico de um cristal liquido nematico
confinado entre duas placas de vidro tratadas de modo a favorecer o alinhamento
homeotrépico. isto é. um alinhamento tal que o eixo facil. riy. aponta na direcao de .
normal as superficies que limitam a amostra. O angulo o(:) é o angulo polar. formado
pelo auetor com o eixo = (ver Fig. 3.3 1. O problema é considerado unidimensional.
isto é. consideramos que a superficie tem propriedades uniformes no plano ry. Assim.
= (coso(z).0.sino(z)). Levamos em conta que a amostra contém impurezas 10nicas
e que esses fons sao adsorvidos seletivamente pela superficie. dando origem a num
campo elétrico. As interacoes que devemos levar em conta para escrever a energia
total por unidade de drea sao as descritas no ¢ upitulo 2. Nas vizinhancas de um
campo critico. em uma geometria homeotrépica. somente a constante eldstica Ay
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¢ relevante.  Assim sendo. trabalharemos. também. na aproximacao de uma tnica
constante elastica. 1sto é. faremos K|y = Ky, = Ky = K. A iltima simplificacao gque
faremos é a seguinte: o campo elétrico é intenso apenas nas vizinhangas da superficie.
isto é . sobre um comprimento de Debve Ap: tipicamente. Ap/d << 1. onde d é a
espessura da amostra. Assim sendo. vamo-nos restringir ao caso de uma amostra
semi-infinita. com uma nnica superficie localizada em = = 0 e 0 meio nematico em
= > 0 (Fig 2). Neste problema. a densidade de energia livre no volume apresenta

trés constribuicoes. e pode ser escrita. em forma simplificada como

f = jqi + fdit-l + fﬁoxu-

onde

fu==Kd?*(2).

(RN

representa a densidade de energia eldstica. com o =do/d:.

i

:“ - - 2 -1 o ¥
fae = —é—, (7-E) = —éfft:msz ol2).

representa a densidade de energia relacionada ao acoplamento dielétrico com o campo
de superficie E (expressa no sistema cgs de unidades). e
~

Stiexo = —-P.E = Hgsin 2020 (ZYE()
representa a densidade de energia do acoplamento flexoelétrico com o campo de su-
perficie. onde € = ¢y + ¢33 € a soma dos coeficientes flexoelétricos int roduzidos no
Capitulo 2. .
A contribuicao da superficie a energia livre provém de dois termos que devem
ser levados em conta. O primeiro que consideraremos é a energia de superficie usual.
dada pela expressao de Rapini-Papoular [25]. que se escrevera na forma

Sie= —-__l;u'{ﬁ- E)z = —é”'(‘us.‘! Oy
onde. como vimos. 117 é a energia de ancoramento. ¢, = oz = 0) é o angulo polar na
superficie e k representa a normal a superficie (aponta na direcao do exo = .
A segunda contribuicao surge no problema porque nossa geometria é homeotrépi-
ca. Trata-se da polarizacao de superficie Ps. que deve acoplar-se ao campo elétrico.
dando origem a uma energia de superfic.c na forma
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fsl' == —f';:-: : E = —P:L;En COS Oy

onde Ey é o valor do campo elétrico na superficie. on seja. £y = E(z = 0). Portanto. a
energia total. por unidade de drea. pode ser obtida somando-se todas as contribuicoes
anteriormente apresentadas. Teremos

F = ‘/‘1 fd: + f“' 4—f5p

* 1 - 1 i . y/ \ - ¢ P
= /l; [af\uz(:)—é;fz{:)ruszu(:]—%5111'20(:}:.‘:(:1!?(.:}

= 31‘- (‘052 U{, e PSE[‘} cous UO- | ‘l-l'
Como discutido no Capitulo 2. o perfil (6timo de o(z) é obtido por meio da minimiza-
cao da energia total dada por (4.1). Assim procedendo. devemos encontrar solucao
para a seguinte equacao de Fuler-Lagrange

Ro'(2) - ;—“_E'-’(;)sineu(_:: ~ SE'(:)sin20(:) = 0. (4.2)

que satisfaca as condigoes de contorno
rod y . . !
—-Ko + ;LeEu + 117)sin 20y + PsEopsingy =0. (4.3)

em:-=0.¢e

lim o'(:) =0. (4.4)

r—
Como mencionamos acima. este problema ja foi resolvido de maneira aproximada.
considerando uma solucao exponencialmente decrescente. uma vez que o campo elétri-
co de superficie - que é a fonte de desestabilizacao - € significativo apenas nas viz-
inhancas da superficie. Entretanto. nosso objetivo é justamente o de resolvé-lo por
meio de técnicas mateméticas mais precisas. Dessa forma. teremos a oportunidade
de analisa-lo em todos os seus pormenores e dele extrair conclusoes mais solidas e
mais gerais.

4.3 O Problema de auto-valores

Nosso objetivo nesta secao é o de procurar solucoes em forma de séries de
poténcia para a versao linearizada da equacao diferencial (4.2 . Esse procedimento
de linearizacao se justifica porc e estamos interessados em determinar os campos
criticos existentes no problema. Em termos préticos. aquilo que investigamos € a
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existencia de deformacoes pequenas no padrao homeotrépico. Como. portanto. as
distorcoes devem ser pequenas. podemos trabalhar na hipotese de que |o(z) << 1.
Com efeito. as transicoes de ordem que - eventualmente - se fizerem presentes. Serao
sempre de segunda ordem. Isto é. 0 angulo na superficie. que serd considerado por nés
como o parametro de ordem do modelo. muda continuamente com o campo elétrico
superficial. Podemos. também. por consisténcia. linearizar a condicao de contorno
dada em Eq. (4.3 . Desse modo. teremos

A ) %E*(:)+L£“(:) o(z) = 0. 1.3)

T

para a equacao diferencial (.21 e

—-kKo + (EEH + 1+ Py Joy = 0 (4.6)

para a condicao de contorno (4.3).

Tomaremos. para ao campo elétrico. a distribuicao abaixo (11]. que para o
caso considerado é consistente com o perfil esperado para o campo elét rico. que seja
maximo na superficie e que decresca rapidamente em uma regiao de comprimento Ap.

E(z) = Ege™* 2.
que sugere. para o nosso problema. a seguinte transformacao de varidavels
t=e 3P, (4.7)

Para investigar solucoes em forma de séries de poténcia € convermente transformar
também o angulo polar. Se supusermos gue

T 2
o=— (4.8)
Vi
entao a equacao diferencial (4.5) poderd ser escrita na forma mais simples abaixo
" B 1
T"+(A+—+— T =0 (4.9)
t 412

que é adequada para o tratamento pelo método de Frobenius [12]. Na Eq. (4.9
introduzimos as seguintes guantidades

_e‘,,\"bE{'{ . B — Ape Ey
7K KN

Como diseutido no Apéndice. uma solucao particular de (191 tem a forma

i = 1.10)

x

) IU}:Z‘_HFHH2=vr?ir\nfﬂ_ 411
0

0
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e fornece a secuinte relacao de recorréncia

Bey—1 + Atp_2
Cp == 3 . para n =2 £.12)
com o % 0. e ¢; = —Bey. Alguns exemplos sao os seaintes
—A+ B?
£y = — O
4
B(54 — B?)
g = ——e—~Co.
36
94? - 144B? + B*
Ly = e Co-
s ] 6

Da expressao acima fica claro que todos os coeficientes - tanto os pares quanto os
impares - podem ser escritos em termos de ¢g. 1sto é

Cp = f,.(.-l. B]Cu. —ll] |

onde f,(A. B) sao funcoes dos parametros A e B definidos em Egs. (4.10),
O problema apresenta. ainda. uma segunda solucao. de acordo com o teorema
de Fuchs [12]. Ela pode ser escrita na forma (ver o Apéndice)

To(t) =t Ty(t) + Y amt™ 2
m=0

onde

ag = —Qf'] = QBr.'".

-l-ruz + B!’_'u A= 38‘!
T T
2mcy, + Bapm_ 1+ Aam_2
1/4+ (m+1/2)(m + 3/2)

ay

Qy, = —

para m > 2. Assim sendo. a solugao geral terd a forma
T(t) =~ Th(t) + 7, Ta(t).

onde -, e =, sao constantes arbitrarias. Note-se. agora. que a transformacao dada
pela Eq. (4.7) implica que. quando : — x.f — 0. e quando = — 0. 1 — 1. Com
essas transformacoes. a Eq. (4.1) pode ser escrita na forma

T T _
lim [—_ -V ] =0. 1.14
t—0 | 2\ 5/t Ap
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Para aplicar a condigao acima ao caso  — 0 é suficiente considerar que

Lit) = V?["-'U*"if*'f'zfl"—i-(?(f""}]_
Lt) = Int T;(t) + Vi[aot + ayt* + O(t*)].

Assinn. no limite t — 0 a Eq. (4.14) fornece
—CQTry = 0.

Contudo. como ¢y # 0. o resultado acima implica que =, = 0. Conseqilentemente. €
suficiente considerar. doravante. que T(t) = T:1(t). Nesse caso. =, sera incorporada
ao coeficiente ¢y, que permanece indeterminado (veja a Eq. (1121 e as consideracoes
que se segiem .
Apliquemos. agora. a condigao de contorno (1.6) depois das transformagoes
propostas em (4.7) e (4.8, Podemos reescrever
lim —T— - \«ff- T

=1 | 2Ap V1 Ap

—aT(H)] =0 415)

onde

B eEy n l ) PsEn
K K K~
Substituindo T;(f) na Eq. (4.15) obtém-se

& = _1_z:=u”"-'"
AD Y a—aCn ‘

Usando a definicao de a dada acima. obtemos a seguinte equagao de auto-valores

N 2 o
Ey=— [“' = }:—"Ey”i] (e + Ps)™t. 11.167

A 0 n=() Cn

A Equacéo (4.16 € independente de ¢, e fornece os valores caracteristicos de Ly para
os quais a solucao (4.11 & valida como funcéo dos parametros materiais do problema.
que sao €. Ps. K. 11 e o comprimento de Debve Ap.

A conclusao mais importante da andlise acima & que o perfil do angulo do
diretor pode ser descrito pelas solucoes gerals

~ x
oy=10 e op = E et = E ca€~ " AP, 117
n={) n=I()

onde as I 5. (4.7 (4.8 e (4.11) foram nsadas. e os coeficientes ¢, sao dados pela
Eq. (4.12. A primeira das solucoes acima (com o subserito H. de homeotrépico’
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descreve uma amostra uniformemente orientada. A segunda solugao (com o subscrito
D. para indicar o padrao distorcido pode ser favorecida energeticamente para aqueles
valores do campo elétrico de superficie £, que sao solugoes de Eq. (4.16. Nesse caso.
o padrao homeotrépico pode ser desestabilizado. Note-se. ainda. que o angulo do
diretor na superficie pode ser obtido a partir da Eq. (4.17 para : =0 (out =1 na
forma

Up = Z n = f'u,."(.-l. B). 4.18)

n=I0)

onde (A B) =Y, ¢,/cy é independente de ¢y (veja a Eq. (4113 . No outro himite.
guando : — x (out — 0] 0 — .

Na aproximacao linear que estamos empregando. a energia total por unidade
de drea (veja a Eq. (4.1 é explicitamente dada por

~IC 1 . :ﬂ ; ¥ N
F = ] [3}\02+ t—_EAOE“fE‘-"‘-" d:
0 =

L [ 2
+ (W + Ps)o
= P;l+Fdi9l+Fﬂs-:«»+FS- (4.19)

onde o significado dos subscritos em F, é bastante evidente. E conviente realizar as
integracoes em termos da variavel t introduzida em (4.7). Temos

F‘q / 3]\'(}"2(:) -~
(1] -
1

I

n=t r 0
x ~
I m
= o\ E nch ( i
2) m -+ n
D\ "o mep T

para a contribuicao eldstica & energia total. Do mesmo modo. obtemos

€a -

Fga = e E(2)%0(2)%-=

ST Ja
_ {u/\LJl{-l) Z Z Com / na mi+ | di

rm=()
. (I’\U I] Z z : Cm
m+n+2
n=0 m={)

para a contribuicao da parte dielétrica e
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Fﬂ@xn = =£ ] E{:](—"{:}L‘J’{:]d:
0

= —¢ E”Z ,,Zmr ,,,/ trEM

n=0  m=0 0
_ome,
= € En E Cn E
| + n+ 1

para a contribuicao flexoelétrica. Finalmente. para a parte da superficie temos

l 0 ™
Fs = ;(n. + PsEy) Z Cn Z Crm- (1.20)
- n=0 m=0

A Eq. (4.19) permite uma andlise da dependéncia da energia total (por unidade de
drea com os campos criticos que eventualmente surjam da solucao de (4.16 1. quando
os valores dos parametros materiais forem fixados.

Para investigar as solucoes estaveis minimizaremos F no coeficiente ¢g. Pode-
se observar. por meio da Eq. (4.18). que minimizar em ¢y equivale a minimizar em
0p- A energia total por unidade de drea é quadratrica nos coeficientes ¢,. Se usarmos
a Eq. (4.13) ela pode ser reescrita na forma '

F = CE]FI(EU)-

~
onde Fy(Ey) = F(cy = 1. Ey). Portanto.
aF
— = 2coF(Ey) =
decy
A condicao acima é trivialmente satisfeita se ¢y = 0. que corresponde a solucao

homeotrépica. Para um padrao distorcido. ¢y = 0. Dessa forma. a solucao distorcida
sera a solucao estavel para aquelas raizes da Eq. (4.16) que sao. também. zeros da
energia total. Além disso. observa-se facilmente que &*F/ dch = 2F1(Ep). Assim.
os zeros da energia total. escritos em rermos dos parametros materiais e do campo
elétrico de superficie sao. precisamente. os campos criticos para a transicao de fase
homeotrépico - distorcido.



Capitulo 5
ANALISE DOS RESULTADOS

Nossa andlise dos campos criticos que podem ser encontrados parte da solucao
numérica da Eq. 1.16. Um eristal liguido nemdtico tipico geralmente apresenta

K = 1077dyvn [13] e Ap = 10 %cm [33. 34]. Investigaremos os efeitos dos campos
produzidos por adsorcao iénica nas situacoes de ancoramento forte e fraco. Para
jsso consideraremos os seguintes parametros:ie, > 0 (e, = 1). ¢ < 0 (¢, = —1).
Ps = 0. P« # 0 (Ps = 107%su) [30. 35]. ¢ >0 (€ =3 x 100 esu) e ¢ < 0
(¢ = =5 % 10 Yesu) [36]. Os campos elétricos obtidos por meio da Eq. (4161 sao
fornecidos em stavolts/cm. O potencial elétrico na dupla camada formada devido a
presenca dos ions é dado por 13, = ApEy. Os resultados que nos interessam. apds

termos resolvido a Eq. (4.16). sao os zeros da Eq. (4.19). Tomaremos como campo
critico aquele de menor valor que obedeca esta condicao.

5.1 Ancoramento forte

A Eq. (116 fol resolvida efetuando as somas indicads até nme; = 30 e
Nmar = 60. Quando efetnamos as somas até n_ = 60 obtivemos um conjunto
maior de valores. mas os novos valores incorporados sao numericamnete maiores do
que aqueles obtidos para riym., = 30. Como estamos interessados em resultados para
os campos elétricos que produzam voltagens possiveis de ser alcancadas na pratica.
nao julgamos necessério considerar os maiores auto-valores. Portanto. o conjunto de
valores apreciado est4 contido nas somas efetuadas até n__ = 30. Para uma mefhor
visualizacao dos resultados obtidos na Eq. (4.16) os valores serao apresentados em
tabelas. A nossa andlise serd dividida em trés casos.

I: ¢,>0. Os valores obtidos para a Eq. (4.161 estao relacionados na Tabela 1.
Para o caso P = 0 e ¢ >(0. a primeira raiz é dada por Ej = —11'/¢. Estaraiz nao é um
zero de F. A iiltima raiz estd relacionada com uma voltagem que que nao pode ser
obtida para amostras reais. Temos. entao. tres valores que correspondem a voltagens
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facilmente alcancaveis na préatica. e que sao zeros de F.

Tabela 1

(Ps=0) (P<=10"")
Eole >0) | Eale <0) | Eole >0) | Eple <0)
—2.0x10°| —107T4.0 | =6.7 x 10° | =2.0 x 10°
29.2 -322.0 29.2 —1074.0
166.2 —166.2 166. 2 -322.0
522.0 —29.2 322.0 —166.2
1074.0 | 2.0 x 10° 1074.0 29.2

(Como j4 fol mencionado. o campo critico sera aquele de menor valor. Portanto
o campo critico é £y = 29,2, que corresponde a uma voltagem aproximada de 90 mV".
Observamos que |0| << 1. o que estd de pleno acordo com a condicao imposta para
a linearizacao das equacoes de Euler- Lagrange ( lembre-se que estabelecemos que as
distorcoes sao pequenas ).

Na Fig. 3.1 nés mostramos o perfil do angulo polar na parede para as trés
raizes menores. Observe que a parede estd localizada em t = 1. Na situacao de
ancoramento forte percebemos que o perfil do angulo polar na parede corresponde
a uma orientacao homeotrépica. on seja. ¢ = 0. Isso deixa de ser verdade quando
nos afastamos da superficie. como é esperado. Observamos também que o auto-valor
mais baixo corresponde a uma solucao sem nés. o segundo tem um né e o terceiro
corresponde a uma solucao com dois nés. Esta é um caracteritica prépria deste tipo
de problema de auto-valores [37]. ~

08
os

(a)
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i, M)

Figura 5.1 Perfil do angulo polar na superficie em ancor mento forte
para ¢, < U{u] Eu =20, 2 “-']JEu = 166.2 [F.‘]E—u =a22.0
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Portanto. é possivel concluir ¢que o padrao homeotrépico é estdavel para val-
ores de E, menores do que a raiz mais baixa. Para valores acima desse limite temos
o favorecimento de wm padrao distorcido. E um resultado muito interessante. pois
mesmo impondo que a energia na superficie é predominante. ou seja. € suficiente-
mente grande para garantir o alinhamento homeotrépico inicial. temos a presenca
de distorcoes na amostra. Desse modo concluimos que o campo gerado por ions é
suficientemente erande para desestabilizar o padrao homeotrépico.

Para ¢ < 0 temos que os anto-valores sao os mesmos do caso anterior. mas
com sinal trocado. \ existéncia de campos criticos negativos esta associada ao fato
de a superficie poder adsorver também cargas negativas.

Considerando P = 107*. percebemos que a sitnagao nao apresenta mudancas
significativas. De fato. observamos dos resultados da Tabela 1. que apenas a raiz mais
alta sofre alteracao. pois é dada agora por Ey = —11"/(e + Ps). enquanto as outras
permanecern as mesmas. Como observamos que a polarizagao superficial nao tem
notavel influéncia no caso de ancoramento forte centramos nossa andlise no caso P« =
0.

I1: ¢, < 0. Vamos relacionar na Tabela 2 os valores obtidos para a Eq. (116
para esta situacao.

Tabela 2

Ps=0 Ps =
Fole > 0) | Eo(e < 0)
2.0 x10°| —7327.6
1157 4| —1069.1 ~
28.6| —798.1
142.1| -545.8
322.1| —322.1
545.8 | —142.4
7081 =087
1069.1| 11574 ;
7327.6 | 2.0 x 10°

Considerando € > 0. observamos que apenas quatro valores estao de acordo
com voltagens obtidas em situacoes préticas. Comparando esta situacao com a anteri-
or. percebemos que sao similares: entretanto. como € esperado para ¢, < 0. os valores
sao obviamente r.euores. Recordamos que. se a anisotropia é negativa. a molécula
tende a se orientar perpendicularmente ao campo aplicado. Como o campo gerado
pelos fons é perpendicular a superficie e estamos considerando que a molécula estd
alinhada perpendicularmente a parede. o padrao distorcido é amplamente favorecido.
Isto justifica que nesta situacao o campo necessdrio para causar uma distor¢ao seja
menor. Perceba que. como no caso anterior. ¢ < 0 apenas in rte o sinal do campo.
Usando os mesmos critérios estabelecidos no caso 1. o menor valor do campo para que
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ocorra uma desestabilizacao é tanto para ¢ < 0 como € > 0. sem considerar o sinal.
En =~ 28.6.

III: ¢, = 0. Finalizando a nossa andlise para o caso de ancoramento forte.
vamos relacionar na Tabela 3 as raizes da Eq. (1.161 para esta situacao.

Tabela 3
Eo(e > 0) | Eole < 0)
—-2.0x10°| —2849.3
23.9| —-2249.7
152.3| -1632.8
374.4| -1114.6
695.2 —-695.2
1154.6 =374 4
1632.3 —152.3
2849 .3 —28.9

Como nos casos anteriores temos para ¢ > 0 a primeira raiz sendo dada por
E, = =11 /e. As trés sequintes correspondem a voltagens facilmente obtidas na prati-
ca. As quatro iiltimas correspondem a voltagens muito altas. Observe que. sendo
a anisotropia nula. o mecanismo responsavel pela desestabilizacao ¢ o acoplamento
do coeficiente flexoelétrico com o campo na superficie. o que justifica que o menor
auto-valor para este caso seja maior do que na situagao anterior. que conta com um
termo a mais na energia favorecendo a desestabilizacao. Por outro lado. este valor
& menor do que no caso ¢, > 0 que por sua vez. tem na energia o acoplamento da
anisotropia com o campo na superficie favorecendo o alinhamento homeotrdpico.

Para ¢ < 0. constatamos mais uma vez que o seu efeito é realmente o de
inverter o sinal das raizes da Eq. (4.16).

Diante de todos estes resultados podemos concluir que. de fato. as afirmacoes
em [3] sdo corretas. Campos elétricos gerados por ions realmente podem ser suficien-
temente grandes para causar desestabilizacao no padrao homeotrépico para o qual a
amostra foi preparada. mesmo que estejamos considerando a situacao de ancoramen-
to forte. O que nos deixa bastante confiantes nestes resultados é o fato de que os
campos exigidos para que ocorra a desestabilizacao estarem assoclados a voltagens
que facilmente podem ser alcancadas em amostras reals.

5.2 Ancuramento fraco

Analisaremos agora todos os casos da secao anterior na situacao de ancoramen-
to fraco. Efetuaremos os calculos considerande 117 = 10°% erg/cm?® [32]. Os valores
para os demais parametros sao os mesmos da secao anterior. Comio foi feito na secao
1.1 vamos dividir a nossa andlise emn trés casos.

L ¢, > 0. Os valores obtidos para a Eq. (416 estao relacionados na Tabela

1 Para ¢ > 0e P = 0 observamos que a solucao negativa nao esta relacionada com
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uma voltagem muito alta. entretanto |o| > 1.

Tabela 1
[ Eo(e > 0) | Eo(e <0) | Eo(e >0) | Eole <0) .
—43.1| —1059.0 -9.2 | —1105.3
18.0 -302. 4 23.3 —542.3
148.0 —143.0 159.6 —186.7
3024 —18.0 515.4 —49.9
1039.0 45.1 1068.1 —37.0

Das solucoes positivas. o menor anto-valor fornece uma voltagem de aprox-
imadamente 60 m\". Para ¢ < 0. como no caso de ancoramento forte. ha apenas
mudanca no sinal do campo critico. Considerando Fs = 107*. diferentemente do
que foi observado para a situacao de ancoramento forte. a presenca de Ps reforca o
alinhamento homeotrépico. o que justifica o fato de o campo critico com Pe=10""
ser maior do que para P = 0.

II: ¢, < 0. As raizes obtidas para este caso estao colocadas na Tabela 5.
Observe que temos um mimero grande de raizes.

Tabela 5

R.; = 0' PS I 0
En(f > 0) Eu{f < U] E[)(E = O) Eﬂ(f < 0‘)
—1177.45 | —7309.2 | -1164.1 | —7349.4
—42.8| -1049.8 -9.2 | —1089.2
17.6 | —778.7 23.0 | —818.0
124.8| -—326.6 136.0 | —565.7
303.3| -303.3 315.6 | —342.1
526.6 | —121.8 539.1| -162.5
T78.7 -17.6 791.5 —43.9
. 1049.8 42.8 1062.5 -3.6
[ 7309.2 1177.4 3212 1137.6

Para¢ > 0 e P = 0 as duas raizes negativas tem |o| > 1. que nao é consistente com o
nosso argumento para a linearizacao das equacoes. O menor auto-valor corresponde
a uma voltagem aproximada de 30 mV". Na Fig. 5.2 nés mostramos o perfil do angulo
polar na superficie correspondendo aos cinco primeiros anto-valores. Observe que
na superficie (f = 11 a orientacao correspondente nao é homeotrépica. Isto nao é
surpreendente ji que os termos de volume na energia sao dominantes e estes da nossa
CONSIINCAO sa0 mecanismos que provocam di dr¢oes na amostra. temos que o = 0
ocorre sempre. ou seja. a amostra ja estd distorcida na parede.
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Figura 5.2 Perfil do angulo polar na superficie na situagao de ancoramento
fraco para ¢, < U.(G)En = TFT (h) E.‘[; = 124.8 ("")E‘u = 303.3 (d]Eﬂ = 326.6
(€)Eo =T78.7

Para ¢ < 0 e P = 0 constatamos apenas mudanca no sinal das raizes. como j&
é esperado. Considerando P = 10~* percebemos que tanto para ¢ > (. como para
¢ < 0 os campos criticos sao maiores: isto expressa o fato de a polarizacao reforcar o
padrao homeotrépico.

III: ¢, = 0. Finalmente. apresentamos na Tabela 6 as raizes obtidas para
anisotropia nula. Para ¢ > 0 temos oito raizes positivas e uma negativa que sao todas
zeros da energia: a 1iltima tem [o] > 1 que. como ja foi mencionado. nao é consistente
com a linearizacao das equacoes. O menor auto-valor corresponde a uma voltagem
aproximada de 50m\V". Para ¢ < 0 temos as mesmas raizes com sinal trocado.

Considerando P = 10~ obtivemos para o campo critico uma voltagem corre-
spondente de 70 mV para € > 0 e 150 mV para € < 0.

Concluimos que para a situagao de ancoramento fraco sempre existe urm auto-
valor positivo para € > 0 que é um zero da energia. ou um valor negativo para e < 0.
que também obedece a esta condicao. Fica evidente. dos result ados obtidos. que o
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campo gerado pela adsorcao i6nica pode de fato provocar distorcoes na amostra.

Tabela 6

| P:=0 | P<#0 |
| Eg(e > 0) | Eole <0) | Egle > 0) l Eole < 0) l
—13.9 | —2830.7 —9.2| —2871.0|
17.8 | —2229.9 23.2 | —2269.8
134.5 | —1613.0 145.9 | -1632.9
355.3 | —1095.0 367.8| —-1134.7
675.7 —675.7 633.6 —-715.7
1095.0 —-333.3 1108.0 —394.6
1613.0 —134.5 1626.2 —-172.7
2229.9 —17.8 2243.1 —-49.4
. 2830.0. 43.9 2842 .8 —8.7

As voltagens associados aos campos necessdrios para destruir o padrao homeotrépi-
co sao pequenas e podem ser facilmente encontradas em amostras nao purificadas.
Percebemos também que o efeito da polarizacao superficial é mais pronunciado na
situacao de ancoramento fraco: ela atua de maneira a reforcar o alinhamento uni-
forme. visto que os campos criticos na presenca da polarizacao estao associados com
voltagens maiores.
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Figura 5.3 Evolugao do campo critico com a energia de ancoramento.

C'omo no caso de ancora .ento forte. o sinal de ¢ determina o sinal do campo
elétrico na superficie. Na Fig. 5.3 mostramos a evolucao do auto-valor mais baixo
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com a energia de ancoramento. para ¢, > 0. ¢ > 0 e P< = 0. Na sitnacao de
ancoramento fraco observa-se que o campo critico é nma funcao linear da energia de
ancoramento (117, Na regiao de ancoramento forte ha uma tendéncia de saturacao
do campo critico.

5.3 NMNleio nao flexoelétrico
Discutiremos agora a sitnacao onde ¢ = 0e P« =0 . A Eq. (4.16) para esta
situnacao torna-se

~
Ap Y i oliCy

L an= —
e l.]. |

L N ZHZU(}‘

onde L é o comprimento de extrapolagao. Vamos dividir a nossa andlise em dois casos.

I: Ancoramento forte. Nesta situacao. quando consideramos €, > 0 nao encon-
tramos raizes reais para a Eq. (5.1). isto é. o padrao homeotrépico é favorecido e nao
existe voltagem que seja suficiente para destruir o padrao estabelecido na superficie.
Isso deve-se ao fato de que nao temos. para esta situacao. mecanismo de desesta-
bilizacao. pois quando temos ¢ # 0 e contamos com ¢, = 0. surge a possibilidade
de destruir o padrao devido a presenga da flexoeletricidade. Perceba a importancia
da flexoeletricidade como mecanismo desestabilizador na superficie na situacao de
ancoramento forte. Para e, < 0 relacionamos as raizes obtidas para a Eq. (5.1 na
Tabela 7. Observe que ¢ = 0 implica B = 0 e. desse modo. a Eq.(5.1) envolve apenas
poténcias pares em Ej. Note que. neste caso. o menor auto-valor corresponde a uma
voltagem na dupla camada de 0.7 V. que nao é tao alta por estarmos considerando
que a molécula estd ancorada fortemente na superficie.

Tabela 7

Eo(ea > 0) | —1457.8 | —1326.9 | —970.1 —615.5 | —269.6
269.6 613.7 | 970.1[ 1326.9 | 1457.3 .

A notavel diferenca entre esta situacao e as outras que analisamos € que temos um
campo critico negativo indicando que a adsor¢ao de cargas neste caso é negativa. e um
campo critico positivo associado com a adsor¢ao de cargas positivas. Isto significa que
para valores do campo elétrico onde —269.6 < Ey < 269.6 o padrao homeotrépico é
favorecido.

II: Ancorameno fraco. Para este caso colocamos as raizes obtidas da Eq. (5.1]
na Tabela X. Veja que para ¢, > 0. nao existe campo elétrico que consiga desestabilizar
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o padrao homeotrépico.

Tabela ~
Pe=0 P:=10"°
El'l(fu < 0) | Eoleq > 0)
—1405. 8 —1469.5
—-1131.3 —1336.7
—-802.2 -930.1
—437.3 —628.8
—140.7 —-279.8
140. 7 —10.0
457.3 239.3
802.2 603.9
1151.5 960.1
1405. 8 1316.8
— 1449 1

Para ¢, < 0 a voltagem critica é aproximadamente 0.4 V. que é menor do que na ap-
resentada na situacao de ancoramento forte. Considerando a presenca de Ps as raizes
mais baixas sao Ey = —279.8 Ey = 239.8. isto é. o padrao distorcido é favorecido
por cargas negativas adsorvidas se Eg < —279.3 e por adsorcao de cargas positivas
se Ey > 259.3. Observe que estes valores estao associados com voltagens que podem
ser obtidas por amostras reais.

Concluimos que a presenca do termo flexoelétrico acoplado ao campo na su-
perficie € um mecanismo de relevada importancia quando queremos estudar pequenas
flutnacoes do diretor. Os resultados mostrados acima evidenciam essa tendéncia. ja
que as voltagens obtidas na auséncia de flexoeletricidade sao bem maiores do que na
sua presenca.



CONCLUSAO

Neste trabalho desenvolvemos uma analise detalhada dos efeitos de um campo
elétrico de superficie sobre a orientacao molecular de uma amostra de cristais liquidos
nematicos. O campo elétrico considerado é aquele gerado por adsorgao i6nica seletiva.
que pode ocorTer sempre que a amostra contiver impurezas 1onicas.

Para a andlise consideramos um modelo eletrostatico o mais completo possivel.
que levasse em conta os principais efeitos de volume e de superficie. Além disso.
para que as conclusoes fossem mais gerais. desenvolvemos uma andlise matematica
mais precisa. considerando. quando necessario. valores fisicos caracteristicos para os
parametros materiais do meio.

O tratamento do modelo é relativamente simples e permite concluir. gue a
presenca de fons no meio nematico é um elemento decisivo na estabilizacao do alin-
hamento que se queira favorecer para toda a amostra. De fato. os campos elétricos
gerados por essa adsor¢ao iénica podem produzir voltagens atingiveis em amostras
reais. dando origem a instabilidades no alinhamento. Para que.esse efeito ocorra. a
presenca da flexoeletricidade e da polarizacao de superficie mostram-se de extrema
relevancia. sendo. em muitos casos. decisivas para a estabilizacao de um determinado
perfil para o diretor.

Para se certificar do que foi dito acima. basta considerar a existéncia de volt-
agens criticas facilmente atingiveis mesmo na situacao de ancoramento forte. Nesse
caso. como observamos. a polarizacao de superficie nao é relevante. mas a presenca
da flexoeletricidade torna-se decisiva. indicando. inclusive. o sinal do campo elétrico
de superficie que pode desestabilizar o padrao de alinhamento da amostra. Esses
efeitos sao ainda mais pronunciados no caso de ancoramento fraco. Nessa situagao
estabelece-se uma competicao clara entre os varios termos que formam a energia to-
tal da amostra. no sentido de favorecer on nao nma determinada configuracao para o
campo do diretor.

Relativamente aos trabalhos anteriormente dedicados ao problema vale a pena
salientar alguns fatos. Até onde vai nosso conhecimento. esta é a primeira abordagem
do problema que permite determinar. de modo matematico preciso. a dependencia
dos campos criticos com todos os elementos constituintes do meio nematico. Em
particular “ermite determinar a correta dependencia do campo critico com a energia
de ancorawento. levando emt conta a presenca da flexoeletricidade e da polarizacao de
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superficie. que nao era conhecida. E verdade que. para isso. tivemos de nos valer de
nm tratamento numeérico para a equacao de autovalores. Contudo. como se constata
facilmente. esse tratamento numérico revela-se bastante simples. e pode ser conduzido
sem maiores problemas.

Como a presenca do campo se faz sentir de modo intenso nas imediacoes da
parede que limita a amostra. pudemos considerar um modelo semi-infinito para o
problema. Uma extensao natural desta abordagem é a consideracao de uma amostra
de espessura finita. Nesse caso. porém. para uma descrigao correta da situacao fisica
envolvida no problema. nao basta considerar o campo na forma como o apresenta-
mos. Na verdade. hé evidéncias experimentais de que o campo elétrico de superficie
depende da espessura da amostra. jé que a densidade de carga superficial ¢ uma
arandeza dependente da espessura. Assim. a consideracao de uma amostra fimita.
para ser correta. deve levar em conta esses fatos.



APENDICE

7.1 NMlétodo de Frobenius

Neste Apéndice faremos uma breve apresentacao do método de Frobenius. que
utilizamos para resolver o problema de antovalores do Capitulo 3. Neste método.
supoe-se a existéncia de uma solugao da equagao diferencial homogenea [12. 3%]

T"+ P(O)T'+Q()T = 0. =1
na forma
T = I’Z o ol
n=(0

onde a constante s é determinada por uma equacao quadratica. chamada equagao
indicial. As duas raizes da equacao indicial podem ser reais ou complexas. Se com-
plexas. aparecerao em pares complexos conjugados. e as solucoes complexas que elas
determinam podem ser combinadas (utilizando-se as relagoes de Euler e a identidade
po=t — 3=t} para formar solnugoes reais. Neste Apéndice consideramos apenas
os casos em que ambas as raizes da equacao indicial sao reais. Entao. se tomamos
s como a maior raiz indicial. s = s; > s,. 0 método de Frobenius sempre dara uma

solucao na forma

x
Tl[f} = Z (’,,{Sl)fn 11—_))
n=0
para a Eq. (T.1). onde ¢,(s,) indicam os coeficientes produzidos pelo método guando

8 = 4y
A solucao geral da Eq. (7.1) pode ser obtida a partir do teorema abaixo.
Seja t = 0 um ponto singular regular da Eq. (7.1) e sejam sy e sy < s; as raizes
da equacao indicial associada. Entao. a solucao geral da Eq. (7.11 &

T - U]I‘|{f] =5 nng(I]

onde a; e a, sao constantes arbitrdrias e T;(f) € dada por (7.2).
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Caso 1: Se s; — 5 nao € intero. entao

x

Ty(t) = f“gZ(f,,(ag)f'.: 7.3

n=0

Caso 2: Se s, = sy. entao
1 2

To(t) = Ty(t) Int + Zh,,(s!)r":
n={)
Caso 3: Se s; — s, = \. inteiro positivo. entao

To(t) = d, Ty (1) Int + 2 Zd,,(.sg}r".

n=(
Os coeficientes ¢, (s1). ¢,(52). b, (s1) e d, (s2) sao todos constantes e podem eventual-
mente ser zero. Em todos os casos. a solucao é vélida em um intervalo 0 < t < R.

7.1.1 Eremplo
Para exemplificar. vamos resolver a equacao de autovalores do Capitulo 3. que

é
T B 1 e
T"+(A+—=+—=)T =0. (7.4)
{ 4t2
A solucao proposta tem a forma
T:chfﬂ_n. \7-5:]
n=0 ™
E facil verificar que
T'= Z e (s + n)tst"?
n={
e que
Tu — ZC" &k = l)r:+r-—'2
n=0

Substituindo os resultados acima na Eq. (7.4 e multiplicando o resultado por #*/t*
chegamos & seguinte expressao:

(s = Dsco+ s(s+ Lyeyt +..(s+n— 1)y

+ep(n+s—1)(n+ )" +(s+n+1)s+n)at"

S Aot + oAt + L de,. SR S S (A

Fde, it + . Begt + Boyt® + iBeat”

+Bent™ ! + Beayit™? + .1/4co

+1/4et + .. 1/ e 3" + 1 e, t" + Lideat" A+ .. =0
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Igualando os coeficientes de cada poténcia de f a zero temos

: i
f.:[][-f"z — s+ =|=0.
que é a equacao indicial mencionada. As raizes sao s; = s = 1/2 pols supomos
co = 0. Portanto. a solucao da Eq. (7.1 deve ser da forma da Eq. (7.3 Ainda

podemos determinar que para n = 1
1
3(-‘?_‘ -+ l)l"'l -+ B(fu - 1(.‘] = U

o1l seja

¢y = —Bey.
Da mesma forma. para n > 2 temos a equacao de recorréncia

. .‘lf.'r,_g + Bﬁ'n_)
(n+s)(n+s—=1)+1/4

Cp =

que é utilizada para o calculo dos coeficientes ¢,(n > 2) em termos de ¢o. Como
s = 1/2. a equacao acima se torna -

B Ae, o+ Be,

Cn ;
n? -

Para determinar a segunda solucao sob a forma generalizada do mftodo de
Frobenius vamos escrevé-la na forma

T(t) = IntTy(t) + Z a,tmtr

m={)
com cg = 0 e ag = 0. Introduzindo
0
i = E Cnf"+d l‘l—.ﬁl
n=0

podemos escrever a solucao na forma

T(t)=ulnt + .
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Derivando duas vezes. obtemos

T s nd 40 4 S
t t2

Substituindo as duas iiltimas equacoes na Eq. (7.4}, ficamos com

uB u 2u' u Bi y
Intl' +ud+—+ S|+ —+""—S+dr+—+— =
[ t T BT
onde
u = Z{H feugh prte=l
n=0
Es
;.» = Z[”“" I‘]Hmf"Hr l.
m=0
e

=
.
i

= Z(m 4+ r = 1)(m+ r)t™"2 (

m=0

Todos os termos entre parénteses sao séries de Frobenius e como Int nao pode ser
escrito na forma de uma série de Frobenius. conclui-se que ~

u’ + 4+B+1 =0
. / 12 u=\u.

Isso simplifica consideravelmente o problema. E necessdrio. agora. considerar

T B % " o u 2
Al —+ —+1""= = — —
t 412 o t
(tilizando as Eqs. (7.61-(7.7) obtemos
2 ™ s o
Z c e 4 Z colp +8)t"T 2 = Z Aa,, t"" + Z Ba, "= 4
n=A4 rn={) m =) m={
b
Z a___;_'_'rm-fr- 2 *
m=A)

h
E (Hi 4= l]fr” 1 ;.)amfm+r '2.

m=H)
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O proximo passo é ignalar os coeficientes das poténcias ignais de t para obter

~ ~ 5

~
Z r_f,,frl+s_2 -9 § (” 4 .g,')(_'“f"_"'i' (. § am_gf”'”_z . Z Bum_]{rrur—‘z 4+

n=() n={0 m=2 m=]
«

Am  mtr—2
Sy X
4

m={)

s

Z{m 4 r=1Y(m -+ p)aat"r"=2.

rm={0
Explicitando as somas até m =2 chegamos em

-

Z r_‘,,f““_g[—i[n +s)+1] = Bayt™ B4 %{-'r’"z - %f'"l +r(r=1agt™ 2+

n=0
™
r(ir+ 1_)alf”1 + E A 2[.-1{1,,, 9+ Bay 1+
m=2

urrl
=3 + (m +r—1)(m + r)a
A menor poténcia de t a esquerda é. portanto. a primelira pot éncia. Por conseguinte.
a escolha r = 3/2 pode ser tentada. Entao

ag = _2(‘]‘
S
‘_-Lf':z -+ Bﬂn
ay=———.
1
e
2mem + Bam-1 + Aam-2 . )
am = para m 2> 2.

T1/44 (m+1/2)(m +3/2)

Portanto. a solucao geral de (7.4) pode ser escrita como

b ac

T(t) = Z l,,wrh+1 2Int + Z umrrru-.‘i 2

n=0 m—=A)
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