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REsSuMO

Neste trabalho, foram estudados dois modelos que possuem aplicacoes em contextos
fisicos. Um destes é caracterizado por um processo difusivo em um meio com vinculo
geométrico, comumente denominado modelo do pente, e o outro trata-se da difusao de
ions sob a acao de um potencial externo. Para o estudo desses modelos, fez-se necessario de
inicio, um apanhado geral sobre difusao, desde o movimento Browniano a difusao anomala,
e uma breve introdugao sobre calculo fracionario. O modelo do pente foi estudado em um
meio semi-infinito com uma superficie absorvente em x = 0. Particularmente, foi obtida a
evolucao temporal da densidade de particulas para qualquer posicao do sistema em termos
das condigoes iniciais juntamente com o deslocamento quadratico médio, a probabilidade
de sobrevivencia e a distribuicao de tempo de primeira passagem. Essas grandezas mos-
traram que os “bragos” se comportam como armadilhas quando consideradas derivadas
de ordem nao inteira. O segundo modelo consiste na difusao de cargas sob a influéncia
de potenciais externos em um sistema unidimensional de espessura d com eletrodos em
z = +d/2. Foi considerada condigdo de contorno genérica para a superficie do eletrodo
e um potencial qualquer impar aplicado ao mesmo, ou seja, uma célula eletrolitica. Para
esse caso, obteve-se a evolugao temporal do potencial para qualquer posicao z do sistema,
considerando tanto o potencial elétrico externo quanto a condi¢ao de borda genéricos. Foi
realizada, ainda, uma analogia com sistemas de medida de corrente em cristais liquidos
nematicos através de um potencial aplicado ao efetuar-se a medida, observando, assim,

valores similares aos resultados experimentais.
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ABSTRACT

In this work we studied two models that have applications in physical contexts. One
is characterized by a diffusive process in a geometric constraint medium, commonly called
comb-model, and the other consists in ionic diffusion under action of an external potential.
For this study it was necessary a general view about diffusion, ranging from Brownian
motion to anomalous diffusion, and a brief introduction of fractional calculus. Comb-
model was studied in a semi-infinite medium in the axis x with an adsorbing surface in
x = 0. It was obtained the temporal evolution of particles density for any position of
system in terms of the initial conditions along with mean squared displacement, survival
probability and first passage time. These quantities showed the existence of traps in
the ramification of comb when considered derivatives of not integer order. The second
model studied consists in charge diffusion under influence of external potentials in a one
dimentional system formed by a slab d with electrodes in +d/2. It was considered a
general boundary condition on surface of electrode with any odd potential applied, in
other words, an electrolytic cell. For this case it was obtained the temporal evolution
of potential for any position z of system, considering both the external electric potential
and the boundary condition generic. It was realized an analogy with a current measure
system in nematic liquid-crystals through with potential applied in the measure process,

thus finding similar results to the observed in the lab.
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INTRODUCAO

Fenomenos difusivos sao muito abundantes na natureza, desde o aroma de determi-
nado alimento se espalhando a trocas de nutrientes e elementos quimicos no interior de
organismos, dentre iniimeros outros processos. A presenca de difusao em diferentes meios
¢ um dos motivos dessa abundancia, tanto em meios liquidos e gasosos quanto em solidos.

Nesse contexto difusivo quanto ao meio, os processos ocorridos em meios gasosos se
apresentam como um dos mais presentes no nosso dia a dia, sendo inicialmente estudados
por Thomas Graham, em 1833. O quimico demonstrou experimentalmente que a taxa
em que cada um dos gases se difunde é inversamente proporcional a raiz quadrada de
suas respectivas densidades, ficando esta denominada como Lei de Graham. Em liquidos,
a difusao desempenha um papel igualmente importante, emergindo de seu estudo as de-
nominadas Leis de Fick, em 1855. Tem-se, nesse ambito, o estudo do transporte em
meios celulares, farmacos na corrente sanguinea, entre outros processos. Particularmente,
a grande variabilidade de fenémenos difusivos na natureza os tornam responsaveis por
processos indispensaveis para a vida e a manutencao do equilibrio.

Dessa forma, o conhecimento desses processos, tanto da sua dinamica temporal quanto
de outras caracteristicas, é de suma importancia. Nesse sentido, o presente trabalho pre-
tende investigar dois tipos diferentes modelos utilizados para estudar sistemas difusivos:
um deles trata da difusao em um meio com vinculo geométrico, mais especificadamente o
modelo do pente, e o outro da difusao ionica sob influéncia de potencial externo, o modelo
de Poisson-Nernst-Planck.

O estudo da difusao em meios com vinculo geométrico tem grande importancia na
descricao de difusao em meios porosos, onde as particulas possam ou nao ficar presas em
determinadas estruturas. Nesse contexto, surge o modelo do pente, do estudo da difusao
em “clusters’ de percolagao, como servisto de forma detalhada no capitulo 3. Essas estru-
turas que limitam geometricamente o sistema podem ser associadas a estruturas fractais.

Nesse sentido, ¢ interessante a anélise do problema com a aplicacao de uma derivada tem-



poral de ordem nao inteira na equacao de Fokker-Planck. A descricao de sistemas desse
tipo nao ¢é feita somente obtendo a solucao da equagao de Fokker-Planck. Pode-se obter in-
formagoes quanto ao seu comportamento com relagao as armadilhas observando também,
o deslocamento quadratico médio que informa como se espalham as particulas nesse meio,
a probabilidade de sobrevivéncia que diz o quanto do sistema continua a se difundir sem
ficar “preso nas armadilhas” criadas pelo vinculo geométrico, e ainda, a distribuicao do
tempo de primeira passagem que ira indicar o quanto o sistema demora para atingir de-
terminado estado. Dessa forma, podem ser obtidas mais informagoes quanto ao modelo,
possibilitando, assim, um estudo mais detalhado da influéncia do vinculo geométrico no
comportamento difusivo. Em sistemas desse tipo, é comum a difusao se dar de maneira
nao usual, ou seja, anomala, quando o segundo momento possui dependéncia nao linear
no tempo.

A difusao ionica é relevante, pois tem mostrado vasta aplicabilidade em varios siste-
mas fisicos, bioldgicos, e também, no ambito da industria e da engenharia. Transportes
celures constituem-se em sua grande maioria, de ions difundindo-se em meios aquosos, em
citoplasmas, permeando membramas, entre outros. Em industria e tecnologia, a busca
por otimizacao de baterias, supercapacitores, displays e circuitos eletronicos é cada vez
mais importante e dificil. Tendo em vista que grande parte dos sistemas citados anteri-
ormente pode ser descrita através de uma célula eletrolitica, torna-se de grande utilidade
o estudo da dinamica de cargas em células desse tipo, com um liquido ionizado em seu
interior globalmente neutro sob a agao de um potencial elétrico externo.

E nesse sentido se direciona este trabalho, que objetiva estudar esses dois modelos, o
do pente constituido de difusao com vinculo geométrico e o da dinamica de cargas em
uma célula eletrolitica sob a acao de um campo elétrico externo. O modelo do pente
serd estudado num meio semi-infinico na presenga de absor¢ao na origem do semi eixo,
funcionando como um sumidouro para a distribuicao. Para estudar a dinamica da dis-
tribuicao em um meio com essas caracteristicas, deve-se obter a solucao da equacao de
Fokker-Planck com a presenca de uma delta de y no termo difusivo referente ao eixo x,
respeitando as condigbes de contorno exigidas p(0,y;t) = p(oo,y;t) = p(x, £oo;t) = 0.
Para resolver a equacao de Fokker-Planck sujeita as condigoes de contorno especificadas,
serao utilizadas transformadas integrais. Devido a existéncia de absorcao em z = 0,
pretende-se calcular a probabilidade de sobrevivéncia e a distribuicao de tempo de pri-

meira passagem, para analisar o comportamenteo da distribuicao com relagao a presenca



da absorcao. Busca-se ainda, observar a influéncia de derivadas temporais de ordem nao
inteira nas grandezas calculadas, relacionando-as assim, com com a limitagao do meio.
No estudo da difusao ionica em uma célula eletrolitica, pretende-se resolver o sistema
de equagoes de Poisson-Nernst-Planck para um potencial elétrico externo genérico e uma
condigao de contorno qualquer. Aproveitando o cardter genérico da solugao a ser obtida,
utiliza-la em um sistema conhecido para diferentes interagoes na superficie do eletrodo,
analisando, assim, o quanto esta influencia em grandezas especificas.

Para tanto, torna-se necessaria uma introducao geral sobre a difusao, desde o movi-
mento browniano, equacao de Langevin, formalismo de Fokker-Planck a difusao anomala,
introducao esta tratada no primeiro capitulo. O segundo capitulo é dedicado ao cédlculo
fracionario, que sera utilizado no estudo do modelo do pente, onde foi adicionada deri-
vada temporal de ordem nao inteira. Realiza-se ainda um sucinto levantamento historico,
abordando as principais representagoes juntamente com suas transformadas integrais de
Laplace e Fourier e apresentando as fungoes de Mittag-Leffler e H de Fox com algumas
relagoes e propriedades, funcoes estas de grande importancia em calculo de ordem nao
inteira. Os capitulos 3 e 4 se destinam aos estudos do modelo do pente e da difusao ionica

em células eletroliticas respectivamente, sendo relatados os objetivos anteriormente.



1. DIFUSAO

1.1. Movimento Browniano

Estudado primeiramente em detalhes no ano de 1827, pelo botanico Robert Brown,
o movimento Browniano repercutiu muito além do que inicialmente se imaginara. O
que seria apenas um estudo do processo de fertilizacdo de plantas [1, 2] tornou-se de
grande importancia do ponto de vista cientifico, de tal forma que a descricao tedrica
dos fenomenos passou a ser realizada também de maneira estatistica, portanto, em total
contraste com as solucoes deterministicas das equacoes diferenciais que eram utilizadas
até entao.

Retomando estudos iniciais com respeito ao movimento Browniano, temos que Robert
Brown, em sua pesquisa sobre a fertilizacao de plantas, inicialmente observou o movimento
de graos de pdlen imersos em agua através de um microscopio, detectando um rapido mo-
vimento oscilatério. Apds sucessivas observagoes, ele descreveu o movimento dizendo que
a matéria é composta por pequenas particulas, as quais denominou moléculas ativas, que
apresentam movimento rapido e irregular, generalizando o movimento nao somente aos
graos de polen, sendo esse, entao, oriundo estritamente das particulas, ou seja, independe
do fluido em que estao imersas. Quanto ao tamanho, essas particulas seriam macrosco-
picamente pequenas, porém muito maiores que as moléculas do fluido puro [1, 3, 4]. Um
esquema da trajetéria de uma particula descrevendo um movimento Browniano pode ser
vista na Figura (1.1), nesta observamos o cardter aleatério da direcdo do movimento a
cada colisao.

Depois de Robert Brown, vérias investigagoes experimentais foram realizadas [5]. Vale
ressaltar os apontamentos de Gouy, além do movimento da particula ser muito irregular,
como ja havia sido observado, ele também é composto por: rotagoes e translacoes; as
particulas se movem independentemente; as trajetérias nao apresentam tangentes, ou seja,
as curvas nao seriam diferenciaveis; quanto menor a particula, mais ativo é o movimento,

e 0 mesmo se observa quando a viscosidade do fluido diminui ou quando se aumenta a



temperatura; e o movimento nunca para [1, 6, 7].
Apoés esse breve histérico do movimento Browniano, passa-se agora a descreve-lo de
maneira fisica a partir do que foi observado e caracterizado por Robert Brown e seus

sucessores.

Inicio

Figura 1.1: Trajedria de uma particula Browniana [4].

Existem diferentes maneiras de se abordar o movimento Browniano, desde o forma-
lismo de caminhante aleatério, em que o movimento microscépico da particula é governado
por distribuicoes de probabilidade, a utilizacao de equacao diferencial estocéstica, que
consiste na descricao via equacao diferencial acrescida de uma forga de caracter aleatorio,
como sera apresentada na secao seguinte, a equacao de Langevin. O movimento Brow-
niano das particulas microscépicas esta ligado a fenomenos difusivos em larga escala,
ou seja, o movimento difusivo global resulta do movimento aleatério das particulas que
constituem o todo. Observase que em qualquer das diferentes abordagens que podem ser

utilizadas para descrever esse movimento, tem-se a natureza aletoria do fenomeno.

1.2. Equagao de Langevin

As moléculas ativas, como denominou Robert Brown, o primeiro a observar esse movi-
mento, sao pequenas particulas. Consideremos aqui uma delas que possui massa m imersa

em um fluido e, dessa forma, sujeita a acao da forca de atrito. Assim sendo, pela Lei de



Stokes pode-se escrever essa for¢a como
F, = P, (1.1)

desse modo, a equacao de movimento para cada uma dessas particulas em questao é a
seguinte:
d’x  pdx —0 19
a2 i (12
A equag@o de movimento (1.2) é deterministica e restrita somente aos casos em que
a massa da particula é grande, tormando desprezivel a velocidade devido a flutuacoes
térmicas, ou seja, a massa da particula é de tal magnitude que as vibracoes devido a
temperatura nao influenciam na velocidade da mesma.

Segundo o teorema da equiparticao da energia,

%m(v2> = §kT, (1.3)

em que k é a constante de Boltzmann e 7" a temperatura. Para uma pequena massa m,
tal que a temperatura passa a influenciar na velocidade, uma velocidade térmica vy, pode

ser escrita como:

vp =/ (V%) = kET (1.4)

Como a velocidade térmica passa a ser observavel para pequenas massas, as equacgoes de
movimento para cada particula (1.2) tornam-se invélidas para descrever com exatidao o
fenomeno fisico. A massa da particula Browniana nao é pequena o suficiente a ponto de
desprezem-se as interacoes com as moléculas do fluido em que estd imersa. Assim sendo,
deve ser adicionada uma forca Fy(t) de cardter aleatério dando conta dessas flutuagoes
[4, 8,9, 10]. Com isso, pode-se escrever a equagao de movimento que descreve o sistema
de maneira coerente da seguinte forma

¢z fdv_p, 1.5

T T =T, (1.5)
sendo I'(t) a forca estocdstica por unidade de massa, denominada for¢a de Langevin.
Essa equagao de movimento apresentada para uma particula é uma equacao diferencial es-
tocastica, diferentemente da equagao deterministica (1.2). Esse cardter ndo deterministico

da equagao (1.5) surge em consequéncia da adi¢ao da forga de Langevin, ou seja, pelo fato

6



de nao se poder desprezar as colisoes da particula com as moléculas do fluido. Essa

equcao, a primeira do tipo diferencial estocastica, foi denominada equacao de Langevin.
Quanto a forga estocastica de Langevin I'(¢), como dito, foi adicionada para dar conta

das interagoes com as moléculas do fluido. Assim sendo, pode-se dizer que ela varia muito

rapidamente, uma vez que a paticula Browniana sofre intimeras colisées [4, 9], desse modo

((1)) =0, (L)) = q o(t = 1), (1.6)

sendo a ultima, a funcao de correlacdo. As funcoes de correlacao sao utilizadas para
informar o quanto uma determinada funcao distribuicao pode influenciar em outra. Nesse
caso, as forgas de Langevin para um tempo qualquer ¢ nao interferem de modo algum em
um tempo posterior t’. A densidade espectral da forca de Langevin informa como a forga

se distribui com a frequéncia, ela pode ser obtida segundo o teorema de Wiener-Khintchine
[4],
o0 .
Sw=2 [ dreGne ), (17)
—o0
em que ((t) é uma varidvel estocdstica, na qual foi aplicada a transformada de Fourier
e a considerada a funcao de correlacao para duas frequéncias distintas em um processo
estacionario. Desse modo, para a forca de Langevin,
(X) .
S(w) = 2/ dr e "7q (1) = 2q. (1.8)
—0o0
Quando a densidade espectral independe da frequéncia, como é o caso, denomina-se ruido-
branco; ja no caso da dependéncia de w ruido-colorido.
Pode-se determinar a constante q considerando como condigao inicial v(0) = vy. Para
esse caso particular, a equagao de Langevin apresenta solucao
t /
v(t) = voe 7" + / dt e (), (1.9)
0
sendo v = B/m. Através da correlagao da for¢a de Langevin (1.6), tem-se a fungao de

correlagao da velocidade

t1 to
(v(ty)v(ty)) = vy? e YiHt) 4 / dt, / dthy q 5(t, —t,) e Yittmti=t) (1 .10)
0 0
Integrando primeiramente 9, tem-se

<U(t1)1}(t2)> = Uoze_’Y(tl-l—tQ) + %(6_’Y|tl—t2| _ 6_7(t1+t2)) (111)
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para tempos grandes, yt; > 1, vto > 1, a eq. (1.11) ndo depende mais da velocidade

inicial, somente da diferenca dos tempos

(0(tr)o(ts)) = - el (1.12)
2y
Sabendo que, no estado estacionério, a particula Browniana possuira energia média
1 1 q
E) =~ D) = =m — 1.13
(B) =5 m (0(0)F) = 5 m o= (113)

de acordo com o teorema da equiparticao da energia (1.3) e lembrando que v = 5/m =
1/7, tem-se

_2BKT  2kT

m?2 mr

(1.14)

Devido a dificuldade de medida da correlacao da velocidade de uma particula Brow-
niana [8], é interessante neste momento, o célculo do deslocamento quadréticio médio.
Considerando que a particula analisada partiu de um tempo t = 0 em =z = 7 com

velocidade inicial v = v, tem-se por meio de integragoes de (1.11)

<($(t)—$0)2> :/Odtl/odt2 <U(t1)?)(t2)>, (115)

e integrando a partir da equacao (1.11), obtém-se
(a(t) — z0)?) = <U20 - %) (1_7;2@2 + % t— %(1 — e, (1.16)
Pode-se agora reobter o coeficiente de difusao obtido por A. Einstein em [3], em que
considerou o estado estacionario como inicial, e nao o considerado anteriormente. O desvio
quadratico médio da velocidade, de acordo com (1.13), é dado por (vy?) = q/(27). Para
tempos grandes (vt > 1), o deslocamento quadratico médio fica

kT
((z(t) — z0)*) = zm—7 t, (1.17)
sendo D = kT /M~. Podese escrever o segundo momento da mesma forma obtida por
Einsten em [3],
RT

Y=2Dt = ———t
() 3nNaan '

(1.18)

resultado este de grande repercussao, pois possibilita a obtencao do nimero de Avogadro,
uma vez que o desvio quadratico médio e o tempo podem ser medidos, e sendo conhecidas

a temperatura 7', o raio a da particula, e o coeficiente de fricgao 7.

8



Langevin em “Sur la théorie du mouvement brownien” no ano de 1908, retoma o resul-
tado de Einsten obtido no ano de 1905 em “Uber die von der molekularkinetischen Theorie
der ruhenden Flussigkeiten Suspendierten Teilchen”. Tem-se dessa forma, a equivaléncia
entre duas abordagens distintas para o problema do movimento Browniano, de Einstein
e de Langevin.

O que chama a atencao no trabalho de Langevin é a simplicidade com que foi tratado
o problema aplicando a segunda lei de Newton com forca de origem estocastica, obtendo o
mesmo resultado de Albert Einstein para o deslocamento quadratico médio. Essa simplici-
dade motivou a existéncia de objetos matematicos novos com propriedades nao usuais até
entao, o ruido branco e as equacoes diferenciais estocdsticas, que tornaram-se muito uti-
lizados posteriormente. Por esses fatos, ¢ mais comum encontrarmos nos livros didaticos
o tratamento tedrico de Langevin.

Esses resultados obtidos na descricao do movimento Browniano se mostraram de
grande importancia na época para garantir a confiabilidade da teoria cinética molecu-
lar, uma vez que, por meio destes resultados e com dados experimentais da época, foi

possivel estimar consideravelmente o nimero de Avogadro.

1.3. Equacgao de Fokker-Planck

A equacao de Fokker-Planck rege a evolucao da funcao de distrubuicao de varidveis
macroscépicas, funcao esta definida em um determinado espago de fase especifico para
o problema. Em esséncia, trata-se de uma forma especializada da equacao integral de
Boltzmann [11, 12] com cardcter estocdstico do movimento Browniano. Sua principal
aplicabilidade é na descricao de processos Markovianos, mais especificadamente quando
os saltos podem ser considerados pequenos [13]. Em processos desse tipo, o acontecimento
de determinado evento nao possui qualquer relacao com o evento ocorrido anteriormente.

Fokker, no ano de 1914, publicou “Die mettlere Energie Rtirender elektricher Dipole
im Strahlungsfeld® [14] (Energia média de rotacao de dipolos elétricos em um campo
de radiagao) em que apresentava resultados de sua tese orientada por Hendrik Lorentz.
Fokker visava obter a lei de distribuicao de probabilidade e desse modo, a energia média
de rotacao que depende do campo de radiacao. O momento angular dos dipolos varia no
tempo, possuindo, ainda, uma tendéncia a diminuir devido a perca de energia dos dipolos,

dessa forma o problema é analogo ao movimento Browniano. Assim sendo, Fokker obtém



uma equagao diferencial considerando o estado estacionério, resultado que generaliza a
equagao obtida no segundo artigo de Einstein sobre o movimento Browniano [15].

Fokker promete brevemente uma deducao detalhada da equacao em um artigo a ser
publicado, porém, demora quatro anos. Durante esse tempo, Planck, fazendo uso dos re-
sultados ja publicados de Fokker em seu estudo do calor especifico de moléculas diatomicas
e suas linhas espectrais, decide nao esperar mais, obtém e publica a prova em “Uber einen
Satz der statischen Dynamik and seine Erweiterung in der Quantentheorie” [16] no ano de
1917.

A equacao foi obtida também independentemente por Rayleigh [17] em 1891, para a
distribuicao de velociadade de uma particula em um banho térmico. Equacao similar foi
obtida também por Smoluchowski [18] em 1915, porém tudo indica que Fokker e Planck
nao tinham conhecimento desses trabalhos. Posteriormente, essa equacao também foi
obtida por Ronald Fisher em 1930 [19], no estudo de mutagoes genéticas raras, e por
Kolmogorov em 1931 [20], no estudo da transi¢do de probabilidade para um processo
Markoviano continuo.

Cosidere-se um processo estocastico ((t), e os tempos distintos 1, to e t3, tais que
t1 < ty < t3. A probabilidade condicional de ocorrer um evento em t3, tendo ocorrido
anteriormente eventos especificos nos tempos t; e ty respectivamente, pode ser escrita

cOomo

o0

Pz(y37t3|yl,t1)_/ Ps(ya, talyr, t1) Ps(ys, ts|ya, t2; v1, 1) dys, (1.19)

—00

denominada equacao de Chapman-Kolmogorov. Restringindo-se a um precesso de Markov

Ps(ys, tslyr, t1) = Pa(ys, ts|ya, ta), (1.20)
tem-se .
Py(ys, ts|yr, t1) = / Ps(ya, ta|yr, t1) Po(ys, tslya, ta) dys, (1.21)

também conhecida como integral de Smoluchowski. Substituindo-a na equagao (1.21)
Po=W, ys=vy, yo=2, yi=2x, ty=1, t3=1+At, (1.22)
e eliminando a dependéncia de t;, pode-se escrever, economizando notacao,
Wy, t+ dt|z,t) = W(y, At|z), (1.23)
de tal forma que
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Wy, 6t|z) /_Oo W (e, ta)W (y, At|2) d. (1.24)

Com o intuito de obter uma equagao para a transicao de probabilidade W (y, t|x), escreve-

se

| Rt g, (129

[e.9]

em que R(y) deve satisfazer:

lim R(y)=0 e R™(y) existe para y = Fo0. (1.26)

y—+oo

Utilizando a definicao de derivada parcial

/OO R(y)aW(g];ﬂx) dy — /°° R(y) lim Wy, t + Atlz) — W(y, t|x) Q. (127)

e e A—0 A

assumindo que se pode trocar a ordem do limite e da integragao

o oW (y, t|x ) > Wy, t+ Atlz) — W(y, t|x
[ R 2D 4, gy [ | Wt = Wt

0o —0 J_

dy, (1.28)

oo

substituindo W (y,t + At|z) na equagao (1.9.11), e fazendo uso da

/_ T RWW (g, t) dy = /_ T RGW (2 t) do, (1.29)
obtém-se:
| rw S dy=tm | [ Wt [ R A dy d:
- /00 R(z2)W (z,t|z)dz| . (1.30)

Expandindo R(y) em séries de Taylor em torno do ponto y = z, tem-se:

(y — 2)?

Rly) = R(z) +(y — )R (2) + L

R"(z) + ... (1.31)

Portanto,
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lm—/ / Wzt|x{ () + (y z)R’(z)—i—w}%"(z)—l—...}ﬂ/(y,Aﬂz)dydz

At—0 At

_/00 R(2)W(z,t|z) dz |, (1.32)

[e.e]

esta que, na condicao de normalizacao, pode ser escrita da seguinte forma
/ W(y, At|z) dy = 1, (1.33)

desde que W (y, At|z) seja uma funcdo densidade de probabilidade. Portanto,
e ow
/ R(y)—-dy = (1.34)

lim L /00 h W(z,t\x){(y — 2)R'(2) + =27 ~——R"(z)+ }W(y, At|z) dy dz | .

At—0 At oo J oo 2!

Pode-se escrever um a,(z,t) de tal modo que para um intervalo de tempo At,

(2, AF) = /_ Ty = 2 Wy, A=) dy, (1.35)
tem-se:
/_OOR(y)%—VZ dyzAH)A / W (z,tz){ ay(z, At)R'(2) + a2(2!At)R”(z)+... dz,(1.36)

Invertendo, novamente, a ordem dos limites com as integrais

/R dy—/Wzt\x

: al(ZA) / : a2(Z7At) "
AT A PO A Ty FE) T b (13D
e supondo
. an(z,At)
ilglo AL 0, n>2, (1.38)



se obtém

/OO R(y)aa—vz/dy = /00 W (z,t|x) [D(l)(z, tYR'(z) + DP(z,t)R"(2) | dz, (1.39)

em que:
) o ar(z,At)
PRGBS I TAr
(1.40)
@) _ i 280
PREO = I Tar

Obtém-se, agora, os dois termos R'(z) e R"(z), utilizando integral por partes para

ambos 0s termos, juntamente com a equagao (1.9.9), tem-se, entdo:

/ W (z,tlz)DW (2, t)R (2)dz = —/ R(z)g {D(l)(z,t|t)W(z,t)|x)} dz ;
o o z
[e8) 00 2
/ W (z,t|z)D® (2, t)R"(2)dz = —/ R(z)% [D(z)(z, t|t)W(z,t)|x)] dz . (1.41)
Substituidas a equagao (77?), resulta
> ow 0 0?
W 9\ pow| — 2| pe _ 1.42
[ G+ gy o] - galpew] =0 A

assim sendo

2

Pt 2 o0 oWt + 5

ot Dy o {D(Q) (y, )W (y, t!m)] : (1.43)

Esta é a equagao de Fokker-Planck para um processo de Markov unidimensional gover-
nado pela varidvel randémica ((t), sendo D) denominado termo de “drift’ (forca externa)
e D@ é o coeficiente de difusdo calculado a partir da equacdo de Langevin. O fato de a
expansao em séries de Taylor realizada em R(y) ser truncada em n = 2 se justifica por se

tratar de ruido branco.

1.4. Difusao andémala

A difusao anomala é qualquer processo difusivo em que o deslocamento quadratico
médio nao evolui de maneira linear no tempo. Ela foi abordada primeiramente no tra-

tado de Richardson sobre a difusao turbulenta, em 1926, e largamente utilizada no estudo
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de fenomenos de transporte desde a década de 60. Quanto a difusao andémala, pode-se
classificd-la no que diz respeito a sua natureza, usual, sub ou superdifusiva. Esta clas-
sificagao é realizada com base no comportamento do deslocamento quadratico médio, de
forma que um determinado fenomeno difusivo é denominado usual quando o deslocamento
quadratico médio é proporcional a t, do contrario, tem-se a difusao anomala. Em casos
particulares, o deslocamento quadratico médio pode ser do tipo t7 com v # 1. Para este
caso, o processo € superdifusivo quando v > 1 e subdifusivo quando v < 1.

A igura (1.2) ilustra esses dois regimes difusivos por meio de duas trajetérias. A pri-
meira delas se trata de um regime subdifusivo, nessa é possivel observar que a particula
se desloca como se estivesse confinada, ou sob determinada forca externa, diminuindo o
comprimento dos passos. A segunda trajetoria ilustrada representa um regime superdi-
fusivo, em que se pode ver grandes passos, caracterizando assim, uma distribuicao tipo

Lévy.

Figura 1.2: Trajetérias de dois caminhantes aleatérios: o primeiro deles sujeito a processo
subdifusivo e ao lado, um caminhante do tipo Lévy, em que a dinamica se da de maneira

superdifusiva [21].

Existem varias maneiras de se abordar o problema do movimento Browniano. Na se¢ao
da equacao de Langevin, foi utilizada uma equacao diferencial estocastica, diferentemente
de Einstein, que baseou sua teoria para esse movimento no formalismo de caminhante

aleatério discreto no tempo [4]. Resultados obtidos com o formalismo de caminhante

14



aleatorio com tempo continuo podem ser diferentes dos obtidos via movimento Browniano,
como também verificados em vérios experimentos [22, 23, 24, 25, 26].

O formalismo de caminhante aleatério consiste em uma particula se movendo discre-
tizadamente no tempo em diregoes aleatérias a cada passo. Um espago bidimensional,
por exemplo, com deslocamentos discretizados a cada intervalo de tempo At, pode ser

esquematizado na Figura 1.3.

Figura 1.3: Caminhante aleatério com tempo discreto [21].

Esse tipo de caminhante aleatério leva a equacao de difusao usual no limite do continuo.
O caminhante aleatério pode, ainda, ser tratado de diferentes maneiras, levando a dife-

rentes comportamentos difusivos, como sera visto posteriormente um desses casos.

1.4.1. Caminhante aleatério continuo no tempo

O formalismo de caminhante aleatério introduzido por Einstein [27] possui tanto o
tempo de espera quanto o tamanho dos passos discretos, resultando no limite de tempos
grandes na equagao de difusao. Por outro lado, podem existir casos em que essas variaveis
nao sao discretas, por exemplo, o caso do caminhante aleatério com tempo de espera
continuo no tempo. Pode-se ilustrar um caso bidimensional do caminhante aleatorio
continuo no tempo como mostra a Figura (1.4), com tamanhos de passos discretizados e
o tempo de espera podendo assumir qualquer valor, de maneira que, para cada passo, o
valor seja proporcional ao diametro do circulo.

O conceito de caminhante aleatério para tempo continuo foi introduzido por Montroll
and Weiss em 1965 [28, 29], porém a abordagem nao foi realizada no ambito da difusao
ou de um limite continuo, apenas foi abordada a continuidade no tempo como um caso

particular do problema. Como ja ¢é sabido, o problema consiste em obter a probabili-
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Figura 1.4: Caminhante aleatério com tempo continuo. Seja o tempo de espera proporcional
ao didmetro dos circulos, diferentemente da Figura (1.3), tem-se tempos de espera distintos,

representando a continuidade no tempo [21].

dade de encontrar o sistema em um dado estado m, um determinado tempo t, apds sua
partida no estado n. Fazendo uso da equagao de Chapman-Kolmogorov para processos

Markovianos, também conhecida como integral de Smoluchowski,

oo

%%Mmmj/%%MMMM%WWMm (1.44)

—00
em que r; e Tr9 podem assumir somente os valores discretos n e m, do mesmo modo
o tempo t discretizado em s7 sendo s = 1,2, 3..., escreve-se entao, a forma discreta da

integral de Smoluchowski

P(m,st|n,7) = ZP (s — 1)7|n|Q(m, k), (1.45)

em que Q(m,n) = P(m,7|n). Eliminando 7 apenas por questao de economia de notacao,

tem-se

P(m, s|n, 1) ZPk: s —1|n)Q(m, k). (1.46)
A condi¢ao de normalizacao pode ser ecrita como
Q(k, k) + > Qm, k) =1, (1.47)

em que m = k deve ser retirado da somatéria, como pode ser visto no primeiro termo.

Eliminando agora n, podemos escrever:

P(m,s)— P(m,s —1)=—P(m,s — 1) Z Q(k,m —{—Z‘P ,s—1) Q(m, k). (1.48)
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Em analogia com a equacao de Boltzmann para o caso em que as moléculas do gas
podem colidir somente contra os centros fixos ou moléculas que tenham uma determi-
nada distribuicao de velocidade [11], a taxa de variagdo de P(m,s) no tempo se deve
as transicoes de k para m, que geram um aumento da distribuicao P, diminuidas das
transicoes de m para todos os possiveis valores de k, uma vez que estas diminuem a dis-
tribuicao P(m, s), lembrando o fato de a equacao acima estar no espago de Laplace. Para
resolver a (1.48), precisamos de uma dada distribuigao inicial, assim como um mecanismo
ou causa fisica que gera o caracter estocastico especificado por (). Assim sendo, a condi¢ao

inicial para a (1.48) é
P(m,0ln) = P(m,0) = 0mn, (1.49)

sendo d,,, uma delta de Kronecker. A condigao inicial nos garante o estado de partida
n da particula. Considerando um caminhante aleatério que se move somente em uma
dimensao, o eixo x, e que cada passo desse caminhante tem comprimento A e possui
duragao no tempo igual a 7. Desse modo, interessa a andlise da probabilidade de uma
particula estar em determinada posicao mA, tendo se passado um tempo s7T apods sua

partida em nA, essa pode ser expressa por:
P(mA, sTInA) = P(m, s|n). (1.50)

O fato de a particula ser livre é introduzido através da probabilidade de transicao Q

escrita como:

1 1
Q(m, k}) = éém,k—l + éém,k—&—l- (1.51)
Substituida na (1.46), obtém-se
1 1
P(m,s) = 5P(m+1,s— 1)—|—§P(m—1,s— 1), (1.52)

que deve ser resolvida sujeita a condigao inicial (1.49). A solugao foi obtida em [11]

s!
25[(In —m| +s)/2]! [(In — m| — s)/2]""

que pode ser devidamente verificada através de subistituigao direta em (1.48). Conside-

P(m, sln) = (1.53)

rando agora a equacao (1.52) com os intervalos A e 7 para o deslocamento e o intervalo

no tempo respectivamente, tem-se:

P(mA, stinA) — %P[(m +1)A, (s — Dr|nA] + %P[(m C 1A, (s — DrfnA]. (154)
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Diminuindo o termo P[mA, (s — 1)7|nA] dos dois lados da equagao, é possivel obter
P(mA, st|nA) — P[(mA, (s — 1)7|nA] =
1
§{P[(m + 1A, (s = 1)7|nA] — 2P[mA, (s — 1)7|n4]
+ P[(m —1)A, (s — 1)7’|nA]}, (1.55)

podendo esta ser reescrita como:

PImA, sTInA] — P[mA, (s — 1)7|nA]

T

%{P[(m 1A, (s — 1)rlnA] — 2P[mA, (s — D)7|nA]
+ Pl(m —1)A, (s — 1)T\nA]}. (1.56)

Considera-se, agora, um grande numero de pequenos deslocamentos de curta duragao,

formalmente dizendo, quando A e 7 tendem a zero
A?/(21) =D, nA =z, mMA—T, ST=t (1.57)

Na equacao (1.56), utilizando a definigao de derivada tem-se a equacao diferencial parcial

oP  _o°P

E — w, (1.58)

sendo P(x,t|zg,ty) agora escrito como P. Essa equagao é a base da teoria de Einstein para
o movimento Browniano e mostra que, em determinado limite, a solu¢ao do problema do
caminhante aleatorio se reduz a resolver a equacao de difusao. As condigoes impostas

sobre a densidade de probabilidade P sao

/00 P(z,tlxg)de =1, (P >0), (1.59)

yn% P(z,tlxg) = §(x — o), (1.60)

sendo aqui considerado o tempo inicial igual a zero, ou seja, ty = 0. Essas condigoes
juntamente com o fato de p(fo0, t|xo) = 0, resulta em
1 _ (w—aq)?

e 4Dt s 16].
2v/ Dt ( )
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com o valor médio (z(t)) = x e a variancia 0® = ([z(t) — z¢]?) = 2Dt. A dependéncia
linear da variancia no tempo mostra que, nesse caso, a difusao ocorre de maneira usual,
ou seja, o caminhante aleatério no limite do continuo, como consta na equagao (1.57),
leva a um processo difusivo usual.

No caso do caminhante aleatério continuo no tempo, diferentemente do caso anterior,
o intervalo de tempo entre os saltos é dado por um infinitésimo de tempo. O caminhante
da um passo de comprimento em direcao arbitraria x em um dado intervalo de tempo
t et = dt. Os passos sao estatisticamente independentes, ocorrendo em intervalos de
tempo aleatérios. Escreve-se entao, o comprimeto do salto como uma funcao densidade
de probabilidade

Ax) = /Ooow(a:,t)dt, (1.62)

assim como o tempo de espera
w(t) = / Y(x,t)de, (1.63)

em que A(x)dz corresponde & probabilidade de um salto de comprimento L em um dado
intervalo x — x+dx, e w(t)dt a probabilidade de um tempo de espera Ty, em um intervalo
de tempo t — t + dt. Desta forma o caminhante pode ser descrito por uma funcao
densidade de probabilidade v (z,t), sendo L e Ty varidveis randomicas independentes,
podem ser desacopladas da seguinte maneira ¥ (x,t) = w(t)A(z).

Assim, pode-se ter divergéncia tanto no tempo de espera quanto no comprimento dos
saltos, dependendo da natureza das fungoes w(t) e A(t). Dos casos desacoplados, tem-se
por exemplo, o caso com tempo de espera médio finito e a variancia do comprimento
de salto divergente, caracterizando distribuigoes do tipo Lévy, ou ainda, o caso em que
o tempo de espera médio diverge permanecendo a variancia do comprimento dos saltos
constante, caracterizando o caminhante aleatério com tempo fractal.

Estabelece-se agora, um paralelo entre os caminhantes aleatérios com tempo discreto
e continuo. No caso em que o tempo é uma variavel discreta, tem-se saltos sucessivos
ocorrendo entre intervalos de tempo uniformes, ja no caso em que o tempo evolui continu-
amente, a duracao entre os saltos constitui a variavel aleatoria, dessa maneira, a previsao
da posicao seguinte do caminhante pode nao requerer somente um conhecimento local da
caminhada, mas também do momento em que ocorreu a anterior. Essa dependéncia com

relacdo ao estado do sistema e sua histéria passada revela que o CTRW (Caminhante
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Aleatério Continuo no Tempo) é um processo nao Markoviano [30]. Tendo observado e
analisado algumas caracteristicas com respeito ao problema do CTRW veja-se posterior-

mente o processo difusivo a que ele se associa.

1.4.2. Equacao de Difusao Fracionaria e Caminhante Aleatéorio Continuo no

Tempo

A equagao de difusao pode ser obtida por meio da equacgao integral para o CTRW utili-
zando a transformada de Fourier [4], procedimento este apresentado a seguir. Considera-se

o tempo médio de espera

@w>:£mm@mu (1.64)

e a variancia do comprimento do salto [21]

o0

02:/ 2*A(z)dx. (1.65)

oo
Através dessas médias, pode-se caracterizar diferentes tipos de CTRW, considerando na-
tureza finita ou divergente dessas quantidades. Para o caminhante aleatério em uma
estrutura fractal, pode-se ter a variancia o? finita, mas o tempo médio de espera (Ty)
divergente. Em um caso mais geral, qualquer desses diferentes CTRW podem se descritos

através da equagao integral [1]

n(x,t) = /_Oo dx’ /000 n(x (2 — 2t —t)dt' + 5(x)o(t), (1.66)

sendo 7(x, t) a probabilidade por unidade de deslocamento e de tempo, de um caminhante
aleatdrio que tenha chegado em x no tempo ¢t e em 2’ no tempo t', sendo o tltimo termo,
produto de duas deltas, a condicao inicial do caminhante.

Assim sendo, a func¢ao densidade de probabilidade W (x,t) do caminhante inicialmente

em z no tempo t é dada por

IV@J%:AanJﬁG@—ﬂMﬂ (1.67)

em que
G(t)=1- /tw(t’) dt’ (1.68)
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é a probabilidade do caminhante nao saltar durante o intervalo de tempo (0, t), ou seja,
se manter na posic¢ao inicial. Aplicando a transformada de Laplace nas equagoes (1.67) e

(1.68) e utilizando o teorema da convolucdo, tem-se

Wix,s) = én(x, s)[1 —w(s)]. (1.69)

Para se determinar n(x,s) deve-se voltar a equagao (1.66) e aplicar a transformada de
Laplace sobre a variavel temporal e a de Fourier sobre a variavel espacial. Fazendo uso

das transformadas integrais, tem-se

7](’%7 8)[1 - w(’%7 S)] =1 (170)
Utilizando o resultado anterior, obtém-se, para uma condigao inicial genérica Wy(z),

[1 — w(s)[Wo(x)
sl —(k, s)]

Essa equacao se aplica tanto a sistemas em que apresentam o comprimento do salto

W(k,s) =

(1.71)

acoplado ao tempo de espera, como no caso em que eles sao separaveis.
Analisando de maneira formal, podem-se dizer que a equacao (1.71) corresponde a

uma equacao mestra generalizada [31] do tipo
8W t)
(z / dm/ K(zx — a2/t —t"W(', t')dt". (1.72)

Essa equivaléncia fica evidente se forem aplicadas as trasformadas integrais em (1.71) e

particularmente, se for utilizado o “kernel’

[¥ (s, 8) —w(s)]s
1—w(s)

m (1.72). Reescrevendo a equagao mestra generalizada em termos da fungao densidade

K(k,s) = (1.73)

de probabilidade de salto 1 (x,t) como uma equagao integral, tem-se
W(x,t) = / dx’ / (x— ot =t YW(a' t)dt' + G(t)d(x), (1.74)
—0o0 0

em que G(t) é a probabilidade do sistema se manter no estado inicial, do mesmo modo que
a equagao (1.68). A equagao anterior é em esséncia, a equac¢ao de Chapmann-Kolmogorov
[4], e equagoes desse tipo sao largamente utilizadas para truncar aproximagoes em equagoes

de difusao fraciondria [32].
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Escrevendo a func¢ao densidade de probabilidade W (k,t), equagao (1.71), para um
caminhante aleatério cuja distribuicao de tempo de espera seja caracterizada pelo com-

portamento assintotico
w(t) ~ (r/H), 0<y<1, (1.75)

pode-se assumir a gaussiana como a funcao densidade de probabilidades de passos

1
Az) = e/ (0% (1.76)
oV 2T

sendo que ¢ ¢é finito. Utilizando essas equagoes e ignorando os termos de ordens superiores
na (1.71), obtém-se

_ Wo(x)
W(k,s) = St 0Tt s 2 (1.77)

Invertendo a transformada de Laplace e utilizando propriedades da funcao de Mittag-

Leffler (segao 2.4.1), pode-se escrever
Wik, t) = Wy(r)E, { — 02n2(t/7)7/2] : (1.78)

sendo E.(—A7t7) a fungao de Mittag-Lefller, que satisfaz a seguinte equacao diferencial

d .

It ==\ oD (F(1)), (1.79)
sendo oD; 7(...) o operador fracionario na representacdo de Riemann-Liouville (secio
2.2.2). Invertendo, agora, a transformada de Fourier, em que k? corresponde ao operador

de derivada parcial de segunda ordem, tem-se, entao, a equacao de difusao fracionaria

0 1 O?
aW(.Z’,t) = Kfy ODt V@W(Z}t), (180)
com o coeficiente de difusao dado por
K,= lim o%/(27). (1.81)

7—0, 02—0

Solugoes fundamentais para um caminhante partindo de x¢y = 0 no tempo inicial ¢ = 0,

dadas em termos das funcoes H de Fox, podem ser escritas como

n/2
1 = (—1)" a?
Wiz,1) = VAK nZ:O n!T(1 —~[n+1]/2) Et ’ (182)
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que, no limite assintético |z| > /K,t7, conduz a

W (x,t) ~ . 2] DV IGT)T (g g3)
VATEK 1 (2 — ) \ 2/ Kt

A abordagem apresentada considera o movimento Browniano continuo no tempo, em
consequéncia disso, foi obtida uma equagao de difusao com derivadas de ordem nao inteira
na variavel também temporal. Podem ser considerados também, casos com continuidade
nos passos do caminhante aleatério, obtendo uma equacao de difusao com derivadas fra-
ciondarias na posicao.

Quando a derivada fracionaria é aplicada a varidavel temporal, tem-se alteracao na
distribuicao de tempo de espera relacionado ao formalismo de CTRW. Essa alteracao
pode ser analisada através do calculo do segundo momento.

No caso em que a derivada fracionaria é aplicada a varidavel espacial, a alteracao
ocorre na distribuicao do comprimento dos saltos, conduzindo as distribuigoes de Lévy,

que apresentam comportamento superdifusivo com o segundo momento divergente.
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2. CALCULO FRACIONARIO

2.1. Breve apanhado histérico

Muitas generalizacoes e extensoes de teorias se motivam naturalmente em momentos
de reflexao e de curiosidade para com a natureza e as ferramentas matematicas utilizadas
para tentarmos entendé-la. Do mesmo modo, ocorreu com o calculo fracionario, tendo seu
desenvolvimento se iniciado nao muito depois do calculo diferencial e integral desenvolvido
por Newtom e Leibniz.

Referéncias sobre o assunto apresentam um consenso quanto a origem do céalculo fra-
cionario, sendo mais aceita a famosa carta de I’Hopital a Leibniz no ano de 1695, ques-
tionando o significado de, em uma derivada de ordem n, utilizar n = 1/2. Leibniz, sem
muito rigor, responde I'Hoptal: “Segue que d“/?z serd igual a x /dx : x, um aparente
paradoxo, a partir do qual um dia serdo tiradas consequéncias tuteis” [33].

Euler também se dedicou a este problema, propondo em 1730, que interpolacoes na
derivada poderiam auxiliar na obtencao de tais derivadas de ordem nao inteira. Indire-
tamente, no ano de 1772, tem-se Lagrange com uma grande contribui¢ao para o célculo
fracionario, ao desenvolver a chamada lei dos expoentes, mesmo sendo demonstrado pos-
teriormente nao ser vélida para qualquer funcao [33, 34, 35].

Lagrange, em 1772, publica “Sur une nouvelle espece de calcul relatf a la diferentiation
a lintégration des quantités variables”. A contribuicao deste trabalho estd na Lei dos
Expoentes para operadores de ordem inteira

dm dn dm+n
dom dzn? ~ dgmn

(2.1)

Embora esse resultado publicado por Laplace se restrinja somente a operadores diferenciais
de ordem inteira, ele foi de grande importancia no desenvolvimento da teoria do calculo
fracionario, em que m e n sao numeros nao inteiros.

Em 1812, Laplace escreve a derivada fracionéria em termos de uma integral [33, 36]. No

ano de 1819, o calculo fracionario foi mencionado pela primeira vez em um texto cientifico
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por Lacroix, ele obteve a derivada fracionaria de um polinémio de ordem qualquer, sendo
utilizada uma derivada de ordem nao natural, menor ou igual a ordem do polinomio
escrita em termos da fun¢ao Gamma [33, 37]
ar C(m+1)
dzn” I'(m—n+1)zmm

(2.2)

Outra representacgao integral para as derivadas fracionérias foi obtida por Fourier no ano
de 1822

a* 1 [t tee um
dxuf(:c) “o ] f(a)da /_OO p" cos (p:c — pa + 7) dp, (2.3)

dizendo “The number u will be regarded as any quantity whatever, positive or negative” [38],
ou seja, sendo u um nuimero qualquer.

A primeira aplicacao para o célculo fracionario surgiu em 1823, com o problema da
tautocrona, que consistia em determinar uma curva tal que, sendo abandonado um corpo
sobre qualquer ponto da curva (sujeito apenas & agao gravitacional) seu tempo de descida
seja sempre o mesmo. Abel encontrou o tempo de descida como um caso particular da

defini¢ao de integral fracionéria de ordem 1/2 a menos de uma constante multiplicativa

/O (o= 2 ()t (2.4)

Essa ¢é precisamente a mesma forma utilizada por Riemann para definir operagoes [33, 39].

O primeiro grande estudo realizado por Liouville em 1832, motivado por tudo que ja
havia sido feito, mas principalmente pelos trabalhos de Abel e Fourier em uma sequéncia
de trabalhos [40, 41, 42], publica “Mémorie sur le changement de la variable dans le calcul
des defférenties a indices qualconques”, obtendo o que é conhecido hoje como a primeira

férmula de Liouville para derivada fracionaria:

DV f(x) = i Cpa) e, flz) = i Cne™™, (2.5)

n=0 n=0
“sendo u um numero qualquer, inteiro ou fracionario, positivo ou negativo, real ou ima-
gindrio”, segundo o autor [43].
Sequencialmente a todos esses trabalhos tém-se muitas outras contribuicoes de outros
autores, porém algumas sao consideradas de maior importancia. Nesse contexto, tem-se
os trabalhos de William Center [44, 45, 46], o primeiro, em 1848, se destaca por tratar

de um ponto importante na solidez do formalismo fracionario para o calculo: a derivada
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de uma constande deve ser zero para qualquer ordem. W. Center utilizou o método de

Lacroix

d ’ m F(m + 1) m—0

sendo m = 0 para qualquer # > 0. O método de Lacroix resulta em um resultado finito.

Utilizando agora, o método de Liouville

D

6 >0, m+6 >0, (2.7)

para m = 0, tomando-se o limite lim,, ,oI'(m) = oo, ou seja, a derivada de uma cons-
tante é zero, diferentemente do resultado obtido com a representacao de Lacroix para a
derivada fracionaria. W. Center se posiciona da seguinte maneira com relacao aos dois
resultados obtidos: “The whole question is therefore now plainly reduced to this, what is
(d/dz)x° when 0 is a positive proper fraction? For when this point is settled, we shall
have determined at the same time which of the two systems we must adopt.” A questao
se resolverd quando se souber dizer qual o valor de (d/dz)?2° para 6 igual a uma fracio
positiva [33, 44].
No ano de 1869, Sonin, partindo da integral de Cauchy, escreveu a derivada fracionaria
para uma funcao f(z) qualquer, tal que
n!

D" fia) = g [ e 29
porém nao basta substituir n por 7, uma vez que surge uma ramificacao em x = &, e nao
mais um polo como ocorria anteriormente. Dessa forma, o contorno C' deve ser modificado
para algum do tipo Bromwich [47, 48].

Trabalhos de Riemann descobertos apds sua morte foram publicados em 1892. Ele
sugeria uma generalizacao da série de Taylor e para as derivadas

D7 f(x) = ﬁ /j(m — )7 f(t)dt + (z), (2.9)

em que foi introduzida a fungao ®(x) para dar conta da ambiguidade gerada pelo li-
mite de integracao inferior, sendo esta posteriormente eliminada, nao estando presente na
representacao atual de Riemann-Liouville, que serd vista adiante.

Os trabalhos no decorrer da construgao do que se conhece hoje por célculo fracionério

nao param por aqui, do mesmo modo que nao foram apresentados todos eles desde o
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surgimento até 1892 com Liouville, importantes autores nao foram citados, como Letnikov,
Caputo, Grinwald, entre outros. Porém, a seguir, passa-se as defini¢coes de derivadas e as

integrais fraciondrias.

2.2. Derivada fracionaria

Existem algumas das diferentes representacoes do operador fracionario D7, de modo
que a escolha de qual representacao utilizar depende do problema a ser tratado. Se o alvo
sao equacoes diferenciais com condigoes de contorno, utiliza-se a representacao de Caputo
e Riemann-Liouville, mas, se o trabalho consiste em problemas numéricos, convém utilizar
a representacao de Griiwald-Letnikov para o operador fraciondrio [49, 50, 51]. Nao serao
apresentados os desenvolvimentos necessérios para escrever as diferentes representacoes

das derivadas fraciondrias, uma vez que este nao é o foco principal deste trabalho.

2.2.1. Grunwald-Letnikov

Inicialmente, sao unificadas as notacoes escrevendo a derivada de ordem inteira como
sucessivas integrais. Utilizando a definicao de derivada como um limite, escrevendo esta
para uma determinada ordem p e fazendo uso da notacao dos coeficientes dos binémios
de Newton, é possivel generalizar o resultado para um p qualquer

DPF() = lim h‘pzn:(—l)”"(p>f(t—rh): lim  fP@), (210

h—0; ah=t—a 0 r h—0; ah=t—a
r=

em que

00 =1 Y (M) e, (2.11)

r=0
sendo ,D? o operador diferencial para uma derivada de ordem p > 0 e sendo a e t os
terminais ou limites da operacao. Utilizando propriedades dos bindémios de Newton, é

possivel escrever o limite em termos de uma soma

DU = 1P

k) (a)(t — a) P+
Z F(-p+k+1)

1
L(=p+m+

m
k=0

+

t — )y Al (D gy )
5 [ = ar (2.12)
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sendo consideradas continuas as derivadas da funcao f*, (k = 1,2, ...,m+1) no intervalo
la, t], com m inteiro tal que m > p — 1.

A representagao da derivada fraciondria de Griinwald-Letnikov como um limite nao
¢é interessante, pois impossibilita grande liberdade de manipulacao, diferentemente da
equagao (2.35), em que a derivada de ordem nao inteira é escrita como uma integral,

facilitando assim, a resolucao de problemas.

2.2.2. Riemann-Liouville

Analogamente ao procedimento realizado para escrevermos a representagao de Griinwald-
Letnikov, pode-se também, escrever as derivadas e as integrais em uma mesma notacao
para a representacao de Riemann-Liouville. Através de uma funcao genérica continua e
integravel em um intervalo finito, é possivel escrever a (k — n)-ésima derivada da fungao
f(t) como

(k—n) 1 t
P = oDt [ (¢ 7 (213)

I(n)— J,
sendo (a,t) o intervalo em que f(t) é continua e integravel, e D¥ com k > 0 representando
k diferenciagoes. Pode-se generalizar esta tiltima para uma ordem qualquer mantendo o

inteiro k, e substituindo n por um ntmero real qualquer, tal que k¥ — a > 0, de modo a
obter

1 dF

DFf(t) = m%/a (t —7)* L f(r)dr, 0<a<), (2.14)

sendo necessario o > 0 para garantir a convergéncia da integral. Reescrevendo a equacao

anterior sem perca de generalidade, para 0 < a < 1, sendo p = k — a tem-se

1 dF

m%/a (t=n)" f(r)dr,  (k—1<p<k) (2.15)

D7 f(t) =

Essa é a representacao de Reimann-Liouville para a derivada fracionéria. E relevante o
fato dessa representacao ser uma derivada de ordem inteira de uma integral fracionaria.
Essa definicao foi de grande importancia no desenvolvimento da teoria de derivadas e de
integrais fracionarias, assim como nas aplicagoes em matematica, na definicao de novas

fungoes, na resolugao de equagoes diferenciais [52], entre outras.
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2.2.3. Caputo

Como visto, a representacao de Riemann-Loiuville teve grande repercussao. Aplicagoes
em problemas de contorno que surgem na fisica e nas engenharias, alimentados pela neces-
sidade de aplicacoes, precisam de funcoes e suas derivadas bem definidas nas fronteiras do
problema, em que falha a definicao de Reimann-Liouville. Dessa forma, havia um conflito
entre a bem estabelecida e elegante matematica com as necessidades praticas.

Colocando um fim nesse impasse, Caputo, em [53], escreve sua representacdo para a

derivada de ordem nao inteira

¢ Do = L t f(n)(T) T n— a<n
“th(t)_f‘(a—n)/a (t_T)aH_nd, ( 1 <a<n), (2.16)

em que f(t) é restrito as condi¢oes de continuidade ja conhecidas, e quando o — n, a

representagao de Caputo se torna uma derivada usual da fungao f(¢).

2.3. Transformadas integrais

Tendo em vista as aplicagoes das derivadas fraciondrias na fisica e nas engenharias,
mais especificamente na descricao de sistemas de comportamento nao usual, sendo estes
sistemas geralmente descritos através de equagoes diferenciais, tem-se entao, a tarefa
de resolver equacoes diferenciais de ordem nao inteira. Uma grande ferramenta nesta
tarefa sao as transformadas integrais. Neste sentido, serao apresentadas nesta secao as
transformadas integrais de Laplace e Fourier das principais representacoes dos operadores

diferenciais fracionarios.

2.3.1. Laplace
Derivada fracionaria de Riemann-Liouville

A transformada de Laplace da representacao da derivada fracionaria de Riemam-
Liouville é obtida utilizando sua integral fracionaria. Sejam as integrais fracionarias de

Griinwald-Letnikov e de Riemann-Liouville de ordem p > 0 definidas por

D7 f(t) = ﬁ / (t — 7y f(r) dr, (2.17)

pode-se escrevé-las como uma convolugao das fungoes g(t) = t*~! e f(t) tal que
D () =), (2.18)
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sendo a transformada de Laplace da funcao t?~*

G(s) = L{tr"1; s} =T'(p)s 7. (2.19)
Dessa forma, com a convolugao para a transformada de Laplace

L{f(t)g(t); s} = F(s) G(s), (2.20)

obtém-se a transformada de Laplace da integral fracionaria de Riemann-Louville e de

Grinwald-Letnikov:

L{DPf(1); s} = LoD, P f(8); s} = 577 F(s). (2.21)

Atendo-se a transformada de Laplace da derivada fracionaria de Riemann-Liouville,

pode-se escreveé-la da seguinte forma:

oDf f(t) = ¢™(), (2.22)

o) =D ) s [ ar (2.23)

(n—1 < p<n).

Utiliza-se a transformada de Laplace para uma derivada de ordem inteira
L{f"(t);s} = s"G(s) = Y " F gk =snG(s) =) s g D(0). (2.24)

A transformada de Laplace da fungao g(t) é dada por
G(s) = s " PF(s). (2.25)

Em conjunto com a definigao de derivada fracionaria de Riemann-Liouville

1 dk t
DVf(t) = =——— | (t—7)""" f(r)d k—1<p<k 2.2
DL = g |, (=7 S (=1<p<h. (220
considerado limite inferior a = 0, tem-se que
n—k—1 dr+! (n—p) p—k—1
g ) = oD f(0) = oDy (), (227)

Substituindo (2.25) e (2.27) em (2.24) obtém-se a expessao final para a transformada de

Laplace da derivada fracionaria de Riemann-Liouville de ordem p > 0:

LDy (1)) = F () - S [oDF " f(0)] (2.28)

1
t=0
=0

(n—1<p<n).
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Derivada fracionaria de Caputo

Visando & estabilidade da transformada de Laplace da derivada fracionéaria de Caputo,

podendo a derivada fracionaria ser escrita como

CDy f(t) = ! )/:(f(n)(T)dT (n—1<a<n), (2.29)

Fa—n t —)etl-n’
escreve-se ela da seguinte forma:
DL f(0) =Dy "), g(t) = ), (2.30)

(n—1<p<n).

Utilizando agora (2.31) para a transformada de Laplace da integral fraciondria de Riemann-

Liouville tem-se

L{GD} f(t);s} = s " PG(s), (2.31)
que, de acordo com (2.24),
n—1 n—1
G(s) = s"F(s) = > _s" 1 f0(0) = s"F(s) = Y s* f51(0). (2.32)
k=0 k=0

Substituindo a tdltima em (2.31), obtém-se a transformada de Laplace da férmula de

Caputo para a derivada fracionaria:

LY (1)} = F (5)— 3 s+ 9(0), (2.33)

n—1<p< n7) (2.34)

Dessa maneira, a derivada fraciondria, segundo Caputo, torna-se mais apropriada no
tratamento de problemas de contorno, pois sua transformada de Laplace depende da
condicao inicial da funcao. A transformada de Laplace costuma ser utilizada na resolucao

de equagoes diferenciais de ordem nao inteira.

Derivada fracionaria de Grunwald-Letnikov

Considera-se, primeiramente, o caso em que 0 < p < 1, sendo a derivada fracionaria

de Griinwald-Letnikov, com limite inferior a = 0 para a funcao f(¢) e contorno em ¢ = 0,
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escrita como:

D7 () = _lim o fi(D)

konhtu

_ f t—a Ptk 1 ! m—p £(m+1)
- Z p+k:+1) +F(—p+m—|—1)/a(t_7> AL

O
s [ =0 (235)

Utilizando a equagao (2.19), a convolugao e a transformada de Laplace da derivada fra-

oD; f(t) =

ciondria de ordem inteira (2.24), obtém-se

0 1
O,
s+P s+—P

L{oDY f(t); s} = (sF(s) = £(0)) = 5"F(s). (2:36)

que ¢é a transformada de Laplace da representacao de Griinwald-Letnikov para a derivada

de ordem nao inteira.

2.3.2. Fourier

Uma fungao qualquer absolutamente integravel em um intervalo (—oo, 00), sua trans-

formada exponencial de Fourier é dada por

o0

F{f@t);w} = / e f(t)dt, (2.37)

—00

com inversa

2

ﬂw__l-/f}wa@Mw. (2.38)

Com isso, pode-se escrever algumas consideracoes necessarias posteriormente. Seja a

:/_Zf(t—T dT—/f gt —1)d (2.39)

sendo as duas fungoes definidas no mesmo intervalo designado para a existéncia da trans-

convolugao

formada individual, a transformada de Fourier é dada por
FLf(#) * g(t);w} = H(w)G(w). (2.40)
Também convém apresentar a transformada de Fourier de uma derivada de ordem inteira

F{f™;w} = (—iw)"H(w). (2.41)
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Integrais fracionarias

Primeiramente, para calcular a transformada de Fourier da integral fracionaria de

Riemann-Liouville, considera-se o limite inferior a = —oo, ou seja,
1 t
—« a—1
oDy Y g(t) = —F(a) /Oo(t — 1) g(7)dr, (2.42)

em que 0 < a < 1. Calcula-se, de inicio, a transformada de Laplace da fun¢ao

tafl
h(t) = . 24
) = 7 (2.43)
De acordo com a (2.19), tem-se
L /OO t* temstdt = 579, (2.44)
['(@) Jo

fazendo s = iw, com w real e por meio do teorema de Dirichlet obtém-se a integral (2.44),

convergente para 0 < a < 1. Seja a transformada de Fourier da funcao

da forma
F{hi(t);w} = (—iw)™. (2.45)

A transformada de Fourier da integral fracionaria de Riemann-Liouville (2.42) serd

escrita como uma convolugao das fungoes h (t) com g(t), tal como segue

—oe Dy f () = ha(t)  g(1), (2.46)

utilizando
.F{OODtO‘g(t);w} = (w) *G(w), (2.47)

em que G(w) é a transformada de Fourier da fungao g(t).
A equagao (2.47) também é valida para obter a transformada de Fourier das repre-
sentacoes de Griinwald-Letnikov e Caputo, trocando o “kernel’ por _oD;* e _SD;®,

respectivamente.
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Derivadas fracionarias

Considerando o limite inferior a = —oo e exigindo um comportamento suave de g(t) e
de suas derivadas para t — —oo, através de integragoes por partes, é possivel escrever as

defini¢oes de Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov e Caputo da mesma forma:

*OCO’ tg() _F<TL—CL) - (t_7_>a+1,n_—oo t 9 (1 Q n).
e Dig()

A transformada de Fourier de (2.3.2), utilizando a equacao (2.47) e, também, a transfor-

mada de Fourier de uma derivada de ordem inteira, pode ser escrita como:
FADWg(t);w} = (—iw)* G(w), (2.48)

sendo D* qualquer das representacoes nas condigcoes exigidas anteriormente, quando o

limite inferior a = —o0 e a funcao g(t) é suave.

2.4. Uma interpretacao geométrica e probabilistica para a deri-

vada fracionaria de Gunwald-Letnikov

Uma interpretacao para a derivada de ordem nao inteira é de suma importancia a
medida que ela vem ganhando aplicabillidade. Essa interpretacao ¢ complicada devido
ao grande numero de representacoes do operador de derivada fracionaria. Contudo, J. A.
T. Machado [54] traz uma interessante andlise da representagao de Griinwald-Letnikov
do ponto de vista geométrico e probabilistico, associando, ainda, com o eventos passados
da funcao a ser derivada, o que nos remete a processos nao Markovianos relacionados a
difusao anomala.

J. A. T. Machado escreve a representagao de Griinwald-Letnikov para o operador de

derivada fraciondria de uma fungao x(t), D*[z(t)] como:
D%[z(t)] = lim {— v(a, k)x(t — kh)} (2.49)

r Dla+1)
k) = ) e~k )

(2.50)

em que h é um incremento de tempo. Observando (2.50) para 0 < o < 1, tem-se que
2, 0) = 1, (2.51)
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- ny(a, k) =1. (2.52)

Se analisadas do ponto de vista da teoria de probabilidade, a equagao (2.51) mostra
que o “presente” (z(0)) é visto na equacao (2.49) com probabilidade 1 de ocorrer, e a
equacgao (2.52) corresponde a normalizacao de todos os eventos, tanto “passado” quanto
“futuro”. Desse forma, a expressdo — »_ -, v(«, k)z(t — kh) pode ser vista como um
valor esperado F(X), de uma determinada varidvel ramdomica X, de modo que P(X =
x(kh)) = [v(a, k)|, k=1,2,...,0 < a < 1.

Considerando esse ponto de vista, a definicao de Griinwald-Letnikov fica como a in-
clinagao entre a reta formada pela fun¢do no tempo presente e o valor esperado E(X)
com o eixo temporal, representando o “presente” da funcao x como uma média aritmética
entre “passado/futuro”, como ilustrado na Figura (2.1). Quando o incremento h — 0 o

angulo 0 — D[x(t)].

past / future present

*0)  x()

................. -

x(h) Y(e,1)

Jo— -

e

e =

W

ha
Figura 2.1: Interpretacao geométrica e probabilistica da derivada fracionédria de Griinwald-

Letnikov de ordem « de uma fungao x(t) [54].
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2.5. Funcao de Mittag-Lefller e funcao H de Fox, funcoes especiais

em calculo fracionario

O calculo fracionario tornou-se uma ferramenta de grande importancia no estudo de
modelos matematicos para a descricao de sistemas fisicos. Em geral, esses modelos sao
constituidos de equagoes diferenciais, desse modo, com o uso das derivadas nao inteiras,
tem-se entao equacgoes diferenciais fraciondrias, cujas solugoes nao sao dadas pelas mesmas
fungoes conhecidas do cédlculo de ordem inteira, como a exponencial, por exemplo, mas
sim por generalizagoes dessas fungoes. Contituindo assim as fungoes especiais em célculo
fracionario. Duas dessas fungoes especiais sao o alvo de abordagem desta secao, que apre-
senta suas defini¢oes, suas propriedades importantes a serem utilizadas posteriormente e

suas transformadas integrais.

2.5.1. Funcao de Mittag-Leffler

A fungao de Mittag-Leffler foi introduzida por G. M. Mittag-Leffler através dos traba-
lhos [55, 56, 57| e, também, estudada por A. Wiman em [58, 59]. Ela é escrita como

=y — (2.53)
—~ I'( ak +1)’

inicialmente representada para um parametro «, mas posteriormente generalizada para
trés parametros. A generalizagao para dois parametros da funcao de Mittag-LefHler foi
proposta por Agarwal em [60], sendo escritas posteriormente diversas relagoes. A fungao
de dois parametros equivale a primeira, sendo agora o termo de soma na fungao gamma
genérico:

ok

Eop(2) = kz; Fak T3] (a>0, 3>0). (2.54)

A partir dele, pode-se escrever algumas propriedades:

e k
z
El’l(Z) = Z k‘_ = €Z; (255)
k=0
1 m—2 Zk
Ein(z) = g e* — (0 (m=1,2,..); (2.56)
k=0



Ep(z®) = >~ _ cosh(2): (2.57)

£ (2Kk!)
2 pkHl sinh(z
Era2%) = %;(%H)! - Z< s (2.58)
Ei21(2) = e erfe(—z); (2.59)
Enp(e) = #Enassl) + prgr (2.60)
BEor(2) = %mz@@). (2.61)

Pode ainda, ser escrita uma versao mais geral para a funcao de Mittag-Lefler contendo

trés indices:

k

B () =S >0). 2.62
047,3('2) ;F(ak—i—ﬂ)k‘" (Oé?ny ) ( )
Essa representaA§A £0 também pode ser escrita em termos das integrais de Mellin-Branes

da seguinte forma [61, 62]

Ezﬁ(z) = #F(’V) /7::) %(—z)sd& largz| <, (2.63)

sendo o um numero real positivo, § e v complexos, em que a parte real de [ deve ser
maior que zero, sendo ainda, v # 0, —1,—2, ....

Como foi dito, as transformadas integrais da funcao de Mittag-Leffler sao de grande
importancia, assim sendo, considera-se a funcao de Mittag-Leffler de dois parametros.

Seja a transformada de Laplace

F(s) = L{f(t) ;s} = /000 e’tdt, (2.64)
1 Y+i00

ft) =L HF(s);t} = — e* F(s)ds, (2.65)

270 oo

através da qual tem-se

L{t°7'E, s(azx®);s} = / e 2P B, s(ar®)dw
0
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- / St 12Fak+ﬁ

sa—h
= 2.66
s —a’ (2.66)
assim, pode-se escrever a transformada de Laplace da funcao de Mittag-Leffler
Sa—l
L{E.(ax*);s} = . (2.67)
s* —a

Torna-se interessante também, escrever a inversao que nos fornece a funcao de Mittag-
Leffler

Ll{ Sala;x} = E.(az®). (2.68)

2.5.2. Funcao H de Fox

Mencionada anteriormente a motivacao que torna importante o estudo dessa funcao.
Ela foi denominada fungao H, por Fox, no ano de 1961 [52], em que ela é apresentada como
uma generalizacao de muitas funcoes especiais: a E de MacRobert, a hipergeométrica de
Wrigth, a funcao G de Meijer e, também a de Mittag-Leffler, vista na secao anterior, entre
outras. Entretanto, a funcao H ja havia sido mencionada anteriormente no tratado de
Bateman de 1953 [63].

Fox tomou conhecimento sobre o tratado de Beatman somente no ano de 1966, por
esse fato, parou de pesquisar sobre a funcao H. Antes de encerrar sua contribuicao, Fox,
publicou ainda [64] em 1965. No trabalho de 1953 a funcao H foi escrita em termos de
uma integral de Mellin-Branes, uma integral de contorno em que se tem a divisao de

produtos de fung¢oes gama, sendo o contorno relacionado aos pdlos das fungoes gama.

mn [ @Ad)] _ pmn [ @A) (ana)] L -
Hy [x (bq,Bq)} = H [m (bll,Bl),u-,(bq,Bq)] =5 LX(f)x Sdg
™ T (b — B;&) I, T'(1 —a; + A,
x(€) = Sl (b = B WL =, + A,0) . (2.69)

I, T (1 =05+ B;§) T, 1T (a; — Aj6)
sendo m,n,p e q inteiros taisque 0 <n <pel <m <gq.
Algumas propriedades da fun¢ao H de Fox podem ser encontradas na referéncia [61],

as quais,
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(i) para k > 0:

m,n
HP»Q |:':E

(b(bBQ)

(71) para multiplicacao:

k tym,n
z pr ! [w

(ap,Ap) | _ m,n
(b:,B:)] = Hp [w

(7ii) paran > 1e g > m:

m,n
Hp,q |:l’

(a1,A1)(az,A2)-(ap,Ap) ] _ gmnt
(b1,B1)+(bg—1,Bq—1)(a1,41) |

(1v) param > 2 e p > n, é valido:

(a1,A1)(ap—1,Ap—1)(b1,B1) | Hm—l,n
(b1,B1)(b2,B2)-+(bq;Bq) - tp—lg-

m,n
Hp,q [ZII

(“vap)} =k Hmen [Ilfk
p,q

p—1,g—1 [x

(bqkaq)

(ap"‘kAp:Ap)]

(b¢1+kBQ’BlI)

(az,Az2

e

(v) para relagoes com a fungao de Mittag-Leffer:

Eop(z) = H;
Blo(r) = moHib[-
’ I(y)

(vi) para relagdo com a fungao exponencial:

HYg [z | o] =€

39

(17791)
(071)’(1_5’6“)

(apvap)] .

Y

)-(ap,Ap)

(b1,B1)(bg—1,Bq—1)

(a2,A2)-(ap—1,Ap—1)
(b27B2)"'(bQ7B¢Z)

I

I

Y

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)



(vii) para a transformada de cos-Fourier:
[ee]
/ HW" [k:
0

(viii) para a transformada de Laplace:

(1—bq,Bq),(1,1/2) .
LD (mapAny 11/ | 5 (2:78)

ap,A T yn+lm
Eb;B:))} cos(kx)dr = . H [x

1 (avaP) 41 (1_770)7(0'177*413)
L a7 HL | ax” ;s =8 THYT las™? ; (2.79)
(bgsbg) (bg,Bq)
(iz) para a transformada Inversa de Laplace:
1 (avaP) 1 (avaP)’('Yva')
— —y1Tm,n o . _ yy—1lyym,n —0
L7q s "HW" |as st =1""HY, |at (2.80)
(bg,Bq) (bg,Bq)

Existem muitas outras relacoes e propriedades da funcao H de Fox, também, variadas
relagoes com muitas outras funcoes conhecidas, sendo essas apenas algumas das mais tteis

em calculo de ordem nao inteira’.
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3. MODELO DO PENTE EM UM MEIO

SEMI-INFINITO

O estudo de modelos difusivos que descrevem sistemas em que a difusao é limitada
geometricamente, ou por algum vinculo externo, como uma for¢ga ou um campo externo,
sao interessantes no estudo de fenémenos difusivos, por exemplo, em [65, 66, 67, 68]. Em
[65], tem-se uma imagem obtida por microscopia eletronica de varredura de determinado
objeto poroso, Figura (3.1.a). Em um meio deste tipo, o vinculo a que o difusor estaria
sujeito seria as préprias limitagoes dos poros do material. No caso de [66], tem-se o
estudo da difusao de pulsos eletronicos em neoronios, sendo os axonios e os dendritos os
limitadores, como pode ser visto nas figuras (3.1.b) e (3.1.c). Em [68], é apresentado um
arranjo tridimensional de “clusters” de percolagao, que pode ser visto na figura (3.1.d), no

qual os agentes difusores podem ficar aprisionados ou “percolar” determinado “cluster”.

spines

dendrite

(c)

Figura 3.1: Exemplos de sistemas em que ocorre difusdo com algum tipo de vinculo geométrico.
Em (a), uma imagem de um meio poroso obtida por microscopia eletronica de varredura [65]. As
figuras (b) e (c) sao neordnios, sendo (b) um esquema que ilustra um vinculo cujo pulso eletronico

estd sujeito [66, 67]. Em (d), uma ilustracao tridimensional de um “cluster” de percolagao [68].
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Neste capitulo, serao investigadas as solugoes, a probabilidade de sobrevivéncia e a dis-
tribuicao do tempo de primeira passagem para um processo difusivo bidimensional sujeito
a limitacdo geométrica, demoninado modelo do pente (“comb-model’). Primeiramente, é
aresentada uma breve e sucinta descricao do estudo desse modelo, resultando no que hoje

se conhece.

3.1. Surgimento e equacionamento do modelo do pente

O modelo do pente consiste em uma adequacao feita na equacgao de difusao para
que descreva sistemas com vinculo geométrico. Dessa forma, ele pode ser utilizado em
inimeras aplicacoes em que haja difusao em meios porosos, por exemplo, em limitagoes
geométricas devido a potenciais externos, em sistemas bioldgicos como estruturas de te-
cidos em organismos para aplicacao de farmacos, entre outros. O desenvolvimento desse
modelo tal como se conhece hoje se inicia com estudos em “clusters”de percolacao.

A sequéncia de estudos de difusao em “clusters’de percolagao tem origem com o tra-
balho de Broadbent e Hammersley [69] no ano de 1957, em que foram consideradas redes
em um meio estatico aleatério, através do qual um fluido se difunde, sendo determinado
o limiar de percolacao para esse sistema.

Em 1976, Gennes [70] denominou o problema de caminhada aleatéria em “clusters”de
percolacao como “a formiga no labirinto”, movimento andlogo ao andar do bébado para
o movimento Browniano, de maneira que os “clusters” funcionam como as ramificacoes
do labirinto, podendo o inseto atravessa-lo (percolar) ou ficar preso em algum “cluster”
sem volta (armadilha). Tem-se também, como pioneiros nesses estudos, os trabalhos de
Skal e Shklovski [71] em 1976 e o de Stanley [72] em 1977.

Na década de 1980, esses estudos receberam motivacao do formalismo das estruturas
fractais com Mandelbrot [73, 74]. Em estruturas desse tipo, a difusdo geralmente ocorre
de maneira nao usual, como mostraram Aharony, Mandelbrot e Alexander [75] no estudo
do limiar de transicao utilizando simulagoes, também Ben-Avraham e Havlin [76] com a
caminhada aleatéria e por Panday e Stauffer em [77].

A forma mais conhecida e hoje estudada modelo do pente surgiu em 1984, com um
trabalho de White e Barma [78] eles estudaram a difusdo anoémala em “clusters”de per-
colacao com viés topolégico, dado por meio de um campo externo. O campo externo cria

um fator tendencioso para a direcao do passo, induzindo o deslocamento na direcao do
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campo e criando armadilhas nos finais da rede, de modo que, para sair, o movimento deve
ser em sentido contrario ao campo. White e Barma fizeram uso de uma cadeia linear do
tipo espinha dorsal (“backbone”) com sitios espagados de maneira uniforme. De cada um
deles originam-se ramificagoes na direcao do campo com comprimentos aleatorios. A essa
estrutura denominou-se “comblike structure”, “random comb’ou, simplesmente, “comb
model’ .

Posteriormente, foram realizados outros importantes trabalhos utilizando a caminhada
aleatoria, tornando os comprimentos das ramificagoes dados por uma distribuicao expo-
nencial, lei de poténcias e comprimentos infinitos [78, 79, 80, 81, 82, 83].

O equacionamento do modelo do pente como se conhece hoje foi proposto por Arkhin-
cheev e Baskin [84] no ano de 1991, segundo uma sugestao de A. V. Chaplik, como é
citado no artigo. Isso se deu multiplicando o termo difusivo da componente z de uma
equagao de difusao bidimensional por uma delta de Dirac de y, ou seja,

2 2

0 0 0
5,0(33, yit) = 5(@/)1%@0(:5, yit) + Dy@p(:ﬁ, y;t), (3.1)

de modo a existir deslocamento em x somente para y = 0 (“backbone”’), sendo o des-
locamento em y sempre perpendicular (ramifica¢oes). Para esse sistema, Arkhincheev e
Baskin obtiveram o valor médio da funcao de Green para y = 0, proporcional a t~!, o
que indica que o nimero total de particulas no eixo x diminui com o tempo, uma vez que
as particulas se difundem na direcao y. Obtiveram, também, o deslocamento quadratico
médio, proporcional a t'/2, caracterizando assim, um processo subdifusivo.

Foram considerados em trabalhos posteriores, os “bracos” do pente de tamanhos finitos
e arbitrarios, com termo de arraste, campo elétrico externo e relaxacao de carga [85]; e
com ramificagbes de tamanhos dados por distribui¢oes de probabilidade [86]. Neste caso,
fez-se uso da aproximagao de campo médio para o caso de uma distribuicao Gaussiana,
observando comportamento anomalo quando ¢ < 0, comportamento usual nos casos em
que t > 0 e também, para o caso de uma lei de poténcia f(I) ~ [~7, fornecendo (x?(t)) ~
12-7)/2,

A equacao de Fokker-Planck foi escrita com derivada fracionédria temporal de ordem
1/2 para o modelo do pente, sendo acrescentado de um termo de arraste na dire¢ao
x do movimento por Zahran, El-Wakil e Abulwafa [87, 88]. As solugdes foram obti-
das utilizando método o dos operadores para os momentos associados a distribuicao de

probabilidade p(z,t), obtendo assim, o comportamento subdifusivo no “backbone”. Eles
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obtiveram ainda a equagao de Fokker-Planck fraciondria no espago e no tempo [89, 90].
Foi estudado também, o caso nao-homogéneo por meio de uma corrente de conveccao
dependente do espago, em 2004, por Baskim e Tomin [91, 92, 93]. O seu interesse era em
processos superdifussivos, tendo obtido o deslocamento quadratico médio proporcional a
/=7 com conveccao homogénea, e difusdo usual para v = 0, subdifisdo para v < 1 e
superdifusivo para v > 0. Obteve-se também, uma distribuicao log-normal para v = 1,
que apresentou deslocamento quadratico médio com crescimento exponencial tipico de um
processo de Lévy, comportamento este que se deve a presenca da corrente de convecgao
nao homogénea. Esse modelo foi utilizado posteriormente no estudo de proliferagao de
células cancerigenas nas propriedades de transporte do sistema circulatério [94, 95].
Tendo visto portanto, este breve contexto do modelo do pente quanto aos seu estudos
iniciais e ao aprimoramento do modelo até o que se conhece hoje, da-se continuidade

tratando agora do Tempo de Primeira Passagem e da Probabilidade de Sobrevivéncia.

3.2. Distribuicao de tempo de primeira passagem e probabilidade

de sobrevivéncia

O tempo de primeira passagem de uma dada varidvel estocastica é o tempo que ela
demora para chegar em um determinado dominio, atingir algum estado especifico do
sistema [4, 8]. Considera-se a varidvel aleatéria () inicialmente em um estado t =
0, £(0) = 2/, supondo as condigoes de contorno (z1,xs) como superficies absorventes
tais que £(71) = x1 e £(Tz) = z3, sendo T; uma varidvel aleatéria, como ilustrado no
esquema da figura (3.2). E seja W (x,t|a’,0)dz a probabilidade da varidvel estocéstica
&(t), partindo em um tempo t = 0 de um ponto £(0) = 2’ para atingir = depois do tempo
t.

A funcao densidade de probabilidade satisfaz a equacao de Fokke-Planck, por simplici-
dade unidimensional, com coeficiente de difusao constante e livre de potenciais externos,

com as condigoes iniciais e de contorno que seguem [4, §]:

0 0?
aV = Pz

Wz, tlx’,0) = o(z—2')

w, (r1 < & < xa)

Wz, tlz’,0) = 0, para =2z ou = = I, (3.2)
A probabilidade de partir de x = z’ e nao reagir com as superficies em um dado tempo ¢
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Figura 3.2: Esquema explicativo do tempo de primeira passagem de uma varidvel estocdastica
&(t), partindo de £(0) = 2/, no tempo ¢t = 0, sujeita a condigdes de contorno (x1,z2) como

superficies absorventes, tais que £(71) = z1 e £(1T2) = z2 [8].

¢ denominada probabilidade de sobrivéncia, designada aqui por [4, §]
T2
S(a/,t) = / W(x, ¢z, 0) de, (3.3)

ou seja, a integral da densidade de probabilidade sobre todo o espaco de parametros do
sistema. Pode-se escrever a probabiliadade de ocorrer a reacao em um intervalo de tempo

dt como
T2
—dS = - / W (z, |2, 0) dz dt, (3.4)

dessa forma, seja a funcao de distribuicao F(z’,T1) para o tempo de primeira passagem
T17

d

/
T) = S
F(ZE, 1) dT1

x2
¥ T = / W(x, t|2,0) de, (3.5)

—ar !

a distribuigdo de tempo de primeira passagem é dada por [4]
<T1”(:v’)> - / TP f(2/, Ty)dT). (3.6)
0

No caso de difusdo anomala, utilizando a equagao (3.5) com Ty = t, 2’ = 0 sendo T3 o

tempo de primeira passagem da varidvel aleatéria, a distribuicao deste é dada por [4, §]

F(t) = _d W(x,t)dx. (3.7)



Tendo visto brevemente a probabilidade de sobrevivéncia e a distribuicao de tempo
de primeira passagem, sejam calculadas essas grandezas para o problema em questao, o

modelo do pente. Investigam-se entao as solugoes.

3.3. Modelo do pente em um meio semi-infinito

Um processo difusivo bidimensional sujeito a este tipo de estrutura pode ser descrito
pela equagao de Fokker-Planck (3.1) [96]:

2 2

0 0 0

em que K, e K, sao os coeficientes de difusao nas diregoes = e y respectivamente. A
presenca da delta de dirac na equagao (3.8) implica que a difusdo na diregdo z ocorra
somente quando y = 0. Consequentemente, a difusao em y é sempre perpendicular ao
eixo x, caracterizando assim, a estrutura de pente. A equacao de Fokker-Planck (3.8)
pode ser generalizada para a equacao seguinte:

2

0 0 0?

5P @ yit) = 0D}’ (/Cya—yﬁp(x,y;t)> +6(y) oDy (Kx@p(:c, vi t)), (3.9)
sendo ¢D; o operador de derivada fraciondria temporal, considerado na representacao de
Rieimann-Louville (se¢ao 2.2.2)

., A L dnt fayt)

A equacao (3.9) é um caso mais geral da (3.8) pois incorporou-se as derivadas fraciondrias
temporais, que podem ser ligadas a vérios processos nao Markovianos [97, 98, 99]. O
modelo a ser estudado é limitado de acordo com as condi¢oes de contorno p(0,y;t) =
p(0o,y;t) = 0 e p(x,+o0;t) = 0, caracterizado pela existéncia de adsor¢ao na superficie
x = 0, como pode ser visto no esquema da Figura 3.3. Tem-se ainda, que o sistema é

normalizado, sendo

/0 Haydr=1:  pa.y) = ple.y;0). (3.11)

Inicia-se aqui a discussao, com o caso usual, uma vez que a metodologia utilizada para
a resolugao do caso geral é a mesma. Considera-se a equagao (3.9) com as ordens das

derivadas fraciondrias temporais iguais a unidade, ou seja, 7, = 7, = 1. Fazendo uso
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entao, das transformadas integrais de Fourier e Laplace e do método da fungao de Green
¢é possivel obter a solucao para o modelo do pente com as condi¢oes de contorno ja citadas.
Aplicando a transformada de Laplace a equagao (3.8), tem-se

0° A
s Rygah(@:yis) +0(y) s Kagrsp(e,yis) = s ple,ys s) =

~

(z, ). (3.12)

<

A LA A LA A A
2

7

7

7

7

> X

7

v/

Z,

¥ v % v % %

Figura 3.3: Tlustracao do sistema fisico estudado, modelo do pente semi-infinito com estrutura
de backbone na direcdo x, bragos infinitos na direcao y e presenca de superficie adsorvente em
x =0 [100].

Utilizando a transformada de Fourier na equagao (3.12) e invertendo a mesma, pode-se

escrever

1 o — = -0 — - 2
p(x,y;s) = [/ dy p(x,y) e VE bl +e Vi K. 6—,0(x,0; s), |, (3.13)

\A4sKK, 02

fazendo y = 0 e rearranjando os termos, obtém-se:

2 A/ 4sKC 1 R i
%wmm@— ;yM%&$=——- dy plz,g) e Vi, (3.14)

o0

Utilizando o método da funcao de Green, se chega a solugao de (3.14)
1 o0 oo B —— |
pla.0;8) = — ﬁ/‘@Mm@eV@M%mﬁﬁ, (3.15)
r JO —00

em que a funcao de Green Gy(z,T; s) pode ser calculada resolvendo a equagao diferencial

parcial de segunda ordem

2 JVIsK
%Qb(x,f; )= Y20 2,7 s) = 8(x — T), (3.16)

Kz
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sujeita as condigoes G,(0,7;s) = Gy(00,T;s) = 0. Obtém-se facilmente a solugao dessa

via transformada de Seno-Fourier, resultando em

2 sin(k,x
Gulk, 7 5) = -2 TheT) (3.17)

Calculando a inversa de Seno-Fourier,

Wi NN
Gy(z,T;5) = 1\/2& (e\/ =zl _ e [w+% |>, (3.18)

2 s I,

tem-se entao

( ) : / "y H(7,7) MM je-a| -\ e+l
T,Y;8) = —F——— x,y) e @ —e @
&Y VK, oo Y

L / iz / VEWHIG, (0 7 5). (3.19)

Vale ressaltar neste momento, uma caracteristica interessante da distribuicao (3.19) no
espaco de Laplace: integrando na variavel y, obtém-se resultado correspondente ao de
equacao de difusao unidimensional fraciondria com expoente anomalo 1/2 para um sistema
semi-infinito com p(z,y) = p(x)d(y), verificado em [96] para as condigoes p(F00,y;t) =
p(x, £o0;t) = 0. Note que, utilizando a solugao apresentada em [96], torna-se possivel
obter também, a solu¢do da (3.12), empregando o método das imagens [101] para as

condigbes iniciais consideradas. Invertendo em Laplace a funcao de Green, (segao 2.3.1),

obtém-se
(1/4,1/4)
ICac 10 2 ’C
Gz, T5t) = —, | ——— H r—7T
R Ve g\l
(0,1)
(1/4,1/4)

2
H, ! K\/K|x+m| . (320

(0,1)

e invertendo a equagao (3.15) em termos da funcao de Green obtida anteriormente, tem-se

7Iy|+\y| _
p(z,0:1) /dm/ dy/dt 5l W p(2.7) Gola Tt —D).  (3.21)

\/47rlCt

48



Com isso a solugao da equagao de Fokker-Planck (3.8) sob as condigbes iniciais anterior-

mente citadas sao:

placvst) = [y plam) [guuy S 90) — Gullyl + 1)

7 _ Uyl+lD? B
/d:ﬂ/ d_/t ‘yll+’c’y| 421“, gb(ﬁ,f;t—t) (3.22>
7r

em que G,(y;t) = ey?/(4Kyt) / \/Wyt Vale a pena ressaltar, no primeiro termo, a de-
pendéncia da condicao inicial, que gera diferentes comportamentos para o tempo de pri-
meira passagem e a probabilidade de sobrevivéncia, como serd visto posteriormente.

Tendo obtido a evolucao da densidade no tempo para qualquer ponto dentro dos
limites do sistema fisico considerado, obtém-se agora, o deslocamento quadratico médio
na diregao x, dado por 02 = ((z — (x))?), referente & equagao (3.22)

xT

PAt) = Uy | e T

Ty
(1, /4)
B ICx t _6 —y2 /A, (t—1) Hlo i & B
VK, Jo m(t —1) t
(0,1)
(1/2,1/4)
t _ey2/4IC (t—t) 10 2 iC
+ 52 — Hy 4z , (3.23)
m(t—t)t t
(0,1)
com limite assintético dado por:
2K, t/4
o2(t) ~ T (3.24)

VK, (/4

Esse mesmo comportamento assintético, ou seja, o2 ~ ¢/ foi obtido por [102] em um caso
anomalo tridimensional do modelo do pente sem limitacoes de espaco, diferentemente do
caso aqui estudado, em que esse comportamento se da no regime usual, bidimensional,
semi-infinito com superficie absorvente.

A probabilidade de sobrevivéncia, ou seja, a probabilidadede das particulas nao serem
adsorvidas pela parede x = 0 é obtida através de integracoes de (3.22) sobre todo o

espacgo, ou seja, S(t fo dx f dy p(x,y;t), sendo calculada no espaco de Laplace
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Figura 3.4: Comportamento do segundo momento no tempo (linha cheia preta), equagao (3.22),
juntamente com limite assintético (linha pontilhada vermelha), equagao (3.24) considerando

Kz =10e Ky = 0.1, com a condigao inicial p(x,y;0) = 6(z — Z) d(y), sendo T = 1.2.

e posteriormente invertida, visando facilitar os calculos tanto de integracao quanto de

inversao. Assim sendo, obtém-se

00 00 o B ‘g| /oo /oo o B
dx/ dy p(x,y) er + dz | d T,7) X
/ myp( ) f(m @z [ ag i)

(1, 1/4)
41C
/dt N PP H} , (3.25)
AriC, t
v 0.

que, no limite assintético, se comporta como

/daz/ dypa:y(\/ly)c_t—i- %\/lc_y%) (3.26)

Através do limite assintético presente na equacao (3.26), pode-se observar, na proba-

bilidade de sobrevivéncia, a dependéncia da condigao inicial. Tem-se na equagao (3.26) a
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S (1)

Figura 3.5: Comportamento da equagao (3.25) considerando K, = 10 e K, = 0.1, sendo a
condigao inicial p(z,y;0) =0 (x —7)d (y —y) com T =1 e y = 1.2. As linhas tracejadas em ver-
melho e azul evidenciam os dois diferentes regimes temporais da probabilidade de sobrevivéncia,

equacao (3.26).

presenca de dois termos, S(t) t71/% e S(t) t7/*, onde vale notar que [7]//K, > /K, /K,.
Essa caracteristica de dois termos no limite assintético pode ser observada no gréafico da
figura 3.5, em que valores de K, K, T e § geram dois diferentes regimes difusivos evi-
denciados pelas linhas pontilhadas em azul e vermelho. Para tempos longos, tem-se que
o comportamento dominante é dado pelo segundo termo da equagao (3.26), uma vez que,
quando t — 00, 0 primeiro termo nao comtribui. Esse mesmo comportamento assintotico
foi obtido por [96], em que utilizando método de imagens [101], obtém a solu¢do para um
sistema semi-infinito, em [103] o modelo é tratado com caminhante aleatério na diregao «
com coeficiente anémalo igual a 1/2. A probabilidade de sobrevivéncia, equacao (3.25),
pode mudar seu comportamento também de acordo com a posicao ¥ em que o sistema é
inserido, (novamente a condigao inicial). Essa dependéncia pode ser visualizada no grafico

da figura 3.6 em que se tem a probabilidade de sobrevivencia para diferentes valores de 7.
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t

Figura 3.6: Coportamento da equacdo (3.25) considerando K, = 10 e K, = 0.1, sendo a
condigao inicial p(z,y;0) = d(x —Z)d(y —y) com T = 1 e diferentes valores de ¥y, visando
mostrar a influéncia da condicao inicial no comportamento da probabilidade de sobrevivéncia.
As linhas azul, vermelha e preta correspondem respectivamente aos casos § = 0, § = 0.5 e
y=12.

Um decaimento assintético similar nao usual é apresentado em [104] em que é analisado
o fluxo de cisalhamento para uma equacao de Fokker-Planck.

A distribuicao de tempo de primeira passagem pode ser calculada através da derivada
parcial temporal de S, ou seja, F(t) = —0;S(t), como foi mencionado na se¢ao 3.2.
Dessa forma, fazendo uso da probabilidade de sobrevivéncia no espaco de Laplace visando
simplificar o calculo das derivadas parciais no tempo, foi obtido, para o modelo do pente
semi-infinito com adsorcao na superficie x = 0 para o caso usual, o seguinte tempo de

primeira passagem:
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72 (1,1/4)

dt _ ye 4’Cy(t B 1,0 2 K, _
iz [ d e T o | 2R g (327
/ /y/ e ey (3.27)

(0,1)

que apresenta comportamento em ¢t — oo determinado por
/ d:v/ dy p(z,7) _ + l\/ICyL . (3.28)
ot /ak,t | VK, Y VAT (2) o/

10"

10"

10™°

Figura 3.7: Comportamento da equacao (3.27) considerando K, = 10 e Iy = 0.1, sendo a
condigao inicial p(z,y;0) = 6 (x —Z)d(y —y) com T = 1 e g = 1.2. As linhas tracejadas em
vermelho e azul evidenciam a existéncia de diferentes regimes de comportamento do tempo de

primeira passagem no tempo, equagao (3.28).

Como esperado, pelo fato do tempo de primeira passagem ser dado pela derivada
parcial da probabilidade de sobrevivéncia, ele também depende da condicao inicial. Seu
comportamento para t — oo é dado por dois termos, dois regimes temporais distintos, do

mesmo modo que a probabilidade de sobrevivéncia. Esta dependéncia fica evidente na
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Figura 3.7, em que se tem a evolugao temporal do tempo de primeira passagem (curva
cheia preta) juntamente com os dois comportamentos assintéticos distintos, linhas pon-
tilhadas em vermelho para tempos curtos e em azul para tempos longo. Os parametros
utilizados, K, Ky, T e ¥, foram os mesmo da Figura 3.25.

Consideremos agora, o caso geral em que 7, # v, # 1. Nesse serd investigada a
existéncia de efeito memoria, que pode afetar o processo difusivo na estrutura estudada,
uma vez que o efeito esta conectado a derivada fracionaria temporal presente na equacao
(3.9)

Seguindo para a equagao (3.9), utilizando a mesma metodologia descrita anteriormente
para (3.8), ou seja, por meio das transformadas integrais de Laplace e Fourier respectiva-
mente, fazendo uso do método das funcoes de Green e invertendo as grandezas fisicas de
interesse tem-se a densidade

ol yit) = [fdyMayﬂaﬂy—M¢»—@ﬂm+nmw}+

o0 (e’ t
v [ |y [t ptem) Gl + k- x
0 —00 0

< |Gulle = ali) = Gufe + alin)|. (3.20)

com as fungdes G, (y,t), G,(y,t) e G.(x,t) dadas por:

(%-1,%)
Gt) = —{ LT T (3.30)
o N o BV T P |
Yy _q ﬁ)
1 11 Yy (=1 3
1) = — Hp | —2— : 3.31
gy(y ) Kx t2—% 1,0 [\/m (07 1) ( )
ICx tryx—% 1 21 \/m (17 %)a('yx_’YTyv ’YTI_’\CTy)v(L ;)
VAR, t @ (1, D3(L, 301, 3)

Observando novamente a dependéncia da condicao inicial no primeiro termo, observa-se
como se comportam o deslocamento quadratico médio, a probabilidade de sobrevivéncia

e o tempo de primeira passagem. Sendo o segundo momento o2 = ((x — (x))?), tem-se

2

ICT\/ ICyt“fy T

1,0
1 HL1

(14, 7y /2)
(0,1)
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B K, /t di HLO |y| (1, vy/2)
——— SRttt | TV
\ ICy 0 tl \/ }Cy(t — t)Wy (0,1)
Lo 9 = (1+m,n/2)
’ K,t" T
1,1 =
t g7 (17 8l /2)
dt Y
Lo / Lo W y
0 \/ ]Cy(t — t)’yy (0,1)
Hl 0 2 F (0,71/2)
V== T (3.33)
1,1 z )

sendo 7 = 7, —7,/2. No limite assintético tem-se

) 21C,, /2

T T )

cujo comportamento estd apresentado na Figura (3.8).

(3.34)

Nesse caso, nao usual, observa-se que o limite assintotico do segundo momento depende
da ordem da derivada fracionéaria temporal aplicada nas componentes x e y, ou seja, v, €
7. Vale ressaltar a presenca de efeito memaria nos bracgos e na estrutura de espinha dorsal,
podendo retardar a difusao. Outro fato interessante é o comportamento estacionario do
deslocamento quadratico médio para o caso nao usual, também chamado de plato de
saturacao. Esse comportamento pode ser relacionado ao movimento de confinamento e de
aglomeracao molecular, tratado no monitoramento do movimento de uma tinica particula
em células vivas [105, 106], particularmente em [107], mostrando que essa dinamica de
relaxacao anomala é influenciada por efeitos combinados de aglomeragao molecular e de
armadilhas Opticas. Serd vvisto que esses comportamentos nao triviais que se devem a
interacao do efeito de memoéria e as restrigoes geométricas do modelo de pente influenciam

no calculode outras grandezas.
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v, = 1/2,yy=1

Figura 3.8: Comportamento do segundo momento no tempo equacao (3.33), juntamente com
limite assintético equagao (3.34), para os casos usual (linha vermelha) e fracionério (linha preta),
cujos valores de 7y, e v, constam no gréfico. Considerando K, = 10 e K, = 0.1, com a condigao

inicial p(x,y;0) = 6(x —7) 0(y —y),sendoT =1 ey = 1.2.

Seja a probabilidade de sobrevivéncia dada pela integral da densidade sobre todo o

espago de parametros do sistema,

00 OO_A B ’y‘
Sty = [ du | dypla, )
(1 / v / i) ers | e

(0, vy)

00 00 t df —
s [ [T [ e S |
0 —oo  Jo ‘/]Cyﬂy (0,1)

awK,N\T jm | ED
( ) - - (3.35)
Ke™) (¢ =074l

No limite assintético, em que t — oo ela é dada por:

=

y {1_H1f;
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Figura 3.9: Comportamento da equacao (3.35) considerando IC; =10, Iy =0.1 e as condi¢oes
iniciais p(z,y;0) =0 (zr —T)d(y —Y) com T = 1 e g = 1.2. A linha em verde consiste no caso
em que a derivada é nao inteira, como mostra a figura, as linhas pontinhadas azul e vermelha

mostram os limites assintéticos dos casos fraciondrio e usual, respectivamente

O comportamento da probabilidade de sobrevivéncia, equagao (3.35), pode ser obser-
vado na Figura 3.9 para dois casos, v, = 7,/2 com v, = 1, e 7, = 7, = 1 (usual). Um
fato interessante surge no primeiro caso, em que no limite assintético para t — oo, S(t)
torna-se constante, comportamento muito distinto do caso usual. Isto se deve ao fato
de parte do sistema permanecer preso nos bragos, desse modo, nao sao adsorvidas pela

superficie situada em x = 0.
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Pode-se calcular agora, a distribuicao de tempo de primeira passagem a partir da

probabilidade de sobrevivéncia (3.35)

00 o) t 1 HlO |g’ (0, vy)
Ft) = / dv | dy [ dt p(z,7) s Hi) | ———= X
0 —00  Jo tt—1) b ICy(t — 1) | (0,1)
aKc, N\ Jg| |
HY | (3) s , (337)
) IC —Jde Y
T t 2 4 (0’ 1)

que, no limite assistotico t — oo, possui comportamento regido por

1 o0 (o) ) B
F(t) ~ ﬂ/o dfv/ dy p(z,7)

'Yy‘y’ 2 ('Y:r —’yy/Z).T
Iyt . (3.38
Cra-n VEe TV KV F1=30-3%)) 339

Como pode ser visto na equacao anterior, o tempo de primeira passagem possui dois

regimes de comportamento, evidenciados pelo calculo do limite assintético. No primeiro
termo, tem-se ~ t~7/2 e no segundo termo, ~ tOv=72)/2 A caracteristica de dois regimes
temporais, também se faz presente na probabilidade de sobrevivéncia e no tempo de
primeira passagem do caso em que a derivada fraciondria foi considerada de ordem inteira,
porém quando considera-se derivadas de ordem nao inteira tem-se que estas grandezas

passam depender da ordem do operador de derivada fracionéria.
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4. DIFUSAO IONICA EM CELULA ELETROLITICA

O estudo da dinamica de particulas carregadas sob a acao de um potencial elétrico ex-
terno sera apresentado neste capitulo. Para tanto faz-se uso de um modelo unidimensional
regido pelo sistema de equagoes de Poisson-Nernst-Planck no regime linear, como descrito
posteriormente, com condi¢ao de contorno genérica. Através destes estudos, sera realizada
ainda uma analogia com sistemas de medida de corrente em cristais liquidos nematicos,
atraves do potencial aplicado ao efetuar-se a medida, observando assim, valores similares

aos resultados experimentais.

4.1. O sistema fisico

O estudo de fenomenos difusivos envolvendo ions tem sido de grande importancia. No
ambito da industria, tem-se a utilizacdo de células de combustivel [108], super capacitores
eletroquimicos [109], transporte de fons, separacao de particulas [110], baterias [111, 112],
displays eletroquimicos, etc. Quanto as baterias, tem-se em [112], a ilustracdo de uma
bateria constituida de eletrdlitos liquidos, como pode ser visto na Figura (4.1.c), em que
as reacoes geram difusao de fons.

Na eletroquimica, por exemplo na dxidoredugao em catalisadores [113], nas forgas
elétricas em eletrélitos [114], nos fons de valéncia em solucao polieletrdlito [115], nas
nanoestruturas porosas em 6xidos anddicos [116], no transporte em eletrodos polarizados
[117, 118], na solugdo para equagao de Poisson-Boltzmann [119], em semicondutores [120,
121, 122, 123], plasmas [124, 125], reagoes quimicas no volume [126, 127] ou nos eletrodos
[128].

Em biologia, tem-se no transporte i6nico em nanoporos conicos [129] e [130], no mo-
vimento dirigido de proteinas [131], no transporte em canal protéico [132], na propagagao
de um impulso nervoso [133], no transporte de ions através de canais idnicos [134, 135],
na aplicagao de drogas medicamentos e diagnésticos médicos [136], em estudos fisioldgicos

de microeletrodos ion-seletivos [137], na captacao de fons por tecidos vegetais [138], na
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separagao de DNA por eletroforese [139], entre outros. Com respeito aos canais idnicos,
seu funcionamento na regulagem de entrada e saida de nutrientes da célula pode ser visto
no esquema da Figura (4.1.a), juntamente com uma sec¢ao, Figura (4.1.b), mostrando seu
interior constituido de fons, que difundindo-se, proporcionam a abertura e o fechamento

do canal.

voltage-
gated

CLOSED m

Cell can

SeE_arator /_\‘\
|1'XMnZO$ o

Separator ——— Liquid electrolyte
Carbon_ Cu—

Figura 4.1: Iustracao de sistemas em que ocorre difusao de fons. Em (a) e (b), tem-se canais
iénicos, sendo (a) um esquema do seu funcionamento quanto ao controle de entrada e saida de
nutrientes na célula [140], e (b) uma sec¢ao mostrando seu interior constituido de fons, os quais
difundindo-se, proporcionam abertura e fechamento do canal [141]. Em (c), tem-se o esquema de
uma bateria constituida de eletrolitos liquidos em que a reagao proporciona difusdo dos mesmos
[112].

Nesse contexto, faz-se interessante o estudo da difusao ionica em um determinado
meio sujeito a um campo elétrico externo dependente do tempo, dado através da acao
de uma diferenca de potencial em dois eletrodos. Permeando esses eletrodos, tem-se um
liquido isotrépico ionizado igualmente com cargas positivas e negativas, de modo a estar
globalmente neutro no instante inicial, antes de ser aplicada a diferenca de potencial. A

acao do potencial elétrico externo no sistema gera uma redistribuicao interna de cargas,
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formando uma estrutura de dupla camada no liquido [142].

Para tratar sistemas difusivos desse tipo, utiliza-se o sistema de equacoes acopladas
de Poisson-Nernst-Planck. Das equacoes de Nernst-Planck para os ions positivos e nega-
tivos, tem-se a descricao da difusao usual juntamente com o termo referente as interagoes
elétricas com o campo externo e com os ions do proprio sistema. Completando o conjunto
de equacoes a ser resolvido, tem-se a equacao de Poisson, que considera as interacoes entre
os ions. As equacoes de Poisson-Nernst-Planck sao tratadas no regime linear, em que a
diferenga nas concentracoes dos fons é muito menor que a concentragao inicial. Este fato
se deve a aplicacao de pequenos valores de tensao, como a niveis celulares por exemplo.

As condigoes de contorno apresentadas nesse problema tém um aspecto importamte,
uma vez que eles determinam se o sistema conserva ou nao o nimero de particulas através
de trocas com os eletrodos. Tendo em vista uma abordagem mais geral, as condigoes de
contorno do problema serao abordadas de maneira genérica, através de um “kernel’a ser

escolhido posteriormente.

4.1.1. Equacao de Poisson-Nernst-Planck

A equacao de Nernst-Planck trata-se da equacao de conservacao de massa que descreve
a influéncia do gradiente de concentragao ionica e do campo elétrico no fluxo de espécies
quimicas, especialmente de fons. A equacao geral de conservacao de massa para um fluido
incompressivel (V.v = 0) pode ser escrita como

dp;
ot

sendo p; a concentracao e j; o fluxo. A densidade de fluxo para a equagao de Nernst-

+vVp; = =V.j;, (4.1)

Planck pode ser geralmente expressa como j; = M;c;V ;. Seja M; dado pela relacao de

Einstein, M; = D;/kgT, e o gradiente do potencial quimico para uma solugao diluida,

dado por
kT
Vi = B‘ Vpi+qVo, (4.2)
pode-se reescrever o fluxo como
) qiPi
P = _Di( i >7 4.
j Vpi + kBTV<b (4.3)

em que o primeiro termo corresponde ao fluxo devido a difusao e o segundo devido ao

transporte de cargas. Substituindo entao, esta tultima equagao na de conservacao das
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massas, que iniciou esta discussao, obtém-se a equacao de Nernst-Planck para uma solucao
ionica

Ipi
ot

-v.Pz(vpi zz;v¢)} (4.4)

A equacao de Nernst-Planck fornece i equagoes, porém com ¢ + 1 incognitas, dessa
forma , faz-se necessaria a existéncia de mais uma equagao para resolver o sistema. Pode-
se descrever o potencial eletrostatico utilizando a equagao de Poisson com aproximacao
de campo médio, sendo p a densidade de cargas livres e D o vetor deslocamento elétrico,
p = V.D. Tratando-se de um meio dielétrico linear, o deslocamento elétrico pode ser
escrito como D = —eV¢, em que € é a permissividade elétrica do material. Obtém-se
entdo, a equagao de Poisson escrita como p = —V.(eV¢). Utilizando a aproximagao de

campo médio, pode-se escrever a densidade de cargas livres em termos da concentracao

ionica média, juntamente com a equacao de Poisson:
—V.(eV¢) = Z aipi- (4.5)

Assim sendo, tem-se o sistema de equagoes de Poisson-Nernst-Planck:

—va(vm+Z3v@1

Ipi
ot

(4.6)

V.(eVo) }:qm“

que rege a dinamica de cargas em uma solugao ionica. Adicionando a equacao de Pois-
son as equacoes de Nernst-Planck, o sistema se torna solivel, com o mesmo nimero de

equacoes e de incognitas.

4.2. Resolucao do problema

Considera-se uma célula eletrolitica de espessura d com eletrodos posicionados em
+d/2, contendo um liquido isotrépico ionizado, com densidades p+ para as cargas positivas
e negativas, respectivamente, como ilustrado na Figura (4.2). Seja o liquido ionizado
globalmente neutro no tempo to, ou seja, as densidades sao iguais, p;(z,0) = p_(2,0) = p
tem-se o mesmo numero N de particulas positivas e negativas por unidade de volume.

A agado do potencial externo ¢ (impar) gera uma variacdo dp+ na concentragdo ionica
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® © ©
©) o ®
©) O ® o
@ O ® ®
—d/2 0 d/2

Figura 4.2: Tlustragao do sistema fisico estudado, célula eletrolitica de expessura d contendo
liquido isotrépico ionizado e eletrodos situados em +d/2, sujeitos a um potencial dependente do
tempo ¢(+d/2,t). Adaptado de [143].

tanto dos ions positivos quanto dos negativos, de maneira que esse rearranjo dos ions
ird modificar a configuragao do campo elétrico da vizinhanca, que por sua vez, interage
novamente com os ions.

A determinacao da dinamica do movimento das cargas sob efeito do campo externo é
obtida resolvendo o sistema de equacoes diferenciais acopladas de Poisson-Nernst-Planck,
observando que, para esse caso abordado, nao se faz presente o termo de forca, ou seja, o

termo proporcional a velocidade. Dessa forma, pode-se escrever:

0 D 0
ji(eit) = =D palat) & oo palat) 50z 1) (4.7)
82
501 = 2 | pale,t) = p-(z1). (4.8)

sendo 74 o fluxo, D4 o coeficiente de difusao dos ions positivos e negativos respectivamente
com cargas de valor absoluto ¢, K a constante de Boltzmann, 7" a temperatura absoluta
e ¢(z,t) o potencial. A condigao de contorno para o fluxo nas paredes (eletrodos) é dada

por

. o 8 (]D:t 8
J+(z, 1) = — Di&pi(z,t) + KT pi(z,t)%qﬁ(z,t) (4.9)

z==4d/2 z=+d/2
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= i%/o dt k(t —t) p+(z,t) = %ai(t), (4.10)

2=+d/2
de maneira genérica, como foi citado anteriormente, em que o kernel k(t) dita a natureza
da interacao da superficie dos eletrodos com o resto do sistema fisico, podendo nesse caso,
serem bloqueados, ocorrer somente o fenomeno de adsorcao, ou ainda adsorc¢ao e dessorcao
juntos. A integral representa a densidade de cargas o(t). Para um sistema confinado com

eletrodos iguais, a condicao de conservagao do nimero de particulas pode ser escrita como
d/2

Nd = / p+dz + 204 (t). (4.11)
—d/2

Com a agao do potencial externo gerando a variagao nas concentragoes, tem-se

p+(z,t) = p+dps(z,1). (4.12)
Tanto as cargas positivas quanto as negativas sao conservadas, sendo assim, devem satis-
fazer a equacao de continuidade

0 J
5P t) = —je(2,0). (4.13)

A equagao de continuidade, juntamente com o fluxo, equagao (4.7), e a concentragao,

equacao (4.12), no regime linear, dp+ < p, pode ser escrita como:

82 qu 82

0
E(Spi(z,t) = Diﬁépi(z,t) T KT p 52 (z,1).

(4.14)

Fazendo a diferenca da equacdo (4.14) para as cargas positivas e negativas, con-
siderando que tanto as cargas positivas quanto negativas possuem mobilidades iguais,
D, = D_ = D, substituindo a equagao de Poisson (4.8) e fazendo [5p+(z, t)—dp_(z, t)] =
dp(z,t), pode-se escrever
0 0?

—0p(z,t) = D—=dp(z,t) — 2

(1) = D2 0p(5, 1)

A partir da equagao (4.15), a obtengao da dinamica das cargas devido a a¢ao do campo se

2
a gpé,o(z, ). (4.15)

torna muito mais facil, uma vez que se pode trabalhar agora somente com uma equagao
que corresponde as duas anteriores para as densidades positivas e negativas, lembrando
que nesta tultima, foi utilizada a equagao de Poisson reescrita para a diferenca

2

0
S50z 1) = —25p(z.1). (4.16)
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Para resolver a equagao (4.15), faz-se uso da transformada de Laplace

2

0
sop(z,8) = D@(Sp(z, s)—2

2
(=, 5). (4.17)

cuja solucao é

dp(z,s) = Asinh(az) + B cosh(az), (4.18)
2
_ S ap

Para se determinar as constantes A e B observa-se a equagao de Poisson e as condigoes
de contorno. A equacgao de Poisson para o potencial ¢ no espaco de Laplace fica

0? q
@ (Za 8) - —550(2, 8)7 (420)

que com a equagao (4.18) e com o fato de ser uma func¢ao impar nos eletrodos, resulta em
B=0.
Tendo obtido a constante B, determina-se A através da condi¢ao do fluxo nas paredes,

que no espaco de Laplace, é dada por

L %/o dt k(t —1t) d0p(z,t) =+ s k(s) 0p(z, s) ) (4.21)

z=+d/2 z=+d/2

ou seja,

0 0
D—dp(z,8) + 2qup—=—=>(z, s) =F s k(s) 0p(z,s) : (4.22)
0z 0z
z=%d/2 z=+d/2
Seja o potencial uma funcao impar nas paredes da célula eletrolitica, pode-se escreve-lo

como uma func¢ao qualquer que satisfaga essa condicao

P(z,5) ==+ ¢(s). (4.23)
z=+d/2

Dessa forma, tem-se

£ - d\?s 1 d\%s ,
A= 3 ¢(S)/2Da cosh(a d/2) + <§ + 5D /—1(5)) sinh(a d/2) (4.24)

C = 3(s) )\_2 2 cosh(ad/2) + s k(s) sinh(ad/2) | (4.25)
P gz commta a2+ (2 + 45 w(s)) s 472
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O potencial ®(s) pode entao ser escrito como:
®(s)=0(s) G(s), (4.26)

em que

G(s) = tanh(az)/a? + [\22/D]s k(s) tanh(ad/2) + [A\22/Dals ’ (4.27)

(N2d/2aD] + |1/a? + (N2d/2D)s k(s) | tanh(ad/2)

sendo a fungao k(s) correspondente as diferentes condi¢oes de contorno que podem ser
consideradas: k(t) = 0 (k(s) = 0) para eletrodos bloqueados, k(t) = k (k(s) = k/s) para
adsorcao (Chang-Jaffé) e x(t) = ke™™ (k(s) = k7/(1 + s7)) para adsorcao/dessorcao
ocorrendo simultaneamente.

Dessa forma, o pontencial é determinado pela convolugao

Oz, 1) = /O O(F) G(z,t — 1) d . (4.28)

Quando se faz uso de transformadas integrais para a resolucao de equacgoes diferencias,
podem surgir problemas quanto a inversao da solucao. Nesse caso, obteve-se o potencial
resultante da difusao de cargas sob acao de um potencial externo qualquer, desde que
impar, para qualquer tipo de interacao entre as superficies dos eletrodos e o sistema.
Devido a grande generabilidade da solugao, sua inversao se torna dificil, sendo possivel
para casos em que se especifica o potencial e a condi¢ao de contorno.

Nesse sentido, tendo em vista as possiveis analogias que podem ser feitas para dife-
rentes sistemas com base nos resultados que se obteve até entao, faz-se uso agora, de
um potencial tipicamente aplicado em células de cristal liquido neméatico, na obtencao de
parametros eletronicos do mesmo. A partir desse potencial pode ser escrita a corrente,

utilizando a equacgao geral obtida anteriormente e comparando com dados experimentais
[144].

4.3. Comparacao com caracterizacao dielétrica em cristais liquidos

O estudo de cristais liquidos tem se mostrado de grande importancia e aplicabilidade
nos ultimos anos. Apoiado na exigéncia do mercado tecnolégico para o desenvolvimento de
displays cada vez mais finos e de maior resolucao, entre outros dispositivos. Nesse ambito,

¢ vélida a caracterizagao de cristais liquidos quanto as suas propriedades eletronicas.
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Cristais liquidos nematicos, ou seja, que apresentam certa ordem quanto a sua ori-
entacao, comportam-se como meios dielétricos lineares na auséncia de um vetor diretor
induzido por campo elétrico externo [145]. Dessa forma, pode-se descrever propriedades
como a conducao elétrica e a polarizagao do mesmo sujeito a um campo externo a partir
da condutividade elétrica e da constante dielétrica [146].

A condutividade elétrica e a constante dielétrica podem ser determinadas experimen-
talmente através da preparacao de uma amostra de cristal liquido uniformemente orien-
tada por meio de um tratamento de superficie adequado [147], submetendo a mesma a
uma forca eletromotriz externa. Pode-se obter a corrente do sistema devido a transferéncia
de cargas entre o liquido ionizado e os eletrodos através do potencial ¢(z,t) resultante da
difusao das cargas. Dessa modo, a partir do teorema de Coulomb, a densidade superficial

de cargas no eletrodo pode ser escrita como

X(t) = —qo(t)+¢ % : (4.29)

z=d/2
sendo ¢ o(t) a quantidade de carga liquida absorvida em z = d/2 com 0 = 0, —o_. Seja
a corrente escrita em termos da densidade superficial de carga dada por I = S d¥/dt, em
que S corresponde a superficie do eletrodo [148], pode-se escrevé-la em termos dos fluxos

de cargas positivas e negativas:

09(2,1) ) (4.30)

1) = —qs(j+<z,t>—j_<z,t>) ' 55%(7

z=d/2

Sao esses todos os parametros que se tém dado um potencial externo especifico.

Assim sendo, vista a grande semelhanga entre o sistema anteriormente estudado e uma
célula de cristal liquido, uma vez que os calculos foram todos realizados com potencial
externo genérico, serd feito uso de um potencial tipicamente utilizado na caracterizagao
de cristais liquidos. A partir disso, pode-se obter a corrente e comparar com os dados
experimentais e as informacoes da literatura.

Utiliza-se para esta andlise, o0 mesmo potencial utilizado em [149, 150], que é dada por

O(t) = Kt|H(t)— H(t— T)} + K(2T —t) [H(t —T)— H(t —37T)
+ K(t—A4T) H(t — 37T), (4.31)
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em que H(t) é a fungao “step”, tal que H(t) = 0 parat <0, e H(t) =1 parat > 0, sendo
K =V,/T. Esse determinado potencial aplicado na amostra é escolhido de tal maneira a
tornar facil a deteccao de qualquer mudanca comportamental gerada pelo cristal liquido.
Outra caracteristica importante desse potencial consiste em existir um maximo a partir
do qual nao se garante a integridade do caracter nematico do cristal liquido, uma vez
que valores muito altos quebrariam sua ordem direcional. Essa restri¢ao coincide com a
resolucao do sistema de equagoes de Poisson-Nernst-Planck no regime linear.

Assim sendo, tem-se o comportamento para a corrente mostrado no grafico da Figura
(4.3) para duas condigdes de contorno diferentes: uma para eletrodos bloqueados, em que
nao ha troca de cargas entre o eletrodo e o cristal liquido, e outra para a existéncia de

adsorcao/dessorgao.

(I/Se)x 107"

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
thp thp

Figura 4.3: Comportamento da corrente, equacao (4.30), para o potencial aplicado com duas
condigoes de contorno diferentes: (a) eletrodos bloqueados e (b) adsorgao/dessorgao. Sendo
Vo =0.01V, T =0.25s, d =3um, k= 0.1um/s, 7 =0.1s, A\ =0.3um e 7p = d?/D = 0.2s.

Quanto a corrente elétrica, tem-se na Figura (4.3), sua dinamica no tempo. O caso (a)
corresponde aos eletrodos isolados respondendo de maneira linear ao potencial periédico
aplicado, comportamento similar ao fornecido pelo sistema quando ocorrem adsorgao e
dessorgao nos eletrodos, Figura (4.3.b), tendo esta, duas ordens de grandeza a mais que o
caso anterior, caracteristica ja esperada, uma vez que, nessa segunda condicao, ha troca de
cargas entre eletrodo e cristal liquido, aumentando assim, a magnitude da corrente. Esse
comportamento condiz com os calculos analiticos e os dados experimetais encontrados em
[151]. Pode-se dizer que isso se deve ao primeiro termo da equagao (4.3), que é constituido
dos fluxos nas paredes dos eletrodos, grandeza diretamente influenciada pela condicao de

contorno.
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5. DiscussOES E CONCLUSOES

Nesse trabalho, abordamos dois sistemas difusivos, um tratando de fenomenos di-
fusivos em meios limitados geometricamente e outro relacionado ao caso da difusao ionica
sob a acao de potenciais externos. Nesse contexto, fez-se necessaria uma breve descricao
sobre difusao e cédlculo fracionario, ferramenta matematica utilizada na abordagem da
difusao anomala, presente no modelo do pente analisado no terceiro capitulo.

O estudo se iniciou-se falando brevemente de difusao, desde movimento o Browniano
a difusao nao usual, passando inicialmente por Robert Brown com o inicio dos estudos e
caracterizagao do movimento Browniano. Em sequéncia, passou-se a descri¢ao utilizada
por Langevin recuperando importantes resultados de Einstein. Depois, apresentou-se o
formalismo da equagao de Fokker-Plank para um processo estocastico qualquer, fechando
com a difusao andémala no contexto do caminhante aleatério continuo no tempo e com
alguns paralelos entre esta e o caso usual.

Para estudar a existéncia da natureza anomala no estudo do modelo do pente, foi
necessaria uma sucinta abordagem de calculo fracionério realizada no capitulo 2, voltada
inicialmente a uma sequéncia de importantes estudos, fornecendo uma ideia da dinamica
de desenvolvimento do cédlculo fracionario. Posteriormente, foram apresentadas as mais
importantes representacoes dos operadores de derivada fracionéria e suas transformadas de
Fourier e Laplace, uma vez que estas sao de grande importancia no trabalho na resolugao
de equagoes diferenciais parciais de ordem nao inteira. Ao fim deste segundo capitulo,
duas das mais importantes fungoes especiais em céalculo fracionario foram apresentadas,
a funcao de Mittag-Lefller e a H de Fox, trazendo suas defini¢oes e algumas propriedades
e relagoes entre elas.

Sendo feita uma parte introdutéria nos dois primeiros capitulos, os dois ultimos tra-
taram do estudo dos sistemas difusivos. No terceiro capitulo, estudou-se o modelo do
pente semi-infinito com uma superficie absorvente em x = 0, sendo x a dire¢ao principal

da difusao e y as ramificagoes ou armadilhas. Inicialmente, relatou-se alguns importantes
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trabalhos no desenvolvimento do modelo do pente tal qual como hoje é conhecido. Fo-
ram introduzidas a probabilidade de sobrevivéncia e a distribui¢ao de tempo de primeira
passagem. A equacao de Fokker-Planck para o modelo do pente foi resolvida por meio
de transformadas integrais e método das Funcoes de Green, sua solucao foi invertida com
uso de algumas propriedades e relagoes especiais. Com a solugao, foram calculados, o se-
gundo momento, a probabilidade de sobrevivéncia e a distribuicao de tempo de primeira
passagem. Os dois primeiros mostraram que as particulas ficam presas nas armadinhas
para derivadas de ordem nao inteira, indo os dois para uma constante como pode ser visto
graficamente nas figuras (3.8) e (3.9).

A difusao ionica sob a acao de campo externo foi estudada no quarto capitulo. Inici-
almente, foi feita uma apresentacao de aplicagoes, uma revisao bibliografica e do préprio
sistema de equacoes de Poisson-Nernst-Planck. Elas foram resolvidas no regime linear
para um potencial externo genérico, com uma condi¢ao de borda também genérica. Foi
obtido o potencial devido a dinamica de cargas no espaco de Laplace. Realizou-se um
estudo com relagao a semelhanca do sistema tratado com célula de cristal liquido. Para
isso, foi utilizado um potencial externo tipicamente aplicado em células de cristal liquido
nematico na medida de corrente para determinagao de grandezas macroscopicas, como
a condutividade elétrica e a constante dielétrica. Nesse estudo, observou-se a influéncia
das condigoes de contorno para os casos de eletrodos bloqueados e para a existéncia de
adsor¢ao e dessorcao, aumentando a magnitude da corrente para o caso com adsorgao e

dessorcao.

70



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

1]

[10]

E. Nelson, Dynamical Theories of Brownian Motion, Princeton University Press,
Princeton, (1967).

C. W. Gardiner, Handbook of stochastic methods: for physics, chemistry and the
natural sciences, 2 ed., Springer, Heidelberg, (1996).

A. Einstein, On the Movement of Small Particles Suspended in Stationary Liquids
Required by the Molecular-Kinetic Theory of Heat, Annalen der Physik 17, (1905).

W. T. Coffey, Yu. P. Kalmykov, J. T. Waldron, The Langevin Equation: With Ap-
plications to Stochastic Problems in Physics, Chemistry and Electrical Engineering,
2 ed., World scientific, Singapore, (2004).

A. Einstein, in R. H. Fiirth, Ed., Investigations on the Theory of the Brownian
Movement, Methuen, London, 1926; reprinted Dover, New York, (1954).

Jean Perrin, Brownian movement and molecular reality, Translated from the Annales
de Chimie et de Physique, London, (1910).

J. M. Silva, J. A. S. Lima, Quatro abordagens para o movimento browniano, Rev.
Bras. En. de Fisica 29, 25 (2007).

H.Risken, The Fokker-Planck Equation-Methods of Solutions and Applications, 2 ed.,
Springer, Heidelberg, (1989).

W. T. Coftey, Development and Application of the Theory of Brownian Motion. In
Dynamical Processes in Condensed Matter, Adv. Chem. Phys. 63, 69, Ed. M. W.
Evans, Series Eds: 1. Prigogine and S. Rice, Wiley, New York, (1985).

J. R. McConnell, Rotational Brownian Motion and Dielectric Theory, Academic
Press, New York, (1980).

71



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

M. C. Wang, G. E. Uhlenbeck, On the Theory of the Brownian Motion II, Rev.
Mod. Phys., 17, 323 (1945).

H. Risken, The Fokker-Planck Equation, Springer, Berlin, 2ed. (1989).

N. G. van Kampen, Stochastic Processes in Physics and Chemistry, North-Holland
Physics Publishing, Amsterdam, 1981; 2nd Edition, (1992).

A. D. Fokker, Die mittlere Energie rotierender elektrischer Dipole im Strahlungsfeld,
Ann. Physik 43, 810-820 (1914).

A. Einstein, Zur Theorie des Brownschen Bewegung, Ann. Physik 19, 371-381 (1906).

M. Planck, Uber einen Satz der statistischen Dynamik und seine Erweiterung in der
Quantentheorie, Sitzungsber. Preuss. Akad. Wiss. Phys. Math. Kl. 324-341 (1917).

L. Rayleigh, Dynamical Problems in Illustration of the Theory of Gases, Philosophical
Magazine 32, 424-445 (1891).

M. Smoluchowski, Ann. Phys. 48, 1103 (1915).

R. A. Fisher, The distribution of Gene Ratios for Rare Mutations, Proc. Roy. Soc.
Edinburgh 50, 205-220 (1930).

A. N. Kolmogorov. Uber die analytischen Methoden in der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung, Math. Ann. 104, 415-458 (1931).

R. Metzler, J. Klafter, The random walk’s guide to anomalous diffusion: a fractional

dynamics approach, Physics Reports 336, 1-77 (2000).

H. Scher, E.W. Montroll, Anomalous transit-time dispersion in amorphous solids,
Phys. Rev. B 12, 2455, (1975).

G. Pfister, H. Scher, Time-dependent electrical transport in amorphous solids: Asy
Ses, Phys. Rev. B 15, 2062 (1977).

G. Pfister, H. Scher, Dispersive (non-Gaussian) transient transport in disordered

solids, Adv. Phys. 27, 747 (1978).

72



[25]

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

G. Zumofen, A. Blumen, J. Klafter, Current flow under anomalous-diffusion condi-
tions: Lévy walks, Phys. Rev. A 41, 4558 (1990).

P. W. M. Blom, M. C. J. M. Vissenberg, Dispersive Hole Transport in Poly (p-
Phenylene Vinylene), Phys. Rev. Lett. 80, 3819 (1998).

A. Einstein, in R. H. | Investigations on the Theory of the Brownian Movement,
Fiirth, Ed. Methuen, London, 1926; reprinted Dover, New York, (1954).

J. P. Poley, Microwave dispersion of some polar liquids, Appl. Sci. Res. B 4, 336
(1955).

W. F. Brown, Jr., Thermal Fluctuations of Fine Ferromagnetic Particles, IEEE,
Trans. Mag. 15, 1196 (1979).

G. H. Weiss, Aspects and Applications of the Random Walk, North Holland Amster-
dam, (1994).

L. Neel, Influence des Fluctuations Thermiques sur I’Aimantation de Grains Ferro-
magnetiques tres Fins, C. R. Acad. Sci. Paris 228, 664 (1949).

P. I. Cootner, The Random Character of Stock Market Prices, The M. 1. T. Press,
Cambridge, Mass., (1964).

O. B. Keith, S. Jerome, The fractional calculus: Theory and Application of Differen-
tiation and Integration to Arbitrary Order, Academic Press. Inc., London, (1974).

J. L. Lagrange, Sur une nouvelle espece de calcul relatif a la différentiation et a
lintégration des quantités variables, Nouv. Mém. Acad. Roy. Sci. Belles-Lett. Berlin
3, 185-206 (1772).

K. S. Miller, B. Ross, An Introduction to the Fractional Calculus and Fractional
Differential Equations, John Wiley & Sons, Wiley-Interscience, (1993).

P. S. Laplace, Théorie Analytique des Probabilités, Courier, Paris, 85 e 186, (1812).

S. F. Lacroix, Traité du Calcul Différentiel et du Calcul Intégral, Courier, Paris, 2nd
ed., Vol. 3, pp. 409-410, (1819).

73



[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

J. B. J. Fourier, Théorie Analytique de la Chaleur, Oeuvres de Fourier, Vol. 1, p.
508, Didot, Paris, (1822).

N. H. Abel, Solution de quelques problemes a l’aide d’intégrales définites, Mag. Na-
turvidenkaberne, (1823).

J. Liouville, Mémories sur quelques Quéstions de géometrie de Mécanique, et sur un

nouveau genre de Calcul pour résoudre ces Quéstion, J. Ecole Polytech 13, Sec. 21,
1-69 (1832).

G. Peacock, Report on the Recent Progress and Present State of Affairs of Certain
Branches of Analysis, Rep. British Assoc. Advancement Sci., 185-352, (1833).

J.Liouville, Mémorie sur une formule d’anakyse J. Reine Angew. Math. (Crelle’s
Journal) 12, 273-287 (1834).

J. Liouville, Mémorie sur le théoreme des fonctions complémentaires, J. Reine An-
gew. Math. (Crelle’s Journal) 11, 1-19 (1834).

W. Center, On the Value of (d/dx)?z® when 0 is a Positive Proper Fraction, Cam-
bridge and Dublin Math. J. 3, 163-169 (1848).

W. Center, On Differentiation with Fractional Indices, and on General Differentia-
tion, Cambridge and Dublin Math. J. 4, 21-26 (1849).

W. Center, TOn Differentiation with Fractional Indices, and on General Differenti-
ation, Cambridge and Dublin Math. J. 5, 206-217 (1850).

N. Ya. Sonin, On Differentiation With Arbitrary Index, Moscow Mat. Sb. 6, 1-38
(1869).

R. Figueiredo Camargo, Do Teorema de Cauchy ao MA “etodo de Cagniard, Dis-
sertacdo de Mestrado, Universidade Estadual de Campinas, Campinas, (2005).

A. K. Grunwald, Uber begrenzte Derivationen und Deren Anwendung (Sobre a De-
rivacao e suas Aplicagés), 7. Angew. Math. Phys. 12, 441-480 (1867).

C. F. Lorenzo, T. T. Hartley, Initialization, Conceptualization, and Application in
the Generalized Fractional Calculus, NASA /TP-1998-208415 (1998).

74



[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

C. F. Lorenzo, T. T. Hartley, Initialized Fractional Calculus, NASA /TP-2000-
209943, (2000).

I. Podlubny, Fractional Differential Equations, Academic Press, San Diego, (1999).

M. Caputo, Linear model of dissipation whose @ is almost frequency independent I1,
Geophys. J. R. Astr. Soc. 13, 529-539 (1967).

J. A. T. Machado, A probabilistic Interpretation of the fractional-order differentia-
tion, Fractional Calculus & Applied Analysis 6, no. 1, 73-80 (2003).

G. M. Mittag- Leflier, Sur la nouvellc fonction E,(x), C. R. Aca.d. Set. Pans. 137,
554-558 (1903).

G. M. Mittag- Leffler, Sopra la funzione E,(x)., Rend. Ace. Lincei, ser. 5, no. 13, 3-5
(1904).

G. M. Mittag- Leffler, Sur la representation analyticiue d’nne branche unifonne d’ uiie
fonction rnonogene. Acta Maihernatica 29, 101-182 (1905).

A. Wimaii, Uber dcii fuiidaiiientalsatz in der teorie der funktionen E,(x), Acta Math.

2, 191-201 (1905).
A. Wiian. Uber die nulstellcu der funktionen E,(z). Acta Math. 29, 217-234, (1905).

R. P. Agarwal. A propos d’une note de M, Pierre Humbert, C. R. Seances Acad. Sci.
236, no. 21, 2031-2032 (1953).

A.M. Mathai, R. K. Saxena, and H. J. Haubold, The H-Function: Theory and Ap-
plications, Springer, New York, (2009).

A. M. A. El- Sayed, Fractional differential equations, Kyungpook Math. J. 28, no. 2,
119-122 (1988).

A.ErdA “elyi, W. Magnus, F. Oberhettinger and F. G. Tricomi, Higher transcendental
functions, Vols. I, 1T e 111, McGraw-Hill, New York, (1953).

C. Fox, A formal solution of certain dual integral equations, Trans. Amer. Math. Soc.
119, 389-398, (1965).

75



[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

[73]

[74]

[75]

[76]

G. Biilent, effects of Er: YAG Laser Irradiation on Dental Hard Tissues and All-
Ceramic Materials: SEM Evaluation, cap. 10 of Scanning Electron Microscopy, IN-
TECH, Croatia, (1973).

V. Méndez, A. Tomin, Comb-like models for transport along spiny dendrites, Chaos,
Solitons & Fractals, 53, 46-51 (2013)

P. Nelson, Biological Physics: Energy, Information, Life, W. H. Freeman and Com-
pany, New York, (2002)

D. A. Adams, L. M. Sander, R. M. Ziff, How long does it take to measure eter-
nity? Solving problems in hours that would take brute-force simulations the age of

the universe, 3D Percolation Cluster Accessibility, (2010).

S. R. Broadbent, J. M. Hammersley, Percolation Process, Proc. Camb. Philos. 53,
629-641 (1957).

de Gennes, P. G., On a relation between percolation theory and the elasticity of gels,
J. Physique Lett. 37, 1-2 (1976).

A. Skal, B. Shklovski, Sov. Phys. Semincond. 8, 1029 (1976).

H. E. Stanley, Cluster shapes at the percolation threshold: and effective cluster di-
mensionality and its connection with critical-point exponents, J. Phys. A: Math. Gen.
10, L211- L2220 (1977).

B. B. Mandelbrot, Fractals, form, chance and dimension, W. H. Freeman, San

Francisco, (1982).

B. B. Mandelbrot, The Fractal Geometry of Nature, W. H. Freeman, San Francisco,
(1982).

Y. Gefen. A. Aharony, B. B. Mandelbrot, S. Alexander, Anomalous Diffusion on
Percolating Clusters, Phys. Rev. Lett. 50, 77-80 (1983).

D. Ben-Avraham, S. Havlin, Diffusion on percolation clusters at criticality, J. Phys.
A: Math. Gen. 15, L691-L697 (1982).

76



[77]

[78]

[79]

[80]

[31]

[82]

[33]

[84]

[85]

[36]

[87]

[38]

[39]

R. B. Panday, D. Stauffer, Confirmation of Dynamical Scaling at the Percolation
Threshold, Phys. Rev. Lett. 51, 527-529 (1983).

S. R. White, M. Barma, Field-Induced drift and trapping in percolation networks, J.
Phys. A: Math. Gen. 17, 2995-3008 (1984).

S. Havlin, A. Bunde, Y. Glaser, H. E. Stanley, Diffusion with a topological bias on
random structures with a power-law distributions of dangling ends, Phys. Rev. A 34,

3493-3495 (1986).

A. Bunde, S. Havlin, H. E. Stanley, et al., Diffusion in random structure with a
topological bias, Phys. Rev. B 34, 8130-8132 (1986).

S. Havlin, J. E. Kiefer, G. H. Weiss, Anomalous diffusion on a random comlike
structure, Phys. Rev. A 36, 1404-1408 (1987).

N. Pottier, Diffusion on random comblike structures: field-induced trapping effects,
Physica A 216, 1-19 (1995).

V. Balakrishnan, C. Van den Broeck, Transport properties on a random comb, Phy-
sicaA 217, 1-21 (1995).

V. E. Arkhincheev, E. M. Baskin, Anomalous diffusion and drift in a comb of perco-
lation clusters, Zh. Ekso. Teor. Fiz. 100, 292-300 (1991).

V. E. Arkhincheev, Anomalous diffusion and charge on comb model: exact solutions,
Physica A 280, 304-314 (2000).

V. E. Arkhincheev, Diffusion on random comb structure: effective medium approxi-
mation, Physica A 307, 131-141 (2002).

M. A. Zahran, 1/2 Order Fractional Fokker-Planck Equation on Comblike Model, J.
Stat. Phys. 109, 1005-1016 (2002).

S. A. El-Wakil, M. A. Zahran, E. M. Abulwafa, The diffusion-drift equation on comb-
like structure, Physica A 303, 27-34 (2002).

S. A. El-Wakil, M. A. Zahran, E. M. Abulwafa, Fractional (space-time) diffusion
equation on comb-like model, Chaos Solitons and Fractals 20, 1113-1120 (2004).

7



[90]

[91]

[92]

[93]

[94]

[95]

[96]

[97]

[99]

M. A. Zahran, E. M. Abulwafa, S. A. EI-Wakil, The fractional Fokker-Planck equation
on comb-like model, Physica A 323, 237-248 (2003).

E. Baskin, A. lIomin, Superdiffusion on a Comb Structure, Phys. Rev. Lett. 93, (2004).

E. Baskin, A. Iomin, On log-normal distribution on a comb structure, cond-mat
/0405089 (2004).

A. Tomin, E. Baskin, Negative superdiffusion due to inhomogeneaus convection, Phys.
Rev. E 71, 1-5 (2005).

A. Tomin, Superdiffusion of a cancer on a comb structure, J. Phys.:Conf. Ser. 7, 57-67
(2005).

A. Tomin, Toy model of fractional transport of cancer cells due to self-entrapping,
Phys. Rev. E 73, 061918 (2006).

V. E. Arkhincheev, E. M. Baskin, Anomalous diffusion and drift in a comb model of
percolation clusters, Sov. Phys. JETP 73, 161 (1991).

V. E. Arkhincheev, Anomalous diffusion and charge relaxation on comb model: exact
solutions, Physica A 80, 304 (2000).

V. E. Arkhincheev, Unified continuum description for sub-diffusion random walks on
multi-dimensional comb model, Physica A 389, 1 (2010).

A. A. Tateishi, E.K. Lenzi, H.V. Ribeiro, L.R. Evangelista, R.S. Mendes, and L.R.
da Silva, J. Stat. Mech. P02022, (2011).

[100] A. A. Tateishi, F. S. Michels, M. A. F. dos Santos, E. K. Lenzi and H. V. Ribeiro,

J. Stat. Mech. P09017, (2013).

[101] H. W. Wyld, Mathematical Methods for Physics, Boulder, CO: Perseus Books,

(1999).

[102] V. E. Arkhincheev, Random walk on hierarchical comb structures, JETP, 88, 710,

(1999).

[103] M. Planck, Uber einen Satz der statistischen Dynamik und seine Erweiterung in der

Quantentheorie, Sitzungsber. Preuss. Akad. Wiss. Phys.Math. KI. 324-341 (1917).

78



[104] S. Redner, P. L. Krapivsky, Diffusive escape in a nonlinear shear flow: Life and
death at the edge of a windy cliff, J. Stat. Phys. 82, 999 (1996).

[105] J. H. Jeon, R. Metzler, Inequivalence of time and ensemble averages in ergodic

systems: FExponential versus power-law relaxation in confinement, Phys. Rev. E 85,
021147, (2012).

[106] N. Leijnse, J. H. Jeon, S. Loft, R. Metzler, L. B. Oddershede, Diffusion inside living
human cells, Eur. Phys. J. Spec. Top. 204-75, (2012).

[107] J. H. Jeon, N. Leijnse, L. B. Oddershede, R. Metzler, Anomalous diffusion and
power-law relaxation of the time averaged mean squared displacement in worm-like
micellar solutions, New J. Phys. 15 045011, (2013).

[108] R. P. O’Hare, S.-W. Cha, W. G. Colella, and F. B. Prinz. Fuel Cell Fundamentals.
Wiley, (2009).

[109] B. E. Conway, Electrochemical Supercapacitors: Scientific Fundamentals and Tech-
nological Applications, Springer, (1999).

[110] J. C. Giddings, Unified Separation Science, John Wlley & Sons, New York, (1991).

[111] J. Newman, W. Tiedemann, Porous-electrode theory with battery applications, Al-
ChE Journal, 21, 25-41, (1975).

[112] J. M. Tarascon, M. Armand, Issues and challenges facing rechargeable lithium bat-
teries, Nature, 414 (2011).

[113] K. Chan, M. Eikerling, J. Electrochem. Soc. B18, 158 (2011).
[114] T. Akesson, C. Woodward, B. Jonsson, J. Chem. Phys. 91, 2461 (1989).

[115] T. Das, D. Bratko, L. B. Bhuiyan, C. W. Outhwaite, J. Chem. Phys. 107, 9197
(1997).

[116] L. G. Stanton, A. A. Golovin, Phys. Rev. B 79, 035414 (2009).

[117] Q. Liu, Y. Wang, W. Guo, H. Ji, J. Xue, Q. Ouyang, Phys. Rev. E 77, 031504
(2008).

79



[118] Y. K. Suh, S. Kang, Phys. Rev. E 79, 064309 (2009).
[119] M. Baptista, R. Schmitz, B. Duenweg, Phys. Rev. E 80, 016705 (2009).

[120] J. W. Jerome, Analysis of Charge Transport: A Mathematical Study of Semicon-
ductor Devices, Springer-Verlag, New York, (1995).

[121] J. J. Liou, IEE Proc.-G: Circuits, Devices Syst. 139, 646 (1992).
[122] P. S. Davids, I. H. Campbell, D. L. Smith, J. Appl. Phys. 82, 6319 (1997).
[123] T. Li, P. P. Ruden, I. H. Campbell, D. L. Smith, J. Appl. Phys. 93, 4017 (2003).

[124] V. A. Rozhansky, L. D. Tsendin, Transport Phenomena in Partially Ionized Plas-
mas, Taylor & Francis, London, (2001).

[125] D. B. Graves, K. F. Jensen, IEEE Trans. Plasma Sci. 14, 78 (1986).

[126] F. Strubbe, A. R. M. Verschueren, L. J. M. Schlangen, F. Beunis, K. Neyts, J.
Colloid Interface Sci. 300, 396 (2006).

[127] M. F. Hsu, E. R. Dufresne, D. A. Weitz, Langmuir 21, 4881 (2005).
[128] S. Jayaram, J. D. Cross, J. Electrost. 29, 55 (1992).
[129] Q. Liu, Y. Wang, W. Guo, H. Ji, J. Xue, Q. Ouyang, Phys. Rev. E 75 (2009).

[130] 1. D. Kosiniska, I. Goychuk, M. Kostur, G. Schmid, P. Hanggi, Phys. Rev. E 77,
031131 (2008).

[131] A. Ramos, H. Morgan, N. G. Green, A. Castellanos, J. Phys. D 31, 2338 (1998).

[132] L. Brun, M. Pastoriza-Gallego, G. Oukhaled, J. MathA~, L. Barci, L. Auvray, J.
Pelta, Phys. Rev. Lett. 100, 158302 (2008).

[133] T. F. Weiss, Cellular Biophysics, Vol. 2: Electrical Properties, MIT Press, (1996).

[134] B. Eisenberg,lonic channels in biological membranes: Natural nanotubes. Acc.
Chem. Res., 31 117-123 (1998).

[135] B. Roux, T. Allen, S. Berneche, W. Im. Theoretical and computational models of
biological ion channels. Quarterly Reviews of Biophysics 37, 15-103 (2004).

80



[136] J. C. Weaver, Y. A. Chizmadzhev. Theory of electroporation: a review. Biochemis-
try and bioenergetics 41, 135-160 (1996).

[137] S. K. Lee, W. F. Boron, M. D. Parker, Sensors 13, 984 (2013).
[138] D. Mertz, J. Levitt, Physiol. Plantarium 14, 57 (1961).
[139] B. Akerman, JACS 121, 7292 (1999).

[140] T. Wissenscheften, Mathematical Modeling and Simulation of Ion Channels, Tese
de Doutorado, Johannes Kepler Universitat Linz, (2009).

[141] J. L. Liu, Lecture Notes on Poisson-Nernst-Planck Modeling and Simulation of Bi-
ological Ton Channels, Departament of Applied Mathematics, National Hsinchu Uni-
versity of Education, (2012).

[142] J. Israelachvili, Intermolecular Forces, Academic Press, London, (1985).

[143] A. Golovnev, S. Trimper, Analytical solution of the PNP equations at AC applied
voltage, Physics Letters A 376, 1391 (2012).

[144] R.R. Ribeiro de Almeida, F. S. Michels, V. Steffen, E. K. Lenzi, R. S. Zola, L. R.
Evangelista, Flectrical current profile of a confined isotropic liquid sample: Biological

systems and liquid crystals applications. Chemical Physics Letters (Print) 588, 87-90
(2013).

[145] P.G. de Gennes, J. Prost, The Physics of Liquid Crystals, Oxford University Press,
Oxford, (1993).

[146] H. Kelker, R. Hatz, Handbook of Liquid Crystals, Verlag Chemie, Weinheim, Deer-
field Beach, Florida, Basel, p.185 (1980).

[147) A.A. Sonin, The Surface Physics of Liquid Crystals, Gordon and Breach, Luxem-
burg, (1995).

[148] G. Barbero, L. R. Evangelista, Adsorption Phenomena and Anchoring Energy in
Nematic Liquid Crystals, Taylor & Francis, London, (2006).

[149] N. Eseanu, C. Dascalu, R. Atasiei, Phys. Lett. A 372, 2459 (2008).

81



[150] R. Atasiei, A. L. Alexe-Ionescu, J.C. Dias, L.R. Evangelista, G. Barbero, Chem.
Phys. Lett. 461, 164 (2008).

[151] A.L. Alexe-lonescu, G. Barbero, C. Dascalu, M. Scalerandi, Appl. Phys. Lett. 95,
064101 (2009).

82



