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“There is nothing like looking, if you want

to find something […]. You certainly usu-

ally find something, if you look, but it is not

always quite the something you were after”

(J. R. R. Tolkien, The Hobbit).
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RESUMO

Esta pesquisa objetiva analisar dados para identificar padrões e leis universais,

seguida da elaboração de modelos estocásticos em áreas multidisciplinares de sistemas

complexos. Cada problema será abordado com diversos enfoques, condicionados, por sua

vez, às características dos dados empíricos e de sua disponibilidade. Para tanto, o trabalho

será dividido em cinco capítulos: o primeiro, de cunho biológico, está relacionado ao

aumento da mortalidade de animais marinhos devido ao vazamento de petróleo no Golfo

do México em 2010; no segundo capítulo, de âmbito social, discutimos o efeito coletivo das

vendas em loterias no perfil do número de ganhadores, um assunto de relevante interesse

em neurociência e que pode até mesmo ser conectado a sistemas biológicos; os capítulos

3, 4 e 5, por sua vez, são dedicados ao estudo do processo difusivo de epidemias no Brasil,

como o HIV/AIDS e a dengue, problemas de grande interesse social.

Palavras-chave: Sistemas Complexos. Análise de Dados. Crescimento Expo-

nencial. Loteria. Correlações. Modelo Estocástico. Epidemias. Distribuição de Probabi-

lidades.
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ABSTRACT

This research aims to analyze data in order to identify patterns and universal laws,

followed by the development of stochastic models in multidisciplinary areas of complex

systems. Each problem will be addressed with different approaches accordingly to the

characteristics of the empirical data and their availability. For this purpose, this thesis

will be divided into five chapters: the first one, from biology, is related to an increased

mortality of marine animals due to the oil spill in the Gulf of Mexico in 2010; in the second

chapter, in a social context, we discuss the collective effect of lottery sales in the profile

of the number of winners, a topic of significant interest in neuroscience and that can even

be connected to biological systems; the chapters 3, 4 and 5 are dedicated to the study of

the diffusion of epidemics in Brazil, such as HIV/AIDS and dengue fever, problems of large

social interest.

Keywords: Complex Systems. Data Analysis. Exponential Growth. Lottery. Cor-

relations. Stochastic Model. Epidemics. Probability Distributions.
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INTRODUÇÃO

De maneira geral, sistemas da natureza são comumente compostos por muitas

partes, a partir das quais emergem comportamentos coletivos e, muitas vezes, padrões

em diferentes escalas de magnitude. Sistemas com características desse tipo são usual-

mente denominados de Sistemas Complexos, compreendidos como uma forma de nos

endereçarmos a uma grande classe de problemas envolvendo, por exemplo, sistemas físi-

cos, biológicos e sociais, que, em geral, estão conectados a mais de uma área de interesse

científico.

Desde as últimas décadas, o estudo de sistemas complexos tem despertado grande

interesse da comunidade científica devido, dentre outros fatores, a essa grande interdisci-

plinaridade aliada, ainda, a um significativo potencial para aplicações práticas e/ou comer-

ciais [1,2]. Naturalmente, a crescente divulgação de bases de dados é também um ponto

de incomensurável importância, uma vez que isso facilita o acesso de pesquisadores aos

mais diversos sistemas e favorece uma abordagem mais quantitativa aos problemas.

O uso de conceitos e técnicas oriundas da física estatística tem possibilitado iden-

tificar e quantificar padrões nas mais diversas áreas do conhecimento, cujos dados não

podem ser entendidos suficientemente por meio de métodos mais tradicionais. De modo

geral, a análise de tais dados consiste em buscar identificar padrões na dinâmica do sis-

tema com o objetivo de elaborar modelos teóricos e simulações numéricas.

É nesse sentido que direcionamos este trabalho, que busca analisar sistemas com-

plexos nas áreas biológica e social para, então, elaborar modelos estocásticos a partir das

informações obtidas em plataformas de dados. No capítulo 1, analisaremos dados refe-

rentes ao derramamento colossal de petróleo que ocorreu em 2010 no Golfo do México. A

partir disso, é possível, por exemplo, mensurar o impacto biológico de um derramamento

de petróleo no mar e como a biota da região responde a ele.

As loterias, outro exemplo de sistema complexo de grande interesse na litera-

tura [3, 4], serão o tema do capítulo 2. Tais sistemas são fundamentalmente sociais, mas
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também são problemas de grande interesse para áreas como a neurociência [5–7], visto

que o valor do prêmio e o desejo por ele influenciam diretamente muitas pessoas e a di-

nâmica das vendas de bilhetes de apostas. Sistemas como as loterias e até mesmo certos

sistemas biológicos são, em princípio, tipicamente aleatórios. Entretanto, o conjunto de

todas as variáveis pode gerar um mecanismo de feedback capaz de introduzir comple-

xidade quando olhamos para um comportamento coletivo, alterando perceptivelmente o

cenário tipicamente aleatório a priori. Dessa forma, o estudo de loterias pode forne-

cer informações quantitativas do comportamento humano médio diante de um incentivo

financeiro, o que é extremamente difícil de mensurar.

Um último exemplo notável de sistemas complexos com forte interdisciplinari-

dade e que será analisado aqui é o de sistemas envolvendo epidemias fundamentados em

dados empíricos. Esse assunto será o foco de estudo dos capítulos 3, 4 e 5, nos quais

usaremos dados da difusão do HIV/AIDS no Brasil desde o seu primeiro caso e estudará

o perfil de incidência do vírus da dengue no Brasil nos últimos 12 anos. Como será visto,

ambas as doenças apresentam determinadas semelhanças, como sua distribuição de ca-

sos. Dados empíricos sobre a dinâmica real de epidemias são de suma importância para a

elaboração de modelos matemáticos capazes de indicar a dinâmica que rege sua difusão

em determinadas regiões.

Certamente, modelos empíricos são indispensáveis para fazermos projeções da di-

nâmica espaço-temporal de epidemias ou, pelo menos, para identificarmos alguns de seus

aspectos mais relevantes e sugerirmos melhores estratégias de controle pandêmico1 [8,9].

Desse modo, uma clara compreensão da dinâmica de epidemias tem um impacto sensível

sobre a estabilidade da qualidade de vida de um país ou região. Por fim, os Apêndices A, B

e C servirão de base dos conceitos e métodos indispensáveis para a leitura desta tese.

1 Uma doença limitada a apenas uma determinada região é considerada uma endemia. Quando a doença
é transmitida para outras populações, infestando mais de uma região, passa a ser uma epidemia.
Finalmente, uma epidemia que se alastra de forma desequilibrada, espalhando-se ao redor do globo,
é uma pandemia.
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CAPÍTULO 1
O DESASTRE NO GOLFO DO MÉXICO

Neste capítulo, vamos fazer uma análise relacionada ao vazamento de petróleo no

Golfo do México que ocorreu em 2010. Conhecido comoDeepwater Horizon/BP (British

Petroleum) [10], o vazamento iniciou-se em 22 de abril de 2010 e permaneceu por quase

três meses nas águas do maior golfo do mundo (até o dia 16 de julho). Claramente, man-

chas de óleo nos oceanos e nos mares prejudicam o ecossistema marinho e podem, ainda,

afetar alguns de água doce, em particular, no caso do acidente Deepwater Horizon/BP,

que gerou um derramamento de grande volume e por um longo período.

1.1. A NECESSIDADE DE QUANTIFICAR O IMPACTO

Entre os vazamentos de petróleo mais bem reportados, podemos citar o Exxon

Valdez no Alaska [11] e o Prestige na Espanha [12]. Entretanto, quando comparados ao

Deepwater Horizon/BP, esses e outros vazamentos são limitados no tempo, no espaço

e no volume de petróleo derramado. A grande quantidade de petróleo que vazou a uma

taxa aproximadamente constante e a longa duração do acidente causaram um grande

aumento na mortalidade de vertebrados presentes na biota da região.

O impacto mais visível e imediato do petróleo sobre a vida selvagem é sua adesão

aos organismos, sobretudo depois que a camada de petróleo atinge a costa. Entretanto,

há outros perigos relacionados aos hidrocarbonetos aromáticos policíclicos mutagênicos

e/ou cancerígenos presentes no petróleo [13] e aos efeitos subletais, como as disrupções
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endócrinas ou fisiológicas [14], que, por sua vez, também afetam intensamente os seres

vivos. A mancha de petróleo no Golfo do México fornece, assim, uma grande oportuni-

dade para ecologistas, toxicologistas e fisiologistas ambientais entenderem os efeitos do

petróleo sobre a biota e identificarem as respostas dos organismos mais afetados pela

mancha.

1.2. DADOS

Instituições governamentais americanas como aNational Oceanic andAtmosphe-

ric Administration (NOAA) e a U.S. Fish and Wildlife Service (USFWS) coletaram e

disponibilizaram gratuitamente on-line dados referentes ao desastre [15]. Com base nes-

ses dados, foi possível investigar dois pontos:

(i) a identificação de padrões e modelar a resposta de vertebrados tetrápo-

des para esse vazamento de petróleo extremo;

(ii) a avaliação de qual(is) grupo(s) de vertebrados tetrápodes (aves, tarta-

rugas e mamíferos) foi(ram) o(s) mais afetado(s) pelo vazamento.

Por meio desses resultados, podemos fazer uma previsão dos impactos de vaza-

mentos de petróleo, assim como avaliar quais grupos de animais devem ser priorizados

em resgates em situações como essas.

As carcaças foram coletadas ao longo de „2600 km na região costeira dos EUA

correspondente ao Golfo do México. E o número de animais recolhidos foi relatado ao

Unified Area Command pelas agências USFWS e NOAA, pelos comandos da área inci-

dente e centros de reabilitação e por outras fontes autorizadas que operam dentro da área

de impacto do acidente Deepwater Horizon/BP.

Tendo em vista que os resultados são fundamentados apenas em resgates realiza-

dos por essas agências, assumimos um esforço de amostragem constante. E, mesmo que

tal esforço não tenha sido totalmente constante, os dados são adequados para a realiza-

ção, no mínimo, do segundo objetivo (avaliar qual grupo de vertebrados é mais sensível ao

petróleo), afinal, ao longo de um determinado período, o esforço foi o mesmo para cada

grupo de animais.
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1.3. MODELO EXPONENCIAL

O volume de petróleo derramado (P) vazou a uma taxa constante (RP “ dP{dt;

Figura 1.1a), a priori. Podemos notar que o conjunto de dados fornecidos pela NOAA

e USFWS não contém indicações relacionadas às forças móveis do vazamento de petró-

leo ou do uso de dispersantes, nem mesmo as coordenadas de onde foram encontradas

as carcaças. Dadas essas características, um modelo simplificado dos impactos desses

acidentes sobre a fauna pode ser proposto.

a) b)

c) d)

Figura 1.1: Taxas de mortalidade diária acumuladas. (a) Vazamento estimado de petróleo
(P). (b) Número de carcaças de aves (B). (c) Número de carcaças de tartarugas marinhas (T).
(d) Número de carcaças de mamíferos (M). As linhas sólidas são funções exponenciais ajustados
aos dados.

Como consequência da mancha de petróleo, houve um crescimento na mortali-
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dade de vertebrados, cujas carcaças começaram a ser reportadas 38 dias após o acidente

(em 28 de Maio). Em nossa análise, consideramos os primeiros 140 dias do período de

reporte de dados.

O maior impacto registrado durante esse período foi para as aves, cujo número de

carcaças acumuladas (B) apresentou um crescimento exponencial (Figura 1.1b). Conse-

quentemente, a taxa de mortalidade diária (RB “ dB{dt) também teve um crescimento

exponencial. O crescimento intrínseco das taxas de mortalidade para esse grupo, definido

como rB “ pdRB{dtq{RB, foi rB “ 0,01338 ˘ 0,00008 d´1. Um menor número de carca-

ças de tartarugas marinhas T foi reportado (Figura 1.1c). Notadamente, observamos um

crescimento exponencial na mortalidade desse grupo, o que também gerou uma taxa de

mortalidade diária exponencial (RT “ dT{dt). Entretanto, identificamos um delay inicial

antes do estabelecimento do regime exponencial até o dia „68 (27 de junho). Um nú-

mero ainda menor de carcaças de mamíferos (M) foi reportado (Figura 1.1d). Para esse

grupo, também houve um delay inicial antes do estabelecimento do regime exponencial

que se manifestou a partir do dia „77 (6 de julho). Os dados relacionados a mamíferos

também sugerem um crescimento exponencial na mortalidade e na taxa de mortalidade

diária exponencial (RM “ dM{dt), embora isso não seja observado tão claramente quanto

no grupo das aves e no das tartarugas marinhas. O crescimento intrínseco nas taxas de

mortalidade de tartarugas marinhas foi rT “ 0,00162 ˘ 0,00002 d´1, enquanto que o de

mamíferos foi rM “ 0,00312 ˘ 0,00003 d´1.

A falta de um grande delay inicial para o grupo das aves (Figura 1.1b), tal como

visto nos dois últimos grupos, pode ser justificada pelo fato de as aves serem mais sen-

síveis e, portanto, chegarem às praias muito antes do petróleo atingir a costa [12]. No

entanto, o grupo das aves foi o primeiro a se recuperar do vazamento de petróleo, como

indicado por suas taxas de mortalidade que já começaram a diminuir após o dia „97

(26 de julho), enquanto que a mortalidade de tartarugas marinhas e de mamíferos ainda

continuava crescendo exponencialmente até os dias „155 (22 de setembro) e „163 (30

de setembro), respectivamente. Essas regularidades exponenciais podem ser expressas

matematicamente pela equação
dRi
dt

“ ri Ri, (1.1)

sendo i “ B, T e M.
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Em nossa modelagem das taxas de mortalidade de vertebrados, dois outros aspec-

tos desejáveis foram considerados significativos:

(i) as taxas de mortalidade Ri deveriam ser constantes quando o vazamento

de petróleo parasse (RP “ 0);

(ii) o aumento intrínseco na taxa de mortalidade de cada grupo de organis-

mos deveria depender de sua sensibilidade ao petróleo.

Esses aspectos e os comportamentos exponenciais relatados são naturalmente al-

cançados se os aumentos intrínsecos das taxas de mortalidade forem dados por

ri “ ai RP , (1.2)

sendo ai relacionado apenas à sensibilidade do i-ésimo grupo de organismos ao petróleo

e RP a taxa de vazamento de petróleo. De fato, a taxa de mortalidade (Ri) para todos os

grupos torna-se constante (dRi{dt “ 0) quando RP “ 0, satisfazendo o aspecto (i).

Podemos notar ainda que, quando consideramos mortes de uma população, é per-

tinente considerar o número de mortes por intervalo de tempo com relação ao tamanho

da população. Esse aspecto pode ser considerado por meio de uma taxa de mortalidade

relativa na forma

Ři “
Ri
Pi

, (1.3)

em que Pi é o tamanho da população do i-ésimo grupo.

Na maior parte dos casos, tal como ocorreu com neste estudo, são disponibilizados

apenas os dados sobre o número de mortes ao longo do tempo, mas não o tamanho da po-

pulação. Contudo, apesar dessa falta de dados mais completos, é indispensável identificar

padrões intrínsecos ao sistema. Na nossa investigação, identificamos padrões no regime

em que o número de carcaças é muito menor do que o tamanho da população. Na ver-

dade, se Pi é muito maior do que o número de mortes (mais precisamente, se Ri ! ri Pi)

e, portanto, quase constante ao longo do acidente do Golfo, ele pode ser aproximado por

uma constante. Nesse caso, vale a relação

dŘi
dt

»
1
Pi

dRi
dt

. (1.4)

Consequentemente, ri (ai) é um parâmetro intrínseco a cada grupo, satisfazendo o
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aspecto (i). Ademais, esses parâmetros já possuem uma normalização quanto ao tamanho

da população, uma vez que

ri “
1
Ri

dRi
dt

»
1

Ři

dŘi
dt

. (1.5)

Portanto, o parâmetro ri (ai) é bastante apropriado para comparar diferentes gru-

pos de animais, mesmo sem saber seus tamanhos populacionais. Nesse contexto, quanto

maior o ri (ai), maior a sensibilidade do grupo i ao petróleo. Para apoiar essa suposição

de independência efetiva do tamanho da população, tomemos, como exemplo, o número

de carcaças de mamíferos reportados (ca. 100), o que representa menos de 0,15% da po-

pulação de golfinhos no Golfo (ca. 75000) [16]. Obviamente, essa taxa é ainda menor se

considerarmos o número real de mamíferos, que é muito maior, já que inclui várias outras

espécies além dos golfinhos.

Um problema com os nossos dados foi o acesso limitado às taxas de mortalidade

no contexto de pré-derramamento, o que nos impediu, portanto, de sabermos o quanto

da mortalidade reportada está associada efetivamente à mancha de petróleo ou a outras

fontes de mortalidade, sejam elas naturais ou provocadas pelo homem. Apesar de não

termos dados para todos os grupos, obtivemos o número de carcaças de tartarugas en-

calhadas [17] e de cetáceos encalhados [18] antes do evento de poluição, para podermos

comparar com os nossos dados.

De acordo com as nossas expectativas, as taxas de mortalidade de tartarugas es-

tavam dentro da mesma ordem de magnitude antes do vazamento („3 d´1) e após o

encerramento dele („2 d´1). Desse modo, é razoável supor que as elevadas taxas de

mortalidade obtidas durante o derrame („8 d´1) entre os dias „38 (28 de maio) e „68

(28 de junho) estão relacionadas com os impactos do acidente. No entanto, para os cetá-

ceos (que representam uma fração dos mamíferos), foi encontrado um cenário diferente.

Por exemplo, em março de 2010 (isto é, ligeiramente antes do evento), o número de ce-

táceos encalhados era 3.4 vezes maior do que a média histórica registrada nesse mesmo

período. Assim, considerando os cetáceos como uma boa aproximação para a presença

de mamíferos, não é claro que o aumento do número de carcaças encontradas seja total-

mente associado ao vazamento.
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1.4. DISCUSSÃO E PERSPECTIVAS

Neste capítulo, usamos dados fornecidos pelas instituições NOAA e USFWS para

avaliar o efeito de um vazamento de petróleo sobre a biota marinha. Os dados foram

separados em três grupos de vertebrados tetrápodes (aves, tartarugas e mamíferos) co-

letados no mar e nas regiões costeiras afetados pelo vazamento de petróleo. O modelo

apresentado na seção 1.3 reproduz adequadamente o crescimento exponencial na taxa

de mortalidade dos grupos de animais coletados (medida como o número de carcaças

recolhidos por dia). Esse comportamento exponencial é consistente com um cenário

unificado para a taxa de mortalidade nos três grupos.

Em particular, concluímos que a sensibilidade ao petróleo de cada grupo é dife-

rente, sendo as aves o grupo mais sensível, tal como indicado pelo aumento mais acen-

tuado das taxas de mortalidade ao longo do tempo. Desse modo, elas devem ser prio-

rizadas em serviços de resgate (rB » 8,3 rT), seguidas pelos mamíferos (rM » 1,9 rT)

e, finalmente, pelas tartarugas. Naturalmente, tais esforços devem seguir uma dinâmica

inteligente, uma vez que as aves se recuperam do impacto do desastre mais rapidamente

que os outros grupos (veja a Figura 1.1b em comparação com as Figuras 1.1c e 1.1d) e,

também, porque no caso das tartarugas marinhas e dos mamíferos, um aumento expo-

nencial na mortalidade foi observado após diferentes atrasos iniciais. A figura também

mostra que o grupo dos mamíferos parece ser o que sente o impacto do petróleo por mais

tempo. No entanto, os dados de mortalidade pré-derramamento de mamíferos parecem

indicar que o crescimento da taxa de mortalidade não é inteiramente uma consequência

do vazamento.

Uma alternativa para melhorar o modelo proposto nesse capítulo é considerar o

tempo de retardo inicial na mortalidade de cada grupo. Para tal, seria necessário conhe-

cer os dados anteriores ao período de reporte de dados, mas, de antemão, sabemos que

poderíamos empregar uma equação com tempo de retardo [19] relacionada com

dRiptq
dt

“ ri Ript ´ τiq , (1.6)

em que τi é um tempo transitório adequado e i “ B, T e M. Como se trata de um pro-



.. CAPÍTULO 1. O DESASTRE NO GOLFO DO MÉXICO 21

blema discreto, essa equação poderia ser resolvida utilizando uma aproximação de Euler

e a propriedade de translação da transformada Z, por exemplo. Para tanto, seria impres-

cindível conhecer as τi condições iniciais de todos os grupos. Esse modelo mais detalhado

deve ser capaz de justificar a região de interpolação entre a exponencial e os regimes as-

sintóticos. Por fim, o comportamento exponencial referente à mortalidade de animais

durante o vazamento de petróleo no Golfo do México e as equações que descrevem esse

cenário específico poderiam ser testados em acidentes envolvendo outros poluentes.



..

CAPÍTULO 2
MEGA-SENA: PRÊMIO E PERSISTÊNCIA

Neste capítulo, vamos abordar as loterias, o ramo mais famoso entre todos os jo-

gos de azar [3, 4]. Referências às loterias datam desde a China antiga. Provavelmente

durante a dinastia Han (por volta de 205 e 187 a.C.), foi criado um jogo de apostas cha-

mado Keno, cujos recursos teriam até mesmo financiado a construção da Grande Muralha

da China [20]. Já na Europa, a tradição deve ter começado ainda na Roma Antiga sob co-

mando de Augustus Caesar. Mas foi somente em 1466, na cidade de Bruges (Bélgica),

que uma loteria teria distribuído prêmios em dinheiro [20,21]. No Brasil, a primeira loteria

foi lançada em 1784 em Vila Rica (atual Ouro Preto). E atualmente, loteria e sociedade

estão tão interligadas que até mesmo aqueles que não jogam são afetados por sua exis-

tência, uma vez que o dinheiro da loteria tem financiado áreas do esporte e das artes, por

exemplo [22, 23].

2.1. UM APELO À NEUROCIÊNCIA

Ao longo da história, a necessidade e/ou desejo por atributos como alimento, po-

der, fama e riqueza tem assumido um papel central na dinâmica social [6, 24, 25]. Em

muitos aspectos, adquirir qualquer um desses itens envolve uma cadeia de decisões e

de escolhas intimamente relacionada a chances e/ou necessidades. Notavelmente, nossa

vida pode ser vista como um processo constante de tomadas de decisões que abrangem

desde escolhas corriqueiras do dia-a-dia a situações de grande importância. Uma vez que
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a expectativa de ganhar um prêmio em dinheiro provoca a humanidade, a loteria e muitos

outros tipos de jogos de aposta apareceram ao redor do mundo [3].

Apesar de ainda não ser claramente entendido, sabemos que os humanos adap-

tam o grau de esforço realizado de acordo com a magnitude de uma recompensa espe-

rada [5,7]. Entre as múltiplas alternativas possíveis, sempre tentamos escolher uma ação

otimizada que maximize os benefícios (ou lucros, recompensas) [5, 26]. Em particular,

a ambição também influencia o comportamento humano de modo similar a reconheci-

dos motivadores, como o alimento e o sexo [27]. Naturalmente, o dinheiro, agindo como

um incentivo ou um reforçador, permite-nos atingir muitos objetivos mais facilmente,

conduzindo-nos a um estado de autossuficiência [27–30].

2.2. DADOS

Os dados que exploraremos neste capítulo são mantidos pelo banco Caixa Econô-

mica Federal e disponibilizados gratuitamente na internet [23]. O banco mantém on-line

informações relacionadas aos sorteios, como o número de vencedores e o prêmio com-

partilhado entre os ganhadores. Especificamente, o período de tempo com dados varia

desde o começo da Mega-Sena, em março de 1996, até o dia 15 de junho de 2013: os

sorteios da Mega-Sena ocorriam uma vez por semana e, desde agosto de 2001, passaram

a duas vezes por semana.

A Mega-Sena é um jogo de azar do tipo 6/60: 6 bolas numeradas no intervalo de 01

a 60 são sorteadas aleatoriamente e prêmios são concedidos aos jogadores que acertarem

6, 5 ou 4 números, conhecidos como sena, quina e quadra, respectivamente. Diferente-

mente de outros sistemas aleatórios, uma característica distintiva emergindo de loterias

é que, quando não há ganhadores nas loterias em uma certa faixa de um determinado

sorteio, seu prêmio relativo é rolado1 para a mesma faixa no próximo. Historicamente,

houve apenas rolagens2 da sena, obviamente porque as chances de acertar todos os 6

números são muito menores do que as de acertar 5 ou 4 (veja a subseção 2.2.1).

1 Do inglês rolled-over.
2 Do inglês rollovers.
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2.2.1. Probabilidade de ganhar um prêmio

As instruções para fazer uma aposta bem como outras informações estão presen-

tes no verso dos bilhetes da Mega-Sena e também disponíveis on-line [31]. Os jogadores

podem apostar de 6 a 15 números de um volante que cobre o intervalo de 01 a 60 e,

conforme a quantidade de números acertados (4, 5, ou 6), receberão um prêmio (veja a

subseção 2.2.2). O preço das apostas escala de acordo com quantos grupos de 6 números

existem dentro do subconjunto selecionado. Assim, o preço varia de R$ 2,00 para 6 núme-

ros (somente 1 jogo possível) a R$ 10.010,00 para 15 números (15!{p6! 9!q “ 5.005 jogos

possíveis). Sabemos que a probabilidade de se acertar exatos i números de k escolhidos

dentro de um conjunto de n opções é dada por [3]

PrX “ is “

ˆ

k
i

˙ˆ

n ´ k
k ´ i

˙ „ˆ

n
k

˙ȷ´1

, (2.1)

em que

ˆ

m
j

˙

“
m!

j! pm ´ jq!
.

Usando essa equação, podemos concluir que, ao fazer sorteios de 6 números, a

chance de acertar a sena, a quina e a quadra é, respectivamente, 1 em 50.063.860, 1 em

154.518,1 e 1 em 2.332,35, enquanto que a chance de não acertar nenhum número é 1

em 1,9. Ou seja, probabilisticamente, mais de 50% dos jogadores não escolherão sequer

um número que será, de fato, sorteado.

Naturalmente, embora as combinações sejam equiprováveis, certos caprichos hu-

manos no processo de aposta podem gerar problemas mais desafiadores. Entre eles, há,

por exemplo, a seleção consciente,3 que ocorre quando os jogadores escolhem seus “nú-

meros da sorte” relacionados a preferências pessoais [32].

2.2.2. Quota de prêmios

De todo o rendimento da Mega-Sena, 54% são gastos com custeio e com finan-

ciamento de programas sociais [33]. O prêmio bruto corresponde a 46% do rendimen-

3 Do inglês conscious selection.
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to [31, 33]. Devido ao imposto de renda subtraído desse número, o valor líquido para

prêmios é, na verdade, 32,2% da arrecadação, o que será compartilhado entre os ganha-

dores segundo as seguintes quotas:

å 35% são distribuídos para os ganhadores da sena;

å 19% são distribuídos para os ganhadores da quina;

å 19% são distribuídos para os ganhadores da quadra;

å 22% são acumulados para o próximo sorteio com final 0 ou 5;

å 5% são acumulados para a Mega da Virada — o último sorteio de final

0 ou 5 do ano (veja a subseção 2.2.3).

2.2.3. Mega da Virada

Desde 2008, um sorteio especial com final 0 ou 5, chamado Mega da Virada, tem

sido realizado na véspera de Ano Novo [34]. Esse sorteio é extremamente popular entre

os brasileiros devido ao grande prêmio4 que é oferecido (veja os dois pontos posiciona-

dos muito acima dos outros na Figura 2.1). Obviamente, isso se deve principalmente às

extensivas campanhas nas mídias de comunicação em massa, à eventual ocorrência de

rolagens e aos 5% da quota de prêmios de cada sorteio da Mega-Sena separados para a

Mega da Virada. No seu último sorteio, um robusto montante de R$ 244.78 milhões foi

compartilhado entre os 3 ganhadores da sena.

AMega da Virada tem várias regalias. Seu período de apostas é tipicamente maior

(apesar do mesmo preço de aposta) e, se nenhum jogador acertar todos os 6 números, o

prêmio maior será compartilhado entre os jogadores que acertarem 5 números. Caso isso

não aconteça, o prêmio será compartilhado entre os jogadores que acertarem 4. A menos

que nenhum jogador acerte os 4 números, a Mega da Virada não irá acumular para o

próximo sorteio. Como esperado, na história da Mega-Sena, isso nunca aconteceu. Outra

diferença dos sorteios normais é quanto às cotas de prêmios para os jogadores:

å 62% são distribuídos para os ganhadores da sena;

4 Do inglês jackpot. Trata-se do grande prêmio de uma dada loteria, preferivelmente quando ele está
acumulado ou é muito maior que os outros.
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å 19% são distribuídos para os ganhadores da quina;

å 19% são distribuídos para os ganhadores da quadra.
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Figura 2.1: Número de apostas nos últimos 200 sorteios. Círculos cheios (‚) represen-
tam o número de apostas para os sorteios das quartas-feiras, enquanto que os círculos vazios (˝)
representam os sorteios aos sábados.

2.2.4. Acerca das vendas

É importante notar que a discrepância entre a média de vendas para os sorteios

de sábado e para os de quarta-feira, como podemos ver na Figura 2.1, é mínima, diferen-

temente do que acontece com a UK Lotto, por exemplo, cujas vendas para os sorteios

de sábado são muito superiores às de quarta-feira [35]. Por esse motivo, consideramos

todo os sorteios da Mega-Sena como um único conjunto de dados, portanto, independente

do dia da semana. Como dito, os dois sorteios que receberam vendas significativamente

maiores vistos na Figura 2.1 estão relacionados à Mega da Virada em 2011 e 2012. Se ig-

norarmos essas duas ocorrências, a diferença percentual entre as vendas médias é menor

que 5%.
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2.3. PRÊMIO ESPERADO PARA A SENA VERSUS AUMENTO

NAS VENDAS

Devido à oferta de grandes valores, o prêmio da sena é o mais cobiçado entre as

loterias do Brasil. Acumulações sucessivas da sena induzem a um crescimento no prêmio

para o próximo sorteio, conforme ilustra a Figura 2.2. Ignorando todos os sorteios com

final 0 e 5 (círculos vazios na Figura 2.2), que também incorporam outros mecanismos de

acumulação (veja a subseção 2.2.2 para mais detalhes), a curva principal (círculos cheios

na Figura 2.2) sugere uma linha reta na forma

At`1 “ aAt ` b, (2.2)

em que: At é o tamanho do prêmio para a sena no sorteio t, a inclinação a “ 1,12 ˘ 0,01

está relacionada ao crescimento nas vendas depois de uma rolagem e o intercepto b “

p1,71 ˘ 0,38q ˆ 106 corresponde ao valor médio dos prêmios mínimos. Esse resultado

empírico indica que o tamanho do prêmio da sena cresce 12% depois de uma rolagem

quando b puder ser negligenciado. Claramente, os dados têm flutuações menores na

dinâmica de apostas, enquanto a Equação (2.2) é uma lei média determinística.

Na Figura 2.2, estamos interessados em entender como o tamanho do prêmio (re-

lacionado ao número de bilhetes vendidos) cresce após uma rolagem. Tendo em vista que

os pontos relacionados com sorteios de final 0 ou 5 estão necessariamente conectados aos

seus quatro sorteios anteriores, é necessário removê-los da análise de crescimento do

prêmio. Com o objetivo de obter uma comparação ainda mais realística entre preços his-

tóricos, utilizamos dados referentes à inflação no Brasil para obter a correção monetária

para valores atuais [36].

Visto que o prêmio para a sena no sorteio t` 1 depende do valor acumulado do(s)

sorteio(s) anterior(es) e das vendas para o mesmo sorteio, podemos determinar que

At`1 “ At ` cNt`1 , (2.3)

em que Nt`1 é o número total de apostas para o sorteio t ` 1 e o parâmetro c “ 0,2254
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Figura 2.2: Tamanho do prêmio acumulado depois de pelo menos uma rolagem anterior
dos últimos 1000 sorteios. At`1 (prêmio da sena para o sorteio t ` 1) como função do seu
prévio valor At (prêmio da sena acumulado para o sorteio t). Os pontos relacionados aos sorteios
t ` 1 terminando em 0 ou 5 (˝) desviam do comportamento coletivo principal devido a outras
regras de acumulação (veja a subseção 2.2.2). Para os outros sorteios t ` 1 (‚), a linha reta é um
ajuste linear de mínimos quadrados nos dados, sugerindo a regra At`1 “ 1,12At ` 0,17.

é o prêmio compartilhado para a sena multiplicado pelo custo de cada aposta (veja a

subseção 2.2.2).

Evidentemente, a Figura 2.2 indica que as vendas para um sorteio específico es-

tão intimamente relacionadas com o tamanho do prêmio previsto para sena. Portanto,

essa figura também fornece, indiretamente, uma medida quantitativa do crescimento da

demanda por bilhetes em função de um prêmio esperado.

Uma vez que a Equação (2.2) correlaciona o tamanho do prêmio no sorteio t `

1 com o seu valor anterior (sorteio t), o tamanho do prêmio cresce sistematicamente

durante uma sucessão de acumulações. Uma sequência de acumulações para a faixa sena

corresponde ao uso recursivo das Equações (2.2) e (2.3), conduzindo à lei exponencial

Nt`1 “
b
c
at, (2.4)

em que t é o número de prêmios acumulados sucessivamente para o sorteio t` 1. Já que

2Nt`1 representa a arrecadação com as vendas para o sorteio t ` 1, a Equação (2.4) nos

informa que as vendas crescem exponencialmente em uma sucessão de acumulações e

quando sorteios com final 0 e 5 não são considerados. Consistentemente com a Equa-

ção (2.4), se as vendas não fossem influenciadas pelo tamanho do prêmio acumulado,
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o parâmetro a na Equação (2.2) (inclinação da Figura 2.2) seria igual a 1. Nesse caso

particular, a Equação (2.4) nos revela que a média de apostas por sorteio deveria ser b{c.

2.4. EFEITO DE MEMÓRIA

Uma medida estatística caracterizando uma relação com o passado de uma série

temporal é o expoente de Hurst (h). Um desvio de 0,5 desse parâmetro fornece uma

medida do grau de autocorrelação de uma série temporal (veja o Apêndice A.1). Assim,

o expoente de Hurst é um indicador útil de complexidade desde que um sistema passe

a ser considerado mais complexo quando exibe pelo menos algum tipo de correlação.

Numericamente, h pode ser calculado por meio de um método de análise fractal. Em

nossa análise, usamos o DFA [37] (veja o Apêndice A.1) que, em geral, fornece uma lei de

escala do tipo

Fpsq 9 sh , (2.5)

na qual Fpsq é a flutuação quadrática média como função do tamanho s das janelas ao

longo da série temporal.

Círculos cheios (‚) na Figura 2.3 mostram o expoente de Hurst calculado da série

temporal dos ganhadores da sena, da quina e da quadra, respectivamente. A ordem

das tendências removidas tanto para os dados empíricos quanto para os dados simula-

dos foi 2 para a sena e 3 para as demais. Naturalmente, consideramos todos os sorteios,

inclusive os de final 0 e 5, para manter a continuidade dos dados. Aparentemente, ne-

nhuma autocorrelação emerge na sena (h6 “ 0,47˘0,02), mas surge um pouco na quina

(h5 “ 0,56˘0,02) e em uma quantidade bastante relevante na quadra (h4 “ 0,68˘0,02).

Esses valores aproximados foram obtidos por meio de um ajuste de mínimos quadrados à

função de flutuação em escala log-log. A Figura 2.3 indica, ainda, que, “quanto mais fácil

de ganhar”, mais complexa é a série temporal.

2.5. MODELO ESTOCÁSTICO
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Figura 2.3: Expoente de Hurst para as séries temporais dos ganhadores. Gráfico em
escala log-log da função de flutuação quadrática média Fpsq como função da distância linear s ao
longo da série temporal para (a) sena, (b) quina e (c) quadra. As linhas contínuas são guias
para comparar as inclinações obtidas dos dados empíricos (‚) com os dados obtidos por meio do
modelo (˝). A ordem das tendências removidas foi 2 para a sena e 3 para a quina e para a quadra.
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Nesta seção, vamos apresentar um modelo para descrever a Mega-Sena. Em geral,

a maior parte das loterias são variações de um único design:

(i) jogadores compram bilhetes e escolhem m números diferentes de um

conjunto de n opções;

(ii) quando um sorteio ocorre, m bolas numeradas são sorteadas aleatoria-

mente do conjunto de n opções;

(iii) prêmios são concedidos aos jogadores que acertam todos os m núme-

ros. Em geral, jogadores que acertam alguns, mas não todos os números

sorteados dividem prêmios menores.

No caso da Mega-Sena, m “ 6 e n cobre o intervalo de 01 a 60. Visando reproduzir

os padrões dos ganhadores da Mega-Sena ilustrados na Figura 2.3, propomos um modelo

direto que realiza as apostas e emula os sorteios. Explicitamente, o algoritmo do modelo

segue quatro regras:

(i) realiza N apostas de 6 números diferentes selecionados aleatoriamente

no intervalo de 01 a 60;

(ii) faz um sorteio aleatório de 6 números no mesmo intervalo;

(iii) compara as apostas com o sorteio e salva os acertos;

(iv) se nenhuma aposta acertar os 6 números sorteados, N cresce segundo a

regra empírica dada pela Equação (2.4), senão N recebe seu valor inicial

N1.

Podemos notar que a taxa de crescimento devido à propriedade de rolagem é exa-

tamente a que obtivemos dos dados empíricos, ou seja, Nt “ 1,12Nt´1. Já o número

inicial de apostas quando não há um prêmio acumulado pode ser obtido diretamente da

Equação (2.4) quando t “ 0. Empregamos N1 “ 3,79 ˆ 106 apostas.

As três primeiras regras correspondem à estrutura básica de loterias em geral.

Como esperado, o número de ganhadores de cada faixa, obtido de um modelo com apenas

essas três regras, conduz a séries temporais que não apresentam correlações. Por outro

lado, a última regra age como a pedra fundamental do nosso modelo: o número de apostas
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cresce exponencialmente enquanto o prêmio está rolando e ele se move de volta para

seu valor inicial quando há pelo menos um ganhador do prêmio máximo. Assim, com a

regra (iv) visamos introduzir o efeito motivado pelo desejo de ganhar um prêmio cada

vez maior.

Uma análise fractal de autocorrelações para o resultado desse modelo está dispo-

nível na Figura 2.3, na qual os dados obtidos através do modelo (˝) são comparados com

os dados empíricos da Mega-Sena (‚). Com o objetivo de sobrepor as curvas, os dados do

modelo foram reescalados, multiplicando um fator constante apropriado. O expoente de

Hurst para o número de bilhetes premiados na sena, quina e quadrae obtidos do modelo

são 0,51 ˘ 0,01, 0,56 ˘ 0,01 e 0,64 ˘ 0,02 respectivamente, valores em bom acordo com

os correspondentes obtidos dos dados empíricos. Um comparativo do número de ganha-

dores em cada faixa da Mega-Sena com o número obtido a partir do modelo é mostrado

na Figura 2.4.
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Figura 2.4: Número de ganhadores. (a) Série temporal do número de ganhadores da sena
(acima), da quina (meio) e da quadra (abaixo). (b) Curvas análogas obtidas usando o modelo.

2.6. DISCUSSÃO E PERSPECTIVAS

Quando ocorre uma rolagem, ela se torna pública e um jackpot significativamente

maior é esperado para a sena do próximo sorteio, bem como um aumento considerável

na demanda por bilhetes. Quantitativamente, foi explorado na seção 2.3 uma medida ro-
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busta relacionada com o aumento na compra de bilhetes por meio da relação empírica

entre o tamanho do prêmio da sena em um sorteio t`1 como função do seu valor acumu-

lado no sorteio anterior, conforme a Equação (2.2). Esse resultado indica como a loteria,

geralmente associada a um cenário aleatório composto por sorteios imparciais, pode ser

influenciada por agentes externos que funcionam como um laço de feedback no qual as

saídas do sistema o realimentam, mudando a escala da entrada. E isso pode incrementar

ou decrementar a próxima saída do sistema. Claramente, a lei empírica mostrada na Fi-

gura 2.2 está, de alguma forma, relacionada com a ambição dos jogadores. Indiretamente,

aquela também oferece um exemplo de como o dinheiro influencia na tomada de decisões

dos humanos, um ponto clássico de interesse da neurociência [7, 38–41].

Obviamente, a Equação (2.2) foi obtida desconsiderando-se os sorteios com final

0 e 5, uma vez que eles são regidos por mais de uma rolagem (veja a subseção 2.2.2) e,

portanto, apresentam um comportamento diferente, como ilustrado na Figura 2.2 (˝).

Por essa razão, a lei exponencial mostrada na Equação (2.4) é quebrada para os sorteios

com finais 0 e 5.

Além de e por razão de o crescimento exponencial nas vendas, o número de ga-

nhadores da Mega-Sena exibe um comportamento temporal persistente. Esse argumento

pode ser justificado por meio de um modelo, que também é consistente com o fato de a

Mega-Sena ser imparcial, indicando que a origem das correlações presentes nos dados é

devido à ordem posicional em que as vendas aumentam. Portanto, um mecanismo ex-

terno que está conectado à Equação (2.2) deve estar subjacente a essa lembrança do

passado. Claramente, podemos associar cada sorteio de um jogo de loteria com um cená-

rio aleatório imparcial, em que muitos fatores, inclusive aqueles relacionados à ambição

para o jackpot, geram um crescimento do número de apostas, enquanto o jackpot está em

crescente aumento. Por esse motivo, o número de vencedores também aumenta, propor-

cionando um mecanismo de geração de persistência na série temporal dos ganhadores,

tal como ilustrado na Figura 2.3.

À primeira vista, h6 „ 0,5 parece ser inconsistente com a suposição de que os

jogadores apresentem comportamento persistente. No entanto, as chances de se ganhar

um prêmio da sena são mínimas quando comparadas ao número médio de apostas. Como

exemplo, 76,5% dos últimos 1000 sorteios não tiveram nenhum ganhador dessa faixa de

prêmio. É por isso que a série temporal do número de ganhadores da sena tem, normal-
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mente, muitos zeros e outros pequenos valores. Como consequência, o efeito do aumento

no número de apostas é muito pequeno para ser perceptível, devido ao grau de aleatori-

edade dos dados. Em contraste, vencedores da quina e da quadra surgem com muito

mais frequência, o que torna o aumento do número de apostas mais perceptível para a

medida de correlação. Além disso, as médias dos valores do expoente Hurst nas séries

embaralhadas conduzem a hs » 0,5 tanto para os dados empíricos quanto para as séries

simuladas, reforçando que as autocorrelações temporais são devidas à ordem posicional

na qual as vendas aumentam. Esse teste também é consistente (em média) com sorteios

imparciais e honestos ou, pelo menos, com aqueles em que as bolas não são tendenciosas,

nem o nosso gerador de números aleatórios.

Como ilustrado nas Figuras 2.3 e 2.4, um modelo simples é suficiente para repro-

duzir o comportamento nos dados. Especificamente, o modelo se baseia na característica

de rolamento para mostrar que tal mecanismo pode gerar correlações em amostras alea-

tórias. A diferença mais marcante entre o modelo aqui proposto e os modelos clássicos

é que estes são propostos apenas para modelar a demanda por bilhetes [22, 42]. Apesar

de não ser o principal objetivo do nosso modelo, ele também poderia ser utilizado para

investigar medidas diretamente perceptíveis, como o aumento no número de apostas de-

pois de acumulações. Nesse caso, todas as regras de acumulação da Mega-Sena (ver as

seções 2.2.2 e 2.2.3) e certas flutuações na lei determinista da Equação (2.2) deveriam

ser incorporadas ao algoritmo. Essa versão estendida pode ser de interesse para prever

tendências e padrões na venda de ingressos após acumulações.

Apesar desse ser um estudo de caso, podemos esperar que padrões semelhantes

à lei mostrada na Figura 2.2 e ao comportamento persistente visto na Figura 2.3 também

surjam em loterias de outros países. Naturalmente, há outros fatores que atuam sobre o

comportamento humano e que também poderiam conduzir a persistências similares às da

Figura 2.3. Exemplos expressivos são os efeitos de publicidade, de contágio, de grupo de

pares e mesmo de redes sociais [43–49]. A relevância de cada um desses aspectos sobre

os resultados das loterias motiva investigações mais detalhadas.

Analogamente às loterias, esperamos que um comportamento similar possa surgir

em outros sistemas sociais e biológicos [2, 50–53]. Um possível mecanismo subjacente

a correlações em sistemas biológicos pode ser, por exemplo, o desejo de um animal por

comida durante um processo de caça. De fato, é natural supor que um animal cace cada
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vez mais motivado pela “quantidade” de sua fome (obviamente, enquanto ele tiver forças

para tal). Sob esse ponto de vista, alguns processos da natureza parecem ser aleatórios, e,

de fato, os são, mas em diferentes escalas. De acordo com a magnitude de alguma recom-

pensa e/ou com o desejo para com o resultado, o grau de esforço aumenta a probabilidade

de sucesso, talvez gerando algum tipo de persistência.
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CAPÍTULO 3
DINÂMICA ESPAÇO-TEMPORAL DO HIV/AIDS NO BRASIL

O espalhamento de epidemias representa uma grande ameaça para o sistema pú-

blico de saúde, devido ao perigo potencial que elas representam para a sociedade [54–59].

Como consequência, epidemias e suas peculiaridades têm sido objetos de intensos estu-

dos nas últimas décadas. Neste capítulo, vamos investigar especificamente a dinâmica

espaço-temporal da epidemia do HIV/AIDS no Brasil.

3.1. O HIV/AIDS NO MUNDO

A infecção pelo Vírus da Imunodeficiência Humana (HIV) causa a Síndrome da

Imunodeficiência Adquirida (AIDS) em humanos e tem sido interesse de intensos estudos

desde o início da década de 1980, quando o vírus passou a espalhar-se rapidamente para

todos os continentes, tornando-se uma preocupação mundial [60–66]. O lentivírus1 HIV

provoca a AIDS através de sua interação com muitos tipos de células no corpo humano e

se aproveita da resposta imune do hospedeiro contra ele [67]. O vírus é transmitido prin-

cipalmente através de sangue e de fluidos corporais, bem como através da transmissão

vertical de mães infectadas para recém-nascidos.

O estudo epidemiológico da infecção pelo HIV por meio de dados empíricos acu-

rados tem fornecido informações essenciais para guiar controles racionais e programas

1 Lentivírus é um tipo de vírus com um longo período de incubação e capaz de causar uma infecção
persistente que, tipicamente, resulta em uma doença progressiva, crônica e fatal.
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de intervenção, assim como para monitorar a tendência espaço-temporal da epidemia em

diversos países [60,63,65,66,68,69]. Há estudos mostrando que novas infecções pelo HIV

entre adultos dependem de sua região geográfica e da distribuição de grupos étnicos [70].

3.2. PERFIL QUALITATIVO DO HIV/AIDS NO BRASIL

O Brasil — o quinto maior país do mundo, com quase 200 milhões de habitan-

tes — foi o primeiro país em desenvolvimento a implementar em larga escala programas

de controle e de intervenção contra o HIV/AIDS [71,72]. A resposta brasileira ao HIV/AIDS

tem incluído efetivas estratégias de prevenção com forte participação da sociedade civil,

mobilização multissetor e um intenso uso de terapias antirretrovirais [64,73]. Em um ce-

nário global, tais fatos têm atraído significativamente a atenção da comunidade científica

para a dinâmica do HIV/AIDS no Brasil [69, 74].

Estimativas da Organização Mundial da Saúde (WHO) mostram que, no final de

2010, mais de 30 milhões de indivíduos viviam com a infecção no mundo. A título de

comparação, cerca de 2,7 milhões de novas infecções foram reportadas no mundo so-

mente nesse mesmo ano [69, 72]. Esses números revelam que cerca de 1/3 da população

infectada com o HIV nas Américas Central e do Sul está centrada no Brasil, o maior país

em território e número de habitantes dessa região.

3.3. DADOS

Os dados sobre HIV/AIDS que analisaremos foram obtidos diretamente do DATA-

SUS, um banco de dados público fornecido pelo Sistema Único de Saúde e mantido on-

line pelo Ministério da Saúde [75]. Especificamente, analisaremos as taxas de incidência

anual y, definidas formalmente como o número de novos casos de HIV/AIDS diagnosti-

cados por ano em uma determinada cidade. Ao todo, analisaremos dados no intervalo

de 1980 a 2009 para uma soma de 4901 cidades brasileiras com pelo menos um caso de

infecção pelo HIV/AIDS nesse período.
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Os dados disponibilizados cobrem todos os casos de infecção pelo HIV/AIDS iden-

tificados no Brasil. O primeiro caso foi identificado em 1980 na cidade de São Paulo.

Nos anos seguintes, novos casos satélites foram identificados e a infecção começou a se

espalhar para uma área cada vez maior.

O estado atual da infecção pelo HIV/AIDS no Brasil é ilustrado na Figura 3.1, na

qual o tamanho dos círculos e a sua respectiva cor é proporcional ao logaritmo da incidên-

cia anual, y, para cada cidade brasileira. A evolução da incidência de HIV/AIDS entre as

cidades brasileiras pode ser vista na Figura 3.2, que mostra (em escala logarítmica) a di-

fusão espaço-temporal da doença no país desde o seu primeiro foco. Conforme ilustrado

nas Figuras 3.1 e 3.2, a infecção está concentrada em algumas cidades-chave localizadas

principalmente no sudeste e próximas ao litoral do Atlântico, onde vive a maior parte da

população brasileira.

Figura 3.1: Novos casos do HIV/AIDS reportados no Brasil no ano 2009. O raio dos
círculos cheios é proporcional ao logaritmo do número de casos na cidade.
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Figura 3.2: Evolução da incidência anual do HIV/AIDS nas cidades brasileiras. As fi-
guras representam a evolução do número de casos do HIV no período de 1980 a 2008 a cada dois
anos (da esquerda para a direita; de cima para baixo). 2

2 Usando o Adobe® Reader®, ao clicar na primeira figura será exibida uma animação da evolução da
incidência anual do HIV/AIDS no Brasil de 1980 a 2009.
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3.4. EVOLUÇÃO TEMPORAL DAS TAXAS DE INCIDÊNCIA

Inicialmente, consideramos Y a taxa de incidência total para o t-ésimo ano, obtida

a partir da soma das taxas y das M “ 4901 cidades brasileiras com pelo menos um caso

da doença identificado. Assim,

Y “

M
ÿ

i“1

yi. (3.1)

O gráfico dessa quantidade como função do tempo pode ser encontrado na Figura 3.3a.

Nessa mesma figura, os dados empíricos são comparados com uma curva do tipo

Yptq “
y0

1 ` pb ´ 1q e´βt
, (3.2)

indicando que Y exibe um comportamento do tipo logístico no período considerado. Um

ajuste aos dados sugere os parâmetros y0 “ 34.796˘530, b “ 138˘37 e β “ 0,35˘0,02.

Curvas como essa já foram identificadas em simulações de surtos de epidemias usando

modelos do tipo SI em redes livres de escala com estruturas locais [76, 77]. Classica-

mente, equações do tipo logístico são vastamente aplicadas em sistemas relacionados à

dinâmica de populações nas quais há uma forte competição entre fatores de crescimento

e de estabilização [19], exatamente como no caso do espalhamento de doenças.

Para o caso específico do espalhamento do HIV/AIDS, o estabelecimento de um

crescimento praticamente constante no número de novas infecções depois de 1999 (Fi-

gura 3.3a) pode estar associado a fatores como o impacto do crescimento no uso de tera-

pias ARV, bem como às extensivas campanhas de prevenção realizadas no Brasil [78].

A figura 3.3b mostra Yc, as taxas de incidências acumuladas correspondentes, de-

finidas como

Yc “

t
ÿ

j“1

Yj , (3.3)

em que j “ 1 corresponde a 1980.

Para tempos pequenos, Ycptq exibe um crescimento exponencial Ycptq 9 exp pr tq

(veja o inset na Figura 3.3b). Nesse cenário, r pode ser considerado uma taxa de cres-

cimento intrínseca descrevendo o crescimento inicial da epidemia, capaz de subjacer a

todo o espalhamento da infecção nas regiões ao seu redor. Naturalmente, a taxa de cres-
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Figura 3.3: Evolução temporal das taxas de incidência total. (a) Crescimento da taxa de
incidência total Y no período de 1980 a 2009 para as 4901 cidades infectadas. A linha contínua é
a Equação (3.2) com os parâmetros y0 “ 34.796, b “ 138 e β “ 0,35. (b) Crescimento da taxa
de crescimento acumulada Yc mostrada em escala mono-log. O inset representa os primeiros 6
pontos da curva de Yc, correspondendo ao período de 1980 a 1985. A linha contínua é um ajuste
da equação Yc 9 exp prtq, fornecendo o parâmetro r “ 1,32. (c) Decaimento do número de
reprodução verdadeira Ra para todo o período mostrado em escala log-log. A linha contínua é um
ajuste linear, provendo o expoente λ “ 2,06 para a lei de potência.
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cimento intrínseca pode ser estimada por essa aproximação desde que, no início da epi-

demia, Yc corresponda praticamente à prevalência da infecção pelo HIV/AIDS. Uma re-

gressão linear dos dados conduz a r “ 1,32 ˘ 0,02 para o caso da epidemia do HIV/AIDS

no Brasil. Análises similares para a epidemia do HIV/AIDS na França, no Reino Unido e

na Alemanha Ocidental forneceram, respectivamente, os parâmetros r » 1,15, r » 1,21

e r » 2,15 [79]. Quanto ao crescimento da epidemia do HIV/AIDS entre a população ho-

mossexual da Inglaterra e no País de Gales no período de 1981 a 1996, foi encontrado

r » 0,9 [80].

Em contraste com a taxa de crescimento intrínseca r, números de reprodução

descrevem uma quantidade mais local e individual. O número de reprodução verdadeira3

Ra é definido como o número médio de casos secundários gerados diretamente por infec-

ção com a população infectada. Uma estimativa para Ra pode ser obtida assumindo que

Ra “ pY{YcqD, sendo Y a taxa de incidência, Yc a taxa de incidência acumulada até o ano

anterior e D a duração média do período infeccioso do HIV/AIDS (» 10 anos) [73, 80].

Números de reprodução carregam importantes indicadores como o limiar para a pande-

mia, já que a razão incidência-por-prevalência (Y{Yc) pode ser associada com um índice

de transmissão. A figura 3.3c mostra a evolução temporal de Ra no Brasil em comparação

com um decaimento do tipo lei de potência na forma

Raptq 9 t´λ, (3.4)

com λ » 2,06 ˘ 0,04. Usando as taxas de incidência do HIV/AIDS somente entre a popu-

lação homossexual na Inglaterra e no País de Gales de 1981 a 1996, um padrão evidente

como esse não foi identificado [80]. Claramente, os dados usados em tal estudo são ape-

nas uma fração da população total e têm severas limitações no tempo e no espaço que

não existem nos dados brasileiros.

3.5. DISTRIBUIÇÃO DAS TAXAS DE INCIDÊNCIA
3 Do inglês actual reproduction number.
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Conforme costuma acontecer no espalhamento genérico de epidemias, a infecção

pelo HIV/AIDS teve foco em uma região geográfica específica e, então, propagou-se para

uma área maior (Figura 3.2). Durante o processo difusivo, indivíduos em vários centros

urbanos são infectados e o raio da infecção cresce rapidamente.

Uma medida natural caracterizando tal processo pode ser obtida através de uma

função capaz de identificar o número de cidades com a mesma média de hospedeiros.

Visando obter mais informações nessa direção, analisamos a função densidade de pro-

babilidade das taxas de incidência do HIV/AIDS entre cidades brasileiras Ppyq para cada

ano. A Figura 3.4a mostra Ppyq para o ano 2009 em comparação com um decaimento tipo

lei de potência na forma

Ppyq 9 y´α. (3.5)
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Figura 3.4: PDF das taxas de incidência nas cidades. (a) Gráfico em escala log-log da
função densidade de probabilidade Ppyq, em que y corresponde à taxa de incidência em 2009 da
infecção pelo HIV em 4661 cidades brasileiras. (b) Evolução temporal do expoente α da lei de
potência para o período de 1980 a 2009 e com barras de erro para 99% de confiança.

A evolução anual do expoente α é mostrada na Figura 3.4b. Em particular, encon-

tramos o expoente α “ 1,92 ˘ 0,03 para o ano 2009. Apesar das grandes flutuações nos

primeiros anos (antes de 1985) devido à pequena quantidade de indivíduos infectados e

considerando o intervalo de confiança de 99%, α permanece constante ao longo de todo

o período (α » 1,90), sugerindo que este comportamento é robusto.



.. CAPÍTULO 3. DINÂMICA ESPAÇO-TEMPORAL DO HIV/AIDS NO BRASIL 44

3.6. TAXAS DE INCIDÊNCIA VERSUS POPULAÇÃO

O número real de indivíduos infectados per capita depende de diferentes fato-

res e não deve ser constante em diferentes regiões. Assim, fatores relacionados a um

comportamento de alto risco delineiam a maior parte dos novos casos. Naturalmente, a

incidência de uma infecção em uma dada cidade deve estar relacionada com o seu tama-

nho (número de habitantes). Para investigar essa possibilidade, cruzamos os dados do

HIV/AIDS com os dados referentes à população das cidades brasileiras obtidos por meio

do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatística (IBGE) — uma instituição do governo

federal que realiza censos uma vez por década [81].

A Figura 3.5 mostra as taxas de incidência y do HIV/AIDS em cada cidade como

uma função do seu número de habitantes p. Visando obter uma melhor aproximação,

selecionamos somente as cidades com p ě 3 ˆ 103 para dois anos fixados: a Figura 3.5a

mostra y e p para o ano 2000, enquanto que a Figura 3.5b apresenta as taxas de incidência

em cada cidade em 2009 como função de sua população p no ano 2010. As curvas obtidas

são bem descritas por uma lei de escala na forma

y 9 pδ . (3.6)
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Figura 3.5: Relação alométrica entre as taxas de incidência e a população. Taxas de
incidência média y (usando janelas log-espaçadas) como uma função da população p das cidades
mostradas em escala log-log para anos fixados: (a) 2000 e (b) 2010. As linhas contínuas são
ajustes lineares realizados para cidades com 3 ˆ 103 ou mais habitantes. As inclinações são (a)
1,35 ˘ 0,04 e (b) 1,24 ˘ 0,04.



.. CAPÍTULO 3. DINÂMICA ESPAÇO-TEMPORAL DO HIV/AIDS NO BRASIL 45

Particularmente, encontramos δ » 1,35 para o ano 2000 e δ » 1,24 para 2010.

Resultados consistentes foram encontrados para dados do HIV/AIDS nos EUA no período

de 2002 a 2003, bem como para certos indicadores sociais [82]. Notamos que as taxas de

incidência da infecção pelo HIV/AIDS dependem da população com uma regra não trivial,

visto que δ ‰ 1. Essa relação superlinear indica que a infecção cresce com a população,

mostrando que, quanto mais populosa a cidade, maior sua densidade de infectados per

capita.

Leis de escala alométricas similares às que identificamos para o HIV/AIDS tam-

bém estão presentes em diversos sistemas biológicos. Exemplos clássicos são as taxas

metabólicas escalando com a massa de animais e com as proporções nas plantas [83,84].

3.7. DINÂMICA COLETIVA DAS TAXAS DE INCIDÊNCIA

Conforme já mencionado, o Brasil é uma referência mundial na elaboração de cam-

panhas de prevenção e na concessão de serviços de tratamento [85]. O país vem inves-

tindo grande quantidade de dinheiro por vários anos. Como exemplo, somente em 2008,

o governo brasileiro injetou mais de 600 milhões de dólares para esse fim, o que repre-

senta cerca de 1/3 da quantidade total investida pelo Caribe e pelas três Américas [69].

Para quantificar o impacto desses investimentos contra a incidência do HIV/AIDS, iden-

tificamos todas as cidades brasileiras com pelo menos um caso identificado do HIV desde

1989 e as separamos em quatro grupos conforme suas taxas de incidência média por ano

xyy:

å Grupo I: 4029 cidades com xyy ă 2;

å Grupo II: 565 cidades com 2 ď xyy ď 10;

å Grupo III: 259 cidades com 10 ă xyy ď 84;

å Grupo IV : 48 cidades com xyy ą 84.

Na Figura 3.6, mostramos o valor médio e a variância para cada um desses grupos.

Podemos notar que as cidades pequenas (Grupos I e II), o número médio de novos casos e

as respectivas flutuações ainda estão crescendo, enquanto que as grandes cidades (Gru-

pos III e IV) exibem um comportamento diferente: o número de casos parecem ter um
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viés de decrescimento, bem como suas flutuações. Isso indica que os intensos programas

de combate e de controle do governo brasileiro contra a infecção têm dado resultados,

sobretudo nos maiores centros urbanos, onde, também, está concentrada a maior parte

dos casos.

Terapias de tratamento intensivo foram introduzidas no Brasil no fim da década de

1990 e tiveram um pico em torno de 1996 com a introdução da HAART (Highly Active An-

tiretroviral Therapy), que reduziu, substancialmente, a infectividade dos hospedeiros

do HIV [64,86]. O real impacto desses métodos sobre novos casos da infecção é evidente

em cidades dos Grupos III e IV desde o final da década de 1990. Técnicas terapêuticas

estão em constante investigação, visando desenvolver vacinas contra o HIV ou, pelo me-

nos, minimizar os efeitos da infecção. Mas avanços significativos na pesquisa ainda são

indispensáveis para encontrar uma solução eficiente para essa pandemia.
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Figura 3.6: Momentos das taxas de incidência do HIV/AIDS nas cidades brasileiras no
período de 1989 a 2009. O total de 4901 cidades foi separado em 4 grupos de acordo com a
incidência média por ano: xyy ă 2 (Grupo I), 2 ď xyy ď 10 (Grupo II), 10 ă xyy ď 84 (Grupo III)
e xyy ą 84 (Grupo IV).

3.8. DISCUSSÃO E PERSPECTIVAS

Neste capítulo, estudamos a evolução da epidemia do HIV/AIDS no Brasil no pe-

ríodo de 1980 a 2009. O resultado mostrado na Figura 3.3a sugere um crescimento aproxi-
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madamente logístico para a taxa de incidência total do vírus no país. Tipicamente, curvas

logísticas estão associadas com uma competição entre os agentes de crescimento e de

estabilização. Por essa razão, elas têm uma grande aplicação na dinâmica das popula-

ções, incluindo a disseminação de doenças infecciosas. No caso particular do HIV/AIDS,

os agentes estabilizadores devem estar ligados ao impacto dos programas de controle e

de intervenção contra o vírus aplicado em larga escala, como as extensas campanhas de

prevenção de sua transmissão e a evolução das terapias antirretrovirais [64,85,87]. Nesse

contexto, o Brasil foi o primeiro país em desenvolvimento a implementar estratégias de

controle em larga escala e programas de intervenção contra a epidemia do HIV/AIDS, e a

resposta brasileira a isso tem atraído grande atenção da comunidade científica.

Olhando cuidadosamente para a Figura 3.3a, podemos identificar que, após 1999,

é evidente a tendência de saturação em Yptq. Essa região representa o período no qual

o impacto dos esforços contra o HIV/AIDS foi mais intenso, sobressaindo-se. Sabemos

que uma nova infecção em uma área confinada cresce exponencialmente, logo, no caso

da infecção pelo HIV/AIDS no Brasil, também encontramos esse comportamento expo-

nencial, exp prtq, com r “ 1.3 (inset da Figura 3.3b), que é semelhante ao crescimento

do HIV/AIDS em alguns países europeus. Para pequenas escalas de tempo (tipicamente

menores do que o tempo característico de mortes relacionadas com a infecção), a pre-

valência de uma infecção pode ser associada ao número total de indivíduos infectados.

Usando essa suposição, obtivemos a Figura 3.3c, que mostra que a taxa global de novas

infecções está rapidamente diminuindo com o tempo. Esse resultado é consistente com a

literatura e prevê que a infecção está crescendo mais lentamente com o tempo. Devemos

notar, ainda, que as flutuações depois de ca. 1992 ocorrem porque é a região na qual o

intervalo de tempo pequeno já foi extrapolado (ca. 10 anos para o HIV/AIDS).

No intuito de explorar ainda mais a distribuição das infecções no território bra-

sileiro, analisamos, também, como essa doença escala com a população da região onde

o vírus está concentrado. Por meio da Figura 3.1, observamos que o número de casos

do HIV/AIDS está bem espalhado pelo Brasil e centrado em cidades-chave, como as ca-

pitais dos estados, as regiões metropolitanas e as aglomerações sociais; já a Figura 3.2

deixa claro que a região Sudeste é o primeiro e o principal foco da doença. Em relação à

população das cidades, preparamos as Figuras 3.5 e 5.4, que sugerem uma lei de escala su-

perlinear com expoente δ » 4{3, uma característica típica de sistemas biológicos [83,84].
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Visto que o HIV escala de modo não-trivial com a população e, segundo tudo indica,

que as campanhas de combate e de controle não têm esse foco, torna-se interessante en-

tender o impacto dos esforços contra a infecção no nível das cidades, conforme ilustrado

na Figura 3.6. Usando essa figura, mostramos que os primeiros resultados dos progra-

mas e das estratégias contra a infecção pelo HIV ocorreram principalmente nos centros

urbanos, com média de mais de 10 casos da doença por ano (Grupos III e IV). Em outras

palavras, esse resultado sugere que a infecção não deve crescer descontroladamente em

tais cidades. E, naturalmente, esse resultado é reforçado pela lei de potência decrescente

para o número de reprodução verdadeira (Figura 3.3c). Por outro lado, o número mé-

dio de novas infecções por ano (bem como suas flutuações) em cidades dos grupos I e II

continua crescendo. Os dados não são longos o suficiente no tempo para identificar se

esse fato é apenas um período de atraso (exatamente como no caso da mortalidade de

diferentes grupos de animais devido ao petróleo, descrito no capítulo 1) ou se tais cidades

não foram afetadas suficientemente pelas estratégias de controle contra o HIV/AIDS.



..

CAPÍTULO 4
MODELANDO A EPIDEMIA DO HIV/AIDS NO BRASIL

Neste capítulo, estudaremos novamente o crescimento na taxa de incidência do

HIV/AIDS no Brasil. Nesta nova abordagem, iremos focar uma modelagem do cresci-

mento aproximadamente logístico identificado na Figura 3.3a, por meio de conceitos de

compartimentalização de indivíduos e por meio de sua modelagem através de agentes

independentes.

4.1. MODELOS MATEMÁTICOS DE EPIDEMIAS

Tradicionalmente, modelos matemáticos desempenham um papel fundamental no

entendimento da dinâmica de epidemias desde infeções corriqueiras pela influenza até

mesmo o HIV/AIDS [88–93]. A maioria dos modelos tem base em uma compartimentali-

zação de indivíduos de acordo com seu status da doença (saudável ou infectado) e seu

comportamento de risco [94]. Os modelos mais simples consideram o número de indi-

víduos que estão susceptíveis a uma particular doença (S), o número de infectados por

ela (I) e o seu número de recuperados/mortos/imunes (R). Além disso, tais modelos cos-

tumam considerar situações perfeitamente homogêneas nas quais pares de indivíduos

podem interagir aleatoriamente. Assumindo, também, que os intervalos entre os eventos

são distribuídos exponencialmente, esses modelos são regidos por um conjunto de equa-

ções diferenciais cuja análise proporciona uma primeira estimativa do impacto de uma

doença sobre uma população.
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Nos últimos anos, muitos estudos focando limitações dos modelos de campo médio

foram propostos, tornando a modelagem cada vez mais real e incorporando, por exemplo,

informações sobre a estrutura dinâmica da mobilidade humana. Como exemplo, temos os

modelos que tiveram base em redes complexas de metapopulações,1 que tentam simular

uma estrutura social mais refinada.

Neste capítulo, vamos enfocar uma limitação diferente, porém, presente na maior

parte dos modelos epidemiológicos: o fato de o tamanho da população não ser cons-

tante. Em particular, iremos considerar o crescimento de uma dada população ao longo

do tempo que leva, por sua vez, a um crescimento no reservatório de susceptíveis e que

pode ser associado a um crescimento geográfico da epidemia ou ao fluxo de indivíduos,

devido à migração e/ou nascimento. Tal fenômeno pode ser desprezado no caso de epi-

demias de rápida evolução e fácil contágio em massa. Entretanto, ele se torna relevante

quando a escala de tempo típica da epidemia puder ser comparada ao tempo de vida dos

humanos, como é o caso do HIV/AIDS.

Para ilustrar o efeito do crescimento da população no espalhamento do HIV/AIDS

no Brasil, consideramos um modelo SI, um modelo para epidemias que considera somente

indivíduos susceptíveis ou infectados — os infectados permanecem assim até sua morte.

Evidentemente, essa escolha também é motivada pelo emprego usual de modelos SI para

agentes patógenos, como o HIV [96].

4.2. SI EM UMA POPULAÇÃO NÃO-CONSTANTE

Nesta seção, introduziremos o modelo estocástico por meio da formulação de uma

dinâmica em nível de indivíduos para a competição de duas espécies. Uma delas são os

susceptíveis (S) e a outra, os infectados (X). O primeiro grupo é uma fração da população

real de uma área analisada que tem um comportamento de alto risco, o que confere a essas

pessoas uma grande chance de serem infectados. Já os infectados são todos aqueles que

carregam a infecção, sendo, também, denominados de hospedeiros.

1 Uma metapopulação consiste em uma população formada por subpopulações ou populações locais, ou
seja, trata-se de uma população espacialmente estruturada. O conceito foi introduzido por Richard
Levin, em 1970, por meio de um modelo matemático elaborado para prever a dinâmica populacional
de pragas de insetos em campos agrícolas [95].
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Inicialmente, vamos supor que, no tempo t, a população total seja dada por Nptq “

Sptq ` Xptq e possa ter uma dependência temporal. Conforme dito, essa é a principal

diferença desse modelo para os SI tradicionais. De maneira análoga à literatura, quaisquer

dois indivíduos são escolhidos aleatoriamente e interagem na mesma forma. Por essa

razão, eles não possuem lembrança posicional, nem desvios do comportamento médio.

Em síntese, as regras do modelo são:

(i) associa um novo susceptível à população com probabilidade b;

(ii) remove um indivíduo da população com probabilidade d, independente-

mente de ser susceptível ou infectado;

(iii) seleciona dois indivíduos aleatoriamente e aplica a regra de reação S `

X Ñ 2X com probabilidade λ, que é um parâmetro relacionado à taxa de

transmissão da doença e à média de contatos infectivos por unidade de

tempo.

Tradicionalmente, modelos relacionados a populações assumem uma densidade

populacional homogênea e totalmente misturada,2 ignorando quaisquer flutuações espa-

ciais ou discrição dos indivíduos. Esse procedimento favorece a obtenção de equações

determinísticas capazes de descrever a evolução temporal do sistema. Essa abordagem é

chamada aproximação de campo médio,3 na qual se assume que as médias globais são boas

aproximações para as distribuições locais. Devido à simplicidade das regras de reação,

o modelo representa um processo Markoviano, que pode ser escrito matematicamente

como uma Equação Mestra (EM) do tipo

BPpS,X, tq
Bt

“
ÿ

pS1,X1q‰pS,Xq

r TpS,X|S1,X1qPpS1,X1, tq `

´ TpS1,X1|S,XqPpS,X, tq s , (4.1)

em que o primeiro termo do lado direito representa a probabilidade do sistema estar

no estado pS1,X1q e migrar para o pS,Xq no tempo t, e o segundo termo representa a

probabilidade do sistema deixar o estado pS,Xq no tempo t. Usando as probabilidades de

2 Do inglês fully mixed population, trata-se de uma população na qual um indivíduo pode interagir
com qualquer outro [2].

3 Do inglês Mean-Field approach. Devemos notar que a aproximação é chamada de campo médio
porque as variáveis a serem observadas serão o primeiro momento das variáveis, ou seja, as médias.
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transição apropriadas e predefinidas no algoritmo do modelo, a EM se torna

BPpS,X, tq
Bt

“ bPpS ´ 1,X, tq ` d
pS ` 1q

N
PpS ` 1,X, tq `

` d
pX ` 1q

N
PpS,X ` 1, tq `

` λ
pS ` 1qpX ´ 1q

`

N
2

˘ PpS ` 1,X ´ 1, tq `

´

«

b ` d
S
N

` d
X
N

` λ
SX
`

N
2

˘

ff

PpS,X, tq , (4.2)

em que o fator
`

N
2

˘

é um fator de correção para a escolha aleatória de pares de indivíduos

por passo.

A EM fornece uma descrição completa da evolução temporal do sistema. Entre-

tanto, ela não é simples de manipular. Um primeiro passo para atacar o problema é estu-

dar a evolução temporal dos primeiros momentos,

xSy “
ÿ

S,X

SPpS,X, tq e xXy “
ÿ

S,X

XPpS,X, tq ,

o que conduz às seguintes equações de campo médio:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

d xSy

dt
“ b ´ d

xSy

xNy
´ 2λ

xSy xXy

xNy2

d xXy

dt
“ ´d

xXy

xNy
` 2λ

xSy xXy

xNy2

(4.3)

ao aproximarmos

B

SX
N2 ´ N

F

por
xSy xXy

xNy2
, que é válida para N grande e espécies S e X

não correlacionadas.

Por hipótese, xNy “ xSy ` xXy em qualquer tempo t. Então, usando as Equa-

ções (4.3), é possível escrever
d xNy

dt
“ b ´ d, (4.4)

cuja solução é uma função linear do tipo

xNy “ N0 p1 ` γ tq , (4.5)
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com γ “
b ´ d
N0

e N0 “ Np0q.

A Equação (4.5) prediz um crescimento (decrescimento) linear para a população

total, o que é uma aproximação adequada para a dinâmica da população brasileira desde

a década de 1980. Essa equação também pode ser usada para simplificar as Equações 4.3:

dϕx
dt

“
p2λ ´ bqϕx ´ 2λϕ2

x

N0 p1 ` γ tq
, (4.6)

em que ϕxptq representa a densidade de indivíduos infectados na população N no tempo

t, ou seja,

ϕx “
xXy

xNy
. (4.7)

Trivialmente, a densidade de agentes susceptíveis será dada por

ϕs “
xSy

xNy
” 1 ´ ϕx . (4.8)

A Equação (4.6) pode ser resolvida facilmente, conduzindo à solução

ϕxptq “
p2λ ´ bqX0

2λX0 ` rp2λ ´ bqN0 ´ 2λX0s p1 ` γ tq´δ
, (4.9)

com δ “
2λ ´ b
b ´ d

.

Uma vez obtida a solução para o modelo SI proposto e buscando comparar com

dados empíricos, é conveniente definir uma nova variável: xYCy, o número médio de in-

divíduos infectados acumulado desde o início da epidemia na região analisada. Da Equa-

ção (4.3), xYCy previsto pelo modelo é dado por

d xYCy

dt
“ 2λ

xSy xXy

xNy2
“ 2λϕs ϕx . (4.10)

Basicamente, essa equação é a soma do total de indivíduos infectados sem sub-

trair os mortos/removidos. Então, essa equação representa o número total de indivíduos
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infectados até o tempo t desde o início da epidemia e tem como solução:

xYCy “ X0 `

„

b ´
2αλ
δ

pαδ ` α ´ δq

ȷ

t `

`
2α2λ

γδ

„

1 ` γ t
1 ` β p1 ` γ tq´δ

´
1

1 ` β

ȷ

`

`
2αλ
γδ

pαδ ` α ´ δq p1 ` γtq 2F1

„

1 1
δ

1 ` 1
δ

; ´
p1 ` γ tqδ

β

ȷ

`

´
2αλ
γδ

pαδ ` α ´ δq 2F1

„

1 1
δ

1 ` 1
δ

; ´
1
β

ȷ

, (4.11)

em que α “ 1 ´
b

2λ
e β “ α

N0

X0
´ 1. Os outros parâmetros foram definidos previamente

como γ “
b ´ d
N0

e δ “
2λ ´ b
b ´ d

. Aqui, 2F1 é uma função hipergeométrica Gaussiana (veja

o Apêndice B.1).

4.3. MODELO SI APLICADO AO HIV/AIDS NO BRASIL

Nesta seção, comparamos a Equação (4.11) obtida diretamente do modelo para a

curva de evolução do HIV/AIDS no Brasil. Especificamente, comparamos YC, o número

de casos acumulados até o ano t, obtido das somas das taxas de incidência anual (y) sobre

as cidades brasileiras infectadas (veja a Equação (3.1)). A taxa de incidência total Y foi

definida exatamente como na seção 3.4: a soma do número de novos casos de HIV/AIDS

por ano em cada cidade desde 1980 a 2009, para cada uma das 4901 cidades brasileiras

com pelo menos um caso da infecção. Tomamos n como o número médio de contatos por

ano ( t Ñ n t ) e fixamos X0 “ 1, já que o primeiro caso do HIV/AIDS no Brasil ocorreu

em 1980 e foi o único nesse ano. Um ajuste de mínimos quadrados à Equação (4.11)

para YC fornece os parâmetros b “ 0,201 ˘ 0,053, d “ 0,006 ˘ 0,075, λ “ 0,351 ˘ 0,003,

N0 “ 33.001˘0 e n “ 193.507˘1.297. Uma comparação entre dados e a solução analítica

do modelo é dada na Figura 4.1.

Podemos usar, também, as soluções das equações de campo médio, Equação (4.9),

para prever a força da infecção e o número de indivíduos vivos susceptíveis em qualquer

tempo t. O comportamento esperado é mostrado nas Figuras 4.2a e 4.2b. Um diagrama
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Figura 4.1: Comparação dos dados empíricos (˝) com a solução analítica do modelo
(´). (a) Força da infecção estimada pelo modelo (xYCy; Equação (4.11)) comparada à taxa de
incidência acumulada do HIV/AIDS no Brasil (YC; Equação (3.3)). (b) Taxa de incidência total
estimada pelo modelo (xYy “ Bt xYCy) comparada à taxa de incidência total do HIV/AIDS no Brasil
(Y; Equação (3.1)).

de fases de S e X parametrizado como função do tempo é mostrado na Figura 4.2c.

Assintoticamente, as soluções do modelo ilustradas na Figura 4.2a crescem line-

armente com o tempo. Naturalmente, em tal regime, a derivada deve ir para um valor

constante, como ilustrado na Figura 4.2b. Esses comportamentos mostram que o sistema

atinge um estado estacionário em que o número de novas infecções (ou seja, taxa de

incidência anual Y) e o número de novos susceptíveis por ano permanecem constantes.

4.3.1. Simulação do SI por um modelo de agentes

Nesta subseção, introduziremos um Modelo de Agentes (MA) para descrever o

espalhamento do HIV por um ponto de vista microscópico. Usando o conjunto de parâme-

tros obtidos pelo ajuste dos dados às equações de campo médio, as regras do modelo são

definidas como segue: inicialmente, definimos um conjunto contendo N0 ´ 1 indivíduos

susceptíveis e apenas um agente infectado (X0 “ 1). Então, em cada passo, dois agentes

são selecionados aleatoriamente da população uniformemente distribuída. Se eles forem

de espécies diferentes (isto é, um susceptível e um infectado), então, com uma dada

probabilidade, o susceptível será infectado; senão, nada ocorre. Por outro lado, também

consideramos que novos susceptíveis serão incluídos na população e que, a priori, as

duas espécies existem na população.
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Figura 4.2: Projeção das espécies segundo o modelo empírico. (a) Número acumulado de
susceptíveis (linha contínua azul) e o número acumulado de infectados (linha contínua vermelha).
As linhas tracejadas correspondem ao limite assintótico. (b) Número de novos susceptíveis por
ano (linha contínua azul) e o número de novos infectados por ano (linha contínua vermelha). As
linhas tracejadas correspondem ao limite assintótico. (c) Diagrama de fases de S e X em função
do tempo.
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Para comparar o resultado do MA com sua solução analítica via campo médio (veja

a Figura 4.3), simulamos numericamente o MA 1000 vezes e tomamos o comportamento

médio em função do tempo.
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Figura 4.3: Comparação entre a solução analítica domodelo e a simulação viamodelo de
agentes. Número de susceptíveis (azul) e de infectados (vermelho) obtido por meio do modelo
de agentes (círculos abertos) e comparado à solução analítica (linhas contínuas).

O resultado da simulação e a solução analítica estão em excelente acordo durante

a fase inicial ca. t À 12 anos depois do início da infecção (linha tracejada na Figura 4.3).

Entretanto, podemos notar que, à medida que o tempo cresce, um desvio aparece, mas

o mesmo comportamento persiste. Quando comparada com a solução de campo médio,

o número médio de agentes infectados preditos pelo MA subestima a força da infeção e

sobrestima o número de susceptíveis no sistema (veja a Figura 4.3). Exemplos disponí-

veis na literatura sugerem que esse efeito parece estar estar relacionado à aproximação

discreta usada no MA, aqual não existe na solução de campo médio [97, 98].

Com o intuito de entender tal desvio ao longo do tempo, calculamos os valores-

p usando o teste chi-quadrado de Pearson (veja o Apêndice C). Um histograma de tais

valores-p é mostrado na Figura 4.4. É notável que há um pico pronunciado em torno de

1, que ocorre quando o resultado do MA e as soluções de campo médio estão próximas.

O histograma mostra que cerca de 60% das curvas obtidas com a simulação estão

na vizinhança do valor previsto teoricamente pela aproximação de campo médio (nível

de significância de 0.01). Uma melhora inicial que tem gerado muitos estudos é remo-

ver o estado absorvente do sistema [99, 100]. Esse procedimento consiste em manter a
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Figura 4.4: Teste chi-quadrado de Pearson. Histograma dos valores-p obtidos por meio da
comparação da solução analítica da Equação (4.11) com a taxa de incidência total Y prevista pelo
modelo SI.

infecção dentro da população durante todo o tempo, dessa forma, haverá sempre, pelo

menos, um indivíduo infectado na população. Ainda, o primeiro pico da Figura 4.4 deverá

ser extinto, visto que ele representa o estado livre da doença.

4.4. FLUTUAÇÕES ESTOCÁSTICAS DO MODELO

Nesta seção, vamos aplicar um método formal desenvolvido por van Kampen, que,

além de fornecer um quadro formal para obter os mesmos resultados de uma forma mais

sistemática, também fornece um método para identificar correções estocásticas em torno

do estado de equilíbrio do resultado determinístico no limite de um sistema grande [101,

102]. Em outras palavras, é possível identificar o perfil das flutuações do sistema para

tempos tipicamente longos. Esse procedimento vem sendo aplicado em diversas situa-

ções, como em ciclos predador-presa [103] e em reações autocatalíticas [102, 104, 105].

Para tal, vamos escrever os valores esperados para as duas espécies como S “
?
N ξs ` Nϕsptq e X “

?
N ξx ` Nϕxptq, em que N “ S ` X, ϕsptq e ϕxptq são as soluções

assintóticas e as novas variáveis ξs e ξx são os erros estocásticos supostamente aleatórios

(os fatores
?
N já assumem isso). Assim, podemos mostrar que PpS,X, tq “ 1

N Πpξs, ξx, tq
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e que a EM pode ser escrita como

N
BP
Bt

“ pε`1
s ε´1

x ´ 1q rTpS ´ 1,X ` 1|S,XqΠ s `

` pε´1
s ´ 1q rTpS ` 1,X|S,XqΠ s `

` pε`1
s ´ 1q rTpS ´ 1,X|S,XqΠ s `

` pε`1
x ´ 1q rTpS,X ´ 1|S,XqΠ s , (4.12)

em que ε˘k
i fpniq “ fpni ˘ kq (com i indicando as variáveis S ou X) é o operador de-

grau4 proposto por van Kampen [101]. A dedução desse operador é simples: consiste em

expandir fpni ˘ kq em uma série de Taylor em torno de n, o que fornece

f pni ˘ kq “

8
ÿ

j“0

p˘ kq
j

j!

ˆ

B

Bni

˙j

fpniq. (4.13)

Ao fazer a troca de variáveis ni “
?
N ξi ` Nϕiptq, obtemos

ε˘k
i “

8
ÿ

j“0

p˘ kq
j

j!

ˆ

B

Bni

˙j

ùñ ε˘k
i “

8
ÿ

j“0

1
j!

ˆ

˘ k
?
N

˙j ˆ

B

Bξi

˙j

. (4.14)

Particularmente, quando k “ 1 (veja a Equação (4.12)), temos que

ε˘1
i “ 1 ˘

1
?
N

B

Bξi
`

1
2N

B2

Bξ2
i

` ¨ ¨ ¨ . (4.15)

Note que, quando N " k (ou seja, no limite de um sistema grande), apenas os primeiros

termos da série são suficientes para escrever uma expansão. Vale ressaltar, ainda, que

as derivadas parciais indicam que, se fp¨q tiver mais de uma variável, o operador degrau

agirá apenas na de mesmo nome que ele.

De um modo geral, a expansão escrita na Equação (4.12) é aplicada em grandes

sistemas com tamanho constante, mas, em nosso modelo, o tamanho da população apre-

senta uma dependência temporal. Uma vez que ainda se trata de um sistema de grande

porte, por definição, a expansão de van Kampen também poderá ser aplicada com o obje-

tivo de identificar o perfil das flutuações em torno dos limites assintóticos. Porém, como

N agora depende do tempo, novos termos devem ser considerados no lado esquerdo da

4 Do inglês step operator.
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EM ao fazermos a troca das variáveis tS,Xu para tξs, ξxu. Usando as regras estabelecidas

pelo algoritmo do modelo e, em particular, a Equação (4.4), o lado esquerdo do EM pode

ser escrito como

N
BP
Bt

“
BΠ

Bt
´

1
?
N

"„

N
dϕs
dt

` pb ´ dqϕs

ȷ

BΠ

Bξs
`

`

„

N
dϕx
dt

` pb ´ dqϕx

ȷ

BΠ

Bξx

*

`

`
1
N

pb ´ dq

2

„

B pξsΠq

Bξs
`

B pξxΠq

Bξx

ȷ

. (4.16)

Podemos observar que agora o operador N d
dt substitui o tempo reescalado (t{N)

da expansão usual e queN não pode ser inserido no interior da derivada sem penalidades,

uma vez que ela também é uma derivada temporal e o nosso modelo prevê que dN
dt “ b´d,

em vez de ser zero, conforme a Equação (4.4).

O lado direito do EM pode ser obtido usando as mesmas probabilidades de tran-

sição dadas pelas regras do nosso modelo (veja a seção 4.2) e segue, praticamente, o

mesmo procedimento da expansão usual de van Kampen.

Comparando ambos os lados e coletando as potências da ordem deN´1{2, podemos

mostrar que

„

N
dϕs
dt

` pb ´ dqϕs

ȷ

BΠ

Bξs
`

„

N
dϕx
dt

` pb ´ dqϕx

ȷ

BΠ

Bξx
“

BΠ

Bξs
r b ´ p2λϕx ` dqϕs s `

BΠ

Bξx
r p2λϕs ´ dqϕx s . (4.17)

É fácil verificar que essa equação pode ser desacoplada em duas novas, a saber,

$

’

’

&

’

’

%

N
dϕs
dt

“ b p1 ´ ϕsq ´ 2λϕs ϕx

N
dϕx
dt

“ ´bϕx ` 2λϕs ϕx ,

(4.18)

que são equivalentes às equações de campo médio obtidas anteriormente quando consi-

deramos que ϕs ` ϕx “ 1 (veja a Equação (4.6)).

Seguindo para a próxima ordem da aproximação (N´1), obtemos diretamente uma

equação de Fokker-Planck (FP) multivariáveis. Tendo em vista que estamos interessa-

dos   especificamente nas flutuações em torno da solução para tempos grandes, podemos
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usar os valores assintóticos de ϕs e de ϕx, (linhas tracejadas na Figura 4.2a). Uma vez que

ϕs pt " 1q »
b

2λ
(4.19)

e que

ϕx pt " 1q »

ˆ

1 ´
b

2λ

˙

, (4.20)

a equação de FP se torna

N
BΠ

Bt
“ ´

B

Bξs

"

Π

„ˆ

b ´ d
2

´ 2λ

˙

ξs ´ b ξx

ȷ*

`

´
B

Bξx

"

Π

„ˆ

b ´ d
2

˙

ξx ` p2λ ´ bq ξs

ȷ*

`

`
1
2

„

b `
b

2λ
pd ` 2λ ´ bq

ȷ

B2Π

Bξ2
s

` p2λ ´ bq

ˆ

b ` d
4λ

˙

B2Π

Bξ2
x

`

´
b

4λ
p2λ ´ bq

B2Π

Bξs Bξx
. (4.21)

Resolver essa equação não é simples. Uma forma alternativa pode ser construir a

função característica deΠp¨q usando os momentos estatísticos e, em seguida, calcularΠp¨q

por meio de uma transformada inversa de Fourier. Apesar disso, resultados suficientes já

podem ser identificados com os primeiros e os segundos momentos da Equação (4.21).

Os primeiros momentos da equação de FP podem ser escritos na forma

N
d µ⃗ptq
dt

“ A µ⃗ptq, (4.22)

sendo

µ⃗ptq “

»

–

xξsy

xξxy

fi

fl

e

A “
1
2

»

–

b ´ d ´ 4λ ´2b

4λ ´ 2b b ´ d

fi

fl .

Visto que as condições iniciais, determinísticas, são µ⃗p0q “ 0⃗, a solução geral do

sistema de equações diferenciais deve ser µ⃗ptq “ 0⃗. Esse resultado mostra, explicita-

mente, que as flutuações xξiy estão distribuídas simetricamente em torno dos valores
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assintóticos das concentrações ϕi calculadas analiticamente. Por consequência, as flu-

tuações das soluções de campo médio para as variáveis S e X também apresentam esse

comportamento.

Em seguida, devemos investigar os segundos momentos. Analogamente ao mo-

mento anterior, eles também satisfazem um sistema de equações diferenciais. A saber,

N
d σ⃗ptq
dt

“ B σ⃗ptq ` g⃗, (4.23)

sendo

σ⃗ptq “

»

—

—

—

–

xξ2
s y

xξ2
xy

xξs ξxy

fi

ffi

ffi

ffi

fl

,

B “

»

—

—

—

–

b ´ d ´ 4λ 0 ´2b

0 b ´ d 4λ ´ 2b

2λ ´ b ´b b ´ d ´ 2λ

fi

ffi

ffi

ffi

fl

,

e

g⃗ “
1

4λ

»

—

—

—

–

4λb ` 2b pd ` 2λ ´ bq

2 p2λ ´ bq pb ` dq

´b p2λ ´ bq

fi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Esse sistema é linear e tem uma solução analítica em termos dos conjuntos tuiu

e tv⃗iu (i “ 1, 2, 3), que representam, respectivamente, os autovalores e autovectores de

B⃗. Assim, podemos utilizar a matriz constante T de modo que T⃗´1 B⃗ T⃗ seja diagonal para

definir a variável y⃗, como

σ⃗ptq “ T y⃗ptq. (4.24)

Por construção, as colunas de T⃗ são os próprios autovetores de B⃗. Desse modo,

podemos reescrever a Equação (4.23) na forma

N
dyi
dt

“ uipyi ` fiq, (4.25)

em que i “ 1, 2 e 3 e ui fi é a i-ésima componente do vetor T g⃗.
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A Equação (4.25) pode ser resolvida, levando à solução

|yi ` fi| “ c̃i N
ui
b´d , (4.26)

em que c̃i é uma constante que deverá ser ajustada de acordo com as condições inici-

ais determinísticas xξ2
i y “ 0. Dessa forma, a Equação (4.23) tem uma solução analítica

fechada como uma combinação linear de N elevado a potências proporcionais aos autova-

lores de B, e seu comportamento segue para um valor aproximadamente constante para

tempos longos. A solução numérica dessa equação está ilustrada na Figura 4.5a e pode

ser usada para calcularmos as variâncias das concentrações simuladas, que, por sua vez,

são dadas por

xϕ2
i y “

xξ2
i y

xNy
, (4.27)

em que i “ S ou X e xNy é a população média. A Figura 4.5b ilustra o comportamento de

xϕ2
sy e xϕ2

xy.

Visto que xξiy “ 0 e que xξ2
i y 9 t´α com α » 0.96 para tempos grandes, as flutua-

ções estocásticas em torno dos limites assintóticos são esperadas como um processo de

decaimento rápido e simétrico em torno das concentrações obtidas exatamente através

das equações de campo médio (Equações (4.8) e (4.9)).

�
� � ��

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�

�
� �

�����
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

1 2 5 10 20 50 100 200
0.10

1.00

0.50

0.20

2.00

0.30

3.00

0.15

1.50

0.70

Ano

XΞ
s2
\,
XΞ

x2
\

a)

�
�
�
�
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

� � � ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

1 2 5 10 20 50 100 200

0.01
0.02

0.05
0.10
0.20

0.50
1.00
2.00

Ano

XΦ
s2
\,
XΦ

x2
\
H´

10
5
L

b)

Figura 4.5: Segundos momentos. Resultados obtidos através do modelo para susceptívies (˝)
e para infectados (˝). (a) Segundos momentos das flutuações em torno das concentrações; (b)
Segundos momentos das concentrações. As curvas crescem como uma lei de potência negativa
para tempos grandes. Um ajuste linear (linhas contínuas) sugere a mesma inclinação (» 0.96)
para ambas as curvas.
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4.5. DISCUSSÃO E PERSPECTIVAS

Nesse capítulo, introduzimos um modelo baseado em uma compartimentalização

de agentes (isto é, SI) que considera um fluxo de indivíduos nas classes susceptível (grupo

de risco) e infectada (indivíduos contaminados pelo HIV/AIDS). A fim de analisar a dinâ-

mica populacional, introduzimos dois parâmetros: b (representando um fluxo positivo

de indivíduos), que está associado principalmente ao crescimento populacional da região

infectada e ao ingresso de novos indivíduos na população susceptível; d (representando

um fluxo negativo de indivíduos), que, por sua vez, está associado à mudança de com-

portamento dos indivíduos perante as campanhas em massa contra o HIV/AIDS e à morte

dos indivíduos de ambas as classes. Quando ocorre o contato de um agente susceptível

com outro infectado, a infecção pode ser transmitida (com uma dada probabilidade λ)

e o foco da doença pode crescer e espalhar-se dimensionalmente, apesar de o modelo

assumir uma população totalmente misturada que não leva em conta esse fator.

A comparação do resultado do modelo com os dados empíricos está disposta na

Figura 4.1b e está em acordo com a Figura 3.3a. Isso indica que os fatores estabilizantes

do comportamento logístico se devem, principalmente, à dinâmica populacional gerada

tanto naturalmente quanto induzida pelos programas de controle e de combate contra a

infecção. Extrapolando o modelo para além dos dados empíricos (Figuras 4.2a e 4.2b),

obtemos uma previsão de como poderá ser a dinâmica futura do HIV/AIDS no Brasil.

A Figura 3.3a mostra toda a evolução do HIV no território brasileiro e que, em

um cenário geral, as novas taxas de infecção por HIV/AIDS no Brasil estão correndo para

um plateau (Figura 3.3a). Esse comportamento se deve, primeiramente, à resposta da

população ao crescimento da doença. Entretanto, por se tratar de uma doença lenta e

não-curável, a dinâmica populacional e as conexões entre indivíduos susceptíveis e infec-

tados têm um papel relevante, conforme ilustramos com os resultados do modelo desse

capítulo.

Em particular, também mostramos que um modelo de agentes discretos apresenta

uma divergência sistemática do caso contínuo para tempos longos conforme as regras pro-

postas na seção 4.2, mas serve como uma aproximação adequada para os primeiros anos

da infecção (ca. À 12 anos; Figura 4.3). Por fim, usamos um método formal para analisar
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as flutuações estatísticas esperadas para o estado estacionário das solução analítica para

as concentrações das espécies, mostrando que elas têm uma distribuição de rápido decai-

mento (veja a Figura 4.5b) e simétrica em torno do valor esperado para tempos grandes.



..

CAPÍTULO 5
DINÂMICA ESPAÇO-TEMPORAL DA DENGUE NO BRASIL

Neste capítulo, iremos abordar a dinâmica espaço-temporal da dengue no Brasil.

Tomaremos, como exemplo, alguns métodos usados no capítulo 3 para afrontar direta-

mente os resultados dessa pandemia.

5.1. A DENGUE NO MUNDO

A dengue é a infecção por vírus mais frequente entre humanos atualmente [106]. O

arbovírus1 da dengue inclui quatro sorotipos imunológicos que causam sintomas similares

aos da gripe e, às vezes, complicações que podem ser letais, configurando, nesse último

caso, a dengue hemorrágica — identificada na década de 1950 [107]. Atualmente, a

dengue hemorrágica já afeta a maior parte dos países da Ásia e da América Latina [107]. O

principal vetor da doença é o mosquitoAedes aegypti2 e a sua transmissão entre humanos

ocorre por meio de picadas dos mosquitos fêmeas infectados. Humanos infectados são os

principais hospedeiros e multiplicadores do vírus, servindo como fonte de contaminação

para outros mosquitos, que nascem não-infectados [107]. Uma vez infectado, o mosquito

passa por um período de incubação de 4 a 10 dias e irá transmitir a infecção até o resto

1 Arbovírus é um vírus transmitido essencialmente por artrópodes, como os mosquitos.
2 Naturalmente, há outras espécies de mosquitos capazes de transmitir o vírus da dengue. Porém, em

menor escala, como os Aedes albopictus (segundo vetor na Ásia, que, por se adaptar bem a vários
climas, já atingiu a Europa e a América do Norte [107]). Vale ressaltar, ainda, que os mosquitos Aedes
aegypti também podem transmitir outras doenças, como a febre amarela [108].
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de sua vida (ca. 1,5 – 3 semanas [109]).

5.2. PERFIL DA DENGUE NO MAIOR PAÍS TROPICAL

Sabemos que a dengue é uma doença favorecida fortemente pelos climas tropical

e subtropical e pelo crescimento populacional nessas regiões, onde atinge milhões de

pessoas [110–112]. Seu maior foco de incidência são as áreas urbanas ou semiurbanas e

afeta tanto regiões pobres com baixo índice de desenvolvimento quanto bairros nobres.

Atualmente, a forma de enfrentamento à dengue mais eficiente tem sido combater seu

vetor.

A incidência global da dengue aumentou cerca de 30 vezes ao longo dos últimos

50 anos [113]. E estima-se que entre 50 e 100 milhões de novas infecções ocorram anual-

mente nos mais de 100 países endêmicos, colocando mais de 40% da população do globo

(ca. 2,5 bilhões de pessoas) em risco de contrair a infeção [113]. Já no Brasil, a maior

incidência da última década ocorreu em 2009, com um pico de quase 106 de novas in-

fecções, isto é, cerca de 0,5% da população brasileira foi infectada pela dengue somente

naquele mesmo ano.

5.3. DADOS

Os dados de novas infecções pela dengue que analisaremos nesta seção também

foram obtidos diretamente do DATASUS [114]. Especificamente, analisaremos as taxas

de incidência anual z, definidas, formalmente, como o número de novos casos de dengue

diagnosticados em um determinado ano e cidade. Ao todo, analisaremos dados de quase 6

milhões de casos de dengue no intervalo de 2001 a 2012 para uma soma de 5085 cidades

brasileiras com pelo menos um caso de infecção pelo vírus no período de reporte dos

dados.
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5.4. EVOLUÇÃO TEMPORAL: UM PADRÃO SAZONAL

Diferentemente do caso do HIV/AIDS, cujos dados reportam desde o primeiro caso

identificado, os dados da dengue no Brasil representam o comportamento da doença em

apenas um período intermediário. Desse modo, não se espera encontrar uma curva de

crescimento típica, como a curva logística da Figura 3.3a. A exemplo do que fizemos

na seção 3.4, consideramos Z a taxa de incidência total para o t-ésimo ano, obtida da

soma das taxas z das M “ 5085 cidades brasileiras com pelo menos um caso da doença

identificado. Assim,

Z “

M
ÿ

i“1

zi. (5.1)

A Figura 5.1a mostra a evolução mensal de Z no período de reporte de dados. É

notável a presença de uma sazonalidade com período de 12 meses. Entretanto, os picos

nitidamente variam de ano a ano, assim como a sua largura. Tomemos, por exemplo, as

taxas de incidência mensais nos anos de 2002 e 2010 (região envolvendo os dois picos

mais altos da Figura 5.1a). Ambos os picos têm aproximadamente a mesma amplitude,

mas, quando olhamos para a evolução anual dos casos de dengue (Zanual;3 Figura 5.1b),

percebemos que há uma grande diferença entre eles. Como regra, os picos ocorrem anu-

almente no final do verão ou no início do outono (março e abril), enquanto que os mínimos

ocorrem no final do inverno ou no início da primavera (setembro e outubro).

Sabemos que a característica típica de sazonalidade está associada principalmente

a variações de fatores ambientais e/ou ecológicos que mudam no ciclo de um ano, como

a umidade, o nível de precipitação, a temperatura, as relações parasita-hospedeiro e a

dinâmica dos vetores Aedes [112, 115, 116]. De um ponto de vista mais formal, a sazo-

nalidade pode ser vista como uma força dirigente, conduzindo a dinâmica de sistemas

naturais e as suas populações, o que é essencialmente verdadeiro para o caso de infec-

ções transmitidas por vetores como o Aedes [117]. Obviamente, esses aspectos podem

mascarar um mecanismo adjacente ao sistema [117,118]. Para o caso da dengue, estudos

mostram que a sazonalidade na incidência da dengue pode ser associada à transição de

3 A definição do número de casos anual é trivialmente definida como Zanual “

dezembro
ÿ

j“janeiro

zj
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um parâmetro λptq, que assume diferentes valores durante as fases epidêmica (λ ą λc) e

endêmica (λ ă λc) [116].
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Figura 5.1: Evolução temporal dos casos de dengue no Brasil. (a) Número mensal de novos
casos de dengue identificados no período de janeiro de 2001a dezembro de 2012. (b) Número
anual de novos casos de dengue identificados no mesmo período.

5.5. DISTRIBUIÇÃO DAS TAXAS DE INCIDÊNCIA

Nesta seção, faremos uma investigação sobre a correlação do vírus da dengue com

o tamanho dos centros urbanos infectados pela doença. A Figura 5.2 mostra a distribuição

dos casos de dengue no Brasil no ano de 2010 normalizada pela densidade populacional

das cidades nesse mesmo ano, segundo o censo do IBGE [81]. Para visualizarmos melhor

a comparação, a distribuição de cores está em escala logarítmica e, nos eixos, há distribui-

ção da incidência de dengue por latitude (horizontal) e por longitude (vertical). A parte

mais atingida é o extremo Nordeste, mas uma densidade considerável atingiu a região

Centro-oeste (longitude „ 51˝) e a Sudeste (latitude „ ´21˝).

Com o objetivo de compreender melhor a incidência da dengue sobre as cidades,

usamos o mesmo procedimento feito com o HIV/AIDS: analisamos a função densidade

de probabilidade das taxas de incidência da dengue entre cidades brasileiras Ppzq. A

Figura 5.3a mostra as distribuições de probabilidade Ppzq em comparação com um decai-
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Figura 5.2: Densidade da dengue pelo número de habitantes. Incidência do vírus da den-
gue em 2010 normalizada pela população das cidades (ˆ106). Nos eixos, há uma distribuição da
incidência de dengue por latitude (horizontal) e por longitude (vertical). As linhas tracejadas
correspondem à linha do Equador e a do Trópico de Capricórnio.
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mento tipo lei de potência na forma

Ppzq 9 z´α. (5.2)

Na Figura 5.3a, percebemos que as distribuições têm uma cauda do tipo lei de

potência com α „ 1.87, que permanece robusta por cerca de três décadas. Os expoentes

α para cada ano permanecem sistematicamente constantes durante todo o período de

reporte de dados, conforme ilustrado na Figura 5.3b.
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Figura 5.3: PDF das taxas de incidência nas cidades. (a) Gráfico em escala log-log das
funções densidade de probabilidade Ppzq, em que z corresponde às taxas de incidência da infecção
e cada cor representa um ano. As linhas tracejadas têm inclinação ´1.87 e servem de guia para a
cauda do tipo lei de potência. (b) Evolução temporal do expoente α das leis de potência para o
período de 2001 a 2012, com barras de erro para 99% de confiança.

5.6. TAXAS DE INCIDÊNCIA VERSUS POPULAÇÃO

Conforme ilustrado na Figura 5.2, o número total de indivíduos infectados per

capita depende de diferentes fatores, como a concentração dos vetores e as variações

climáticas, e não deve ser constante em diferentes cidades. Na seção 3.6, encontramos

uma relação alométrica, Equação (3.6), entre as taxas de incidência do HIV/ADIS e a po-

pulação das cidades. Novamente, usando a distribuição da população brasileira fornecida

pelo IBGE [81], obtivemos a Figura 5.4, que mostra as taxas de incidência z da dengue em

cada cidade como uma função do seu número de habitantes p. Para uma melhor aproxi-



.. CAPÍTULO 5. DINÂMICA ESPAÇO-TEMPORAL DA DENGUE NO BRASIL 72

mação, selecionamos somente as cidades com p ě 3 ˆ 103. A curva obtida é novamente

bem descrita por uma lei de escala na forma

z 9 pδ . (5.3)

101

102

103

105

103 104 105 106 107

z

p

Figura 5.4: Relação alométrica entre as taxas de incidência e a população. Taxas de
incidência z (usando janelas log-espaçadas) da dengue como uma função da população p das
cidades mostradas em escala log-log para o ano 2010 nas cidades com p ě 3 ˆ 103. A linha
contínua é um ajuste linear com inclinação 1.01 ˘ 0.03.

Particularmente, encontramos δ » 1, ou seja, a dengue escala linearmente com

a população da região infectada, diferentemente do que acontece com o HIV/AIDS que

apresenta uma dependência superlinear. Isso deve estar relacionado com o fato de o

mosquito picar os hospedeiros diferentemente de seu status social ou comportamento.

Naturalmente, há uma notável distinção no comportamento do grupo de risco do HIV, o

que parece ser desprezível para o vírus da dengue.

5.7. DISCUSSÃO E PERSPECTIVAS

Notadamente, a Figura 3.3a mostra a evolução do HIV no território brasileiro desde

o primeiro caso. Em contraste, a Figura 5.1 mostra um corte na evolução da dengue no

país em apenas um período intermediário. E é notável a presença do padrão sazonal

nas taxas de incidência da dengue. Isso se deve, por exemplo, às variações climáticas

ao longo de um ano, como o nível de precipitação e de umidade, as variações de tem-
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peratura e a dinâmica populacional dos vetores Aedes, bem como a sua relação com os

hospedeiros [112, 115, 116, 119].

Também mostramos, nesse capítulo, que, em pequenas escalas espaciais (em nível

de cidades), a distribuição da infecção pela dengue tem um comportamento do tipo lei de

potência robusta para todo o período com dados com expoente negativo médio α » 1,87,

conforme ilustrado na Figura 5.3. Esse comportamento é bastante similar ao encontrado

para o HIV/AIDS no Capítulo 3, no qual identificamos, aproximadamente, o mesmo ex-

poente negativo: α » 1,9. O surgimento de comportamentos do tipo lei de potência é

um padrão distinto: leis de potência decaem mais lentamente do que regimes exponen-

ciais e são características ubíquas da natureza. Vale notar, ainda, que os expoentes estão

sistematicamente abaixo da lei do inverso do quadrado (Ppyq 9 y´2), uma característica

onipresente na natureza.

Com o objetivo de comparar a distribuição das taxas de incidência da dengue no

território brasileiro, analisamos como elas escalam com a população da região onde estão

centradas. Na Figura 5.2, as taxas de incidência da dengue estão normalizadas pela po-

pulação da cidade, mostrando que a distribuição de casos não é fortemente dependente

da densidade populacional. Também, percebemos, pelos histogramas nessa figura, que

há grande incidência da dengue no extremo Nordeste e no Sudeste. Em relação à popu-

lação das cidades, preparamos a Figura 5.4, que ilustra a regra alométrica entre a taxa

de incidência da dengue contra a população das cidades, por meio de médias em janelas

log-espaçadas na população. Para o caso da dengue, a lei de escala é linear δ » 1, assim

como as taxas de mortalidade por influenza e por pneumonia em cidades dos Estados

Unidos em torno de 1918 [120]. Em contraste, mostramos, no capítulo 3, que, para o caso

do HIV/AIDS, essa lei de escala mostrou-se superlinear com expoente δ » 4{3 (veja a

Figura 3.5) [83, 84].
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CONCLUSÃO

De maneira geral, nesta tese empregamos dados empíricos com o objetivo de iden-

tificar padrões e de desenvolver modelos matemáticos. A abordagem específica de cada

problema foi projetada de acordo com o perfil dos dados disponíveis. No caso do acidente

do Golfo do México, por exemplo, havia apenas uma série temporal para cada grupo de

animais, o que limitou as possibilidades de análise. Entretanto, a identificação do cres-

cimento exponencial das taxas de mortalidade indicaram, quantitativamente, que vaza-

mentos prolongados de petróleo podem ter um efeito devastador sobre a biota marinha e

costeira.

Os dados das loterias também apresentaram algumas limitações, mas, graças às

regras de distribuição de prêmios serem bem definidas, foi possível elaborar a Figura (2.2)

e identificar um padrão linear nela, que foi o resultado mais importante do capítulo 2, visto

que ele nos fornece um mecanismo gerador de correlações para as séries de ganhadores.

Obviamente, essa presença de persistência em um sistema supostamente aleatório é um

assunto intrigante, ainda mais quando recursos financeiros estão envolvidos.

Em contraste com os dados do acidente no Golfo do México e de loterias, os dados

referentes às epidemias foram muito mais fartos, o que permitiu mais formas de ataque

aos problemas. Por exemplo, foi possível construir distribuições de ocorrência em nível

de cidades e checar as leis de escala de doenças segundo a densidade populacional da

região. Foi o caso do crescimento logístico do HIV no Brasil, que é justificável por meio

de um fluxo de indivíduos, conforme identificamos no capítulo 4.

Em resumo, nessa tese, encontramos diversos comportamentos universais, como

o crescimento exponencial na taxa de mortalidade de animais no Golfo do México de-

vido ao vazamento de petróleo com taxa aproximadamente constante na região. Outro

crescimento exponencial foi encontrado no Capítulo 2: o aumento das vendas depois de

subsequentes acumulações da sena. Usamos, nesse caso, um modelo estocástico para

mostrar que esse crescimento é um mecanismo gerador de correlações. Podemos espe-
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rar, ainda, que mecanismos similares emerjam em outros sistemas, como em um processo

de caça, no qual o desejo/necessidade pela/da comida faz o esforço da caça ser maior (en-

quanto o animal tiver forças suficientes para tanto). Já nos capítulos 3 e 5, encontramos

comportamentos robustos para as incidências do HIV/AIDS e da dengue no Brasil, como

a presença singular de comportamentos do tipo lei de potência para distribuições em ci-

dades. Mostramos, ainda, que as doenças não estão distribuídas uniformemente sobre o

país, que o tamanho das cidades pode influenciar no número de novas infecções e que

a lei de escala alométrica dessas grandezas pode não ser a mesma para diferentes doen-

ças. No nosso estudo, verificamos, em particular, que o comportamento superlinear do

HIV/AIDS sugere que o vírus depende de grupos sociais e da interação de seus membros,

enquanto que a dengue (que é transmitida por um vetor) não é sensível a tal propriedade.

No capítulo 4, por sua vez, elaboramos um modelo estocástico de agentes que mostra que

a dinâmica populacional influencia fortemente o número de novas infecções pelo HIV.

Por fim, esperamos que os resultados oriundos dessa pesquisa possam ser úteis,

por exemplo, na compreensão da dinâmica espaço-temporal de epidemias em geral e na

escolha de estratégias adequadas de controle. Ainda, além de padrões e de comporta-

mentos coletivos, problemas envolvendo loterias tangem à forma na qual incentivos influ-

enciam as tomadas de decisões, um problema ainda em aberto em neurociência. Nesse

contexto, a Figura (2.2) também representa uma medida quantitativa de como o dinheiro

altera o comportamento humano. Por outro lado, esse resultado parece sugerir que o me-

canismo de crescimento nas vendas de bilhetes de loteria pode ser associado, pelo menos

no contexto de loterias, a uma medida indireta da ambição.
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APÊNDICE A
CORRELAÇÕES [121]

Quando variáveis estocásticas são independentes, a estacionariedade1 implica que

o processo estocástico xptq (t P R) seja independente do tempo e identicamente distri-

buído. Grandezas observáveis caracterizando tal processo podem ser escritas em termos

dos momentos de n-ésima ordem. O caso n “ 1 é suficiente para definir a média

xxptqy ”

ż 8

´8

x fpx, tqdx , (A.1)

em que fpx, tq representa a densidade de probabilidade de se observar uma variável alea-

tória de valor x no tempo t.

O caso n “ 2 é usado para definir Rpτq, a função de correlação2

Rpτq ” xxpt1qxpt2qy ”

ż 8

´8

ż 8

´8

x1 x2 fpx1,x2; t1, t2qdx1dx2 , (A.2)

em que fpx1,x2; t1, t2q é a densidade de probabilidade de se observar x1 no tempo t1 e x2 no

tempo t2 com τ “ t2 ´ t1. Para caracterizar de maneira plena as propriedades estatísticas

de um processo estocástico, devemos conhecer a função fpx1,x2, . . . ,xn; t1, t2, . . . , tnq para

todos os xi, ti e n. A maior parte dos estudos é limitada a considerar apenas até n “ 2.

Apesar de apresentar flutuações aleatórias, uma série temporal (sinal ou ruído,

por exemplo) pode conter algum tipo de correlação e apresentar diferentes propriedades

estatísticas. Visto que a função de correlação relaciona o processo estocástico em dois

1 Estritamente falando, um processo é dito estacionário se sua PDF for invariante perante uma transla-
ção temporal. Desse modo, sua média e variância não devem depender do tempo.

2 Alguns autores reescalam a função de correlação como Rpτq Ñ
Rpτq

Rp0q
.
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tempos separados por uma distância τ , é comum associar correlações com um efeito de

memória. Ou seja, um sistema correlacionado tem lembrança de seu passado e isso se

relaciona com o estado futuro de algum modo. Para variáveis estocásticas positivamente

correlacionadas, Rpτq é tipicamente uma função decrescente. E a integral dessa função

sobre todos os intervalos de tempo τ pode ser usada para caracterizar a correlação do

sistema. Quando essa integral é finita, existe um tempo de memória típico, o tempo de

correlação3 do processo xptq. E as correlações são ditas correlações de curto alcance4.

Um caso típico é quando

Rpτq “ exp

ˆ

´
τ ν

τc

˙

, (A.3)

com ν ą 0. O que conduz a
ż 8

0
Rpτqdτ 9 τ

1
ν
c . (A.4)

Já quando a integral de Rpτq é infinita, não existe um tempo de memória típico e

as correlações são ditas correlações de longo alcance5. Um caso típico é quando

Rpτq 9 τ η´1 , (A.5)

sendo 0 ă η ď 1. O caso particular em que Rpτq é uma constante independente de τ está

ligado a um processo totalmente aleatório que não tem lembrança do passado.

Para o caso de uma série temporal txiu (i P N), a função de correlação6 poderá

ser escrita como

rk “
ck
c0

, (A.6)

em que

ck “
1

N ´ k ´ 1

N´k
ÿ

i“1

pxi ´ xxiyq pxi`k ´ xxiyq (A.7)

é a covariância de txiu. Podemos notar que c0 é a própria variância de txiu.

3 Assumimos a tradução comprimento de correlação para o caso espacial.
4 Do inglês short-range correlations.
5 Do inglês long-range correlations.
6 No caso discreto, também é comum chamá-la de coeficiente de correlação.
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A.1. DETRENDED FLUCTUATIONS ANALYSIS – DFA

Muitas vezes, analisar o efeito de memória presente na dinâmica temporal de uma

série temporal txiu (i P N) por meio da definição de Rpτq não é trivial, visto que diferen-

tes tendências podem estar presentes na série e até mesmo induzir a falsas conclusões.

Desse modo, é muito comum usar métodos alternativos como o Detrended Fluctuation

Analysis (DFA) em vez da Equação (A.6) [37]. Esse método foi cunhado para remover

tendências da série temporal e tem sido amplamente aplicado na literatura para investi-

gar o expoente de Hurst (h), até mesmo em séries temporais não-estacionárias [37,118].

Basicamente, o DFA-l consiste em quatro etapas:

(i) reduzir as flutuações acumulando a série temporal: yi “

i
ÿ

j“1

xj;

(ii) dividir yi em janelas de tamanho s;

(iii) remover tendências locais não-estacionárias, sob a forma de uma função

polinomial de grau l para cada janela;

(iv) calcular o desvio padrão médio sobre todas as janelas de tamanho s,

sendo denotado por Fpsq.

Tipicamente, séries temporais que exibem propriedades fractais são caracteriza-

das por um comportamento de lei de potência na forma

Fpsq 9 sh , (A.8)

em que h é um expoente de escala que normalmente indica o valor do expoente de Hurst.

O valor numérico de h quantifica presença de autocorrelação da série temporal. Ela terá

correlações de longo alcance se h ‰ 0,5, sendo persistente (antipersistente) quando

h ą 0,5 (0 ă h ă 0,5). Caso contrário, se h “ 0,5, a série temporal é sem memória ou

tem apenas correlação de curto alcance. Em geral, para confirmar a presença de autocor-

relação, é comum aplicar diversas vezes o DFA sobre a série original embaralhada. Em

um embaralhamento aleatório, a correlação presente deve ser destruída e o expoente de

Hurst obtido deve ser próximo de 0,5.
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APÊNDICE B
SÉRIES HIPERGEOMÉTRICAS [122]

Em geral, as funções hipergeométricas podem ser escritas como

pFq

„

a1 ¨ ¨ ¨ ap
b1 ¨ ¨ ¨ bp

; z

ȷ

“

8
ÿ

k“0

pa1qk ¨ ¨ ¨ papqk

pb1qk ¨ ¨ ¨ pbqqk

zk

k!
, (B.1)

em que Γpnq representa a função gama e pαqk é o símbolo de Pochhammer, definido como

pαqk “
Γpα ` kq

Γpαq
, (B.2)

sendo α P CzZď0 e k P N.

B.1. SÉRIE HIPERGEOMÉTRICA DE GAUSS

Partindo da definição (B.1), a Série Hipergeométrica de Gauss é escrita como

2F1

„

α β

γ
; z

ȷ

“

8
ÿ

n“0

pαqn pβqn

pγqn

zn

n!
, (B.3)

sendo tα _ β _ γu P CzZď0, n P N e z P C. Em particular, ela é a solução da equação

diferencial
d2w
dz2

`
c ´ pa ` b ` 1q z

z p1 ´ zq

dw
dz

´
ab

z p1 ´ zq
w “ 0. (B.4)
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Além disso, a Equação (B.3) pode ser escrita em uma forma integral do tipo

2F1

„

α β

γ
; z

ȷ

“
Γpγq

ΓpβqΓpγ ´ βq

ż 1

0
tβ´1 p1 ´ tqγ´β´1 p1 ´ z tq´α dt (B.5)

para tz P C : |z| ă 1u.



..

APÊNDICE C
TESTE CHI-QUADRADO DE PEARSON [123]

O Teste Chi-Quadrado (χ2) de Pearson é um dos mais conhecidos entre os vários

testes estatísticos, e a adequação entre duas curvas é avaliada por referência à distribui-

ção chi-quadrado. Suas propriedades foram primeiramente investigadas por Karl Pearson

em torno de 1900.

O teste chi-quadrado de Pearson se resume a formular uma hipótese nula H0 e

checar se há evidência estatística para sua rejeição. O procedimento é feito comparando

os dados obtidos experimentalmente (ou simulados) com os dados esperados de acordo

com uma lei determinística na forma

X2 “

N
ÿ

i“1

pOi ´ Eiq
2

Ei
, (C.1)

em que:

å tOiu é o conjunto dos dados observados;

å tEiu é o conjunto esperado;

å N P N é a quantidade de dados em uma amostra.

Em seguida, compara-se o X2 com um valor crítico χ2
α obtido diretamente da dis-

tribuição χ2, considerando um nível de significância α e ν “ N ´ 1 graus de liberdade do

sistema.1 Nesse cenário, a hipótese nula será descartada se, e somente se,

X2 ě χ2
α . (C.2)

1 Sendo o grau de liberdade ν o parâmetro da distribuição χ.
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Não rejeita-se
H0

Χ
Α

2

Ν

P
D

F
Χ
HΝ
L

Figura C.1: Distribuição χ2 com ν graus de liberdade. O ponto crítico χ2
α delimita a região

de veracidade da hipótese nula (região sombreada em azul).

Graficamente, a condição (C.2) é apresentada na Figura C.1.

A fim de simplificar o processo, é comum os software matemáticos informarem

diretamente os valores-p, que são calculados como segue:

valor-p ” Ppχ2 ą X2q “

ż 8

X2

PDFχpνqdx , (C.3)

com PDFχpνq “ x
ν
2 ´1 e´ x

2 (x P Rě0) sendo a distribuição chi-quadrado com grau de

liberdade ν. Podemos notar que essa expressão representa uma distribuição acumulada

de probabilidade (CDF), portanto, os valores-p estão sempre no intervalo r0, 1s.

Assim, podemos compará-los diretamente com a significância estatística. A saber,

a hipótese nula será descartada se, e somente se,

valor-p ą 1 ´ α . (C.4)

Em geral, temos que α “ 0,01, com limite máximo de α “ 0,05.
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