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ABSTRACT

We analyze the dynamical response of the influence of the ions present in a
liquid crystal submitted to a steplike external voltage. The time evolution of the
system is investigated by solving the continuity equation, for the bulk and surface
densities, taking into account the current of drift and diffusion. As well as, the
influence of the adsorption at the interfaces on the transient phenomena occurring
is investigated. In the limit of small amplitude of the applied potential, where the
equation of problem can be linearized, we obtain an analytical solution for the bulk
and surface densities of the ions. We also obtain, in this limit, the relaxation time
for the transient phenomena. In addition, we analyze too if the concept of electrical
impedance can be useful for to analyze a electrolytic cell submitted to a external
voltage. For this last, we assume a simple harmonic function of the time. In all
situations, the analysis is formed by solving numerically the differential equations
governing the phenomenon of the redistribution of the ions and comparing the

results with the ones obtained analytically.



RESUMO

Analisamos a resposta dinamica da influéncia dos ions presentes em um cristal
liquido submetido a uma voltagem externa do tipo degrau. A evolucao temporal
do sistema é investigada resolvendo a equacao da continuidade, para as densidades
superficiais e as volumétricas, levando em conta a corrente de “drift”e de difusao.
Também foi investigada a influéncia da adsorcao nas interfaces onde o fenomeno
transitorio pode ocorrer. No limite de pequenas amplitudes do potencial aplicado,
para o qual a equacao do problema pode ser linearizada, obtemos uma solucao
analitica para as densidades superficiais e volumétricas de ions. Obtemos também,
neste limite, o tempo de relaxacao para o fenomeno transitério. Além disso, anali-
samos também se o conceito de impedancia elétrica pode ser 1til para analisar uma
célula eletrolitica submetida a uma diferenca de potencial. Para este ultimo, usa-
mos uma func¢ao simples dependente do tempo. Em todas as situagoes, resolvemos
numericamente a equacao diferencial que governa o fenomeno de re-distribuigao de

ions e comparamos com os resultados obtidos analiticamente.



NOMENCLATURAS E SIMBOLOS

Simbolos | Variaveis Unidades SI

q Carga elétrica C

d Espessura da célula m

h Espessura das camadas dielétrica m

D Coeficiente de difusao m?/s

t Tempo S

Vo Potencial externo \Y

T Temperatura K

kg Constante de Boltzmann J/K
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€ Constante dielétrica no volume F/m
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Densidade superficial de particulas m 2

Ao Comprimento efetivo de Debye m

K Coeficiente de adsor¢ao m/s
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Capitulo

Introducao

Cristais liquidos nemaéticos sao materiais organicos formados por moléculas ani-
sotrépicas. Do ponto de vista 6tico o meio é considerado uniaxial, cujo eixo 6tico
coincide com a média estatistica molecular, descrita pelo vetor n, chamado de di-
retor. A orientacdo de n pode ser imposta pelas superficies limitrofes ou com a
aplicacao de um campo elétrico externo. Sabemos que as moléculas tém carac-
teristicas, localmente, dipolares ou até mesmo quadrupolares, podendo ser facil-
mente modificadas por um campo elétrico, que é o principio bésico usado na tec-
nologia empregada na fabricacao de displays. Normalmente, os cristais liquidos
nematicos contém fons e é importante saber como a presenca destes fons modifica
as propriedades da amostra quando submetida a uma voltagem externa, seja ela
continua ou alternada. Estes ions podem aparecer por dissociacao, ou até mesmo
ser colocados de propdsito para melhorar a resposta elétro-ética dos mostradores;
podem, ainda, aparecer como impurezas dissolvidas que, por dissociacao, os produ-
zem [1]. Tais impurezas desempenham um papel importante na dinamica do sistema
no regime de baixa voltagem, onde o efeito flexo-elétrico é relevante [2].

De fato, um cristal liquido nematico que contenha ions pode ser considerado um
eletrélito, pois, como se sabe, um eletrélito é toda substancia que, dissociada ou
ionizada, da origem a ions positivos e ions negativos, pela adicao de um solvente ou
por aquecimento. Logo, uma solugao que contém os ions livres derivados do eletrolito
é chamada de solugao eletrolitica. Quando o eletrélito se dissocia parcialmente, estes
ions coexistem em equilibrio com este eletrélito. Devido a existéncia de ions livres,

a solucao eletrolitica tem a capacidade de conduzir, bem ou mal, a corrente elétrica.



1. Introducao

Nos cristais liquidos, tais fons podem ainda ser adsorvidos pelas superficies que o
contém. A presenca deste fenomeno também modifica as propriedades elétricas do
meio [3, 4, 5]. Portanto, conhecer os processos envolvidos na adsor¢ao, tanto no que
tange as propriedades estaticas quanto no que concerne as propriedades dinamicas,
faz-se completamente necessério [6].

As propriedades estaticas serao revisadas de maneira sucinta no Cap. 2, no
contexto da teoria de Poisson-Boltzmann, para os limites de alta e baixa voltagem.
Nos demais capitulos, a énfase recai sobre as propriedades dinamicas relacionadas
a presenca dos fons na amostra. Inicialmente, introduzimos, no Cap. 3, as equacoes
fundamentais que governam a redistribuicao ionica, apresentando a equacao da
continuidade e a equacao de difusao, e discutimos sua aplicagao por meio de duas
aplicagoes simples: um processo de difusao com e sem adsorcao nas superficies; por
fim, terminamos o capitulo introduzindo as equacoes de conservacao de cargas.

No Cap. 4, analisamos com mais detalhes o fendomeno de adsorgao e os efeitos
transitorios. Existem modelos tedricos usados na interpretacao dos dados experi-
mentais que, visando a extrair o maximo de informagao sobre uma célula eletrolitica
submetida a um campo elétrico, devem levar em consideracao, de forma correta, os
efeitos transitérios [7, §]. De fato, diversos estudos foram dedicados a analisar a
resposta de uma célula eletrolitica condutora, quando um potencial do tipo degrau
¢ aplicado [9, 10, 11} 12], na aproximagao de Gouy-Chapman [13] (Apéndice [7.1),
na qual se admite que os ions nao tenham dimensao. Tal aproximacao é definitiva-
mente valida para cristais liquidos, ou seja, materiais isolantes nos quais a condugao
elétrica é principalmente de origem ionica [14]. Neste caso, o conhecimento da distri-
buigao ionica, tanto no regime transitério quanto no equilibrio, é fundamental para
se interpretarem corretamente os resultados fisicos. Por exemplo, a resposta oOtica
de um mostrador de cristal liquido nemético, como citado anteriormente, depende
fortemente da carga ionica nele dissolvida [15]. Além disso, evidéncias experimentais
da importancia da carga ionica na energia de ancoramento na interface substrato
— cristal liquido nemético foram recentemente apresentadas em [16]. Uma sugestao
para a interpretacao desta dependéncia com a espessura e com a voltagem apli-
cada na célula pode ser encontrada em [17, [18]. Enfim, o propédsito do Cap. 4/ é o de
estender essas andlises de modo a levar em conta o fenomeno de adsorgao idnica [19].

No Cap. 5, analisamos o conceito de impedancia elétrica e verificamos se, com

os resultados obtidos, ele € 1til para caracterizar propriedades elétricas do meio, do



1. Introducao

ponto de vista tedrico e experimental. Uma andlise necessaria envolve a verificacao
da dependéncia com a freqiiéncia da impedancia elétrica, e se esta pode ser 1util para
deduzir a constante dielétrica equivalente e a condutividade equivalente da amostra
investigada. Em todo o trabalho, resolvemos numericamente as equacoes diferenciais
que governam o fenomeno da redistribuicao dos ions na presenca de um campo

elétrico externo e comparamos estes resultados com aqueles obtidos analiticamente.
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Capitulo

Ions imersos num fluido isotrépico:

comportamento estatico

Neste capitulo, revisaremos os principais conceitos e as equagoes fundamentais
para a obtencao da distribuicao de cargas, potenciais e campos elétricos em uma
amostra de um fluido isotrépico contendo ions. Particular énfase é dada ao desen-
volvimento da teoria de Poisson-Boltzmann e a andlise da distribuicao de campos na
presenca ou na ausencia do fenomeno de adsorcao seletiva de ions pelas superficies

que limitam a amostra. A exposicao segue de perto o tratamento apresentado na
Ref. [12].

2.1 Equacao de Poisson-Boltzmann

Nesta se¢ao, abordaremos o problema da adsorcao ionica no contexto da teoria de
Poisson-Boltzmann com particular atencao na influéncia do fenomeno de adsorcao
na orientagao molecular de um sistema liquido — cristalino. A teoria foi desenvolvida
para um fluido isotrépico mas, sob certas condicoes, pode ser aplicada aos cristais
liquidos. Nosso sistema ¢é formado por uma superficie plana em contato com a
solucao. Esta configurado de tal forma que os fons estao imersos num meio dielétrico
continuo que representa o solvente (em nossa aplicagao este ¢ um sistema liquido-
cristalino na fase nemadtica). Admitimos que a solugdo contenha fons positivos e
negativos. Também escolhemos nosso sistema de coordenadas de modo tal que a

superficie esteja situada no plano em z = 0, como mostrado na Fig. 2.1.

11



2.1. Equacao de Poisson-Boltzmann

Figura 2.1: Representacdo esquematica de uma célula eletrolitica.

O deslocamento elétrico D é dado por V-D = p, onde p é a densidade de cargas

no volume. Esta quantidade é dada por

p(z) = q[ni(2) —n_(2)], (2.1)

com ny(z) e n_(z) denotando as densidades de fons positivos e negativos, respecti-
vamente, com carga £q. Para o sistemas que consideraremos neste trabalho, todas
as quantidades fisicas dependem somente da coordenada z. Assim sendo, a partir do
deslocamento elétrico introduzido acima, fazendo uso da relacago D = c E = —cVV,
o potencial elétrico dentro da amostra, escrito como V' (z), é obtido pela equagao de

Poisson em uma dimensao:

V. p(2)
= _ 2.2

onde ¢ é o coeficiente dielétrico do meio. A densidade de ions depende do potencial
V(2). Escolhemos V(00) = 0 como valor de referéncia. De acordo com a estatistica

de Boltzmann, no equilibrio termodinamico a uma temperatura 7', temos:

12



2.1. Equacao de Poisson-Boltzmann

(2)/kBT

ny(z) =nge v e n_(z) =ngetVE/ kT (2.3)

onde kg é a constante de Boltzmann e ngy é a densidade volumétrica de impurezas
ionicas de uma amostra infinita, isto é, quando z — oo, V(z) — 0 e, conseqiiente-
mente, ny — ng. Substituindo a Eq. (2.3) na Eq. (2.1)), e entdo usando a Eq. (2.2),

obtemos

d*V(z)
dz?

_ 54 9V (z)
= 26 ng senh { T ] : (2.4)

que é a equagao diferencial ndo-linear que determina o potencial V' (z). Esta é a

conhecida equac@o de Poisson-Boltzmann [§].

2.1.1 Aproximacao exponencial para o campo elétrico

Nesta se¢ao, seguimos a aproximacao de Debye-Hiickel e promovemos a linea-
rizagao do lado direito da equagao, desenvolvendo a fun¢ao hiperbdlica em primeira

ordem, a saber
— ~ =V(z2), (2.5)

onde

0= (5k31;>1/2 (2.6)

¢é o comprimento de Debye, que da a ordem de grandeza da distancia de blindagem
dos campos aplicados sobre a amostra. Assim, se \g — 00, 0 meio é um isolante;
se, por outro lado, A\g — 0, o meio é um condutor.

Uma importante caracteristica desta quantidade é o fato de depender da den-

sidade volumétrica de ions. Mais adiante, introduziremos um outro comprimento

13



2.1. Equacao de Poisson-Boltzmann

caracteristico ligado a densidade superficial de ions. Estes dois comprimentos estao
conectados por meio da relacao que envolve a energia de ativacao de uma reacao
quimica, dando origem a presenca de fons na amostra, como se vera mais adiante
(Segao 2.1.2).

A solugao da equagao (2.5)), satisfazendo as equagdes de contorno V(z — o0) —

0, tem a seguinte forma
V(z) = Ve (2.7)
onde a constante V esta fixada pela condi¢ao de conservacao de carga, a saber:

/000 p(z)dz = —o, (2.8)

pois ¢ ¢é a densidade superficial de carga do substrato. Com esta aproximacao, o
problema pode ser resolvido formalmente. O perfil do potencial elétrico é obtido na

forma

V(z) = g)\oe’Z/AO, (2.9)
enquanto que a densidade de carga é obtida por meio da Eq. (2.1) na forma:

p(z) = —Z e, (2.10)

Desta maneira, o excesso de cargas na superficie estd balanceado por uma camada
de cargas, cuja espessura decai exponencialmente na solugao (isto é, a medida que
nos afastamos da superficie). Conseqiientemente, uma dupla camada é formada,
como se mostra esquematicamente na Figura 2.2.

Uma boa indicacao da validade desta aproximacao linear é que ela funciona

muito bem somente para gV /kgT < 1, o que implica que V' < kpT'/q ~ 25 mV para

14



2.1. Equacao de Poisson-Boltzmann

Figura 2.2: Representacao esquematica de uma célula eletrolitica com excesso de cargas

na superficie.

temperatura ambiente e {ons monovalentes. Em amostras de cristais liquidos reais,
podem aparecer potenciais elétricos maiores que este. Assim sendo, é necessario
abordar o problema completo, i.e., a equacao de Poisson-Boltzmann nao-linear,

objeto de analise da préoxima secgao.

2.1.2 Equacao de Poisson-Boltzmann nao-linear

Consideremos um liquido neutro contendo ng ions por unidade de volume no
limite termodinamico (limite de amostra infinita) [20], mas agora limitado por duas
superficies planas, de area infinita, separadas por uma distancia d. O liquido é
globalmente neutro. Contudo, quando o fenomeno de adsorcao seletiva de fons
é levado em conta, o liquido sera localmente carregado. Esta situacao foi anali-
sada em detalhes nas Refs. [21], 22] e a consideraremos mais adiante. Aqui, vamos
nos concentrar inicialmente no problema de uma amostra cuja espessura d é muito
grande em relacao ao comprimento de Debye, \g. Nessa situacao, no meio da
amostra o liquido serd praticamente neutro [23]. Esse fato permite o desenvolvi-
mento de uma andélise particularizada, que representa uma boa aproximacao para

amostras comuns (d ~ 10um), feitas com cristais liquidos neméticos normais (tipi-
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2.1. Equacao de Poisson-Boltzmann

camente \g ~ 0.5um [24]). Trata-se da aproximagao de semi-espago, vélida quando
d/Xo > 1, pois é possivel considerar somente o que ocorre em uma das superficies
localizada, por simplicidade, em z = 0, e caracterizada por uma densidade superfi-
cial de cargas 0 = ng,qq, que representa a densidade superficial de fons adsorvidos.
Para simplificar a notagao, introduzimos a quantidade Vr = kgT'/q, conhecida como
potencial elétrico térmico: (Vr ~ 25 mV para temperatura ambiente no caso de fons

monovalentes). A quantidade

_qV() _ V() 1)

V)= =

representa a energia eletrostatica dos ions, medida em unidades de kg1, ou o poten-
cial elétrico medido em unidades de V7, que sera chamado, quando nao for possivel a
confusao com outra quantidade, simplesmente de potencial elétrico. Por fim, nesta
secao admitiremos a chamada adsorcao seletiva, i.e., somente os fons positivos po-
dem ser adsorvidos (A Secao [7.3/ é dedicada a uma rapida introducao ao fenomeno
de adsorgao).

As densidades de fons positivos e negativos sao dadas pela Eq. (2.3), que aqui

reescrevemos na forma

n(z) = ng eV, (2.12)

A equagao de Poisson-Boltzmann, Eq. (2.4), também pode ser reescrita como

d? 1
Zli’(;) = » senh®)(z). (2.13)

O campo elétrico superficial é dado por F(0) = o /¢, e dele podemos obter

1
Y(0) =~ (2.14)
onde
kgT —ckgT
=B B (2.15)
Pq Nad g

16



2.1. Equacao de Poisson-Boltzmann

é 0 novo comprimento conectado com o fenomeno de adsor¢ao, introduzido em [25].
Note que | < 1/nqq. Este, por sua vez, diverge para n,; — 0 (adsorgao fraca) e

tende a zero para n,q — oo (adsorgao forte). Da Eq. (2.13), obtemos

2
% (%) = % cosh(z) + k, (2.16)
0

onde k é uma constante de integragao. Visto que no presente caso lim, ., ¥(z) =0

e lim, .o ¥'(2) =0, da Eq. (2.16) segue que k = —\;? e, por isso,

dlf;;) _ _%senh V(;)} | (2.17)

A Eq. (2.17) pode ser integrada para fornecer

_ L+ye
onde v = tanh(v,/4) e ¥, = 1(0), logo
E(z) = QE senh [w(z)] (2.19)
Ao 2
é o campo elétrico. Assim obtemos, em particular, a relacao
E=FE0)=2 Ve senh {%} , (2.20)
Ao 2

que liga o campo elétrico na superficie com o potencial superficial 1,. Da condicao
de contorno (2.14) e da Eq. (2.20), obtemos

senh (%) = A, (2.21)

17



2.1. Equacao de Poisson-Boltzmann

onde A = \/21 é uma medida da importancia do fenémeno de adsorgao na distri-
buigao do potencial elétrico através da amostra. Os casos de adsorgao fraca e forte
correspondem a um A pequeno e grande, respectivamente. Por meio da Eq. (2.21),

o parametro v, definido acima, pode ser escrito na forma:

B v\ | [(1+A2)V2 -1
~ = tanh (Z) = \/(1 AT (2.22)

Portanto,
s =2In(A + V14 A2). (2.23)

A equagao (2.23) mostra que na aproximagao de semi-espago o potencial superficial
depende somente de A, a razao entre os dois comprimentos intrinsecos do problema.
Para A ~ 10 [26] se obtém 1, ~ 6. Note que se A < 1, entao 1), < 1, ao passo
que se A > 1, entao ¥y > 1. E possivel escrever as desigualdades A < 1 e
A > 1, correspondendo aos casos de adsorcao fraca e forte, respectivamente, como
Ngg <K 4nghg € Ngg > 4ngAg, se as definigoes de A, Ay e [ forem usadas. Das
desigualdades escritas acima segue-se que hé uma adsorcao fraca quando o nimero
de fons adsorvidos é pequeno em relacao a ngl\g, isto é, em relacao a densidade
superficial de fons contidos na camada dielétrica cuja dimensao coincide com \g, no
equilibrio termodinamico.

Substituindo 1 (z), dado pela Eq. (2.18), na expressao para n4(z), as densidades

volumétricas de fons positivo e negativo sao dadas por

1 —z/Xo
e ) (2.24)

n+(z) = ng (—1 e

Até aqui, admitimos que o nosso sistema é um liquido isotrépico. Contudo, mesmo se
o liquido fosse um nemaético, em uma primeira aproximacao seria possivel considerar

a distribuicao dos fons como a que acabamos de apresentar.
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2.2. Efeito do campo elétrico externo nas “vizinhancas” da superficie

2.2 Efeito do campo elétrico externo nas “vizi-

nhancas” da superficie

Nesta se¢ao, analisaremos a influéncia do campo elétrico externo na distribuigao
do potencial elétrico no interior da amostra quando o fenomeno de adsorgao sele-
tiva de fons puder ser ignorado [27]. A separacao de carga induzida pelo campo
externo implica um efeito similar aquele ligado a adsorcao seletiva de ions. Esta
é responsavel por uma dependéncia da energia superficial efetiva com a voltagem
aplicada. Para realizar esta andlise, consideraremos, mais uma vez, a teoria de
Poisson-Boltzmann para um liquido isotrépico e, depois, os resultados serao consi-

derados para uma amostra, cujos parametros sao de cristal liquido real.

2.2.1 Teoria de Poisson-Boltzmann para um liquido subme-

tido a campo externo

Consideremos um meio isotrépico limitado por duas superficies nao adsorvedo-
ras, separadas por uma distancia d. O eixo z é normal as superficies, com a origem no
centro da amostra. Suporemos que o liquido contenha ions. Na presenca do campo
elétrico externo, o liquido ¢ local e globalmente neutro, isto é, ny(z) = n_(z) = ny.
Se U for a diferenca de potencial na amostra devido a fonte de energia externa, a

Eq. (2.12) poderd ser reescrita como
ni(z) = net?e), (2.25)

onde, agora, n é a densidade de fons para 1) = 0. A Eq. (2.25) foi obtida admitindo
que V(£d/2) = £U/2, isto é, V(z) = =V (—z). Na Eq. (2.25), n = n4(0) tem
que ser determinado impondo-se a conservacao do numero de ions. A densidade
volumétrica de cargas é a mesma que a encontrada em (2.1), mas com n no lugar

de ng. Um simples calculo nos permite concluir que

d/2 d/2
/ p(z)dz = —an/ senh)(z) dz = 0, (2.26)

/2 —d/2
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2.2. Efeito do campo elétrico externo nas “vizinhancas” da superficie

conforme é necessario para um sistema neutro. A conservacao do nimero de fons

implica que

/2
nod = / ny(2)dz. (2.27)
—d)2

A distribui¢ao de v (z) na amostra é obtida resolvendo a equacao de Poisson que,

levando em conta a Eq. (2.1), se torna

d* 1
W = ﬁ Senh@/)(z), (228)
com as condicoes de contorno
U
+d/2) = £+— = +u. 2.29
V([ = o = (220)

Observe que na Eq. (2.28), A é o comprimento de Debye efetivo do liquido quando
a voltagem aplicada ¢ U (que ¢ diferente daquele definido em (2.13)). Com efeito,

o comprimento de Debye efetivo agora é dado por

kel _ oya (2.30)

2\ = =
2¢°n n

No presente problema, A depende da voltagem aplicada, que nao foi o caso da secao

anterior. Usando a Eq. (2.28)), facilmente obtemos

dw \/_\/coshw +k (2.31)

onde k é, novamente, uma constante de integracao cujo valor esta diretamente ligado

ao campo elétrico em z = 0 por meio da relacao
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2.2. Efeito do campo elétrico externo nas “vizinhancas” da superficie

N2 fdp\?
k= (E)o —1. (2.32)

Em particular, se (d¢/dz)y = 0 entdo k = —1 e a Eq. (2.31) pode ser facilmente
integrada. Por meio das Eqgs. (2.31) e (2.6), podemos reescrever as Eqs. (2.27)

e (2.29), respectivamente, na forma

I(k,u) :\/_é e J(k,u) ~ a9 (2.33)

onde

u e—q/;
T = / N e

u 1

As Egs. (2.33) implicam que
d 2
I(k,u)J(k,u) =2 ()\—> (2.35)
0

o que permite determinar k = k(U). Quando esta quantidade é conhecida, o com-

primento efetivo de Debye é dado por

(2.36)

Na Figural2.3, é mostrado o gréfico de k = k(U) parad = 10 pum e Ay = 0.36 um,
tipicamente valores de uma célula de cristal liquido comercial |24, 28]. Como po-

demos ver nesta figura, para valores da voltagem aplicada no intervalo de 0 < U <
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2.2. Efeito do campo elétrico externo nas “vizinhancas” da superficie

0.2 V, (d¢/dz)y =~ 0, que implica que o campo elétrico para z = 0 se anula. Isto
significa que para pequenas voltagens aplicadas, as cargas ionicas blindam comple-
tamente o campo produzido pela fonte externa. O liquido se comporta como um
condutor: os fons movem-se até que o campo elétrico dentro da amostra se anule.
Neste caso, o campo elétrico esta localizado muito préximo da superficie, em uma

camada que tem dimensao da ordem de \g = A(0).

0.0
-0.2 -
-0.4 -
-0.6 -

-0.8 1

-1.0

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
U

Figura 2.3: Constante de integracdo k versus a voltagem aplicada U. Para U pequeno,
k — —1. Nesta situacdao, o campo elétrico em z = 0 se anula. Para d = 10 um e

Ao = 0.36 pum, isso acontece para U < 0.2 V.

A Fig. 2.4 mostra A = A(U). Como era esperado, para U — 0, A — A¢. Por
outro lado, para U grande, A\ — oo porque todos os ifons sao empurrados para as
superficies e, portanto, nao ha mais fons no liquido, que se torna um verdadeiro

material isolante.

2.2.2 Limites para alta e baixa voltagem aplicada

A voltagem na amostra, 1(z), para valores arbitrarios da voltagem aplicada,

pode ser obtida integrando-se a Eq. (2.31), na seguinte forma
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2.2. Efeito do campo elétrico externo nas “vizinhancas” da superficie

3.0

2.5

1.0

0.5

0.0 T T T T T T T T T T T T 1
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

U

Figura 2.4: Comprimento de Debye efetivo, A, versus a voltagem aplicada, U. Para
U — 0, A\ = Xo; para U grande, todos os ions sao empurrados para as paredes, e
o liquido se comporta como um perfeito isolante, para o qual A — oo. As curvas se

referem a d = 10 um e Ay = 0.36 um.

¥(2) d 92 d
/ vz, d) (2.37)

_u coshy +k A 2
Agora, consideraremos os limites de alta e baixa voltagem. No caso de baixa volta-
gem aplicada (u = qU/2Vr < 1), |¢(2)| < u < 1. Conseqiientemente, a solugao da

Eq. (2.28), com as condigdes de contorno (2.29), seré:

~senh(z/A)
W(z) = um. (2.38)
Neste caso,
eV 1 —ah(z) =1— u%, (2.39)
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2.2. Efeito do campo elétrico externo nas “vizinhancas” da superficie

e a Eq. (2.27) nos dé n & ng, implicando que

A= Ao+ O(u?). (2.40)

Isto mostra que, no limite considerado, a Eq. (2.38) nos leva a

(2/20)

=U—— . 241
¥lz) =u senh(d/2\g) (241)
As distribuicoes de cargas no presente caso sao
h(z/A
ne(z) =mno |1F UM (2.42)

senh(d/2)\o) |

Como esperado, os fons positivos sao movidos para perto do eletrodo negativo, e os
negativos para perto do eletrodo positivo em camadas superficiais cujas dimensoes
sao da ordem de ). Um outro caso importante é aquele em que k estd muito
proximo de —1. Como mostrado acima, nesta situacao o campo elétrico no meio da
amostra se anula. Admitindo que k = —1, a solugao da Eq. (2.28), com as condi¢oes

de contorno (2.29), ser4:

¥(2) = P-(2) + ¥4 (2), (2.43)

onde

1 + tanh(u/4)eZF4/2)/ A0
1 F tanh(u/4)e(zFd/2)/ro

(2.44)

Neste limite, o potencial elétrico total, 1(z), é obtido adicionando-se os potenciais

_(z) e P4 (z) criados pelas duas superficies separadamente. Isto significa que a
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2.2. Efeito do campo elétrico externo nas “vizinhancas” da superficie

amostra é formada por dois semi-espacos. Esta aproximacao é razoavel se d/2), for
muito grande.

Consideremos, por fim, o caso de alta voltagem aplicada (v = U/2Vy > 1).
Nesta situacao, praticamente todos os ions acumulam-se nas proximidades das su-
perficies e o volume da amostra (ou célula) pode ser considerado como um perfeito

isolante. Numa primeira aproximacao, o potencial ao longo da amostra é dado por

bolz) ~ 2u2. (2.45)
Substituindo (2.45) em Eq. (2.27), obtemos
n=2unpge * (2.46)
e, usando a Eq. (2.30)), o comprimento de Debye efetivo é dado por:
N2 = A%%, (2.47)

mostrando que para u — 00, A — oo também. Por meio da Eq. (2.46) as distri-

buigoes de cargas na amostra sao

ni(z) = 2ungelw1E22/d)], (2.48)

Em particular, ny(—d/2) = n_(d/2) = 2nou. A Eq. (2.48) mostra que, no limite
de alta voltagem, as cargas ionicas estao confinadas numa camada superficial de
dimensao da ordem de d/2u. Portanto, para d/2u & Xy, isto é, u & d/2)¢, a largura
da camada superficial é comparavel com o comprimento de Debye.

Escrevendo ¢(z) = ¢(z) + 11(2) e substituindo-o em (2.28), levando em conta

a Eq. (2.47) com as condigoes de contorno (2.29), obtemos
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2.2. Efeito do campo elétrico externo nas “vizinhancas” da superficie

e [ d\’ z  senh(2uz/d)

Conseqiientemente, ja que u > 1 e, portanto, senhu ~ €“/2, temos para ¥(z) a

expressao

2 u 2
W(z) = 2u§ [1 — % (%) ] + 267 (2;;{0) senh (%ﬁ) : (2.50)

Portanto, no caso considerado, o potencial elétrico no volume é aproximadamente

dado por:

¥p(z) = 2u§ [1 - % (24';0)2] . (2.51)

A Eq. (2.51) mostra que a presenca de cargas ionicas reduz o potencial efetivo.
O comportamento de (z) difere de 1p(z), principalmente nas vizinhangas das

superficies em z = +d/2, por uma quantidade

A(z) = % (2;‘;0)2 senh (2%) | (2.52)

Como podemos ver em (2.50), a andlise apresentada vale para (d/2\u)? < 1, que
implica u > d/2\y ou, se d =~ 10 um e A\g ~ 0.36 um, entao U > 0.8 V.

Na Fig. 2.5) o potencial na amostra, calculado numericamente por meio da
Eq. (2.31), com k e X obtidos das Eqgs. (2.35) e (2.30), respectivamente, é mostrado
para diferentes valores da voltagem aplicada. O comportamento exibido concorda
com a discussao qualitativa apresentada acima.

Na Fig. (2.6), mostramos o campo elétrico no volume Ep = FE(0) para dois
valores diferentes de \yg. Como esperado, a presenca de cargas superficiais de origem
ionica reduz o campo elétrico no volume. Esta reducgao é substancial para um cristal

liquido comercial. De fato, para uma voltagem aplicada da ordem de 1 V o campo

26



2.2. Efeito do campo elétrico externo nas “vizinhancas” da superficie

0.10 <

0.05

0.00 +

-0.05

-0.10 (a)

0.4 +
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Figura 2.5: Voltagem V' (z) versus z para d = 10um e A = 0.36 um. Para U pequeno,
E seanulaparaz=0. (a)U=02V,(b)U=04V,e(c)U=08V.
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0.20
0.18 1
0.16 1
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0.10 1
= 0.08 -
0.06 -
0.04 -
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Figura 2.6: Campo elétrico no volume, Ep = E(0), versus a voltagem aplicada, U,
para d = 10 um, Ay — oo (linha sélida), A\g = 0.36 pum (linha pontilhada), Ay = 0.1 um
(linha traco-pontilhada).

elétrico efetivamente presente na amostra é desprezivel em relacao a aquele que
se faz sentir na auséncia de fons. Isto mostra que identificar o campo elétrico no

volume com o valor do campo elétrico aplicado nao é correto.
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Capitulo

Comportamento dinamico em células

eletroliticas

A eletrodinamica cléssica trata dos campos elétricos e magnéticos e das in-
teragoes causadas por distribui¢oes (macroscépicas) de cargas e correntes. Isto
significa que o conceito de cargas localizadas e correntes tem validade somente em
certos casos limites nos quais é considerado possivel que distribuigoes de cargas e cor-
rentes estejam localizadas em um volume infinitesimal no espago. Esta é uma ébvia
contradicao em escala microscopica, onde cargas e correntes sao conhecidas como
sendo objetos espaciais com dimensoes bem determinadas. De qualquer forma, os
limites considerados no processo de calculo nos levam a resultados que sao corretos
em escala macroscopica.

Portanto, neste capitulo apresentamos o conjunto de equagoes que utilizaremos

em todo o trabalho e que governam o comportamento dinamico dos ions no sistema.

3.1 Equacoes Fundamentais

As proximas secoes, entao, serao dedicadas a obtencao das equacoes fundamen-
tais que governam a distribuicao de cargas e do campo na célula eletrolitica que

estamos investigando.
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3.1. Equacoes Fundamentais

3.1.1 Equacao da continuidade

Para um meio continuo (exemplo: um fluido puro) hé uma equagao fundamental
que confirma a conservagao do nimero de particulas e é chamada de equagao da
continuidade. Indicaremos por p(r,t) a densidade de particulas em torno do ponto
r em um certo tempo t. Para deduzir a equacao da continuidade, consideramos um
volume  limitado por uma superficie S(£2). O ndimero de particulas contidas em

() é dado por

NZ///deQ. (3.1)

A variacao temporal de N é dada por

Soifffen-fllGn e

Se a indicarmos por j = pv, onde v ¢é a velocidade, a densidade de corrente pode

ser usada para escrever

ﬂ:_% j.de:—// V.j do, (3.3)
dt S(Q) Q

onde v é anormal a S() dirigida para fora, e o teorema da divergéncia foi aplicado.

As Egs. (3.2) e (3.3) juntas implicam que

(][ (%5 3) -0 »

Ja que Q é um volume arbitrario, da Eq. (3.4) segue que

dp .
a—FV'J—O, (3.5)
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3.1. Equacoes Fundamentais

que é a bem conhecida equacao da continuidade. Dependendo do contexto, pode
ser uma expressao para a conservagao da massa [30), 31].

Uma interpretagao comum ¢é que a densidade de corrente é o movimento da
densidade de cargas. A equacao da continuidade diz que se cargas estiverem em
movimento para fora do volume diferencial (isto é, se a divergéncia da densidade de
corrente for positiva) entao, a quantidade de carga dentro daquele volume comega

a decrescer. Logo, a equacao da continuidade nos leva a conservagao de carga [32].

3.1.2 Equacao de difusao

Na investigagao da difusao de algumas substancias em um meio continuo, como
a difusao de néutrons em um reator nuclear, a difusao de um produto quimico em
um solvente, ou a difusao de fons em um meio, a equacao de difusao desempenha
um papel fundamental. A maior parte dos fenomenos de difusao obedece a uma

relacao linear da Lei de Fick:

onde D é o coeficiente de difusao, que depende das propriedades do meio. Esta
expressao é valida na hipdtese em que |Vp| é uma quantidade pequena. Por outro
lado, outros termos de ordem superior na derivada tém que ser levados em con-
sideracao. Se supusermos que as substancias difundidas nao sao absorvidas nem
emitidas pelo meio, a Eq. (3.5) tem de ser verificada. Invocando a Lei de Fick,

introduzida acima, a Eq. (3.5) se torna

6;} 2 7
- D — *

e esta é conhecida como equacao de difusado.

Podemos tratar problemas idealizados, com densidades (ou concentragoes) de-
pendendo somente de uma coordenada espacial, tais que p = p(z,t). Neste caso, a
Eq. (3.7) se reduz a
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3.1. Equacoes Fundamentais

2
% — % =0. (3.8)
Uma situacao pratica é considerar o processo de difusao em uma célula de placas
paralelas de espessura d, cujas superficies limitantes sdo colocadas em z = +d/2,
como serd a geometria mais empregada neste trabalho. Para esta geometria, as
vezes, ¢ conveniente introduzir uma coordenada re-escalada ( = z/d, de modo tal
que —1/2 < ¢ < 1/2. Desse modo, a Eq. (3.8) se torna

L _—ZL_y, (3.9)

onde 7p = d?/D tem dimensao de tempo e é conhecido como tempo de difusado.

Este é um tempo caracteristico de um processo particular de difusao.

3.1.3 Aplicagcao I — Difusao sem adsorcao nas superficies

Para obter o perfil da densidade (ou concentracao) p = p(z,t), para o caso em
que as superficies ndo sdo adsorventes, temos que procurar solucoes da Eq. (3.8)).

Nesse caso, a corrente reduz-se a corrente de difusao

_por
0z

(3.10)

Antes de considerarmos as condigoes de contorno e as condigoes iniciais, é necessario
destacar dois requisitos gerais que tém de ser satisfeitos pela quantidade flutuante,

a saber

p(Z,t) :p<—Z,If), (311>

imposto pela simetria do problema, e
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d/2
/ p(z,t)dz = pod, (3.12)
—d/2

onde py = p(z,t = 0) é a densidade inicial homogénea através da amostra. Como a
condi¢ao inicial ja é a situacao de equilibrio (pois ndo ha adsor¢do) nao ha variagao
temporal de p e portanto p., = po. A Eq. (3.12) é a expressdo para a conservagao
do nimero de particulas por unidade de area. Para as condigoes de contorno na

auséncia de adsorcao foi considerado que
j(£d/2,t) =0, (3.13)

qualquer que seja t. A solucao da Eq. (3.8) serd procurada na forma

p(z,1) = peq(2) + 0p(2, 1), (3.14)
onde
pea(2) = Jim p(z.1) (3.15)

¢ a soluc@o da distribuigdo de particulas no estado estaciondrio. O sub-indice (¢,)

significa equilibrio. Portanto,
tlim dp(z,t) =0. (3.16)

A substituigao da Eq. (3.14) em (3.8) nos leva a

d2peq(z)
Feg\m) 1
12 0 (3.17)
e
dop 9%5p
— =D ) 1
ot 022 (3.18)
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Da Eq. (3.17) temos
Peq(2) = peg + a2, (3.19)
onde, da equagao Eq. (3.11), a = 0. Portanto,
Peq(2) = peq = constante. (3.20)

A Eq. (3.18) pode ser resolvida por meio da separagao de variaveis, admitindo que
dp(z,t) = Z(2)T(z). Uma solucao geral, explorando a linearidade da Eq. (3.8),

pode ser obtida na forma

dp(z,t) = Z Cjs cos(wgz)e_ﬁ%, (3.21)
B

onde ws = B/v/D. Substituindo as equacdes (3.20) e (3.23) nas equacdes (3.12) e
(3.13), qualquer que seja t, obtemos

sen(wgd/2) gy,
S e = (3.22)
e
Z Cs(wsd/2) sen(wgd/2)e 7t = 0. (3.23)
B

A solucao obvia é p., = pg € Cg = 0. Isto indica que a presenca da superficie nao

perturba a distribuicao se nao houver adsor¢ao nas superficies.

3.1.4 Aplicacao II — Com adsorcao nas superficies

Neste caso, a equagao de volume ainda é a Eq. (3.8)) e, para superficies idénticas,

vale a Eq. (3.11). A densidade superficial de particulas adsorvidas serd denotada
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por o = o(t). Os requerimentos que faltavam para se levar em conta a adsorgao

agora sao expressos por meio da equagao:

d/2
20(t) + / p(z,t)dz = pod (3.24)
—d/2
ou
. dp do
j(=d/2,t) = =D (—) =—, (3.25)
0z veap Al

e hd uma outra equacdo semelhante para z = d/2. Para investigar as conseqiiéncia
do fenomeno de adsorcao, uma equacao cinética nas superficies deve ser considerada.

Uma equacao de equilibrio, amplamente usada nos contornos, é da forma [33]

Cji_(tf =rkp(—d/2,t) — %a(t), (3.26)

onde Kk e T sao os novos parametros que descrevem o fenomeno de adsorcao, cujo
significado fisico serd discutido mais adiante. A Eq. (3.26) simplesmente declara
que a variacao temporal da densidade superficial de particulas adsorvidas depende
da densidade volumétrica de particulas diante das superficies adsorvedoras e da
densidade superficial de particulas j& adsorvidas. Na Eq. (3.26), 7 tem dimensao
de tempo, e xk de comprimento sobre tempo. Conseqiientemente, se o fendomeno
de adsorcao estd presente na amostra, da equacao cinética (3.26) decorre que um
comprimento intrinseco k7 associado ao fenomeno pode ser introduzido. Isso se

torna mais evidente se reescrevermos a Eq. (3.26) na forma

d
Td—j = k1 p(—d/2.t) — o(t). (3.27)
Espera-se que k7 esteja ligado ao alcance das forgas superficiais responsaveis pelo
fenémeno de adsorgao [34].

Para resolver este problema, admitimos novamente que p(z,t) tenha a forma
dada em (3.14), junto com as Eqgs. (3.15) e (3.16). Em analogia a Eq. (3.14), temos
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o(t) = 0eqg + 60(1), (3.28)
onde
tlim do(t) = 0. (3.29)

No limite em que t — 0o, levando-se em conta as Eqs. (3.15), (3.16)), (3.28) e (3.29),
da Eq. (3.26) obtemos

1
K Peg = — Ocq = 0, (3.30)
e, assim,
Oeqg = KT Peg- (3.31)

A Eq. (3.24), no limite de t — oo, se torna
20¢q + peqd = po d. (3.32)

Se fizermos uso da Eq. (3.31)), pey € 0.y podem ser encontrados como sendo [12]

£o KT/d

_ P = T 3.33
1+2nkr/d © " T+2k7/d" (3:33)

Pegq

A andlise da evolucao temporal das densidades p(z,t) e o(t) para este problema
foi apresentada em detalhes na Ref. [35]. Ali se mostra que a densidade p(t) é dada

por

2p(t") r1/r2 senXp |y
— pp—T2 Cae= X0t 3.34
d po 1+ 7"1/7"2 %: Xﬁ pe ( )
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onde Xg = wgd/2, 1 = Tp/4Tk, T2 = Tp/4T, ¢ t* = 4t/7p. De igual manecira, a

densidade de particulas no volume é dada por:

Z.t) = pp———

+Y Cpeos(XpZ)e 5", (3.35)

B
onde -1 <7 =2z/d<1.

Na Fig. 3.1, o comportamento de p(z,t*)/po versus Z é mostrado para um con-
junto significativo de parametros que fixam as razoes entre os tempos caracteristicos
envolvidos no problema. As curvas mostram que a medida que ry cresce em relagao
a rp (isto é, a medida que a importancia de k decresce quando comparada com 7)
ha uma crescente acumulagao de particulas nas proximidades das superficies, locali-
zadas em Z = +1. Isso indica que o tempo que caracteriza o fenomeno de adsorcao,
representado por 7, torna-se progressivamente maior, levando a uma acumulacao

de particulas nao adsorvidas nas proximidades das superficies.

3.2 Equacoes de conservacao das cargas

A presenca de fons modifica profundamente as propriedades elétricas do meio
quando um campo externo é aplicado na amostra, porque o potencial elétrico nao é
mais uma funcao harmonica. Este aspecto ja foi discutido nas se¢oes anteriores na
parte estatica. De fato, na presenca do campo elétrico externo, os ions movem-se
sob o efeito da forca elétrica até que uma distribuicao de equilibrio seja alcancada.
Nesta situagao, a densidade volumétrica de fons positivos, n,(z,t), é diferente da
densidade volumétrica de fons negativos, n_(z,t). Alguns fons podem ser adsor-
vidos, por exemplo, em camadas dielétricas depositadas sobre os eletrodos. Neste

caso, a conservacao do nimero de ions requer que

d/2
o14(t) + 024 (t) + / ny(z,t)dz = nod + 014(0) + 024.(0),
—d/2
d/2
o1-(t) + oo (t) + / n_(z,t)dz = nod + o1-(0) + 02_(0), (3.36)
—d/2
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3.2. Equacoes de conservagao das cargas

p(z, t)lp,

T T T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 3.1: Comportamento de p(z,t*)/po versus 2z/d, como previsto pela Eq. (3.35)
para t* = 4t/7p = 0.01. As diversas curvas sdo para um conjunto de pardmetros 7, e
ro. A linha sélida corresponde a r; = 10.0 e 75 = 1.0, linha pontilhada para vy = 1.0
e ro = 1.0, linha tracejada para r; = 1.0 e 75 = 5.0, e a linha pontilhada e tracejada

corresponde a r; = 1.0 e 5 = 10.0.

onde 014 e 094 sao as densidades superficiais de fons positivos e negativos adsorvidos
nas superficies em z = Fd/2, respectivamente. As Eqs. (3.30) sdo, portanto, a
generalizacdo da Eq. (3.24) para o caso em que as superficies ndo sao idénticas e as
duas espécies ionicas podem ser adsorvidas.

As densidades de corrente de cargas positivas e negativas sao

J+ = Mg Ny az q az S
4 oV kgT on_
J- = —H-q {”—E - TE} ) (3.37)

onde, por simplicidade, j+ = j1(z,t), ne = ni(z,t) e V= V(z,t). Nas Egs. (3.37)
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3.2. Equacoes de conservagao das cargas

os primeiros termos representam a densidade de corrente devida a corrente ligada
ao campo elétrico, ao passo que os outros termos sao as densidades de corrente
de difusao. Os parametros py sao as mobilidades de fons positivos e negativos e
D = (kgT/q)u+ sdo os coeficientes de difusdo para os dois tipos de fons [2§].

As equagoes de conservacao das cargas podem ser escritas como

am—mq{ v ]@—T%} =0 e (3.38)

ot "o: Ty os

O\ 1, OV ksTon- 1,
ot M-I\ " oz qg 0z o

As Egs. (3.38) tém de ser resolvidas juntamente com a equacao de Maxwell in-
troduzida na Secao 2.1. Nas duas camadas dielétricas, de espessura h e constante
dielétrica €y, depositadas sobre os eletrodos para evitar a injecao de cargas, a carga
liquida é nula. Finalmente, quando a carga ionica for levada em conta, o campo
elétrico devera satisfazer a equacao de Poisson-Boltzmann.

Para terminar com a apresentacao das principais equagoes, com as quais o tra-

balho foi desenvolvido, reescreveremos a equagao de Poisson

0%V q
92 = —g(”+ —n-), (3.39)

e o potencial total que atravessa a amostra é

/2
Vi = —2E,(t)h — / Ep(zt)dz, (3.40)
—d)2

onde E} é o campo dentro da camada dielétrica e Eg, que é o campo elétrico no

volume, é dado da seguinte forma




3.2. Equacoes de conservagao das cargas

onde v7! = 1+ 2(\e  /deg). A obtengao da equagio acima pode ser encontrada
m [12]. A Eq. (3.41) nos d& o campo elétrico em termos da distribuicao da carga
ionica e, em funcao da voltagem aplicada.

Para se determinar a evolucao temporal da distribuicao ionica quando um poten-
cial Vj externo é aplicado, é necessério resolver a Eq. (3.38)), onde Ep = —9V/0z
obtido da Eq. (3.41). As condigbes de contorno da Eq. (3.38) sao n,(z,0) =
n_(z,0) = no; isto significa que, antes da aplicacgdo do campo elétrico externo a
distribuicao ionica estd espalhada de forma homogénea por toda a amostra. As
outras condicoes de contorno dependem do fenomeno de adsorcao nas superficies
do eletrodo. Se cargas ionicas do cristal liquido nao sao adsorvidas pela superficie,
01 = 09 = 0, e a densidade de corrente se anula em z = +d/2, neste caso especial,

as condigoes de contorno para a Eq. (3.38) sao

kgT
Jr = —paq n+a—v + kT On. =0, para z==4d/2 e
0z q 0z
kgT On_
jo = —p_q {n_é;—‘: + BT%LZ} =0, para z=+d/2. (3.42)

Por outro lado, quando ha adsorcao de ions nas superficies, é necessario formular
uma equacao que descreva o balanco de cargas nas superficies. Entao admitimos
que [36]

d 1
jr = =+ EE +q (mti Nppr — — ali) para z=-d/2 e

dt T+
d 1

jr = =+ Zii = +q (/{ti Net — p— O-Qi) para  z = +d/2, (3.43)
t

onde ks e T+ sao parametros fenomenolégicos que descrevem os fenomenos de
adsorcao e de dessorcao para ions positivos e negativos.
A justificativa desta ultima secao é que estas equacoes sao a base para os calculos

futuros, apresentadas aqui por questao de comodidade.
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Capitulo

Adsorcao ionica e efeitos transitorios em

células eletroliticas

Este capitulo estd dedicado ao estudo da influéncia da adsorcao ionica sobre
os fenomenos transitérios em uma célula eletrolitica submetida a uma diferenca
de potencial do tipo degrau. No limite de baixas voltagens, as equagoes podem
ser linearizadas e assim podemos obter a solucao analitica para as densidades de
ions volumétrica e superficial, e para o comportamento do potencial elétrico no
volume. Nesse limite, obtemos também o tempo de relaxacao para o fendomeno
transitorio. Para uma voltagem aplicada Vp < 25 mV, o tempo de relaxacao ¢é
da ordem de décimos de segundos, caracteristico de um cristal liquido nemético
comercial. Para grandes valores do potencial aplicado, o tempo de relaxacao é uma
funcao decrescente de V. Este resultado é interpretado com um modelo simples,
de acordo com a idéia de que as cargas ioOnicas estao localizadas em uma camada

superficial, cuja espessura depende do potencial aplicado [19, [10].

4.1 Introducao

Para simplificar ao maximo nosso problema, suporemos, como temos feito até
aqui, que na auséncia do campo elétrico externo o liquido seja local e globalmente
neutro. Neste caso, na auséncia da diferenga de potencial aplicada, o potencial
elétrico na célula é independente da posicao, e o campo elétrico é zero. Esta hipdtese

implica que a energias de adsorcao dos ions positivos e negativos nas paredes dos
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4.1. Introducao

eletrodos sao as mesmas. Como a energia de adsorcao pode ser identificada com a
energia de interacao eletrostatica de um dado fon com sua imagem no substrato,
admitimos que os fons tenham carga ¢ e dimensao geométrica ¢ [65, [66]. Como
na Ref. [9], admitiremos que: 1) os fons estao dispersos em um liquido isotrépico
isolante cuja constante dielétrica é e; 2) a voltagem externa é do tipo degrau de
amplitude Vj e aplicada em t = 0; 3) os eletrodos sao perfeitamente bloqueantes,
mas podem adsorver fons; 4) a mobilidade iénica, pu, e o coeficiente de difusao,
D, nao sao independentes um do outro, ou seja, D/u = (kgT')/q; 5) a densidade
de ions, no equilibrio termodinamico e na auséncia das superficies limitrofes e do
campo elétrico externo, ¢ V.

Mostraremos como resolver as equacgoes fundamentais que governam a redistri-
buigao dos fons num liquido submetido a uma diferenga de potencial (ver Fig. 4.1)
e, por conseguinte, como determinar o tempo de relaxacao na presenca do fenomeno
de adsorcao nas superficies. Este problema é de alguma importancia, tanto do ponto
de vista experimental quanto do ponto de vista teérico [39, 40, 41]. Um exemplo
ilustrativo ¢é a determinagao da freqiiéncia para a qual o movimento dos fons comega
a desempenhar um papel importante na dinamica do sistema, quando uma voltagem
de forma sinusoidal ¢ aplicada a célula [42, 43, 44].

Na andlise que apresentaremos a seguir, admitiremos que o processo de ad-
sorgao-dessorgao é bem descrito pela equagao cinética (3.26) que aparece no modelo
de Langmuir [45] e que se baseia nas seguintes hipdteses: 1) todos os sitios capazes
de adsorver fons sao equivalentes; 2) a superficie é uniforme; 3) somente uma mo-
nocamada de particulas adsorvidas é possivel e, por fim, 4) a probabilidade de uma
particula ser adsorvida é independente da densidade de particulas ja adsorvidas. As
hipdteses 1, 2, e 3 sao verificadas no sistema em consideracao. Contudo, quando
as particulas adsorvidas sao fons — portanto, particulas carregadas — a validade da
hipétese 4 é bastante questionavel. De qualquer modo, como trabalharemos no
limite de baixa voltagem e supondo que a densidade de fons no equilibrio termo-
dinamico seja pequena, a dependéncia dos coeficientes de adsorcao-dessorcao com
a densidade superficial de particulas adsorvidas pode ser negligenciada. Assim,
o modelo de Langmuir que empregaremos para analisar o fenomeno de adsorgao-
dessor¢ao pode funcionar bem para o sistema considerado na nossa andlise. Uma
analise mais rigorosa, valida no caso em que a adsorcao de fons seja grande, requer

uma descricao do fenomeno de adsorcao-dessorcao por meio de um modelo como o
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4.1. Introducao

proposto por Temkin [45]. Uma anélise da influéncia da voltagem externa numa
célula eletrolitica, usando o modelo de Temkin, foi proposta tempos atras por De-
lahay e outros [46], 47, 48], mas sem levar em conta a influéncia da camada dielétrica
entre os eletrodos e a célula, como fazemos aqui.

A parte final do capitulo é dedicada aos efeitos transitérios, que nos tltimos anos
tém sido objeto de crescente interesse [9], principalmente no estudo de deposigao
eletroforética, dieletroforese, auto-montado, gravacao de memoria, cristais liquidos
neméticos e outros campos [7].

Por meios da solucao numérica, analisamos a dependéncia do tempo carac-
teristico do transitério com a amplitude do potencial aplicado no regime de pe-
quenos e grandes valores do potencial aplicado (o ltimo da ordem de alguns volts).
Também introduzimos a hipdtese que ambos os eletrodos estao no potencial sem
carga [49]. Além disso, omitimos a capacitancia das camadas superficiais [50]. Em-
bora esta hipdtese seja bastante restritiva para aplicacoes praticas, acreditamos que
a andlise apresentada aqui pode ser considerada como uma aproximagao de or-
dem zero de um sistema real e pode também estimular futuras investigacoes nesta
diregao. O limite de V' > 25 mV ¢ discutido com bastante cuidado.

As equacoes fundamentais do problema sao discutidas e revisadas na Sec. 4.2.
O caso em que o potencial aplicado é pequeno em relacao a voltagem térmica,
Vi = kpT'/q, de modo que as equagoes possam ser linearizadas, é assunto da Sec.4.3.
Ali, determinamos os perfis da densidade volumétrica de fons e do potencial elétrico
através da célula. Também obtemos a equagao de autovalores que determina os
tempos de relaxacao da redistribuigao de fons. Na Sec. 4.4, comparamos solugoes
analiticas com os resultados obtidos por meio de andlise numérica, mostrando que
o acordo entre os resultados analiticos e numéricos é muito bom. Algumas con-
clusoes sao apresentadas na Sec. 4.5, Por fim, no Apéndice 7.1 analisamos em quais
condigoes a camada superficial de Stern pode ser omitida [7, [§]. Mostramos que, no
caso em que a aproximacao linear funciona bem, nao ha necessidade de se introduzir

a camada de Stern, ligada as dimensoes finitas dos ions.
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4.2. Equagoes fundamentais

4.2 FEquacoes fundamentais

Como temos feito até aqui, admitiremos que a célula tenha a forma de um
slab. O sistema de referéncia, usado na descri¢cao, tem como normal as superficies
0 eixo z e origem no centro da amostra. As quantidades fisicas, mais uma vez,
tém dependéncia espacial somente em z e temporal em t. A célula eletrolitica tem
espessura d com constante dielétrica e, e tem depositada sobre suas superficies,
camadas dielétricas de espessura h e constante dielétrica €;,, como podemos ver na
Fig. 4.1.

Figura 4.1: Representacdo esquemdtica de uma célula eletrolitica com camadas

dielétricas depositadas sobre as superficies internas dos eletrodos.

No capitulo I3, foram introduzidas as principais equagoes a serem utilizadas no
trabalho. Para comecar, faremos uso da equacao que determina a densidade de

corrente idnica, introduzida em (3.37), aqui reescrita de forma mais simplificada, a

saber
, on, . qn, OV
. =—D + — |, 4.1
J < 0z kT 0z (4.1)
onde r = + ou r = —, o sinal + no interior da equacao serd + quando r = + e —
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4.2. Equacgoes fundamentais

quando r = — (daqui em diante esta notagao serd bastante ttil para compactar as
equagoes quando os dois tipos de fons forem considerados). Precisaremos também

da equagao da continuidade, Eq. (3.38), que, nesta notagao simplificada, se torna:

on, 0 <8nr L 8V) | (4.2)

— D= 2
ot 0z \ 0z  kgT 0z
onde D = u (kgT)/q. Por fim, a equagao de Poisson (3.39) completa o conjunto de
equagoes a serem resolvidas para o volume da amostra. Para a superficie, usaremos
a equagao cinética (3.26), proposta por Langmuir [33], também aqui reescrita em

forma compactada:

= kN, — —0,. 43
Ky = —0 (4.3)

As condigoes de contorno para a densidade de fons, na presenca do fenomeno de

adsorcao, sao expressas por

do,
= t— 4.4
j o (4.4)
mas aqui o sinal é — quando z = —d/2, e + quando z = d/2. Esta equagao satisfaz
a conservacao do numero de fons, Eq. (3.36), e é reescrita aqui como
d/2
01 (—d)2,1) + 0y (+d/2,1) + / no(z ) dz = N d. (4.5)
—d/2
Usando a Eq. (4.4), as condigoes de contorno (4.3) se tornam
on, q oV 1
D +* — r o = r— _0Or
* (8z kBTn 8z> M= 0
on, q ov 1
-D + ——n,— | = = — Oy, 4.6
((92 k’BTn 82) e (4.6)
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4.2. Equacgoes fundamentais

para z = —d/2 e z = d/2, respectivamente.

Agora, nas condigoes de contorno para o potencial, temos que levar em conta a
presenca das camadas dielétricas. A diferenca de potencial nos eletrodos deve ser
igual ao potencial aplicado Vj e admitiremos que a voltagem no centro da célula

seja a voltagem de referéncia. Portanto,

Vo

V(s =+d/2%h) = £, (4.7)

e o campo elétrico esta direcionado ao longo de —z, indicado por —F, onde E > 0.
Além disso, o campo elétrico deve obedecer a condi¢ao de continuidade proposta,

na interface célula-dielétrico (3.41), que fornece:
E(—d/2,t) = e, Ex(t) + qo, (4.8)

onde 0 = 0, —o_ e E(t) é o campo elétrico no interior da camada dielétrica.
Se, nas camadas dielétricas, nao houver cargas livres, o campo elétrico E} sera

independente da posigao. Isto nos mostra que, em z = —d /2, podemos ter

Vi(t) = V(=d/2,t) = _VO/Q_hEh

Vo hy vz "
= ——fy—l—qa— ~|—q— dz' / (4-9)
2 Eh den J_ay2 d/2

onde n =ny —n_ ey =de, /| (dep + 2he).
A condicao inicial (i.e., para t = 0) pode ser obtida diretamente das Eqs. (4.3)

e (4.5)), pois, nesse caso,

20¢q + Neqd = Nd, (4.10)
e
1
illeq = — Ooq = 0, (4.11)
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4.3. Ana&lise linear

onde neq € 0eq 520 as densidades de volume e de superficie no estado de equilibrio,

respectivamente, que podem obtidas das Eqgs. (4.10) e (4.11) como

1 1
Oea = §Nd1+d/(2/fr)’
_ d/(2kT)
fea = 1+d/(2kT)’ (4.12)

na auséncia de um campo elétrico. Vale a pena observar que as equagoes acima sao
as Eqgs. (3.33)), obtidas no Capitulo 3. L4, essas equagoes de equilibrio eram obtidas
no limite em que t — oo. Aqui, estamos considerando que a situacao de partida,

antes da aplicagao do campo elétrico, ¢ ja a de equilibrio.

4.3 Analise linear

Para linearizar as equacoes acima, admitimos que a presenca de um campo
elétrico externo fraco produza apenas pequenas perturbacoes na distribuicao de

fons [43]. Desse modo, temos

ne(2,1) = Neq + 0N, (2,1),
o,(t) = Oeq+ 00,(t), (4.13)

onde 0n,(z,t) < neq, 0 que Nos permite escrever a seguinte relacao:

q ov q ov
— Ny~ ——Neg — - 4.14
k?BT " 82 k?BT " 4 (‘9z ( )
Portanto, usando as Egs. (4.13), a equagao da continuidade, Eq. (3.38)), e a equagao

de Poisson, Eq. (3.39), se tornam, respectivamente,

don, D 0 <8(5nr q 8V) 7 (4.15)

o~ Pa: o Truras
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4.3. Ana&lise linear

0°V
7= —g(5n+ —on_), (4.16)

e as condigoes de contorno (4.6)) sdo simplificadas, adquirindo as formas:

d(én,) q ovy 1
+D( P + kBTnqu) = kon, ;ar,

d(én,) q oV 1
-D + — = k — = 4.1
( 0z kT Mg, ) ony 7o (4.17)

para z = —d/2 e para z = d/2, respectivamente.

As quantidades que devemos determinar — a saber, as quantidades (dn,.) que
modificam as distribuicoes ionicas do sistema —, podem ser separadas em duas par-
tes, em componentes transitorias e em componentes de equilibrio, denotadas pelos

sub-indices t e e, respectivamente, na forma abaixo:

one(z,t) = dnk(z,t) +oni(z), (4.18)

onde, agora, equilibrio se refere a t — oo. A mesma idéia pode ser usada para
escrever as componentes do potencial elétrico e para as densidades superficiais de

cargas:

Viz,t) = Viz,t)+V(2), (4.19)
do.(t) = 6ol(t) + dot. (4.20)

4.3.1 As componentes do equilibrio

Num primeiro instante, antes de iniciar (ou ligar) o nosso sistema, a densidade

volumétrica de fons é n,(z,0) = neq, e a densidade superficial é o,(£d/2,0) =
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4.3. Ana&lise linear

Oeq(£d/2), Portanto, dn,(z,0) = 0 e do,(£d/2,0) = 0. Levando em conta que
as componentes transitérias se anulam para t — oo e substituindo as Eqgs. (4.18)
e (4.20), em (4.15) e (4.16), descobrimos que as solugdes para as componentes do

equilibrio satisfazem as equagoes

a(ont) q ove
I W LR P
0*Vve q,. . .
9.2 = —E(5n+ —dnc). (4.21)

De igual maneira, da equagao (4.20), usada em (4.17), segue que:
1
kong — —dog = 0, (4.22)
T

para z = +d/2 ou, mais simplesmente,

dor = KTon.. (4.23)
Da Eq. (4.21), obtemos
e q e
ong(z) = $]€B—T NeqVE(2). (4.24)

Substituindo a Eq. (4.23) na Eq. (4.21), temos

d*ve Neq > 1
_ oMl ey = Ly, 42
de ngTV (Z) Azqv (Z) ( 5)
A quantidade
= = 4.2
U Mg q?’ (426)
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4.3. Ana&lise linear

é o comprimento efetivo de Debye [8] quando o fenomeno de adsorgao é levado em
consideragao.
A solugao da Eq. (4.25) é

Ve(z) = C} senh(z/Aeq)- (4.27)

Assim, das Egs. (4.23) e (4.24), obtemos

on(z) = FL0 senh(z/Aeq), (4.28)
kgT
doi. = KT (leq C1 senh(d/2)eq), (4.29)
kgT
e, na ultima equagao, escolhemos z = —d/2 por simplicidade.

Podemos determinar o coeficiente C', impondo as condi¢oes de contorno para o
potencial aplicado e usando o método perturbativo. Note que no caso em que nao
existam camadas dielétricas (h = 0), o potencial nas bordas é V(£d/2) = £V;/2;

assim, temos a solucao exata:
Vo
01 = ? senh (d/2)\eq> . (430)

As Eqs. (4.27), (4.28), (4.29) e (4.9) devem ser resolvidas para definir a constante
de integracao C7 quando h # 0. Na aproximacao de ordem zero, admitimos que

n=nl —nf =0e0c=0] 0% =0. Segue que

Vo 0l

oo _ Vo _ 431
! 2 senh (d/2Xeq) (4:31)
Portanto,
ne©® = ni(o) — ne,(o)
Vogq senh(z/Aeq) (4.32)

kpT ) senh(—d/2)eq)’
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4.3. Ana&lise linear

onde v = dey, /(dep, + 2he).
Introduzindo a solucao de ordem zero para a densidade volumétrica de fons,
(4.28)), e para a densidade superficial, (4.29), na Eq. (4.9), obtemos a solugao de

primeira ordem

Wy
€= {1

hk hy?
- m‘j Yole 1o X +dY]. (4.33)

en) | 2XeqX2dey,

onde X = senh(—d/2)\,) e Y = cosh(—d/2)\.,). Outras corre¢oes (iniciando
em segunda ordem h?) podem ser encontradas iterativamente. Para obter uma

convergéncia razoavel, sao necessarias diversas iteragoes para se determinar C.

4.3.2 Relaxacao das Componentes Transitérias

Usando as Eqs. (4.18)—(4.20) e as Eqs. (4.15)—(4.17), obtemos para as compo-

nentes transitorias as seguintes expressoes:

o(ont) d (9(ont) q oVt
a ~ Yo ( 0 T " 0z ) (4:34)
0Vt q, . 4 ;
9.2 —g(5n+ —onl), (4.35)

e as condigoes de contorno

d(ont) q oVt
D ==
( 0z kgT Mea g,

d(onk) q oVt 1
-D == = Y 4.
( 5 T Neq Kon,. T(SO'T, (4.37)

) = kdnl — %&ﬁ, (4.36)

para z = +d/2.

Buscamos solugoes para as equagoes de volume da seguinte forma:

nl(z,t) = (2)e™™ e  Viz,t)=¢(z)e ™, (4.38)
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4.3. Ana&lise linear

onde a > 0, pois procuramos solucoes que se anulem quando ¢ — oo. Levando
em conta a equagao para a densidade de corrente, Eq. (4.4), podemos reescrever as

condigoes de contorno (4.36) e (4.37) como

doct(t 1

doo,(t) = kon!(t) — =dok(t), para z= +d/2. (4.39)
dt T

Como resultado da Eq. (4.38)) aplicadas na equagao cinética nas interfaces, Eq. (4.37),

obtemos a solucao

RT

by (£d/2)e, (4.40)

dot(t) = Mye VT
o (1) ¢ +1—aT

onde My sao constantes de integracao a serem determinadas pelas condigoes de
contorno. Substituindo as Eqgs. (4.38)) e (4.40) nas Eqgs. (4.36) e (4.37), obtemos

qne _ K art _ 1 _
n q .t at _ "V N C— t/T
<w’“ kBT¢) ‘ Diarm¢ ~pM-e
qne —a K art —a 1 —t/r
(g ) e = opr e g ()

para z = —d/2 e z = d/2, respectivamente. As Eqgs. (4.41) devem ser vélidas para
todo t e, portanto, M, = M_ = 0.

Das Egs. (4.35), levando em conta a simetria do problema, obtemos

Yr(z) = =£Bjsenh(v1z) + Bssenh(rsz), (4.42)
o(z) = Ajz— 2—q231 senh(v2), (4.43)
ev

1

onde

vi = (1/Aeq) \/1 = (a/D) N2, e v3=1iy/a/D. (4.44)
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4.3. Ana&lise linear

A condicoes de contorno para o potencial sao

H(—d/2,t)e” ™ —V(—d/2) = V,(t). (4.45)

Substituindo a Eq. (4.43) na Eq. (4.45)), temos

A = 2751 _52_512)(‘1 = 123“; i—ZXd + 23?: (legd + d:d)] , (4.46)
onde
Xg = —senh(d/(2)\eq)) €  Yyg=cosh(d/(2\eq))-
Impondo as condigdes de contorno (4.41), obtemos By =0 e
(o gt (322 -
— coth (—1/1 g) (—1 + VPN, + 255) ulg (4.47)

que ¢é a equacao de autovalores do presente problema.

4.3.3 Discussao sobre os tempos de relaxacao na auséncia

da camada dielétrica

Considerando o caso particular em que o sistema nao tenha a camada dielétrica,

isto é, que h = 0, podemos reescrever a Eq. (4.47) na seguinte forma [10]:

Kat d d d
(1 o Tyt ) tonh (7) = 1 = bty (4.48)

Por simplicidade, consideraremos, separadamente, as solugoes da equacao acima na

auséncia e na presenca do efeito de adsorcao.
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4.3. Ana&lise linear

Sem o efeito de adsorgao (k = 0)

Se k =0, entao Neqg = N € Aeq = A = \/W. Quando vy é real, isto é,
para a < D/A? uma das solucoes da Eq. (4.48) é v; = 0, ou seja, a = D/)N?. Este
primeiro autovalor nao tem significado fisico. Portanto, corresponde ao caso em que
nao ha separagao dos ions (veja-se a Eq.(4.42)). Entao, procuraremos por um se-
gundo tempo de relaxagao da forma a = bD/(Ad), onde b é um coeficiente numérico

a ser determinado. Depois de um calculo simples, obtemos a forma adimensional

VI=b |
tanh (2—7> = 5bV/1-b7, (4.49)

f)/

onde v = A\/d. Levando em conta que A\ < d, podemos encontrar a solugao subs-
tituindo b = by + 0b e desenvolvendo em série de poténcias de db a equacao de

autovalores. Este procedimento nos da by = 2 e

tanh (V521) - yT= 27
1 — 37 + (1/2) sech’ (—”2;27) '

§b = 2,/1—2y (4.50)

Conseqiientemente, o autovalor é v; ~ (1/X) /1 —2(\/d). Portanto, obtemos a =

bD/(Ad) e o tempo de relaxagao relevante é

Ad X

tq

de acordo com a Ref. [9].
Note que sao possiveis outras solugoes com tempos de relaxacao muito curtos

quando a > D/A\? e vy é imagindrio. O autovalor da equacao ¢

tan(|v1|d/2) = (1 + N|v1]?)|v1]d/2, (4.52)
onde
1 a
= —\2—1. 4.
|1 W VD (4.53)

Neste caso, temos solugoes oscilatorias.
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4.4. Resultados e discussoes

Com o efeito de adsorgao (x # 0)

A Eq. (4.48) tem um niimero infinito de solugoes, correspondendo a um infinito
nimero de tempos de relaxacao da componente transitéria da solucao, definido
como ty = 1/a. Entretanto, nem todos tém significado fisico. Isto significa que a
solugao do problema é obtida pela superposigao de solugoes da forma das Eqgs. (4.38)
somente com valores aceitaveis de v,.

A primeira solucao é facilmente encontrada como sendo v; = 0, que significa
que a = qu/ D. De qualquer forma, esta solucao nao é interessante porque cor-
responde ao caso em que nao existe separagao de cargas. O mais importante sao
as outras solugoes, que podem ser encontradas numericamente. Note que solucoes
com ty menores que 7, que ¢ um tipico tempo na escala de fendmenos de adsorcao,
também nao sao interessantes. De fato, os transitérios no volume nao podem ser
maiores que aqueles do fenomeno de adsorcao nas superficies. Uma regra geral para
as propriedades da solucao é que, no limite de pequenas amplitudes da voltagem

aplicada, t; é, praticamente, independente de V.

4.4 Resultados e discussoes

Consideramos, sempre, uma célula eletrolitica cujos valores das variaveis e das
constantes (os parametros fisicos usados para o célculo) podem ser vistos na ta-
bela 4.1\

Os parametros usados aqui correspondem aqueles de um cristal liquido do-
pado [70]. Espera-se que os resultados sejam qualitativamente similares ao caso
em que a concentracao de ions é muito baixa. Finalmente, admitimos que a ad-
sorcao ocorra nas superficies que separam a célula das camadas dielétricas, com &
e 7 adquirindo valores como aqueles citados na tabela 4.1, a nao ser em algum caso
que necessite um limite especial.

As solucoes analiticas sao encontradas usando a andlise linear apresentada na
secao anterior, para as componentes transitérias e de equilibrio. Como a linearizacao
¢é valida somente quando o potencial aplicado é pequeno, fizemos também simulagoes
numéricas para estudar a dinamica do sistema. Detalhes do célculo numérico podem
ser vistos no Apeéndice (7.2l

Como mencionado anteriormente, a resposta do sistema (ao aplicar um poten-
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4.4. Resultados e discussoes

Tabela 4.1: Valores dos parametros fisicos usados na simulagao. Unidades no (SI).

Simbolo | Variaveis Valores/Unidades
q Carga elétrica 1.6 x 107¥ C

d Espessura da célula 25 pm

h Espessura das camadas dielétricas 0-2x10%m
N Densidade total de fons monovalentes 4.2 x10* m=3
D Coeficiente de difusao 8.2 x 1072m?/s
T Temperatura 300 K

€ Constante dielétrica do volume 6.7¢9

En Constante dielétrica das camadas 2.1gg

€0 Permissividade dielétrica no vécuo 8.85 x 1072F /m
Vo Potencial externo 0.1-25mV

K Constante de adsor¢ao 107 -107"2 m/s
T Constante de dessorcao 1076-10"2%s

cial do tipo degrau) é um decaimento exponencial até atingir o estado de equilibrio,
como mostrado como exemplo na Fig. 4.2. Mostramos a evolugao temporal de
n,(¢,t),V((,t) em ¢ = —d/2+1/2 e de 0,(—d/2,t), para V; =0.1mV e h=0. O
potencial aplicado causa uma acumulacao de ions perto da superficie, que é a res-
ponsavel por gerar um campo elétrico oposto aquele aplicado. Como conseqiiéncia,
o potencial aplicado no volume diminui com o passar do tempo, como esperado.
Todas as quantidades, depois do periodo transitério (geralmente de forma exponen-
cial, atingem um estado estacionario, cujos valores de equilibrio estao de acordo com
aqueles obtidos na andlise linear. Naturalmente, os acordos se tornam sempre pio-
res quando comecamos a aumentar o potencial aplicado, embora o comportamento
qualitativo (isto é, o transitério exponencial seguido da condigdo estaciondria) seja
sempre o mesmo, ao menos no intervalo de valores para o potencial considerado

aqui.
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Figura 4.2: a) densidade de ions perto da superficie em z = —d/2 + /2 versus o

tempo; b) potencial elétrico perto da superficie em z = —d/2 4 [/2 versus o tempo; c)

densidade superficial de fons positivo em z = —d/2.
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4.4. Resultados e discussoes

4.4.1 Comportamento sem a camada dielétrica
No equilibrio

Na Fig. 4.3 comparamos os resultados analiticos e numéricos para do°(—d/2)
como sendo funcao dos parametros de adsorcao x e 7. Consideramos um regime de
baixa voltagem (V5 = 0.1 mV). O acordo entre os resultados analiticos e numéricos
¢ muito bom. A densidade de ions no equilibrio cresce muito rapidamente com
o crescimento do coeficiente de adsor¢ao ou com o decréscimo do coeficiente de

dessorcao.

x 10"

—e— Numerical
-9 Analitic

1=107%s

10K (m/s) 10

—6— Numerical
~¢ Analitic

—
D

é K= 107 m/s
‘%

o

!
-4

10

10° 10
T(s)
Figura 4.3: PrevisOes analiticas e numéricas para a densidade liquido de ions no equilibrio
perto da camada superficial no caso em que h = 0, em funcdo dos parametros de

adsorcao.

Como esperado, o acordo é realmente muito bom quando diminuimos o potencial,
mostrando que a aproximacao linear tem uma curta validade, como mostrado na
Fig. 4.4. Ali, a densidade de ions adsorvidos na superficie inferior na camada (do®)

estd apresentada como fungao do potencial aplicado Vy para x = 107% (m/s) e
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T=10"?%s.
x 10"
20F o]
18 o Numerical i
16F —— Analitic
le\ 14
e 12t
N—r
) 10-
o)
w &
6
at
2l
o
10" 10° Vo (V 10° 10"
Y

Figura 4.4: Previsdes analiticas e numéricas para a densidade superficial liquida de ions

adsorvidos no equilibrio, no caso A = 0, em funcdo da voltagem aplicada.

Componentes transitérias

Os tempos de decaimento t4 das componentes transitérias em fungao dos parametros
de adsorcao k e T estao exibidos nas Figs. 4.5 e 4.6, respectivamente, para diferentes
valores do potencial aplicado, a saber: V; = 0.1,1, 10 e 25 mV. Como esperado, para
valores pequenos de V) o tempo de decaimento nao depende da amplitude do po-
tencial aplicado. Neste caso, o acordo com os resultados analiticos, como podemos
ver na Eq. (4.47), é muito bom.

Contudo, ja em V; = 10 mV a andlise linear deixa de valer, embora a de-
pendéncia do tempo de decaimento com x e 7 permaneca qualitativamente a mesma.
Para grandes valores do potencial aplicado, a parte da solugao relacionada a com-
ponente transitoria apresenta comportamento mais complexo que um simples de-
caimento exponencial. FEsta parte sera investigada mais adiante. De qualquer
forma, os resultados sao similares aqueles obtidos na auséncia do fenémeno de ad-
sorgao/dessorcao [10]. Note que o tempo de decaimento na presenca do fenomeno

de adsorcao é maior que aquele esperado quando k = 0 (m/s).

99



4.4. Resultados e discussoes

3
0.26 — VO =0.1mV Ea
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Figura 4.5: Tempo de decaimento versus o coeficiente de adsorcio para 7 = 107%s
e Vo = 0.1,1,10,25 mV. A solugdo analitica coincide perfeitamente com a curva em

Vo = 0.1 mV mas esta nao depende de Vj.

0.1951 "

0.191

0.185

N—r' 0.18+

0.1751

0.171

0.165[

0.16[- &

10 1 (S) 10

Figura 4.6: Tempo de decaimento versus o coeficiente de dessorcdo com os seguintes
valores fixos: £ =107¢ (m/s) e V, = 0.1,1,10,25 mV.

4.4.2 Analise na presenca da camada dielétrica

No equilibrio

Como vimos, a solucao analitica para as componentes no equilibrio é obtida
somente de forma implicita e pode ser obtida iterativamente até quanto for ne-
cessario para a convergeéncia desejada, usando o calculo perturbativo desenvolvido
na Sec. 4.3. Na Fig. 4.7, analisamos o comportamento do potencial elétrico e da

densidade de fons perto da superficie em ({ = —d/2+1/2) e para a densidade liquida
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4.4. Resultados e discussoes

de ions adsorvidos em funcao da espessura da camada dielétrica h. Os graficos in-
dicam que aumentando o numero de iteracoes para o calculo de C4, acima de 15
iteragoes, o acordo entre as solugoes numéricas e analiticas melhora sempre mais
para valores pequenos de h.

Quando aumentamos muito a espessura da camada dielétrica, a solucao analitica,
mesmo aumentando a precisao para determinar C7, j4 nao concorda muito bem com
os resultados numéricos. Portanto, para analisar o comportamento do sistema para
grandes valores de h, Fig. 4.8, consideramos somente os resultados numéricos. O
grafico da densidade de ions adsorvidos em funcao de h indica que a presenca das
camadas dielétricas contribui para com uma reducao razoavel do niimero de ions
que participam da dinamica do sistema. Efetivamente, este é um resultado esperado
ja que a presenca das camadas dielétricas causa a redugao da amplitude do campo

elétrico aplicado na célula eletrolitica.

No Transitério

Na Fig. /4.9, representamos o tempo de decaimento (ambos os resultados, numéricos
e analiticos) em funcao de h para diferentes valores do potencial aplicado e para
k=107% (m/s) e 7 = 0.01 s. A relaxagao, até¢ alcangar o equilibrio, é rdpida (isto &,
o tempo de decaimento é muito pequeno) para valores grandes de h, de acordo com
o fato de que somente poucos fons participam da dinamica do sistema. De igual
maneira, o tempo de decaimento cresce com a amplitude do potencial aplicado.
Contudo, observamos um bom acordo entre a solugao analitica e a numérica para
pequenas amplitudes do potencial efetivo aplicado na célula, isto é, quando V; é
pequeno ou quando h é grande. Por outro lado, as duas solugoes diferem (mas nao
o comportamento qualitativo) quando o potencial se torna grande. Para h pequeno,
discrepancias ja sao visiveis mesmo para V5 = 10 mV.

Finalmente, na Fig. 4.10, o tempo de decaimento é apresentado como uma fungao
de h para Vy = 0.1 mV e para diferentes valores dos parametros de adsor¢ao. O
tempo de decaimento é sensivel aos parametros de adsorcao somente para valores
pequenos da espessura das camadas dielétricas. Aumentando h, a adsorcao se torna
cada vez menos importante para a determinacao da solucao transitéria. Mas, o
acordo entre as solugoes analiticas e numéricas se torna deficiente com o aumento

de h e (ou) com o aumento dos parametros de adsor¢ao.
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Figura 4.7: Solucdo analitica e numérica para as componentes do equilibrio do potencial
elétrico (a) e para a densidade liquida de fons (b) perto da superficie como fungdo de
h. A densidade liquida de ions adsorvidos é apresentada no grafico (c). As solugles
sdo rotuladas com C}(n), que denota a solugdo analitica calculada usando n iteragdes
para a determinacdo de C;. As curvas foram feitas para Vo = 0.1 mV, k = 107® m/s e

7=10"2s.
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Figura 4.8: Solugdo numérica para a densidade liquida de ions adsorvidos em func¢do
de h para grandes valores de h e para diferentes valores do coeficiente de adsorcdo, k,
quando Vj = 0.1 mV.
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Figura 4.9: Tempo de decaimento em funcdo de h para diferentes valores do potencial

aplicado. Comparacao entre as solu¢des analiticas e numéricas.

4.4.3 Estimativa do tempo de decaimento na auséncia da
adsorcao

Aqui fazemos Kk = 0 (neq = N) e analisamos primeiramente o caso para baixa

amplitude do potencial aplicado, ou seja, potencial pequeno em relagao a Vp =

kgT/q ~ 25 mV. Entao, nossa andlise numérica sera usada para obter os tempos

de relaxacao para potenciais da ordem de poucos volts.

63



4.4. Resultados e discussoes

—e— Analitic k = 107° (m/s)
“@ Numerical k =107® (m/s) N
—&— Analitic k = 107 (m/s)
“@ Numerical k =107 (m/s)
—6— Analitic k =0 (m/s)

<4 Numerical k=0 (m/s) T

0.21

0.05 g

1(;'2 h (um) 10"1 10

Figura 4.10: Tempo de decaimento em funcdo de h para diferentes valores dos
parametros de adsorcdo. Comparacdo entre as solucdes analiticas e numéricas. Para
ocaso k = 0 e 7 = 0 as curvas analiticas e numéricas coincide perfeitamente para

pequenos valores de h. Com 7 = 1072 s.

Comportamento a baixa voltagem

Nossos resultados sugerem que somente um tempo de relaxacao tem sentido na
dinAmica do sistema. B o que podemos ver nas Figs. 4.11a e 4.11b onde mostra-
mos, na escala semi-logarftmica, p'(t) e V'(¢). O intervalo do potencial aplicado é
bastante grande e, exceto para valores maiores do potencial (V5 = 25 mV), a linha
reta no grafico semi-log é uma indicacao do decaimento puramente exponencial. A
inclinacao da reta, que indica o tempo de decaimento t4, ¢ independente do poten-
cial aplicado, de acordo com a analise linearizada apresentada acima. No caso de
Vo = 0.1 mV, o tempo de relaxacao é t; = 0.15 s, muito préximo daquele dado pela
Eq. (4.51). Como esperado da anélise linear, o tempo de decaimento é o mesmo
para ambos, o potencial e densidade de ions.

Na Fig. 4.12) mostramos o tempo de relaxagao versus a espessura da amostra
para diferentes valores do potencial aplicado. O tempo de relaxagao é proporcional
a espessura da amostra, de acordo com Eq. (4.51) e é independente da amplitude
do potencial aplicado. Também este resultado estd de acordo com a analise linea-
rizada. Usando os parametros fisicos, para uma célula, como aqueles apresentados
na Tabela 4.1, a Eq. (4.50) nos dé 6b = 0.0081. Conseqiientemente, b = 2.0081. A

inclinagao de 7 versus d é A\/(bD) ~ 6.4-10% s/m, em bom acordo com os resultados
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Figura 4.11: Componente de transicdo da densidade liquida de ions positivos (a) e do

potencial elétrico (b) em z* = —d/2 + 0.1 pum para diferentes valores do potencial
aplicado V4. As linhas sao quase paralelas para valores do potencial acima de 1V, = 10

mV. Distor¢des ligeiras sao visiveis a Vj = 25 mV.
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Figura 4.12: Tempo de decaimento, das componentes do potencial elétrico, versus a

espessura da camada dielétrica d.

Comportamento para grandes valores do potencial aplicado

Quando o potencial aplicado é maior do que a voltagem térmica, Vp ~ 25 mV,
a analise linear perde sua validade. Neste caso, o tempo de relaxacao depende da
voltagem aplicada e, aumentando V{, as curvas se comportam cada vez menos com
um decaimento exponencial simples e a multi-relaxacao se torna importante. Isto é
particularmente verdadeiro para a densidade de ions, ao passo que, apesar do acordo
nao ser muito bom para V5 < Vp, a funcdo exponencial permanece uma razoavel
aproximacao para a dependéncia temporal do potencial. Desse modo, t; pode ainda
ser interpretado como o tempo de relaxacao do sistema.

Portanto, aqui extraimos o tempo de decaimento das curvas v* = V*(t)/V; versus
t, que resulta num comportamento nao trivial em funcao do potencial aplicado, como
apresentado na Fig. 4.13| para diferentes valores da espessura da amostra. Quatro

regioes podem ser identificadas no grafico:

e no limite de grandes amplitudes do potencial aplicado, t; é, praticamente,
independente de V. Aqui, a andlise linear é véalida e o valor do tempo de

decaimento tg, para Vo — 0, coincide com aquele obtido na anélise linear;
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Figura 4.13: Tempo de decaimento versus o potencial aplicado V| para diferentes valores

da espessura da célula eletrolitica d.
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e com o aumento de V, t; comeca a crescer também. Isto indica que a reducao
do campo elétrico na amostra, para valores moderados de V{, desempenha um
importante papel: com o aumento do campo externo, cresce a coleta de ions
nos eletrodos e, como conseqiiéncia, o campo elétrico na amostra é reduzido

e a relaxagao é muito mais lenta;

e para valores de Vj préximos do valor de pico (que se movem para a esquerda
com a diminuigao da espessura da amostra), o tempo de relaxagao é definido
somente de forma aproximada. Aqui, outros fendomenos desempenham um

papel importante e devem ser investigados.

e para grandes valores de 1}, o tempo de relaxacao é uma funcao decrescente
de V.

A dependéncia do tempo de relaxacao em d e Vj, para grandes valores do po-
tencial aplicado, pode ser interpretada admitindo-se que os ions que vieram para
perto da parede estao confinados em uma camada superficial de espessura ¢ < d.
Como discutido em [52], para Vo > Vi, temos ¢ ~ d(Vr/Vp). No volume, o sis-
tema permanece eletricamente neutro. Isto significa que o desequilibrio elétrico de
cargas na camada superficial é equivalente a uma densidade superficial de cargas
q o, responsavel por um contra-campo E. = go/e. O campo elétrico liquido no
volume ¢é entao E = (Vy/d) — qo/e. Os fons presentes no volume estao submetidos
a uma forca do tipo F' = g F, que ¢é a responsavel por uma corrente elétrica em
diregao aos eletrodos j o« unq E, onde p é a mobilidade dos fons na solucgao, e n a
densidade volumétrica de portadores de carga. Da conservacao do nimero de ions,
temos n = N — o/d. Impondo que o aumento da densidade superficial de cargas
por unidade de tempo, qdo/dt, seja igual a carga elétrica proveniente do volume,

jdt, temos a equacao diferencial

do o Vo qo

Da Eq. (4.54), a evolugao temporal da densidade superficial de fons, e portanto da
densidade volumétrica de fons e o potencial elétrico, é caracterizada por um tempo

de relaxagao [53]
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A
tg= ———— 4.55
d %_‘/ca ( )

onde A o< d*/pe V. ~ ¢Nqd/e. Logo, para Vj grande, quando V.. ~ (d/)\)? (VZ/Vo) [52],

se espera que o tempo de relaxacao seja dado por

d2
Vo — B(d/A)? (VE/Vo)]

td = (456)

onde a e (3 sao duas constantes numeéricas, que nao podem ser determinadas por
meio do modelo simples apresentado acima. Na Figld.14/, mostramos t4 = t4(Vy) no
intervalo de Vi > V. Como discutido anteriormente, t; é determinado analisando
v'(t, 2*). Na mesma figura mostramos os ajustes dos dados numéricos por meio de
tq, dado pela Eq. (4.56), para a = 1 e § = 0.5. O acordo é razoavelmente bom para

as duas espessuras consideradas.

4.4.4 Estimativa do tempo de decaimento na presenca do

fenomeno de adsorcao

A andlise do tempo de decaimento t; em funcao dos parametros de adsorcao
e 7, estd mostrada nas Figs. 4.15a e [4.15b, respectivamente, para diferentes valores
do potencial aplicado: V4 = 0.1, 1, 10 e 25 mV. Como esperado, para valores
pequenos de V; o tempo de decaimento nao depende da amplitude do potencial.
Neste caso, o acordo com os resultados analiticos da Eq. (4.48) é muito bom. Por
outro lado, mesmo a Vy = 10 mV, a analise linear deixa de ter validade, se bem que
a dependéncia do tempo de decaimento com k e 7 permaneca qualitativamente a
mesma. Note que o tempo de decaimento na presenca do fenomeno de adsorcao é,
em geral, muito maior que aquele esperado quando x = 0.

Para grandes valores do potencial aplicado, a parte transitoria da solucao é mais
complexa que um decaimento exponencial simples, como na auséncia da adsorcao.
O tempo de decaimento primeiramente aumenta e depois diminui com V{, como
mostrado na Fig. (4.16). Note que a posigao do pico esta deslocada para valores

maiores do potencial aplicado quando a adsor¢ao estd presente (compare com a
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Figura 4.14: Tempo de decaimento versus o potencial aplicado, para grandes valores
de V. Comparagdo dos resultados numéricos com aqueles tedricos. Em a) d = 15um
eem b) d = 25um.

Fig. (4.13)b). Isto é compativel com a andlise tedrica desenvolvida acima, para o
comportamento a grandes amplitudes. De fato, a adsorcao proporciona uma coleta

de fons em uma pequena camada perto dos eletrodos.

4.5 Conclusoes

Neste capitulo, investigamos a influéncia da adsorcao nas interfaces onde ocor-
rem os fenomenos transitorios de uma célula eletrolitica submetida a uma diferenca
de potencial externa do tipo degrau, no limite de baixas voltagens. Na nossa analise,
sempre para uma amostra na forma de um (slab) de espessura d, admitimos como

hipétese de trabalho que os eletrodos sao revestidos com um filme fino de espes-
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Figura 4.15: a) Tempo de decaimento versus o coeficiente de adsor¢do com 7 = 1072
e em b) mostramos também o tempo de decaimento versus o coeficiente de dessor¢do

com k = 1076,

sura h, que os “obriga”a serem bloqueantes, isto é, nao permitem injecao de car-
gas externas ao sistema. As equagoes fundamentais do problema foram resolvidas

numericamente, considerando que o fluido eletrolitico seja um cristal liquido e a
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Figura 4.16: Tempo de decaimento versus o potencial aplicado, que varre o intervalo

de pequenos e grandes valores do potencial aplicado, com d = 25 pm.

espessura da amostra foi escolhida como sendo 25 pm, um valor muito préximo
daqueles empregados em mostradores digitais. Seguindo o procedimento padrao,
resolvemos o problema linearizado e obtivemos solu¢ao analitica tanto para a den-
sidade volumétrica de fons quanto para a densidade superficial, assim como para
o potencial elétrico. Por fim, obtivemos, também, o tempo de relaxacao para o
fenomeno transitorio.

Nossa analise foi desenvolvida com base na aproximagao de Gouy-Chapman,
onde a camada superficial de Stern é omitida. Para o conjunto de parametros fisicos
considerados, no limite de baixo potencial aplicado, estamos longe dos problemas
relacionados com o aumento da densidade superficial de {fons nas proximidades dos
eletrodos. Nesse tltimo caso, a introdu¢ao da camada de Stern torna-se obrigatoria.
Desse modo, nossas previsoes analiticas vao muito bem para limites de baixas vol-
tagens aplicadas, ou seja, menores do que ou da ordem da voltagem térmica. Para
voltagens aplicadas maiores que 0.1 V, o modelo de Gouy-Chapman ainda funciona
bem para o conjunto de parametros de adsor¢ao/dessor¢ao utilizados, mas a andlise
linear ja nao é uma boa aproximacao para o problema.

Também investigamos o problema difusivo (na presenga de arraste) dessa mesma
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célula eletrolitica e, mais uma vez, consideramos que a camada superficial de Stern
pudesse ser omitida. Neste contexto, levamos em conta a presenca de um contra-
campo devido a separagao de ions. De acordo com a nossa andlise, o tempo de
relaxacao, no intervalo de baixas amplitudes do potencial aplicado e na auséncia
do fendémeno de adsorgao, pode ser dado por t; = Ad/(2D), que, para um cristal
liquido comercial, é da ordem de 0.1 s, quando a espessura d ~ 25 pym. O tempo de
decaimento é maior quando o fenomeno de adsorcao esté presente.

Para o caso de grandes amplitudes do potencial aplicado, mostramos que, na
auséncia da adsorgao, o tempo de relaxagao é proporcional a d?/u(Vy — V), onde
V. depende do comprimento de Debye, da espessura da amostra e do potencial
aplicado. Um comportamento parecido com este pode ser encontrado na presenca
da adsorcao. Tais resultados sao apenas uma indicagao do comportamento real de

uma amostra de cristal liquido nematico submetido a uma diferenca de potencial.
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Capitulo

Impedancia Elétrica

Neste capitulo, analisamos em quais condigoes experimentais o conceito de im-
pedancia elétrica é 1util para uma célula eletrolitica. A andlise é desenvolvida re-
solvendo numericamente as equagoes diferenciais que governam o fenomeno da re-
distribuicao dos ifons na presenca de um campo elétrico externo, comparando os
resultados com aqueles obtidos resolvendo a versao linearizada destas equagoes. O
parametro de controle é a amplitude da voltagem aplicada, usando para ela uma
simples func¢ao harmoénica no tempo. Nos mostramos que a distribuicao ionica perto
dos eletrodos difere daquela obtida por meio da analise linear mesmo para pequenas
amplitudes do voltagem aplicada. Mesmo assim, o conceito de impedancia elétrica
permanece valido. Para grandes amplitudes da voltagem aplicada, a corrente no
circuito j4 nao é mais harmonica na freqiiéncia da voltagem aplicada. Portanto, o

conceito de impedancia elétrica, neste caso, nao tem muito significado.

5.1 Introducao

A técnica de espectroscopia de impedancia é um poderoso método para carac-
terizar diversas propriedades elétricas do meio [54]. De acordo com esta técnica, a
amostra de um material a ser caracterizado ¢ submetida a uma voltagem elétrica
externa de amplitude Vj e freqiiéncia f = w/(27), e entdo a corrente elétrica no
circuito I é medida. Admitindo que o sistema ¢ linear, a corrente I é harmonica
como a voltagem aplicada, e a amplitude da corrente é proporcional a Vj [55] [44].

Neste contexto, a impedancia elétrica Z, definida como a voltagem aplicada divi-
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dida pela corrente, é independente da amplitude do potencial aplicado. Da andlise
da dependéncia da freqiiéncia de Z, é possivel deduzir a constante dielétrica equiva-
lente e a condutividade equivalente [56], ou as partes real e imaginaria da constante
dielétrica [57, 58], da amostra investigada. Estas quantidades nao sao propriedades
moleculares do material a ser investigado mas dependem, normalmente, da espes-
sura da amostra. Os verdadeiros parametros fenomenoldgicos que caracterizam o
meio, do ponto de vista dielétrico, sdo obtidos por meio de um modelo teérico [59].

A técnica de espectroscopia de impedancia é baseada na hipotese fundamental
de que o sistema se comporta como um sistema linear [60]. Somente neste caso o
conceito de impedancia elétrica pode ser definido. Quando o sistema se comporta de
forma nao-linear, mesmo se a voltagem aplicada ¢ harmonica, a corrente elétrica no
circuito contém todos os harmonicos de ordem superior. A presenca dos harmonicos
de segunda e terceira ordem é responsavel pela deformacao na forma elipsoidal da
curva paramétrica que representa a corrente versus a voltagem. Conseqlientemente,
a impedancia elétrica depende da amplitude da voltagem aplicada e do tempo. Neste
caso, na nossa opiniao, ja nao ¢ mais possivel obter as propriedades dielétricas do
meio somente com a andlise da impedancia elétrica.

Nosso objetivo aqui é investigar as condigoes sob as quais o conceito de im-
pedancia elétrica pode ser ttil do ponto de vista experimental. Para esse fim,
consideramos o caso de uma célula eletrolitica submetida a uma diferenca de po-
tencial [61]. Neste caso, as equagoes fundamentais, que descrevem a redistribuigao
de ions na presenca do campo elétrico, sao a equacao da continuidade e a equagao
de drift-difusao para os ions, e a equacao de Poisson para descrever o potencial
elétrico [1]. Estas equagoes sao apresentadas na Sec. 5.2/ na forma geral. O conceito
de impedancia elétrica é discutido para o caso em que as equacoes do problema
podem ser linearizadas. Na Sec. 5.3, comparamos a solucao numérica para as den-
sidades volumétricas de ions e para o potencial através da amostra, com a solucao
obtida por meio das equacoes linearizadas. Como esperado, os dois procedimentos
resultam em solucoes que estao em bom acordo quando a amplitude da voltagem
aplicada ¢ pequena em relacao a voltagem térmica, isto é, da ordem de 25 mV para
ions monovalentes a temperatura ambiente. Aumentando a amplitude do potencial
aplicado o acordo tende a piorar.

Ainda assim, o conceito de impedancia elétrica permanece valido para grandes

amplitudes. De acordo com nossa andlise, isto se deve ao fato de que a densidade

75



5.2. Equacoes gerais

(atual) de fons é fortemente perturbada somente nas duas camadas superficiais de es-
pessuras comparaveis com o comprimento de Debye. Como este comprimento, para
materiais usuais, estd numa escala sub-microscopica, a nao-linearidade nos da uma
contribuicao para a variacao da impedancia da ordem do comprimento de Debye
dividido pela espessura da amostra e é, portanto, desprezivel. Aumentando ainda
mais a amplitude do potencial aplicado, a aproximacao linear falha na determinacao
da corrente no circuito. Por isso, pode-se duvidar do significado da impedancia, em-
bora na literatura seja freqiiente ver defini¢coes de impedancia mesmo para grandes
valores do potencial aplicado [62), 63, 64].

Finalmente, na Sec. 5.4/ definimos um certo nimero de quantificadores para
discutir o desvio da solugao da aproximacao linear. Nos também introduzimos
o conceito de impedancia “generalizada”, que corresponde a impedancia elétrica
no limite linear para pequenas amplitudes, e mostramos seu comportamento em
fungao do parametro de controle (voltagem aplicada). Mostramos que o conceito
de impedancia elétrica permanece bom para amplitudes da voltagem aplicada bem
além daquela na qual é razoavel o acordo entre a da densidade volumétrica de fons

determinada numericamente e aquela obtida por meio das equagoes linearizadas.

5.2 Equacoes gerais

Vamos considerar, sempre o mesmo tipo de amostra, a saber um slab de espes-
sura d preenchido com um eletrélito. Supomos que no equilibrio termodinamico
a densidade de fons dissociados é N e que a dissociacao e a recombinacao podem
ser descartadas. Admitimos, também, que a energia de adsorcao para os ions po-
sitivos e negativos [65), (66] é igual e consideramos os eletrodos como perfeitamente
bloqueantes. Neste contexto, na auséncia do campo externo, o liquido é localmente
neutro, mas quando o campo elétrico é aplicado, os ions sao redistribuidos para as
proximidades dos eletrodos.

A equagao para a densidade corrente de fons é a mesma de (3.37). A mobili-
dade dos fons estd definida como p = Dq/kgT. Utilizaremos a equacao diferencial
que descreve a densidade volumétrica de ions (3.38) escrita aqui numa forma mais

compacta (como vista na Eq. 4.2, mas vale relembrar), como sendo
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(5.1)

- D= 4 Yr
ot 92 \ 0z ~ kgT " 02

on, 0 ((9717« q aV)
— :l: ,
onde r = + e ainda precisaremos da equagao de Poisson (3.39). Na equagao de
Poisson, (3.39), ¢ é a constante dielétrica de um liquido puro. Neste capitulo, ad-
mitimos que nao exista adsor¢ao nas superficies, isto é, os fons permanecem sempre
no volume [67].
Escrevemos a densidade volumétrica de ions n,., da seguinte forma n, = N +dn,.
N ¢ a densidade volumétrica de ions na auséncia de campo externo e dn, representa
uma perturbacao na densidade devido a presenca do campo elétrico externo. Em

termos de dn,, podemos escrever a Eq. (5.1) e a equagao de Poisson como

oon, o [ dn, q ov
= D— + ——(N +dn,)—
ot 0= { 9z T r Vo) }
0*V q

onde on, = dn,.(z,t) e V. ="V(z,t), de maneira andloga ao que fizemos em (4.15) e
(4.16).
Consideramos a voltagem aplicada a célula na forma de uma funcao harmonica

de amplitude Vj e freqiiéncia f = w/(27). Portanto,
AV(t) =V (d/2,t) — V(=d/2,t) = V ™"
As equagoes (5.2) devem ser resolvidas com as condigoes de contorno

oni(z,0) =on_(z,0) =0,

aon, q ov

V(£d/2,t) = £ (V,/2) e“".
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A primeira condicao de contorno das equacoes acima implica o equilibrio da célula
antes da aplicacao do potencial elétrico externo. A segunda condicao descreve eletro-
dos perfeitamente bloqueantes, isto é, a densidade de corrente se anula em z = +d/2.
Por fim, a terceira condicao vem da hipdtese de que a fonte de alimentacao esteja
conectada de modo tal que os elétrodos tenham potenciais elétricos opostos.

O conjunto das equagoes (5.2) e (5.3) é um sistema de equagoes nao-lineares
por causa do termo (N + on,) 9V /0z na equacao da continuidade. Conseqiiente-
mente, mesmo quando a voltagem elétrica aplicada for harmonica, on,.(z,t) e V(z,t)

conterao todos os harmonicos de ordem superior.

5.2.1 Analise linear

Se aplicamos um campo elétrico fraco, este produz somente pequenas pertubacoes
nas densidade dos fons, isto é, on,. << N. Neste caso, é possivel linearizar as equacoes

(5.2) e (5.3) e assim obtemos, para a densidade volumétrica, a expressao:

don, 0 [don, qN OV
s o
e, portanto,
aon, gN ov B

As equagoes (5.4) e (5.5) agora sao lineares. Conseqlientemente, se a voltagem
aplicada for harmonica, on,(z,t) e V(z,t) serdo harmonicas também.

Neste caso, como é mostrado em [68], 0n,.(z,t) e V(z,t) sdo dadas por

5nr(2,t) = 77r<z)eima
Viz,t) = é(2)e™, (5.6)

onde
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n-(z) = =£posenh(Bz),

o(z) = —2#190 senh(f8z) + ¢z, (5.7)
com r = + e r = —. As constantes py e ¢ que aparecem nas Egs. (5.7) sdo dadas
como [68§]

_ Ngp 1 v
bo 2kpT (1/X23) senh(Bd/2) + i(wd/2D) cosh(Bd/2)
(5.8)
o Y cosh(fd/2) Ve,

"D (1/X2B) senh(Bd/2) + i(wd/2D) cosh(Bd/2)

onde A = \/ekgT/(2N¢?) é o comprimento de Debye desta célula [§] e

B = %,/1+z’%)\2. (5.9)

O campo elétrico é dado pela equagao £ = —9V/Jz. Segue, portanto, que
E(z,t) = —¢/(2) e, (5.10)

onde ¢’ significa a primeira derivada em z. Em particular, o campo superficial

elétrico é dado por
E(d/2,t) = —¢/(d/2) ™. (5.11)

Por meio do teorema de Gauss, a densidade superficial de carga, enviada pela fonte
de alimentagcao aos eletrodos, pode ser calculada como %(t) = —eE(d/2,t). A carga

elétrica total na superficie é () = X .5, onde S é a area superficial dos eletrodos. A
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corrente elétrica complexa num circuito externo é Z = d@/dt. Usando os resultados

apresentados acima obtemos:

I(t)=tweS {—2 %po cosh(d/2) + c} et (5.12)

A impedancia elétrica de uma célula é definida como Z = AV(t)/Z(t). Logo,

chegamos a

.2 1 wd

A anédlise linear apresentada acima é vélida sempre que |0n,.(z,t)| < N, porque
somente neste caso n,(z,t) = N + dn,(z,t) pode ser aproximado por N, como
declarado acima. Levando em conta as Egs. (5.6)-(5.8), a condigao |dn,.(z,t)] < N

é equivalente a V) < U, com

1 . wd Bd

Concluimos que a solucao linearizada da equacao que governa o fenémeno de re-
distribuicao ionica na presenca de um campo elétrico vale somente se a amplitude
for desprezavel em relacao a amplitude U, definida pela Eq. (5.14). Desta equagao,
podemos ver que no limite de w — 0, U — Vi, como era esperado [54]. Por outro
lado, quando w — oo, U diverge com /w. Esta divergéncia nao é surpreendente.
De fato, para w grande, os fons nao devem acompanhar as rapidas variagoes da
voltagem aplicada, e o meio se comporta como um verdadeiro material dielétrico.
A existéncia de uma voltagem intrinseca U no problema é importante do ponto
de vista bésico, como foi discutido recentemente em diferentes situacoes [69]. En-
tretanto, do ponto de vista pratico, é fundamental conhecer quando U é relevante
para a determinacao do erro cometido quando sao feitas medidas de espectroscopia
de impedancia. Em particular, é relevante determinar quando ja nao é mais possivel
linearizar as equagoes do problema, com a resultante dependéncia da impedancia

elétrica com a amplitude da voltagem aplicada e com o tempo.
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5.3 Desvio do regime linear com o aumento da

voltagem aplicada

O conceito de impedancia elétrica, como definido na se¢ao 5.2.1, tem significado
somente para sistemas lineares. Entao, é importante definir sob quais condigoes a
aproximacao linear das equacoes de evolucao é um conceito aceitavel. Em particular,
aqui estamos interessados na andlise do parametro de controle, que foi escolhido
como sendo a amplitude do potencial aplicado V. Com este objetivo, nesta secao
apresentaremos uma comparacao dos resultados numéricos com aqueles obtidos a
partir da solucao analitica para o caso linearizado.

Na nossa analise, consideramos os seguintes parametros e constantes, tipicos de

um cristal liquido comercial [70]:

Tabela 5.1: Valores dos parametros fisicos usados na simula¢ao. Unidade no SI.

Simbolos Variaveis Valores/Unidades
d Espessura da célula 25 pm

q Carga dos fons monovalentes 1.6 x107¥ A- s
N Densidade total de fons 4.2 x10* m=3

T Temperatura 300 K

D Coeficiente de difusio 8.2 x 10712 m?/s
S Area superficial 2 x107* m?

€ Constante dielétrica no volume 6.7¢

€h Constante dielétrica nas camadas | 2.1¢

€0 Permissividade elétrica no vdcuo | 8.85 x 1072 F/m
Vo Potencial elétrico externo 0.1até b5V

Com estes parametros, o comprimento de Debye é A ~ 0.1 pm. Além disso, Vj é
escolhido neste intervalo para varrer uma ampla faixa de valores usados nos experi-
mentos feitos para baixa e alta voltagem [62] 63 64]. A freqiiéncia angular é fixada
como w = 10 rad/s. Na proxima segdo, sob as mesmas condi¢oes experimentais, a

freqiiéncia sera variada.
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5.3.1 Resultados

Nas Figuras 5.1 e 5.2, comparamos a solu¢ao numérica para a distribuicao de
fons (somente os positivos) com os resultados obtidos a partir da andlise linear.

Com este propésito, introduzimos a fungao

ony(z,t)  ny(z,t)

fp(/z?t) = N = N -1

isto é, o desequilibrio na distribuigéo ionica. Primeiro, na Fig.5.1/mostramos f,(z =
—d/2,t), que é a evolu¢do temporal para um ponto perto do eletrodo. Nos quatro
graficos estd claro como a solugdo numérica (linha sélida), depois de um breve
transitorio, chega muito rapidamente a uma condigao estacionaria. Portanto, depois
de um ciclo, j& é possivel compara-la com a solugao linearizada (linha pontilhada)
que nao descreve as condicoes transitorias. Como esperado, o acordo é muito bom
para V5 = 0.1 mV, mas diferencas ja aparecem para voltagens em torno de 25 mV.
Note que aqui dn, ¢ por volta de 20% de N, isto é, ja é relativamente grande para
justificar a aproximagao linear. Para grandes amplitudes, as duas solugoes divergem
rapidamente. O efeito de retificagao, que indica a presenca de harmonicos de ordem
superior, é completamente perdido na solucao linearizada, que certamente preve
valores negativos para n,, que nao tem significado fisico. E interessante observar o
retardo na solucao numérica a 5 V.

O perfil de f,(z,t = tp) num tempo fixo é mostrado na Fig. [5.2 para ¢y = 1.6 s
e to = 1.9 s, isto é, préximos de um maximo e de um minimo, respectivamente,
do ntimero de fons perto dos eletrodos (veja Fig. [5.1). A distribuigao de fons é
perturbada somente até uma distancia comparavel com o comprimento de Debye
(0.1 um). Nesta regiao, a solugdo numérica e a solugao linearizada divergem rapi-
damente com o crescimento do potencial aplicado. Note que a distribuicao de fons
no volume é, para qualquer tempo, quase nao modificada pela presenca do campo
externo (exceto em 5 V). Logo, o acordo entre as duas solugoes ¢ sempre muito bom.

Semelhante é o acordo encontrado quando analisamos o potencial. Ambas, a
evolugao temporal (Fig.5.3) préximo ao centro V(z = —d/10,t) e o perfil (Fig.5.4)
para tempos selecionados V' (z,t = t() indicam a validade do processo de linearizagao

para pequenas amplitudes do potencial aplicado. Em ambas as figuras (Figs. 5.3 e
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Figura 5.1: Evolu¢do temporal da densidade de ions positivos perto do eletrodo para
diferentes valores do potencial aplicado. A solu¢do numérica (linha sélida) é comparada

com a aproximagcao linear (linha pontilhada).
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Figura 5.2: Perfil, perto da superficie do eletrodo, da distribuicdo idnica em diferentes
tempos para alguns valores do potencial aplicado. A solugdo numérica (linha sélida) é

comparada com a aproximag¢3o linear (linha pontilhada).
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5.4), distorgoes 5 V sdo particularmente evidentes. Um deslocamento parecido com
aquele visto na Fig. 5.1/ é ainda visivel. A analise do tal deslocamento e o retardo
7/2, é visivel entre f, e V e foi discutida na Ref. [43].

z =-d/10

0 0.5 15

0 0.5

Figura 5.3: Evolucdo temporal do potencial atual num ponto préximo ao centro da
amostra para diferentes valores do potencial aplicado. A solugdo numérica (linha sdlida)

é comparada a aproximagdo linear (linha pontilhada).
Finalmente, na Fig. [5.5 representamos a corrente I no circuito em fungao do
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Figura 5.4: Comportamento ao longo da amostra do potencial em diversos tempos para

diferentes valores do potencial aplicado. A solu¢do numérica (linha sélida) é comparada

com a aproximagdo linear (linha pontilhada).
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tempo (primeira coluna) e a representagao paramétrica no plano (AV (t)/ Vo, 1(t)/1o),
onde AV (t) = Vysen(wt) é o potencial aplicado e [ corresponde ao maximo de (t)
(parte real da corrente). No limite linear, I(¢t) = Iysen(wt — J); conclui-se que a

representacao paramétrica de uma elipse é

r = AV()/Vy = sen(wt)
y = I(t)/ly = sen(wt—0) (5.15)

girado de 45 graus em relagao aos eixos Cartesianos e independente do potencial

aplicado. Qualquer desvio é entao uma boa indicagao da nao-linearidade do sistema.
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Figura 5.5: Comparagdo da solugdo numérica (linha sélida) com os resultados obtidos na
aproximag3o linear (linha pontilhada). Coluna Esquerda: evolugdo temporal da corrente
elétrica para diferentes valores do potencial aplicado. Coluna Direita: representacdo
paramétrica da corrente normalizada versus o potencial normalizado. Mudancas na

forma da elipse indicam a presenca de efeitos nao-lineares.

Na primeira coluna da Fig. 5.5 observamos novamente o desvio da solucao
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5.3. Desvio do regime linear com o aumento da voltagem aplicada

numérica em relagao a aproximacao linear com o aumento da voltagem aplicada.
Mas o que é mais significativo é o desvio da solugao da forma eliptica, como apre-
sentado na coluna direita da Fig. 5.5l A concordéancia perfeita é encontrada até
25 mV. Para V, um pouco maior, a primeira forma (volta) permanece uma elipse,
com algumas sutis distor¢oes (~ 0.5 V). Para grandes valores da voltagem (~ 5 V),
os harmonicos de alta ordem sao relevantes na solugao e figuras mais complicadas

de Lissajous comecam a aparecer.

5.3.2 Discussao

Efeitos nao-lineares estao sempre presentes no sistema e suas contribuigoes para
a solucao aumentam continuamente com o aumento de V5. A andlise linear foi
apresentada na Secao [5.2.1/ e as linearizacoes sugeridas ali sao validas sempre que
dn, < N, isto é, para valores dos potenciais aplicados préximos da voltagem térmica
(~ 25 mV). Os resultados apresentados aqui confirmam parcialmente tal andlise. De
fato, para variaveis locais, como a densidade de fons positivos, a primeira distorcao
aparece a Vy = 25 mV, embora seja ainda pequena, quando dn, é j4 bastante grande
(veja Fig. 5.1)).

Surpreendentemente, a aproximagao linear é mais robusta para variaveis globais,
como a corrente [ (veja a Fig. 5.5). Aqui, a linearizagdo permanece vélida até
perto de 0.5 V, onde dn, ~ 0.15 N. Assim mesmo, como mostramos, no intervalo
50 mV < V5 < 1 V (para a freqiiéncia escolhida), a presenga da voltagem externa
perturba consideravelmente a distribuicao ionica somente perto dos eletrodos, isto é,
na camada superficial de espessura da ordem de poucos comprimentos de Debye. A
aproximacao linear para a distribuicao de ions ainda estd de bom acordo no volume
do material. Como consequiéncia, os efeitos sobre a corrente elétrica sao da ordem
da razao entre o comprimento de Debye e a espessura da camada, ou seja, sao muito
pequenos. Isto mostra que a corrente elétrica permanece harmonica como no caso
linear.

Aumentando ainda mais a voltagem aplicada, para valores maiores que 1 V, a
distribuicao de fons é perturbada em toda a amostra. Conseqiientemente, desvios
da solugao linear aparecem também para a corrente elétrica (veja, por exemplo, os
resultados a 5 V).
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5.4 Analise do conceito de impedancia elétrica

5.4.1 Quantificadores

Os resultados apresentados na se¢ao anterior indicam que o comportamento do
sistema é razoavelmente linear somente até alguns valores do potencial aplicado.
Ainda assim, esses resultados nao permitem definir esta voltagem “limite” (critica)
Ve, nem analisar sua dependéncia dos parametros, como por exemplo, a freqiiéncia
da voltagem aplicada.

Na Fig. 5.6, mostramos a curva paramétrica (x,y) = (AV(t)/Vo, 1(t)/1y), como
na segunda coluna da Fig. 5.5, O potencial aplicado estéd fixo (Vo = 0.5 V) e a
distor¢cao da forma eliptica é analisada para diferentes freqiiéncias. A aproximacao
linear (linha pontilhada) sempre descreve uma elipse rotacionada de 45 graus em
relacao aos eixos com a largura diminuindo com o aumento da freqiiéncia no intervalo
de 0 — 100 rad/s. A solugdo numérica se desvia consideravelmente da solucao line-
arizada, com distor¢oes diminuindo com o aumento da freqiiéncia, e desaparecendo
completamente em w = 100 rad/s. Tudo isso constitui uma indicagdo preliminar
de que o potencial critico se desloca para altos valores para altas freqiiéncias, como
esperado.

Os resultados apresentados na Fig. 5.6/sugerem que a freqiiéncia critica abaixo da
qual nao-linearidades devidas ao movimento incerto dos ions aparecem, ¢ pequeno,
como ja era de se esperar. De fato, como vimos no capitulo anterior, analisamos
o efeito transitério em uma célula eletrolitica submetida a voltagem externa do
tipo degrau para determinar o tempo de relaxagao da distribuicao de fons e do
potencial [71]. Esta andlise mostrou que, no limite de potenciais externos acima
de 1V, o tempo de relaxacao é dado por 7, = Ad/2D. Isto mostra que podemos
considerar uma freqiiéncia de relaxagdo w, = 27/7., que para a nossa escolha de
parametros é da ordem de 40 rad/s. No caso aqui considerado, podemos portanto
esperar que os ions nao participem da dinamica do sistema (isto é, auséncia de
efeitos nao-lineares) quando w > w,. De fato, para grandes valores da freqiiéncia, a
resposta ionica ao campo aplicado nao é rapida o suficiente e o sistema se comporta
como um capacitor puro.

Para quantificar o efeito, dois quantificadores devem ser introduzidas:
e um indicador para a distribuicao ionica:
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w=0.1rad/sec w=1rad/sec

e a————————"

-1 -0.5 0.5 1

0
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w= 100 rad/sec
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Figura 5.6: Representacdo paramétrica da corrente normalizada 1(t)/I, versus o poten-
cial normalizado V'(t)/Vj, para diferentes valores da freqiiéncia e V; = 0.5 V. Desvios

na forma da elipse indicam a presenca de efeitos de pronunciada n3o-linearidade.
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5.4. Analise do conceito de impedancia elétrica

1 [T . )
Ap(z, Vo) = ?/ [fp(z,t’;Vo)—f[l)m(z,t';%ﬂ dt’ (5.16)

onde T' = 27/w é o periodo e o sobrescrito “lin” indica a solugao deduzida
no caso linearizado. A amplitude da voltagem aplicada foi explicitamente
indicada como uma varidvel controle em f,. Levando em conta que os maximos
dos desvios sao proximos dos eletrodos, na seqiiencia consideraremos apenas

z=—d/2.

e um indicador para a corrente elétrica:

LTI ) e )]’
Ar(Vo) = T/t [ L I dt (5.17)

Esta quantidade proporciona uma indicacao da distribuicao de forma elipsoi-

dal na representacao paramétrica, descrita anteriormente.

O comportamento destes dois indicadores estao apresentados nas Figs. 5.7a e
5.7b, respectivamente, para diferentes valores do potencial aplicado. Ambas as
figuras indicam, como esperado, um aumento no desvio da solucao linear com o
aumento da amplitude. Em ambos os casos, a contribuicao dos termos nao-lineares
é pequena para grandes freqiiéncias (para qualquer amplitude), como ja frisado
antes.

A Fig. [5.7a mostra a dependéncia em forma de lei de poténcia A, = a;V;?. O
coeficiente a; diminui com o aumento de w, enquanto que o expoente é indepen-
dente da freqiiéncia. Note que um valor para o indicador igual a 0.1 (isto é, uma
discrepancia de 3% entre a solugdo numérica e a aproximacao linear) corresponde
a voltagens aplicadas no intervalo de 10 mV a 100 mV, dependendo da freqiiéncia.
Os resultados mostram também uma pequena dependéncia da freqiiéncia a baixos
valores de w, de acordo com outras observagoes [12].

Desvios da solugao linear crescem menos rapidamente para o segundo quanti-
ficador A;, apresentado na Fig. 5.7b. Aqui é interessante notar que, embora A;
cresca continuamente como funcao de Vy, uma voltagem critica é evidente, locali-

zada em 50 mV para baixas freqiiéncias e por volta de 0.8 V para altas freqiiéncias.
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5.4. Analise do conceito de impedancia elétrica

Figura 5.7: a) Quantificador para o desvio no nimero de fons A, (veja a Eq. (5.16))
versus a amplitude Vj da voltagem aplicada, para diferentes valores da freqiiéncia; b)
Quantificador para a diferenca na corrente A; (veja a Eq. (5.17)) versus a amplitude

Vo da voltagem aplicada, também para diferentes valores da freqiiéncia.
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5.4. Analise do conceito de impedancia elétrica

Isto constitui uma indicacao da possibilidade de se identificar um parametro para
discriminar (ou distinguir) os comportamentos linear e nao-linear do sistema, ao

menos no que diz respeito a variaveis globais, como a corrente I.

5.4.2 Impedancia generalizada

Os quantificadores introduzidos na sub-se¢ao anterior ainda tém a desvantagem
de nao estarem diretamente relacionados com variaveis, ou quantidades, detectadas
experimentalmente. Uma coisa mais significativa é introduzir algumas quantidades
que estao relacionadas diretamente com a impedancia elétrica da célula. Como ja
relembrado, a impedancia é em geral definida da relacao entre o potencial aplicado
e a resposta do sistema, em termos da corrente elétrica: Z = AV/Z. Como tal,
a impedancia é uma quantidade complexa e, na aproximacao linear, seu modulo é
Z =|Z| =Vo/l.

Infelizmente, quando o sistema é nao-linear, a definicao obtida para a impedancia
elétrica nao tem muito significado. De fato, qualquer que seja a variagao que aparece
no caso linear, Z se torna dependente do tempo e da amplitude. Por esta razao,
propomos a introdugao de uma impedancia elétrica generalizada Zs que no limite
que o potencial se anula, converge para o valor definido na anélise linear. Neste

sentido, introduzimos a funcao

Ve = 2 P(‘t/—(;/“) (5.18)

No caso linear (no qual V5 — 0), o valor médio de £ nos dé o quadrado do médulo

da admitancia elétrica: Y = 1/|Z|. De fato, com um simples calculo, obtemos

oy = 3 [ o=y (5.1

No caso geral, podemos definir uma admitancia generalizada Y (V5) que é indepen-

dente da amplitude da voltagem aplicada:

WMO=<WMW=%[H€%%M# (5.20)
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Temos entao, uma definicao da impedancia elétrica generalizada

Ze(Vo) = 1/Y(Vh). (5.21)

Portanto, a quantidade

_ Zg(Vo) — Z(0)
A, = 0 (5.22)

fornece as informacgoes sobre o desvio da impedancia elétrica, para uma dada am-
plitude, diferente daquela esperada da analise linear.

Na Fig. 5.8a, apresentamos a impedancia generalizada em funcao da voltagem
aplicada para diferentes freqiiéncias. Como esperado, Z; converge para Z para
valores baixos da voltagem. A impedancia generalizada, assim como a linear, au-
menta com o decréscimo da freqiiéncia. A dependéncia de Zg em V é bastante
grande, confirmando que é inadequada uma aproximacao linear, mesmo em baixas
voltagens. Além disso, a dependéncia é nao monotona.

Na Fig. 5.8b, apresentamos o desvio Az(V;) versus Vy. O comportamento geral
mostra que o erro é desprezivel para baixas voltagens. Aumentando 1}, a primeira
andlise linear superestima a impedancia atual (Az negativo), com variagoes de até
50% (para as mais baixas freqiiéncias). Para grandes voltagens, a andlise linear su-
bestima a impedéancia do sistema. Mudando w, a curva Az(Vp) versus V5 nao muda
de forma, mas se desloca para a direita e é reescalada, indicando um comportamento
quase linear até 7.5V para w = 100 rad/s.

Finalmente, na Fig. 5.9, definimos a voltagem limite V. Esta quantidade é
definida como a amplitude do potencial aplicado quando |Az| é maior que uma
precisao atribuida o, que pode ser determinada, por exemplo, pela precisao experi-
mental. Sugerimos que, dado o, a andalise linear, e portanto o conceito tradicional
de impedancia elétrica, é valida somente para voltagens menores que V. Eviden-
temente, a voltagem limite depende da freqiiéncia e da precisao exigida, como se
vé na Fig. 5.9. O comportamento geral estd de acordo com as predicoes apresen-

tadas anteriormente, com base na validade da aproximacao linear on < N, isto
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Figura 5.8: Dependéncia da impedancia elétrica generalizada Z; (veja a Eq.(5.21)) com
a amplitude do potencial aplicado. a) Resultados numéricos para Zg. A aproximagdo
linear prediz um valor constante para a impedancia elétrica, igual ao valor assumido
por Zg quando Vo — 0. b) Desvio Ay de Z; para esta aproximacgdo linear (veja a

Eq. (5.22)) para diferentes freqiiéncias.
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é, a voltagem limite estd no intervalo térmico e independe da freqiiéncia para bai-
xas freqiiéncias, enquanto aumenta quase que exponencialmente a altas freqiiéncias.
Além disso, frisamos que valores absolutos de V¢ sao muito maiores que aqueles es-
timados previamente [12]. Por exemplo, foi estimado um potencial limite de 25 mV
para baixas freqiiéncias, enquanto temos Vo(w — 0) ~ 70 mV. A discrepancia é
ainda maior para altas freqiiéncias. Nos estimamos um potencial limite da ordem
de 1 V para w = 50 rad/s, contra o valor estimado de 50 mV apresentado anteri-
ormente. Este resultado é encorajador, sugerindo a validade da aproximagao linear
num intervalo muito maior do que aquele previsto anteriormente. Além disso, este
resultado destaca que é necessario muita cautela a altas voltagens, além daquelas

adotadas normalmente.
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Figura 5.9: Potencial limite para a validade da aproximacdo linear em funcao da
frequéncia. A aproximacdo linear é valida somente para potenciais menores que o po-
tencial limite, isto €, na regido abaixo da curva. As trés curvas se referem a diferentes
escolhas da tolerdncia o para a impedancia elétrica. As curvas podem mostrar dife-
rencas se a tolerancia é definida sobre outras quantidades. Em particular, a curva nivela
por baixo quando o erro é calculado na distribuicdo de ions positivos, com resultados

parecidos com os apresentados em [68].
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5.5 Conclusoes

Investigamos a redistribuicao de fons numa célula eletrolitica submetida a um
campo elétrico do tipo harmonico. Resolvemos numericamente as equagoes fun-
damentais do problema, considerando o eletrdlito como sendo um cristal liquido
nematico. A espessura da amostra foi de 25 pum, como aquelas usadas nos mostra-
dores tecnologicos. Seguindo um processo padrao, resolvemos também as mesmas
equagoes na aproximacao linear, onde a presenca do campo externo produz somente
pequenas variagoes na densidade volumétrica de fons em relagao ao equilibrio ter-
modinamico, na auséncia de campo externo.

Considerando a amplitude da voltagem aplicada como um parametro de con-
trole, comparamos a solucao numérica com as solucgoes relevantes das equacgoes li-
nearizadas. Analisamos, em particular, o fenomeno na regiao de baixa freqiiéncia
(w <100 rad/s). De acordo com a nossa andlise, no intervalo no qual a amplitude do
potencial aplicado é da ordem da voltagem térmica, a presenca da voltagem externa
perturba a distribuicao de ions somente préoximos as superficies dos eletrodos, numa
camada superficial cuja espessura é comparavel com o comprimento de Debye. Con-
seqiientemente, a aproximacao linear funciona bem no volume da amostra. Neste
contexto, o conceito de impedancia elétrica é util e a técnica de espectroscopia de
impedancia pode dar-nos informagoes sobre as propriedades elétricas do meio. Pelo
contrario, quando a amplitude do potencial aplicado é da ordem de 1 V, a distri-
buicao de fons é fortemente perturbada em toda a amostra. Neste caso, no intervalo
de baixa freqiiéncia, o conceito de impedancia elétrica nao tem sentido, e as medi-
das obtidas pelo método de espectroscopia de impedancia dos parametros dielétricos
sao questionaveis. Analisamos a funcao da freqiiéncia na validade da aproximacao
linear. Neste caso, mostramos que para w = 100 rad/s, o conceito de impedancia

elétrica permanece valido até uma amplitude da voltagem aplicada, da ordem de
1V.
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Capitulo

Consideracoes Finais

No inicio do trabalho (Cap. 2)), revisamos o comportamento estatico dos ions
imersos num fluido isotrépico submetido a um campo elétrico externo. Introdu-
zimos, ainda, os conceitos e as equacoes fundamentais utilizadas para a obtencao
da distribuigdo (ou re-distribuigao) de cargas, de campos e de potenciais elétricos
dentro da amostra. Sugerimos que, sob certas condigoes, a teoria desenvolvida pode
ser aplicada a cristais liquidos nematicos e que a presenca de cargas superficiais, de
origem ionica, reduz o campo elétrico no volume. Esta tltima informagao pode ser
util para a fabricacao de displays usando um cristal liquido comercial.

No Cap. 3, obtivemos a equacao da continuidade e entao, a partir da Lei de Fick,
a equacao de difusao de particulas para o caso de uma amostra limitada por duas
placas paralelas idénticas. Discutimos, de maneira abreviada, duas aplicacoes do
formalismo envolvendo casos em que o fenomeno de adsor¢ao era ou nao levado em
conta. E por fim, introduzimos as equagoes dinamicas de conservacao das cargas
conectadas com as constantes de adsorgao e dessorcao que foram usadas posteri-
ormente nas outras secoes. Além de familiarizar o leitor com o formalismo a ser
empregado nas demais se¢oes do trabalho, a apresentacao dos resultados nos Caps. 2
e J3lteve por objetivo apresentar um panorama dos principais desenvolvimentos re-
alizados para se estabelecerem os efeitos mais conhecidos da presenga de ions no
meio, a saber, a modificagao da energia de ancoramento e a necessidade de se levar
em consideracao o fenéomeno de adsorg¢ao ionica.

No Cap. 4, entao, investigamos a influéncia do fenomeno de adsorcao nas in-

terfaces da célula eletrolitica onde ocorrem fenomenos transitérios. Admitimos que
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os eletrodos sao revestidos com um filme fino que garante a nao injecao de cargas
externas ao sistema. Obtivemos a solucao analitica para as densidades volumétricas
e superficiais de fons, assim como para o potencial. Obtivemos, também, tempos de
relaxacao da ordem de décimos de segundo, parecidos com aqueles encontrados nos
mostradores de cristal liquido nemético comercial; estes tempos sao ligeiramente
maiores quando o fenomeno de adsorcao esta presente. Num primeiro momento,
analisamos esses tempos para baixos valores do potencial aplicado e depois para
grandes valores da voltagem aplicada. Neste 1ltimo limite, mostramos que o tempo
de decaimento depende, além da espessura da amostra, do comprimento efetivo de
Debye (como no caso anterior) e de uma voltagem critica. Nossos resultados mos-
tram que o modelo de Gouy-Chapman, além de funcionar muito bem para o limite
de baixa voltagem, funciona bem para voltagens da ordem de uns poucos Volts,
para certos valores dos parametros de adsor¢ao e dessorcao.

Vale ressaltar que tais resultados sao apenas uma indicacao preliminar do real
comportamento do sistema. De fato, quando o potencial é grande, os fons ficam con-
finados numa pequena regiao nas vizinhancas dos eletrodos. Se V) é bastante grande,
a extensdo dessa regidao pode ser comparada com a da camada de Stern (isto é, a
camada do dielétrico que descreve a capacidade intrinseca do eletrodo). Portanto,
os resultados que aqui obtivemos podem ser tomados como uma indicagao do real
comportamento do sistema e indicam que considerar a capacitancia dos eletrodos é
essencial para se obter uma previsao mais realista, do ponto de vista quantitativo,
da reducao do tempo de decaimento a grandes potenciais. Contudo, apesar das
fortes hipéteses introduzidas aqui, a andlise apresentada pode ser 1til para inter-
pretar corretamente os efeitos transitorios em amostras neméaticas submetidas a um
campo elétrico externo. De fato, a resposta eletro-otica de uma amostra neméatica
depende das propriedades elasticas, das propriedades de viscosidade da mesofase,
e da redistribuicao dos fons na amostra. Este 1ultimo fenomeno é responsavel pelo
campo elétrico que da origem a um torque dielétrico induzindo uma reorientacao
molecular na fase.

O foco principal do Cap. 5/ foi direcionado a espectroscopia de impedancia, re-
solvendo as equacoes que governam a dinamica do sistema na aproximacao linear.
Neste caso, a célula foi submetida a um campo elétrico do tipo harmonico e a am-
plitude da voltagem externa foi usada como parametro de controle. Para o caso em

que a voltagem aplicada é da ordem da voltagem térmica, a redistribuicao dos fons
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ocorre numa camada superficial cuja espessura é comparavel com o comprimento
de Debye. Dando esse resultado por bom, podemos usar a impedancia elétrica para
obter informacgoes sobre as propriedades elétricas do meio. Nessa analise, também
mostramos que para uma amplitude da ordem de 1 V, o conceito de impedancia
elétrica pode ser valido para freqiiéncias da ordem de 100 rad/s.

Uma das novidades de nossa abordagem foi a introdugao de dois quantificadores
que possibilitam identificar parametros, como por exemplo a corrente, que distin-
guem os comportamentos linear e nao-linear do sistema. Estes quantificadores nao
estao diretamente relacionados com variaveis, ou quantidades, detectaveis experi-
mentalmente. Introduzimos também uma definicao de impedancia generalizada e
um parametro que fornece informacoes sobre o desvio da impedancia elétrica, para
uma dada amplitude. Por fim, estimamos um potencial critico da ordem de 1 V
para w = 50 rad/s. Este é um bom resultado, que sugere a validade da aproximacao
linear num intervalo muito maior do que aquele previsto anteriormente [12].

Este tipo de analise do comportamento dinamico dos ions em uma célula ele-
trolitica (ou, mais especificamente, em uma célula nemdtica) ainda pode ser de-
senvolvido para afrontar outros problemas de interesse tanto téorico quanto expe-
rimental. Alguns dos possiveis desenvolvimentos sao esquematicamente mostrados

abaixo.

e Uma possivel mudanga na equagao de equilibrio Eq. (3.31) de modo a con-
siderar que por algum mecanismo caracteristico da amostra e da superficie,
ocorra o fenomeno de dissociacao em concomitancia com o fenomeno de ad-
sorcao. Esse tipo de problema requer a consideracao de uma equacao cinética

nao-linear.

e Utilizagdo da equacao cinética modificada (com um nicleo mais geral) que

permite levar em consideracao o efeito meméria, como proposta em [72].

e Andlise do problema dinamico quando a densidade volumétrica de fons po-
sitivos é diferente da dos negativos e, conseqiientemente, acarreta uma mo-
dificacao no numero de particulas adsorvidas numa superficie em relagao a

outra.

e Abordagem do problema dinamico propondo que os fons positivos tém maior

mobilidade que os ions negativos, o que mudaria significativamente a dinamica
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do sistema, levando-nos a tempos de relaxacao diferentes daqueles encontrados

aqui.

A abordagem que apresentamos aqui pode servir, portanto, como um referencial
para futuras generalizagoes dos problemas tratados e pode ser 1til, eventualmente,
para uma melhor compreensao do real comportamento de células liquido-cristalinas

sob a acao de campos externos.
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Capitulo

Apendice

7.1 A aproximacao de Gouy-Chapman

Vale a pena ressaltar que a analise das células eletroliticas realizadas neste traba-
lho é feita de forma simplificada: o sistema ¢é essencialmente unidimensional e os ions
nao tém dimensao. Estas aproximacgoes provém do modelo de Gouy-Chapmann [13].

De acordo com o modelo de Gouy-Chapman, considera-se que o liquido (no
caso, pode ser um cristal liquido), que contenha os fons, seja um isolante puro.
Este, por sua vez, é descrito por uma constante dielétrica tinica em toda a amostra.
Os eletrodos sao perfeitamente bloqueantes (isto é, ndo existe troca de particulas
entre o meio interno e a fonte de alimentagao), e as superficies podem adsorver {ons
positivos e negativos com a mesma energia de adsorcao. Por fim, admitimos também
que os coeficientes de adsorcao e dessor¢ao sao os mesmos para ions positivos e
negativos. O modelo é construido no contexto da teoria de Poisson-Boltzmann. Os

conceitos basicos desta teoria sao:

e os ions podem ser considerados como cargas puntiformes e sem dimensao;
e a carga superficial esta distribuida uniformemente sobre toda a superficie;

e a solucao eletrolitica é descrita como um meio continuo com uma constante

dielétrica igual a de um liquido puro.

Como discutido em [I3], um sério defeito na teoria de Gouy-Chapman é que,

tratando os fons como cargas puntiformes, somos levados a valores absurdamente
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7.1. A aproximagao de Gouy-Chapman

altos para a concentracao de cargas nas proximidades das interfaces. Esta limitacao
é particularmente importante quando é considerada a presenca de um campo elétrico
externo. De fato, neste caso a forca elétrica empurra os ions para perto dos eletrodos
de carga elétrica oposta, e para grandes valores do campo elétrico a densidade
volumétrica de fons perto dos eletrodos pode ser maior que 7y, = 1/£3, onde £ é a
dimensao tipica de um ion.

Este é, obviamente, um resultado nao fisico e é uma conseqiiéncia da hipdtese
de que os fons nao tenham dimensao. De qualquer modo, para o caso considerado
por nos, a aproximacao de Gouy-Chapman é boa pelas razoes citadas abaixo.

Primeiro, consideramos a condicao inicial sem a presenca do campo elétrico
externo. Os valores dos parametros fisicos descritos pelo fenomeno de adsorgao-
dessor¢ao estao no intervalo {107%,107°} m/s para r, e {107°,1072} s para 7, de
acordo com os valores estimados apresentados em [73]. Assim, k- 7 é pequeno em
relacao a espessura da amostra d, considerada em nossa investigagao. Conseqilien-
temente, da Eq. (4.12), temos que 0oq ~ NKT € neq ~ N. Isto significa que a
presenca das superficies adsorvedoras perturba levemente a densidade volumétrica
de fons perto dos eletrodos. Além disso, a densidade superficial de fons adsorvidos
¢ equivalente a densidade volumétrica de fons dada por p = 0eq/¢. A condigao
P <K Nmax = 1/03 n0s dd N < Nyax = 1/(k7£?). Supondo -7 ~ 1077 m como o va-
lor méximo do produto entre os coeficiente de adsorcao e dessorcao, e £ ~ 0.5x 1077
m [13], obtemos N < Nyax = 4 x 102 m™3. Uma vez que, em nossa andlise, consi-
deramos para N valores tipicos de um cristal liquido dopado, a condicao N << Npax
é satisfeita. Isto mostra que na auséncia do campo externo, para um conjunto de
parametros fisicos usados em nossa analise, a aproximacao de Gouy-Chapman se
aplica muito bem.

Na presenca do campo elétrico, podemos fazer uma estimativa da densidade
superficial e da densidade volumétrica de fons nos eletrodos. Se a espessura da

camada superficial é h = 0, temos

LV

G (~d/2) = 5 nea 2 (7.1)

para os ions positivos. No limite da voltagem aplicada ser pequena, onde V; é

pequeno ou compardvel a Vp = kgT/q ~ 25 mV, a perturbacao na densidade
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volumétrica de ions é pequena, e assim recuperamos novamente os resultados dis-
cutidos acima. A presencga das camadas superficiais, de acordo com a Eq. (3.41),
reduz a diferenca de potencial sobre os eletrodos. Conseqiientemente, o modelo de
Gouy-Chapman deve funcionar bem até Vj ~ V.

Uma observacao final sobre a hipétese de € ser independente da posicao, implicita
no modelo de Gouy-Chapman, pode ser ttil. Quando o campo elétrico é aplicado,
existe um movimento de fons em direcao aos eletrodos de sinal oposto. Conseqiiente-
mente, existe um perfil da densidade ionica. Se admitimos que a constante dielétrica
dos fons é €, a constante dielétrica da solucao, £g, é independente da posicao e é
dada por [74]

(o) E1E 1),

= 7.2
e(z) =e+c(z p— (7.2)

valida no limite de pequenas concentracoes de ions ¢, no liquido. Com um simples

calculo obtemos

(7.3)

onde coq ¢ a densidade de fons na auséncia do campo elétrico. Em nossa analise,
|0n,./N| < 1, e a constante dielétrica entra no problema por meio da equagao de
Poisson. Conseqlientemente, em primeira ordem em |dn,./N|, podemos admitir que

a constante dielétrica é independente da posigao.
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7.2 Nota Sobre os Procedimentos Numéricos

Como uma alternativa para a solucao linearizada apresentada nos capitulos e
secoes anteriores, resolvemos o conjunto completo de equagoes nao lineares numeri-
camente.

Aqui, como apresentado em [1], usamos o método chamado de diferenca finita
(DF) [75, 76, [77]. Nés usamos a discretizacao usual do tempo e do espago e apli-
camos um esquema especifico e avangado para determinar as derivadas temporais
e espaciais, aplicadas as Eqs. (3.37) e (3.38). As condigoes de contorno foram
implementadas como normalmente se faz em problemas de difuséao [7§].

A convergéncia [76), [79] do esquema proposto foi verificada comparando-se a
solucao numérica com a aproximacao linearizada a baixas amplitudes do potencial
externo aplicado. Além disso, para testar a convergéncia também para grandes
valores do potencial, verificamos que a solucao é independente da escolha do passo
temporal e espacial. Por fim, a conservagao do niimero total de ions foi verificada em
cada passo da simulacao. Como resultado dos testes de convergéncia, as simulacoes
foram desenvolvidas com passo espacial de 0.0625 pum. A discretizacao temporal
foi escolhida de forma diferente, conforme se variava a freqiiéncia para uma dada
simulagao, mas sempre valores menores que 0.05 ms. Todas as simulagoes foram

descritas por um nimero suficiente de pontos (pelo menos 500) [80].

7.3 Adsorcao

A adsorcao nada mais é que a acumulacao de uma substancia numa interface
(sélido-gas, solido-liquido, liquido-gas, liquido-liquido), com formagcao de gradiente
de concentracao nas vizinhancas desta superficie. A quantidade de substancia ad-
sorvida depende: da area do adsorvente; da temperatura; da pressao; ou da con-
centracao do soluto. E um fendomeno importante em procedimentos técnicos e ci-
entificos, tais como: catalise; purificacao de gases, de aguas, de éleos comestiveis;
obtencao de alto vacuo; liquefagao de gases; cromatografia; etc.

Diferentemente da absor¢do, que é a penetracao e a fixagao de uma substancia,
usualmente liquida ou gasosa, no interior de uma outra, geralmente sélida ou liquida,
na adsorgao a substancia adsorvida nao penetra na adsorvente, fixando-se apenas

na superficie. Existem tipos diferentes de adsorcao, que veremos a seguir.
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A adsorc¢ao fisica é aquela em que forca entre o adsorvente e o adsorvato é do
tipo van der Waals, relativamente fraca. A entalpia de adsorcao é da ordem de
grandeza de 5 kcal por mol de adsorvato. A energia de ativagao ¢é baixa, o que
favorece o rapido estabelecimento do equilibrio entre adsorvente e adsorvato. Esta
é reversivel.

A adsorcao localizada é aquela em que as moléculas do adsorvato se fixam so-
mente nos centros ativos permanecendo mais ou menos localizadas em pontos da
superficie do adsorvente, caracteristica da adsorcao quimica. Por outro lado, a ad-
sor¢ao nao-localizada é aquela em que as moléculas adsovidas nao ficam fixas a
pontos especificos da superficie do adsorvente (embora no inicio do processo de ad-
sorgao tenham se ligados a centros ativos), mas tém uma certa mobilidade, formando
como que um filme fluido sobre o adsorvente.

Por fim, a adsor¢ao quimica é aquela em que a ligagao adsorvente-adsorvato é
de natureza quimica. O calor de adsorgao é elevado (da ordem de 20 kcal por mol
do adsorvato, ou mais). Pode ser lenta quando tem energia de ativagao elevada e
nem sempre ¢é reversivel.

A dessorcao é o inverso da adsorc¢ao e requer que as particulas adsorvidas ganhem
energia o suficiente para quebrar as ligagoes com a superficie. A energia que envolve
o processo de adsor¢ao é chamada de energia de adsorgao [81].

Neste trabalho, por simplicidade, nos referimos sempre a adsorcao identificando-
a com a adsorcao fisica. A quantidade mais utilizada para caracterizar o fenomeno

é a chamada razao de cobertura, definida como:

Numero de sitios ocupados na superficie
o= (7.4)

Numero total de sitios disponiveis.

Nas células que consideraremos neste trabalho, o ¢ simplesmente a densidade su-

perficial de particulas (ou de cargas) adsorvidas na superficie.
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