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Resumo

O perfil exato do angulo de inclinacao para uma deformacao do tipo splay-
bend, em uma amostra de cristal liquido nemaético limitada por superficies
inomogeéneas, ¢ determinado na aproximacao de uma tnica constante elastica.
O problema de contorno relativo a situacao de ancoramento forte, em uma
superficie de uma amostra na forma de um bloco de espessura d (problema
de Dirichlet), ¢ analiticamente resolvido na auséncia de campos externos. O
problema de contorno relacionado a situa¢ao de ancoramento fraco (problema
Misto) também ¢é resolvido na auséncia de campos externos. Os resultados
sao usados para obter a dependéncia com a espessura da amostra da dife-
renca de caminho 6ptico entre os raios ordindarios e extraordinarios, da qual
propriedades fisicas da amostra podem ser deduzidas.



Abstract

The exact tilt angle profiles for splay-bend deformation, in nematic liquid
crystal samples limited by inhomogeneous surfaces, are determined in the
one-constant approximation. The boundary value problem concerning the
situation of strong anchoring at the surfaces of a sample of slab shape of
thickness d (Dirichlet’t problem), is analytically solved in the absence of an
external uniform field. The boundary value problem concerning the weak
anchoring situation (mixed problem) is also exactly solved in the absence of
external filed. The results are used to obtain the thickness dependence of
optical path difference between the ordinary and extraordinary rays, from
which the physical properties of the sample can be deduced.



Capitulo 1

Introducao

Cristais liquidos nematicos - que denominaremos por NLC - sao fluidos
anisotropicos cujas propriedades fisicas dependem da distribuicao espacial do
campo do diretor, n. Este campo vetorial representa, efetivamente, a orien-
tacao local média do eixo longo, m, dos objetos anisotropicos que formam
o material [1]. Em muitas situagoes fisicas de interesse o diretor pode per-
manecer em um plano, como no caso das chamadas distorcoes de splay-bend
(splay = divergéncia, bend = flexao). Nessa situagao particular, o diretor
pode ser descrito em termos de um tnico angulo, o chamado angulo de tilt
ou angulo de inclinag¢do, ou, simplesmente, angulo do diretor |2|.

A determinagao do campo do diretor, ou do angulo de inclinagao, é feita
por meio da teoria elastica continua |3, 4, 5, 6]. Em sua versdo mais simples,
essa abordagem estabelece que as deformacoes permitidas no meio nemético
ocorrem em escalas de comprimento que sao, normalmente, muito maiores
que as dimensoes moleculares tipicas. Nesse caso, é possivel definir uma den-
sidade de energia elastica que é quadréatica nas deformacoes - o que constitui
uma extensao da Lei de Hooke para um meio anisotrépico. Na auséncia de
campos externos, o diretor n depende do tratamento que é feito sobre as
superficies que limitam a amostra contendo o fluido neméatico. Dependendo
desse tratamento é possivel que as inomogeneidades dele decorrentes influen-
ciem a orientacao do NLC. Esse fato tem implicacoes cruciais, pois possibilita
o controle da orientacao por meio de técnicas de tratamento de superficie.
Desse modo, problemas envolvendo o efeito dessas inomogeneidades sobre a
orientacao molecular despertam interesse tanto no que se refere a fisica basi-
ca envolvida, quanto no que tange as possiveis aplicacoes tecnologicas desses
sistemas.

De fato, o alinhamento de NLC por superficies espacialmente inomogéneas
tem sido analisado desde o trabalho pioneiro de Berreman [7], que investigou



o problema da orientacao molecular de um meio limitado por uma superficie
que apresentava ondulagoes periddicas com ancoramento forte. Desde en-
tao, a influéncia de superficies inomogéneas sobre a orientacao molecular em
amostras nemaéticas tem sido analisada por diversos autores no contexto da
teoria da elasticidade de Frank-Oseen |[8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]. Re-
centemente, um modelo analitico completo para a determinacao do perfil do
angulo do diretor foi proposto [15] nas hipdteses de ancoramento fraco e forte.
Aquela analise foi motivada pela necessidade de se melhorar a definicao de
energia de superficie [14] numa descri¢ao continua, e para conectar a energia
de ancoramento experimentalmente detectada com a distribuigao aleatoria
dos eixos faceis. A mesma andlise foi depois desenvolvida para descrever
as paredes de orientacao induzidas por variagoes agudas no tratamento da
superficie [16].

Nos ultimos anos, tem crescido a importancia de um entendimento com-
pleto do alinhamento de NLC por meio de superficies tratadas com certos
padroes (controléveis) em vista, principalmente, das aplicagoes praticas [17].
De particular interesse nesse contexto é a investigacao de orientacoes multi-
estaveis e o seu papel na reducao do consumo de energia elétrica em dispos-
itivos eletronicos fabricados com os cristais liquidos [18]. Nesses sistemas, o
tratamento estruturado e controlavel do substrato representa o aspecto chave
para o desempenho do dispositivo. Efetivamente, controlar o tratamento da
superficie é crucial para o desempenho de dispositivos baseados em NLC e
revela-se de grande importancia para o entendimento da orientagao molecular
de amostras de NLC [19, 20, 21].

Neste trabalho, o modelo proposto na Ref. [15] é usado como ponto de
partida para se determinar os perfis exatos do angulo de inclinacao no caso de
uma geometria favorecendo distor¢oes de tipo splay-bend, para uma amostra
de espessura d, limitada por duas superficies planas e, em principio, tratadas.
Isso é feito para o caso de ancoramento forte e na auséncia de campo elétri-
co aplicado, e para o caso de ancoramento fraco, também na auséncia de
campo aplicado. O caso de ancoramento forte representa, do ponto de vista
matematico, o chamado problema de Dirichlet. Esse problema foi resolvido
hé& pouco mais de uma década [15], mas aqui uma nova estratégia é utilizada
para abordé-lo. Ja o caso de ancoramento fraco — que do ponto de vista
matematico representa o chamado problema misto ou intermedidrio — tin-
ha sido resolvido de maneira aproximada [15, 16|, mas aqui é resolvido de
maneira exata, pela primeira vez na literatura de cristais liquidos, na aproxi-
magao de uma tinica constante elastica e usando uma aproximacao parabdlica
para energia de supeficie.

Efetivamente, essas solugoes exatas sao todas apresentadas em termos de
propagadores — determinados explicitamente nos dois problemas de contorno



gerais subjacentes & abordagem - e levando-se em conta a possibilidade de ino-
mogeneidades no tratamento da superficie. Mais precisamente, as solugoes
exatas sao obtidas no caso geral de uma distribuicao de eixos faceis espa-
cialmente dependente sobre as superficies. Essas solugoes exatas podem ser
diretamente empregadas para se estabelecer, de forma fechada, a dependén-
cia com a espessura da diferenca de caminho 6ptico em amostras reais. Essa
quantidade é de grande importancia para a andlise do sistema todo, pois
pode ser determinada experimentalmente com relativamente poucos recursos
laboratoriais.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte maneira. O Capitulo 2 é
dedicado a uma apresentacao geral das caracteristicas dos NLC: como se
classificam e quais as suas fases. Serao abordados alguns conceitos sobre
parametro de ordem, definido para descrever o grau de ordenamento em
amostras nematicas, tanto para o parametro microscopico (escalar) quan-
to macroscopico (tensorial). Também serd apresentado um resumo da teo-
ria elastica, essencial para a compreensao de qualquer problema em cristais
liquidos, e também um estudo das descri¢coes de energia de superficie e a
representacao do diretor n na interface da amostra. No Capitulo 3, um
tratamento de técnicas variacionais, que sao empregadas na analise de prob-
lemas de contorno para as situacoes de ancoramento forte e fraco em cristais
liquidos, serd apresentado. Em seguida, algumas ilustragoes de problemas
envolvendo orientacao uniforme nas superficies e com distribuicoes de eixos
faceis dependentes da posicao (problema de Dirichlet e problema misto, res-
pectivamente), serao discutidas de modo a ilustrar o emprego dessas técni-
cas. No Capitulo 4, serao determinadas solucoes exatas para alguns proble-
mas fisicos e apresentados exemplos que ilustram essas solugoes, tais como
a distribuicao periddica nos eixos faceis, uma situagao que combina ancora-
mento forte e fraco e uma distribuicao sinusoidal em uma das superficies da
amostra. Por dltimo, serd mostrado como se conectam os resultados exatos
com as quantidades experimentais observadas, como a diferenca de caminho
optico. As conclusoes gerais e algumas possiveis extensoes deste trabalho
serao discutidas no Capitulo 5.
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Capitulo 2

Propriedades Fundamentais dos
Cristals Liquidos

Apresentaremos, neste capitulo, algumas caracteristicas dos cristais liqui-
dos e como se classificam. Introduziremos os conceitos de parametro de or-
dem, tanto macroscopico quanto microscopico. Faremos também um breve
resumo sobre Teoria Elastica, necessaria ao entendimento de diversos prob-
lemas que envolvam cristais liquidos. Por ultimo, falaremos sobre a proposta
mais comum para a descricao da energia de superficie e do ordenamento
molecular pela superficie (ancoramento).

2.1 O que sao Fluidos Anisotrépicos?

Neste trabalho o termo anisotrdopico sera muito discutido. Portanto, de-
vemos definir seu significado para que o leitor possa melhor compreender o
trabalho.

Anisotropia é uma caracteristica do material tal que as moléculas que o
compoem ocupam uma posicao média muito especifica e a ordem orienta-
cional dessas moléculas é extremamente relevante. Significa que as carac-
teristicas fisicas deste material dependem em especial da direcao em que
uma determinada medida é executada. Uma explicacao melhor para esse
caso pode ser encontrada quando tentamos medir, por exemplo, o indice de
refracao de um fluido: dependendo da direcao em que realizemos a medida,
podemos obter resultados diferentes.

Logo, concluimos que fluidos anisotropicos sao sistemas que possuem essa
caracteristica, como é o caso dos cristais liquidos. Entretanto, a anisotropia
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nao é tao comum na natureza; tomemos como exemplo a dgua, a acetona e o alcool,
assim como suas varias composicoes etilicas. Pelo fato de a forca atrativa entre
as moléculas desses materiais ser muito fraca, elas desenvolvem um movimento
aleatorio, nao permitindo uma boa proximidade umas com as outras, conseqiiente-
mente nao havendo preferéncia orientacional. Nesse caso ndo importaria a direcao
em que uma determinada medida fosse executada, o resultado obtido seria sempre
o mesmo. A esses materiais chamamos de isotrdpicos.

2.2 Descricao Geral das Fases

Existem diferentes fases que caracterizam a matéria, embora somente trés fases
particulares estejam no vocabulério do leigo: fase solida, fase liquida e fase gasosa.
Na fase solida, o volume e a forma sao bem definidos, as forcas de interacao entre
as moléculas sao muito intensas, as moléculas apresentam apenas movimento vi-
bracional e sua forma é praticamente incompressivel e deforméavel. Na fase liquida,
o volume também é bem definido com sua forma sendo determinada pelo recipi-
ente que as contém, as forcas de interacao entre as moléculas sao menos intensas
que na fase sélida, as moléculas apresentam movimento vibracional, rotacional e
translacional (o movimento translacional é aquele que caracteriza o fenémeno de
escoamento) e sua forma é praticamente incompressivel, mas facilmente deforma-
vel. E na fase gasosa, o volume e a forma nao sdo bem definidos (sdo determi-
nadas pelo recipiente que as contém), as forgas de interagao entre as moléculas sao
praticamente nulas, as moléculas apresentam movimento vibracional, rotacional e
translacional e sua forma é facilmente compressivel.

Nosso alvo de estudo é na verdade uma fase intermediéria da matéria, em que as
moléculas tém uma intensa ordem orientacional, tornando-os materiais anisotropi-
cos. Esta fase intermediaria chama-se Mesofase, mas também é conhecida como
Cristal Liquido, e pode ser encontrada entre o estado so6lido cristalino e o liquido
isotrépico.

Vale a pena destacar que, embora esta fase liquido - cristalina seja, como vimos,
anisotropica, as moléculas nao se dispoem periodicamente nas trés dire¢oes como
nos solidos. Portanto, cristais liquidos, na verdade, ndo sdo cristais!

2.3 Classes dos Cristais Liquidos

Nesta secao apresentaremos a diferenca entre duas classes de cristais liquidos
bastante conhecida, termotrépica e liotropica. Em outras palavras, expressaremos
como ocorre a transicao de fase em cada classe, suas caracteristicas, sua composicao
quimica, sua concentracdo e quais suas principais fases.
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2.3.1 Classe Liotrépica

E quando o cristal liquido pertence a uma classe em que a maneira de
induzir a transicao de fase é tanto pela "variacao de temperatura" quanto
pela "concentragao do composto". Além disso, sao sistemas constituidos por
uma mistura de solvente com moléculas anfifilicas (grupo de atomos que tém
afinidade elétrica com o solvente). Estas moléculas podem possuir cabeca
"hidrofobica(que é repelida pela dgua) e uma cadeia carbonica "hidrofili-
ca"(que é atraida pela dgua). Os cristais liquido liotropicos apresentam trés
mesofases: fase hexagonal (caracterizada por uma elevada concentragao de
solucao, nos quais as moléculas anfifilicas, de forma cilindricas, formam uma
estrutura hexagonal), fase cibica (caracterizada por uma menor concen-
tracao de solucao que a "hexagonal", nos quais as moléculas formam uma
estrutura cibica), e a fase lamelar (caracterizada por uma baixa concen-
tracao de solucao, nos quais as moléculas formam uma bicamada preenchida
por solvente).

2.3.2 Classe Termotropica

Um cristal liquido pertence a essa classe quando a maneira de induzir
uma transicao de fase é por meio da "variagao de temperatura". Os cristais
liquidos termotropicos sao formadas por moléculas organicas com estrutura
geométrica bem explicitada. Suas aplicagoes, do ponto de vista tecnologico,
devem ser levados em conta, pois sao importantes na fabricagdo de sensores
de pressao e temperatura, e também em mostradores digitais eletro - 6pticos.
Os cristais liquido termotropicos apresentam trés mesofases: fase nematica,
fase colestérica e fase esmética.

2.4 Fases Liquido Cristalinas

Veremos, agora, algumas fases liquido - cristalinas que caracterizam os
cristais liquidos termotropicos, como mencionado na secao anterior.

2.4.1 Fase Nematica

Tem como caracteristica a ordem orientacional das moléculas. Os centros
de massas das moléculas estao dispostos de maneira aleatoria. A direcao do
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alinhamento molecular é dada por um "vetor diretor" n; além disso, essas
moléculas tém como caracteristica marcante sua forma alongada e extremi-
dades flexiveis, como pode se visto nas figuras (2.1) e (2.2)%:

Figura 2.1: Esquema da fase
nematica. Figura 2.2: Textura de uma
amostra nematica.

Podemos citar como compostos nematogénicos o PAA (p-azoxyanisole)
cuja molécula tém 20 A de comprimento e 5 A de diametro, e cuja fase
nemética pode ser observada na temperatura entre 116°C' e 135°C, e o
MBBA, com dimensoes semelhantes e com a fase nematica podendo ser ob-
servada entre  20°C e 47°C. Como pode ser visto nas estruturas quimicas
(2.3) e (2.4):

oo
/ CHgo@CH:NOC4H9
CH30 N
O
Figura 2.4: Estrutura do MBBA.
Figura 2.3: Estrutura do PAA.

2.4.2 Fase Colestérica

Fase do cristal liquido em que o diretor assume uma forma helicoidal,
como vemos na representa¢ao das figuras (2.5), (2.6), (2.7)! a seguir.

Nesta fase, termodinamicamente falando, a energia "oriunda" da torcao
¢ pequena comparada com a energia de alinhamento das moléculas.

!Textura cedida gentilmente pelo Laboratério de Cristais Liquidos da Universidade
Estadual de Maringa
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Figura 2.6: Esquema da

. fase colestérica 2.
Figura 2.5: Esquema da Figura 2.7: Textura de

fase colestérica 1.

uma amostra colestérica.

2.4.3 Fase Esmética

Ocorre quando as moléculas se dispoem em camadas, podendo-se agrupar
de diversas formas diferentes. H4 uma grande variedade de fases esméticas.
Mencionaremos apenas as mais comuns,

2.4.4 Fase Esmética A

Nesta fase, as moléculas encontram-se arranjadas em camadas de espes-
suras mais ou menos iguais. A ordem molecular é superior a da fase nematica,
pois tem-se aqui uma dimensdo, como pode ser visto nas figuras (2.8) e (2.9)2.

Em cada camada as moléculas se comportam como um liquido bidimen-
sional, nao exibindo ordem "posicional" de longo alcance. E nao ha nenhuma
correlacao entre as camadas, podendo uma deslizar sobre a outra.

Figura 2.8: Representacao da
fase esmética A.

Figura 2.9: Textura de uma
amostra esmética A.

2Textura cedida gentilmente pelo Laboratério de Cristais Liquidos da Universidade
Estadual de Maringa
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2.4.5 Fase Esmética B

Nesta fase o diretor n é ortogonal as camadas moleculares, como na es-
mética A. A diferenga é que agora existe uma correlagdo de longo alcance
entre as "moléculas" nas camadas, formando uma rede hexagonal, como
pode-se visualizar nas figura (2.10) e (2.11)3:

Figura 2.10: Representacao da
fase esmética B.

Figura 2.11: Textura de uma
amostra esmética B.

Existe também, além da ordem bidimensional, uma correlacao entre as
"camadas" moleculares de longo alcance, caracterizando esta fase esmética
B como um cristal. O sistema ¢ uniaxial (eixos longos das moléculas apontam
na dire¢do ortogonal as camadas).

Percebe-se, na figura, a correlacdo de longo alcance entre as moléculas
na direcao do diretor n diferente da fase esmética A. O angulo de inclinagao
que aparecerd entre as moléculas e o diretor n s6 possui correlacao de curto
alcance.

2.4.6 Fase Esmética C

Nesta fase, as moléculas possuem um angulo de inclinacao com relacao
a normal ao plano que as contém. Por isso, a espessura das camadas é
menor que a das moléculas. Nessa configuragao, sendo o diretor n inclinado,
temos a demonstracao de um sistema biaxial, como pode ser visto nas figuras
(2.12) e (2.13)%:

3Textura obtida pelo site http://www.lci.kent.edu/lcphotosneubert.html
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Figura 2.12: Representacao da
fase esmética C.

Figura 2.13: Textura de uma
amostra esmética C.

Conclui-se, entao, que a fase esmética C é mais organizada que a esmética
A, ocorrendo em temperaturas muito mais baixas.

2.5 Ordem Orientacional em Meios Nematicos

Para que a orientacao molecular em meios neméaticos possa ser estudada
é preciso estabelecer um modelo de simetria e de comportamento para essas
moléculas. Foi visto, nas secoes anteriores, que as moléculas de um cristal
liquido neméatico tém a forma alongada, como se fossem bastoes rigidos. As-
sim, é perfeitamente possivel abordar esse caso como possuindo uma simetria
cilindrica, em que os centros de massa das moléculas estao dispostos aleatori-
amente, mas mantém um relevante grau de alinhamento. Nesta secao, iremos
abordar o parametro de ordem que pode ser definido para descrever o grau de
ordenamento nesses cristais liquidos neméticos, tanto macroscopica, quanto
microscopicamente.

2.5.1 Parametro de Ordem Microscépico

Para estudar a ordem microscopica, vamos tomar as moléculas dos cristais
liquidos neméticos, como foi definido no inicio dessa secao, caracterizando
simetria cilindrica, com o diretor n coincidindo com o eixo 2z, no sistema
cartesiano.

Assim sendo, vamos definir f como sendo uma funcao distribuicao, de
modo que f(6, ¢)d2 nos dé a probabilidade de se encontrarem moléculas na
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dire¢do (0, ¢) em fungdo de um determinado angulo sélido. Mas como ja foi
dito, a fase nematica possui uma simetria cilindrica, e por isso

f=f).
Além disso, é importante ressaltar que n e -n sao equivalentes, portanto
f(0) = f(m—90), (2.1)
onde cos(m — 6) = — cos(f), esta de acordo com a equivaléncia mencionada.

Por esse motivo, nao é possivel relacionar o parametro de ordem da fase em
que o sistema se encontra, com seu carater dipolar. Logo, a solucao foi definir
esse parametro a partir das caracteristicas quadrupolares do meio [22] . Ou
seja,

S=- <3cos’0—1>, (2.2)

N —

onde S define o alinhamento médio das moléculas, sendo conhecido como
parametro de ordem escalar e § ¢é o angulo formado entre o eixo longo
da molécula e o diretor n. Este parametro serd empregado na abordagem
microscopica dos problemas de ordenamento em meios nematicos.

Quando queremos analisar a ordem orientacional em meios nemaéticos,
sabemos que para = 0, uma tnica dire¢do sera provavel, isto ¢, < cos? § >~
1, que aplicando na equagao (2.2) implica que o parametro de ordem S =
1, que representa uma orientacao perfeita.

Entretanto, o resultado é bem diferente quando analisamos amostras
isotropicas. Neste caso, as moléculas podem estar orientadas em qualquer
direcao. Tomemos agora

ds2
< cos?f >= /0052 0—,
47
em que, d) = sinf df d¢, é o angulo sblido. Usando isto na integral acima
teremos

1 2w T 1
< cos®f >:—/ dng/ cos?fsinf df = -,
47 J, 0 3

e aplicando esse resultado na equacao (2.2), obtém-se que S = 0, que repre-
senta uma desordem orientacional como era esperado para a fase isotropica.
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2.5.2 Parametro de Ordem Macroscopico

Sabemos que cristais liquidos sao substancias anisotropicas, motivo pelo
qual agora, empregaremos tensores para representar grandezas fisicas como
indice de refracao, susceptibilidade magnética ou susceptibilidade dielétrica
[23]. Para podermos ter uma quantidade macroscopica que relacione o grau
de ordem na orientagao molecular, devemos escolher um parametro de ordem
que se anule na fase isotropica. Temos entao o tensor

1
an = Xmn — § 5mn ;Xjﬁ (23)
onde o tensor susceptibilidade magnética x,,, ¢ definido por
xt 0 0
Xmn = 0 x. 0 ], (2.4)
0 0 Xl

em que x 1 e x| se referem as dire¢oes perpendiculares e paralelas ao eixo de
simetria.
Na expressao (2.3), temos

Zij =XuntX2tXxss = XL+ XLTX)
J
Portanto, fazendo separadamente para cada termo especifico de @),,,, teremos
1 1
Qu =x1— 3 (XL +xo+x)) = —g(Xu —X1), (2.5)

em que podemos definir x| — x1 = dx, como sendo a anisotropia de permis-
sividade dielétrica. Isso se aplica aos demais termos de Q),,,, logo temos

1 1 2
Qu = —§5X7 Q22 = —§5X € Q33 = 55%

Temos agora, uma nova forma de representar a equacdo (2.3) aplicando os
resultados obtidos acima, que nos da

1 1
0 0 26 0 0 1

onde o tensor acima se anula na fase isotrépica, em que x, = x|, Ppois a
matriz, além de simétrica, possui trago zero. O termo 2/3 dy é conhecido
como a magnitude do tensor Q.
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E preciso também definir um parametro de ordem, que pode alcancar um
valor maximo. Podemos escrever

5x -1 0 0 —0x 0 0
an:(s 0 —5 0 = Q 0 —30x 0 |, (27
Xmaz \ 0 1 0 0  dy

onde ) é uma constante de normalizacao, que também é conhecida como o
inverso do valor maximo da anisotropia. Assim, podemos escrever esse tensor
de outra forma

an = Q (an - % 6mn Z ij) . (28)

Esse tensor tém todas as qualidades que queriamos, pois se anula na fase
isotropica, e pode atingir valor maximo igual a 1 nas fases menos simétricas.

Contudo, é possivel relacionar o pardmetro de ordem microscopico (es-
calar) com o de ordem macroscopico (tensorial). Sendo assim, podemos rees-
crever o tensor (2.8) como

3 1
Q=35 (s = 3 0n) 29)
isso s6 é possivel porque podemos relacionar a susceptibilidade magnética

macroscopica com a susceptibilidade magnética molecular por meio de apro-
ximagoes adequadas [1].

2.6 Elementos de Teoria Elastica: Elasticidade
de Frank

2.6.1 Densidade de Energia Elastica

Devemos considerar aqui o parametro de ordem escalar como sendo es-
pacialmente constante, e assim obtemos uma expressao para densidade de e-
nergia elastica de um cristal liquido nemético em termos da primeira derivada
espacial do diretor, ou seja, em termos da quantidade n;; onde

8ni
ni,j = ax
J
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Caso o diretor seja independente da posicao, o meio nao é distorcido, e nesse
caso a densidade de energia elastica é minima e sera indicada aqui por fy. Ca-
so 0 meio seja distorcido, aparece uma densidade de energia elastica indicada
aqui por f com o diretor sendo 7(r) em que n;; # 0. Neste calculo vamos
admitir que a primeira derivada espacial 7i(7) seja suficiente para descrever
o estado distorcido, ou seja:

Logo, se essa derivada for bem pequena, podemos desenvolver f em uma

série de poténcia de n; ;, como apontado anteriormente, e por isso f pode ser
escrita como

0 1 0?
f(ni,j) = fO + (anf ) n;.j + 5 <—f> N Nkl —+ ... (2.11)
©J /0 : 0

ani,jnk,l

Em (2.11) introduzimos a convengao de soma sobre indices repetidos e, além
disso, as quantidades
0
f == Lij7
nij )

0

8711'7]'%]6’1

que sao chamados de tensores eldsticos. Logo, tem-se que

1
f(ni;) = fo+ Lijn;j+ B Kiji nij ngg +O(3)
= fot+thi+ /. (2.13)

Podemos decompor L;; e Kjji; em termos das componentes de n, delta de
kronecker d;; e o tensor anti-simétrico de Levi-Civita €;;,. Primeiramente,
para L;; temos

Lij = Llninj + L2 5ij + Lgnk Ekij » (214)

onde Ly, Lo e L3 sao constantes desconhecidas. Como se trata de um
meio nematico, as diregoes n e -n sao equivalentes; logo, f deve ser invariante
frente a essa operacao de troca de sinal de n. Portanto, L; = Ly = 0. Assim

Lij = Lany, €5 (2.15)

mas sabendo que V x A = ¢4;; ¢;V; Ay tem-se

=

X
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O coeficiente L é diferente de zero para o cristal liquido colestérico, porque,
nessa fase, ha deformacao espontanea no estado fundamental, isto é L # 0.
Agora decompondo o tensor Ky, obtemos:

1
Kz‘jkl = K1 n; Ny Nk 14 + 5 KQ( n; n15k1 + ng nléij)
1
+ Ksn; nk(Sﬂ + 5 Ky (nl TLj(Sjk + n, nkézl)
+ K5 n; nl(Sik + KG 5@']’ (5kl -+ K7 (5zk 6jl -+ Kg (Sil 5jk' (217)

logo, usando (2.11), f, sera reescrita na forma.

1 1 1
fo = §K¢jm Mij et = 5Mij nk,l{Kl ni nj ng g+ QKQ( ni Moy

1
+ ng nléij) + Kg n; nkéﬂ + K4 i(nl njéjk + n; nkéd)
+ K5 n; nléik + KG (51']' (5kl —+ K7 5zk 5]'[ —+ Kg 5@'1 5]k} (218)

Como n é um vetor unitario de modo que n; n; = 1, teremos
ax]- 2 v 2 18 .]7]' 0 ill'j !
nyng; = 0.

Portanto, os termos com K, Ky, K3 e K, nao contribuem para f. Logo,

fo = Ksnjmymn; ng b + Ke 0ij O 14 jny
+ K7(Slk 5jl N5 Nk, + Kg(sil 5jk NG5 Nk,l- (219)

Deve-se reescrever esses termos em notagao vetorial:

K5njnlni7jnk7l(5ik = K5 [ﬁ X (6 X ﬁ)}Q
= _\2
Kg 655 0 iy = Ko+ (V1)
K75ik 5jz Nig N1 = K Nk.j Nk,j
Kg(sil 6jk Nij N1 = Kg Ny nji- (220)
Portanto, tem-se
1 1 . > 12 1 > 82
f2 = 5 ijkl Mg Nkl = §K5 [TL X (V X n)} —+ §K6 . (V . n)
1
+ 5 7 n;w» ’I’Lij + §K8 nlyj nj,l.
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Usando as simplificagoes:

Ngj Nk; = Nkj Nk + [T_i (6 X
(

kg njx = (V1)

obtém-se

fo = ZKs[aix (Vx)]® + 11(6(6-77)2 + 1}(7{(6%)2

fo = %(KG + K + Kg) (Vi) + §K7[ﬁ (V x )]’
b (K 4 K)iix (V5]
— (K7 + K)V-[A(V-7) + i x (V). (2.21)

Fazendo agora:

(K¢ + K7 + Kg) =K1, Kr=Kyp, (K5 + K;)=Ks33 ¢ Kg= Ko

e substituindo em (2.21), obtém-se a densidade de energia eldstica de Frank

1
fF?‘ank = §I<ll(v : ﬁ)

— (Ko + KoV [ (V7)) + i x(Vxn)]. (222

Esta equagao é o ponto de partida para todo o estudo das contribuicoes
elasticas nos cristais liquidos [4].
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2.6.2 Constantes Elasticas

Vimos, na subsegiao anterior, que a equagao (2.22) apresenta uma série
de constantes Ky1, Koo, K3z e (Ko + Kay) que podemos relacionar respec-
tivamente a quatro tipos de deformagoes: deformacdo splay (divergéncia),
que é resultado de um ancoramento planar com duas superficies que formam
uma angulo ¢ entre elas; deformacao twist (tor¢ao), que resulta de um anco-
ramento planar entre duas superficies paralelas, mas que formam um angulo
6 entre seus eixos; deformagio bend (flexdo), que é resultado de um anco-
ramento homeotropico com duas superficies que também formam um certo
angulo ¢. Por tltimo, comparece também a deformacao saddle - splay que,
conforme o teorema de Gauss, é uma contribuicao de superficie ja que é o co-
eficiente de uma divergéncia na equagao (2.22). Veja abaixo as trés primeiras
deformagoes mais conhecidas:

Vidro

/
Vidro -
-
Figura 2.14: Esque- { . Figura 2.16: Esque-
ma da deformacao ma da deformacao
splay. Figura 2.15: Esque- bend.
ma da deformacao

twist.

Estas constantes, que mencionamos, sao chamadas de constantes eldsti-
cas, elas sao positivas, tém dimensoes de energia por unidade de compri-
mento e dependem da temperatura. Além disso, sao andlogas as constantes
elasticas de Hooke para meios anisotropicos. Estas constantes elasticas tive-
ram seus valores medidos experimentalmente em épocas diferentes e também
por autores diferentes. Para as duas amostras nematogénicas conhecidas,
tanto para a amostra de MBBA, [24 - 36| quanto para a amostra de PAA
(p-azoxyanisole), [37, 38, 39|, que foram apresentadas nas se¢Oes anteriores,
terao seus valores demonstrados nas duas tabelas a seguir.
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Constantes elasticas em unidades de (10~ "dyn)

T(OC) KH KQQ K33 Razao

22 5.8 7 Ks3/K11 =2 1.2540.05
~24 3.8

22 6.2 4+ 0.6 8.6 4 0.4

22 73415

22 34403 84+0.8

22 3.34+£0.04

22 53405 | 22407 | 7454+ 1.1 | Ki33/Ki3=14+0.2

25 3.5

22 3.35

23 8.1 Ks3/Kq11 = 1.38

23 K33/K11 = 2.89

24 7241

26 3241 6.1+1 | 0.85 < K33/K11 < 1.4

22 K33/K11 = 1.16 £0.05

23.5 0.5 | 3.88 4.66

Tabela 2.1: Constantes Elasticas para uma amostra nematogénica MBBA

Para uma amostra nematica PAA tem-se

Constantes elasticas em unidades de (10~"dyn)

T(°C) K, Ky K33
120 5.0 3.8 10.1
125 4.5 2.9 9.5
129 3.85 2.4 7.7
120 7.01 4.26 -

124.9 6.06 3.7 -
130 4.84 2.89 -
129 - 3.1+ 0.6 -

Tabela 2.2: Constantes Elasticas para uma amostra nematogénica PAA (p-

azoxyanisole)

2.7 Energia de Superficie: Ancoramento

A interacao que ocorre entre as moléculas e a interface que as separam
de um outro meio, isso ¢é, a parede, e também a interacao que ocorre entre as
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proprias moléculas, podem definir a representacao do diretor n sobre essa in-
terface. Esse processo de definicao do diretor pode ser induzido pelo preparo
antecipado destas paredes, como por exemplo, empregando-se técnicas que
consistem em esfregar as paredes para enrugéi-las ou alisé-las, conforme seu
objetivo, ou técnicas que consistem em um tratamento fisico-quimico, que no
final das contas também tém a mesma finalidade.

A orientacao que a interface impde as moléculas do cristal liquido é
chamada de ancoramento. Podemos ter duas situacoes distintas para esse
ancoramento: forte e fraco. Quando o ancoramento é forte, o tratamento
que a parede sofreu, faz com que as moléculas fiquem fixas nessa parede,
isso é, a energia de ancoramento é infinita. J& no ancoramento fraco, a ori-
entacao da molécula com relagao ao eixo da superficie nao é bem definida,
pois ao contrario do ancoramento forte, temos uma energia de ancoramento
finita que chamamos de W e um comprimento de extrapolacao relevante.
Nesse caso, o volume da amostra de cristal liquido também pode interferir
na orientacao das moléculas na parede.

H4 uma forma fenomenolégica que vem sendo empregada ao longo dos
anos, e que esta de acordo com as observacoes experimentais. Esta forma de
energia de superficie foi proposta por Rapini e Papoular em 1969 [40].

Nesta proposta, foi suposto que as moléculas de cristais liquidos neméticos
(como é o caso que serd estudado neste trabalho), facam um angulo com a
parede em relagao a direcao em que essas moléculas "preferem" permanecer.
A essa direcio chamamos de eixo facil e o denotamos por 7y. E perfeitamente
plausivel supor que essa energia de superficie seja proporcional a (7i-19)?, onde
o fato dessa grandeza estar elevada ao quadrado é explicado pela simetria na
troca n— -n, ja discutida anteriormente. Logo, essa energia de superficie é
proposta como sendo

1
m:—§woa%ﬂ (2.23)

onde W como ja vimos, é nosso parametro fenomenolégico que chamamos
de energia de ancoramento. O termo (7 - np), na verdade, nos da o angulo
entre 7 e ng que fica como

1
F, = —3 W cos?(0,),

e que pode ser escrita na forma

1 1
Fo=—5 W5 W sin’(0,).

Entretanto, o primeiro termo dessa equacao nao tem nenhuma relevancia
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com o estudo, pois nao depende de 6, . Além disso, para pequenos angulos
temos que sin(f;) = 0. Assim

F, = % W (6 — ©)% (2.24)

Esta é a chamada aproximagao parabdlica para a energia de superficie.
Vale a pena ressaltar que essa equagao (2.24) nao é valida para qualquer caso,
como por exemplo, quando uma amostra nemaética é submetida a intensos
campos magnéticos ou elétricos. Entretanto, quando os campos que atuam
nessa amostra sao pequenos, essa forma de energia costuma ser utilizada.
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Capitulo 3

Problema de Contorno em
Cristais Liquidos Nematicos

Neste capitulo apresentamos um resumo das técnicas variacionais que sao
empregadas na analise de problemas de contorno em cristais liquidos nemati-
cos. As duas situagoes mais comumente encontradas sao as de ancoramento
forte e fraco e sao aqui analisadas com um certo detalhe. Para ilustrar
o uso dessas técnicas, consideramos inicialmente um problema envolvendo
orientacao uniforme nas superficies. A parte final do capitulo é dedicada
aos problemas envolvendo uma distribuicao de eixos faceis que depende da
posicao sobre a superficie.

3.1 O Problema Variacional

3.1.1 Ancoramento Forte

A energia elastica de uma amostra de volume V| cuja densidade de energia
elastica é f, é dada por

F:/f-dV:/f-dxdydz.

O principio variacional estabelece que 6F = 0, i.e., que a configuracao
de equilibrio para o sistema em consideracao é tal que F' seja estacionaria.
Consideremos o esquema ilustrado na figura (3.1).

O funcional F' tem por imagem um conjunto de ntimeros reais. Para o
nosso caso em particular, F' serd uma funcao de 6(z), dada por
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48(2)

T aniz)

-
Zp Zg Fd

Figura 3.1: Representacao esqueméatica do problema variacional para o caso
de ancoramento forte.

FIO) = [ 11002, 6/(2): Adz, (31
onde z4 = —d/2 e zp = d/2. Admitamos que

§0(2) = 0(2) — 0(2) em que 00(z4) = 60(zp),

onde §(z) & uma funcio que minimiza a equagdo (3.1) e satisfaz a condicio
ilustrada abaixo:

d d
0(z4) =0 (z = —5) =60, e 0O(zp)= <z = 5) = 0,. (3.2)
Agora substituiremos nosso 0(z) por

0(2) = 0(2) + a n(z), (3.3)
em que a ¢ um parametro pequeno e 7(z) é uma funcao bem comportada tal

que

n(za) = n(zp) = 0.

Queremos o valor minimo da fungao ordinéria F[f(z)], com parametro «, i.e.,
escrevemos
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dF[6(z)]
do

d ZB .
I A ORI

ZA

_fBﬁ@+ﬁ%dz
~ /)., \960a " 90 9a

a=0

E facil ver que

90 00
e O 0]

Portanto, devemos substituir esses valores acima, na expressao (3.4), e fazer

dF[i(z)]
Tda
Entao tem-se
(of af on(z) _
/ZA (@ 77(2) + % 8,2 > dZ = O. (35)

Podemos notar que o segundo termo de (3.5) pode ser integrado por
partes, ou seja

2B 9f On(z 0 2B 2B d (0
[ 5 ae= gt = [ (55) 4= @0

Se tomarmos esse resultado e o substituirmos na equacio (3.6), teremos a
seguinte equacao:

A

L{%‘@%L@m+£m@

Devemos voltar nossa atengdo para o segundo termo da equacdo (3.7), pois
como sabemos, quando 7(z4) = n(zp) = 0 esse segundo termo se anula, e se
isso é verdade, o outro termo fornece

oo (3.7)

ZA

of d of d d
%_E%_O —5< %<3, (3.8)
que é conhecida como equacao de Euler-Lagrange.
O procedimento, portanto, é o seguinte. Dada uma densidade de energia
elastica f, o perfil de equilibrio para o angulo do diretor 6(z) é obtido quando

se encontra uma solu¢do para (3.8) que satisfaca as condi¢ées de contorno

30



(3.2). Esse ¢ o problema de Dirichlet, conhecido, no contexto dos cristais
liquidos, como a situagao de ancoramento forte.

Note que, no problema de Dirichlet, a solu¢do 6tima 0(z) é tal que
os seus valores, sobre o contorno (em nosso caso, nas duas superficies), é
conhecido. Essa situacao, fisicamente, pode ocorrer com os cristais liquidos
quando o tratamento feito na superficie favorece uma direcao preferencial
de alinhamento, conhecida como direcao facil, com uma energia de superficie
muito grande. Nesse caso, a orientagao molecular na superficie tende a seguir
a direcao imposta por essa mesma superficie. Nesse sentido, os angulo 6; e
05, que comparecem em (3.2), podem ser pensados como os angulos que
determinam a direcao facil.

3.1.2 Ancoramento Fraco

A situagao no ancoramento fraco é muito semelhante a situagao de anco-
ramento forte em varios aspectos. Contudo, o que diferencia os dois é que
no caso de ancoramento fraco os valores de 6(z) nao estdo mais fixados na
parede, e por isso na equagao (3.1) aparecerao termos de superficie que de-
notaremos como &1(01) e &(0s), e que representam a energia por unidade de
area em cada uma das paredes. Logo, a equacao (3.1) sera reescrita na forma

Flo(2)] :/ZB f10(2),0'(2); 2]dz + &(61) + &(62). (3.9)

4802
+ Hz
By 8iz), -
PR ]__antzl
B $ 5,
Za Zg :

Figura 3.2: Representacao esquematica do problema variacional para o caso
de ancoramento fraco.

Tomemos novamente §(z) como uma funcido que minimiza a equacio
(3.9), e tenha valores no contorno dado por (3.2). O problema é que agora
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os valores de n(z4) e n(zp) sdo arbitrarios; logo, como no outro caso, tam-
bém queremos o valor minimo da fungao ordinaria F[#(z)], com parametro
«, quando « = 0. Portanto

_[m(Ofo0  Of op
w0 /ZA (898a+89’8a)dz
160 et

do do

dF[6(z)]
do

+

(3.10)

a=0

s6 que temos agora duas fungoes calculadas em superficies arbitrarias, com
parametro «,

§(00) =&[0) +an(za)] e &(0:) = &[(62) +anlzp)].

Ap6s um pouco de algebra, chega-se & expressao

dFlo:))| [ [of  dof
do la=0 /zA {%_5%} n(z) dz a=0
(0f\ | d&
- |G, e
E. d
+ _(3_g’>m+d_§i n(za) | (3.11)

onde z4 = —d/2 e zp = d/2. Decorre da equagao (3.11) que 6(z) ainda é
uma solugao da equagao (3.8), mas agora devendo satisfazer as condigoes de
contorno.

of ~d&
_%—’_d_gl_

Estas condigoes decorrem da exigéncia

dF
£). -
da a0

imposta sobre (3.11), a fim de assegurar que F' seja um extremo. Em
outras palavras, os trés termos que compareceu em (3.11) devem-se anular
simultaneamente. Neste caso, de ancoramento fraco, o que temos, tipica-
mente, é um problema de contorno conhecido como problema intermediario
ou problema misto de Dirichlet-Neumann, pois as condi¢oes de contorno

of | d&

0 o0 " do,

0. (3.12)
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(3.12), em intimeros problemas de importancia pratica, conectam o valor da
fun¢ao 6(z) na superficie §; ou 5 ao valor da derivada da funcao, calculada
sobre essa mesma superficie. Em termos gerais, se 6(z) ¢é a func¢ao cuja forma
Otima se deseja determinar, as condigoes (3.12) assumem a forma

A0+ %Y —0,
dz z::l:%

onde A e B sao constantes (parametros que caracterizam o meio fisico
considerado na analise).

3.2 Problemas com Orientacao Uniforme

Nesta parte do trabalho, consideraremos dois exemplos de orientacao uni-
forme em cristais liquidos. Mas primeiramente, serd tomada a densidade de
energia elastica de Frank (2.22) na aproximagao K3 = Kj3, sem levar em
conta a deformacao do tipo saddle-splay.

Assim, trataremos o caso da célula hibrida para a situacao de ancoramen-
to forte, e terminaremos a se¢ao com o caso de ancoramento fraco.

3.2.1 Aproximacao da Densidade de Energia Elastica

Aqui, e nas se¢oes seguintes, consideraremos uma amostra de espessura
d, preenchida com cristal liquido neméatico. As paredes que limitam a
amostra estao localizadas em z = + d/2. Para efeitos praticos, a amostra
pode ser considerada como infinita nas direcbes x e y. Além disso, su-
poremos que o sistema possa apresentar apenas deformacoes localizadas no
plano (z,z), com orientagao uniforme ao longo da dire¢do y. Isso pode ser
realizado escrevendo-se o diretor na forma

M= Ng€y + Ny€y + N €,
onde
n, = sin[f(z, z)] ny =0 n, = coslf(x, 2)]. (3.13)
A densidade de energia elastica de Frank, ignorando a deformacao saddle-

splay, pode ser reescrita na forma

1 - 1 - 1 -
fFran/c = §K11(Vﬁ)2 -+ §K22 [ﬁ (VXﬁ)}z + §K33 [ﬁX (VXﬁ)}Q (314)
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Consideraremos cada termo quadratico na expressao (3.14) separada-
mente, como segue: O termo de splay se obtém calculando

de modo que

(V-7) = cos’l (g—i)

Ja o termo de {unst se anula, pois

2—2008[8] sin[6)] (__

V X it = (sin[0]é, + cos[d]é.) - (sin[@]— + COS[Q]?) €y
z
e portanto,
- . 2
i (Vxit)=0 — [i-(Vxi)] =0.
Finalmente, para obtermos o termo de bend, fazemos
. =\ . .00 AN
7 X <V X n) = — (cos[@] sm[@]% + cos [9]£> Ex
+ (sin2 [6]? + sin[f] COS[G]@) €. (3.16)

T 0z

Nao é dificil demonstrar que esta expressao se torna

[ﬁ X (6 X ﬁ)]Q — cos?[f)] (%)2 + 2sinlf] cos[e]% % + sin?[0] (2_%)2 .)
3.17

Usando os resultados (3.15) e (3.17), a densidade de energia elastica pode ser
escrita na forma

=y (2) v em ()

K0 (6) — Kas(0)] sinff] cos[f] <39 89) ,

9792 (3.18)

onde
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K1(0) = K11 cos®[0] + Ksssin’[0] e
K5(0) = Ky sin[0)] + K33 cos?[6].

Agora devemos promover a aproximacao que foi proposta no inicio da secao,
ou seja, Kyj; = K33 ja que o termo de Ky é nulo. Esta aproximacao,
muito 1til em investigacoes tedricas, ¢ chamada de aproximacao de uma
tinica constante elastica |1|. Neste caso K;(f) = K2(f) = K. Sendo assim,

obtém-se
1 90\*  [00\? 1 (=\2

-k |[(& ) = ck (w) . 3.19
/ 2 [(817) * (62) ] 2 (3.19)
A expressdo (3.19) fornece a densidade de energia elastica quando so-
mente as deformacoes de splay e bend estao presentes. Esse caso esta pre-
sente na configuracao escolhida para o diretor e representada por (3.13). O
sistema apresenta deformagoes planares -no caso em questao, o plano (x,z)-

e ¢ uniformente orientado ao longo de y. A energia elastica, por unidade de
comprimento ao longo de y, se escreve na forma

+d/2 +oo 1 . 2
F= / dz/ SK (V0) du.
—d/2 —00 2
Para o caso em uma dimensao em que 6 = #(z), por exemplo, a densidade
de energia (3.18) se reduz a

f=g KO0, (3.20)

onde 0 ' = df/dz e K(0) = Ky sin?[f] + K3 cos?[f]. Para o caso unidimen-
sional a densidade de energia (3.19) se reduz a

1
f= 5}(9’ 2, (3.21)

3.2.2 Célula Hibrida: Ancoramento Forte

O objetivo deste problema é determinar o angulo do diretor em uma
célula hibrida de uma amostra nematica para a situacao de ancoramento
forte, supondo que o tratamento na superficie superior (z = d/2) faca com
que o diretor assuma uma posicdo paralela a essa superficie (alinhamento
planar), e perpendicular na superficie inferior (2 = — d/2) (alinhamento
homeotropico), como é ilustrado na figura (3.3)
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Figura 3.3: Alinhamento de uma célula hibrida para a situacao de ancora-
mento forte.

A energia elastica de Frank, por unidade de &4rea, sera:

+d/2 |

F(0) :/ —K(0) ¢ ? dz, (3.22)
—dj2 2

com a densidade de energia eléstica dada pela aproximacao unidimensional

(3.20). As condigbes de contorno relevantes para o problema sao

01 =0 [§ 92 = —. (323)

A equagao de Euler-Lagrange (3.8), para o nosso problema, sera reescrita da
forma

1 dK(9) , ,

TR 0 - =0, (3.24)
entretanto, a densidade de energia elastica f nao depende explicitamente de
z; conseqiientemente, a quantidade p serd uma constante. Logo, obtemos
uma primeira integral na forma

K(6)0" +

_ af _ 1 /2
p==0 (80’) f—2K(9)8 , (3.25)
e, portanto
K(0)0' ? =2p=C?, (3.26)

onde C? nada mais é que uma constante de integracio que serd determinada
pela condigao de contorno (3.23). Portanto,

1 T
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onde

B
I, 8) = / JE@) de.

Se, agora, fizermos a aproximacgao K (0) = K, obteremos

T
= —VK.
¢ 2d

Portanto, o angulo de inclinacao é definido como sendo

s d
0(z) = — — . 2
(2) 5 <z—|—2> (3.28)
A energia elastica de Frank sera dada por
K
F=n%_—. 3.29
™ (3-29)

Pode-se observar que (3.29) divergira quando a espessura da amostra d for
infinitamente pequena, e isso ocorre também quando nao é usada a aproxi-
magao Ky, = K33, o que deixa claro que, para a situacao de ancoramento
forte, a amostra é distorcida seja qual for a espessura.

3.2.3 Célula Hibrida: Ancoramento Fraco

Neste problema devemos determinar o angulo de inclinacao em uma célula
hibrida de uma amostra nemaéatica para uma superficie com um ancoramento
homeotropico forte, e uma superficie com ancoramento homogéneo planar
fraco. Usaremos a energia de ancoramento proposta por Rapini e Papoular
(2.23), com ¢, = 0, para alinhamento homeotropico com energia de anco-
ramento Wi = oo, e 05 = 7/2, para alinhamento planar com energia de
ancoramento Wy = W e & = 1/2 W cos?(0;), onde 6, = 0(d).

Quando é usada a aproximacao Ky, = K33 = K, a equacao de Euler-
Lagrange (3.8) ¢é simplesmente

0" =0, (3.30)

e deve ser resolvida com a condicao de contorno abaixo, obtidas com auxilio
das equagoes (3.12)

1
6(0) =0 e K0, — 5 Wsin(20,) = 0. (3.31)
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O primeiro termo da equagao (3.31) é decorrente da situag¢ao de ancoramento
forte na superficie homeotropica, e o segundo termo desta equagao vem das
condicoes de contorno para o caso de ancoramento fraco. Logo, tomando a
equagao (3.30) com a primeira equagao de (3.31) deduz-se que

05

0(z) = 7* (3.32)

com 6y sendo determinado pela segunda condi¢ao de contorno. Substituindo
a equacao (3.32) em (3.31) tem-se

L
i 20, = sin(26;). (3.33)

O termo L = K/W ¢é conhecido como comprimento de extrapolagio [8]. Uma
situagao tipica de ancoramento fraco é aquela para a qual W ~ 10~ 2erg/ cm?.
Considerando que K ~ 10~%dyn, L ~ 10~*cm ~ 1um.

Quando L ¢é muito pequeno, temos uma situacao de ancoramento forte,
caso contrario teremos a situacao de ancoramento fraco. A equagdo acima
(3.33) diz-nos que se a espessura da amostra for menor que o comprimento
de extrapolacao, isto é se d < L, o angulo 6, ser& zero, em outras palavras,
isto implica um tratamento de superficie homeotrépico. Entretanto, quando
a espessura da amostra for maior que o comprimento de extrapolacao, ou
seja d > L, teremos duas solucoes em que a estabilidade ocorre quando a
energia elastica é minimizada. Contudo o calculo da segunda variagao de
F' e a andlise do sinal para d > L, ird requerer um grande trabalho.

Felizmente, existe uma andlise mais simples, apoiada no problema da
energia elastica total, que é

d
1 1
Fe / S K02 de 5 Weos?(0,) (3.34)
0
Substituindo a equagao (3.32) na equagao (3.34), pode-se obter
K w
F=F(,) = o¥ 02 + 5 cos?(6,), (3.35)

onde F' é uma funcao ordinaria do angulo do diretor na superficie superior
em que F' estd sendo minimizada, pode-se obter o valor de 6,

dFF K w .
W0 d 05 — > sin(26,) = 0, (3.36)

onde a equagao (3.36) nada mais é que uma solu¢ao que minimiza F, quando
d*F/df* > 0. Além disso, esta equagao é idéntica a (3.33). Partindo de
(3.36) tem-se
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O [(2) - )]

Quando 6, = 0, a equacao acima fica
d*F

W= (7)) 337

Pode-se observar na equagao (3.37) que

d*F .
L>d — > 0 (estado homeotropico)
d*F . .
L<d — 2z < 0 (estado distorcido),

que nos indica que esse sistema sera distorcido, como é possivel observar nas
figuras abaixo

Figura 3.4: Orientacao de uma
célula hibrida para uma amostra
nematica, para L > d: estado
homeotropico.

Figura 3.5: Orientacao de uma
célula hibrida para uma amostra
nemética, para L < d: estado dis-
torcido.

Agora, quando L = d. ocorrerd uma transicao de fase da orientacao
homeotropica para o estado distorcido. Além disso, 6, serd muito pequeno.
Neste caso, a equagao (3.35) pode ser escrita de outra forma

w L
F = tante+ — |(= | —1| 62
constante + 5 {(d) ] P

que deixa claro que, quando d = L em 6, = 0, o sinal da curvatura
muda. Entretanto, podemos obter a solugao da equacao (3.33) para qualquer
d numericamente. Nossa tnica obrigacao é fazer d — d. = L, 6; < 1 e usar
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1
3
Portanto, a equacao (3.35) transforma- se em

cos’(fy) =1 — 02+ = 02+ O(0°).

L 1
F(6,) = constante + % { [E — 1] 02 + 3 93} ,

Logo, pode-se deduzir que para d > L, seguindo a condigdo dF'/dfs = 0, tem-

esz{g[l—ﬂ}%. (3.39)

Note que F' permanece com valor finito quando d — 0, mas se for considerado
o caso de ancoramento forte nas duas paredes, F' — oo com 1/d, como pode
ser observado pela equacio (3.29) e na figura (3.6)

F 4

r| =

. »
de= L d

Figura 3.6: Energia Elastica total de uma célula hibrida em fun¢ao de d para
o caso de ancoramento forte nas duas superficies (curva pontilhada), ancora-
mento fraco sobre a parede planar (linha continua).

Logo, esta amostra nematica apresenta um fenémeno critico que pode ser
visto a partir da equacao (3.33) como ja foi mencionado anteriormente, ou
seja, produz dois resultados distintos, primeiro quando 6, = 0, e segundo
quando 6, # 0, porque a contribuicao superficial é daquela dada pela equagao
(3.34), onde o eixo facil na parede z = d ¢é perpendicular ao eixo z (© =
7/2). Entretanto, se supusermos que a energia superficial de ancoramento
em z =d é do tipo

E= % W sin?(© — 6,),

entao a energia elastica total serd definida por
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F(0,) = 2—@95 + % sin?(© — 0,), (3.39)

que difere da equacao (3.35). Mas da equagao (3.39), pode-se obter

dFF W |L )
iy {E 20, — sin2(O — 99)} =0, (3.40)
¢ P2F L
d_0§ =W [E + cos2(0 — 93)} > 0. (3.41)

Logo, a equacdo (3.40) terd sempre uma solucao diferente de zero para qual-
quer espessura e para (0 > 6,). Contudo, a equacdo (3.41) mostra uma
configuracao estavel, como pode ser visto nos graficos (3.7) e (3.8).

8, F

=
8 G

2 11d

=

'—"d :d

Figura 3.7: Angulo do diretor na Figura 3.8: Energia elastica to-
parede caracterizada pelo eixo facil tal por unidade de superficie em
© em funcao da espessura d. fungao da espessura d.

Consideremos as equagoes (3.36) e (3.40), reescritas na forma

d 20
i 5 42
L sin(26y) (342)

¢ d 2
G___ % (3.43)

L sin2(0 —0,)

Quando 6, — 0, a equacao (3.42) dard d/L = 1, que demonstra a existéncia
de um espessura critica; ja a equagio (3.43) fornecerd d/L = 0. E importante
ressaltar que essas orientagoes podem ser induzidas por campos elétricos e
magnéticos. Para finalizar essa secdo, vale a pena observar que existem
outros fenémenos criticos interessantes que podem ser estudados além dos
mencionados neste texto, mas que ficarao de fora deste trabalho por nao
contribuirem ou ilustrarem de maneira satisfatoria nosso problema.
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3.3 Problemas com Eixo Facil Dependente da
Posicao

Nesta secao resolveremos dois problemas classicos dos cristais liquidos, e
que tém elevada importancia para o entendimento geral de nosso problema,
pois consideram a situacao mais geral em que a distribuicao de eixos faceis nas
superficies depende da coordenada x ao longo do comprimento da amostra.

3.3.1 O Problema de Dirichlet

O problema de Dirichlet, no contexto aqui considerado, surge na situacao
de ancoramento forte, ou seja, quando as moléculas do cristal liquido estao
fixas com uma determinada orientacdo na "parede" (laminas entre as quais
o material esta confinado). O objetivo desse problema é determinar, no equi-
librio, o perfil do diretor n i.e., o angulo de inclinacao das moléculas com
relacao a parede.

Queremos encontrar 6(z, z) considerando uma amostra nematica de espes-
sura d, tal que a espessura é paralela ao eixo z e o comprimento da amostra
¢ paralelo ao eixo = e que o angulo do diretor nao dependa de y. Entao,
a energia livre, por unidade de comprimento ao longo de y sera escrita na

forma:
400 d/2
/ d:L‘/ —K V0)2dz. (3.44)
/2 2

Segue ainda a seguinte condicao de contorno

0(z, z) =04 (), —00 < & < +00. (3.45)

_4d
z==%3

Vamos partir da solucao da equacao de Laplace que foi obtida na secao
anterior

0*0 826’
da? 8z2 B

Definamos, para fixar a notacao a ser empregada neste trabalho, a transfor-
mada de Fourier e sua inversa, respectivamente como

V20 =0 = 0.

“+oo

F{o(z, 2)} :/ 0z, 2) e *dz = 6(k, 2),

—00
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F1 {6k, =)} = %/_ T 0k, 2) el = (s, ).

o0

Usando a transformada de Fourier na equagao de Laplace, temos

~ [ 0% = [0°0 R —ika
F{@}—l—F{@} = /_ —k*0(x,z) e " dx

-T—Ooo 82 i
+ /Oo @9(95,2) e "dr =0,

que fica

" 829 - 829 +oo ik 82 ) B

isso implica que

0?0k, z) .,
7 —k' 0(1@’,2) :O,
cuja solucao geral é:
0(k,z) = a(k) e + B(k) e (3.46)

Substituindo esta equacdo em (3.45), obtém-se

[NJisH

e O_(k)=a(k) e "2 +3(k) e*2. (3.47)

O problema que devemos resolver agora é calcular quem sao as funcoes
"a(k)" e "B(k)". As equagoes (3.47) fornecem:

0. (k) e~ (k) et
alk) = = 2 sinh[kd] ’
O_(k) et — 0, (k) e k2

Bk) = 2sinh[chrl]

Substituindo os valores de a(k) e F(k), na equacdo (3.46), e rearranjando
os termos, obtém-se
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sinh[k(2 + 2)] sinh[k(4 — 2)]

Ok 2) = — it O+(h) + — 2 O-(h) (3.48)

Para obter (z, z), devemos fazer a transformada de Fourier inversa na equacao
(3.48). Assim procedendo, obtemos

1 [F +oo . sinh[k(2 4 2)]
0 _ = N da' ik(x—a’) 2 LY\ T ~J1 dk
(r.2) = 5[ O+l@)de /_Oo ‘ Sinh[fd] i
1 [t oo e SIDh[k(S — 2)]
- / / ik(z—x') 2
5 /OO O_(z") dx /OO e sinh [ dk. (3.49)

Na equacao acima, podemos introduzir os propagadores abaixo, que tor-
narao a equacao 6(z, z) mais compacta e elegante:

1 [+ . sinh[k(2 + 2)]
o _ ik(z—1') 2 dk
Grlz —a2) 21 J_ o ‘ sinh[kd)|
L[t »y sinh[k(4 — 2)]
) - ikz—z) SIBE(S — 2)]
G_(x —2',2) o | e sinh [ dk, (3.50)

Desse modo, a solucdo 6(z, z) pode ser escrita na forma

0(z,z) = /_ OO[@+(36’) Gz —a,2)+0_(2) G_(x — 2/, 2)]da’.  (3.51)

[e.9]

Podemos resolver a integral da equagao (3.50) através de um calculo um
pouco trabalhoso, mas sem maiores complicacoes, aplicando conceitos de
progressao geométrica e teorema dos residuos. Partimos da expressao

/+°° Jik(o—!) sinh[k(4 + z)]
_ sinh[kd]

que é a integral que queremos resolver. Aplicando o teorema dos residuos
com poélos em kd = inm, n=0,1,2,3... temos

dk,

o0

7{ Jik(z—a) sinh[k(£ =+ 2)] gk — 2 i i Jik(z—a") sinh[k(¢ + z)]
c sinh[kd] d coshlkd]  lp=inz’

d

(3.52)
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b

Figura 3.9: Contorno fechado por cima em x > 0.

substituindo o pdélo na equagao (3.52), tomando o cuidado de fechar o con-
torno por cima (sinal positivo no residuo) quando x > 0, como mostrado na
figura (3.9), além de fazer cos[nm| = (—1)" encontramos

. d . oo
ik(z—ax) Slnh[k(f + Z)] _ 2im _1)” 2T (z—a') o h nmw @ 4
fg ¢ sbika]  F= g 2 (DT il ‘

n=1
= i Z [e—%[(w—w’)ﬂ%ﬂ)ﬂ = e_g[(x_f”/)_(%"'z)i]} n.
(3.53)

Essa série pode ser agrupada em uma progressao geométrica. Portanto, re-
solveremos essa soma separadamente, para obter

nim ! - ].
e Hla—a)~(d42i]
Z( ) € 1+e%((xfz/)7%ifzi)

n=1
o0

S (—yre e

n=1

1
1 e(@agira)

usando as expressoes acima, podemos reescrever (3.53), para a parte positiva,
da seguinte forma:

/+oo Jik(e—a) Sinh[k’(g + 2)] I —

sinh[kd]
_ (1 I eg((x—x')+gi+zi)> 11 4 el(@—a)—i-zi)

o0

T

d <1 +eg((x—z')—gi—zi)) <1 X eg((x—xf)+gi+zi))

9
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Efetuando o mesmo procedimento para a parte negativa e reagrupando os
termos exponenciais, podemos encontrar sem maiores dificuldades a seguinte
expressao:

/+°° ih(o—a') sinh[k(£ £+ 2)] " T cos| %]
€ N = ’ ’
e sinh[kd)| d COSh[@] F sin[%2]
que, substituida em (3.50)
1 cos| %]
Gi(z—2',2) = — —
2d cosh]| (d )] sin[77]
1 cos| =]
G_(x—2',2) = — —d . 3.54
( ) 2d COSh[W(IJJC)]“_SiH[%] ( )

Portanto, a expressao (3.51) representa a solucdo final do problema de Dirich-
let para uma distribui¢ao de eixos faceis © especificada na superficie [15].

Queremos também encontrar 6(z, z), mas seguindo uma condigdo parti-
cular, em que 0(x,d/2) = O,(x) e O(x,— d/2) = O_(x). Além disso, como
situacao ilustrativa, consideramos a distribuicao

0, = < 0
o-(0) =6 ={ g T ]

Neste caso a equagdo (3.51), que nos da 6(z, z), torna-se

(3.55)

0(z,z) = 6’1/ [Gi(x — 2, 2)+ G_(x — 2, 2)] da’ +

—0o0

60 [ 1Gu (o= ')+ Gl = o', 2)
0

pois 01 e 0y sao, por hipotese, constantes. Portanto, somando-se os propa-
gadores tem-se
1 cos[%F] cosh[”(x;x/)

—d coshz[—”(x;f)] — sinz[%}'

Assim sendo, podemos reescrever nossa expressao da seguinte forma

O(x,2) =6 fi(z,2) + 0y folz, 2), (3.56)

onde
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1 [°  cos[Z] cosh[=e=2)]
filz,z) = = / d d dz’
s =) cosh?[ME2)] — sin?(2Z]
1 inh[z
= -z arctan o [d]
T |2 cos[™F]
1 [ cos[™] cosh[”( —2)]
folx,z) = = / L — dz’
2, 2) d Jo cosh?| (x;x )] sin®[ 2]
1 inh|Zx
= = {Z 4 arctan sinh [ ] (3.57)
T |2 cos|[ 7]
Substituindo as equagoes (3.57) em (3.56), obtemos
1 1 sinh| %
0(z,2) = 3 (01 + 6s) + - arctan (W[%ﬁ]]) : (3.58)

E assim encontramos uma funcao harmoénica que satisfaz as condigoes de
contorno (3.55). Este ¢ um exemplo simples de uma solucao exata obtida
por métodos bastante gerais. No proximo capitulo, outros problemas serao
considerados.

3.3.2 O Problema Misto

Na situacao de ancoramento fraco, as moléculas nao estao mais fixas na
parede com energia de ancoramento infinita; agora existe uma energia de
superficie que pode ter a forma proposta por Rapini e Papoular (2.24). Essa
energia de ancoramento, na verdade, é o trabalho necessario para girar a
molécula da direcao do eixo facil para a direcao atual.

Consideraremos a mesma amostra neméatica com espessura d com o mes-
mo sistema de referéncia usado na se¢ao anterior. A energia livre, por unidade
de comprimento ao longo de y, serd escrita na forma:

+oo d/2 1
/ dx / V@ 2dz + W+(9 @+)
/2 2 2

+ W0 - 0.)?% (3.59)

onde Wy referem-se as energias de ancoramento das superficies em z = +d/2.
A expressao (3.59) deve ser comparada com (3.9) onde aparecem & e &. O
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problema entao é o de minimizar F', dada por (3.59), satisfazendo as condigoes
de contorno (3.60), que aqui podem ser reescritas levando-se em consideragao
o comprimento de extrapolacao, a saber

00
+ L §+9|zzig = 0. (z). (3.60)
Partimos da equacao de Laplace, como foi feito no caso de ancoramento forte,
0?0 020
0=0 —+===0
v T o * 0722

Como no caso anterior, definamos a transformada de Fourier e sua inversa,
respectivamente, como

F{0(z,2)} = / 0(z,2) e *dx = (k, 2),
F1{0(k, =)} = %/_ Tk, 2) e = O(, 2),

Usando novamente a transformada de Fourier na equagao de Laplace, teremos

920(k, z)
022

cuja solugao geral tem a forma de (3.46), i.e.,

— k20(k, 2) = 0,

0(k,z) = C1(k) € + Cy(k) e . (3.61)

Contudo, agora serao usadas as condi¢oes de contorno dadas pela expressao
(3.60). Antes, porém, usamos a transformada de Fourier nessas condicoes e
obtemos:

00(z, z) 00 (k, z)

—|—L 82 —|— 9((13, Z)’Z:+% = @+(IE) — —|—L 7 + Q(k:, Z)‘Z:‘i‘g = @+(k)
00(z, z) 00(k, z)

L — =+ 0(x,2)|,__a=0_(x) —L —- +9(kz,z)\22_g = 0_(k),

onde agora, aplicamos a equagdo (3.61) nas condigbes de contorno acima,
portanto

(3.62)



Como no caso anterior, ndo se sabe quem sao Cy(k) e Cs(k), mas pode-
mos inverter (3.62) para obter

(1+ kL) ©,(k) ¥ — (1 — kL) ©_(k) e

Culk) = (1 kL)2 H — (1 — kL) e M
(1+ kL) O_(k) €2 — (1 — kL) O (k) e7*2
Calk) (1+kL)? ekd — (1 — kL) ek (3.63)

Substituindo os valores de Cy(k) e Cy(k) encontrados na equacao (3.63) e
rearranjando os termos, temos

sinh[k(2 + 2)] + kL cos[k(4 + z)]
(1 + (kL)?|sinh[kd] + 2k L cosh[kd]
sinh[k(¢ — 2)] + kL cos[k( — 2)]
[1 + (kL)?]sinh[kd] + 2k L cosh[kd]

O(k,z) =

que podemos escrever na forma compacta

O(k, z) = G (k,2) O4(K) + G- (k. 2) O_(k).

com

sinh[k(£ £ 2)] + kL cos[k(£ + 2)]
[1+ (kL)?]sinh[kd] + 2k L cosh[kd]
Finalmente, devemos aplicar a transformada de Fourier inversa na expressao

G+ (k, z) da equacao (3.65), e com auxilio do teorema dos residuos [41], obte-
mos a expressao

Gui(k,2) = (3.65)

—kn|z|
2)d + 2L] cosk,d| ’

(3.66)
com k, > 0. Os valores de k,, sao obtidos mediante a equacao de autovalores
abaixo

> sin[k, (4 & z)] + koL cos[k, (£ + 2)]
Ge(,2) = ; 2in L(L + d) sin[fnd] — [(1 — (knL)

2k, L cos|k,d] + [1 — (k,L)?sin[k,d] = 0.

A solucao final tera, portanto, a forma

O(z,z) = /_ OO[@+(J;/) Gi(zx—2,2)+0_(2") G (x — 2/, 2)]ds’. (3.67)

[e.9]
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Vale a pena frisar que esta solucao geral, até onde sabemos, nao tinha
sido obtida anteriormente. Nas Refs.[4] e [42], o problema misto foi abor-
dado por métodos semelhantes aos que aqui discutimos. LAa, no entanto, ele
foi reduzido ao problema de resolver duas equacgoes integrais de Fredholm
acopladas. Apenas uma solucao aproximada, em primeira ordem no compri-
mento de extrapolacao foi obtida. Aqui, portanto, a solucao exata foi obtida
em termos de propagadores. Este é o resultado mais importante deste tra-
balho. A fim de ilustrar a generalidade e a abrangéncia de resultados que
aqui obtivemos. O préximo capitulo serd dedicado a alguns problemas fisicos
ilustrativos, que podem ser resolvidos exatamente fazendo uso do formalismo
que desenvolvemos.
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Capitulo 4

Solucoes Exatas

Neste capitulo, apresentaremos as solucoes exatas de alguns problemas
fisicos de certa importancia em todos os ramos dos cristais liquidos.

Determinaremos a solucao de um problema geral, que combina as situ-
agoes de ancoramento forte e ancoramento fraco na mesma amostra. Apre-
sentaremos, também, a solucao de dois exemplos ilustrativos com distribuicao
periddica dos eixos faceis, apresentaremos um problema de distor¢ao periodi-
ca sinusoidal em uma das superficies, e finalizaremos com uma explicacao
sobre diferenca de caminho 6ptico.

4.1 Distribuicao Periédica nos Eixos Faceis

Consideremos uma amostra nemética de espessura d cuja parede superior
é tratada de modo a impor uma orientacao uniforme com angulo ©g, e a
parede inferior apresenta uma distribui¢ao periédica com angulo ©_(x), co-
mo podemos visualizar na figura (4.1).

Consideraremos, ainda, a situacao particular em que

0,, 0<z<a,
O, (z) =6y e @(m):{ @; 0 <2< 2 (4.1)

que pode ser escrita como
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Figura 4.1: Amostra nemética de espessura d, com angulo ©p na parede
superior, e dngulo ©_(z) na parede inferior, de acordo com as condigoes de
contorno.

O,(z) = O
O_(x) = O14(0:—01)) (-1)" x
[H(z —na) + H(—z — (n+ 1)a)], (4.2)

onde H(x) é a conhecida fungao de Heaviside, definida como

1, >0,
H(x):{o r < 0.

4.1.1 Ancoramento Forte

No caso de ancoramento forte, a solucao geral é dada por (3.51), com os
propagadores definidos em (3.54). A equacao (3.51) pode ser reescrita como

“+o0o +oo
0(z,z) = O, (2) Gy(x — 2, 2) da’ + O_(2') G_(x — ', z)d,
= Li(z,2)+ Iz, 2). (4.3)

O problema sera resolvido separadamente. Trataremos inicialmente da primeira
integral em (4.3), i.e.,

+oo +oo Tz
Li(z,z2) = O,(2) Gi(x —2',2) da’ = S COS,[ ] dx’.
—oo 2d J-o cosh[”(x;x )] — sin[ 7]
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Resolvendo esta integral, chegamos a seguinte equacgao:

Li(x,z) = g)_s o W(;Ojg%] . dx' =
—c0 cosh[="] — sin["F]
— —Larctan {cos(g—;) ha s?n(g—;) tanh (l(x — x’))} ‘+OO,
T cos(55) — sin(%3) 2d —o0
= 2760 arctan[A ], (4.4)

onde, para simplificar a notacao, introduzimos

2 - [

A determinagao de I(x, z) € um pouco mais trabalhosa pelo fato de que agora
usaremos uma condicao de contorno mais complexa. Podemos escrever

(4.5)

+00
Lz, z) = O_(2") G_(x —2',2) do’
- .
:@1/ G_(x—a',2) da' + (0, —©1) > (~1

n=0

{/n:mG_(x —a,2) du+ /:a—é_@ _ ) dm/} (46)

de onde, quando forem substituidos os propagadores (3.54), obtém-se a se-
guinte equagao:

+oo
O_(2) G_(x —2',2) da =

@1 too COS{%] @2 - @1 >
— ; dr' + ——— —1)" x
2d J cosh[@] + sin[ZZ] 2d ;} )

/+oo c_()s[%] o /—na—a C_OS/[%Z] o

na  cosh[™ m( y )] + sin[7F] —o0 cosh[’r(xdx)] + sin[ %]
-0,

= Iy, + T;(-l) {]2b+120}

A Integral I, é semelhante a (4.4) e fornece
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400 2
L, = @1/ G (x—2a,2) dd = ﬁA,. (4.7)

A outra integral é I, a saber

O — O] « too cos[ZZ] .
Iy = —— (—1)"/ ) dx
# 2d HZO na cosh[w(xT_x)] + sin[T#]
8- ¢ - 2d oo
= e 20U {arctan|a_tanb (T =) [ ]
00 400 .
= (03— 6y) (—1)"/ G (x—1a z2) da' = g X
n=0 na
Z(—l)”{arctan[A | + arctan |A_ tanh (x —na) }.(4.8)
5 (5o

Finalmente, é preciso resolver a integral I5. da maneira como foi resolvida
I5,. Temos:

he = 22Oy | o

2d oo cosh[™E)) 4 sin[T 2]
0, _ 0 00 n2d —na—a
— _% ZO(—l) — {arctan [A_ tanh (;i(x - ))} } .
= (6,-6 i /MG—(i’f—ﬂf'vZ)dx':@X
o0 . e
nz;(—l) {arctan[A_ — arctan [A_ tanh (ﬁ@ + (n + 1)a)>] }
(4.9)

Para obter a solucao geral, basta substituir os resultados encontrados na
parte um e parte dois, na equacdo (4.3). Com um pouco de paciéncia se
obtém
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20 20 0, — 01 «
O(z,2) = T+A++ WIA,+ 27T 1Z(—l)"

n=0

X {arctan [A, tanh (;—d(x — na))] +2A_

— arctan [A, tanh (;—d(x + (n+ 1)a))} }, (4.10)

que é a solucao exata para o problema de distribuicao periédica nos eixos
faceis, para a situacao de ancoramento forte.

A equagao (4.10) nos da o perfil exato do diretor em uma amostra neméati-
ca, para o caso de ancoramento forte. Contudo, sua aparéncia é um pouco
intimidante. Por isso, apresentamos um grafico na figura (4.2) de modo a
entender melhor seu comportamento

Figura 4.2: Representagao do angulo do diretor para uma amostra nematica
na situacao de ancoramento forte, para ©g = 7/2, O =7/4, Oy = — w/4 e
espessura d = 10um.

Na parede superior, as moléculas estao orientadas homeotropicamente, de
modo que nesta superficie nao existe qualquer deformacao. Entretanto, na
parede inferior h4 uma grande distorcao que se prolonga por toda amostra,
mas que nao altera a orientacao da parede superior. A amostra esta, portan-
to, distorcida.

4.1.2 Ancoramento Fraco

Para resolver o mesmo problema na situacao de ancoramento fraco, é
preciso seguir a mesma linha de raciocinio do caso de ancoramento forte,
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com excecao de que, agora, devemos usar a condi¢do de contorno (3.60), e a
solu¢ao dada por (3.67), isto é

0z, ) — /_ T0,(2) Gulz — ', 2) + 0 () G (v — ', 2)de,  (4.11)

o0

onde os propagadores G, (z — 2, z) e G_(x — 2/, z) ja foram encontrados em
(3.66). Aqui, no entanto, esses propagadores serao reescritos de outra forma:

Gi(z— 2, 2) Zfi kn,z) e ~hnle=a'| (4.12)

onde fi(k,,z), segundo (3.66), serdo expressos como

sin(k, (2 £ 2)] + k, L cos[k, (£ £ 2)]

Felbnr ) = 5 TUE+ d) sinllodd] — [(1— (aL)?)d 1 2L conllod]

Prosseguiremos o calculo, considerando novamente uma distribuicao uni-
forme para o eixo facil na superficie superior (homeotropica), e uma dis-
tribuicao periddica na superficie inferior, mas novamente obedecendo as con-
digdo de contorno (4.2). Portanto, teremos

0(z,2) = ®+Zf+(kzn,z)J1+@1Zf_(kn,z)J2

+ Zf (kny2) > (—1)™Js, (4.13)

m=0

onde

+o0
_ P
Ji = :/ e~ Fnlz=a'l !

o0

Jy = /+OO e Fnle=Tl [H (2 — ma) + H(—x — ma — a)] da’. (4.14)

o0

Como foi realizado no caso anterior, aqui também o problema sera resolvido
separadamente. A integral J; é resolvida facilmente chegando ao seguinte
resultado
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= oo L, 204 &
@+Zf+(kn,z)/ e~hnle=al gt = k* > fi(kn,2). (4.15)
n=1 -0 non=1

Como as integrais Jo e Ji sdo iguais, temos o resultado similar

©, gf(kn,z) /_+

Para a integral J3; temos dois termos envolvendo fun¢oes de Heaviside. O
primeiro termo é:

+o0 troca de varidveis px—ma
— —x! —R;
/ e k;,,L‘x x | dl,/ f'/:\ / e kn|u| du’

ma — 00

o , 20 —
e knlz—a'| g0t ]?1 > f (ks 2). (4.16)
nop=1

o0

onde foi feita uma mudanca de variavel e dos limites de integracdao. Para
x —ma >0 temos

r—ma 0 r—ma
/ e Fnlul gy = / e k=0 gy +/ e Fn() gy
—00 - 0

= k:in [2 — e hnlmma)] (4.17)

Ja para o caso r — ma < 0, temos

r—ma 1
/ e~ dy = . ¢~ hnma=a), (4.18)

—0o0

Somando os dois casos acima (4.17) e (4.18), encontramos a seguinte solu¢ao
oo —kp|z—2| / 1 —kn(z—ma) 1 —kn(ma—z)

e dx :?[2—6 " }H(x—maﬂ—k—e " H(ma—z).

" (4.19)

Para resolver a integral J; envolvendo a segunda fungao de Heaviside,
serd efetuada a mesma mudanca de variavel e dos limites de integracao. Por
isso, temos

—ma—z troca de varidveis ,p4o0o
_ R _
/ e nle=al gyt / e~ Fnlul qu,
_ x

[ee) +ma+a

a7



onde aqui, novamente, temos uma integral que precisa ser analisada para
ambos os casos x +ma+a >0 e x +ma+ a < 0. Portanto, para x — ma >
0 temos

+oo
T 0
+ma-+ta kn

J& para o caso x + ma + a < 0, temos
+o0 1
/ eFnlul gy = — [2— ek"(”m““)} : (4.21)
+ma-+a kn
Novamente, somando os dois caso acima (4.20) e (4.21), encontramos a

seguinte solucao

—ma—z
/ e—kn|$—$,| dr’ = kji 6—kn(x+ma+a)H(l,_|_ma_|_a)

—00

3

1
. [2 — knletmata) | (g —ma —a). (4.22)
n
Para obter a solucao geral, basta substituir os resultados encontrados nas
integrais Ji, Jo e J3 na equacgao (4.13), encontrando a seguinte solugao

[e.o]

20, — 20 _(kn,
0(z,2) = k+2f+ kn, 2) +—12f (kn, 2) + (92—@1)2*]0(]{2&
non=1 n=1 n

{ i( " [2 — ¢ Fn(a= m“)} H(z —ma) + e ¥ (M=) [ (ma — z)

m=0
+ e_k”(m+m“+“)H(x +ma+a) + {2 — ek"(”’m“Jra)} H(—z —ma — a)}.
(4.23)

onde os valores de k,, sao fornecidos pela equagao de autovalores.

2k, L cos(kyd) + [1 — (k,L)?] sin(k,d) = 0.

A equagao (4.23) nos da o perfil do diretor em uma superficie de uma amostra
nemética para o caso de ancoramento fraco. Contudo, sua aparéncia é neste
caso, ainda mais intimidante que na situacao de ancoramento forte, por is-
so, também apresentamos aqui, um grafico de modo a entender melhor seu
comportamento
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Figura 4.3: Representagao do angulo de inclinagao para uma amostra nemati-
ca em ancoramento fraco, para ©, = /2, ©; = 1/4,05 = — 7/4 e tamanho
da amostra d = 5um, com comprimento de extrapolacao L = 0.5um.

Podemos notar, neste grafico, a representacdao que foi explicada no inicio
desta secao. Na parede superior, as moléculas novamente foram orientadas
homeotropicamente, de modo que nesta superficie nao existe quaisquer de-
formacao, entretanto, na parede inferior ha uma grande distorcao que se pro-
longa por toda a amostra, mas que também, quase nao altera a orientacao
da parede superior.

Entretanto, quando a espessura da amostra d é comparavel ao comprimen-
to de extrapolacao L, encontramos uma representagao um pouco diferente,
como pode ser observado no grafico (4.4)

Figura 4.4: Representacao do angulo de inclinagao para uma amostra nemati-
ca em ancoramento fraco, para ©, = 7/2, ©; = 1/4, 0 = — 7/4 e tamanho
da amostra d = 0.5um, com comprimento de extrapolagao L = 0.5um.

Esse resultado deve-se ao fato de a espessura da amostra ser muito pe-
quena, no qual ocorreu uma média entre os angulos da parede superior e infe-
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rior, predominando uma orientagao completamente distorcida proveniente da
parede inferior.

4.2 Situacao Combinada: Ancoramento Forte
e Fraco

Consideraremos agora uma situacao de ancoramento forte na superficie
superior e de ancoramento fraco na superficie inferior. Agora, o sistema deve
satisfazer as seguintes condigoes de contorno

O.(x) = 0O(x,z2)

z=

00(x, z)
% +0(x, 2) e (4.24)

d
2

©_(x) = —L

Partiremos da solucao da equacao de Laplace, que foi obtida no capitulo
anterior

%0 9%0
0=0 — 4+ =0
v dxz 922 7
e de sua transformada de Fourier
*0(k,z)
7 —k H(k,z) :0,
cuja solugao é semelhante a (3.46)
0(k,z) = A(k) e* + B(k) e . (4.25)

Contudo, agora serao usadas as condigoes de contorno dadas pela expressao
(4.24). Antes, porém, usamos mais uma vez a transformada de Fourier:

O1(@) =0(x.2)| _, — ©4(k)=0(k,2)

vl

09(k, z)
0z

+6(z, 2)| 1= ©_(z) — —L +9(k,z)|zz_% =0_(k),

(4.26)

Para a superficie com ancoramento forte aplicamos a primeira condicao de
contorno da equagao (4.26), que nos dé a seguinte solu¢ao
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O, (k) = A(k) €% + B(k) e . (4.27)

Ja para a superficie com ancoramento fraco, efetuamos o mesmo procedi-
mento, mas agora, com a segunda condicao de contorno. Assim, temos

O_(k) = A(k)(1 — kL)e "% + B(k)(1 + kL)e**2, (4.28)
Usando (4.27) e (4.28), teremos:

(1+ kL) O, (k) et — ©_(k) e 3
(1+kL)ekd — (1 — kL)e—*d
O_(k) e**% — (1 — kL) O, (k) e~*3

Bk) = (1+ kL)ehd — (1 — kL)e *d (4.29)

A(k) =

Substituindo-se os valores de A(k) e B(k), da equacao (4.29), na equagao
(4.25) encontramos

o) = (LHRD OL(b) et —0_(k) e
, 2 - (1+kL)€kd— (1_kL)6_kd e

n O_(k) s — (1 — kL) O, (k) e ™% ok
(1+ kL)ekd — (1 — kL)e*d ’

que ap6s um pouco de manipulacao algébrica, sem muita dificuldade, se torna

kL cos[k(% + z)] + sinh[k(4 + z)]
kL cosh[kd] + sinh[kd]
sinh[k(4 — z)]
kL cosh[kd] + sinh[kd] ~(k),

0(k, z)

0, (k)

(4.30)
que pode ser reescrita desta forma compacta:

O(k,z) = Gi(k,2)0,L(k)+ G_(k, 2)O_(k),

com

kL cos[k(% + 2)] + sinh[k(£ + 2)]
kL cosh[kd] + sinh[kd]
sinh[k(£ — 2)]

C-(k:2) = LT coshlkd] + bl (4:31)

G+(k72)

61



Para encontrar os valores de Gi(z — 2/, z), aplicamos a transformada
inversa de Fourier na equacao (4.31). Com isso, chegamos as seguintes ex-
pressoes

. sinfkn (2 + 2)] + koL cos[kn (% + 2)]
dLk,, sinlk,d] — (L + d) cos|[k,d]

/ . Sin[k(%l + Z)]
C-(e-v2) = 2 dLk, sinlknd] — (L + d) cosknd]

—kn|z|

G-I—(‘T o SL’/, Z)

n=1
)

e Fnlel - (4.32)

4.3 Distorcao Peridodica Sinusoidal

Para finalizar o trabalho, sera resolvido um problema em que a superficie
superior da amostra nemaéatica impoe uma orientacao molecular uniforme, e a
superficie inferior (conservando todas as especificages e simetria dos outros
exemplos resolvidos) imp6e uma distorgao do tipo sinusoidal para a situagao
de ancoramento fraco. Esse problema agora obedece a uma condicao de
contorno diferente, que tem a forma de

O, (r) =064 e ©_(z) = O©_sin[qz], (4.33)

onde ¢ = 27/, com A sendo a periodicidade espacial da deformagao imposta
pela superficie.

Novamente aqui, serd tomada a solucao do problema de Dirichlet, como
na equagao (3.67), que assume a forma

+oo +oo
O(z,2) = O.(z") Go(z — 2, 2) da’ + O_(z") G_(z — 2/, 2)de/,
= Si(x,z) + Sa(x, 2). (4.34)

em que os propagadores G, (x—1',2) e G_(x—2', 2) ja foram encontrados em
(3.66). Também aqui esses propagadores devem ser escritos de uma forma
diferente, como segue:

Gu(w —a',2) = fulkn,z) e ™=, (4.35)
n=1

onde fi(kp,z) segundo (3.66) é expresso como
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Folhn ) = sin(k, (4 £ 2)] + k, L COS[/{)in(g + 2)]

2k, L(L + d) sin[k,d] — [(1 — (k,L)?)d + 2L] cos[k,d]

Trataremos a primeira integral em (4.3), S; i.e.,

400 ° +oo
S1 = Gi(x —2',2)0,(x) de’ = O, Z I+ (kn, z)/ e~ Fnlz=a"l !,
—o© n=1 —o0
A integral pode ser obtida sem maiores esfor¢os. Temos
20,
S, = k;,f ; fikn, 2). (4.36)
Ja para a integral Sy de (4.34), temos
+00 +oo p
Sy = O_ ()G (x—a',2)dx’ =O_ Zf (kn, 2) / e Fnle=l ginfqa’] da'.
Apbs algum célculo, obtemos o seguinte resultado
_ J=(
Sy = 20_ Z k sin|[gx]. (4.37)

Para encontrar a solugao geral do problema, devemos substituir os valores
encontrados de (4.36) e (4.37) na equagao (4.34). Teremos:

O(x,2) = 2@+ Zf+ (kn,2) +20_ Z S /{Q)k sin[qz]. (4.38)

A equacao (4.38) nos da o perfil do diretor em uma superficie de uma

amostra nematica para o caso de ancoramento fraco, quando essa amostra
apresenta uma distribuicao sinusoidal de eixos faceis em uma das superficies.
A solucao (4.38) pode ser observada nos graficos (4.5) e (4.6).
Na figura (4.5), A = L, fazendo com que as distor¢oes sejam fortemente
localizadas na superficie inferior e praticamente uniformes em todo o restante
da amostra. Mas se aumentarmos a periodicidade, como feito na figura (4.6),
com A = 100L, a distorcao fica acentuada na superficie inferior, mas se
propaga por toda a amostra, tendendo a manter o angulo de inclinacao da
superficie superior a um valor constante O, = 7/2.
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Figura 4.5: O angulo de incli- Figura 4.6: O angulo de incli-

nacgao 6(z, z) vs coordenadas reduzi- nacgao 6(z, z) vs coordenadas reduzi-
das 2z/d e /L para A = L. Com  das 2z/d e x/L para A\ = 100L.
0, =0, =7/2. Com 6, =0, =7/2.

4.4 Diferenca de Caminho Optico

A diferenca de caminho optico é uma grandeza que permite dizer qual o
grau de orientacao molecular que uma amostra de cristal liquido apresenta.
Quando 6(x,z) é conhecido, as propriedades fisicas da amostra nematica
podem ser exploradas. Por exemplo, a diferenca de caminho optico Al [43],
entre o raio ordindrio e extraordinéario é dado por

1 A2 d/2
= —/ / ) dexdz = —noRd<92> (4.39)
A JnpeJ a 2
onde
AJ2 d/2
82 / / ) dzdz, 4.40
dA A2 ) a2 (440)

¢ o valor médio do angulo de inclinacao, calculado sobre um tipico com-
primento A, conectado com o didmetro do feixe de luz. Além disso, R =
1 — (ngne)?, € ng e n,. sido respectivamente, os indices de refracao ordinario e
extraordinario. Na figura (4.7) a diferenca de caminho 6ptico é mostrada co-
mo uma fun¢ao da espessura reduzida d/2L para o problema cuja distribuigdo
dos eixos faceis na superficie é dada pela equacao (4.33).

Devido aos eixos faceis diferentes em ambas as superficies, a amostra é
distorcida para qualquer espessura finita, i.e., Al # 0 para todo d. Como
esperado, Al — 0 quando d — 0.
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ngRAl/L
o

o 2z 4 & 8 1w
d/2L

Figura 4.7: Diferenca de caminho 6ptico ngRAl/L vs espessura reduzida
d/2L, para A =L, AJ2L =5, ©g=m/4, e ©; = 7/2.

E importante destacar que a diferenca de caminho 6ptico é uma quanti-
dade que pode ser medida em laboratorio, ou seja, é o nosso "elo" de ligagao
do estudo tedrico com as observagoes experimentais.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho obtivemos solucoes exatas para a distribuicao espacial do
angulo do diretor — o perfil do angulo do diretor — para o caso de uma amostra
de cristal liquido nemético, de espessura d, em que somente as deformacoes
de splay-bend eram permitidas. As solucoes foram obtidas na aproximacao
em que as constantes elésticas de volume sao todas iguais. Duas situagoes
fundamentais foram consideradas: 1) o ancoramento forte e 2) o ancoramen-
to fraco. O primeiro caso corresponde, matematicamente, ao problema de
Dirichlet; o segundo caso, ao problema misto. Ambos foram resolvidos de
maneira exata numa situagao geral em que, sobre as superficies que limi-
tam a amostra, as chamadas direcoes faceis sao distribuidas espacialmente
(i.e., ndo ha necessidade de se restringir a andlise aos casos de orientacao
uniforme). Todas as solugoes foram determinadas de forma analitica em ter-
mos de propagadores. Alguns casos ilustrativos foram discutidos de modo
a ilustrar a generalidade e a praticidade dos resultados obtidos. Particular-
mente sugestivo é o caso em que as duas superficies, ainda que apresentando
dire¢oes faceis dadas em termos gerais, apresentam orientacoes diferentes. Is-
so permite abordar um conjunto bastante amplo de situagoes experimentais
que correspondem & existéncia de superficies inomogéneas, que obedecem,
de fato, a situacoes mais proximas aquelas encontradas em amostras reais.
Um outro caso de interesse é aquele em que uma das superficies apresenta
uma distribui¢ao perioddica de eixos faceis e a outra apresenta uma orientagao
uniforme (no caso de ancoramento fraco). Para esse caso representativo, cal-
culamos a diferenca de caminho 6ptico em funcao da espessura da amostra,
por tratar-se de uma quantidade que pode ser medida experimentalmente.

Os problemas foram todos resolvidos em situacoes nao envolvendo apli-
cacoes de campos externos. Esse caso — o de um campo externo aplicado—
¢ de extrema relevancia experimental e tem enorme importancia na deter-
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minacao da orientacdo molecular de equilibrio em amostras neméticas. As
extensoes deste trabalho — algumas ja em andamento — prevéem a solucao dos
dois problemas de contorno, abordados na auséncia de campo, na presenca
de um campo externo independente do tempo aplicado & amostra. Uma ex-
tensao desejavel é ainda a analise do caso em que um campo temporalmente
dependente possa ser aplicado a amostra. Nesse caso, o conhecimento do
perfil do diretor e sua dependéncia temporal é de enorme importancia. Re-
sultados preliminares indicam ser possivel afrontar o problema por meio de
técnicas analiticas poderosas como as que aqui empregamos. Por fim, uma
altima extensao desta abordagem pode ser feita por meio da introducgao de
um termo viscoso, responsavel pela chamada re-orientacao do campo do di-
retor. Nesse caso, ao invés de um problema envolvendo a equagao de Laplace
em duas dimensoes, pode-se mostrar que teremos uma equacao na forma de
uma equacao de difusao em duas dimensoes espaciais. Esses problemas de
contorno podem ser afrontados com o mesmo género de abordagem que aqui
propusemos.
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