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Resumo

H&a observacoes do nosso Universo que estao em excelente concordancia com a teoria do
Big-Bang, onde nesta teoria encontramos a presenca de um modelo que descreve a formacao
de estruturas no Universo, tais como galaxias e aglomerados de galaxias, utilizando o conceito
de defeitos topoldgicos, em particular o defeito tipo corda césmica. Em 1976, Kibble criou
um modelo que descreve a formacao destes defeitos topologicos no Universo Primordial. Esta
descricao é conhecida como Mecanismo de Kibble. E as idéias centrais deste mecanismo podem
ser aplicadas para outros sistemas; como os sistemas de matéria condensada, ou seja, tais
sistemas possuem um comportamento universal que s6 dependem do espaco dimensional e do
parametro de ordem espacial. Nesse ambito, apresentaremos defeitos topologicos do tipo corda
cosmica em um Cristal Liquido Liotrépico, onde utilizaremos o Mecanismo de Kibble para

descrever tais defeitos.



Abstract

There are observations of our Universe that are in excellent agreement with the theory of the
Big-Bang, where in this theory we found the presence of a model that describes the formation
of structures in the Universe, such as, galaxies and clusters of galaxies, utilized the concept of
topological defects, in particular cosmic string defect. In 1976, Kibble proposed one model that
describes the formation of these topological defects in the Early Universe. This description is
usually referred as Kibble Mechanism. And the central ideas of this mechanism can be applied
for other systems; as the systems of condensed matter, in other words, such systems possess one
universal behavior that only depend on the dimensional space and of the parameter of space
order. In this way, we will present topological defects of the kind cosmic string in the Lyotropic

Liquid Crystal, where we will use the Kibble Mechanism to describe such defects.



Introducao

To see a world in a grain of sand* nao é apenas um verso do poema Auguries of Innocence
do poeta inglés William Blake. Mas, talvez seja algo possivel de ser realizado fisicamente num
sentido andlogo.

No presente trabalho, apesar de nao vermos o mundo num grao de areia, propomos utilizar
o sistema liquido cristalino, como um laboratério cosmologico.

Neste ambito, testaremos um modelo que descreve um evento ocorrido no Universo Primor-
dial numa mistura terndria (Laurato de Potéssio - KL, Decanol - DeOH, e dgua pesada - D50)
que nada mais ¢ do que um cristal liquido liotrépico (CLL). E o modelo que pretendemos testar
é conhecido como Mecanismo de Kibble[1].

Este mecanismo é bastante interessante, pois é utilizado tanto para descrever a formacao de
defeitos topolégicos no Universo Primordial, bem como também para descrever a formacao de
defeitos topoldgicos em sistemas de matéria condensada, como o hélio superfluido[2] e cristais
liquidos termotrépicos (CLT)[3].

A técnica experimental utilizada é a Microscopia Optica de Luz Polarizada (MOLP), e os
defeitos topoldgicos que analisaremos no CLL sao os do tipo corda.

Esta proposta de trabalho é inovadora no ambito da aplicacao cosmoldgica em Cristais
Liquidos Liotrépicos, que sao sintetizados em nosso préprio laboratorio.

O presente trabalho esta exposto da seguinte forma:

O capitulo 1 foi dedicado aos Cristais Liquidos, onde a primeira parte consta de uma breve
revisao histérica, definicao, e tipos de Cristais Liquidos. Posteriormente discute-se a ordem
orientacional, classificacao dos CLs, e a partir deste ponto enfocaremos nossa atencao aos
cristais liquidos liotropicos, mais precisamente as mesofases que iremos utilizar neste trabalho.
Na segao 1.5 apresentaremos uma descricao da teoria eldstica do continuo, onde mostraremos
que sob algumas condigoes os CL apresentam os defeitos topoldgicos do tipo corda (declinagoes).
E na se¢ao seguinte descreveremos tais defeitos utilizando a linguagem de topologia.

No capitulo 2, apresentaremos os defeitos topoldgicos no ambito da cosmologia. Sendo tais
defeitos os do tipo dominios de parede (no sentido que uma parede separa diferentes dominios),
cordas cosmicas e monopdlos. Onde estes foram formados no Universo Primordial devido a

uma transigao de fase com quebra espontanea de simetria. A se¢ao 2.3 destinamos a descri¢ao

!Para ver um mundo em um grao de areia.



do mecanismo de Kibble. E nas duas tltimas se¢oes apresentaremos a idéia geral dos principais
trabalhos publicados em matéria condensada sobre a utilizagao do mecanismo de Kibble.

A descricao da técnica experimental, preparacao da amostra, producao de defeitos do tipo
corda e identificagao das intensidades dos defeitos no cristal liquido liotrépico serao apresentadas
no capitulo 3.

O capitulo 4 é dedicado a andlise dos resultados, onde discutiremos a relacao entre a in-
tensidade dos defeitos e a espessura dos capilares que continham a nossa amostra de CLL e
mostraremos que a correlacao entre defeitos e antidefeitos possui a mesma correlagao descrita
pelo mecanismo de Kibble para o Universo Primordial.

E, em seguida, apresentaremos as Conclusoes e Perspectivas.

No apéndice A descreveremos detalhadamente a densidade de energia de Frank para um
cristal liquido nemaético nao quiral. No apéndice B mostraremos como construir a configuracao
do diretor ao redor de uma declinacao, utilizando a solucao conhecida como declinacao axial
encontrada no capitulo 1. No apéndice C trataremos de uma descricao dos principais grupos de
simetria. E, finalmente, no apéndice D serao apresentadas as demais fotos de texturas utilizadas
para o desenvolvimento de parte do presente trabalho.

Com relacao a notagao, adotamos que:

Indices latinos 1, J, k, ..., variam de 1 - 3 e representam trés coordenadas espaciais.

Adotamos o sistema de unidades “Heaviside”, onde (¢ = h = kp = 1).



Capitulo 1

Cristais Liquidos

Este capitulo destina-se a introduzir um breve histérico dos cristais liquidos, bem como sua

definicao e algumas de suas principais caracteristicas e propriedades.

1.1 Uma nova mesofase da matéria

Em 1888, o botanico austriaco Friedrich Reinitzer, trabalhando no Instituto de Fisiologia
de Plantas da Universidade de Praga, observou que um material conhecido como benzoato de
colesterila, presente nas plantas, possuia dois pontos de fusao distintos[4]. Em seus experimentos
Reinitzer primeiramente elevou a temperatura de uma amostra deste material que estava na
fase solida cristalina e observou que a amostra transitou para um liquido turvo, e aumentando
mais a temperatura, o material transitou novamente para um liquido transparente. Portanto,
em virtude destas observagoes, Reinitzer é considerado o descobridor de uma nova mesofase da
matéria, a mesofase liquido cristalina.

Reinitzer, fascinado com a descoberta, comunicou o ocorrido ao fisico alemao Otto Lehmann
que era especialista em éptica de cristais. Lehmann foi quem nomeou de cristal liquido este novo
estado da matéria, ilustrando que era uma fase intermedidria entre as fases solida cristalina e
liquido isotrépico, compartilhando importantes propriedades de ambas as fases|5].

Até 1890 todas as substancias liquido cristalinas investigadas ocorriam naturalmente e foi
entao que Gatterman e Ritschke sintetizaram o primeiro cristal liquido, o p-azoxyanisole. Hoje
em dia sao sintetizados uma variedade enorme de cristais liquidos que possuem propriedades
bem especificas.

No inicio do século passado George Friedel, que conduziu varios experimentos em substancias
liquido cristalinas, foi o primeiro a explicar os efeitos de orientagao devidos a presenca de um
campo elétrico, e também a explicar a presenca de defeitos em cristais liquidos. Em 1922, Friedel
propos uma classificagao para os cristais liquidos baseada nas diferentes formas de ordenamento

das moléculas.



Entre 1922 e o inicio da IT Guerra Mundial, Oseen e Zocher desenvolveram as bases ma-
tematicas para o estudo das mesofases liquido cristalinas. Depois do inicio da guerra muitos
cientistas acreditavam que todas as principais caracteristicas e propriedades dos cristais liquidos
haviam sido descobertas. Somente por volta de 1950, com trabalhos de Brown nos Estados Uni-
dos, de Christrakoff na Russia, de Gray e Frank na Inglaterra, os cristais liquidos voltaram a
despertar o interesse dos pesquisadores. Frank e mais tarde Leslie e Ericksen desenvolveram teo-
rias do continuo para sistemas estaticos e dinamicos, e em 1968 cientistas da Radio Corporation
of America (RCA) construiram o primeiro mostrador de cristal liquido[6].

Ja na década de 1960, um fisico tedrico francés, Pierre-Gilles de Gennes, que na época
trabalhava com magnetismo e supercondutividade, mudou sua linha de pesquisa para os cristais
liquidos e logo encontrou fascinantes analogias entre os cristais liquidos e supercondutores,
bem como materiais magnéticos[7]. Estes trabalhos renderam-lhe o prémio Nobel de fisica em
1991. O atual desenvolvimento da ciéncia dos cristais liquidos tem uma profunda influéncia
dos trabalhos de Pierre-Gilles de Gennes.

1.2 Mas, o que é cristal liquido?

O cristal liquido é um estado da matéria onde o grau de ordem molecular é intermediaria
entre a ordem orientacional e posicional de longo alcance dos solidos cristalinos, e a desordem

de longo alcance dos liquidos isotrépicos[8] (figura 1.1).

Selide Matofarzes Liguide
Cristaline Liquide -Cmavalinas Izotrépico
.=

Aumaente da Temperatura

Figura 1.1: Representacao esquemdatica dos estados de algumas substancias organicas.

A principal caracteristica de um cristal liquido é a anisotropia da forma de seus constituintes
(moléculas ou agregados). Tais que suas propriedades Opticas, elétricas e magnéticas, sao
semelhantes as de um sélido cristalino anisotropico, e as propriedades mecanicas semelhantes
aos liquidos, o que caracteriza sua fluidez. Os cristais liquidos sao classificados por mesofases
essencialmente por sua simetria e grau de ordenamento.

Os materiais que apresentam a mesofase liquido cristalina sao divididas em dois grupos,
os cristais liquidos termotrépicos e os liotropicos, que sao caracterizados pelo tipo de suas

moléculas[9)].



1.2.1 Cristais Liquidos Termotrépicos (CLT)

Os cristais liquidos termotrépicos sao constituidos por moléculas organicas anisométricas
que possuem a forma semelhante a de charutos ou discos que recebem o nome de cristais

liquidos calamiticos e discético, respectivamente (figuras 1.2 e 1.3).

:;:f‘*x
R {¥ —{ I}— R

Figura 1.2: Molécula de um tipico cristal liquido calamitico.

Sua principal caracteristica, é que as transigoes de fase neste grupo de cristais liquidos

ocorrem principalmente com a variagdo de temperatura e/ou pressao.

R

R _:o » 5
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Figura 1.3: Molécula de um tipico cristal liquido discotico.

Ja a importancia dos cristais liquidos termotrépicos nao esta apenas nos aspectos de pesquisa
basica em fisica e quimica, mas também nas suas aplicacoes tecnoldgicas, como a fabricacao de

mostradores digitais(displays)[10].

1.2.2 Cristais Liquidos Liotrépicos (CLL)

Os cristais liquidos liotrépicos sao sistemas quimicos compostos pela mistura de dois ou mais
constituintes, onde um de seus compostos sao moléculas anfifilicas dispersas em um solvente,
em geral a agua.

Estas moléculas anfifilicas sao caracterizadas por possuirem uma parte hidrofilica, ou seja,
altamente soluvel em solventes polares, como a agua, e a outra parte hidrofébica, isto é, alta-
mente soltivel a hidrocarbonetos ou solventes nao polares. Dizemos, portanto, que a molécula

é formada por uma cabega polar e uma cauda carbonica (figura 1.4).
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Nestas misturas liotrépicas, as moléculas anfifilicas acima de uma concentracao chamada
concentragao molecular critica, formam aglomerados de moléculas que recebem o nome de
micelas[11]. A figura 1.5 a esquerda, representa o corte transversal de uma micela em um
solvente polar e a figura a direita, representa o corte transversal de uma micela reversa, ou seja,
uma micela em um solvente apolar. Estas micelas podem também possuir a forma semelhante
a de um grao de arroz ou discos. Uma micela com a forma semelhante a de um grao de arroz

possui um tamanho tipico de 50A[12] (figura 1.6)

+ -
9
\
C=C,¢H
/4 15"
0’

Na

Figura 1.4: Tipica molécula anfifilica[10].

® o

corte transversal da mucela corte transversal da nucela reversa

Figura 1.5: Corte transversal de uma estrutura formada por moléculas anfifilicas (micelas) em

um solvente polar e apolar, respectivamente[10].

Figura 1.6: Representacao de uma micela com formato de um grao de arroz, formada por

moléculas anfifilicas em um solvente polar.

Nos cristais liquidos liotrépicos as transi¢oes de fase ocorrem por variagao de temperatura,

pressao e concentracao relativa dos componentes.

11



Apesar das diferencas quanto a natureza e ao processo de obtencao dos liotrépicos com
relacao aos termotrépicos, as teorias que os caracterizam podem ser aplicadas para ambos,
considerando apenas as propriedades de simetria macroscopicas que caracterizam as fases[13].

E os cristais liquidos liotropicos também possuem aplicacao tecnoldgica, como o sensor de
vibragoes mecanicas|14].

Vejamos agora como podemos definir a ordem orientacional dos cristais liquidos.

1.3 Ordem Orientacional

Uma caracteristica muito importante da mesofase liquido cristalina é a tendéncia que as
moléculas e micelas tém de apontar ao longo de um eixo comum chamado de diretor, denotado
por um vetor unitario 7 (figura 1.7).

E muito importante notarmos (figura 1.7) que os estados 7 e —7i sdo equivalentes, pois as

moléculas nao apresentam sentido preferencial.
T

\
Y IV
s A N?
R
LA

y

Figura 1.7: Ordem orientacional em um cristal liquido calamitico[10].

Podemos definir um parametro de ordem para especificar o grau de ordem orientacional
em um cristal liquido. Este pode ser feito de muitas maneiras, porém, o mais utilizado é o de

calcular o valor médio do segundo polinomio de Legendre, ou seja,

3 1
S = (Py(cos b)) = <§ cos? 0 — §>, (1.1)
onde 6 é o angulo formado entre o diretor e o eixo principal das moléculas (figura 1.7). E os
brackets representam uma média sobre muitas moléculas ao mesmo tempo ou uma média sobre
o tempo para uma unica molécula[10].

Definido o vetor diretor que define a ordem orientacional do cristal liquido, podemos agora

classificar as mesofases.
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1.4 Classificacao das mesofases dos cristais liquidos

A classificacao das fases dos cristais liquidos é feita de acordo com suas propriedades estru-
turais e ordem molecular[7]. Os cristais liquidos termotrépicos possuem uma grande variedade

de mesofases. As mais conhecidas sao:

esmeética,
e nematica,
e colestérica,
e isotropica,
e colunar.

E os cristais liquidos liotrépicos também apresentam uma grande variedade de mesofases,

tais como,
e lamelar (que é o andlogo a mesofase esmética dos CLT),
e nematica,
e hexagonal,
e colunar,
e isotrépica.

Porém, apesar de tantas mesofases existentes nos cristais liquidos, discutiremos apenas as
mesofases nematica e isotrépica presentes nos cristais liquidos liotropicos que foram utilizadas

para o desenvolvimento deste presente trabalho.

1.4.1 A fase nematica

Do ponto de vista microscdpico, nos cristais liquidos a fase nematica possui ordem orienta-
cional de longo alcance, onde as micelas (no caso de cristais liquidos liotrépicos) se orientam,
em média, paralelas entre si, sendo a ordem posicional de curto alcance[7]. Esta ordem ori-
entacional apenas é possivel devido a forma anisométrica das micelas, ou seja, nao possuem
simetria esférica.

Uma particularidade dos cristais liquidos liotropicos é que para uma dada concentragao, o
sistema pode apresentar fases nemadticas uniaxiais (discética e calamitica) e biaxiais, variando-
se apenas a temperatura. Nos sistemas liotropicos as transicoes de fase sao acompanhadas por

variagoes simultaneas de ordenamento e da forma dos agregados moleculares (micelas).
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A fase nemaética biaxial é possivel quando o sistema é composto por dois tipos de moléculas
anfifilicas diferentes (para certas concentragoes), que conduzem a formagao de agregados mole-
culares biaxiais (figura 1.8). Na fase biaxial os agregados estao orientados em média ao longo
das trés diregoes do espaco a, b e ¢, isto é, existe uma ordem orientacional tridimensional. Nessa

mesofase o sistema apresenta propriedades macroscopicas anisotropicas semelhantes a de um

1,‘
h‘*
N

cristal biaxial.

%

th ¢ Nd

Figura 1.8: Representacao esquemdtica das mesofases nemdtica biazial (Ny, ), nemdtica unia-
zial calamitica (N.) e nemdtica uniazial discética (Ng). As dimensoes tipicas dos agregados
micelares em uma solugio terndria (laurato de potdssio/decanol/dgua) sio: a ~ 70 A, b ~ 284

e ¢~ 35A[15].

Figura 1.9: Foto de um cristal liquido liotrépico (laurato de potdssio/decanol/dgua) na mesofase
nemdtica biaxial, calamitica e discdtica, respectivamente utilizando a técnica microscopia optica

de luz polarizada.

As fases nematicas uniaxiais da figura 1.8 surgem devido a flutuacao de orientagao causada
pela variacao de temperatura. Quando existem flutuacoes de orientacao em torno do eixo a
tem-se a fase nemdtica calamitica (também chamada de cilindrica). Neste caso ha apenas um
eixo de simetria paralelo ao eixo a. A outra fase nematica uniaxial resulta de flutuagoes de
orientacao em torno do eixo b. Esta mesofase é conhecida como fase nematica discética, ou
simplesmente nematica disco[15].

De acordo com a Eq.(1.1) o parametro de ordem orientacional para esta mesofase é S = 1.
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1.4.2 Fase isotropica

A fase isotrdpica é caracterizada por nao possuir nenhuma ordem posicional e/ou orientacio-
nal (figura 1.10). Porém, o que a diferencia da fase liquida é o fato de suas micelas (para o caso
de cristais liquidos liotrépicos) ou moléculas (para o caso de cristais liquidos termotrépicos)
possuirem formas anisométricas. Esta anisometria dos constituintes (aglomerados molecula-
res/moléculas) de uma substancia é a causa da anisotropia das propriedades fisicas dos cristais

liquidos, tais como, birrefringéncia, susceptibilidade diamagnética, etc.

Figura 1.10: Representacdo esquemdtica da mesofase isotropica.

Figura 1.11: Foto de uma cristal liquido liotrépico laurato de (potdssio/decanol/dgua) na fase

1sotropica utilizando a técnica de microscopia optica de luz polarizada.

O parametro de ordem orientacional para a fase isotrépica é S = 0, ou seja, as micelas nao
possuem uma direcao preferencial.
Na préxima secao abordaremos a teoria elastica do continuo nos cristais liquidos, que utili-

zaremos na secao 1.6 para tratar de defeitos topoldgicos dos mesmos.

1.5 Teoria elastica do continuo

O alinhamento dos objetos anisotrépicos no cristal liquido é nao uniforme, de modo que

esses materiais apresentam variacoes na ordem molecular. Porém, em geral, estas variacoes
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ocorrem para dimensoes muito maiores do que as dimensoes moleculares e, portanto, a energia
de interacao molecular é grande quando comparada com energia por molécula envolvida na
distorcao do neméatico. Desse modo, é conveniente utilizar uma teoria continua, desprezando a
estrutura em escala microscopica.

Esta teoria elastica do continuo sera descrita por uma densidade de energia livre que de-

pendera da variacao do diretor, ou seja,

87%’

F=Fnig) g =5-
J

onde 7,7 = 1,2, 3 referindo-se aos eixos do sistema de referéncia.
Para nossa “alegria” esta densidade de energia esta condicionada a algumas restrigoes limi-

tando assim, o nimero de possiveis termos. Estas restrigoes sao:

1. Nao podem haver termos onde 77 e — resultem em diferentes valores de energia.

2. Nao podem existir termos nao lineares. Pois estes termos mudariam com a rotacao do

sistema de coordenadas sobre o diretor.

3. Os termos desta energia livre devem obedecer o teorema da divergéncia, ou seja, os termos
podem ser escritos como um divergente para que quando forem integrados sobre o volume

da amostra possam ser mudados para uma integral de superficie.

Encontrar todos os termos que satisfacam estes trés critérios é um trabalho extenso que
encontra-se no apéndice A. Entao a energia livre por volume para um cristal liquido nematico

nao quiral pode ser escrito como

F, = %Ku [6.77]2 + %KQQ 1.(9 ﬁ)r + %Kg,g [ x (9 ﬁ)]2, (1.2)
onde Ki;, Ko e K33 sao constantes analogas as constantes elasticas. Tais que estas trés
constantes descrevem a dificuldade (ou dureza) de distorcer o diretor em um cristal liquido. As
constantes K11, Koy e K33 representam as distorgoes do tipo splay (divergéncia ou afunilamento),
twist (tor¢ao) e bend (flexao) respectivamente (figura 1.12).

Estas constantes sao positivas, tém a dimensao de energia por unidade de comprimento e
sao dependentes da temperatura. A ordem tipica de grandeza destas constantes eldsticas é de

1079 dynas tanto para os termotrépicos|7] quanto para os liotrépicos|[16].

1.5.1 Declinacoes

Além da variacao do vetor diretor, uma tipica amostra de cristal liquido contém muitos
pontos onde o diretor nao esta definido. Teoricamente, estes defeitos podem ser pontos ou

linhas onde o parametro de ordem orientacional muda descontinuamente.
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Figura 1.12: Os trés tipos de distor¢ao em um cristal liquido nemdtico calamitico nao quiral[10].

Defeitos do tipo linha sao os mais onipresentes em cristais liquidos, inclusive em nossos
experimentos, por isso nossa atencgao sera dedicada a estes defeitos do tipo linha que também
podem ser chamados de declinagoes.

Para estudar estas declinacoes vamos nos restringir ao plano que contém os eixos x — y e
que a declinacao corta este plano na origem (figura 1.13). Em cada ponto deste plano, o diretor
tem uma especifica orientacao, dada pelo angulo 6, medida no sentido horario a partir do eixo
x. Além disso, § é uma funcao de x e y, ou seja, § = 0(z,y). Entao, da figura 1.13 temos que
as componentes do diretor sao

n, = cos[f(z,y);
ny = Sin[0<m7 y)],
n, = 0

V.i = cosf % —sinf % ,
oy ), ox y

(Vx#), = cosf (%) +sind (g—g) : (1.3)
y T

Para simplificar nosso problema faremos as trés constantes eldsticas na Eq.(1.2) serem iguais®

a K. Assim, a energia livre por unidade de volume pode ser reescrita, com o auxilio da Eq.(1.3),

1 90N> (90N 1 .=
ro= b [(2) (2] - s »

CcOomo segue

Yy x

IEsta é conhecida como aproximacio de uma tnica constante e é véalida porque as constantes Kqq, Koo €
K33 possuem a mesma ordem de grandeza.
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Figura 1.13: Uso de coordenadas polares para especificar a representacdao da configuracdao do

diretor de uma declinag¢do que atravessa o plano x-y na origem, em relagao a uma micela/10].

A configuracao do diretor ao redor de uma declinagao deve possuir uma forma que minimize
a energia livre. Um modo de obter esta configuragao, ou seja, encontrar uma fungao 6(z,y)

que minimize F, é aplicar a equagao de Euler-Lagrange na Eq.(1.4),

or 0 (0F 0 (0F
a0 s (o) ~ o (o) =° =
onde 99 99

Substituindo (1.4) em (1.5), obtemos

J (1 0 o |1 0 0 |1
— 2K 6/ 2 9/ 2 . K 9/2 9/2 7 K 9/2 6/2 = 0.
89{2 [(w)“y)]} 8x{80;{2 UJW)H ay{aeg{Q U*@””
(1.6)
O primeiro termo na Eq.(1.6) é nulo, pois a energia livre por unidade de volume depende apenas

das derivadas da funcao #. Entao, podemos reescrever a Eq.(1.6) da seguinte forma

K(o[d ,,, 00 .0\ _ ,[o6 a0
K12 12w 2 [ 2] {2 B0 oo

Lembrando das defini¢oes da Eq.(1.5) podemos reescrever a Eq.(1.7) como segue

0*0  0*0

que ¢ a equacao de Laplace em duas dimensoes.
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Entao devemos agora resolver a Eq.(1.8) para encontrarmos a fungao 6(x, y) que nos permite
visualizar a configuracao do diretor ao redor de uma declinagao. Porém, devido a simetria do
nosso sistema é conveniente reescrever a Eq.(1.8) em coordenadas polares (p, ) como segue

10 00 1 020
o\ Pa ) T 2o (1.9)
pOp \"Op)  p*0¢
y = psinf

onde
x =pcosh ;

p=Vrit+y®

Utilizando o método de separacao de variaveis encontramos que uma das possiveis solugoes
para a Eq.(1.9), chamada de declinagao axial, depende linearmente de ¢ e nao depende de p,

¢ =tan"! (i) .

que ¢ 0(¢) = m¢ + 0y, onde m e Oy sao constantes.
Uma restricao sobre a fungao 6(¢) é que ela possui um valor tnico. Pois, como o diretor
nao tem um sentido preferencial, ou seja, os estados 7 e —7 sdo equivalentes. 6(¢) deve mudar

somente para multiplos de 7 quando ¢ é acrescido de 27. Assim, a constante m deve ser um

miltiplo de £1/2, dando a forma final da solugdo como
1 3
(1.10)

0(9) =mo+6y; m=+5, 41,45,
A constante m é conhecida como comprimento da declinagao (disclination strength). Na

figura 1.14 podemos ver algumas configurages do diretor ao redor da declinagao (veja apéndice

PV A

B).
[ '\ 'f." f ) | \'\. .
\I\\Hx ’ ,'; l"" . :
- = = \.‘

'3 o r
ﬂ’ [/,

(¢ : _
"\.\- J’I..’-l'::.,'- w4
LY ,"_':-":.:-" = l,l'\'lllh

m=+1, HBy=10

m=+1/2, B=0

Figura 1.14: Algumas configurag¢des do vetor diretor ao redor de uma declinagdo azial[10].
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A Eq.(1.4) que é a energia livre por unidade de volume, pode ser reescrita em coordenadas

polares com o auxilio do conjunto das equagdes (1.9) assumindo a seguinte forma

1 [(00N\* 1 [(00)\?
=-K ||+ — | = . 1.11
703 [(6’p>¢+ p? <3¢)J A
Substituindo a Eq.(1.10) na Eq.(1.11) obtemos

2
F= L™ (1.12)
2 p?
que é a energia livre por unidade de volume para uma declinagao axial[10].

A Eq.(1.12) nos permite dizer que a energia livre por unidade de volume é proporcional ao
quadrado do comprimento da declinagdo (m) e diverge na declinagao (p — 0). Isso significa
que a declinagao é uma regiao com auséncia de ordem orientacional, isto ¢, uma linha isotrépica
imersa em uma fase nematica. Essa linha isotropica em um meio nematico recebe o nome de
defeito tipo corda. No terceiro capitulo descreveremos a técnica experimental de como obter
estes defeitos e o procedimento para identificar o comprimento da declinagao (m).

Na se¢ao seguinte abordaremos este defeito do tipo corda utilizando a linguagem topoldgica
que sera necessaria para uma posterior comparacao com o defeito tipo corda existente no

Universo Primordial.

1.6 Defeito topolégico do tipo corda em cristais liquidos

A palavra defeito presente no titulo acima quer nos passar a idéia de que na mesofase
nemética de um cristal liquido podemos encontrar uma linha (corda) isotrdpica, ou seja, uma
falha (defeito) na estrutura desta mesofase. Ja a palavra topolégica quer dizer que uma des-
cricao completa e exata deste defeito envolvem idéias de simetria incorporadas na topologia.
A idéia de topologia, ou mais precisamente, teoria homotopica, permite associar o carater de
ordenamento de um meio e o tipo de defeito que surge no mesmo, encontrar a lei de decompo-
sicao, fusao e o cruzamento de defeitos, delinear seu comportamento durante uma transicao de
fase, etc...[17, 18]. O ponto chave é ocupado pelo conceito de invariante topolégico, também
conhecido como uma carga topoldgica, que é essencial em todos os defeitos.

A estabilidade do defeito é garantida pela conservacao de sua carga. A classificacao ho-
motopica de defeitos inclui trés passos: Primeiro devemos definir o parametro de ordem do
sistema. Em um estado nao uniforme o parametro de ordem é uma funcao das coordenadas.
Em segundo lugar devemos determinar o parametro de ordem (ou degenerescéncia) do espago
R, isto ¢é, a variedade de todos os possiveis valores dos parametros de ordem que nao alteram
os potenciais termodinamicos do sistema. Num nemético uniaxial, R é uma esfera denotada

por S?/Z, com pares de pontos opostos diametralmente (antipodais) sendo idénticos. Todos
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os pontos de S?/Z, representam uma orientacao particular do diretor 7. Visto que 7 = —1,
quaisquer dos pontos opostos diametralmente em S?/Z, descrevem o mesmo estado.

A funcao 7i(7) mapeia os pontos do volume nemdtico dentro de S?/Z,. O mapeamento de
interesse sao aqueles de “esferas” i-dimensionais (também conhecida como “i-esfera”) cercando
os defeitos. Um defeito do tipo linha é cercado por um circulo, 7 = 1.

Em terceiro lugar, devemos definir o grupo homotépico 7;(R). Os elementos deste grupo
sao os mapeamentos das esferas i-dimensionais cercando o defeito em um espaco real dentro do
parametro de ordem espacial. Para classificar a dimensionalidade ¢’ de um defeito em um meio
t’-dimensional temos que conhecer o grupo homotépico m;(R) com i = ¢t —#'—1. Por outro lado,
cada elemento de 7;(R) corresponde a uma classe de defeitos topologicamente estaveis, todos
esses defeitos sao equivalentes uns aos outros sob continuas deformacgoes. Por outro lado, os
elementos do grupo homotdpico sao cargas topoldgicas dos defeitos. O estado de defeito livre
corresponde a um elemento unitario do grupo homotopico e carga topoldgica zero.

Como exemplo, consideremos uma declina¢ao na figura 1.15 (o primeiro defeito a esquerda)
e vamos verificar sua estabilidade topolégica. Vamos cercar o defeito linha com um circulo ~
que esta a uma distancia de algumas micelas do defeito, para que 77 seja bem definido em todos

os pontos ao longo de 7. A fungao 7i(7) define v dentro de algum contorno fechado I' sobre
S%/Z,. T deve ser de dois tipos:

(i) deve comegar e terminar no mesmo ponto (por exemplo um circulo).

(ii) deve conectar dois pontos opostos diametralmente de S?/Z,.
Contornos:

(i) pode ser continuamente contratil dentro de um tnico ponto. O campo diretor correspon-

dente torna-se uniforme, 77 = constante.

(ii) ndo pode ser contrétil: seus fins permanecem como os finais de um diametro de S?/Z,.
Tal contorno estavel pode ser visto na figura 1.15. O defeito linha correspondente é

topologicamente estavel.

O grupo homotépico m1(S?/Z,) = Zy = 0,1/2 é composto de dois elementos com as seguintes
regras de adi¢ao: 1/24+1/2 = 0e1/2+0 = 1/2 descrevendo a interagao das declinagdes. Embora
as declinagoes mostradas a esquerda e a direita da figura 1.15 possuam diferentes intensidades
m=1/2 em = —1/2, a diferenca entre eles estd na energia e ndo na topologia[19].

No préximo capitulo apresentaremos os defeitos topoldgicos do ponto de vista do Universo
Primordial.
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Figura 1.15: Declinagoes estaveis em um memdtico uniaxial e os contornos correspondentes
no parametro de ordem espacial. Na figura acima as linhas representam micelas paralelas ao
plano da folha. Os pontos representam micelas perpendiculares ao plano da folha e os “pregos”
representam micelas inclinadas com rela¢ao ao plano da folha[19].
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Capitulo 2

Defeitos Topoldégicos no Universo

Primordial

A teoria do Big-Bang para o universo estd muito bem estabelecida até agora, sendo que
as observacgoes estao em boa concordancia com as predicoes do modelo. Medidas apuradas da
radiagdo césmica de fundo em microondas (CMBR) tem feito da cosmologia uma ciéncia de
precisao, onde modelos para o Universo Primordial sao postos a rigorosos testes.

Um destes modelos utilizado para explicar a formacao de estruturas no universo, tais como
galédxias e aglomerados de galaxias, é o que envolve o conceito de defeitos topologicos, em

particular o defeito corda césmica[20, 21], que é o assunto deste capitulo.

2.1 Uma descricao qualitativa dos defeitos topolégicos

Um instante apds o Big-Bang, t ~ 10~* segundos, o universo apresentava uma tempera-
tura de 1032 Kelvins e uma “modesta” densidade de p ~ 10% gramas por centimetro ciibico.
Atualmente, isto é, 15 bilhoes de anos apds o Big-Bang a temperatura do universo é de apenas
3 Kelvins e sua densidade é de p ~ 1072 gramas por centimetro ciibico.

Alguns modelos de fisica de particulas predizem que neste intervalo de tempo o univer-
so sofreu uma infinidade de transicoes de fase com quebra espontanea de simetria devido ao
resfriamento do universo.

Em um sistema com quebra espontanea de simetria ha muitas configuracoes minimas de
energia. Este conjunto de configuragoes de energia minima recebe o nome de variedade de vécuo,
que é representado pela letra M. E é a topologia de M, ou melhor, é o grupo homotépico de
M que determina a existéncia do defeito[3].

Estas transicoes de fase com quebra espontanea de simetria podem gerar uma grande quan-

tidade de defeitos topoldgicos, tais como:
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1. Dominio de parede - Este defeito é uma superficie fechada (como uma esfera) ou infinita,

constituida de uma fase imersa em um meio de fase diferente.

V4

Figura 2.1: Representa¢ao esquemdtica de um defeito dominio de parede.

2. Corda Césmica - E semelhante a um fino tubo, podendo ser infinito ou voltas fechadas,

constituido de uma fase imersa em outra fase.

Figura 2.2: Representacao esquemdtica de um defeito corda cosmica.

3. Defeito Ponto (Monopdlos) - Defeitos pontos ou monopdlos sdo regioes semelhantes a

minusculos pontos constituidos de uma fase imersa em outra fase.

Figura 2.3: Representagao esquemdtica do defeito monopalo.

A seguir vamos utilizar o que conhecemos como Modelo Lagrangiano para descrever o sur-

gimento destes defeitos topoldgicos na cosmologia.

2.2 Uma descricao quantitativa dos defeitos topoldgicos

Para esta descrigao, consideremos o modelo lagrangiano globall

N
£=133"0,60 - V()
b

A N
Vo) =Z (o) #o=D ¢}, (21)
b

1O termo global se refere que nao utilizaremos versdes locais de gauge, comuns em fisica de particulas.
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onde ¢ é um campo escalar com N componentes (1 < b < N). Como a densidade de lagrangiana
(L) tem unidade de energia, o campo escalar ¢, e a constante n tem unidade de energia e a
constante A é adimensional. A expressao para a energia potencial foi escrita desta forma para

que o quadrado da soma do campo escalar tenda para o valor da nossa constante 7, isto é,

N
d a0
b
produzindo assim um minimo. E esta condicao para o estado fundamental pode ser satisfeita
para mais de um valor de ¢;. E importante chamar a atencao que o conjunto dos ¢, que

produzem um minimo é nossa variedade de vacuo (M).

A seguir veremos que o valor de N é quem determina o tipo de defeito.

2.2.1 Dominios de Parede

Considerando que o campo ¢ seja um campo escalar de uma componente, ou seja, N = 1,

o valor de minima energia sera

¢ = +n.

Desta forma o campo deve assumir o valor +n para uma parte do espago e —n para outra
(figura 2.4). Estas regides devem ser separadas, por fronteiras bidimensionais ou paredes,

devido a transi¢ao de ¢ = +n para ¢ = —n e vice versa[20, 22].

UE

=T =4

(e}

Figura 2.4: (a) Representagdo do potencial da Eq.(2.1) com um campo escalar real de uma
unica componente. (b) Duas configuragoes de energia minima separadas por uma parede. (c)

Potencial escalar (¢) vs. posi¢do (x).

Para uma melhor compreensao considere o exemplo a seguir:

No modelo de Ising, sabemos que os spins podem ser apenas up ou down. Se uma regiao de
spin up estiver ao lado de uma regiao de spin down, entao entre estas duas regioes deve haver
uma “parede” de alta energia, por isso o termo dominio de parede (figura 2.5).

A figura 2.6 representa uma cadeia de paredes de dominio formada em uma simulagao

numérica de uma transigao de fase onde uma simetria Z, é espontaneamente quebrada[23].
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Figura 2.6: Simulag¢do numérica de dominios de parede[24].

2.2.2 Cordas Cdsmicas

As cordas césmicas sao muito mais interessantes para o cenario cosmoldgico do que o defei-
to de dominios de parede, pois a existéncia destes podem produzir desastrosas conseqiiéncias
cosmoldgicas, como a producao de uma grande flutuacao na temperatura da CMBR. Diferen-
temente das cordas que, como veremos, produzem efeitos gravitacionais interessantes.

O defeito corda césmica surge quando o campo escalar da Eq.(2.1) for um campo escalar

complexo de duas componentes, ou seja,

A 2
V=S 0-n)"
Este potencial estd ilustrado na figura 2.7. A energia minima para este potencial é um

circulo, parametrizado por um angulo «, dado por
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1 Xe
¢ = ﬁne : (2.2)

A teoria é simétrica para a transformacao de fase ¢ — ¢e'®, diferente do defeito de parede,

onde a teoria é simétrica para uma transformacao de fase ¢ — —ao.

T=Te v 4

—

\ LW W /
/;' 5 ‘(ff 1<Tc

C
/ 1\ .
eL‘zﬁg,/

e

Figura 2.7: Potencial do tipo “chapéu mexicano”.

A transicao de fase ocorre para temperatura T, ~ 7, onde T, é a temperatura critica, na
qual abaixo dela ocorre a transicao de fase. Entao para altas temperaturas, nés temos que o
valor de ¢ que minimiza a energia é zero, ou seja, < ¢ >= 0. Mas, para temperaturas abaixo
de T, o campo escalar adquire um valor médio diferente de zero. < ¢ > serd o ponto aleatério
sobre um circulo de minima energia[25].

Uma corda césmica que tenha se formado 1073 segundos apds o Big-Bang, quando a forca
forte se separou da eletrofraca, possui hoje um diametro nao maior do que 1073 centimetros e
uma massa que alcanca valores da ordem de 106 toneladas por centimetro. Sé para se ter uma
idéia, 10 Km desta corda possui a massa do Sol.

Devido a esta grande quantidade de massa, as cordas cosmicas apresentam alguns efeitos

gravitacionais interessantes, tais como|[24]:

e As cordas cosmicas deixaram para tras um fundo de ondas gravitacionais;

e As poucas cordas que existem até hoje, podem ter provocado flutuacoes na temperatura
CMBR;

e As cordas presentes hoje, também podem agir como lentes gravitacionais;

e [oops de cordas, podem possivelmente servir como sementes para a formacao da estruturas

no Universo Primordial e



e A natureza conica do espago ao redor de uma corda césmica infinita e reta conduz a

duplicacao de imagens distantes da fonte (figura 2.8).

EIV <
Ubs: ador corda o dupla
COSTIHCE e 4 ImAgerT

Figura 2.8: Uma corda cosmica produzindo um efeito de dupla imagem.

Vilenkin[26] resolvendo as equagoes de Campo de Einstein, para uma métrica fora de uma
corda infinita e reta no limite em que G << 1 2, mostrou a natureza conica do espaco ao redor
desta corda.

Em termos de coordenadas cilindricas (r, 6, z) a métrica é

ds* = dt* — dz* — dr® — (1 — 4Gp)*r*do>.

Por uma transformacao do angulo polar, # — (1 — 4Gu)%0, a métrica torna-se a métrica do
espago plano de Minkowski. Entretanto o angulo 6 varia somente para 0 < 6 < 27(1 — 4Gpu)
ao invés de 0 < 0 < 27. Esta diferenca é referida como singularidade conica, ou seja, o espago
¢ chamado de conico, porque em uma hipersuperficie bidimensional o plano normal a corda
possui a forma de um cone (figura 2.9).

Na vida, para tudo que fazemos, temos que pagar um preco. E o prego pago por escrevermos
a métrica de uma corda césmica na forma da métrica de Minkowski é uma deficiéncia angular
de Af = 8nGp. E interessante ressaltar que esta deficiéncia angular depende exclusivamente
de Gu. Para o caso de uma corda produzida no Universo Primordial Gu < 107°[26].

A figura 2.10 representa uma simulagao numérica de uma cadeia de cordas cdésmicas forma-
das quando uma simetria U(1) é espontaneamente quebrada. Nesta simulacao temos cordas
infinitas (isto é, que atravessam a caixa) e voltas (loops) de corda[27].

Topologicamente falando agora, o Universo Primordial pode ter sofrido uma transicao de

fase onde ocorreu a seguinte quebra de simetria (figura 2.11)

SO(3) — O(2).

E a variedade de vacuo correspondente a esta quebra de simetria é

M - SQ/ZQ,

2G 6 a constante gravitacional universal e i é a densidade linear da corda.
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Figura 2.9: Estrutura conica do espaco ao redor de uma corda.

Figura 2.10: Simula¢ao de uma cadeia de cordas apds uma transi¢ao de fase[24].

Figura 2.11: Representacdo esquemdtica da quebra de simetria SO(3) — O(2)[28].
o grupo homotopico correspondente ao defeito topologico corda césmica é o

m1(S%/Z,) = Zy

que fornece o nimero de voltas nao contriteis® distintas topologicamente que hé sobre a varie-

3Contratil no sentido que nao pode ser reduzir a um ponto.

29



dade de vacuo (M), ou seja, este grupo homotépico permite dizer que hé cordas césmicasZ.
E interessante notar que o parametro de ordem espacial (S?/Z,) para a corda césmica é o

mesmo parametro de ordem para espacial para as declinagoes em cristais liquidos.

2.2.3 Monopdlos

O defeito monopdlo surge devido o campo escalar da Eq.(2.1) ser um campo escalar real de
trés componentes
\ 3
N2 N2 2 _ 2
V=2(0=1)" o' =) 4
b=1
Agora nods temos uma teoria, onde a configuracao de minima energia, nao sao mais pontos

distintos ou pontos sobre um circulo, mas sao pontos sobre uma 2-esfera. Para um estudo mais
detalhado ver Ref.[20, 24].

2.3 O Mecanismo de Kibble

Um dos primeiro a investigar detalhadamente a formacao de defeitos topolégicos no Universo
Primordial durante uma transi¢ao de fase com quebra espontanea de simetria foi Kibble[1].
E o processo de formagao de defeitos topoldgicos no Universo Primordial é conhecido como
Mecanismo de Kibble.

Este mecanismo prevé que apds uma transicao de fase ocorre a formacao de dominios e os
defeitos topoldgicos surgem com a juncao destes dominios. Um detalhe importante a frisar é
que este mecanismo é valido somente para transi¢oes de fase de primeira ordem. O mecanismo
que descreve a formacao de defeitos topologicos em uma transicao de fase de segunda ordem é
um outro, conhecido como Mecanismo de Kibble-Zurek]29).

Para uma melhor compreensao do Mecanismo de Kibble, vamos considerar o caso onde
temos um parametro de ordem escalar complexo, com uma quebra espontanea de simetria*
SO(3) — O(2) (que é o caso anterior, o de uma corda césmica global). A variedade de vécuo
para este caso, como vimos era M = S?/Z,[30]. Como j& foi mencionado, o defeito corda
ird ocorrer com a jun¢ao dos dominios formados por esta transicao de fase. Estes dominios
surgiram pelo fato que durante a transicao de fase, a fase a do campo escalar complexo ¢
(Eq.(2.2)) podem somente ser correlacionadas dentro de uma regido finita. o pode ser tomada

para ser aproximadamente uniforme dentro de um dominio de tamanho &, enquanto varia

4S0(3) ¢ um grupo de rotacoes em trés dimensdes. Qualquer rotacio pode ser especificada por um vetor
que aponta ao longo do eixo de rotagdo, com um comprimento igual & quantia de rotagdo e a simetria O(2)

representa uma rotagao no plano. O apéndice C traz um resumo sobre os principais grupos de simetria.
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aleatoriamente de um dominio para outro. Eventualmente estes dominios crescem e se juntam.
E os defeitos surgem justamente nesta jungao para separar dominios que possuem diferentes
valores de a(3] (figura 2.12).
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Figura 2.12: Juncdo de quatro dominios formando o defeito tipo corda cdsmica.

O tamanho do dominio &, é conhecido como comprimento de correlagao e esté associado
com a maxima distancia sobre a qual o campo ¢ pode ser correlato. Este comprimento de
correlagao depende de detalhes da transicao de fase e da temperatura[24].

O mecanismo de Kibble também prevé que a distribuicao de defeitos e antidefeitos formados
pela jungao de dominios no Universo Primordial obedece uma distribuicao gaussiana, cuja a

variancia é regida pela seguinte relacao

og=CN", (2.3)

onde N é o numero total de defeitos presentes em uma regiao €2 de area A. O valor previsto
pelo mecanismo de Kibble para v é 1/4. A validade deste valor é de natureza universal, isto
é, nao descreve apenas a correlacao entre defeitos e antidefeitos no Universo Primordial, mas
também descreve a correlacao entre defeitos e antidefeitos em outros sistemas que possuam o
mesmo parametro de ordem espacial e espaco dimensional.

O valor da constante C na Eq.(2.3) é definida de acordo com a jungao dos dominios ele-
mentares. Para a formacao de um defeito devido a juncao de quatro dominios elementares,
formando uma rede quadrada a e obtendo C = 0,71[31], onde o defeito formado sera de inten-
sidade m = +1 (figura 2.13)

Agora passaremos por uma breve revisao do mecanismo de Kibble em sistemas de matéria

condensada.
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Figura 2.13: Formacgao de defeitos devido a juncao de quatro dominios elementares, formando
uma rede quadrada. As setas representam as diregoes aleatorias do parametro de ordem da

cada dominio[21].

2.4 Mecanismo de Kibble e o Hélio Superfluido

O primeiro a utilizar o mecanismo de Kibble para descrever a formacao de defeitos to-
poldgicos em sistemas de matéria condensada foi Wojciech Hubert Zurek. Que em 1985 publi-
cou um artigo na Nature[2], onde discutiu a analogia entre as cordas césmicas e as linhas de
vortices formadas no hélio superfluido.

No experimento proposto por Zurek - queda de temperatura induzindo uma transicao de

fase do *He normal para superfluido - quando descrito utilizando o mecanismo de Kibble prevé:

1. formagao de linhas de vértices no volume (bulk) do hélio superfluido e

2. medida da velocidade aleatéria de circulagao do superfluido ao redor do vértice.

E estes vortices foram observados bem como a velocidades de circulacao foram medidas.
Zurek diante destes resultados concluiu que seu experimento pode ser utilizado como laboratorio
para testar o mecanismo de Kibble.

2.5 Mecanismo de Kibble e os Cristais Liquidos Termo-

tropicos

Isaac Chuang e et al.[3] foram os pioneiros a utilizarem os sistemas liquidos cristalinos para o
estudo de formacao de defeitos topolégicos no Universo Primordial. Eles analisaram a dinamica
de evolucao de defeitos topoldgicos em cristais liquidos termotrépicos, mais especificamente o
4-cyano-4’n-pentylbiphenyl, também conhecido como K15 ou 5CB. Neste cristal liquido eles
observaram a presenca de defeitos do tipo corda, monopdlos e textura. Onde este ultimo defeito

mostrou ter uma dinamica instavel, em que pode decair em um par de monopdlo-antimonopdlo.
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Em 1994, Mark Bowick e et al.[32] observaram a producao de declinagoes (cordas) em uma
amostra de K15 por meio do mecanismo de Kibble de formacao de dominios em uma transicao de
fase isotropica-neméatica. O nimero esperado de cordas formadas por dominio nesta transicao
¢ 0,6. Este valor estd em boa concordancia com a simulacao numérica do experimento em que
o mecanismo de Kibble é usado para o parametro de ordem espacial do nematico uniaxial.

Sanatan Digal e et al.[31] em 1999 observaram a correla¢ao entre a producao de defeitos
e antidefeitos no cristal liquido termotrépico K15. Eles mediram a variancia da distribuicao
de defeitos e antidefeitos e determinaram o expoente caracterizando a correlacao entre defeitos
e antidefeitos para ser 0,26 4+ 0, 11, que condiz com valor de 1/4 previsto pelo mecanismo de
Kibble.

Rajarshi Ray e Ajit Mohan Srivastava[21] em 2004 mostraram utilizando o mecanismo
de Kibble em uma amostra do cristal liquido termotrépico K15, que a funcao densidade de
correlacao de defeitos e antidefeitos em um dado sistema deve ser completamente determinada
em termos do comprimento de correlacao &, que é proporcional a média da separacao inter-
defeito r4,. E que, quando comprimentos sao expressos em unidades de r,,, esta distribuicao
devera apresentar um comportamento universal.

Um outro ponto interessante de aplicagao do estudo de cosmologia em sistemas de matéria
condensada podem ser vistas via simulacao computacional, como é o caso do trabalho realizado
por Caio Sétiro e Fernando Moraes[33], onde mostraram que a luz viajando em cristal liquido
nematico com uma declinagdo sente uma geometria Riemanniana efetiva que é idéntica a de
uma secao transversal do espago-tempo de uma corda cosmica.

No capitulo 4 veremos que o Mecanismo de Kibble também serve para descrever a formacao

de defeitos topoldgicos do tipo corda nos cristais liquidos liotréopicos.
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Capitulo 3

Diagrama de Fases e Técnica

Experimental

Neste capitulo apresentaremos o diagrama de fases da nossa amostra de cristal liquido

liotrépico e a técnica experimental utilizada.
3.1 Diagrama de fases

A nossa amostra de cristal liquido liotrépico é uma mistura ternaria de laurato de potéssio
(KL), decanol (DeOH) e dgua pesada(D-0).

Através do diagrama de fases desta mistura ternaria, que pode ser vista na figura 3.1,
podemos observar que variando a temperatura e/ou a concentragao relativa do laurato de
potéssio podemos obter diferentes fases.

Em nossas medidas mantivermos a concentragao fixa e variamos apenas a temperatura. A

nossa amostra é constituida das seguintes concentragoes em porcentagem em massa:

KL] = 25,30 % wt;
[DeOH] = 6,24 % wt;
[Dy0] = 68,46 % wt;

Escolhemos esta concentracao por apresentar diferentes tipos de fases presente nesta mistura

ternaria (linha vermelha na figura 3.1).
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Figura 3.1: Diagrama de fases da mistura terndria, laurato de potassio, decanol e dgua pesada.
A concentragio de decanol € fixa com o walor de 6,24 % wt (porcentagem em massa). A
concentracao de laurato de potdssio também estd em porcentagem em massa. A linha vermelha

representa a concentra¢ao da nossa amostra.

3.2 Microscopia 6ptica de luz polarizada (MOLP)

A técnica experimental utilizada para a producao e observacao do defeito tipo corda na nossa
amostra de cristal liquido foi a microscopia 6ptica de luz polarizada. Esta montagem consiste
de um microscépio 6ptico de luz polarizada (Leica), um hotstage! acoplado na platina giratéria
do microscépio e uma camera de captura digital (CCD - Leica) conectada a um computador
para aquisicao de dados. O hotstage (INSTEC modelo HS1 - i) possui precisao de 1073 °C. Na
figura 3.2 apresentamos uma foto da nossa montagem experimental.

Nesta técnica (MOLP) a luz é polarizada embaixo da platina do microscépio por um po-
larizador. E passa entao através da nossa amostra de cristal liquido liotrépico. Um segundo

polarizador, chamado analisador, esta localizado perto da ocular dentro do tubo do microscopio.

!Consiste em um sistema de aquecimento através de uma resisténcia elétrica controlada por um computa-
dor(hotstage).
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Figura 3.2: Nossa montagem experimental.

Quando a posicao do polarizador e do analisador é ajustada, de modo que os feixes luminosos
tenham um trajeto paralelo, uma imagem normal pode ser vista através da ocular. Porém, se o
polarizador é rodado de modo que o seu eixo de polarizacao fique perpendicular com o aalisador,
nenhuma luz alcanca a ocular e nada pode ser visto.

Se for colocado um objeto birrefringente na platina, uma imagem luminosa aparecerd em
fundo escuro. E as micelas de um cristal liquido liotrépico (ou moléculas no cristal liquido
termotrdpico) sdo matérias que apresentam birrefringéncia, isto é, possuem a capacidade de
mudar o plano de polarizacao da luz devido a sua forma anisométrica. Tal que uma amostra de
cristal liquido (liotrépico ou termotrépicos) colocada entre dois polarizadores cruzados, pode
mudar o plano de polarizacao da luz assim permitindo que a luz seja transmitida pelos dois

polarizadores (figura 3.3), assim observando a textura.

-y

Figura 3.3: Esquema de uma amostra de cristal liquido entre dois polarizadores mudando o

plano de polarizacdo da luz.

Porém, essa mudanga no plano de polarizacao da luz nao ocorre para micelas que se en-
contram paralelas a um dos planos de polarizagao dos polarizadores, ou ortogonais aos dois

polarizadores.
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3.3 Producao dos defeitos

Preenchemos um capilar, de 200pm de espessura e 5¢m de comprimento com a nossa amostra
de cristal liquido liotrépico. E em seguida, vedamos as extremidades do capilar com fita de
parafilme e uma camada de esmalte de unha sobre o parafilme. KEsta camada de esmalte
foi importante para obtermos um isolamento térmico para o parafilme, evitando sua fusao a
temperaturas altas (~ 50°C).

Depois de certificar que o esmalte estava totalmente seco, aplicamos um pouco de pasta

térmica perto das extremidades do capilar (antes de chegar no parafilme) (figura 3.4).

Figura 3.4: Capilar de 200um de espessura contendo nossa amostra de cristal liquido liotropico.

A wvedacgao deste capilar foi feito com parafilme e uma camada de esmalte.

Em seguida colocamos o capilar dentro do hotstage e fizemos este atingir a temperatura de
50°C durante dez minutos.

Nesta temperatura nossa amostra, de acordo com o diagrama de fases, estava na fase iso-
trépica, ou seja, nao apresenta nenhuma ordem molecular.

Apoés esse periodo de dez minutos desligamos o hotstage e deixamos nossa amostra entrar
em equilibrio térmico com a sala, cuja a temperatura era de aproximadamente 25°C.

Os defeitos demoravam em torno de vinte horas para se formarem apds o desligamento do
hotstage. Entao apds vinte horas, nés religamos o hotstage e fizemos ele atingir a temperatura de
30°C. Nesta temperatura pelo diagrama de fases, a nossa amostra se encontra na fase nematica
calamitica.

Com a temperatura estabilizada em 30°C através da camera digital acoplado ao microscépio
registramos a foto do defeito (figura 3.5).

Na figura 3.5 os pontos pretos sao defeitos e os comprimentos da declinacao sao identificados
pelo nimero de manchas escuras que saem destes pontos pretos. Os defeitos m = £+1/2 sao os
pontos que possuem duas manchas escuras e o defeitos de m = +1 sao os pontos que possuem
quatro manchas escuras[34].

Estas manchas escuras representam regioes onde o alinhamento médio das micelas é paralelo

ou perpendicular ao plano de polarizacao do polarizador (figura 3.6).
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Figura 3.5: Fotografia obtida de um cristal liquido liotropico na fase nemdtico calamitico com

aumento de 50x, em um capilar de 200um de espessura.

3.4 Intensidades de declinacoes

Agora, para identificar se a intensidade de declinagao é positivo ou negativo adotamos o
seguinte procedimento.

Giramos o polarizador de 32, 5° graus? no sentido hordrio e registramos uma foto. Algumas
manchas giraram no sentido de giro do polarizador e outras giraram no sentido contrario (anti-
horario). As que giraram no mesmo sentido sao defeitos de intensidade positiva e os que giraram
no sentido contrario sao defeitos de intensidade negativa ou antidefeitos.

Entao com as duas fotos (a foto com os polarizadores cruzados e a foto com o polarizador
rotacionado) na tela do computador compara-se e identifica-se o sinal da intensidade (pintamos
com bolinhas vermelhas os defeitos e bolinhas azuis os antidefeitos). A figura 3.7 representa

este procedimento.

20 valor 32, 5°graus é um valor arbitrdrio, poderia ser qualquer outro.
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Figura 3.6: Representacao esquemdtica do alinhamento das micelas ao redor de uma declinagao
que quando observada por polarizadores cruzados produzem manchas escuras conhecida como

manchas schliren.

E interessante notar que na figura 3.5 que temos uma incidéncia muito maior de m = +1/2
do que m = =+1. E isto que discutiremos no proximo capitulo. Além de mostrar que a incidéncia
de defeitos e antidefeitos em uma amostra de cristal liquido liotrépico obedece uma distribuicao

gaussiana com a mesma variancia prevista pelo mecanismo de Kibble.
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Figura 3.7: FEsta seqiiéncia de trés fotos representam o procedimento que adotamos para iden-
tificamos e distinguirmos os defeitos e os antidefeitos. O circulos verde nas fotos servem para

auxiliar a identificacao do sinal da intensidade de declinagao.
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Capitulo 4

Analise dos Resultados

4.1 Espessura do capilar versus intensidades de declina-

coes do defeito

Além de realizarmos as medidas com capilares de 200um de espessura, nés também utiliza-
mos capilares de 100pm.

Nestas medidas, com capilares de 100um, nés encontramos uma incidéncia maior de m = +1
do que m = £1/2. Diferentemente do que ocorreu com as medidas utilizando capilares de
200pm (figura 4.1).

Figura 4.1: A foto a esquerda é de um capilar de 100um de espessura e da direita é de um capilar

de 200pum. Ambas possuem a mesma amostra de cristal liquido liotrépico (KL/DeOH/D;0).

A Eq.(1.12), nos mostra que defeitos com m = £1/2 possuem energia menor do que os
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defeitos de m = 1. E os capilares de 100um possuem uma energia de parede maior do que os
capilares de 200um.

Entao a formacao de defeitos com m = £1 ocorre mais em capilares de 100um gragas a
contribui¢ao da energia de parede. Ou seja, a parede do capilar fornece energia suficiente para
formacao de defeitos mais energéticos.

Outra diferenca interessante que notamos nas medidas com diferentes espessura dos capilares
foi que os defeitos formados nos capilares de 200um eram menos susceptiveis a variacao de
temperatura do que os defeitos formados em capilares de 100um.

Nos capilares de 200um era possivel variar a temperatura em 5°C sem que houvesse mudanca
ou destruicao dos defeitos. J& os capilares de 100pum uma pequena variacao na temperatura

(aproximadamente 1°) era suficiente para destruir os defeitos.

4.2 Correlacao entre defeitos e antidefeitos

Com os dados obtidos utilizando o método descrito no capitulo 3 fizemos um trabalho
estatistico onde buscamos a correlacao entre defeitos e antidefeitos. Esse trabalho consiste em

dois passos:

1. Selecionamos um nimero méaximo de regides em cada foto onde tinhamos um total de
N = 10 defeitos do tipo corda;

2. Em seguida contamos o numero de defeitos e antidefeitos (pontos vermelhos e azuis,
respectivamente) existentes naquela regido e anotamos o numero de defeitos menos o

nimero de antidefeitos (An).

Repetimos esse mesmo procedimento para N = 14 e N = 18. E o ntimero de regioes totais
analisadas para N = 10 foram 112, para N = 14 foram 100 e para N = 18 foram 76 (figura
4.2).

Os dados utilizando este procedimento estao na descritos na tabela 4.1. A figura 4.3 é o
grafico da freqiiencia da diferenga entre o nimero de defeitos e antidefeitos que ocorreram nas
regioes analisadas das fotos f(An) vs. An.

As curvas: vermelha, verde e azul, na figura 4.3 representa o ajuste Gaussiano! para os
pontos experimentais correspondendo a N = 10, N = 14 e N = 18, respectivamente.

A tabela 4.2 mostra os valores obtidos no ajuste gaussiano para nosso conjunto de trés
dados.

Com os dados da tabela 4.2 fizemos os gréfico de In(o) vs. In(N) (figura 4.4) e encontrarmos

o valor de v através da Eq.(2.3) obtendo

'f(An) :anp{_%M}

o2
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Figura 4.2: Histograma de numero de regioes que contém N defeitos.

Tabela 4.1: Dados das regioes totais analisadas. Onde An é o numero de defeitos menos o

nimero de antidefeitos, N é o niimero total de defeitos e f(An) é o ntimero de vezes que An

ocorre na regiao analisada.

N\ An -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
F(An) =10 - 0 3 23 66 19 1 0 -
F(An)y=14 - 0 4 21 53 20 2 0 -
F(An)N=1s 0 1 5 16 37 15 2 0 0

Tabela 4.2: Resultado do ajuste gaussiano
N a An o

10 65,45+ 1,20
14 52,02+1,51
18 35,87+ 1,60

—0,04+0,02 0,65+0,01
—0,02+£0,02 0,72+0,02
—-0,03£0,04 0,76 £0,04

v =0,26+0,03.

E este valor estd em excelente concordancia com o valor teérico de 1/4 previsto pelo mecanismo

de Kibble para correlacao de defeitos e antidefeitos formados no Universo Primordial.

Com os valores da variancia (o), dos nimeros de defeito e do expoente v, nds calculamos o

valor da constante de proporcionalidade da Eq.(2.3) (¢ = CNV), e obtivemos
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Figura 4.3: Grdfico da freqiéncia (f(An)) vs. o nimero de defeitos menos o nimero de an-

tidefeitos (An), utilizando os dados da tabela 4.1. O o na figura representa a variincia da

distribuicao.

C=0,35+£0,02.

Este valor esta relacionado com fato de termos a juncao de quatro dominios, formando uma

rede quadrada, cuja a intensidade de defeito formado nesta situagao é m = +1/2.
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Figura 4.4: Grdfico Dilog da variancia (o) pelo numero de defeitos (N). Onde determinamos

o valor de v, que neste caso vale v = 0,26 + 0,03.
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Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, mostramos que o Cristal Liquido Liotropico é um excelente laboratorio
cosmolégico. Onde colocamos em teste um modelo conhecido como o Mecanismo de Kibble.
Mecanismo este, que descreve a formacao de defeitos topolégicos no Universo Primordial.

Apesar de toda diferenca existente entre cosmologia e cristais liquidos, ambos possuem
um comportamento semelhante quando levamos em conta somente o espago dimensional e o
parametro de ordem espacial.

Durante o desenvolvimento deste trabalho, vimos que ha muitas vantagens de se trabalhar
com o cristal liquido liotrépico em relacao aos termotropicos. Além de proporcionar diferentes
fases em uma unica amostra, e o fato de serem sintetizados no nosso préprio laboratorio, a
principal delas foi o fato do CLL ser mais estavel, no sentido de que mantém a textura, ou
seja, o defeito é menos sensivel a variagao de temperatura, permitindo assim uma analise mais
detalhada para se observar as declinagoes.

Obtivemos em nossa andlise que o valor do expoente que reflete a correlagao de defeitos
e antidefeitos para o CLL, é de v = 0,26 £+ 0,03, que estd em excelente concordancia com o
valor de 1/4 previsto pelo mecanismo de Kibble para a correla¢ao entre defeitos e antidefeitos
presente no Universo Primordial. Ressaltando que para os termotrépicos v = 0,26 £+ 0, 11.
Mostrando assim que o nosso resultado ainda é mais preciso quando se compara com o do
Universo Primordial, pois possui uma barra de erro menor (da ordem de grandeza de 10).

Analisando nosso sistema obtivemos que o valor da constante de proporcionalidade da re-
lacao entre a variancia da distribuicao de defeitos e antidefeitos e o niimero total de defeitos
(0 = CN¥) é de C =0,35+0,02. A este valor atribuimos o fato de termos uma jungao de
quatro dominios, formando um defeito com intensidade +1/2. E interessante observar que para
os termotropico, Digal et. al, obtiveram C' = 0,71 4+ 0,21, que analisaram como sendo uma
juncao de quatro dominios, mas cuja intensidade é £1, o que satisfaz o tipo de defeito que
obtivemos.

Também observamos que a largura do capilar, possui forte influéncia no tipo de intensidade
do defeito. Temos assim que para capilares mais finos (100um) obtemos defeitos de intensidade
+1 e para capilares mais espessos (200pum) uma incidéncia maior de intensidade +1/2. No
momento estamos em busca do limite da variagao da largura do capilar para uma melhor

analise da sua influéncia na formacao dos defeitos tipo corda.
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Como perspectiva desse trabalho, propomos, entre outras, a investigacao da funcao den-
sidade de correlagao dos defeitos e antidefeitos para cristais liquidos liotréopicos utilizando o

mecanismo de Kibble como ja foi feito com os termotrépicos.
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Apéendice A: Densidade de Energia
Elastica de Frank|35]

Como definimos no capitulo 1 a densidade de energia livre (livre de campos externos), que

descreve um cristal liquido nemético nao quiral depende apenas da variacao do diretor

Oni
8.%']"

Se as derivadas de 77 forem quantidade pequenas?, entao F poderd ser desenvolvida em série

f = f(nw), nm- =

de poténcias de n; ; em torno do estado de referéncia em que essas derivadas se anulam. Assim

temos

F=F + F + Fo

OF 1 O*F
Fo= Fot (0m,j)o Mg+ 2 (Gm,j@nw)o Mot F e

1
JT = F() + Lijni,j + §Ki]’klni7]’nk7[. (1)

Na Eq.(1) introduzimos os tensores eldsticos

oF 0*°F
L. — Koy — [ —=
N (37%3‘ ) 0 ¢ I (37%'73‘5”1@,1 ) 0 7

com o indice 0 para indicar que as derivadas sao calculadas no estado de referéncia, isto é, no

estado nao deformado. Os tensores elasticos L e K nao sao conhecidos. Contudo, em vista da
simetria da fase nematica, eles podem ser escritos em termos dos elementos de simetria do meio
nematico. Em termos praticos podemos escrever esses tensores como combinagoes dos produtos
apropriados das componentes de 77, da delta de Kronecker, d;;, e do tensor antissimétrico de

Levi-Civita, €;;,. No caso do tensor de segunda ordem L, podemos escrever

L;j = Lininj + Ladi; + Lang€ijr,

20 que equivale a admitir que as distorcdes sao pequenas ao longo de uma distancia da ordem das dimensoes

micelares/moleculares
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onde L, sao escalares desconhecidos.

O primeiro termo das componentes de L;; ¢ formado por um produto de duas componentes
de 77 e 0 segundo termo apenas pela delta de Kronecker. Substituindo esses dois termos na Eq.(1)
encontraremos problemas. Pois esses dois termos violam o requisito de indistinguibilidade entre
os estados 77 e —1. Assim para que essa simetria seja levada em conta devemos impor que
L = Ly = 0. Resta-nos agora, o tltimo termo das componentes de L;;. Esta componente nos

fornece uma contribuicao para F, linear na primeira derivada do diretor, na forma

f1 = Lijnm = Lgnkekijni,j = L3 (ﬁ . 6 X ﬁ) . (2)

Consideremos, agora, o tensor de quarta ordem Kjji; = Kj;. Um tensor como este tem
oitenta e uma componentes! E pode ser decomposto de maneira semelhante a empregada na

decomposicao de L;j, ou seja,

/ " / "
Kijkl = klnmjnknl + anmjékl + anknl(Sij + kgnmkéﬂ + k4ninl(5jk + k4njnk(5kl +

+ k:5njnl5ik + kﬁ(;ijékl + k75ik5jl + k’géﬂéjk.

Aqui, introduzimos dez coeficientes desconhecidos para os dez termos possiveis. Contudo
verifica-se que os coeficientes que denotamos com uma ou duas linhas (’) estao diante de termos

que dao a mesma contribuicao em vista da simetria. Em outras palavras poderiamos ter escrito

1 1
Kiji = kinngngng + §k2 (ninj6p + npnidiy) + kanngdj + 5164 (ninidjr + njngdp)
+  ksnjngdi + Ke0ij0r + k70051 + ksOudjp. (3)

Usando a Eq.(3) verifica-se que Kjjx é, em principio caracterizado por oito nimeros. En-
tretanto, considerando que (7 - 1) = n;n; = 1, os termos que tenham a forma n;n; ; se anulam,
pois n;n; j = 0; (n;n;) /2 = 0. Assim, quando substituirmos (3) em (1) descobrimos que k; =0

quando 7 = 1, 2, 3, 4. Entao as quantidades restantes sao

- 2
k5njnl6ik = kZ5 <ﬁXVXﬁ> ,

. 2
Koo = ke (V1)
/f75ik5jz = kmk,jnk,j,

k85il5jk = kSni,jni,j~ (4)

Desse modo, a contribuicao, quadratica na primeira derivada, a densidade de energia elastica

pode ser escrita como

1
Fo = s Kijrmi jng, =

_ 2 N 2
5 |:]€5 (ﬁ x V X ﬁ) + k()' (V : ﬁ) + k7nk7jnk7j + kgnmnm

DN | —
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Escrevendo que

- 2
Nk, iNk,j = Nk, jNkj + (ﬁ -V X n) s
e que
- 2 - - -
Nk jNjk = (Vn) -V <nV-—i—n><V><n>,

podemos, desta forma, reescrever o conjunto de equagoes (4) na seguinte forma

Fo o= S(hs—k +/<;)(6 ﬁ)2+1k(* Vx4 = (k +k)(*x€xﬁ)2+
2 = 9 6 7 8 27” n 5 5 7))\
— (ki + k) V (ﬁﬁ.mﬁxﬁxﬁ). (5)

Substituindo (2) e (5) em (1) obtemos

F o= %Kll(ﬁ-n) + KQQ(ﬁ V x ) +%K33(ﬁ><6><6)2+
- (K22+K24)V (6 A+7x VX > (6)

onde kg — k7 + ks = K11, ky = Koo, ks + k7 = K33 € kg = Koy.

A equagao (6) é a expressao de Frank para a energia eldstica por unidade de volume de
um nemadtico. As quantidade Kiy, Koo, K33 e (K + Ka4) sdo conhecidas como constante
elastica de splay (divergéncia ou afunilamento), twist (torgao), bend (flexado) e saddle-splay,
respectivamente.

A constante (K + Kyy) representa uma deformagado na superficie do nemético. Entao

quando estamos tratando de um meio continuo essa contribuicao nao deve ser levada em conta.
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Apeéendice B: Configuracao do Diretor

ao Redor de uma Declinacao

A equacao abaixo, encontrada na secao 1.5, descreve a configuragao do diretor ao redor de

uma declinagao

1 3
Vamos utilizar a equacao acima para construirmos a configuracao do diretor ao redor de
uma declinagao para o caso onde 6y = 0 e m =1 (figura 5).
Antes de construir a configuracao do diretor devemos nos lembrar que ¢ é o angulo que
localiza uma micela no plano polar e # é o angulo que o diretor da micela faz com o plano

cartesiano no sentido anti-horario.

ol



Figura 5: Configurag¢ao do diretor ao redor de uma declina¢ao com intensidade m = +1 (iso-

trépico).
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Apéndice C: Grupos de Simetria

Nome do Grupo | Matrizes do Grupo

U(n) Matriz Unitéria n x n (U =1 — U~ = U*)

SU(n) Matriz Unitaria n X n com determinante igual a 1 (S — special)
O(n) Matriz Ortogonal n x n (00 =1 — O~' = 0)

SO(n) Matriz Ortogonal n X n com determinante igual a 1.

Tabela 3: Principais Grupos de Simetria[36].

Podemos citar alguns exemplos destas simetrias na em sistemas fisicos, tais como,

Eletromagnetismo: O grupo associado U(1) estd associado com as forgas elétricas e
magnéticas.

Forga Eletrofraca: O grupo de simetria associada a esta forga ¢ SU(2)xU(1).

Forga Nuclear Forte: Grupo de simetria que descreve esta for¢a fundamental é SU(3).

Espacgo Isotrépico: Um espago isotropico nao ha diregao privilegiada, ou seja, o sistema
possui uma simetria rotacional e pelo teorema de Noether este espaco tem seu momento angular

conservado. E a grupo de simetria que descreve este espago é a simetria SO(3).
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Apeéendice D: Dados Experimentais do
Cristal Liquido Liotrépico

A seqiiéncia dos dados experimentais a seguir é da nossa amostra de cristal liquido liotrépico
(KL/DeOH/D50). Os pontos azuis nas fotos representam defeitos com intensidade negativa e
os pontos vermelhos representam defeitos com comprimento da intensidade positivo. As figuras

34 e 35 foram obtidas utilizando capilares de 100um de espessura, as demais foram obtidas

utilizando capilares 200um.

Figura6: N =14, N, =7e N_=T. Figura7: N =24, N, =13 e N_=11.

o4



Figura 8 N =26, N, =14 e N_ =12 Figura 9: N =24, N, =12e N_ =12

Figura 10: N =32, Ny =15e N_ =1T. Figura 11: N =16, Ny =6 e N_ = 10.

Figura 12: N =16, Ny =6 e N_ = 10. Figura 13: N =15, Ny, =7e N_ =8.
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Figura 14: N =14, Ny =T7e N_=1. Figura 15: N =21, Ny =11 e N_ = 10.

Figura 16: N =18, Ny =8e N_ = 10. Figura 17: N =16, Ny =8e N_ =8.

Figura 18: N =21, Ny =10e N_ =11. Figura 19: N =20, Ny =9e N_ =11.
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Figura 20: N =24, Ny =12e N_ =12 Figura 21: N =16, Ny =8e N_ =8.

Figura 24: N =15 Ny =6e N_=09. Figura 25: N =23, Ny =11 e N_ =12.
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Figura 28: N =33, Ny =16e N_ =1T. Figura 29: N =42, Ny =21 e N_ =21.

Figura 30: N =26, Ny =13 e N_ =13. Figura 31: N =26, Ny =11 e N_ = 15.
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Figura 32: N =24, N, =12e¢ N_ =12. Figura 33: N =22, Ny =11e N_ =11.

Figura 34: N =20, N, =1le N_ =09. Figura 35: N =17, N, =8 e N_ = 0.
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