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Fusao, difusao, confusao...
(Capitulo LXXIX do livro Esai e Jaco de Machado de Assis)

“Era um espetdculo misterioso, vago, obscuro, em que as figuras
wisiveis se faziam impalpdveis, o dobrado ficava inico, o unico

desdobrado, uma fusao, uma confusao, uma difusao...”
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Resumo

Processos estocasticos desempenham um papel importante na dinamica de sistemas
complexos. Tais sistemas sao compostos por intimeros elementos que podem interagem
nao linearmente, resultando em um comportamento global nao trivial; e/ou apresentam
grande complexidade estrutural. Nesse contexto, essa tese é dedicada ao estudo de pro-
cessos difusivos em sistemas complexos, com énfase em difusao anomala. Iniciamos con-
textualizando processos difusivos no estudo desses sistemas, com o objetivo de relacionar
os mecanismos de difusao anomala a natureza das interagoes e as estruturas heterogéneas.
Consoantemente, abordamos as generalizagoes das conjecturas da difusao usual que foram
propostas para modelar sistemas complexos, ou seja, os conceitos e métodos matematicos
de: i) caminhada aleatdria continua no tempo; iz) equacao de difusdo fraciondria; e iii)
equacao de Langevin generalizada. Na sequéncia, investigamos algumas extensoes da
equacao de difusao com vinculos geométricos, denominada modelo de pente. Em parti-
cular, discutimos como o dispersao do sistema ¢ influénciada por forcas externas e pela
presenca do termo de backbone, bem como analisamos o tempo de primeira passagem e a
probabilidade de sobrevivéncia para o modelo de pente. Por meio de solucoes analiticas
dependentes do tempo, obtidas utilizando transformadas integrais e o método das fungoes
de Green, demonstramos como vinculos geomeétricos e efeitos de meméria, estes em ter-
mos de derivadas fracionarias, podem conduzir a uma rica classe de comportamentos

difusivos anoémalos. Por fim, apresentamos nossas conclusoes gerais.

Palavras-chave: Sistemas complexos. Processos estocéasticos. Difusao anomala. Equacao

de difusao. Modelo de pente. Solugoes analiticas.



Abstract

Stochastic processes play an important role in the dynamics of complex systems. Such
systems are compound by several elements which may interact nonlinearly, leading to a
non-trivial global behavior; and/or show high structural complexity. In this context, the
present thesis is dedicated to the study of diffusive processes in complex systems, mainly
focused on anomalous diffusion. Our study begins by contextualizing diffusive processes
in the study of these systems, in order to relate the mechanisms of anomalous diffusion
to the nature of the interactions and to the structural heterogeneities. Thus, we discuss
some generalizations of the conjectures of usual diffusion proposed to model complex sys-
tem, i.e., concepts and mathematical methods give by: ) continuous time random walk;
i1) fractional diffusion equation; and #ii) generalized Langevin equation. Following, we
investigate some extensions of the diffusion equation with geometrical constraints, called
comb model. In particular, we discuss the relation between the spreading of the system
with the presence of external forces, and with the presence of the backbone term. We
also analyze the first passage time and the survival probability of the comb model. By
means of time dependent analytical solutions, obtained by using integral transform and
the Green’s Functions approach, we show how geometrical constraints and memory effects
(fractional derivatives), can lead to a rich class of anomalous diffusive behaviors. Finally,

we present our general conclusions.

Keywords: Complex systems. Stochastic processes. Anomalous diffusion. Diffusion

equation. Comb model. Analytical solutions.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de sistemas complexos tem se desenvolvido notoriamente nas tultimas décadas
[1, 2] com a colaboragao de pesquisadores das ciéncias naturais, humanas e sociais, sendo
esse um possivel caminho para preencher a lacuna que existe entre essas distintas areas do
conhecimento. Dessa maneira, o estudo de sistemas complexos transcende as disciplinas
tradicionais e tem sido uma nova fonte de insights na Fisica, Biologia, Geologia, Cosmo-
logia e também nas Ciéncias Sociais [3]. Stephen Hawking!, por sua vez, classifica esse
século como o século da complexidade. Portanto, uma notavel e inerente caracteristica
do estudo de sistemas complexos é a sua multidisciplinaridade.

Entretanto, nao existe uma maneira simples e singular para definir complexidade, fato

esse muito bem elucidado nas seguintes palavras de Murray Gell-Mann [4]:

“Probably no single concept of complexity can adequately capture our intuitive
notions of what the word ought to mean. Several different kinds of complexity

may have to be defined, some of which may not yet have been conceived.”?

Da mesma maneira, nao existe uma definicao singular para descrever o que sao sistemas
complexos. No prefacio do livro Complex Systems and Binary Networks [5] encontramos

um modo agradavelmente vago de definir sistemas complexos:
“Complex Systems are like beauty: You know it when you see it.”3

Uma maneira eficaz de compreender intuitivamente o que sao tais sistemas é por meio
de alguns exemplos: colonias de insetos, trafegos dereo e rodoviario, cérebro humano,

formacao de opiniao em sistemas sociais, dinamica do mercado financeiro e a internet.

'Em 23 de Janeiro de 2000 Stephen Hawking disse no SAN JOSE MERCURY NEWS: “I think the
next century will be the century of complexity.”

2 “Proyavelmente nenhum conceito inico de complexidade pode capturar adequadamente nossas nogées
intuitivas do que essa palavra deve significar. Vdrios tipos distintos de complezidade podem ser definidos,
alguns dos quais podem ainda nem terem sido concebidos”.

3 “Sistemas Complexos sdo como a beleza: vocé a (re)conhece quando a vé.”



Esses poucos sistemas citados compartilham o fato de serem constituidos por uma grande
diversidade de partes elementares (ou elementos) que interagem entre si — geralmente de
modo nao linear — e sao caracterizados por um comportamento global (ou macroscépico)
emergente e nao trivial, o qual resulta dessas interagoes, mas que geralmente é muito
dificil de ser predito a partir delas.

Nessa breve discucao sobre o conceito de complexidade é importante abordar as di-
ferengas entre caos (processos cadticos) e ruido (processos estocdsticos). De acordo com
a argumentagao de West et al. [6], um sistema nao linear com apenas algumas variaveis
dinamicas pode gerar padroes aleatérios, e portanto, tem solugoes cadticas. Dessa ma-
neira, encontramos as mesmas restricoes em nossas habilidades de conhecer e compreender
um sistema quando existem apenas poucos elementos dinamicos bem como quando existe
um grande numero de elementos dinamicos, mas isso por diferentes razoes. Vamos nos
referir ao tltimo caso de processo aleatério como processo estocdstico (ruido), ou seja, a
influéncia imprevisivel do meio sob o sistema. Aqui, assume-se que o meio é composto
por um numero infinito de elementos, os quais nao conhecemos, mas eles estao acoplados
ao sistema de interesse e perturbam-no de uma maneira aleatdria, isto é, nao conhecida.
O caos por sua vez é uma consequéncia das interacoes deterministicas nao lineares em um
sistema dinamico isolado, resultando em um comportamento erratico de predicatibilidade
limitada. Caos é um propriedade implicita de um sistema complexo, enquanto ruido é
uma propriedade do meio em contato com o sistema de interesse. Caos pode, portanto,
ser controlado e predito em pequenos intervalos de tempo, enquanto ruido — relacionado a
correlagoes de curto alcance — nao pode ser predito nem controlado, exceto talvez por meio
da maneira que ele interage com o sistema. Portanto, no decorrer do texto ao utilizarmos
a terminologia aleatorio (e termos derivados) subentende-se que estamos nos referindo a
processos estocédsticos. Uma abordagem mais detalhada sobre a distingao entre caos e
ruido pode ser encontrada na Ref.[7].

Ainda segundo West et al. [6], essa distin¢do entre caos e ruido destaca uma das
dificuldades em formular uma medida nao ambigua (inequivoca) de complexidade. Uma
vez que ruido nao pode ser predito ou controlado ele pode ser visto como sendo complexo,
portanto, sistemas com muitos graus de liberdade que manifestam aleatoriedade podem
ser considerados complexos. Por outro lado, um sistema com apenas alguns elementos
dinamicos, quando esse é cadtico, pode ser considerado como simples. Assim, dois sistemas
com aparentemente o mesmo comportamento erratico podem, devido a distintas causas
desses comportamentos, apresentar definigoes conflitantes de complexidade. Nesse sentido
o conceito de complexidade é problematico e uma nova abordagem para sua definicao é
necessaria desde que ruido e caos sao confundidos entre si com frequéncia. Contudo, nao
temos a intencao de nos aprofundarmos mais na discussao epistemoldgica do conceito de
complexidade.

Em relagao a estrutura, Feldman et al.[8] definem sistemas complexos como uma classe
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muito ampla e geral de materiais que sao tipicamente nao cristalinos. Polimeros, bio-
polimeros, sistemas coloidais, células bioldgicas, materiais porosos e cristais liquidos, de
acordo com [8], podem ser todos considerados como sistemas complexos.

Nesse cenario, que demonstra perspectivas fecundas de pesquisa, nao é nenhuma sur-
presa que o estudo de sistemas complexos tenha despertado grande interesse de parte
da comunidade da Fisica, em particular da Fisica Estatistica. Schadschneider et al.[9]
destacam que alguns fisicos estatisticos, motivados pelo sucesso dos conceitos e técnicas
da Mecanica Estatistica em compreender as propriedades fisicas da matéria inanimada,
deram passos ousados ao explorar territérios que vao além das fronteiras tradicionais
da fisica usando as mesmas ferramentas. De fato, a abordagem da fisica estatistica tem
revelado sua conveniéncia e provado ser muito eficaz para descrever tais sistemas, particu-
larmente considerando a sua capacidade de abordar a conexao entre a evolugao dinamica
microscopica dos elementos basicos do sistema e a emergéncia de fenomenos macroscopicos
[10].

De modo geral, os objetivos da Fisica Estatistica podem ser assim resumidos [11]: por
um lado estudar sistemas compostos de um nimero grande de elementos interagentes; e
por outro lado predizer o comportamento macroscépico (ou coletivo) do sistema conside-
rado a partir de leis microscopicas que governam a dinamica individual dos elementos.
Ambos objetivos, até certo ponto, sao também compartilhados pelo que chamamos atual-
mente de ciéncia dos sistemas complexos. Ainda de acordo com [11], sistemas estudados
no ambito da Fisica Estatistica podem ser considerados como os exemplos mais simples
de sistemas complexos. Em relagao as outras ciéncias que objetivam descrever o com-
portamento coletivo de sistemas complexos, outra vantagem da Fisica Estatistica é a
possibilidade de uma abordagem matematica ja bem desenvolvida e estabelecida. Con-
tudo, ainda nao existe a Mecanica Estatistica definitiva para sistemas complexos. Nessa
dire¢ao, Thurner e Hanel [12] contribuiram significantemente ao considerarem algumas
das principais caracteristicas dos sistemas complexos: quebra de ergodicidade, interagoes
fortes ou de longo alcance e nao markovianas.

Entre os topicos de pesquisas da Fisica Estatistica o conceito de difusao possui um
papel importante, sendo parte da agenda dos fisicos pelo menos desde os trabalhos de
Einstein, Smoluchowski e Langevin, os quais demonstraram que fenomenos difusivos po-
dem ser interpretados como a manifestagao macréspica de um processo microscopico es-
tocdstico (movimentos irregulares das particulas). Tais fendmenos sao onipresentes na
natureza (desde dtomos a galdxias) e até mesmo na sociedade. Nesse tdltimo caso, o
termo “particulas” pode representar ideias ou seres humanos. Como tais processos ocor-
rem em todos os estados da matéria e em diversas escalas de tempo e comprimento, o
conceito de difusao é bastante geral, sendo de grande interesse cientifico em diversas areas
das ciéncias naturais tais como Fisica, Biologia, Quimica e Geologia.

Processos difusivos também possuem notavel relevancia pratica tanto na industria
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[13] quanto na manutencao da vida (processos biolégicos). Por exemplo, na ciéncia dos
materiais [14] a difusdo desempenha um papel importante na cinética de varias mudangas
microestruturais que ocorrem durante o processamento de ligas metdalicas, ceramicas,
vidros, polimeros e semicondutores. Por sua vez, em sistemas bioldogicos, a difusao é
essencial para o transporte intracelular e, como destacado por Regner [15], possui um papel
importante em cada processo bioquimico nas células vivas. Vattulainen e Mouritsen [16]
vao além e afirmam que a natureza, para aproveitar a onipresenca e robustez da difusao
tem desenvolvido estratégias para compartimentar e estruturar a matéria viva em escalas
que vao desde nanometros até o tamanho de células inteiras e organismos.

Nesse sentido, a difusao é incontestavelmente um tépico universal, inter e mutidisci-
plinar. Além disso, outro fator que corrobora com a interdisciplinaridade do conceito de
difusao é o surgimento de sua formalizacao matematica, em termos da equacao de difusao,
de maneira independente em diferentes contextos (veja Ref.[17]): na econometria com Ba-
chelier; na teoria dos erros com Edgewort e Thiele; e na fisica com Rayleigh (estudo de
vibragoes sonoras), Einstein e Smoluchowski (estudo do movimento browniano).

Portanto, o estudo e compreensao de processos difusivos é algo imprescindivel também
no estudo de sistemas complexos. Desse modo, o intuito desta tese é estudar conceitos
e mecanismos de difusao anomala, bem como utilizar os métodos fisicos-matematicos
desenvolvidos na Fisica Estatistica para modelar processos difusivos, estendendo e/ou
generalizando tais métodos de forma a contribuir diretamente em problemas que buscam
uma melhor compreensao da dinamica anomala de sistemas complexos. No que segue,
apresentaremos alguns conceitos e métodos no Capitulo 2, os quais sao necessarios para
motivar e ajudar compreender os investigacoes reportadas no Capitulo 3. Por fim, no

Capitulo 4, apresentamos nossas conclusoes gerais.
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Capitulo 2

Difusao Anomala e Sistemas

Complexos

2.1 Difusao usual

Fenomenos de flutuacao sao onipresentes na natureza. Por exemplo, considere uma
pequena particula movendo-se em um fluido viscoso. De acordo com as leis da Mecanica,
espera-se que a particula atinja um estado de equilibrio apés algum tempo de relaxacao,
devido a acao do atrito. Contudo, experimentos mostraram que a particula mantém-se
agitada (em movimento aleatério) e exibe difusao. Se a origem fisica dessas flutuagoes da
posi¢ao era um mistério no tempo de sua primeira investigacao detalhada feita por Robert
Brown em 1827 [18], hoje sabemos que elas sdo induzidas pelas colisoes irregulares de mui-
tas moléculas do fluido circundante. Conforme suposto por Albert Einstein em 1905 [19],
a observacao do movimento irregular (browniano) da particula revela a natureza molecu-
lar do fluido e sua agitacao termal. Sendo extremamente pequenos, portanto, despreziveis
para objetos macroscépicos, os efeitos de flutuagao dominam a escala microscopica e sao,
assim, particularmente relevantes, por exemplo, no nivel de uma célula bioldgica.

Matematicamente, a dinamica de particulas pequenas (brownianas) podem ser des-
critas, segundo Einstein, por uma equacao de difusao usual ou mais geralmente uma

Fokker-Planck )

9 ol 1) = Dol ), 2.1)
relacionada com processos markovianos, isto é, eventos de natureza aleatéria e nao cor-
relacionados. Na equac@o acima p(x,t) representa a fungao distribui¢ao probabilidade
de encontrar a particula na posicao x + dx no tempo t e D representa o coeficiente de
difusdo. Um método alternativo, proposto por Paul Langevin em 1908 [20], faz uso de
uma generalizacao da equacao do movimento de Newton: a equacao de Langevin. Uma

nova forga estocastica (ruido) é introduzida para considerar explicitamente as flutuagoes
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térmicas, isto €,

Y- ot (22)
na qual v denota a velocidade da particula, ( esta relacionado com a forca de atrito e
&(t) representa a forga aleatéria, ou fonte de “ruido”. No caso de sistemas markovianos,
¢ utilizado o ruido branco o qual possui como propriedades (£(t)) = 0 e (£(t)E(t)) =
kgT(t—t"). Esse método deu origem ao que conhecemos hoje como processos estocasticos.

Mais formalmente, a onipresenca da difusao na natureza e a universalidade de proces-
sos difusivos usuais resultam de conexoes profundas com resultados gerais da teoria da
probabilidade, tais como o Teorema do Limite Central, o qual assegura que incrementos
independentes e identicamente distribuidos de uma varidvel aleatéria (posigdo de uma
particula, por exemplo) com média e variacia finitas sempre geram uma distribuigao de
probabilidade gaussiana [16]. Dessa conexao, origina-se uma das principais caracteristicas
da difusao usual: a dispersao! usual do sistema descrita pelo comportamento temporal

linear da variancia, ou seja,
o3 (t) = ((z — (x))?) ~ t. (2.3)

De fato, Einstein em 1905, ao desenvolver sua celebrada teoria sobre o movimento brow-
niano, assume duas consideracoes importantes, que estao relacionadas as condi¢oes para

as quais o Teorema do Limite Central é valido:

e Cada particula executa um movimento que é independente do movimento de todas

as outras particulas;

e Os movimentos da mesma particula em intervalos de tempos diferentes sao proces-
sos mutualmente independentes (em intervalos de tempos pequenos, mas suficiente-

mente grandes para dar margem a observagao).

De maneira mais especifica e também baseado em aspectos fisicos, Kimmich [21] des-
creve as condigoes para que o deslocamento de uma particula seja considerado “normal”

ou ‘“usual”:

e As trajetorias da particula correspondem a caminhadas puramente aleatorias. Nao
existem correlagoes ou efeitos de memoria entre os passos elementares no que se
refere a probabilidade (sem distribuigao de tempo de espera entre um passo e outro)

e a diregao (o sistema é isotrépico);

e Os deslocamentos da particula nao sao restritos a escala temporal do experimento.
Nao existem bordas, confinamentos geométricos, obstaculos ou heterogeneidades no
meio onde ocorre a difusao. Em principio, esse meio é homogéneo e “infinito”.

Qualquer possivel trajetoria da particula no espago é permitida;

Durante o decorrer do trabalho usaremos também a terminologia deslocamento quadrddico médio.
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e Nao ha obstrucao mutua das particulas.

Portanto, a difusao usual estd intrinsecamente relacionada com processos markovianos,

isto é, eventos de natureza aleatoéria e nao correlacionados.

2.2 Difusao anomala

Diferentemente do que foi mencionado anteriormente, desde o trabalho de Richard-
son em 1926 [22], muitos tém sido os sistemas estudados nos quais os processos difusivos
apresentam um comportamento nao usual, nos quais a dispersao apresenta um compor-
tamento nao linear com o tempo e/ou um propagador ndo gaussiano. Nesses casos, nos
quais as conjecturas que definem a difusao usual nao valem, é comum utilizar o termo

difusao anomala, que é principalmente caracterizada pelo comportamento lei de poténcia

2

2(t) ~ t*. O expoente a é conhecido como expoente de difusio andémala,

da variancia, o
ou somente como expoente anomalo. Para a = 1 temos o comportamento usual. Os ter-
mos sub-difusao e superdifusao designam os casos @ < 1 e a > 1, respectivamente. Além
disso, incrementos independentes e identicamente distribuidos de uma variavel aleatéria
com segundo momento divergente também nao correspondem a difusao usual. Porém,
a generalizacao do Teorema do Limite Central assegura que incrementos desse tipo de
variavel sempre geram distribuigoes estaveis de Lévy.

No caso de sistemas complexos, que sdo caracterizados por interagoes fortes e/ou de
longo alcance, é esperado que as conjecturas que conduzem a difusao usual nao sejam
as mais apropriadas para descrever processos difusivos nesses sistemas. Tais interacoes
entre os elementos de um sistema possuem um papel fundamental no comportamento
global emergente, o qual pode apresentar correlagdes temporais e/ou espaciais (processos
nao markovianos). Para descrever tais sistemas, algumas generalizagoes da Mecanica Es-
tatistica classica de Boltzmann-Gibbs tém sido consideradas [23, 24], as quais demonstram
que a difusao usual pode ser vista como um caso particular, sugerindo que os processos di-
fusivos em sistemas complexos apresentam uma dinamica anomala em virtude da natureza
das interacoes.

Além das interacoes, outro aspecto que pode causar a difusdo nao usual em sistemas
complexos é a estrutura heterogénea desses sistemas. Por exemplo, a difusao em espagos
com dimensao nao inteira, tais como estruturas fractais [25], nas quais a dispersao pode
estar relacionada com a dimensdo fractal dy, do sistema, o2(t) ~ t2/4w sendo que a
difusao usual corresponde ao caso particular dy = 2. Por outro lado, algumas estruturas
podem nao apresentar um “espaco fisico” bem definido, tais como as redes complexas
livres de escala [26], cujos exemplos mais proeminentes sao a rede WWW (World Wide

Web) e a Internet. Como destacado em [21], a geometria do sistema também pode ser

um fator fundamental no comportamento difusivo de um dado sistema.
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Por fim, destacamos os processos difusivos em células vivas, sistemas complexos que
apresentam tanto a presenca de distintos tipos de interagoes quanto heterogeinidade estru-
tural. Nesses sistemas as interagoes ocorrem tanto no nivel intracelular (macromoléculas
e organelas no citoplasma) quanto no nivel extracelular (transporte através de membra-
nas e migragao celular) [27, 28]. Estudos experimentais sobre o movimento de particulas
em células vivas tem relatado que a difusao pode ser subdifusiva [15, 29, 30, 31], su-
perdifusiva [32, 33] ou possuir diferentes comportamentos difusivos dependendo da escala
temporal analisada [34]. Contudo, os mecanismos microscépicos adjacentes do movimento
subdifusivo em células vivas ainda nao sao identificados sem ambiguidade [35, 36]. Ade-
mais, Robson et al [37] destaca que diferentes modos complexos de difusdo coexistem e
que discrimina-los em nivel molecular é um desafio devido ao comportamento estocdstico
subjacente. Entre os possiveis mecanismos da dinamica anomala encontram-se a aglo-
meracao molecular, a propriedade viscoelastica do meio e o confinamento ou aprisiona-
mento de particulas. Esses mecanismos podem estar relacionados a geometria heterogénea
das células e/ou com interagoes bioquimicas entre os elementos do sistema.

O comportamento da dinamica andémala em diversos sistemas complexos [38], em
particular células vivas, tem sido modelado com relativo sucesso por métodos fisico-
matematicos tais como: i) caminhada aleatéria continua no tempo, i) equagao de di-
fusao fraciondria e iii) equacao de Langevin generalizada. Tais métodos sdo as nossas
principais ferramentas e discorreremos um pouco sobre eles na sequéncia, de modo a dei-
xar evidente que esses podem ser eficazes e contribuir para uma melhor compreensao de

sistemas complexos.

2.3 Caminhada aleatdéria continua no tempo

O melhor modelo fisico é aquele mais simples que pode explicar todos os dados expe-
rimentais com o menor numero de suposicoes possivel. Um desses modelos é a caminhada
aleatoria, que mesmo em sua forma mais simplista fornece uma descricao fisica da difusao
ordindria (usual). A forca real desse modelo, entrentanto, estd na facilidade com a qual
ele pode ser generalizado para descrever fenémenos mais complexos, tais como processos
aleatorios com memoria de longo alcance.

O termo random walk, isto é, caminhanda aleatéria, foi introduzido por K. Pearson
[39] em 1905, embora o conceito em si ja tenha sido proposto desde 1880 por Rayleigh
[40]. Por sua vez, o termo continuous time random walk (caminhada aleatéria continua
no tempo), apareceu pela primeira vez no trabalho de Montroll e Weiss [41], no qual
foi estudado a dispercao anomala em sélidos amorfos. Os autores perceberam que as
cargas elétricas ao se moverem em meios amorfos tém a tendéncia de ficarem presas nas
armadilhas oriundas das imperfei¢oes locais, e apds algum tempo conseguem escapar em

virtude das flutuacoes térmicas. Nesse caso, o tempo entre um passo e outro na caminhada
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aleatoria nao é constante; todavia, é subordinado a uma distribuicao de probabilidade do
tipo lei de poténcia.

Comegamos considerando uma caminhada aleatéria na qual o caminhante (particula),
por simplicidade, esta confinado em uma dimensao. O tamanho dos passos, assim como
o intervalo de tempo entre esses, nao sao constantes, contudo, estao vinculados a algum
tipo de distribuicao continua de probabilidade. Mediante isso, seja ¥ (z,t) a distribui¢ao
de probabilidade de realizar um passo de comprimento x durante um intervalo de tempo
entre t e t +dt. A soma da probabilidade total de transicao, isto é, de passar de um lugar
para outro nesse intervalo de tempo v (t) com a probabilidade de permanecer no mesmo
ponto ®(t) deve ser igual a unidade. Portanto, ®(¢) =1 — f(f Y(7)dr, ou na representacao
no espago de Laplace, ®(s) = (1 — ¢(s))/s.

O que almejamos agora é saber qual a probabilidade, p(x,t), de que o caminhante es-
teja em alguma posicao x no tempo t. Para isso, considera-se a densidade de probabilidade
do caminhante chegar em = durante o intervalo de tempo entre t e t 4 dt, representada

pela fungao n(x,t) com

n(z,t) = /_00 da’ /000 dt'n(2', t")p(x — 't — ')+ 0(t)0(x). (2.4)

Na equacao acima, o segundo termo do lado direito da igualdade representa a condigao
inicial do caminhada aleatdria. Assim sendo, a probabilidade p(z,t) é obtida multipli-
cando a densidade de probabilidade de transicao pela probabilidade de permanecer na

mesma posicao e integrando no tempo, ou seja,

p(z,t) = /0 n(x,t —7)0(r")dr'. (2.5)

Substituindo a equagao (2.4) em (2.5) e considerando a mudanga de varidavel 7 = 7/ + ¢/,

obtemos

pla,t) = /_ T /0 o D — ot — 7Y+ (1)), (2.6)

A probabilidade p(x,t), equagao (2.6), estd representada na forma de uma equagao
integral, o que a torna “nao amigavel”. Utilizando transformadas integrais de Fourier e

Laplace é possivel obter
1 1-4(s)
k,s)= .
p( 78) 1—¢(k,3) S

Com a equacao (2.7) a resolucao do problema fica dependente da escolha da distribuigao

(2.7)

de probabilidade ¥ (k, s). A escolha mais simples é quando a distribuigdo para o tama-
nho dos passos e a distribuicao do tempo de espera entre dois passos consecutivos sao
independentes, isto é, ¥ (x,t) = MNx)(t) (ou ¥(k,s) = A(k)(s)).

Dependendo das escolhas de A(z) e 1(t) o caminhada aleatéria pode representar o

processo difusivo usual ou o caso anoémalo [42], descrito também pela equacao de di-
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fusao fraciondria (a conexao e equivaléncia entre esses dois métodos ocorre no espago de
Laplace-Fourier). Por exemplo, Ribeiro et al [43] demonstraram que é possivel obter di-
ferentes regimes difusivos realizando mudancas apropriadas na escolha das distribuicoes
do tamanho dos passos e do tempo de espera.

Em resumo, os mecanismos de difusao anoémala relacionados a caminhada aleatoéria
continua no tempo sao a presenca de “armadilhas”, resultando em tempos médio de espera
divergentes que geram subdifusao; e saltos de Lévy, ou seja, a distancia percorrida pelo

caminhante em um passo pode ocorrer em diversas escalas de comprimento.

2.4 (Calculo fracionario e

equacao de difusao fracionaria

2.4.1 Conceito

O conceito de cdlculo fraciondrio® é quase tao antigo quanto o célculo tradicional,
como indicado na carta de Leibniz para L’Hospital de 1695. Sendo os primeiros estudos
sistematicos atribuidos a Lacroix, Laurent, Liouville, Riemann, Leibniz entre outros re-
nomados mateméticos [44]. Desse ponto de vista histérico, o cdlculo fraciondrio pode ser
descrito como uma extensao do conceito do operador diferencial de ordem inteira n para
uma ordem arbitraria 7y, cujos valores podem ser reais ou complexos:

n
a — ﬂ (2.8)
dx™ dx

Apesar desse conceito ter despertado o interesse de grandes matematicos, o trabalho
de Abel sobre o problema da curva tautocronica de 1823 permaneceu, de acordo com [44],
por muito tempo sendo, talvez, o tinico exemplo de uma solucao dada em termos de uma

derivada fracionaria, ou seja, ele mostrou que a equacao integral

L[ g(u) —
F(’y)/o (x_u)l—wdu—f( ) 0<y<l1 (2.9)

tem como solucao

g(x) = ﬁ% /02 %du. (2.10)

2A terminologia “calculo fracionario” é tido por alguns autores como um abuso de linguagem , sendo
)
a designacdo mais apropriada ”integracao e diferenciacdo de ordem arbitraria”. Apesar disso, essa ter-
minologia ¢é utilizada desde a época de L’Hospital
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Contudo, o calculo fracionario somente comecou a deixar de ser um objeto de estudo pura-
mente matemético e ter aplicagoes praticas nas ultimas décadas [45, 46, 47, 48]. De acordo
com Ref. [49], a dinamica fraciondria tem se desenvolvido rapidamente juntamente com
a teoria de controle fraciondrio, certificando que o calculo fracionario é uma ferramenta

fundamental para descrever a dinamica de sistemas complexos.

2.4.2 Definicoes

No que concerne as derivadas fracionarias no tempo, entre as varias definicoes, va-
mos abordar os operadores de Riemann-Liouville, Caputo e Griinwald-Letnikov. Os dois
primeiros serao utilizados ao longo dessa tese; e o ultimo, embora nao utilizado aqui,
destaca-se no tratamento numérico de equagoes diferenciais fracionarias. Em relacao as
derivadas fracionarias no espago, consideraremos apenas o operador de Riesz—Feller, o

qual também sera utilizado no decorrer do texto.

Operador de Riemann—Liouville

O operador (ou derivada fracionaria) de Riemann-Liouville é definido pela seguinte

expressao integro-diferencial

- 1 d !

cuja transformada de Laplace é dada por

k-1

LD} =5 A () = 0 [P M) (2.12)

k=0 =0

De acordo com Podlubny [50], a definigao (2.11) desempenhou um importante papel para
o desenvolvimento da teoria das derivadas e integrais fracionarias e para suas aplicagoes
na matematica pura. Entretanto, essa formulagao apresenta problemas na interpretacao
fisica das condigoes iniciais. Destacamos ainda, apenas como ilustracao, que ao utilizar
a defini¢ao (2.11), a derivada de uma constante A nao é igual a zero. Por exemplo, para
v =1/2, temos

AtTYV2 A

12 4 _ _
oD}/?A = NIRRT (2.13)

Operador de Caputo
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Motivado pela necessidade de uma definicao de derivada fracionaria que possibilitasse
a utilizacdo de condigdes inicias fisicamente interpretéveis (f(0),f'(0),---), M. Caputo

propos a seguinte defini¢ao

oY B 1 b (r)dr
%f(t)_F(n—v)/o G nol<osn (2.14)

sendo d7/dt"” denominado operador de Caputo, cuja transformada de Laplace é dada por

d < -
5{% (t)} =s7f(s) — ;sw—l—ffm(()), n—1<~vy<n. (2.15)

De fato, a evidente preferéncia pelo operador de Caputo em problemas aplicados e teoria
de controle esta relacionada com o tratamento das condigoes iniciais. Com tais derivadas
fracionarias, as condigoes iniciais possuem a mesma forma utilizada nas equacoes dife-
renciais de ordem inteira, logo possuindo as mesmas interpretagoes fisicas (por exemplo,
f£(0), f(0) e f”(0) sao respectivamente a posi¢ao inicial, a velocidade inicial e a aceleragao

inicial). Além disso, a derivada de Caputo aplicada a uma constante é zero.

Operador de Griinwald-Letnikov

A derivada fraciondria de Griinwald-Letnikov é uma generalizagao direta da derivada
ordinaria e conduz a formulas e equagdes que recuperam os casos ordindrios quando a
ordem da derivada torna-se inteira. Esse operador de ordem ~, com m —1 < v < m pode

ser definido por

« e 1 ' 1 p(m)
D — )T : 2.1
Pl = 3 ¢ SO [ o

Para o caso 0 < <1 (m = 1), a transformada de Laplace obtida é

L{cDg,f(t)} = [(0)s"" + (sf(s) — f(0)) 877! = s7f(s). (2.17)

Porém, esta nao é a definicao original da derivada de Griinwald—Letnikov. A primeira

definicao foi dada em termos do limite
- Y
Y — i -y _1\k .
PRl 0) = iy S () (7) e (218)

Essa expressao, apesar de nao ser conveniente para analise, mostra-se muito til para
aproximacoes numeéricas. Devido a nossa abordagem analitica no decorrer dessa tese, nao

vamos utilizar esse operador. Contudo, para uma abordagem mais detalhada das propri-
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edades e aplicacoes da derivada fracionaria de Griinwald—Letnikov pode ser encontrada
na Ref. [51]

Operador Riesz—Feller

De maneira geral, a derivada fraciondria no espaco de Riesz-Feller é representada

explicitamente por

P r<1:u>{sm<u+(, fx+£§l+# f(@) 4o
+ sm (u— 9 / fx—i—éw J( )dﬁ} (2.19)

com 0 < p < 2e |0 < min(u,2— p), sendo € o parametro de assimetria. No decor-
rer desse trabalho, consideraremos # = (. Nesse caso, assumimos a seguinte notagao
Db f(x) = 0"/0|x|*, portanto,

0" P +p) wr fl@+8) —26f(x) + f(z - &)
o @) - i () [ B o (220)
cuja transformada de Fourier é dada por
o i
Flgup/ @} = -k (2:21)

A representacao no espago de Fourier é de grande importancia, uma vez que ao lidarmos
com equagoes diferenciais parciais as transformadas integrais sao ferramentas essénciais.
Além disso, derivadas fracionédrias no espaco estao relacionadas aos processos estocaticos

do tipo Lévy.

2.4.3 Conexao com sistemas complexos

Uma questao que emerge naturalmente é: quais seriam as propriedades das deriva-
das fracionéarias que as tornam apropriadas para modelar determinados sistemas comple-
xos? A resposta esta na propriedade exibida por muitos sistemas citados na introducao:
dinamica nao local, isto é, processos nos quais a dinamica possui certo grau de “memoria’”.
Operadores fracionarios sao nao locais, enquanto derivadas ordinarias sao claramente de-
rivadas locais. Em outras palavras, a derivada fracionaria nao depende somente das
condicgoes locais, mas depende de toda “historia” da funcao. A nao localidade temporal

da derivada fracionaria no tempo nao viola os principios basicos da Fisica, conforme esses
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se referem a causalidade [38]. Na verdade, nao localidade causal no tempo é um fenémeno
comum em sistemas fora do equilibrio conhecido como histerese, dependéncia da histéria

e memoria [52].

Efeito memodria

Como vimos, uma possivel interpretacao fisica de equacoes com derivadas e inte-
grais fraciondrias com relacao ao tempo, é a presenca de memoria nos sistemas que essas
equacgoes descrevem. Para elucidar isso e ter uma nogao um pouco mais intuitiva, consi-
deramos os efeitos de memoria e o casos limites amplamentes utilizados na Fisica: i) a
auséncia de memdria; i7) a memdria completa ou total; 7ii) a memoria lei de poténcia.

Suponha que a evolu¢ao de um sistema dinamico em que alguma quantidade F'(t) esta

relacionada a outra quantidade f(t) por meio de uma fungao memoria M (t):

F(t) = /0 M- 7) F(r)dr. (2.22)

A Eq. (2.22) significa que o valor F(t) estd relacionado a f(¢) por uma operagao de
convolucgao

F(t) = M(t) * f(t). (2.23)

Além de definir matematicamente o conceito de meméria, a Eq. (2.22) é uma tipica
equacao nao markoviana obtida no estudo de sistemas acoplados ao meio, considerando-
se a média dos graus de liberdade do sistema. A seguir consideraremos os casos especiais
da Eq. (2.22).

i) Para um sistema sem memoria, temos um processo markoviano e a dependéncia

temporal da funcao memoria é
M(t—71)=4(t—1), (2.24)

sendo 0(t — 7) a fungao® delta de Dirac. A auséncia de memdria implica que a fungio
F(t) é definida por f(t) somente no instante ¢. Para esse caso limite, o sistema perde
(esquece) todos os estados (anteriores) exceto pelo estado com densidade infinitamente
alta. Usando (2.22) e (2.24), temos

F(t) = /0 (- 1) F(r)dr = F(1). (2.25)

A expressao (2.25) corresponde ao processo com auséncia total de memoéria. Em outras

palavras, isso significa que a cada passo da evolucao do sistema, o estado subsequente

3A denominacdo formalmente mais adequada seria distribuicdo delta de Dirac.
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depende somente do estado atual do sistema e nao de todos os estados anteriores em
quais o sistema ja esteve.

i1) Se efeitos de meméria sao introduzidos no sistema, a fungao delta cede lugar a
alguma fun¢ao no intervalo de tempo durante o qual f(t) afeta a fungao F'(t). Portanto,

para esse caso limite, seja M (t) a funcao passo (step function)

Mt—7) =t  (0<7<t)
M({t—-71) = 0, (1 >1). (2.26)

O fator t~! é escolhido de tal maneira que a normalizacao da funcao memoria seja igual

a unidade: .
/ M(7)dr = 1.
0

Portanto, durante a evolucao do processo, o sistema passa continuamente por todos os

estados sem qualquer perda. Nesse caso,

Fi) =+ [ 5o

o que corresponde a memoria completa.

i71) A funcdo memoria tipo lei de poténcia
M(t—71)= Myt —7)"" (2.27)

indica a presenga da derivada ou integral fracionaria. A substituigao de (2.27) em (2.22)

conduz-nos a definicao da integral fracionaria de ordem -~:

F(t) = A /t(t — ) f(r)dr, (0<y<1), (2.28)
I'(v) Jo

em que I'(y) é a fungdo Gamma, e A = ['(y)My. O parametro A pode ser considerado
como a forca da perturbacao que o meio induz no sistema. A interpretagao fisica da
integracao fraciondaria é a existéncia de um efeito memoria do tipo lei de poténcia. A

memoria determina um intervalo ¢ durante o qual a fungao f(7) afeta a fungao F'(t).
Vale ressaltar que os casos (i7) e (iii) correspondem a processos ndo markovianos. Em
particular, a forma da integral fracionaria (2.28), relacionada com a memdria do tipo lei
de poténcia, estd presente nas definicoes dos operados de Riemann-Liouville, Caputo e

Griinwald-Letnikov, e também na equacao de Langevin generalizada.

Equacao de difusao fracionaria
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Nesse contexto, a equacao de difusao fracionédria é uma ferramenta eficaz no estudo de
processos de transporte anomalo, sendo representada por
Pp(z,t)  Op(z,1)

55 =D E (2.29)

Nesta equagao D representa o coeficiente de difusdo, as derivadas fraciondrias 97/0t7 e
0" /O|z|* correspondem, respectivamente, aos operadores de Caputo e Riesz—Feller. Con-
sequentemente, 0 <y <1e 0 < pu < 2. A equacao (2.29), sujeita a condicao de contorno
p(£00,t) = 0 e a condigao inicial arbitréria e normalizada p(x,0), tem como solucdo o

propagador nao gaussiano representado pela funcao de Fox

1 o[zl (L) (L3)
G(z,t) = NG H s {(22)157)1/# (3:3).(13).(n

Para o caso v # 1 e u = 2 o propagador descreve um processo difusivo anémalo com

) } . (2.30)

N[

o%(t) ~ 17, quando p # 2 a variancia nao ¢é finita. J4, o propagador gaussiano corresponde
ao caso particular, y =1, u =2 e p(z,0) = §(x).

Extensoes e generalizagoes da equagao (2.29) tém demonstrado grande aplicabili-
dade em distintos sistemas fisicos [53], pois processos estocasticos governados por tais
equagoes refletem os efeitos de memoria no nivel microscopico. Além disso, a utilizagao
de equagoes diferenciais parciais fornece uma grande flexibilidade na escolha das coorde-
nadas e condigoes de contorno a serem consideradas, sendo muitas vezes possivel obter

solugoes analiticas para descrever sistemas que possuem certo grau de complexidade.

2.4.4 Equacao de Langevin generalizada

Outra possibilidade para descrever processos estocasticos de transporte é considerar
as flutuacoes do sistema como uma forca de carater aleatério na equacao do movimento.
Tal método é denominado calculo estocastico, pois é baseado em equacoes diferenciais
estocésticas e teve como fundador Langevin, o qual, ao propor uma teoria para descrever
o movimento browniano [20], introduziu o conceito de equac¢do de movimento de uma
variavel aleatéria. A generalizacdo da equacao de Langevin (Eq. (2.2)) é representada da

seguinte maneira
d t
3(;) +/ dt'C(t — to(t") = &(1). (2.31)

0

A presenga da fungao convoluida ((t) estd relacionada com a forga de atrito (dissipagao)
e representa a memoaria intrinseca do sistema, conforme detalhado anteriormente. A forca
aleatéria é (flutuagdo) representada por £(t), cuja média é nula ((£(t)) = 0). A relagao

entre tais forcas no equilibrio termodinamico é dada em termos do Teorema da Flutuacao-
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Dissipagao, isto é,
(€)= C(|t = t']) = kgT¢(Jt = ¢']). (2.32)

Novamente, para exemplificar o conceito de memoria, consideramos o caso de ((t) = 6(t),
para o qual a equagao usual de Langevin (Eq.(2.2)) é recuperada e corresponde a um
processo sem meméria (markoviano). Por sua vez, a escolha de ((t) ~ ¢t=# introduz uma
correlagao no tempo e o movimento da particula entre intervalos distintos de tempo nao é
mais independente, o que é denominado “efeito de meméria”, caracterizando um processo
difusivo anomalo, o%(t) ~ t*. A exata relagao entre o expoente de memdria 3 e o expoente
da difusao anomala depende do tipo de ruido a ser considerado. Tal fato é explorado em
detalhes na Ref. [54], em que os autores mostram que é possivel obter regimes difusivos
diferentes a partir de uma extensao da Eq.(2.31), ao considerar £(t) sendo a soma de
um ruido branco com um ruido lei de poténcia, configurando um regime difusivo usual
seguido de um comportamento subdifusivo. Em outras palavras, consideraram um meio
no qual diferentes tipos de efeito memoéria afetam o sistema e por meio do deslocamento
quadratico médio observaram que dependendo da escala de tempo, um ou outro, pode
governar a dinamica.

Essa abordagem generalizada tem sido utilizada para descrever o movimento de uma
particula que faz parte de um sistema de interacoes complexas em um meio viscoelastico,
de modo que o movimento de uma parte do sistema depende das outras, como no caso
que a particula considerada faz parte de uma molécula de um polimero ou de uma rede de
polimeros [34]. Além disso, processos estocdsticos nao se limitam apenas aos dominios tra-
dicionais da Fisica, ou seja, é possivel encontrar sistemas cujas dinamicas sofrem grande
influéncia de flutuacoes em uma determinada varidavel, como por exemplo a variacao do
preco das agoes no mercado financeiro. Dessa forma, uma abordagem estocastica ba-
seada na equacao de Langevin também se mostra muito versatil no estudo de sistemas

complexos.
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Capitulo 3

Um Modelo Simples para Sistemas

Complexos

Goldenfeld e Kadanoff [55] destacam que a natureza pode produzir estruturas com-
plexas mesmo em situagoes simples, e pode obedecer leis simples mesmo em situagoes
complexas. Nesse contexto, o modelo de pente foi proposto como um modelo simplista
para descrever o movimento difusivo em estruturas complexas e heterogéneas, tais como
clusters (aglomerados) de percolacao [56]. A estrutura geométrica do modelo estd ilus-
trada na Fig. (3.1), na qual o eixo x corresponde & espinha dorsal! (cluster infinito) e o
eixo y representa as armadilhas ou ramificagdes (clusters finitos). A equagao de difusao
desse modelo foi proposta na Ref .[57] e é representa pela seguinte equacao bidimensional

0 2 0?
= t) =D, — - D,—— - 1
5P ¥ t) yayQP(:v,yﬂf) +0(y)Dar (2,3 1), (3.1)

sendo D, e D, os coefficients de difusao nas direcoes x e y. A presenga da funcao delta de
Dirac na Eq. (3.1) implica que a difusao na diregdo x ocorra somente quando y = 0. Por-
tanto, a difusao na direcao y ocorre perpendicularmente ao eixo x, assim, caracterizando
uma estrutura que lembra a imagem de um pente (Fig. 3.1).

As distribuicoes obtidas a partir dessa equacao mostram que a difusdao na direcao
x é nao usual e podem estar conectadas com a equagao de difusao fracionaria, como
mostrado nas Refs. [58, 59, 60]. Esse modelo, apesar de ser uma figura simplificada de
sistemas altamente desordenados e heterogéneos, pode estar conectado a uma rica classe
de processos difusivos andémalos [57, 61, 62, 63, 64] devido aos vinculos geométricos [65],
com a vantagem de realizar andlises exatas e prover solugoes analiticas [66, 67|, as quais
podem ser usadas como guias para situagoes mais complexas. Em trabalhos anteriores,
casos de subdifusao (o < 1) e superdifusao (« > 1) foram abordados [66, 67, 68, 69, 70,

71, 72]. Um modelo para descrever a dinadmica da proliferagdo de cancer é desenvolvido

No decorrer do texto utilizaremos o termo em inglés, backbone
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Ramificacao Y

ou armadilha —

"Espinha Dorsal" -
Estrutura de Backbone

Figura 3.1: Ilustragdo do modelo de pente. O eixo—x corresponde a estrutura de backbone
(“espinha dorsal”) e o eixo—y desempenha o papel das armadilhas ou ramificagoes.

nas Refs. [73, 74], nas Refs. [75] e [76] uma dinamica quantica fraciondria é investigada.

O modelo de pente possui uma das caracteristicas de sistemas complexos que citamos
acima: a estrutura heterogénea, a qual cria armadilhas geométricas. Como demonstrado
em [57, 66, 77], apenas esta restricdo geométrica ja é um mecanismo que caracteriza o
modelo de pente como subdifusivo.

Nesse sentido, no que segue vamos apresentar trés investigagoes? [77, 78, 79] em que
estudamos algumas extensoes da Eq. (3.1), e suas consequentes propriedades que po-
dem estar relacionadas com propriedades de alguns sistemas complexos. Na Secao 3.1
(Ref.[78]), adicionamos forcas externas constantes e investigamos a influéncia dessas so-
bre o sistema. Os resultados obtidos sao nao triviais e compativeis com os reportados no
estudo de difusao em aglomerados de percolacao, destacando-se o regime difusivo confi-
nado. Jd na Secao 3.2 (Ref. [77]), estudamos o comportamento difusivo em um sistema
no qual as particulas podem tanto se difundir livremente ou podem ficar presas por algum
tempo na estrutura de backbone. Também introduzimos a derivada fracionaria no espaco,
no termo difusivo do backbone. Como veremos, os resultados mostram que a dinamica
do sistema pode apresentar regimes difusivos distintos. Na Segao 3.3 (Ref. [79]), com a
finalidade de caracterizar melhor o modelo de pente, estudamos a probabilidade de so-
brevivéncia e a distribuicao do tempo de primeira passagem. Além disso, por meio de
derivadas fracionarias, introduzimos efeitos de memoéria no sistema e estudamos como a
probabilidade de sobrevivéncia pode ser 1util para distinguir entre mecanismos distintos

de difusao anomala: efeito memoria e vinculo geométrico.

2A fim de tornar a leitura dos trabalhos independentes, cada secdo contém introducéo, desenvolvimento
e conclusao.
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3.1 Processo difusivo em uma estrutura backbone

com termos de arraste

3.1.1 Introducgao

“A formiga no labirinto” foi a expressao proposta por de Gennes [80] para ilustrar
o problema da caminhada aleatéria em um aglomerado de percolacao infinito. Como é
sabido, o conceito de caminhada aleatéria é intrinsecamente relacionado com o fénomemo
de difusao, o qual dependendo das condi¢oes impostas pelo sistema, pode exibir carac-
teristicas nao usuais. Uma delas é a presenca da relaxacao anomala, isto é, uma de-
pendéncia temporal nao linear do deslocamento quadratico médio ((r — (r))?) ~ t*. Essa
lei de poténcia tem sido amplamente encontrada em diversos sistemas com estruturas de-
sordenadas [25], fractais [81], e aglomerados de percolacao [82, 83] com o = 2/dy,, sendo
dw a dimensao fractal. Nesse contexto, uma estrutura de pente (veja Fig. (3.1)) foi pro-
posto como modelo para investigar difusao anomala em aglomerados de percolagao com
tendéncia topoldgica [56, 84] em que, de acordo com a Ref. [25], as ramificagoes do pente
desempenham o mesmo papel dos caminhos sem saida do aglomerado de percolacao e o
backbone é analoga a estrutura quasilinear do caminho de percolacao.

Um processo difusivo sujeito a uma estrutura de pente é descrita pela seguinte equagao
de Fokker-Planck, como reportado na Ref. [57],

2 2

%p(:r, yit) = Dyaa—?ﬁp(x, yit) + 5@)%%/}(% yit) (3.2)

sendo D, e D, os coeficientes de difusao nas direcoes x e y, respectivamente. A presenca

da delta de Dirac na Eq. (3.2) implica que a difusao na dire¢ao = ocorre somente quando

y = 0. Consequentemente, a difusao na direcao y ocorre somente perpendicularmente a
direcao x, assim caracterizando a estrutura de pente.

Aqui investigamos os efeitos produzidos por uma forca externa no processo difusivo

sujeito a estrutura representada na Fig. (3.1). Em particular, consideramos a equagao de
Fokker-Planck

0 o? 2 _ 0 .
5P yit) = Dya—ygp(fc, y;t) + Do (y) (@ - vx%> p(x,y;t) =V - (Up(z,y;t)), (3.3)
com U = (vg,vy), sendo v, v, e T, constantes. A equagdo (3.3) estende a Eq. (3.2)
ao incorporar o termo de arraste F = (vy + 0(y)Us, vy), 0 qual representa uma forga
atuando no sistema. As condigoes de contorno utilizadas para investigar as solucoes da

Eq. (3.3) sao p(+oo,y;t) = 0 e p(x,+oo;t) = 0, isto é, as ramificagdes e o backbone do
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pente sao ilimitados. Também consideramos uma condicao inicial arbitraria dada por
p(x,y;0) = p(z,y), em que p(x,y) é normalizado. Nossos resultados mostram que a
presenca de forcas externas muda o processo difusivo e pode introduzir regimes difusivos

distintos dependendo das escolhas dos parametros v,, v, e U,.

3.1.2 Forca de arraste e estrutura de backbone

Vamos comecar nossa analise considerando o caso em que as forcas de arraste atuam
fora da estrutura de backbone, ou seja, v, # 0, v, # 0, com v, = 0. Para esse caso, a

Eq. (3.3) pode ser escrita como

2 2

0 0
—plz,y;t) = Dya—lﬂp(ﬂc, yit) + 5(1/)1%@;)(1’, yit) — V- (0p(x,y;t)), (3.4)

ot
com U = (v,,v,). Para obtermos a solugao da Eq.(3.4) em termos da fun¢ao de Green,
sujeita as condigoes discutidas na secao anterior, utilizamos transformadas integrais de
Laplace e Fourier. Aplicando a transformada de Laplace (L{---} = fooo dte™t - e

LY )= fijoo:jc dse®t - - ), obtemos

02 0? . N
Dya—ygp(x, Y3 8) +0(y) Do p(w,y38) = V- (Up(w, 3 8)) = sp(w, y; s) — pla,y).  (3.5)

Essa equacao pode ser simplificada empregando-se a transformada de Fourier na variavel
v (Fo{---} = [T doe™™oo e FoUY--} = & [T dke™ "), conduzindo a equagao

diferencial

0? 0 , N
Dya—yQp(kx, y;s) — <s + Uya—y + (5(3/)1?117@2C + zkxvx> plke,y; s) = —plks,y), (3.6)

que pode ser resolvida utilizando o método da funcao de Green. Ao aplicar esse método

a solugao da Eq.(3.6) é dada por

p(ky,y; 8) = —/ dyp(kz, y)G ke, y, U3 5), (3.7)

—00

com a funcao de Green, G, obtida a partir da equagao

0° B _ _ _
(pya_yz i 8(y)Dok? — kv, — s> G (ke y, 75 5) = 6(y — ) (3:8)

sujeita a condigao de contorno do tipo Dirichlet, ou seja, G(k,, £00,7;s) = 0. A equagdo
(3.8) pode ser resolvida utilizando a transformada de Fourier com rela¢ao a varidvel y
(F{---} = [Tdye™™vv oo e FoUe} = 5 [T dke™®¥). A solugao no espago de
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Fourier para Eq.(3.8) é

o—ikyy D2
Dykz + ikyvy + kavm + s B Dykz + ik:yvy + kavx + s

g(kz7ky7y; S) = - g(kx,O,y, S).

(3.9)
O dltimo termo da Eq. (3.9) tem a presenca da fun¢ao de Green em y = 0, isto é,
G(kz,0,7;s), a qual corresponde a difusao na estrutura de backbone e desempenha um
papel importante na caracterizagdo do sistema. Considerando k, = 0 na Eq.(3.9) é
possivel demonstrar que
e ~ 35,35, 2 g
VB+Dk2
em que 3 = v, + 4Dys + 4iD,k,v,. Substituindo a Eq.(3.10) na Eq.(3.9) e realizando a

transformada inversa de Laplace, obtém-se

G(ks, 0,7 5) = (3.10)

\/ATD,t

_ Uyl+En?

1 t 7 e 4Dy (t—1) Dk2
+ Y+ |7 E, Vil @1
s+ ) [ s 1 ( o ) .11

Note que a presenga da funcao de Mittag-Leffler generalizada E, g(x) [50] na ultima parte

2 . .,
= e (y—T) it 1 (RS A O )
Q(kx,y,y;t) = —e?Py w y)e 1Dy " o~ ihavat {— <€ Dyt _ o 4Dyt )}

M\H

da equagao anterior é uma consequéncia da difusao anomala produzida pelos vinculos
geomeétricos, isto €, a estrutura de backbone. Aplicando a transformada inversa de Fourier
na variavel x e considerando algumas identidades da fungao de Fox [50], é possivel mostrar

que a funcao de Green é dada por

02

Gy t) = —e Ve G (a,y. 71), (3.12)
com
G/ayTit) = ——aeb(x — vt) <e—(iézf _e—%ﬁ> 1 yl+igl
\/ATDyt \/SD \/_\/47TD

P e Y p,
_ Yy
/ A Ry Y P (3
AL w

Esse resultado incorpora, como caso particular, os resultados apresentados na Ref. [66] ao

X

U (3.13)

considerar a auséncia de forcas de arraste, isto ¢, v, = v, = 0.
Na sequéncia, vamos investigar a relaxacao do sistema com a finalidade de caracterizar
os efeitos produzidos pelas forcas de arraste no sistema. Para realizar essa andlise, con-

sideramos o deslocamento quadratico médio para as diregoes x e y. Por simplicidade, a
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condigao inicial p(x,y) = 0(x)d(y — ¢ ) serd considerada. Apds alguns célculos, é possivel

mostrar que
ai(t) = {(z—(2))’)
7 t dr
/0 \/4rD,T

e 0,(t) = 2D,t. A Eq. (3.14) mostra que a forga de arraste v, nio tem influéncia na

estrutura de backbone e que, para v, = 0, o deslocamento quadratico médio obtido na

v2 52

= 2D, e Ty ¢ 0T Ty (3.14)

Ref. [66] é recuperado, isto é

|t = D 7|
2y = 2D, | ——e” Pyt — || =Zerfc . 3.15
O';p( ) 7TDy ‘y|Dy (\/@) ( )

Para v, # 0, observamos um tipo de regime difusivo confinado, como mostrado na

Fig. (3.2). Esse tipo de comportamento tem sido reportado em simulagoes da dinamica
browniana de um polimero [85], em séries temporais de caminhadas aleatérias no tempo e
movimento browniano fracionério [86]; e também em células vivas [31, 87, 88, 89|, onde o
ambiente lotado do citoplasma e a difusao restrita sao os possiveis mecanismos da difusao
anomala. Além disso, uma vez que o modelo de pente foi proposto para imitar, com certo
grau de simplicidade, estruturas de percolacao é notavel destacar que o comportamento
do espalhamento obtido aqui esta em bom acordo com a difusao reportada em aglome-
rados de percolagao abaixo da criticalidade, ou seja, p < p., em que p. é a probabilidade
critica limiar da transi¢do de percolagao, e os aglomerados sdo considerados finitos (veja
Ref. [25]). Portanto, devido a forca constante agindo no eixo y, o sistema permanece con-
finado nas ramificacoes. Em outras palavras, as particulas entram em uma armadilha do
labirinto e nao retornam ao backbone. Dessa maneira, verificamos que o termo de arraste
na direcao y altera o espalhamento do sistema no backbone e conduz-nos a uma solugao
estacionaria na direcao . No que segue, vamos adicionar a forca de arraste que atua na
estrutura de backbone. Nesse caso temos que v, # 0 na direcao x, o que corresponde a

resolver a seguinte equacao:

0 0? 0?2 _ 0

a (Q?,y,t) - Dya_ygp(xvyat) + 5<y) (Dx@ - Uma_x> p(l’,y,t)
vﬁ (x 'zf)—v2 (x,y;1) (3.16)
yaylo ' Ys xaxp ' Ys : .

Para resolvermos essa equagao, ¢ possivel empregar o mesmo procedimento utilizado para

obter a soluc¢ao da Eq. (3.4). Consoante a isso, aplicamos inicialmente a transformada de
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Figura 3.2: Comportamento temporal do deslocamento quadratico médio com v, = 0, D, = 20,
D, =10 e y = 0.8. A linha sélida corresponde ao caso v, = 0.1 e a linha tracejada ao caso
vy = 1. Note que a saturacao na direcao x ¢ alcancada mais rapidamente para grandes valores
de vy, e mais lentamente para valores pequenos. A linha pontilhada foi introduzida para ilustrar
o comportamento subdifusivo presente no sistema antes de atingir o estado estacionario.

Laplace em t e a transformada de Fourier em z na equacgao precedente para obtermos

0? P A
Dya—ygp(km, y: s) — (s + g, + 6(y) (Do k2 + ik,v,) + ikmvm) Pk, y; 8) = —plke, 3 5),
(3.17)

com a solugao dada pela Eq. (3.7) e a fungao de Green governada pela equagao

0? 0
,Dya_yQQ(kwv Y, 8) - (S + vya_ + 5(2/)(1)95/{73 + ka@x) + kavz> g<kx7 Y; S) = 5(:9 - 3?)

Y
(3.18)

sujeita a condic¢do de contorno G(k,,+o0,y;s) = 0. Utilizando a transformada de Fourier
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na variavel y e realizando alguns calculos, é possivel mostrar que a solucao no espaco de

Fourier é
o—ikyT
G(key Ky, 7; 8) _Dyk‘g + ikyv, + ikyv, + 8
B 'Dzkg + ik, U, Q(kx 0,7: S)
DykZ + ikyv, + ikgv, +5- 0
com — g B g
G (ks 0,55) = —————o—

VB + Dok2 + ik, v,

Aplicando as transformadas inversas de Laplace e Fourier, obtemos

G(x,y,7;t) =

em que

G(x,y,7;t)

vy

—e BT VG y 7 t),

_w-9? _ (yl+wh?
Dyt _ ¢ 4Dyt

1
W(S(l‘ — Uxt) (6
Yy

[e.e]

- du(ly| + 7] + 2D,u)

~ | =

0

Gy(lyl, 191, 2Dyu; u)Go (z, — vt 1),

X

_ (aty+2)?
e 4Dy

VAarD,u

Gol2,y, 25u) =

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Similarmente ao caso anterior, analisamos o comportamento do deslocamento quadratico

médio na direcao x, a fim de investigar os efeitos da forca externa na relaxacao do sistema.

Para esse caso, obtemos

(@%) =

v2 52

-
e 4Dy e 1Dyt

_ (@tvyD)?

(20,0,(t —t) + D,) e Pyl

bodt
vt + / =
VD,

2 ~
/ dt e 273?4 e 47gy erfc A_ )
2D 2¢/Dyt

(3.24)

(3.25)



Figura 3.3: Comportamento temporal do deslocamento quadratico médio para v, = 0, D, = 20,
D, = 10, e § = 0.8. As retas pontilhadas foram adicionadas para ilustrar os comportamentos
usual e subdifusivo que podem ser manifestado pelo deslocamento quadratico médio obtido das
Eqgs. (3.24) e (3.25). As linhas: tracejada, sélida e pontilhada correspondem respectivamente
aos casos v; = 10, v, = 1, e v, = 0.1, conforme indicado.

Na Fig. (3.3) ilutramos o comportamento do deslocamento quadratico médio, ((z — (z))?),
obtido por meio das equagoes anteriores considerando-se v, = 0 e v, = 0. Uma carac-
teristica interessante é a presenca de dois regimes difusivos apds um regime transiente ini-
cial. Um desses regimes é subdifusivo e o outro é usual. Nesse sentido, note que a presenca
do regime subdifusivo depende dos valores de v,; por exemplo, v, >> 1 conduz ao com-
portamento usual, enquanto 7, << 1 conduz ao comportamento subdifusivo. Além disso,

o mesmo crossover dindmico entre subdifusao e difusao usual foi reportado na Ref. [61],
cujos autores estudaram uma caminhada aleatéria no modelo de pente por meio de si-

mulacao numérica. Esse tipo de crossover também é encontrado na fisica de polimeros.
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De acordo com a Ref. [90], a dinamica de um mondmero marcado em um polimero deve
ser anomala até o tempo de relaxacao terminal, e essa dinamica anomala esta conectada

com a resposta média da relaxacao do polimero as deformagoes locais [91]. Em particular,

FEERTITY EEPRETIT EEPERTITT EEPETTIT BT TITT AT TITY ERERTTTT BT TITY BT B ETITY BT BT BRI

L B B

10° 10° 10° 10"

Figura 3.4: Comportamento temporal do deslocamento quadritico médio para v, = 5 x 1074,
v, =0,0,=1,Dy,=5,D, =10 ey =0.1. A linha pontilhada e a tracejada foram introduzidas
para ilustrarem os comportamentos subdifusivos presentes no sistema antes desse atingir o estado
estaciondrio.

para os polimeros descritos pelo modelo de Rouse o deslocamento quadratico médio de um
mondmero marcado comporta-se com t'/2 até o tempo de relaxacao terminal, e somente
apos esse tempo a dindmica do polimero se torna difusiva [92]. Ademais, na teoria de
aglomerados de percolagao a difusao é usual quando a percolagao ocorre, ou seja, p > p.,
e os aglomerados sao considerados infinitos [25]. Na Fig.(3.4), incorporamos o termo de

arraste na direcao y, isto é, v, # 0, e o comportamento estaciondrio é obtido para a dis-
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tribuigao na diregao z, uma vez que o2(t) é constante para tempos longos como no caso

anterior para o termo de arraste fora da estrutura de backbone.

3.1.3 Discussoes e conclusoes

Nesse trabalho, analisamos uma equacao de Fokker-Planck em uma estrutura de back-
bone considerando a presenga de termos de arraste atuando em ambas diregoes = e y. O
termo de arraste possui componentes tanto dentro como fora dessa estrutura. Para o caso
caracterizado por termos de arraste com componentes fora do backbone, a componente
dependente de v, nao influéncia o espalhamento do sistema. Nesse caso, a presenca de
v, conduz a solugao estaciondria para a direcdo z, como mostrado na Fig.(3.2), e como
esperado nao tem influéncia na direcao y, a qual é caracterizada pela difusao usual. Para
o caso v, =0, 7, # 0, e v, = 0, obtemos um comportamento interessante para o sistema
ao analisarmos a direcao x. Tal direcao apresenta regimes difusivos diferentes, sendo um
subdifusivo e o outro usual. A existéncia do comportamento subdifusivo depende dos
valores de v,, ou seja, para U, << 1 o sistema permanece um longo periodo no regime
subdifusivo e para 7, >> 1 a existéncia desse regime pode nao ser manifestada. Tal fato
indica que para grandes valores de v, o sistema permanece um curto tempo na estrutura
de backbone, que é governada pelo caso subdifusivo em conexao com a equacao de difusao
fracionaria. Nesse contexto, a presenca de v, muda o ultimo regime difusivo e leva a uma
solucao estaciondria, assim como no primeiro caso caracterizado por v, = 0 e ilustrado
pela Fig.(3.2).
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3.2 Equacao de difusao com um termo de backbone

Seguindo as investigagoes sobre o modelo de pente, nessa secao, investigaremos o caso
em o sistema pode tanto se difundir usualmente, como também a difusao pode ficar restrita

a estrutura de pente. A seguinte equacao de difusao fracionaria descreve esse sistema

0 D o D i D.6 o 2

ot

em que p(z,y;t) representa a fungao densidade de probabilidade do sistema, a derivada
fraciondria espacial considerada aqui é o operador de Riesz-Feller e D,, D, e D, repre-
sentam os coeficientes de difusao. Note que as dimensoes de D, e D, sao [L]*/[T] e a
dimensdo de D, é [L]***/[T]. Sendo [L] e [T] correspondentes ao comprimento e ao tempo,
respectivamente. A dimensao de D, difere de D, e D, devido a presenca da funcao delta e
da derivada fracionaria espacial. Essa equacao possui dois termos difusivos na direcao x.
O primeiro esté relacionado ao processo difusivo usual e o outro tem uma difusao prefe-
rencial quando y = 0, caracterizando a estrutura de backbone, similar a que esta presente
no modelo de pente (veja Fig.(3.5)). Esse termo difusivo pode surgir em vérias situagoes,
tais como em aglomerados de percolacao, que correspondem a caminhada aleatéria em
uma direcao preferencial, o backbone, com ramificacoes laterais ou armadilhas; processos
de eletroforese e desenvolvimento de tumores. A presenca desses dois termos difusivos
introduz diferentes comportamentos para a solucao; a qual serd governada por uma di-
fusao anomala ou usual, dependendo da escala de tempo e da condicao inicial a serem
consideradas.

O objetivo dessa secao é investigar as solugbes exatas para a equagao (3.26), su-

y
A A A A A A
- > X == v =0 » X
v A/ A ¥ A A

Figura 3.5: A primeira figura, a esquerda ilustra a regiao acessivel (sombreado) ao sistema na
difusao usual. Na figura & direita estd ilustrado o sistema descrito pela Eq. (3.26), na qual a
difus@o pode ocorrer na regiao ou pode ser confinada na estrutura de pente .
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jeita as condigoes de contorno p(£oo,y;t) = 0 e p(x,+oo;t) = 0, e a condigao inicial
p(x,y;0) = p(z,y). Utilizando esse resultado, analisamos o espalhamento do sistema por
meio do calculo do deslocamento quadratico médio ou variancia para as variaveis x e y
ao considerarmos p = 2. Para p # 2, analisamos o comportamento de 1/(p,(0;¢))?, em

que py(z;t) ¢ a distribuicao reduzida, isto ¢, p,(2;t) = [°° dyp(x,y;1).

3.2.1 Equacao de Difusao e a estrutura de backbone

Investigaremos as solugoes da equacao (3.26) considerando as condigoes de contorno
precedentes e uma condicao inicial arbitraria para o sistema. Inicialmente analisamos a
equagao considerando pu = 2, o que corresponde a inserir na equagao de difusao o termo
difusivo presente no modelo de pente e, posteriormente, discutimos o caso p # 2. Para o

primeiro caso a equagao (3.26) pode ser escrita como
2 82

o _
—p(x,y;t) = Dya—yﬂ) gty

o (7,y;t) + (Dy + D1d(y))

(x,y;1), (3.27)

em que as dimensdes de D, e D, sdo [L]?/[T] enquanto a dimensao de D, agora é [L]*/[T],
como anteriormente. Note que a equagao (3.27) recupera, para D, = 0, a equacdo de
difusao usual, e para D, = 0, a equacao de difusao empregada para analisar a difusao em
uma estrutura de backbone é obtida. Nessa direcao é valido notar que a solucao obtida
para a equacao (3.27) estende os resultados encontrados em [66]. O procedimento para

obter uma solu¢ao da equagao (3.27) inicia-se aplicando-lhe a transformada de Laplace

(L{-}=[7dt e and L7} = (1/2mi) [Z°_ds e ---) o que resulta em

—1004cC

0? 0?

Dya—yﬂ)(% y;8) + (D, + Du0(y)) 552l (@ Y3 8) = sp(w,yis) = plx,y). (3.28)

Essa equagao pode também ser simplificada utilizando a transforma de Fourier na variavel
v (F{---} = [ dowe ™. and FY{---} = (1/2n) [*_dk, e***--.), 0 que nos leva

a seguinte equacao diferencial na variavel y:

2

Dyd—ygp(kz, y;8) — (s + Duk? + 0(y)Duk2) pky,yi 8) = —plkas y). (3.29)

Utilizando o método das fungoes de Green, a solu¢ao da equagao (3.29) pode ser repre-

sentada como

p(kz,y;8) = —/ dy plkz, v)G (ks y,7; 5), (3.30)

—00

com a funcao de Green obtida a partir da equacao
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d2

iy

Gks,y,7:8) = (s + Duki + 6(y)k;Ds) G(kayy, Gy s) = 0y — 7), (3.31)
sujeita a condigdo G(k,, too,7;s) = 0. A Eq. (3.31) pode ser simplificada empregando
a transformada de Fourier na varidvel y (F{---} = [T dy e7™¥... ¢ F1{-.-} =

(1/2m) [ dk, e ...). Dessa maneira, é possivel mostrar que

e~ kY D, k2
s+ Dyk2 +D.kZ s+ Dyk2 + D,k2

g(kxakyag; 3) = g(km,O,gj; S)- (332)

(a)

05

04

03

0.2

Gyt

01

(b)

Gy yt)

Figura 3.6: Figuras (a) e (b) ilustram para D, = 2 e D, = 0 o comportamento da Eq. (3.34)
versus = e y considerando 4 = 2, § = 0.1 e t = 0.3. Note que o termo de backbone possui
uma distribuicdo usual, e como consequéncia, um comportamento do tipo bimodal é verificado
quando a condigao inicial nao estd centralizada no ponto r =0 e y = 0.
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O dltimo termo tem a presenga de G(k;,0,7;s), que corresponde a dire¢ao preferencial
da difus@o no eixo x (também chamado de backbone por alguns autores). Tal termo
desempenha um papel importante para tempos intermedidrios como mostraremos abaixo
ao analizar o comportamento de o2(t) para uma condicao inicial nao localizada na origem.

Esse termo é dado por

e~V (s+Dzk3)/Dy)lyl

" 2/Dy\/5 + Dk2 + Dyk2’

Substituindo a equagao (3.33) na equacao (3.32) e realizando as transformadas inversas

G(kz,0,9;5) = (3.33)

de Laplace e Fourier, obtemos a funcao de Green

10"

oo wisul

10°

oo vl

10°

2 g asiaul

10"

2osausanl

10°

FECRETTT |

PECERETIT |

107

ECERETTT ]

104 oy R Sy Aoy [Pty P lkocy E ko EFN P
10° w® 1w' 1w 1w 1w 1w 1w’

t

Figura 3.7: Comportamento de Jg versus t para D, = D, = 1, D, =10 e § = 0.5. Note que
as linhas retas sdo utilizadas para evidenciar os distintos regimes difusivos apresentados por
um sistema governado Eq. (3.34). Para esse caso, temos trés regimes difusivos diferentes, isto é,
tempos pequenos e longos sao caracterizados pelo regime difusivo usual, e tempos intermedidrios
apresentam um regime de superdifusao seguido de subdifusao.
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0

[(t _ 551/2]3/2 f) ’ (3'34)

Ezll ’211)) ’((quﬁqq)) } ¢ a fungao de Fox [93]. Esse resultado tem como caso

em que HJ"" [:r
particular os resultados apresentados em [66] para o modelo de pente. Ao compararmos
a equagao (3.34) com a solucao da equagao de difusdo usual, ou seja, o caso para o
qual D, = 0, observamos diferencas que resultam da presenca do termo de backbone. A

principal difereca se deve a presenca da funcao H de Fox, relacionada ao comportamento

10* 10" 10° 10" 10° 10° 10°

Figura 3.8: Comportamento de o2 versus t para D, = D, =1, D, =10 e § = 0 com a finalidade
de mostrar a influéncia da condicdo inicial no espalhamento do sistema. Assim como no Fig.
(3.7), linhas retas sao utilizadas para evidenciar os regimes difusivos apresentados por um sistema
governado pela Eq. (3.34). Em contraste com a Fig. (3.7) a posi¢ao da condigao inicial aqui
considerada gera dois (e nao trés) regimes difusivos distintos. Sendo um deles subdifusivo e o
outro o usual.
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nao usual da solucao. Essa caracteristica pode ser verificada ao realizar a expansao
assintética dessa funcdo, o que conduz a fungao exponencial esticada (stretched) [93].
Outro aspecto interessante é que o primeiro termo da equacao (3.34) contribui para a
solugdo p(z,y;t) se e somente se a condigao inicial nao é centralizada na origem. Na
Fig. (3.6), mostramos o comportamento da solugao para D, # 0 e D, = 0 para ilustrar
as mudancas causadas pela presenca do termo de backbone. Note que, para D, # 0 temos
um comportamento do tipo bimodal distinto do caso D, = 0 caracterizado pela difusao
usual.

Para investigar o espalhamento da distribuicao que é governada pela fungao de Green
precedente, Eq. (3.34), calcula-se o deslocamento quadrético médio para as diregoes = e
y. Realizando alguns calculos, usando as Egs. (3.30) e (3.34) e a condigao inicial p(z,y) =
d(z)d(y — ), obtemos

(a)
0.07 -
0.06 -
=005
=
= 004
RS ]
2 g3
002
0.01 -
i %
0.
-10 .fff'g!;-%:, 2
=,
0.04 ..
0.035 .
. 008
= o0es.
'F"‘\
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S
Ty 0015 .
001 .
0,005 .
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Figura 3.9: Figuras (a) e (b) ilustram para u = 3/2 e 1/2 o comportamento da Eq. (3.38) versus

x e y considerando, por simplicidade, D, =D, =1, D, =10,y =0.1 e t = 0.5.
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a(t) = ((z—(x))*
- szt+2ﬁu/ﬂ%yexp <—%ﬂ)+]ﬂ\g—zerfc<\/ﬂ_yt> (3.35)

e ag(t) = 2D,. Efetuando uma analise dimensional, é possivel mostrar que a equacao

(3.35) possui a dimensao correta, ou seja, [L]* como esperado. O resultado para o (t)
mostra que a estrutura de backbone nao tem influéncia nessa direcao. Um resultado
notdvel é verificado para o2(t) a presenga de (dois ou trés) regimes difusivos diferentes,
dependendo das escolhas de D, D,, D, e y. Em particular, para g # 0 o sistema apresenta
difusao usual para tempos pequenos e longos. A estrutura de backbone desempenha um
papel importante nos tempos intermedidrios, como ilustrado na Fig. (3.7) na qual as
linhas retas mostram o comportamento anomalo de o2(¢). A linha pontilhada indica o
intervalo para o qual o espalhamento do sistema é superdifusivo. O regime subdifusivo é
representado pela linha tracejada e o regime usual pela linha pontilhada (vermelha). Para
o caso § = 0 o sistema manifesta dois regimes distintos, como mostrado na Fig. (3.8).

Vamos incorporar na andlise precedente a derivada fracionaria espacial no termo de

{ (b

107 4

10 5

Figura 3.10: Figuras (a) e (b) ilustram para u = 3/2 e 1/2 o comportamento da Eq. (3.38). Em
(a), fixamos o valor de y, ou seja, y = 0, e mostramos para tempos diferentes o comportamento
da Eq. (3.38) versus x. Em (b), fixamos x, ou seja, x = 0, e mostramos para tempos diferentes o
comportamento da Eq. (3.38) versus y. Consideramos, por simplicidade, D, = D, = 1, D, =10
ey=0.1
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difusao relacionado a estrutura de backbone. Para esee caso, a equagao de difusao a ser
investiga é a equagao (3.26) com p # 2. A presenga da derivada fracionéria espacial no
ultimo termo da equagao (3.26) adiciona uma distribuigdo de cauda longa na difusao da
estrutura de backbone. Dessa maneira, o sistema em y # 0 é essencialmente governado
por distribuicoes de cauda curta e para y = 0 podemos ter a presenca de uma distribuigao
de cauda longa como uma distrubuicao de Lévy. A solugao para equacao (3.26) pode ser
obtida utilizando o mesmo procedimento do caso anterior, isto é, up = 2. Comegamos
aplicando as transformadas de Laplace e Fourier na equacao (3.26) nas variaveis z e t,

resultando na equacao diferencial

& ] )

que tem com solugao a equagao (3.30) com a funcao de Green dada por

10° 5
107 4
%z
2 107 5
10'3—_
10* LELELEE | ol LI LR | T L R |
0.1 1 10
X

Figura 3.11: Comportamento de p,(x,t) versus z ilustrado para p = 1 considerando por sim-
plicidade D, = D, = D, = 1 e ¢ = 0.1. Esta figura mostra que o limite assintético é uma
lei de poténcia (linha pontilhada vermelha) em virtude da presenca da derivada fracionéria na
equagao difusao.
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sendo E, 3(z) a funcdo de Mittag-Lefler generalizada. Em particular, essa fungao é
definida com E, g(z) = Y2 2" /T(8+an) [50]. Procedendo com a transformada inversa

de Fourier, é possivel mostrar que a fungao de Green é dada por

10° - 74
E e = 1.0 /_.-'. _'j-j
----- u=15 i
pu=2.0
107 4
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1":}'} = ' ra
] si S
10.1 = ’{X
10° r— : T T I
10* 10" 10° 10’ 10*

Figura 3.12: Comportamento de 1/p2(0,t) versus t é ilustrado para diferentes valores de p
considerando, por simplicidade, D, = D, = D, = 1 e j = 0.1. Esta figura mostra regimes
difusivos diferentes para o sistema governado pela Eq. (3.38) a qual, dependendo do valor de p,
pode apresentar trés (1 = 3/2 e 2) ou dois (u = 1) regimes difusivos. A linha reta vermelha
corresponde ao caso usual, isto é, 1/p2(0,t) ~ t.
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O comportamento dessa equagao é ilustrada pela Fig. (3.9). Note que a presenga do

wentan 1

termo adicional, termo de backbone, altera o comportamento da solucao e pode exi-
bir um comportamento bimodal, similar ao caso u = 2 analisado anteriormente. A
Fig. (3.10) mostra o comportamento da equagao (3.38) para a projegdo de uma coor-
denada singular em tempos diferentes. Por meio da equacao anterior, é possible obter a
solugdo p(z,y;t) e, consequentemente, a distribuigao reduzida p,(x,t) efetuando a integral
po(z,t) = [ dyp(x,y;t). Para py(z,t) com a condicdo inicial p(z,y) = §(z)d(y — 7),

temos

10*

103_5 ~ 4/
102—5

101—5

1/p_(0.t)

1u°—;

Figura 3.13: Comportamento de 1/p2(0,t) versus ¢ com p = 3/2 considerando, por simplicidade,
D, =Dy, = D, = 1e ¢ = 0.1. Essa figura mostra o comportamento anémalo presente no
espalhamento do sistema, o qual para tempos pequenos e longos é governado pela difusao usual.
A linha reta vermelha corresponde ao caso usual, isto é, 1/p2(0,t) ~ t.
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sendo erf(x) a fungao erro. Na Fig. (3.11), o comportamento da equagao 3.39 em termos

de t mostra que no limite assintotico, o perfil de cauda longa da equagao 3.39 é gover-
nado por uma lei de poténcia, como demonstrado pela reta pontilhada-tracejada vermelha
nessa figura. A Fig. (3.12), por sua vez, mostra que o espalhamento do sistema com uma
derivada fracionaria no termo difusivo do backbone introduz regimes diferentes para um
tempos intermedidrios. J& na Fig.(3.13), ilustramos para um valor de p o comporta-
mento anomalo presente quando tempos intermedidrios sao considerados. Em particular,

dependendo do valor de p apenas um regime difusivo distinto do usual é verificado.

3.2.2 Discussoes e conclusoes

Investigamos solugbes para uma equagao de difusdo ndo markoviana (3.26). Inicial-
mente, consideramos a situacao caracterizada por u = 2, a qual corresponde ao operador
usual para a varidvel x. Depois, analisamos o caso pu # 2, correspondente ao operador
espacial fraciondrio. A equagado (3.26) tem uma superposigao de dois processos difusi-
vos diferentes, um deles caracterizado pela difusao usual e o outro pela difusao em uma
estrutura backbone. Essa caracteristica é representada pela presenca de dois termos di-
fusivos diferentes associados com a varidavel z. A difusao na estrutura de backbone pode
ter uma distribuicao de cauda curta ou longa dependendo do valor de p. O primeiro
caso analisado, y = 2, emprega a operador diferencial usual e consequentemente tem uma
distribuicao de cauda curta. Nesse contexto, o deslocamento quadratico médio apresenta
comportamentos difusivos distintos, os quais sao essencialmente devido a estrutura de
backbone incorporada na equacgao de difusao. Uma situacao similar é verificada quando a

derivada fracionaria espacial é utilizada, isto é, quando consideramos p # 2.
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3.3 Tempo de primeira passagem para um processo

difusivo sob uma restricao geométrica

3.3.1 Introducgao

Como ja destacamos, a difusao é um dos processos mais importantes na natureza.
Dependendo da situagao, esse processo pode ser usual [94] ou anomalo [95]. A difusao
usual descrita, por exemplo, em termos das equagoes de Langevin e Fokker—Planck [94]
esta conectada a um processo markoviano, tendo como principal caracteristica o deslo-
camento quadratico médio com uma dependéncia temporal linear, ((r — (r))%) ~ t. J4
a difusao anomala é caracterizada por um comportamento nao linear do deslocamento
quadrdtico médio {((r — (r))?) oc t*, com o # 1 (o < 1, @ = 1, e @ > 1 correspondem
a: subdifusao, difusdo normal (ou usual), e superdifusdo, respectivamente). Em geral,
varios métodos tem sido utilizados para investigar difusao anomala, tais como equagoes
de Langevin generalizadas [96], equagoes de Fokker—Planck fraciondrias [42, 97, 98] ou nao
lineares [99] e caminhada aleatéria continua no tempo [100]. Nos casos anteriores, como
destacado nas Refs.[65, 101], somente o conhecimento da funcdo distribui¢do de probabi-
lidade ou do deslocamento quadratico médio pode nao ser suficiente para fornecer toda a
informacao necessaria para compreender o comportamento do sistema. Nesse sentido, a
probabilidade de sobrevivéncia e o problema do tempo de primeira passagem (FTP3) vem
ganhando destaque como ferramentas para estudar e caracterizar os processos presentes
em sistemas complexos que exibem comportamento difusivo anomalo. Exemplos tipicos
incluem redes complexas [102, 103], estruturas fractais [104, 105], comportamento de forra-
geamento animal [106, 107, 108], difusdo em membranas [109, 110], processos invariantes
por escala [111, 112], propriedades de transporte em células bioldgicas [113, 114, 115],
mercado financeiro [116, 117], dinamica da proliferagao de cancer [73, 74|, e cinética de
reagao-difusao [118, 119]. Particularmente, a andlise do tempo de primeira passagem
foi utilizada para distinguir as propriedades de transporte de dois modelos de difusao
anomala que apresentam a mesma funcao distribuicao de probabilidade no limite de tem-
pos longos [65]; para comparar equagoes de difusdo nao lineares oriundas de entropias
nao aditivas com o modelo de difusao fracionario (uma vez que a fungdo de Green dessas
equagoes conduzem a exatamente mesma relagao para o deslocamento quadrético médio)
[120]; e como uma maneira nado ambigua de discriminar dois modelos de subdifusao em
células [121].

Aqui, investigamos as solugoes, probabilidade de sobrevivéncia e a distribuicao do

3Sigla oriunda do termo em inglés, First Passage Time.
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tempo de primeira passagem para um processo difusivo bidimensional sujeito a um vinculo
geométrico representado pela estrutura de backbone (modelo de pente, veja Fig.(3.14)).
Esse modelo, como ja foi dito, foi proposto inicialmente para estudar difusao anomala em
aglomerados de percolagao com tendéncia topoldgica [56, 84], em que de acordo com [25],
o backbone corresponde a estrutura quasilinear do caminho principal do aglomerado, e
suas ramificagoes correspondem as armadilhas ou caminhos sem saida do aglomerado de
percolagao. Portanto, um processo difusivo relacionado com essa estrutura é descrito pela
seguinte equagao de Fokker-Planck modificada, como proposto na Ref. [57],

0 2 0?
5P (@ yst) = Kya—ygp(x,y;t) + 0K gz (T, 3 ); (3.40)

em que K, e K, sao os coeficientes de difusao nas direcoes = e y. Note, novamente que
a presenga da funcdo delta de Dirac na Eq. (3.40) implica que a difusdo na diregdo x
ocorre somente quando y = 0. Consequentemente, a difusao na direcao y sempre ocorre
perpendicularmente ao eixo x, caracterizando a estrutura que lembra o formato de um
pente. Também é interessante mencionar que a distribuicao de probabilidade efetiva ao
longo do eixo x pode ser conectada com a obtida para a equagao de difusao fracionaria
com expoente de difusdo anémalo o = 1/2 (veja [57]). Esse resultado foi generalizado em
[60], no qual uma equagao de Fokker—Planck fracionédria no tempo e no espago é derivada
a partir do modelo de pente.

Sabe-se que a geometria intrinseca do modelo de pente é um mecanismo de difusao
anomala. Podemos tirar vantagem desse fato e considerar no mesmo modelo outros me-
canismos que conduzem a propriedades dinamicas anomalas. Por exemplo, em células
biolégicas [15, 35], onde a estrutura do ambiente intracelular é abarrotada e altamente
heterogénea, as interagoes entre moléculas e organelas sao muito complexas resultando
em diferentes tipos de processos difusivos. Com essa motivagao, analisamos a seguinte
extensao da Eq. (3.40):

2 2

) 1y (o O o D
5 (z,y;t) = oD, 7 <’Cya—yzp(:v,y;t)) +(y) oD; 7 (Kx@p(w,y;tﬂ (3.41)

a partir da qual uma rica classe de processos difusivos pode ser obtida; sendo K, e K,
. o~ 1— 1— ) . .
os coeficientes de difusao e ¢D, " (--+) e oD, " (---) derivadas temporais fracionarias.

Em particular, consideramos o operador de Riemann-Liouville [50], ou seja,

- 1 d o playst)
D )= =——— [ dl ——"— 42
0+ (p(xvya )) F(k'—"}/) dtk/o (t_t,),y,k+1a (3 )

com k—1 < v < k. A equagdo (3.41) estende a Eq. (3.40) incorporando derivadas

temporais fracionarias que podem estar conectadas com processos nao markovianos e,
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Figura 3.14: Tlustracao do modelo de pente para uma regiao semi-infinita na dire¢ao x. Note
que em x = 0 temos uma superficie adsorvente (linhas hachuradas).

consequentemente, com os trabalhos realizados nas Refs. [67, 68, 77]. Nesse caso, consi-
deramos dois expoentes distintos para as derivadas no tempo (v, e ,) com o intuito de
representar sistemas isotrépicos, nos quais o tipo de correlagao temporal pode depender
fortemente da direcdo. Além disso, recentemente derivadas temporais fracionarias tem
sido aplicadas para descrever difusdo anémala em dendritos espinhosos [122, 123]. Simi-
larmente a Eq.(3.40), a distribui¢ao de probabilidade efetiva que emerge da Eq.(3.41) ao
longo do eixo x pode ser relacionada com a equacao de difusao fracionaria com expoente
de difusao anomala dependente de 7, e v,. As condicoes de contorno utilizadas para inves-
tigar as solugoes das Eqs. (3.40) e. (3.41) sdo p(0,y;t) = p(oo,y;t) = 0 e p(x, £oo;t) = 0,
as quais caracterizam uma superficie adsorvente em x = 0. Também consideramos uma

condigao inicial arbitréria, p(z,y;0) = ®(x,y), em que ®(x,y) estd normalizada.

3.3.2 Probabilidade de Sobrevivéncia e Tempo de Primeira Pas-

sagem

Iniciaremos nossa anélise considerando a Eq. (3.40), que corresponde ao caso particular
da Eq.(3.41) para 7, = 1 e 7, = 1. Posteriormente, estenderemos nossa discussao da
Eq.(3.41) considerando o caso geral 7, # 1 e v, # 1. Esta discusao é realizada com as
condigoes prévias de contorno e inicial. A solugao para Eq.(3.40), sujeita as condigbes
mencionadas, pode ser obtida utilizanado transformadas integrais de Laplace e Fourier, e
o método da funcao de Green. De fato, aplicando a transformada de Laplace é possivel

mostrar que
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Figura 3.15: Comportamento da Eq.(3.56) considerando K, = 10, K, = 0.1 e a condicao inicial
O(z,y) =6(x —x)d(y —y) com T =1 ey =1.2. As linhas azul e vermelha indicam os regimes

distintos da probabilidade de sobrevivéncia.

0? 0?
/Cya—yQp(x, y; s) + 5(@/)&@/)(1‘, y; ) = sp(z,y; s) — Pz, y).

(3.43)

Utilizando a transformada de Fourier na dire¢ao y, podemos representar a Eq.(3.43) como

1 0 = e_\/KkaU' 82
y8) = Dz, g)e VI g + Ko
p(z,y;s) e /_ N (z,7)e Y oK, 52

z,0; )

e, consequentemente, para y = 0 temos

82

1 1 [ el
@P(%O; s) — o 4sKCyp(,0;5) = _IC_/ O(z,7)e Ve llay .

Empregando o método da funcao de Green, a solucao da Eq. (3.45) é dada por

p(x,0;s) = — /00 df/oo dy®(z, y)e_\/%‘ylgb(x,i; s)
0 —00

sendo a funcao de Green, G,(x,T; s), obtida a partir da seguinte equagao
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Figura 3.16: Comportamento da Eq.(3.54) considerando K, = 10, K, = 0.1 e a condicao inicial
®(z,y) =6(x —z)6(y) com T = 1.2. A linha vermelha indica o regime assintético.

%gb - —\/4le Gp(z,T;8) = 6(x — T) (3.47)

sujeita as condigoes Gy(0,7; s) = Gy(00,7;s) = 0. Como estamos considerando o espago
semi-infinito no eixo z, utilizamos a transformada seno de Fourier. Apos alguns calculos,

é possivel mostrar que a Eq.(3.47) é satisfeita por

2 sin (k,T)

T /I, 5/ Ky + K2

Realizando a transformada inversa do seno de Fourier na equagao precedente, obtemos

Gp(ks, @5 8) = — (3.48)

que a funcao de Green que governa o processo difusivo no eixo x é dada por

1 ICx 2K sle—2 —\/ 2Ky s|lxt+a’
gb(QZ?f; S) = 3 € )c2z Kusl | —€ ,sz Kyslota] ) (349)
2\ 2,/Kys
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Figura 3.17: Comportamento da Eq.(3.56) considerando K, = 10, K, = 0.1 e a condicao inicial
®(z,y) = d(x—2)0(y—y) com T = 1 para diferentes valores de g a fim de destacar a influéncia da
condicao inicial no comportamento da probabilidade de sobrevivéncia. As linhas azul, vermelha
e preta correspondem aos casos § =0, g = 0.5, e y = 1.2.

,e consequentemente,

plw,y;s) = / dy' ®(z,y (6_\/ LY ﬁ(‘y'“y"))
\/4IC s

_ K_/ df/ A5 (7, 7)e Vi WG o 7. 5) (3.50)
xr JO —00

Ressaltamos que a distribuicao efetiva que emerge no espaco de Laplace, a partir da
Eq.(3.50) apdés uma integracao na variavel y, corresponde a distribuicdo obtida para a
equagao de difusao fraciondria com expoente de difusdo andémala o = 1/2 para um sistema
em uma regido semi-infinita e com a condicdo inicial ®(z,y) = ®(x)d(y). Também é
interessante mencionar que utilizando as solugao apresentadas na Ref. [57] e o método das
imagens [124] é possivel obter a solucao para a Eq.(3.43) quando a condigao inicial anterior

é considerada. Aplicando a transformada inversa de Laplace na Eq.(3.48), obtemos que
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Gy(z,75t) = — (3.51)
K,
1,0 2 /K (AL 1,0 2 /K 11
SN2 e |G s 2B e )]

e, consequentemente,

p(z,0;t) / dx/ d_/ dt———— 1l e %ﬁq)(f,y)gb(x,f;t—f). (3.52)

\/47T1Ct

Usando os resultados anteriores, a solugao da Eq. (3.40) pode ser escrita como

payit) = /_°°d@@(x,m(gu(\y—m;t)—gu<!y|+|@\;t>)
B /Oodf/ /dt ly| + [7] <|y|+|yy|>2 B, 7)o Tt — T), (3,59

\/47rlCt

em que G, (y;t) = ey2/(4’cy”/m. Note que a presenga do primeiro termo da Eq.(3.53)
depende da condicao inicial. Particularmente, para p(x,y;0) = p.(z)d(y), esse termo é
nulo. Outro ponto interessante relacionado com esse termo é presenca de regimes diferen-
tes na probabilidade de sobrevivéncia e na distribuicao no tempo de primeira passagem.
Conforme veremos, essa caracteristica implica que, dependendo de sua distribuicao ini-
cial, o sistema pode apresentar diferentes comportamentos para essa quantidade devido a
presenca de comportamentos difusivos distintos manifestados pelo sistema, veja as Figs.
(3.15) e (3.18). O deslocamento quadratico médio na direcio z, 02 = ((z — (z))?), asso-
ciado a Eq.(3.53), para ®(z,y) = §(z — 2')é(y — /), é dado por

2

Yy
t 2 K. t T Ay (t—t) 2 K
02— U, e T / T o] Y I A
K, vV, Jo T(t—1t) KaV t

12

3 Tk y(t—t’) 2 K
2 € v 1,0
+ 33/ dt/—”Hl,l - _,y .ﬁL'/
0 m(t —t)t KaV t

(i)l (3.54)
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Figura 3.18: Comportamento da Eq. (3.58) considerando IC; = 10, K, = 0.1 e a condigao inicial
O(z,y) =0(x—2)0(y—y) com T =1ey =1.2. As linhas azul e vermelha indicam os diferentes
regimes da distribuicao do tempo de primeira passagem.

No limite assintotico de t — 00, a expressao precedente pode ser aproximada por

2K, , Y4
z ™ _’nyr(g)/@ )

A Fig. (3.16) ilustra o comportamento temporal da Eq.(3.54). Note que a linha

(3.55)

reta vermelha foi utilizada para evidenciar o regime difusivo assintético correspondente
a Eq.(3.55). Esse expoente anémalo 1/4 também pode ser obtido para o modelo de
pente tridimensional para o caso do espaco ilimitado [125]. Entretanto, em nosso caso,
o expoente anomalo é menor do que no modelo de pente bidimensional em virtude da
presenca de uma superficie adsorvente. Agora, obteremos a probabilidade de sobrevivéncia
e a distribuigao do tempo de primeira passagem do processo descrito pela Eq. (3.53). Além
das solugoes analiticas em termos de equagoes integrais, também obtemos as leis de escala
para a dependéncia temporal assintética utilizando o método detalhado na Ref.[126]. Para

a probabilidade de sobrevivéncia, isto é, S(t) = [~ dx [*2_dyp(x,y;1), obtemos que
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Figura 3.19: Comportamento da Eq.(3.64) considerando IC; = 10, K, = 0.1 e a condicao inicial
O(z,y) =0(x —2)d(y —y) com T =1 ey =1.2. As linhas retas azul e verde foram adicionadas
para indicar os comportamentos assintoticos da variancia.

/dx/dymerf( )/dx/ 2y 9(e.1)

. (1.4)

__¥ 1.0
4Ky t! _ ’
(& Y 1 Hl,l (0, 1) ;

Ky (3.56)

Ad

2
Ka

t dt/
/0 AT, 3

cujo comportamento assintotico para tempos longos é dado por

t)N/OOO da:'/_:dy’@(:c’,y ((\';’Ly ,Cl \//c_) \/1_+ %%—F <|§|t1/4>(3.57)

e dependendo das condicoes iniciais e da escala de tempo considerada pode ser go-
vernada por uma probabilidade de sobrevivéncia usual, S(t) ~ ¢t~'/2, ou aumentada,
S(t) ~ t='/4, (primeiro e segundo termo da Eq. (3.57), respectivamente) no limite ¢ — oo
com |y'|/+/Ky > /K,/K,. A Fig. (3.15) ilustra o comportamento da Eq. (3.56) para
valores de K, Ky, T, e y. Nessa figura, podemos observar a presenca de regimes di-
fusivos diferentes. Um aparece para tempos pequenos e o outro para tempos longos,

conforme indicado pelas retas (azul e vermelha) presentes na Fig. (3.15). Em particular,
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o comportamento para tempos longos corresponde ao segundo termo da Eq. (3.57), uma
vez que o primeiro termo para t — oo nao possui uma contribuicao relevante. Na Fig.
(3.17), ilustramos o comportamento da Eq. (3.56) para valores distintos de 7, que corres-
pondem a diferentes posi¢oes da condigao inicial. Os resultados obtidos ao escolhermos
diversos valores de 7 mostram que a presenca de regimes distintos depende da escolha da
condicao inicial. Além disso, um decaimento assintético nao usual similar foi reportado
na Ref. [127], na qual um campo de velocidade (shear flow) é considerado na equagao de
Fokker—Planck. Contudo, nesse trabalho o resultado é obtido devido apenas aos vinculos
geométricos intrinsecos do modelo.

O tempo de primeira passagem pode ser obtido utilizando a defini¢do F(t) = —0,S(t).
Ap6s efetuarmos alguns célculos, é possivel mostrar que a distribuicao do tempo de pri-

meira passagem referente a Eq. (3.56) é
t d_ TaK §(2 )
oo o0 t e y t—t
F = [ do [ dgoiey [ T :
0 oo 0 "\ /J4rK, (t - 1)
O comportamento assintotico dessa equagao para tempos longos é representado por

> !/ > / / / ’y/| 1 1 2 ‘xll
Ft)~ [ d dy' ® (', — K, | —— + /= /K, —— |3.59
©) /0 ) /_oo vew.y) ((N/lcy [ BTV Ty (3)t5/4 )

Semelhantemente ao resultado anterior obtido para a probabilidade de sobrevivéncia,

2 D
H 2 )2
1,1 DV 7 ||

1}
Lol (359)

dependendo da condigao inicial o primeiro ou o segundo termo pode governar o compor-
tamento assintético da Eq. (3.59). Nesse sentido, podemos recuperar os resultados para
comportamentos assintéticos de dois modelos diferentes de difusao anomala relacionados
aos vinculos geométricos presentes na Ref. [65]. O primeiro, F(t) ~ t~3/2, ¢ relacionado
com a caminhada aleatdria; e o segundo, F(t) ~ t=5/4 ¢ relacionado com o modelo de
pente (descrito por uma caminha aleatdria continua no tempo). Na Fig.(3.18), encontra-se
a ilustragdo da Eq. (3.58) (por simplicidade consideramos os valores de IC, e I, utilizado
na Fig.(3.15)), na qual também observamos a presenca de dois regimes diferentes que
dependem da escolha da condicao inicial do sistema. Esses resultados significam que apds
um tempo transiente inicial algumas particulas passam longos periodos presas no eixo y
antes de finalmente serem adsorvidas em x = 0.

Consideramos agora o caso geral em que 7, # 1 and ~, # 1. Nesse contexto, somos
aptos a investigar como possiveis mecanismos de memoria podem afetar o comporta-
mento difusivo em uma estrutura de backbone, ou seja, introduzimos efeitos de memoria
conectados com derivadas temporais fracionérias presentes na Eq.(3.41). Para esse caso,
empregando um procedimente analogo ao caso anterior, é possivel mostrar que a solucao

¢ dada por
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Figura 3.20: Comportamento da Eq.(3.66) considerando K, = 10, £, = 0.1, e a condicao inicial
O(z,y) = 0(x —z)0(y —y) com T =1 e gy = 1.2 com a finalidade de mostrar a influéncia da
condicdo inicial na probabilidade de sobrevicéncia. As linhas azul e vermelhas correspondem ao
comportamento assintético da probabilidade de sobrevivéncia para tempos longos.

pla,yit) = /Oody<1><w,y> @, (y—71:6) = G, (vl + 171 1)) /cr/ /dm.y)

X Gy (lyl+lst = 1) (G (|2 —7]57) = G (Jz + 73 7)) (3.60)
Ccom
G L vo| ly =9l |(-%.%)
gy(yat) - \/TW l’llm (0 1) 5 (361)
1 vo| [yl + 1wl |(i-3.%)
Gy(yit) = ———=Hi1| —F—= |0y /| - (3.62)
! t\/4K, [t i, 1
(§
Go(a ) — | 2V K o) 2V (-4 (o) ()
b(z;t) = TIC 2 Ll Wkﬂ 0, 1) . (3.63)

Similarmente ao caso anterior, obtemos o deslocamento quadratico médio para o processo

relacionado com a Eq.(3.60) sujeito a condigao inicial ®(z,y) = d(z —2")d(y —¥'), ou seja,
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sendo 7 = vy, —7,/2. No limite assintético ¢ — oo, obtém-se

[ 2KC {n/2
2 o m ) 3.65
Ta 4//cyr(1 +1n/2) ( )

Para esse caso, a dependéncia temporal assintoética é caracterizada por ambos expoentes

anomalos (v, e 7,(. Note que a presenca de efeitos de memdria nas ramificagoes e no
backbone pode conduzir ou induzir & difusao mais lenta no sistema. Na Fig.(3.19), estd
ilustrado o comportamento temporal da Eq.(3.64) para alguns valores de 7, e 7,. Um
aspecto interessante é a existéncia de uma situagao estacionéria para o2 a depender da
escolha de v, and -,. Comportamentos estaciondrios (plato de saturacao) e subdifusao
com o expoente de escala do deslocamento quadratico médio em torno de 1/4 podem
ser relacionados com o movimento confinado e com a aglomeracao molecular, conforme
tem sido reportado em experimentos de rastreamento de uma unica particula em células
vivas [31, 128]. Em particular, é mostrado na Ref. [129] que essas dinamicas anomalas
de relaxacao sao influenciadas pela combinacao dos efeitos de aglomeracao molecular e
armadilhas 6ticas. De fato, estas caracteristicas nao usuais da agao reciproca entre efeitos
de memoria e vinculos geométricos também aparecem na probabilidade de sobrevivéncia
e na distribuicao do tempo de primeira passagem relacionadas ao processo descrito pela
Eq. (3.60). Portanto, usando as defini¢oes anteriores, estas propriedade de transporte sao

dadas por

(o) e’} t
S(t) = 1—/ da:/ dy/ a2 _pprol W
0 —co 0 t’(t—t’) ’ /Cy (t—t’)vy

((3’%)(%?))] (3.66)
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®) o LY e ey K, (t—t)y @Y
1,0 2 ’C t" 0,l w— L
i S 1ol Osle))| (3.67)

Para as Eqgs. (3.66) e (3.67), o comportamento assintético para tempos longos é governado

por
S() L2k /Ood’/ood’| 621/ (3.68)
~N = T x| P, .
ra-paVe v, LY !
e

F Ui 2 o o
t ~Y d d @ . ‘

Na Fig. (3.20), ilustramos o comportamento da probabilidade de sobrevivéncia, Eq. (3.66),
para o caso v, = v,/2 com vy, = 1 e 7, = v, = 1. Para o primeiro caso, verificamos que
o comportamento de S(t) no limite assintético para tempos longos é uma constante, em
contraste com o segundo caso. Essa caracteristica sugere que os efeitos de memoria podem
aumentar a probabilidade de sobrevivéncia, isto é, parte do sistema permanece preso nas
ramificacoes e ,consequentemente, nao sao adsorvidos pela superficie presente em z = 0.
O comportamento assintético é governado por S(t) ~ 1/t"? e também é influenciado pe-
las correlacoes temporais nas ramificagoes, que sao representadas pelo expoente v,. Esse
fato e os resultados da Eq. (3.58) sugerem que para esse modelo um comportamento nao
usual da probabilidade de sobrevivéncia devido a efeitos de memoria podem surgir inde-
pendentemente das escolhas da condicao inicial e escala de tempo, enquanto os efeitos dos
vinculos geométricos podem ser negligenciados dependendo dessas escolhas. A mesma

analise pode ser aplicada para a distribuicao do tempo de primeira passagem dada pela

Eq. (3.67).

3.3.3 Discussoes e Conclusoes

Investigamos a solucao, deslocamento quadréatico médio, probabilidade de sobrevivéncia
e a distribuicao do tempo de primeira passagem de um processo difusivo relacionado a
Eq.(3.41), na qual uma estrutura de backbone e derivadas fraciondrias estao presentes.

Essas quantidades foram obtidas considerando um sistema em uma regiao semi-infinita
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na direcao x com uma condicao de contorno adsorvente em x = 0 para uma condicao
inicial arbitraria. Mesmo para o caso mais simples, v, = 7, = 1, resultados nao triviais
sao obtidos devido a presenca de vinculos geométricos. Dependendo da condigao inicial, o
sistema pode exibir regimes difusivos distintos: uma para tempos pequenos e outro para
tempos longos como indicado nas Figs. (3.15) e (3.18) pelas linhas retas (azul e vermelha).
Nesse sentido, a Fig. (3.17) mostra que para a condigao inicial § = 0, regimes distintos
nao sa manifestados. Em seguida, adicionamos efeitos de memoria ao considerarmos o
caso geral (7, # 1 e v, # 1), no qual mostramos que, dependendo da escolha de 7, e v,
particulas podem permanecer aprisionadas nas ramificagoes da estrutura de pente e, con-
sequentemente, nao ser absorvidas pela superficie presente em x = 0. Essa caracteristica
¢ ilustrada nas Figs. (3.19) e (3.20) para 7, = 7,/2, fato esse que conduz a um valor
constante para c2(t) e S(t) no comportamento assintético de tempos longos. A partir
dessas figuras, observamos que o deslocamento quadréatico médio aumenta com o mesmo
expoente de escala que a probabilidade de sobrevivéncia decresce. Isso significa que a
presenca de efeitos de meméria pode diminuir o movimento difusivo na direcao x, aumen-
tando consequentemente a probabilidade de sobrevivéncia. Além disso, nossos resultados
mostram que as escolhas da condicao inicial e da escala temporal desempenham papéis
importantes na detec¢ao da dinamica anomala oriunda de vinculos geométricos e efeitos

de memoria.
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Capitulo 4
Conclusao geral

O conhecimento de como algo se difunde pode ser uma maneira eficaz de quantificar a
complexidade de um sistema, tanto em relacao a natureza estrutural do sistema, quanto
em relacao a natureza das interacoes entre os elementos do sistema. Por exemplo, um
método nao evasivo de investigar a estrutura de tecidos biolégicos in vivo é quantificar a
difusdo molecular por meio de ressonancia magnética nuclear [131]. Esse método experi-
mental tem se mostrado eficaz para investigar micro-estruturas bioldgicas, e de materiais
porosos, uma vez que a complexidade geométrica de sistemas heterogéneos pode ser ca-
racterizada pela maneira na qual as pequenas moléculas (geralmente dgua) se difundem
neles [132]. Um resultado notavel, ao utilizar esse método aplicado a estrutura cérebral, é
a discriminagao entre a matéria cinzenta (onde a difusao é isotrépica) e a matéria branca
(onde a difusao é anisotrdpica e onde existe grande concentracao de axonios).

O sucesso dessa aplicacao esta relacionada com aos conceitos e modelos fisico-matematicos
muito bem estabelecidos que definem o que é a difusao usual, bem como com as gene-
ralizacoes e extensoes desses conceitos e modelos propostos para tratar casos de difusao
anomala. Alguns desses conceitos e modelos foram abordados no Capitulo 2, no qual pro-
curamos elucidar quais as propriedades dos modelos de difusao anomala que os tornam
aptos para descrever alguns sistemas complexos. Ainda nesse capitulo, destacamos o uso
de derivadas fracionarias, e nesse contexto, fazendo uma conexao com o exemplo do pri-
meiro paragrafo, destacamos o trabalho de Magin e colaboradores [133]. Nesse trabalho, a
difusao em cérebro de ratos é estudada e os dados obtidos por ressonancia magnética sao
ajustados por uma equagao de difusao fraciondria, Eq. (2.29). Os mapas dos parametros
~ e u mostram excelente contraste entre a matéria branca e a cinza. Em particular, para
a matéria branca v ~ 0.7 (subdifusdo), enquanto para a matéria cinza v ~ 1 (difus@o
usual).

No Capitulo 3, motivados pelo papel fundamental que a geometria pode desempenhar
em sistemas difusivos, apresentamos nossos trabalhos baseados em extensoes do modelo
de pente, Egs. (3.3), (3.26) e (3.41). Nos trés casos obtemos a respectiva fun¢ao densi-

dade de probabilidade analiticamente, a partir da qual foi possivel inferir as propriedades
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de transporte do sistema. Em particular, na Secao 3.1 observamos que o simples fato de
considerar forcas constantes atuando no modelo de pente conduz a resultados nao triviais,
isto é, diferentes regimes difusivos e difusao confinada. J& na Seccao 3.2, obtemos uma
rica classe de regimes difusivos distintos — difusao, superdifusao, subdifusao — ao consi-
derar um sistema no qual as particulas podem tanto se difundir livremente quanto ficar
restritas a estrutura do modelo de pente. Na Secao 3.3, buscando uma melhor compre-
ensao das propriedades do modelo de pente, obtemos a probabilidade de sobrevivéncia e
a distribuicao do tempo de primeira passagem. Em cada um desses trabalhos, mostramos
as possiveis conexoes com alguns sistemas complexos e 0s possiveis mecanismos que estao
relacionados a dinamica andémala.

Destacamos ainda que a tendéncia atual das pesquisas sobre difusao em sistemas com-
plexos, principalmente em células vivas, vai além de apenas classificar o comportamento
difusivo de um sistema por meio do deslocamento quadratico médio , estando focada
em compreender e discernir os mecanismos da difusao anoémala. Isso também reflete na
necessidade de compreender melhor quais sao os mecanismos relacionados aos modelos
de difusao andémala (caminhada aleatéria no tempo, equagoes generalizadas de difusao e
Langevin). Nesse contexto, outras quantidades tem ganhado destaque, tais como pro-
babilidade de sobrevivéncia, distribuicao do tempo de primeira passagem e funcgoes de
correlagao. Além disso, outro fator importante para se considerar na hora da escolha de
um modelo é a questao da ergodicidade. De acordo com [31], identificar a verdadeira na-
tureza do processo anomalo é um verdadeiro desafio tedrico, em especial em células vivas.
Por fim, nesse contexto, o estudo da ergodicidade e de outras propriedades (complemen-
tares ao deslocamento quadréatico médio) referentes aos principais modelos de difusao

anomala mostra-se como um bom caminho a ser seguido em nossas futuras pesquisas.
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Apeéendice A
Funcao H de Fox

A funcao H de Fox (func¢ao H) pode ser definida em termos da integral do tipo Mellin-

Barnes

(a1,41),(apAp)] 1 B
(bll’Bll)V"'v(bqpanp)} - % LX(f)ZL’ gdf

H;'n—lr (b; — B;§) H?—lr (1 —a; + Aj6)

x(§) = H?:mjrlp (1—b; + ng_) IE_, T (a; — Aj€) (4.1)

(ap»Ap)] — gmn [x
q p.q

sendo m, n,p and ¢ os nimeros inteiros que satisfazem 0 < n <pel <m < g. Também

pode ser definido por sua transformada de Mellin

o0
/ H;”;Z” [aaz
0

Aqui, os parametros devem ser definidos de tal maneira que A; > 0, B; > 0 e a;(by+v) #

ap,A _ _
] @ de = aéx(g) (4.2)

Byp(aj—A—1)emquev,A=0,1,2,...,h=1,2,...,mej=1,2,...,m. O contorno L separa
os polos de I' (b; — B;&) para j = 1,2,...,m daqueles de I' (1 — a; + A;¢€) for j =1,2,...,n
[93]. A fungao H ¢ analitica em x se (i) 2 #0e M >0 or (i) 0 < |z| <1/Be M =0,
com M =31 B —Y" AjeB=]T_ AV, B ™.

Algumas propriedades tteis da fungao H de Fox, encontradas na Ref. [93] estao listadas
abaixo.

(¢) A fungao H é simétrica nos pares (ar, Ay), -+, (a,, 4,), do mesmo modo (@41, Ant1),

- (ap, Ap); in (by, Br), - -+, (b, By) € em (bpi1, Boga), -+, (by, By).

(17) Para k >0

m,n
Hp,q [{E

(ap,Ap) | _ mn k
(bf,Bf)] =k [x

(ap,kAp)
o] (4.3)

(7i1) A regra da multiplicacao é




(iv) Paran >1eq>m,

, (a1,A1)(a2,A2)(ap,Ap) o m,n—1 (az2,A2)-(ap,Ap)
H;'fq” [IE (bl,Bl)---(bq_l,Bq_pl)(Zl,Al) - Hp—Lq—l [ (bl,B1)---(b;—159q—1)] (4.5)
(v) Param>2ep>n
mon (a1,A1)-(ap-1,4p-1)(b1,B1) | _ 1ym—1n (a2,A42)-(ap—1,Ap-1)
Hp,q [x (b1,Bl)(b2J§2)'"(§q:Bq) o prl’qfl [ (b%B?)"'(b;BQ) ’ ] (4.6)

(vi) A realcao entre a funcao generalized de Mittag-Leffler e a funcao H de Fox é dada

por

1,1 0,1
Eop(z) = Hyp [_‘T ’5071;(1_5@)] (4.7)
(vii) Sob a transformada cosseno de Fourier, a funcdo H se transforma de acordo com

/ Hy |k
0

(bq,Bq) q+1,p+2

(ap,Ap):| COS(k.CC)dQ? — E Hn+1,m |:.T
X

(1—bg,B,),(1,1/2)
(1,1),(1(1fap,Ap),(1,1/2)] : (4.8)
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