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Fusao, difusao, confusao...
(Capitulo LXXIX do livro Esai e Jacé de Machado de Assis)

“Era um espetdiculo misterioso, vago, obscuro, em que as figuras
vistveis se faziam impalpdveis, o dobrado ficava unico, o unico

desdobrado, uma fusao, uma confusao, uma difusao...”
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Resumo

Este trabalho esta divido em duas partes. A primeira estd focada no estudo dos
trabalhos seminais que estao relacionados com as origens do conceito de difusao na fisica,
por exemplo, os trabalhos de Fourier, Einstein, Brown, Rayleigh, entre outros. Na segunda
parte estudamos as origens e as definicoes da difusao anomala. Também mostramos
alguns métodos matematicos para obter o comportamento difusivo anomalo. Finalmente,
investigamos as solucgoes, utilizando o método da funcao de Green, para um sistema
governado por uma equacao de Fokker-Planck que estd relacionada com o modelo de
pente. Para este sistema, consideramos um condigao inicial arbitraria, na presenca de
coeficientes de difusao dependentes do tempo e derivada espacial fracionaria, e analisamos

a conexao com a difusdo anomala.



Abstract

The present work is divided into two parts. The first one is focused on the study of
the seminal works which are related with the origins of the diffusion concept in physics,
for instance, the works of Fourier, Einstein, Brown, Rayleigh, Fick, among others. In the
second part we studied the origins and the definitions of the anomalous diffusion. We
also showed some mathematical approaches to obtain the anomalous diffusive behavior.
Finally, we investigate solutions, by using the Green function approach, for a system go-
verned by a non-Markovian Fokker-Planck equation that are related to the comb model.
For this system, we consider an arbitrary initial condition, in the presence of time depen-
dent diffusion coefficients and spatial fractional derivative, and analyze the connection to

the anomalous diffusion.
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Introducao

Uma pesquisa etimolégica da o vocabulo difusao como originario do latim diffusionem,
que é a forma acusativa de diffusio, sendo que tais palavras estao associadas ao verbo
latino diffundere, composto pelo prefixo dif (separar, em todas as diregoes ) + fundere
(derramar, espalhar). Portanto, difusd@o remete & idéia de algo que se dispersa, que se
expande ou que se espalha. Uma vez conhecida esta definicao etimolégica da palavra
difusao, é natural que surjam as seguintes indagacoes: O que é difusao? Para que serve?
E qual a sua importancia?

Existem diversas possiveis respostas para tais perguntas, entretanto as mais convin-
centes sao as que estao relacionadas de maneira intrinseca com os seres vivos. Em con-
cordancia com isso, uma resposta almejada é dada pela fisiologia (ramo da biologia que
estuda as fungoes e os processos vitais dos organismos vivos ou de suas partes e érgaos), na
qual o processo de difusao é, de maneira sucinta, definido como o movimento espontaneo
das moléculas ao longo de um gradiente, que pode ser de concentragao, de potencial
quimico ou de pressao (por exemplo), isto é, de uma regiao com alta concentragao para
uma de baixa concentragao com o objetivo de alcangar o equilibrio, sendo que este pro-
cesso € essencial para o funcionamento e manutencao das células vivas. Por exemplo, nas
plantas vasculares a difusao é usada no fluxo de transpiragao estomatica, que consiste na
saida do vapor de dgua da planta através dos estomatos localizados nas folhas, sendo que
isto ocorre devido a maior concentracao de agua dentro da planta do que no ambiente
externo com baixa umidade atmosférica. Nas espécies de plantas nao vasculares, a res-
piragao ocorre por meio do processo de difusao de gases. Nos seres humanos e animais
em geral, o fenomeno da difusdo (causado pelas diferengas de concentragao entre CO; e
O2) também é essencial para que seja possivel ocorrer o processo respiratorio.

Além de respirar, é necessario que os diferentes tipos de células especializadas (que
formam os diversos érgaos do corpo humano) saibam especificamente o que fazer e como
fazer e é devido ao sistema nervoso, através dos impulsos nervosos, que as informacoes sao
conduzidas até as células. O sistema nervoso nao sé é responsavel por mandar informagoes,
como também é responsavel por decodificar as informacoes que os érgaos sensoriais rece-
bem do ambiente. Nesse contexto o fenomeno da difusao também desempenha um papel

muito importante que sera elucidado a seguir. Os neuronios conduzem informacao por



meio de um sinal elétrico denominado impulso nervoso (ou potencial de a¢éo), que ocorre
devido a uma diferenca de potencial elétrico entre o meio intracelular do neurdénio e o
meio extracelular. As células neuronais possuem a capacidade de mudar a carga elétrica
intracelular, assim o potencial de agao é um processo de polarizacao, despolarizagao e
repolarizagao. Sendo a difusao simples de cdtions de Na™ essencial para que ocorra a des-
polarizacao e a repolarizagao do neuronio, e consequentemente para que o sistema nervoso
funcione de maneira eficaz.

Até o momento o conceito de difusao abordado foi relacionado as estruturas que
compoem os seres humanos, as células. No entanto, transitando para o nivel macroscépico,
também existe uma estrutura que as relagoes e interacoes complexas entre as pessoas for-
mam, denominada de sociedade. Sendo a natureza, as causas e os efeitos dessas relagoes
e interagoes os objetos de estudo da sociologia, ciéncia humana na qual foi desenvolvido o
conceito de difusao cultural — processo, na dinamica cultural, em que os elementos (tragos)
ou complexos culturais se difundem de uma sociedade para outra. Atualmente o processo
difusao cultural acontece principalmente devido aos meios de comunicacao. Fazendo uso
de um jargao, é possivel dizer que hoje nao existem mais fronteiras geograficas para o co-
nhecimento, resultando assim em outro processo bastante conhecido, a globalizacao. No
entanto, se hoje a difusao cultural promove a chamada globalizacao, para alguns econo-
mistas [1, 2] durante o processo histérico de formagao das nagdes a capacidade de difundir
cultura e de assimilar cultura (inovagoes cientificas, tecnoldgicas, filoséficas, etc.) é res-
ponsavel pelo surgimento de diferentes tipos de desenvolvimentos econémicos, originando
as nagoes ricas e as nagoes pobres.

Os exemplos precedentes, apesar de poucos, sao suficientes para demonstrar de forma
breve o quao importante é o processo de difusao (desde as células até a sociedade) e de
fato seria possivel discorrer por muitas paginas sobre o conceito de difusao em diferentes
contextos, contudo, o objetivo deste trabalho é o estudo do desenvolvimento do conceito
de difusao na fisica, que é a ciéncia que faz uso da rigorosidade da linguagem matematica
para tentar compreender e descrever a natureza. Dentro dessa linguagem matematica

destacamos as equagoes diferenciais e as palavras de Richard P. Feynman [3] sobre elas:

“There is only one precise way of presenting the laws, and that is by means of diffe-
rential equations. They have the advantage of being fundamental and, so far as we know,

precise.”

Consoante a isto, este trabalho versara sobre a equagao diferencial parcial de difusao, com
um enfoque tanto nas origens histéricas quanto nas extensoes/generalizagoes e solugoes
matematicas, e em relacao a estrutura, este trabalho esta dividido em duas partes.

Na primeira parte apresentamos um estudo histérico direto das fontes originais (sem-

pre que foi possivel o acesso aos manuscritos) de alguns trabalhos que sao considerados



essenciais no desenvolvimento tanto do conceito de difusao quanto das terminologias que
sao utilizadas atualmente. A motivacao para tal pesquisa é simples: nao é preciso ser
especialista em construgao civil para saber que quanto maior a edificacao, mais sélida e
profunda dever ser a base sobre a qual esta serd construida; analogamente isto ocorre
na “construcao” do conhecimento, pois quanto mais “profundo” e “sélido” for o nosso
entendimento sobre os fundamentos de determinado assunto maior serd a possibilidade
de podermos contribuir de forma significativa no seu desenvolvimento.

No capitulo 1 discorremos sobre a difusao macroscopica, isto é, a difusao na matéria.
Inicialmente abordamos o legado de Fourier (1822), que rigorosamente obteve equagao
diferencial parcial hiperbdlica para descrever a conducao de calor em soélidos, além de
criar novos métodos matematicos para soluciona-la. Na secao seguinte, relatamos as
pesquisas pioneiras de Thomas Graham sobre difusdo em gases (1833). Em seguida,
dedicamos uma secao aos trabalhos de Adolph Fick sobre a difusao em liquidos, de onde
sao oriundas as leis fenomenoldgicas da difusdo (baseadas na analogia com a equagao
de calor de Fourier), conhecidas como leis de Fick. Por fim, na tultima se¢do tratamos
da difusao entre compostos sélidos, com destaque para as pesquisas de Roberts-Austen
(1896).

A difusao de probabilidade é o assunto do segundo capitulo, no qual a secao inicial
trata dos trabalhos pioneiros de Laplace sobre variaveis aleatérias. Nas secoes posterio-
res, respectivamente sobre Thiele (1880), Rayleigh (1880), Edgeworth (1883) e Bachelier
(1900), mostramos como cada um destes notaveis pesquisadores, de maneira totalmente
independente, obtiveram a equacao de difusao de probabilidade, que é andloga a equacao
da conducao de calor de Fourier. Na secao final dedicamos alguns paragrafos para elucidar
a origem do termo “Random Walk” e também o motivo pelo qual muitos o relacionam
com o andar de um bébado.

O terceiro capitulo é dedicado ao “mundo microscopico” e referente a este tema o
iniciamos com uma se¢ao sobre o trabalho de Robert Brown, com a finalidade de desmis-
tificarmos o movimento Browniano, ou seja, demonstrar como se desenvolveu a pesquisa
deste botanico escocés e por quais motivos esta se tornou importante para a fisica es-
tatistica. Nas secoes subsequentes tratamos, respectivamente, dos trabalhos de Einstein,
Smoluchowski e Langevin, mostrando o método que cada um propos para explicar o mo-
vimento Browniano. E valido ressaltar que quando tratamos de sistemas microscépicos,
compostos por intimeros elementos, nao determinamos especificamente onde se encontra
uma particula (por exemplo), mas é possivel determinar a probabilidade de encontra-la
em um algum lugar. Portanto, saber como a probabilidade de um dado sistema se difunde
com o tempo, isto é, obter a funcao distribuicdo de probabilidade, pode ser muito tutil
para compreendé-lo.

Ainda na primeira parte, diferentemente dos capitulos precedentes, o quarto capitulo

tem como objetivo uma abordagem matematica mais rigorosa. Assim, na primeira se¢ao
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demonstramos como € possivel obter a equacao de difusao partindo de um passeio aleatorio
e na segunda secao obtemos a Equacao de Fokker-Planck partindo da equagao de Chapman-
Kolmogorov.

Difusao anomala, este é o tema sobre o qual dedicamos a segunda parte deste trabalho.
Na primeira parte estudamos as origens da equagao de difusao e é muito frequente que o
que venha primeiro seja considerado como padrao, como usual, como referéncia e isto nao
ocorre somente nas ciéncias exatas, consideremos por exemplo o caso das artes (musica,
literatura, etc.). Também é natural que as coisas que fogem do padrao sejam destacadas,
muitas vezes criticadas, atraiam a atencao e despertem interesse. Desta forma os processo
difusivos que nao correspondem ao que é considerado usual, normal foram e sao fontes
fecundas da investigacao cientifica.

Assim no quinto capitulo abordamos os trabalhos de Richardson (1926), Scher e Mon-
troll (1975), que foram pioneiros em tratar teoricamente de sistemas cuja a difusao nao
correspondia a usual e a partir destes definimos formalmente o que é considerado difusao
normal e consequentemente o que é difusdo anomala (e suas classificagoes).

Uma vez definido o que é normal e o que é andémalo (no caso da difusao) é necessario
compreender o que causa determinada anomalia no processo difusivo, isto é, devemos sa-
ber os caminhos da difusao anomala e no sexto capitulo de maneira breve apresentamos
alguns desses caminhos, que normalmente sao extensoes ou generalizagoes dos caminhos
da difusao usual. Por motivos historicos a secao inicial é dedicada a extensao da equacao
de difusao proposta para sistemas turbulentos, cujo precursor foi Richardson. Em seguida,
dedicamos uma se¢ao para o estudo do passeio aleatério e as possiveis modificagoes nas
distribuicoes do tempo de espera e comprimento dos passos que resultam em processos
difusivos anomalos. Na se¢ao seguinte mostramos o caminho proposto por Tsallis e Buck-
man, no qual a difusao anomala surge como consequéncia da generalizagao da entropia
proposta por Tsallis [106, 106]. Na secao que encerra este capitulo discorremos sobre a
equacao de difusao fracionaria, que desde a década de 1990 tem sido amplamente utilizada
para descrever fenomenos difusivos nao usuais em distintos sistemas.

Do primeiro capitulo até o sexto apenas realizamos um estudo de trabalhos que for-
necem uma boa compreensao do conceito de difusdo, tanto usual como da andémala, ou
seja, até aqui nao existe nada de novo. Contudo, estes seis capitulos iniciais servem de
base para uma melhor compreensao do ultimo capitulo, que consideramos o mais impor-
tante deste trabalho, pois neste, de fato apresentamos um trabalho proposto e realizado
por nés, que é a obtencao de solucoes analiticas para uma generalizagao da equacao de
difusao do modelo de pente. Desta forma, o sétimo capitulo é dedicado ao estudo do
modelo de pente e a sua respectiva equacao de difusao, sendo este um modelo relacionado
com o estudo de propriedades de transporte em estruturas nao-homogéneas, para o qual
é possivel obter solugoes exatas para a equacao de difusao correspondente e tais solugoes

remetem a difusao anomala. Na primeira secao investigamos as origens deste modelo,
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que é oriundo dos estudos sobre clusters de percolacao e também procuramos definir de
maneira simples a origem da denominagao modelo de pente, além de outras nomenclatu-
ras que lhe sao referentes. Na secao subsequente investigamos de forma detalhada como
foi proposta a equacao de difusao para o modelo de pente e além disso realizamos uma
breve revisao dos trabalhos que abordam tal equacao. Na tltima se¢ao propomos uma
generalizacao da equacao de difusao para o modelo de pente e obtemos as solugoes exatas
para trés casos: i) derivadas de ordem inteira, ii) coeficientes dependentes do tempo e ii7)
dependéncia temporal dos coeficientes juntamente com a derivada fracionaria no espaco.
Tais solugoes e as respectivas discussoes sao baseadas nos resultados obtidos em [4], que
demonstram que a difusao anomala é intrinseca a este modelo, ou seja, também é um dos
caminhos para a difusao anomala. Para finalizar apresentamos nossas conclusoes gerais
sobre o contetido aqui pesquisado e também as possiveis dire¢coes nas quais pretendemos

continuar nossas pesquisas.
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Parte 1

Um passeio nao aleatorio pela

historia da difusao
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Capitulo 1

O mundo macroscépico

1.1 O legado de Fourier

Para iniciar o estudo sobre o desenvolvimento
do conceito de difusao na fisica o ponto de partida
escolhido foi a expedicao cientifica de Napoleao Bo-
naparte ao Egito em 1798. Nesta expedicao cerca de
cento e cinquenta savants - cientistas, engenheiros e
estudiosos académicos, acompanharam Bonaparte e
suas tropas militares. Dentre esses eruditos estava
o matematico Jean Baptiste Joseph Fourier, que foi
um dos trées membros da Comissao de Ciéncias e Ar-
tes, comissao responsavel por selecionar os estudio-
sos que foram ao Egito. Posteriormente, Fourier foi
nomeado secretario perpétuo do recém formado Ins-
titut d’l*f’gypte1 e segundo Narasimhan [5], no Egito
Fourier atuou em cargos administrativos e judiciais.
Em 1799 foi nomeado lider de uma expedicao ci-
entifica com o intuito de investigar monumentos e

inscrigoes no Alto Egito. Em novembro de 1801, re-

Figura 1.1: Joseph Fourier por Louis
Reybaud, Histoire de [expédition
francaise en Eqypte (Paris 1830-36) v.
8

tornou para a Franca apos a retirada das tropas francesas do Egito sendo entao nomeado

por Napoledo como prefeito do departamento? de Isere, préximo & fronteira com a Itélia,

cuja capital é Grenoble.

Apesar dos encargos burocraticos, durante seu mandato como prefeito Fourier dedicou-

nstituto cientifico baseado no Instituto Nacional da Franca, principal sociedade cientifica da Franca

pés-revolucionaria, da qual Bonaparte era membro.

2A Reptblica Francesa é divida em 26 regides administrativas, sendo estas regides subdivididas em

departamentos.
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se a dois trabalhos académicos completamente distintos. Um estava relacionado com a
organizacao e publicacao dos resultados da expedicao cientifica ao Egito, resultando em
varios volumes da obra Description de [ ’Egypte, que viria a se tornar a base para o
desenvolvimento da egiptologia. E o outro foi um trabalho de muita importancia para o
desenvolvimento da fisica-matematica, Théorie de la Propagation de la Chaleaur dans les
Solides (Teoria da Propagacao de Calor em Sélidos). Neste trabalho Fourier descreve o
processo transiente da conducao de calor em termos de uma equacao diferencial parcial

parabdlica, que de acordo com a notagao por ele utilizada, é dada por

I K |&T N RA N 2T (11)
dt CD|dz®  dy>  dz2 |’ '

sendo T a temperatura; ¢ o tempo; K a condutividade térmica; C o calor especifico;
D a densidade do sélido; e x y e z as coordenadas espaciais. Para resolver tal equacao
Fourier considerou corpos sélidos simétricos com superficies bem definidas - cubo, cilindro
e esfera - consequentemente desenvolvendo novos métodos matematicos. O que Fourier
fez foi aplicar o método de separacao de varidveis obtendo solugoes em termos de séries
trigonométricas infinitas. Além disso, ele também gerou solugoes na forma de integrais
que posteriormente viriam a ser conhecidas como integrais de Fourier.

O manuscrito deste trabalho foi submetido a Academia Francesa no ano de 1807, sendo
o comite avaliador composto por Lacroix, Monge, Lagrange e Laplace. O trabalho nao foi
muito bem recebido, particularmente por Lagrange e Laplace, pois Fourier obteve solugoes
em termos de séries trigonométricas infinitas e a oposicao destes revisores a estes tipos
de séries estava baseada em razoes puramente matematicas: convergéncia e periodicidade
algébrica. Possivelmente influenciado por Laplace, Fourier estendeu seus estudos para
dominios infinitos, nos quais a difusao estava submetida simplesmente pelas condi¢oes
iniciais. Os estudos de Fourier sobre a conducao do calor chegaram ao conhecimento da
comunidade cientifica somente em 1822, quando publicou a sua grande contribuicao para
a fisica, Théorie Analytique de la Chaleur[6] (Teoria Analitica do Calor).

Inicialmente Fourier tentou formular sua teoria para a conducao de calor como um
problema de n corpos, decorrente da filosofia Laplaciana de acao a distancia entre os
corpos, ou seja, tentou utilizar a teoria mais em evidéncia na época, a mecanica racional.
Entretanto, como ele mesmo diz nos discursos preliminares da obra Théorie Analytique
de la Chaleur:

“Mais quelle que soit l’étendue des théories mécaniques, elles ne s’appliquent point aux

effets de chaleur. Ils composent un ordre spécial de phénomenes que ne peuvent s’expliquer

par les principes du mouvement et de ’équilibre”. 3

3“Mas qualquer que seja a extensdo das teorias mecanicas, elas nio se aplicam aos efeitos do calor. Eles
compoem uma ordem especial de fendmenos que nao podem ser explicados pelos principios do movimento
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Desta maneira, Fourier teria que encontrar um novo caminho para formular a teoria da
conducao do calor e isto conseguiu combinando notaveis conhecimentos em matematica
pura com observagoes empiricas do comportamento macroscépico da matéria. Além de
propor novos métodos de andlise matematica, o trabalho de Fourier elucida muito bem
o que é fazer fisica e sobre a importancia da observacao dos fenomenos da natureza e a

descricao matematica destes, ele ressalta:

“L’étude approfondie de la nature est la source la plus féconde des découvertes mathéma-
tiques. Non seulement cette étude, en offrant aux recherches un but déterminé, a l’avantage
d’exclure les questions vagues et les calculs sans issue; elle est encore un moyen assuré de
former Uanalyse elle-meme, et d’en découvrir les éléments qu’il nous importe le plus de
connaitre, et que cette science doit toujours conserver: ces éléments fondamentauzr sont

ceux qui se reproduisent dans tous les effets naturels.” *

Por meio da observacao do comportamento do calor em corpos sélidos Fourier bus-
cou distinguir e definir as propriedades basicas que determinam a acao do calor. Apods
um longo estudo empirico concluiu que para realizar a andlise mateméatica dos variados
movimentos do calor ¢ suficiente considerar trés observacoes fundamentais, isto €, que os

corpos possuem as seguintes faculdades:
e conter o calor;
e receber ou transmitir calor através de suas superficies;
e conduzir o calor no interior da matéria.

Entao rompendo com as convencgoes da época e evitando a discussao sobre a natureza do
calor, considerou os solidos como meios continuos nos quais o calor se propaga por meio
de conducao. Em vez de assumir que a temperatura em algum ponto do sélido depende
de todos os pontos da vizinhanca, Fourier assumiu que a temperatura de um elemento
infinitesimal depende somente das condigoes dos elementos imediatamente adjacentes a
ele, ou seja, os seus primeiros vizinhos, por conseguinte formulando o problema da difusao
do calor no continuo por meio de uma equacao diferencial parcial e das condigoes iniciais
e de contorno, conhecida como equacao da conducao de calor transiente. A transcricao,

a seguir, de um paragrafo do trabalho de Fourier explica de forma simples como ocorre

e do equilibrio.”

440 estudo aprofundado da natureza é a fonte mais fecunda das descobertas mateméticas. N&o so-
mente este estudo, que oferece buscas para uma finalidade especifica, tem a vantagem de excluir perguntas
vagas e calculos sem fim, é ainda uma maneira certa de formar a propria andlise, e para descobrir elemen-
tos que nos sd@o os mais importantes de se conhecer, e que a ciéncia deve sempre manter: Os elementos
fundamentais sao aqueles que se reproduzem todos os efeitos naturais.”
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processo fisico da propagacao de calor e também, deixa claro que se trata do que atual-

mente é conhecido como problema de contorno:

“Lorsque la chaleur est inégalement distribuée entre les differents points d’une masse
solide, elle tend a se mettre en équilibre, et passe lentement des parties plus échauffées
dans celles qui sont moins; en méme temps elle se dissipe par la surface, et se perd dans
le miliew ou dans le vide. Cette tendance a une distribution uniforme, et cette émission
spontanée qui s’opere a la surface des corps, changent continuellement la température des
différents points. La question de la propagation de la chaleur consiste a déterminer quelle
est la température de chaque point d’un corps a un instant donné, en supposant que les

températures initiales sont connues.”

Para uma melhor compreensao do trabalho de Fourier, ou seja, os motivos que o influ-
enciaram a estudar a propagacao do calor, além de uma bela apologia a fisica-matematica,

eis as palavras do préprio autor:

“Les effets de la chaleur sont assujétis a des lois constantes que [’on ne peut découvrir
sans le secours de l’analyse mathématique. La Théorie que nous allons exposer a pour
objet de démontrer ces lois; elle réduit toutes les recherches physiques, sur la propaga-
tion de la chaleur, a des questions de calcul intégral dont les élémens sont donnés par
Pexpérience. Aucun sujet n’a des rapports plus étendus avec les progres de l'industrie et
ceux des sciences naturelles; car 'action de la chaleur est toujours présent, elle pénétre
tous les corps et les espaces, elle influe sur les procédés des arts, et concourt a tous les

phénomeénes de l'univers.”®

A influéncia deste trabalho de Fourier ocorreu em dois caminhos distintos segundo [5]:

e Fisicos experimentais em eletricidade, difusao quimica e fluxo de fluidos em materi-
als porosos interpretaram seus experimentos fazendo analogias com a fenomeno da

conducao de calor.

5¢Quando o calor é distribuido de forma desigual entre os diferentes pontos de uma massa sélida,
ele tende a alcangar o equilibrio, e passa lentamente das partes mais aquecidas para aquelas que sao
menos; ao mesmo tempo ele se dissipa pela superficie, e se perde no meio ou no vacuo. Esta tendéncia
para uma distribuicdo uniforme, e esta emissao espontanea que ocorre na superficie do corpo, mudando
continuamente a temperatura de pontos diferentes. A questao da propagacgao do calor é determinar a
temperatura de cada ponto de um corpo em um dado momento, assumindo que as temperaturas iniciais
sao conhecidas.”

640s efeitos sdo sujeitos a leis constantes que ndo podem ser descobertas sem o auxilio da andlise
matemadtica. A teoria de que vamos apresentar tem como objetivo demonstrar essas leis, que reduz
todos as pesquisas fisicas sobre a propagacao do calor, a questoes de cédlculo integral, cujos elementos
sao dados pela experiéncia. Nenhum assunto possui relagdo mais extensa com o progresso da industria
e os interesses da ciéncia natural; pois a agao do calor é sempre presente, ele penetra todos os corpos e
espagos, influencia os processos das artes, e contribui para todos os fenémenos do universo.”

17



e Pesquisadores em outros campos tais como mecanica estatistica e teoria da proba-
bilidade indiretamente estabeleceram conexoes com a equagao de condugao de calor
reconhecendo similaridades entre o comportamento de seus sistemas e as solugoes

matematicas da equacao de conducao de calor.

De fato, a equacao de calor de Fourier continua constituindo o fundamento conceitual

no qual se baseia a andlise de muitos sistemas fisicos, bioldgicos e sociais.

1.2 Thomas Graham - Difusao em gases

O primeiro estudo sistematico sobre difusao foi realizado pelo quimico Thomas Graham
(1805-1869). Nasceu em Glasgow na Escécia e é considerado como “o principal quimico
de sua geracao”, pois Graham além de ser o inventor da dialise, que ele definiu como um
método de separagao por difusao através de uma membrana (1854), é também frequente-
mente chamado de “Pai da quimica coloidal” [7]. A sua pesquisa sobre difus@o de gases foi
realizada entre os anos de 1828 e 1833, cujos resultados foram publicados na Philosophical
Magazine em 1833. No que se refere aos resultados de seus estudos sobre a miscibilidade

dos gases Graham escreveu [8]:

“

the experimental information we possess
on the subject amounts to little more than the
well established fact, that gases of different na-
ture, when brought into contact, do not arrange
themselves according to their density, the hea-
viest undermost, and the higher uppermost, but
they spontaneously diffuse, mutually and equally,
through each other, and so remain in the inti-

mate state of mixture for any lenght of time.”

Graham demonstrou experimentalmente que a Figura 1.2: Thomas Graham-Realizou
taxa na qual cada um dos gases difunde é inversa- os primeiros estudos sistematicos sobre
mente proporcional a raiz quadrada de suas respec- difusao.
tivas densidades. Esta observacao é conhecida como
lei de Graham. Posteriormente, também realizou pesquisas sobre a difusao em liquidos e

em 1850 apresentou sua Bakerian Lecture” intitulada On the Diffusion of Liquids, no qual

"Bakerian Lecture é uma palestra prémio devotada as ciéncias fisicas. E patrocinada pela Royal
Society e ocorre desde 1775.
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expos dados sobre a difusibilidade de uma variedade de solutos e solventes. Apesar da ri-
queza dos dados coletados, Graham nao tentou obter a partir destes uma lei fundamental

do processo de difusao em liquidos.

1.3 Adolph Eugen Fick - Leis fenomenoldgicas da di-

fusao

Em 1855 o fisiologista alemao Adolf Eugen Fick,
com 26 anos, publicou seu primeiro artigo nas
ciéncias fisicas. Uber Diffusion [9] foi publicado
enquanto Fick estava trabalhando com seu orienta-
dor e amigo Carl Ludwig na Universidade de Zuri-
que. No entanto, antes de discorrer sobre os detalhes
deste trabalho - que é um dos pilares do desenvolvi-
mento do conceito de difusao - é vélido dedicarmos

algumas linhas a este grande cientista. Antes de in-

gressar na faculdade de medicina em Berlin, cursou
dois anos de fisica na universidade de Marburg, a
qual abandonou por influéncia do irmao mais velho.
Devido a este interesse por fisica e matemética ndo Figura 1.3: Adolph Fick — Propos o
é uma surpresa que o primeiro tratado publicado due conhecemos hoje como leis de Fick
sobre fisica médica, Die medizinische Physik (1856) da difusao.

tenha sido escrito por ele. De acordo com Philibert

[8], nesta obra sao discutidos problemas biofisicos tais como a mistura de ar nos pulmaes,
o funcionamento do coracgao, a economia de calor do corpo humano, os mecanismos da
contracao muscular, a hidrodinamica da circulagao sanguinea, entre outros. Além disso,
realizou significantes contribui¢oes na fisiologia médica - sendo um nome de referéncia na
histéria da cardiologia - e também desenvolveu uma série de dispositivos, incluindo as
primeiras lentes de contato [10].

Contudo, na fisica, Fick é memoravel pelas leis que receberam seu nome. O trabalho
da qual essas “leis” sao oriundas, Uber Diffusion, possui uma traducdo feita pelo préprio
autor em forma de resumo para a lingua inglesa, On liquid diffusion [11]. J& na introdugao
Fick elucida como a pesquisa de Graham o influenciou e quais os seus objetivos a partir

desta:

“A few years ago Graham published an extensive investigation on the diffusion of salts

i water, in which he more especially compared the diffusibility of differents salts. It appe-
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ars to me a matter of regret, however, that in such an exceedingly valuable and extensive
investigation, the development of a fundamental law, for the operation of diffusion in a
single element of space, was neglected, and I have therefore endeavoured to supply this

omassion.”

E eis, no paragrafo seguinte, a eximia intuicao de fazer a analogia entre a difusao de
espécies quimicas em solugoes aquosas com a conducao de calor ou eletricidade, que Fick

escreve da seguinte forma:

“It was quite natural to suppose, that this law for the diffusion of a salt in its solvent
must be identical with that, according to which the diffusion of heat in a conducting body
takes place; upon this law Fourier founded his celebrated theory of heat, and it is the same
which Ohm applied with such extraordinary sucess, to the diffusion of electricity in a con-
ductor. According to this law, the transfer of salt and water occurring in a unit of time,
between two elements of space filled with differently concentrated solutions of the same
salt, must be, caeteris paribus,® directly proportional to the difference of concentration,

and tnversely proportional to the distance of the elements from one another.

Fick expressou isso matematicamente, desprezando os efeitos da gravidade e conside-
rando um recipiente vertical de forma arbitraria com solucao salina. Sendo y a concen-
tragao inicial da solucao salina situada em uma camada entre dois planos horizontais = e
x + dz, com y = y(z). A limitagado por ele feita é que a funcdo y deve diminuir conforme
x aumenta, ou seja, cada camada superior deve ser menos concentrada do que todas as
subjacentes. Entao a partir camada entre x e x 4+ dz (com concentracdo y), durante um
elemento de tempo dt, passara para a camada imediatamente adjacente, x 4+ dx e x + 2dz,
(com concentragao y + g—gdx) uma quantidade de sal —Qk:fl—gdt, na qual ) é a superficie
através da qual ocorre a difusao e k é uma constante que Fick define como sendo depen-
dente da natureza das substancias. Ele também ressalta que é evidente que um volume
de dgua igual ao de sal passa simultaneamente da camada superior para a inferior. Em
outras palavras, a taza de difusao para espécies quimicos em uma solucao aumenta com a
diferenca na concentracao entre duas regioes adjacentes. Fssa diferenca atua como uma
forca motriz para o movimento espontaneo das particulas do soluto em dire¢ao da regiao
de menor concentracdo (12 Lei de Fick).

Exatamente de acordo com o modelo matematico de Fourier desenvolvido para a
conducao de calor, Fick obteve, a partir desta lei fundamental para a difusao, a seguinte

equagao diferencial, (segundo a notagao utilizada por Fick em seu artigo)

8 Caeteris paribus é uma expressiao em latin usada para indicar a invariabilidade das demais varidveis
na explicagdo de um modelo tedrico ou pratico.
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5y__k 2y 1dQ oy
ox?2 Q@ dx dx

2= 4 ___> (22 Lei de Fick), (1.2)

quando a se¢ao () do recipiente é uma funcao da altura do mesmo acima do fundo. Quando

() é constante (i.e. um recipiente cilindrico ou prismatico), a equagao fica simplificada

) 52
AN (1.3)
ot ox?
Fick resolveu a equagdo (1.2) considerando (i) um recipiente cilindrico no equilibrio
dinamico, isto é, % = 0 e Q constante, e (i7) um recipiente em formato conico também no

equilibrio térmico. Na segunda parte de seu artigo Fick descreve os varios experimentos
que realizou sobre difusdo com membranas semipermedveis e nada melhor a transcricao

do ultimo parédgrafo desse artigo para compreendermos seus resultados:

“The comparison of the experiments adduced above with the hypothesis developed on
the foundation of the diffusion law, shows, though not absolutely, that the truth of this
hypothesis may be determined; and it is in fact highly probable that, with or without mo-
dification, such an hypothesis may serve as the foundation of a subsequent theory of these

very dark phenomena.”

De acordo com Fick é muito natural supor que a concentracao é analoga a tempe-
ratura, o fluxo de calor é andlogo ao fluxo do soluto e a difusividade térmica é anédloga
a difusividade quimica. Se a concentracao na fase aquosa é definido como massa por
volume, entao a capacidade quimica especifica (andloga ao calor especifico) é igual a
unidade e a difusidade quimica é igual a condutividade quimica. Desta maneira, suas
hipdteses alcancaram a expectativa almejada e realmente se tornaram fundamentais para

a compreensao e desenvolvimento da difusao.

1.4 William Chandler Roberts-Austen - Difusao em

soOlidos

Atualmente a difusao no estado sélido é considerada [12] um processo fundamental na
industria e na ciéncia de materiais, tornando-se assim um tépico importante na fisica do
estado soélido, na metalurgia fisica, na ciéncia dos materiais e também na geologia. Pro-
cessos difusivos sao relevantes na dinamica de diversas mudancas microestruturais que
ocorrem durante a preparacao, processamento e tratamento térmico de materiais. En-
tretanto, na época de Graham e Fick as pesquisas sobre difusao estavam confinadas aos

fluidos e até o final do século XIX o paradigma “corpora non agunt nisi fluida” prevaleceu
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na comunidade cientifica. De acordo com Barr [13], Robert Boyle (1627 - 1691) talvez
tenha sido o primeiro a demonstrar uma evidéncia experimental da difusao em sélidos no
seu estudo chamado “The Porosity of Bodies”. Destacam-se ainda os trabalhos de W.
Spring (1880) - que relata que finas camadas de uma liga composta por dois metais sao for-
madas por difus@o sélida - e de Albert Colson (1881) que estudou a difusdo do carbono em
ferro [14] e ainda salientou a profunda analogia entre a difusao nos sélidos e nos liquidos.
As primeiras medidas quantitativas da difusao
no estado solido foram realizadas pelo metalur-
gista britanico William Chandler Roberts-Austen.
Tendo sido ele assistente pessoal de Thomas
Graham, nao ¢é nenhuma surpresa o seu in-
teresse por estudar difusao e isto fica evi-
dente nas préprias palavras de Roberts-Austen
[15]:

“..My long conection with Graham’s rese-

arches made it almost a duty to attempt to
extend his work on liquid diffusion to me-

tals.”

Figura 1.4: Roberts-Austen — Estudou

Além disso, analisou suas medidas experimentais . Jifusio no estado sélido.

tendo como base as idéias de Fick:

“It appears probable that the law of diffusion of salts, framed by Fick, would also apply

to the diffusion of one metal with another.”

Fundamentado nisto Roberts-Austen propds a equagao de difusao unidimensional (notagao
das derivadas utilizadas pelo autor em seu artigo):
dv d*v

sendo v a concentracao da matéria e k o coeficiente de difusao.

Os seus experimentos sobre difusao foram realizados com metais nobres. Ele estu-
dou a difusao de ouro, platina e rédio em chumbo liquido, de ouro e prata em estanho
liquido e de ouro em bismuto. Ainda mais importante foi seu estudo sobre difusao de
ouro em chumbo sélido [16], no qual finas placas de ouro foram fundidas no fundo de
barras cilindricas de chumbo. As amostras solidas eram cortadas em secoes finas e a con-

centracoes dos compostos, resultantes do processo de difusdao, eram analisadas por meio
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de pesagens. Para determinar o coeficiente de difusao k, Robert-Austen usou as tabelas
calculadas por J. Stefan para a difusao de sais, formalmente estudada por Graham. Stefan
(1835 - 1895) obteve a solugao da equacao de difusao em termos de séries trigonométricas
e também em termos da fungao erro complementar. E de acordo com [8] e [17], os valores
dos coeficientes de difusdo obtidos por Roberts-Austen sdao proximos aos determinados

pelas técnicas modernas.

Neste capitulo mostramos a abordagem “Fickiana” da difusao, entretanto esta aborda-
gem pode nao ser adequada para descrever fenémenos como a difusao reversa (que ocorre
na diregao do gradiente) ou a difusdo osmética (difusdo sem gradiente). Sem entrar em
detalhes, é vélido citar que existe outra abordagem para o estudo do transporte difusivo,
que é o método de Maxwell-Stefan [18, 19] para a difusao de multicomponentes, bastante

utilizado na engenharia quimica [20].
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Capitulo 2

O mundo probabilistico

2.1 Pierre-Simon de Laplace

Como mencionado anteriormente, Fourier foi um
homem de confianca de Napoleao Bonaparte, assu-
mindo diversos cargos importantes durante a era na-
poleonica. No entanto, se Fourier foi escolhido por
Napoleao, o fisico e matematico Pierre-Simon de La-
place enquanto trabalhava no cargo de recrutador
da artilharia real francesa “teve a sorte de exami-
nar um promissor candidato de 16 anos chamado
Napoleao Bonaparte” [21]. Além disso, Laplace re-
cebeu o titulo de conde em 1806 do entao imperador
Napoleao Bonaparte. Contudo, o fato de conhecer
Bonaparte nao era o tunico elo que Fourier e La-
place possuiam. Enquanto um estudava a conducao
do calor em sdlidos, o outro dedicava-se a teoria da
probabilidade.

Mais especificamente, Laplace estava estudando

Figura 2.1: Pierre-Simon de Laplace —
Estudos pioneiros na teoria da proba-
bilidade.

como aplicar a probabilidade para corrigir os erros instrumentais nas observacoes fisicas,

ou seja, o problema era o seguinte [21]: dada uma série de medigoes, qual é o melhor pal-

pite que podemos dar sobre o verdadeiro valor da grandeza medida, e qual a probabilidade

de que esse palpite esteja “préximo” do valor real, por mais exigentes que sejamos em

nossa defini¢ao do valor de prérimo? Em uma linguagem mais formal: como inferir a pro-

babilidade de que a soma de uma quantidade grande de variaveis aleatorias identicamente

distribuidas obtenha um determinado valor?

Em 1809 Laplace formulou uma equagao diferencial com a mesma forma da equacao

24



de condugao de calor de Fourier, (na notagao de Laplace)
d’y _ dy
dz?  dz'”

Nesta equacao, y,,s representa a probabilidade de que a soma de x’ varidveis aleatdrias

(2.1)

distribuidas identicamente obtenha um valor x. Comparada com a equacao de calor, a
probabilidade y corresponde a temperatura; a magnitude da soma das variaveis aleatorias,
x, corresponde a distancia; e o nimero de variaveis aleatérias, x’, corresponde ao tempo.

Laplace entao demonstrou que

y = /OO e_Z2gz5(x +22V/2')dz, (2.2)

—00

sendo ¢ uma fungao arbitrédria, satisfaz a equagao (2.1) para dominios ilimitados, i.e.,
—00 < x < 0o. Também como dito anteriormente, Fourier provavelmente influenciado
por Laplace estendeu seus estudos sobre conducao de calor para dominios infinitos, e
mostrou que a equagao (2.2) também era uma solu¢ao do problema da conducao de calor
para tais dominios.

Nesta época Laplace estava mais concentrado [22] em obter uma prova matematica
para o teorema do limite central. De fundamental importancia na teoria da probabilidade,
este teorema afirma que a soma de n variaveis aleatérias distribuidas independentemente

2

e identicamente z1, xs, - - - x,,, com valor médio p e variancia o° assintoticamente se apro-

ximam de uma distribuicio normal ou Gaussiana! com valor médio np e variancia no?:

1
\V2mno

Laplace conseguiu demonstrar a prova para variaveis aleatérias de distribuigoes arbitrarias.

flz,n) = ¢ (@m0 /2n0? (2.3)

Fourier, em sua grande obra de 1822, por exemplo, considerou uma linha infinita
contendo uma certa quantidade de calor distribuida num pequeno segmento w localizado
em xr = 0 em ¢t = 0, na qual a temperatura aumenta para um valor f. Em qualquer
outra regiao a temperatura é zero. Fourier demonstrou que a equagao diferencial para
este problema ¢ satisfeita por

T = \/%meﬁ/‘*, (2.4)
sendo wf é o forga da fonte e n = K/CD é a difusividade térmica. Se escolhermos wf = 1

na equagao precedente, entao por analogia com a equagao (2.3) com p = 1, a difusividade

1O matemadtico alemao Karl Friedrich Gauss foi o primeiro a reconhecer que a distribuicio normal
descreve a distribuigao de erros de medigao. Gauss teve essa percepcao, ao menos no que concerne as
medigoes astronomicas, enquanto trabalhava no problema dos movimentos planetarios. Foi Laplace o
responsavel por tirar a distribuicao normal da obscuridade. Ele encontrou o trabalho de Gauss em 1810,
pouco depois de apresentar a sua prova do teorema do limite central. Laplace usou o trabalho de Gauss
para aperfeicoar o seu teorema.
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térmica 7 é igual a metade da variancia o?.

Nos estudos de Fourier (condugao de calor) e Laplace (teoria da probabilidade) re-
pousam as bases para o desenvolvimento dos conceitos de difusao fisica e de difusao
estocdstica? (difusdo de probabilidade), respectivamente. O caminho inicial tragado pela
difusao fisica ja foi descrito anteriormente, tendo como referéncia os estudos de Graham,
Fick e Roberts-Austen, entao a partir de agora revisaremos como foram dados os primeiros

passos da teoria do “Random Walk” (ou caminhada aleatéria).

2.2 Thorvald Nicolai Thiele

Nascido na Dinamarca, o astronomo Thorvald
Nicolai Thiele foi professor da Universidade de Co-
penhaga por mais de trés décadas (na qual lecionou
para Niels Bohr). Durante sua carreira académica
foi obrigado a renunciar a astronomia observacional,
devido uma progressiva perda de visao causada pelo
astigmatismo. Devido a este infortinio dedicou-
se a matematica e a estatistica, e de acordo com
[23], contribuiu de forma significativa na teoria de

interpolagao, analise residual, estimativa de densi-

dade nao paramétrica (via cumulantes empiricos) e
também no método dos minimos quadrados, no qual = Figura 2.2: Thorvald Nicolai Thiele
foi um verdadeiro virtuoso. — Estudou a influéncia das flutuagoes
Em 1880 Thiele publicou um artigo [24] no qual nos erros observacionais.
propoe um modelo para descrever os erros observa-
cionais que surgem de uma série de medicoes obtidas através do tempo. Inicialmente
discute o fato empirico de que tais erros aparecam como se tivessem um componente sis-
tematico, mas enfatiza que isso é falso uma vez que nenhum procedimento de correcao
parece remover esse fenomeno. Portanto a explicacao deve ser mais apropriada e Thiele
atribui esse fenomeno a componente aleatéria de erro que é acumulada através do tempo.
Mais precisamente ele considerou medidas realizadas por um instrumento no qual
parte dos erros ¢ oriunda da flutuagdo na posi¢ao do préprio instrumento. Se z(t) ¢é a
posicao do instrumento no tempo t, a mais provavel posicao do instrumento no tempo
t + 0t deverd ser a posigao imediatamente anterior, que é x(t) e os desvios a partir desta

devem ser governados pela lei da distribuicao normal. Ele entao conclui que qualquer

20 termo “estocéstico” foi introduzido na matematica por Henri Poincaré, recuperando a palavra
grega stochastikos, que designa aquele que acerta bem no alvo, pois stochos é precisamente objetivo ou
mira.
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sequéncia de posigoes do instrumento x(t), x(t1) - - - z(t,), deve possuir a propriedade de

que seus incrementos sao independentes e normalmente distribuidos com

E(x(t;)) —z(ti—1)) =0 e V(z(t;) —2(tie1)) = / i w?(u)du = w3,

ti—1

sendo w?(u) uma funcao que descreve o tamanho do quadrado das flutuagoes no tempo.

2.3 Lord Rayleigh

O fisico inglés John William Strutt - que foi no-
meado terceiro Barao de Rayleigh em 1873 - durante
sua vida publicou 446 artigos [25], os quais abran-
gem &reas distintas da fisica que vao desde a analise
matematica de sistemas vibrantes e opticos até os
fundamentos da fisica moderna. Em 1880 publica o
artigo On the resultant of a large number of vibra-

tions of the same pitch and of arbitrary phase [26],

no qual aborda o problema de estimar a amplitude
e a intensidade da mistura de n vibragoes de mesmo
periodo e amplitude mas com fases escolhidas ale- Figura 2.3: Lord Rayleigh
atoriamente. O problema em questao foi por ele
resolvido a partir das idéias do teorema de Bernoulli (conhecido também como Lei dos
Grandes ntimeros), obtendo uma expressao em termos da exponencial de —z/2n para a
probabilidade de que a amplitude resultante poderia estar entre x e x + dx, isso apds um
série suficientemente grande de realizacoes e ainda reconheceu a similaridade da solugao
obtida com a equacao de calor de Fourier. Em 1894, Rayleigh no seu livro Theory of
Sound [27] expoe o mesmo problema, contudo, resolvendo-o por um método diferente e
obtendo os mesmos resultados, assim demonstrando que a mistura aleatéria de fases sa-
tisfaz a equagao de conducgao de calor de Fourier se houver uma quantidade consideravel
de realizagoes.

Rayleigh comegou com o simples caso no qual somente duas fases sao possiveis, positiva
e negativa. Neste caso, se todas as n vibracoes tiverem a mesma fase, a intensidade

2 mas se a metade delas possuisse uma fase e a outra metade possuisse

resultante seria n
a outra, a intensidade seria 0. Rayleigh investigou a seguinte questao: Qual a expectativa
de que a amplitude esteja entre z e x+0x, quando n é grande? Aqui “expectativa’ significa
valor médio que pode ser esperado de um nimero grande N de tais experimentos, com o
nimero de ondas misturadas em cada caso sendo n. Seja f(n,x) o nimero de combinagoes

nas quais a amplitude resultante é x. Suponha que o nimero de ondas misturadas aumente
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com n + 1. Qual é o nimero de combinagoes cuja a resultante é x7 Se a fase esta restrita
a +1 e —1, o nimero de combinacoes que podem ter um valor z apdés n + 1 misturas
dependera de f(n,z — 1) e f(n,z + 1). Realmente, se a escolha é puramente aleatéria,

devemos ter,

fn+1,2) = %f(n,x—l)—l—%f(n,x—i—l). (2.5)

Subtraindo f(z,n) de ambos lados da equagao (2.5), obtém-se

fn+1,2) — f(z,n) = %f(n,w— 1)+ %f(n,:l:—l— 1) — f(x,n). (2.6)

Note que a equagao (2.6) é a forma diferencial finita cldssica da equagao de difusao.

Portanto no limite para n grande, a equagao (2.6) torna-se,
df 1df
dn  2dxz?’

Sobre a equacao obtida Rayleigh escreve:

(2.7)

“The analogy with the conduction of heat is indeed very close; and the methods deve-

loped by Fourier for the solution of problem in the latter subject are at once applicable.”

A partir dos métodos de Fourier, a solucao para a funcao densidade de probabilidade

obtida por Rayleigh foi

f(n,z) = \/%e’“g/zn. (2.8)

O valor médio da intensidade de um numero grande de realizacoes é dado por

1 oo 2/2
xe " dy = n. (2.9)
\V2m™n /_oo

Rayleigh também considera o problema mais geral no qual as n fases sao escolhidas
aleatoriamente sobre todo o periodo, i.e., de 0 a 27. Usando as devidas transformacoes
entre coordenadas cartesianas e coordenadas polares, Rayleigh demonstra que a equacao

(2.9) assume a forma da equagao da conducao de calor de Fourier em duas dimensdes,

a _1

— =3 (2.10)

ef Ef
dz?  dy? |’

2.4 Francis Ysidro Edgeworth

“The constituents of the normally fluctuating average must form a republic, but not
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necessarily a perfect democracy.” [28]

A frase acima é uma boa maneira de resumir
quem foi Francis Ysidro Edgeworth, estas palavras
foram escritas por este estatistico irlandés para se
referir as condigoes sob as quais o teorema do limite
central se sustenta para numeros distribuidos nao
identicamente, utilizando termos politicos. Com
formagcao em ciéncias humanas, era um profundo co-
nhecedor de literatura, filosofia, sociologia e direito
sendo “New and Old Methods of Ethics” (1887) a
sua primeira publicagdo. Contudo, seus interesses

voltaram-se para a matematica e para estatistica, e

como primeira consequéncia dessa simbiose de co-

nhecimentos distintos em 1881 publicou “Mathema- Figura 2.4: Francis Ysidro Edgeworth

tical Psychis: An Essay on the application of Mathe- A 1ai dos erros.

matics to the Moral Sciences”. Edgeworth é con-
siderado [28] como essencial para o desenvolvimento da econometria por incorporar a
probabilidade e a estatistica na analise de dados s6cio-economicos.

O artigo de Edgeworth a ser destacado nesta discussao é “The law of error” [29], no
qual ele obtém uma equacao diferencial que governa o comportamento do erro composto,
tal equacao foi por ele chamada de lei dos erros. Ele comeca assumindo que o erro com-
posto é uma funcao linear de elementos indefinidamente numerosos, cada elemento sendo
proveniente de uma funcao (facility function) f(z) assumida como simétrica e possuindo

somente poténcias pares de z, tal que

/_oo f(z*)dz = 1. (2.11)

Sendo u, s a fungao que descreve o erro composto, com x representando a amplitude
(tamanho) do erro e s o numero de elementos. Dada esta definicao de u, Edgeworth

expressou Uy s4+1 em termos de u, s como,

Up 541 = / F(2) Uy sdz. (2.12)

O lado esquerdo desta equagao pode ser representado como, u + du/ds. Por outro lado, o
lado direito da igualdade pode ser expandido em série de Taylor. Desta maneira equacao
(2.11) torna-se
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u—l—d—u:uzs/oo f(z)dz—l—%/oo zf(z)dz—i—ldqu’s /00 2f(2)dz+-- . (2.13)

Os termos impares da expansao somem devido a hipdtese inicial. Neste ponto Edgeworth
relata que usa o argumento que DeMorgans postulou e que Crofton chamou de “usual
assumption”, no qual a média dos erros elementares deve ser finita. Neste caso uma

solucdo aproximada da equagao (2.12) é dada por uma solugao da equagao diferencial
du & d*u
ds 4 dz?’

com ¢ =2 [ 22 f(z)dz. A equagdo (2.14) é conhecida como lei dos erros, que é andloga a

(2.14)

equacao de conducao de calor de Fourier. Edgeworth reconhece isso e escreve posterior-

mente:

“If the limits of the elemental errors are finite, the proof of the Law of Errors by way
of equation (2)* becomes rigorous - analogous to Fourier’s reasoning, Théorie de Chaleur,
art 377qq.”

2.5 Louis Jean-Baptiste Alphonse Bachelier

O pai era comerciante de vinhos e vice-consul da Venezuela em Le Havre, a mae era
filha de banqueiro. Com apenas 19 anos assumiu os negocios da familia, apdés a morte
de seus pais. Também prestou servico militar compulsério e posteriormente trabalhou na
Bolsa de valores de Paris enquanto cursava matematica na Universidade Sorbonne. Esses
acontecimentos ocorreram na vida de Louis Jean-Baptiste Alphonso Bachelier e talvez o
tenham influenciado na hora de aplicar a teoria da probabilidade para estudar o mercado
financeiro. Théorie de La Spéculation [30] foi a tese defendida por Bachelier em 1900,
sendo esta considerada [31] uma andlise pioneira do mercado financeiro, contendo idéias
de enorme importancia tanto para o desenvolvimento da matematica financeira quanto
para a teoria da probabilidade.

A parte da tese de Bachelier, que é de notavel importancia para o desenvolvimento
do nosso estudo sobre passeio aleatério, foi denominada por ele como: “Les probabilités
dans les opérations de Bourse” (As probabilidades nas operagoes da Bolsa). Nesta parte

encontra-se uma secao sobre Irradiacao ou difusao de probabilidade, cuja transcricao

3Equagao (2.14) no nosso texto.
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(tradugao) foi feita uma vez que Bachelier é sucinto e objetivo em sua explicagao.

“Irradiagao da probabilidade - Vou buscar di-
retamente a expressao da probabilidade P de que
o preco zx seja alcancado ou ultrapassado no tempo
t. Vimos precedentemente que dividindo o tempo
em intervalos muito pequenos At, podemos consi-
derar, durante um intervalo At, o preco como uma
variacao de uma quantidade fixa e muito pequena
Ax.

Suponho que, no tempo t, 0s precos ,_o, T, 1,
Ty Tpa1, Tnio, - difiram entre eles pela quanti-
dade Az, possuindo as respectivas probabilidades:

Pn—2yPn-1, Pn,PnilsPni2, . Conhecendo a distri-

buicao de probabilidade no tempo t, deduzimos fa-

s

cilmente a distribui¢ao de probabilidade no tempo

t + At. Supondo, por exemplo que o preco x, seja Figura 2.5:  Louis Jean-Baptiste

cotado no tempo t; no tempo t + At serao cotados Alphonse Bachelier = Pioneiro em apli-

. car a teoria das probabilidades no es-
0S Pregos .1 ou T, 1. A probabilidade p,, de que P

. B tudo da economia.
0 preco x, seja cotado no tempo ¢, se decompoe em

duas probabilidades no tempo t + At; o preco x,_; poderd acontecer com probabilidade
e e o0 preco 41, igualmente, poderd acontecer com probabilidade £.
Se o preco x,_1 é cotado no tempo t + At, entao, no tempo t, 0s precos r, o ou T,

Pn—2+Pn
2

foram cotados; a probabilidade do preco z,_1 no tempo t + At é portanto ;ado

Pnt+Pnt2
2

preco x, €, no mesmo tempo, , a do prego x,.1 é , etc.

Pn—1+Pn+1
2
Durante o tempo At, o preco x,, de alguma maneira, emite em dire¢do ao preco , 1

K p . . . ~ e p +1
a probabilidade &*; o prego w41, emite em diregao ao preco x,, a probabilidade =5=. Se

pn ¢ maior que p,.1, a troca de probabilidade é de z, em diregao a 1.

Portanto, podemos dizer :

Cada preco x irradia durante um elemento de tempo em dire¢cao ao preco vizinho uma
quantidade de probabilidade proporcional & diferenca de suas probabilidades.*

Digo proporcionalmente, pois devemos ter em conta a relacao de Ax a At.

A lei acima pode, por analogia com certas teorias fisicas, ser chamada de lei da irra-
diacdao ou de difusio de probabilidade®.

Considerei a probabilidade P de que o prego x encontre-se no tempo ¢ em um intervalo

[£,00) e estimei o crescimento dessa probabilidade durante o tempo At.

4Chaque cours z rayonne I’élément de temps vers le cours voisin une quantité de probabilité propor-
tionnelle a la différence de leurs probabilités.
5La loi qui précede la loi du rayonnement ou de diffusion de la probabilité
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Seja p a probabilidade P do prego x no tempo t, p = —%. Calculando a probabilidade

que, durante o tempo At, passe, de alguma maneira, através de z; isto é, conforme o que

foi dito,

c2dx

¢ representa uma constante.

1( _d )At:-ld—pm

_1aP

c? dx?

At, (2.15)

Este aumento da probabilidade é também representado pela expressao %At. Por isso

LO0P P

“ot T on?

Esta é uma equacao de Fourier.”

2.6 Karl Pearson

O estatistico inglés Karl Pearson publicou mais
de 300 trabalhos, que nao estavam relaciona-
dos apenas as ciéncias exatas, pois devido a
sua versatilidade intelectual escreveu também so-
bre religiao, politica, critica literaria, biologia,
histéria, evolugao, genética, socialismo e antropolo-
gia. Sendo The Grammar of Science (1892) con-
siderada como a sua grande obra. Apesar desta
extensa obra, tanto em nimeros quanto em diver-
sidade de areas do conhecimento humano, é em
uma breve carta de Pearson, publicada na revista
Nature na edi¢ao de Juilio de 1905 [32], que es-
tamos interessados. FEis entao a transcricao da

carta:

The Problem of the Random Walk

(2.16)

Figura 2.6: Karl Pearson — Introduziu

o termo Random Walk.

Can any of your reader refer me to a work wherein I should find a solution of the fol-

lowing problem, or failing the knowledge of any existing solution provide me with original

one? I should be extremely grateful for aid in the matter.

A man starts from a point O and walks | yards in a straight; he then turns through

any angle whatever and walks another | yards in a second straight line. He reports this

process n times. I require the probability that after n of these stretches he is at a distance

between v and r + dr from his starting point, O.
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The problem is one of the considerable interest, but I have only suceeded in obtaining
an integrated solution for two stretches. I think, however, that a solution ought to be
found, if only in the form of a series of powers of r/n, when n is large.

KARL PEARSON
The Gables, Fast Ilsley, Berks.

A resposta para o problema de Pearson nao demorou a chegar, ja na edigao seguinte

da mesma revista (3 de agosto de 1905) Lord Rayleigh escreve:
The problem of the random walk

This problem, proposed by Prof. Karl Pearson in the current number of NATURE, is
the same as that of the composition of n iso-periodic vibrations of the unit amplitude and
of phases distributed at random, considered in Phil. Mag., x., p.73, 1880; zlvii., p.246,
1899; (‘Scientific Papers’, i., p. 491, i, p. 370).

If n be very great, the probability sought is

2 o

e rdr
n

Probably methods similar to those employed in the papers referred to would avail for the
development of an approxzimate expression applicable when n is only moderately great.
RAYLEIGH
Terling Place, July 29.

Pearson entao escreveu uma segunda carta para a Nature, na qual agradece a Rayleigh e
aos demais que o responderam sobre o problema do Random Walk, finalizando a carta da

seguinte maneira:

“The lesson of Lord Rayleigh’s solution is that in open country the most probable place
to find a drunken man who is at all capable of keeping on his feet is somewhere near his

”

starting point.

O interesse de Pearson sobre o problema do Random Walk surgiu da tentativa de
criar um modelo para descrever migragao aleatéria, tendo como ilustracao concreta o
caso de mosquitos que invadem regioes desflorestadas. De certa maneira, Person ao fazer
uma analogia do movimento aleatério com o caminhar do bébado, “sem querer”, intro-
duziu/criou o termo “Random Walk”, além de apresentar de maneira simples o problema

em questao.
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Capitulo 3

O mundo microscopico

3.1 Robert Brown

Em 1828 o botanico escocés Robert Brown
publicou uma descricao de suas observagoes mi-
croscopicas [33] realizadas nos meses de junho, ju-
lho e agosto de 1827. Brown estava estudando o
processo de fertilizacao da planta Clarkia pulchella
e para tal finalidade utilizou um microscépio para
visualizar os graos de pélen desta planta imersos na
agua. Enquanto observava a forma destas particulas
na agua, Brown percebeu que muitas delas realiza-
vam um movimento muito evidente. Apds repetidas
observagoes percebeu que esses movimentos nao sur-
gem das correntes no fluido, nem a partir da eva-
poracao deste, mas pertencem a particula em si.
Em seguida pegou os graos de polen desta mesma
flor apds ela se abrir e ao observa-los encontrou

particulas menores que as anteriores, aparentemente

Figura 3.1: Robert Browm - Estu-
dou o movimento irregular e incessante
de particulas diminutas suspensas na

agua.

esféricas e que estavam em um movimento oscilatério rapido. O botanico denominou estas

particulas de Moléculas (Molecules).

Brown estendeu as observagoes para plantas da mesma familia das Onagraceas, e ve-

rificou a mesma forma geral das particulas, as quais também apresentavam movimentos

similares. Nao satisfeito examinou o pélen de diversas espécies das familias das plantas

Fanerégamas; em todas observou movimentos similares manifestados pelos graos de pélen.

Neste ponto da investigacao Brown escreve:
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“Having found motion in the particles of the pollen of all the living plants which I had
examined, I was led next to inquire whether this property continued after the death of the

plants, and for what lenght of time it was retained”.

Plantas secas, imersas no alcool por alguns dias, espécies de plantas secas e preserva-
das em herbérios' por mais de vinte anos, também apresentaram pequenas particulas
esféricas em movimento evidente, igual ao observado em plantas vivas.

Nesse estagio da pesquisa Brown achava que esses movimentos eram peculiares dos
graos de pélen? e para testar essa hipétese examinou plantas da familia das Cripto-
gramas, os musgos, que sao plantas de estrutura mais simples. No entanto, observou
particulas esféricas diminutas em movimento vivido, assim como o observado nas plantas
Onagréceas. Isso também ocorreu com amostras de musgos secos com mais de cem anos.
Além disso, Brown triturou todas as partes destas plantas e ao observa-las imersas na
agua viu que as particulas também estavam em movimento. Estas observacoes fizeram
Brown abandonar a hipotese de que do movimento era uma peculiaridade do orgao mas-

culino das plantas, e escreve a sua nova hipotese:

“Reflecting on all the facts with which I had now become acquainted, I was disposed
to believe that the minute spherical particles or Molecules ... were in reality the supposed

»

constituent or elementary Molecules of organics bodies...

Entao Brown examinou varios tecidos animais e vegetais, vivos ou mortos, triturando-os e
imergido-os na agua, onde observou particulas de tamanho, forma e movimento similares
aos graos de polen; encontrou estas particulas também em resina de latex, em substancias
de origem vegetal e até mesmo em carvao. No entanto, ao examinar madeira petrificada
fossil ou madeira silicificada, também encontra particulas diminutas com comportamento

similar. Devido a isso, outra vez muda de idéia e escreve:

“But hence I inferred that these molecules were not limited to organic bodies, nor even

to their products.”

Eis alguns dos materiais inorganicos analisados por Robert Brown: vidro; varios tipos
de solo; metais (niquel, manganés, bismuto, antiménio e arsénio); cada um dos consti-
tuintes minerais do granito; materiais de origem aquosa e ignea (travertino, estalactites,
obsidiana, lava, cinzas vulcanicas, meteoritos); minerais de estrutura fibrosa (asbestos,
actinolite, tremolite, zeolite e esteatite) e até um fragmento da esfinge. Brown resume

isso da seguinte maneira:

1Colecao cientifica de plantas secas.
2Responsavel pela formagao dos gametas masculinos (células esperméticas)
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“In a word, in every mineral which I could reduce to a powder, sufficiently fine to be

temporarily suspended in water, I found these molecules more or less copiously.”

Em seguida Brown inquiriu se o calor poderia afetar a existéncia destas particulas que
apresentam movimento incessante. Para verificar queimou madeira, linho, algodao, 1a,
seda, cabelo, e estes quando imersos na agua, apresentavam particulas em um movimento
evidente igual ao das substancias que nao foram queimadas. Brown relata também as
substancia que nao pode examinar: 6leo, resina, cera, enxofre, metais que nao conseguiu
triturar e substancias soliveis em agua. Além de evitar fazer qualquer conjectura a
respeito da forma e magnitude absoluta dessas Moléculas, que parecem existir tanto em
corpos inorganicos como nos organicos, o botanico escocés também teve a preocupacao de
deixar claro que os fatos apresentados a respeito do movimento das particulas de pdlen
ja foram observados por outros pesquisadores, citando Needham, Gleichen e Adolphe
Brongniart.

Posteriormente, Brown publicou Additional Remarks on Active Molecules [34] para
explicar e modificar algumas das suas declaracoes, para discutir sobre a veracidade e
originalidade das observacoes, além de refutar as causas consideradas como suficientes
por alguns, para explicar o fendmeno do movimento incessante.

Inicialmente diz que muito leitores erroneamente afirmaram que ele havia dito que
as particulas (Mdleculas) era animadas, possivelmente porque Brown relata os fatos na
ordem em que foram ocorrendo acompanhados pelas respectivas hipoteses formuladas.
Em seguida cita as supostas causas que vérias pessoas escreveram para descrever tais
movimentos: atracao e repulsao entre as particulas; equilibrio instavel do fluido no qual
as particulas estavam suspensas; acao higrométrica ou capilar das particulas; e também
diminutas bolhas de ar. Brown demostra que essas e demais explicagoes estao erradas
descrevendo um experimento no qual gotas de dgua de tamanho microscopico, contendo
algumas ou até mesmo apenas uma particula de pélen, sdo imersa em 6leo (que possui
gravidade especifica inferior a da dgua). Em todas as gotas o movimento das particulas
acontecem com atividade incessante, enquanto as principais causas atribuidas ao movi-
mento (evaporacao, atragao e repulsdo muitua) sao materialmente reduzidas.

Brown nunca chegou a nenhuma conclusao em seu trabalho, entretanto sua pesquisa foi
de extrema importancia ao demonstrar que este movimento irregular e incessante ocorre
tanto em particulas organicas como também nas inorganicas, e ao refutar com um simples
experimento as possiveis explicacoes mecanicas para este fenomeno. Nao é por acaso que

hoje esse fenomeno é denominado como movimento Browniano.
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3.2 Albert Einstein

A explicacao satisfatoria para o fenomeno de-
nominado movimento Browniano foi dada somente
em 1905 no artigo Uber die von der molekular-
kinetischen Theorie der Wdrme geforderte Bewe-
gung von in ruhenden Flissigkeiten Suspendier-
ten Teilchen [35], cuja autoria é de Albert Eins-
tein.  Neste trabalho Einstein tem como obje-
tivo mostrar que de acordo com a teoria cinética-
molecular do calor, corpos de dimensoes mi-
croscopicas suspensos em um liquido, por causa

do movimentos térmicos moleculares realizam mo-

vimentos de tal magnitude que podem ser fa-

cilmente observados em um microscopio. Além Figura 3.2: Albert Einstein — Em seu

ano “miraculoso” publicou um artigo
balho de Robert Brown e sobre isso escre- gobre o movimento Browniano.

disso, Einstein nao tinha conhecimento do tra-

veu:

“Es ist moglich, daf die hier zu behandelnden Bewegungen mit der sogenannten ,, Browns-

chen Molekularbewequng” identisch sind, die mir erreichbaren Angaben iiber letztere sind

jedoch so ungenau, daf ich mir hiertiber kein Urteil bilden konnte.”?

Na terceira secao do artigo Einstein descreve a sua teoria de difusao de pequenas
esferas em suspensao. Ele considera particulas irregularmente dispersas em um liquido
no estado de equilibrio dinamico, sobre as quais atua uma forca K, que depende somente
da posicao. Por simplicidade Einsten considera o caso unidimensional.

Sendo v o ntimero de particulas suspensas por unidade de volume; entao na condigao
de equilibrio dinamico v é uma funcao de x na qual a variacao da energia livre desaparece

para um deslocamento arbitrario dz da substancia. Temos, portanto,

0F =0FE —-T6S = 0.

Assumindo que o liquido tem uma area unitaria de secao transversal perpendiculares ao

eixo x e é delimitada pelos planos x = 0 e x = [. Desta maneira, temos

3¢E possivel, que os movimento tratado aqui seja idéntico ao chamado movimento Browniano. As
informacoes que chegaram a mim sobre este sao tao imprecisas, que eu nao poderia fazer nenhuma nota
a respeito.”
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l
—/ Kvoxdx
0

v 8(53:

A condigao de equilibrio ex1g1da ¢é portanto

—KV—F%%ZO ou KV—%:O. (3.1)

A equagao anterior estabelece que o equilibrio com a forca K é provocado pela forca de
pressao osmotica.

A equagao (3.1) pode ser usada para encontrar o coeficiente de difusao da substancia

suspensa. Podemos olhar para a condicao de equilibrio considerando-o aqui como a su-

perposicao de processos que ocorrem em diregoes opostas, ou seja:

1 Um movimento da substancia suspensa sob a influéncia da forca K age em cada

particula suspensa.

2 Um processo de difusdo, o qual é visto como o resultado do movimento irreqular das

particulas produzido pelo movimento térmico molecular.

Se as particulas possuirem forma esférica (de raio P), e se o liquido possuir um coefi-

ciente de viscosidade k, entao a forca K causa em uma particula a velocidade

K
6rkP

(3.2)

e em uma unidade de area por unidade de tempo passarao

vK
6mkP

particulas.
Se, além disso, D significa o coeficiente de difusao da substancia suspensa, e u a
massa da particula, como resultado da difusao passarao por uma unidade de area em uma

unidade de tempo,

O ()
ox

Considerando o estado de equilibrio dinamico, devemos ter

4 ,
gramas ou — D— particulas.
Ox

vK ov
6rkP D%

Podemos calcular o coeficiente de difusao a partir das duas condigoes (3.1) e de (3.3),

= 0. (3.3)

encontrado para o equilibrio dinamico. Obtemos
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RT 1
D= 6P (3:4)

Desta maneira Einstein demonstra que o coeficiente de difusdo depende (exceto pelas

constantes universais e da temperatura absoluta) somente do coeficiente de viscosidade
do liquido e do tamanho das particulas suspensas.

Na secao seguinte Einstein relaciona o movimento irregular das particulas suspensas
em um liquido com a difusao, considerando que esses movimentos irregulares surgem do
movimento térmico molecular. Einstein inicialmente assume duas consideracoes funda-

mentais:

e Cada particula executa um movimento que é independente do movimento de todas

as outras particulas;

e Os movimentos da mesma particula em intervalos de tempo diferentes sao processos
mutualmente independentes (em intervalos de tempo pequenos, mas suficientemente

grandes para dar margem a observagoes).

Seja 7 um intervalo de tempo, que é muito pequeno comparado com o intervalo de
observacgao, mas, de tal magnitude que os movimentos executados por uma particula em
dois intervalos de tempo consecutivos 7 seja considerados como fenomenos mutualmente
independentes. Considere que existam n particulas suspensas em um liquido. Em um
intervalo de tempo 7 a coordenada x de uma particula aumentara com A, possuindo A
valores diferentes (positivo ou negativo) para cada particula. Para o valor de A uma
certa lei de probabilidade existe; o niimero dn de particulas que sofrem no intervalo 7 um

deslocamento localizado entre A e A + dA, pode ser expresso por uma equacao na forma
dn = ne(A)dA

sendo

/_ Z S(A)IA = 1

e ¢ difere somente de zero para valores muito pequenos de A e possui a seguinte condicao

Einstein a partir de entao investiga como o coeficiente de difusao depende de ¢, consi-
derando o caso no qual o nimero de particulas v por unidade de volume depende somente
de x e t.

Sendo v = f(x,t) o numero de particulas por unidade de volume, a distribuicao das
particulas no tempo t 4 7 sera calculada a partir da distribui¢do no tempo ¢t. A partir da

definigao da fungao ¢(A), é facil obter o nimero de particulas que estao localizadas no
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tempo t + 7 entre dois planos perpendiculares ao eixo x, com abcissas x e x + dx. Desta

maneira, temos

A=o00

[, t+ 7)dx = da:/ flx+ A)p(A)dA.

A=—00
Agora, desde 7 é muito pequeno, podemos escrever
of

flz,t+71)= f(x,t) +T§

Além disso, podemos expandir f(x + A, t) em poténcias de A:

0f(r.t) | Af(1)
ox 21 Ox?

Uma vez que somente valores muito pequenos de A contribuem, obtemos

flx+At)= f(z,t)+ A

of

f—l——T—f/ d(A dA+a

A¢( dA+—/ A)dA + - -

No lado direito da equacao acima o segundo termo, o quarto termo, etc., devem desapa-
recer, pois ¢(r) = ¢(—x); enquanto o primeiro termo, o terceiro terceiro, etc., cada termo

seguinte é muito pequeno comparado ao anterior. Tendo em mente que

&/:MAMAzL

—/_OO 2 4(a)ia = D,

T

também assumindo que

e considerando somente termos até a segunda ordem de A, obtemos
0 o?
or _ poI
ot Ox?

Esta é a equacao diferencial para a difusao, e reconhecemos que D é o coeficiente de

(3.5)

difusao.
Na sequéncia de seu artigo Einstein argumenta que nao é necessario escolher o mesmo
sistema de coordenadas para todas as particulas, pois os movimentos destas sao mutual-

mente independentes. Portanto, a fungao f(x,t), devidamente normalizada,

/OO flx,t)dx = n, (3.6)

representa a densidade de particulas cujas posigoes sofreram um acréscimo x entre o
instante inicial e o tempo ¢. Einstein também aponta que a solucao da equacao de difusao

(3.5), com condigdes iniciais apropriadas, é dada pela forma Gaussiana
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e 4Dt (3.7)

Da qual Einstein enfatiza que as constantes do termo exponencial estao relacionadas
com o coeficiente de difusao. Além disso demonstra que o desvio quadratico médio dos
deslocamentos é proporcional ao coeficiente de difusao, comportando-se linearmente com
o tempo, ou seja, \2 = (z?) = 2Dt.

Por meio deste raciocinio probabilistico Einstein obtém a expressao do percurso quadratico
médio no movimento irregular das particulas suspensas em um liquido,

RT 1
(z?) = 2Dt = WBﬂth'

Tal expressao forneceu um caminho para determinar o nimero de Avogadro. Segundo [36]

(3.8)

as experiéncias de Jean Perrin e colaboradores consistiram em registrar a observacao, no
microscopio, do movimento de um conjunto grande de particulas em suspensao, cuja forma
esférica podia ser muito bem controlada. Nas suspensoes utilizadas, essas experiéncias
verificaram o comportamento ideal da pressao osmética e a lei de forca de Stokes, ingre-
dientes importantes na teoria de Einstein. Além disso produziram uma nova estimativa
para o numero de Avogadro. Em 1926 Perrin ganhou o premio Nobel de fisica devido
ao trabalho intitulado Discontinuous Structure of Matter [37] no qual encontram-se as

medidas do movimento Browniano baseados nos trabalhos de Einstein e Smoluchowski.

3.3 Marian Smoluchowski

O fisico tedrico polonés Marian Smoluchowski, independentemente de Einstein, desen-
volveu uma teoria para explicar o fenomeno do movimento Browniano. Os trabalhos de
Smoluchowski publicados em 1906 sobre difusao [38] e o movimento Browniano [39, 40]
apresentam uma criativa aplicacao da teoria da probabilidade para descricao do fenomeno
fisico e além disso, sao de fundamental importancia para a consolidacao da teoria atomica
da matéria. Para compreender a importancia e a influéncia dos trabalhos de Smolu-

chowski, em 1917, no obituério do fisico polonés, Sommerfeld escreveu [41]:
“His name will, forever, be associated with the first flowering of atomic theory”.

Além disso, Chandrasekhar considera Smoluchowski como um dos fundadores da fisica

dos fenomenos estocasticos [42] e Kac expressa o fato de que [42]

“...it was Smoluchowski whose work, perhaps more than that to any other man brought

about the ultimate reconciliantion of the seemingly irreconcilable and victory to the ato-
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mastic view.”

No seu artigo Zur Fkinetischen Theorie der
Brownschen Molekularbewegung und der Suspeni-
onen [40] Smoluchowski, no primeiro pardgrafo,
cita os trabalhos de Einstein sobre o mo-
vimento Browniano e diz que os resultados
de Einstein concordam plenamente com os re-
sultados obtidos por ele alguns anos atras
por meio de um linha de pensamento to-
talmente diferente e que sao um forte argu-
mento para explicar a natureza cinética destes
fenomenos. Smoluchowski ainda relata que origi-
nalmente pretendia esperar a comprovagao expe-

rimental, mas que decidiu publicar suas pesqui-

sas para contribuir para o esclarecimento deste
assunto interessante e finaliza o paragrafo di- Figura 3.3: Marian Smoluchowski —
zendo: Prop6s um método mais direto para
explicar o movimento Browniano.
“...insbesondere da mir meine Methode direkter,

einfacher und darum vielleicht auch iiberzeugender zu sein scheint als jene Einstein.”*

Smoluchowski ressaltou que nao é possivel estimar a velocidade de uma particula ao
observa-la no microscépio e que somente é possivel observar a sequéncia das posigoes
médias da particula, resultante da soma de uma enorme quantidade de segmentos di-
minutos e totalmente invisiveis, ao longo do qual a particula realiza movimento térmico
rapido. Tendo resultado visivel o movimento difusivo no espago da posicao com mudancas
de direcao, permitindo a descrigdo em termos de um aparente caminho livre médio. Ou
seja, o movimento de uma particula Browniana ¢é resultado da flutuacao no nimero de
colisoes com os atomos do fluido e enquanto Einstein obteve o percurso médio quadratico
partindo de leis gerais da mecanica estatistica e da difusao, Smoluchowski obteve por
meio de uma analise detalhada do mecanismo da particula Browniana.

Em seus trabalhos posteriores, sobre teoria do movimento Browniano, e da coagulacao,
na presenga de campos externos [43, 44|, foram formuladas as equagoes que receberam o
nome do fisico tedrico polonés. Inicialmente Smoluchowski encontrou que a probabilidade
(condicional) na auséncia de um campo externo, de uma particula suspensa que comeca

do ponto xy alcance o ponto x no tempo t é:

4“particularmente o meu método é direto, simples e portanto poderia parecer mais convincente do que
o de Einstein.”
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1 _ (z—zg)?

W(x)dx = e” bt dx, 3.9
(z) > (3.9)

sendo D o coeficiente de difusao.

Em seguida, Smoluchowski encontrou formas explicitas para a probabilidade condici-
onal do movimento Browniano para alguns casos simples de campos externos (as solugoes
para os campos gravitacional e centrifugo sao importantes para a teoria da coagulagao).

Em particular, para uma forga elastica f(z) = —ax:

— —Bt)2
W(z,t|xo,0) = \/27TD(16— = eXp{ — %%}. (3.10)

Sendo = kgTa/D (T ¢é a temperatura e kg a constante de Boltzmann).

Smoluchowski percebeu que as expressoes (3.9) e (3.10) podem ser obtidas como

solugoes da seguinte equagao de difusao:

ow *W

0
5 = Do — 05, W/ (@), (3.11)

sendo f(x) relacionada com a forca externa que atua sobre a particula Browniana. A

equacao de difusao precedente é também conhecida com equacao de Smoluchowski.

3.4 Paul Langevin

Em 1908 o fisico francés Paul Langevin publicou
Sur la théorie du mouvement brownien. Neste artigo
apresenta uma descricao do movimento Browniano
bem diferente da de Einstein e Smoluchowski.

Langevin inicia seu artigo citando a férmula que
Einstein obteve e que esta permite predizer, no fim
de um dado tempo 7, o valor médio quadratico
A2 do deslocamento A, de uma particula esférica
em uma dada direcao x como o resultado do mo-

vimento Browniano em um liquido, em termos do

raio a da particula, da viscosidade u do liquido, e da
temperatura absoluta 7. Cita também que Smolu- Figura 3.4: Paul Langevin — Propés
chowski obtém um resultado semelhante usando um 1) 11étodo infinitamente mais simples
método mais direto do que o de Einstein e diz que 0 para descrever o movimento Browni-
método que vai propor é infinitamente mais simples, ano.

sendo este um método totalmente diferente. A se-

guir transcrevermos o restante do trabalho de Langevin , no qual ele desenvolve o método
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proposto.

“O ponto de partida é sempre o mesmo: O teorema da equiparticao da energia cinética
entre varios graus de liberdade de um sistema em equilibrio térmico exige que a particula

suspensa em qualquer tipo de liquido possui, na direcao x, uma energia cinética média

RT
2N

temperatura. Se £ = Cfl—f ¢é a velocidade, da particula na direcao em consideracao, temos

igual a de uma molécula de gés de qualquer tipo, em uma dada direcao, na mesma

portanto na média para um grande nimero de particulas idénticas de massa m

AT
8

Uma particula tal qual estamos considerando, grande em relacao a distancia média

mé? = (3.12)

entre as moléculas do liquido, e movendo-se em relacao a este com velocidade &, sofre uma
resisténcia viscosa igual a —6ramé de acordo com a férmula de Stokes. Na verdade, este
valor é apenas uma média, e em virtude da irregularidade dos impactos das moléculas ao
redor, a acao do fluido na particula oscila em torno do valor precedente, de tal maneira

que a equacao de movimento na direcao x é

m—s = —6rpa— + X. (3.13)

Sobre a forca complementar X, sabemos que ¢ indiferentemente positiva e negativa e sua
magnitude é tal que mantém a agitacao da particula, sem esta forca a resisténcia viscosa
cessaria o movimento da particula.

A equagao (3.13), multiplicada por z, pode ser escrita como:

d? d
%ﬁﬁ —mé&? = —37waax2 + Xz (3.14)

Se considerarmos um numero grande de particulas idénticas, e tomarmos a média da

equacao (3.14) escritas para cada uma delas, o valor médio do termo Xz é evidentemente

da?

nulo pela razao das irregularidades das forcas complementares X. Se escolhermos z = “-,

mdz L3 _RT
o at TR T N
A solucao geral
RT 1 6mua
= Ce "m ¢
TN 3Tpa e

entra em um regime constante, no qual ela assume o valor constante do primeiro termo
no fim de um tempo da ordem de m/6mua ou aproximadamente 107® segundos para as
particulas para as quais o movimento Browniano é observavel.

Portanto, para uma taxa constante de agitacao temos,
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d2? RT 1
dt N 3rpa’

consequentemente, para um intervalo 7,

i L
07 N 3rua

O deslocamento A, da particula é dado por

T.

T =To+ Afm
e, uma vez que esses deslocamentos sao indiferentemente positivos e negativos,

— — — RT 1
AQ — 2 2 T L
2T TR Ty 37r,uaT’

Desta maneira Langevin obtém a mesma férmula obtida por Einstein, aplicando a
segunda lei de Newton para representar uma particula Browniana. Desta maneira, de
acordo com [45], Langevin inventou a “F' = ma” da fisica estocéstica atualmente chamada
de Equagao de Langevin. Ainda segundo [45] a aparente simplicidade do método de
Langevin foi comprado pelo custo de forcar a existéncia de novos objetos matematicos
com propriedades até entdo nao usuais. Langevin manipulou esses objetos (ruido branco
Gaussiano e equagao diferencial estocastica) cautelosamente e intuitivamente e atualmente

as propriedades formais destes objetos estao desenvolvidas e largamente utilizadas.

3.5 Adriaan Daniel Fokker

Adriaan Daniél Fokker (primo do construtor de
avides Anthony Fokker) tem o nome reconhecido
tanto na &area da fisica tedrica quanto na musica
contemporanea. Como musico Fokker contribuiu

de maneira significativa para o desenvolvimento da

musica microtonal, tanto teoricamente quanto na

pratica, pois chegou a desenvolver um o6rgao com

Figura 3.5: Adriaan Daniél Fokker

uma escala composta por 31 notas por oitava®, este
instrumento nao por acaso ¢ denominado orgao de

Fokker. Entretanto, no contexto deste trabalho, o nosso interesse esta voltado para outro

5No sistema tonal usual, cujo menor intervalo musical é um semitom, a oitava é divida em 12 notas.
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“objeto” que é denominado com o sobrenome Fokker, que é a equacdo de Fokker—Planck.
No ano de 1914 Fokker publicou o artigo Die mittlere Energie rotierender elektris-
cher Dipole im Strahlungsfeld [46] (Energia média de rotacao de dipolos elétricos em um
campo de radiagao) referente aos resultados de sua tese de doutorado do ano anterior sob
a orientacao de Hendrik Lorentz. Neste artigo Fokker comeca considerando uma grande
quantidade de dipolos elétricos em um campo de radiagao, que possuem apenas um grau
de liberdade de rotagao, tendo como objetivo determinar a lei da distribuicao de proba-
bilidade W° para o caso estaciondrio e consequentemente a energia média de rotacao em
funcao do campo de radiacao. Na sequéncia Fokker diz que esta lei distribuicao pode
ser descrita por equacoes diferenciais, uma vez que o problema em questao é analogo ao
movimento Browniano. Assim segue com esta analogia: o parametro ¢ é a quantidade
influenciada pelas flutuacoes, ou seja, o momento angular dos dipolos, andlogo a posicao
da particula no movimento Browniano; f(q) = —% indica a taxa com que o momento
angular varia e existe uma diminui¢do do momento angular por unidade de tempo (atrito
aparente) devido a perda de energia dos dipolos, andlogo a velocidade da particula em
um liquido viscoso; se 7 é um intervalo de tempo infinitesimal, R é a variagao de g neste
intervalo, sendo resultado das influéncias externas irregulares, andlogo ao movimento ir-
regular de uma particula devido as colisoes moleculares. Assim, considerando o estado
estaciondrio, os valores médio de R e R? (R e §2, respectivamente) e tempos de ordem
inferiores a 72, chega na seguinte equagio (na mesma notagao utilizada por Fokker)
— 10 —2
Wig)f(a)T —W(g)E + §a—q{W(Q)R y=0. (3.15)

Fokker ressalta que este resultado é uma generalizagao da equacgao que Einstein obteve
em seu segundo artigo sobre o movimento Browniano [47] e que esta é obtida quando
R=0.

Neste artigo Fokker diz que uma descri¢ao detalhada da derivagao da equagao (3.15)
seria dada em breve na revista Archives Neerlandaise e em uma nota de rodapé cita o
nome do artigo a ser publicado: Sur les mouvements browniens dans le champ du rayon-
nement noir. Entretanto, em uma entrevista de 1963 concedida a John L. Heibron [48],
Adriaan D. Fokker conta como a publicacao desse artigo atrasou quatro anos. Antes
de submeter o artigo, Fokker o deixou com um especialista na lingua francesa para que
fosse corrigido, enquanto isso encontrou uma extensao da equagao (3.15) (caso nao esta-
cionario) e decidiu adicioné-la no artigo. Devido a essa extensdo da equagao, no inicio
de 1914 enviou o artigo para Lorentz (seu orientador na época). Com o inicio da pri-
meira guerra mundial, Lorentz ficou muito ocupado neste periodo pois era presidente da

Academia de Ciéncias em Amsterda, e o artigo de Fokker teve como destino a gaveta.

6 A escolha da letra W ocorre por que em alemao a palavra Wahrscheinlichkeit significa probabilidade.
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Neste periodo M. Planck utilizou os resultados
do artigo de Fokker sobre a energia média de rotacao
de um sistema de dipolos elétricos para estudar o
calor especifico de moléculas diatomicas e suas li-
nhas espectrais (a emissdo quantizada de energia)
e estava esperando pelo artigo de Fokker que de-
monstraria como obter a equagao (3.15) de maneira
rigorosa. Durante mais de dois anos M. Planck espe-
rou por essa prova detalhada da equacao de Fokker,
entao decidiu ele mesmo obter a prova e publicou
tais resultados (extensao da equacao de Fokker) em

1917 no artigo Uber einen Satz der statistischen Dy-

namik und seine Erweiterung in der Quantentheorie

[49]. A equacado obtida por Planck para a distri- Figura 3.6: Max Planck — Provou e

buicao da densidade espectral foi estendeu a equagao de Fokker.
WD _ D Wit + 5 alaWia. (3.16)

Ainda na mesma entrevista de 1963, Fokker conta que pedia a Lorentz que o artigo
(sobre a prova da equagao) fosse publicado. Cita também que Planck ja estava ficando
chateado com a demora e que este produziu trés provas de sua equagao, o que Fokker
considerou como sendo muito bom. Quando contou a Lorentz sobre isto, ele respondeu:
“Well, Planck is getting the thing; we must have it published.” Entao em 1918 finalmente
o artigo de Fokker foi publicado. Nesta entrevista Fokker diz que é muito grato por
chamarem a equacao de equacao de Fokker—Planck e que tem vergonha de nunca mais ter
trabalhado com esta equacao, pois depois do artigo de 1918 a abandonou.

Na realidade, M. Planck nao foi o primeiro a obter a equagao (3.16). Em 1891, Lord

Rayleigh [50] formulou a seguinte equagao para a distribuigao de velocidade W (v,t) de
uma particula de massa m que se move em um banho térmico,
—W(v,t) = 7[(%1}1/[/(1), t) + %;—;W@, t)] (3.17)
Sendo T' a temperatura do fluido e v é medida do nimero de colisdes por segundo (termo
de friccao). Este trabalho de Rayleigh ficou esquecido por muito tempo e foi devido a
Nicola van Kampen [51] que ele foi redescoberto. Em 1915, Smoluchowski [44] também ja
havia proposto uma equagao similar (veja equagao (3.11)) a equacao de Fokker—Planck.

Provavelmente Adriaan D. Fokker e M. Planck nao tinham conhecimento destes dois
artigos precursores. Esta equacao também foi obtida de forma independente por Ronald

A. Fisher [52] em 1930 e por Kolmogorov [53] em 1931. Fisher ao estudar mutagoes
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genéticas raras propos a seguinte equagao

il —(ycotf) + — |, (3.18)

oy 110 0%y
00 00?

sendo v a funcao distribuicao da frequéncia das taxas de mutacao, n é o ntmero de
procriacao por geragao, T' é o nimero de geragoes e # esta relacionado com a razao entre
os genes mutantes. Ja Kolmogorov obteve a seguinte equacao ao estudar a transicao de
probabilidade para um processo de Markov continuo
2

% = —A(t,x)% + B%t,x)%. (3.19)

Kolmogorov nao tinha conhecimento dos trabalhos anteriores aqui citados, no entanto,
ja em 1934 [54] se referiu a equac@o precedente como equagao de Fokker—Planck e esta
talvez possa ter sido a primeira vez que esta equagao foi denominada desta maneira. Em
1940, Kramers [55] publica o artigo Brownian Motion in a Field of Force and the Diffusion
Model of Chemical Reactions, no qual propoe uma generalizacao no espaco de fase para
a equacao (3.16), e a equagao resultante desta generalizagdo denominou de equacao do
tipo Fokker—Planck. Todavia, Kramers nao foi o primeiro a obter esta generalizagao da
equacao de Fokker-Planck, pois em 1921 O. Klein ja havia obtido esta equac¢ao em sua tese
de doutorado, cujos resultados foram publicados no ano seguinte [56]. Portanto, devido a
estes acontecimentos a generalizacao da equagao de Fokker—Planck é conhecida também

como equacao de Klein-Kramers.
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Capitulo 4

Formalismo

4.1 Passeio Aleatorio

A teoria do Random Walk (passeio aleatério) desenvolveu-se de forma significativa a
partir da segunda metade do século XX. Anteriormente na década de quarenta os artigos
sobre o tema ainda concentravam-se principalmente na area da matematica estatistica
[57]. J& na década seguinte encontramos diversas aplicagoes da caminhada aleatéria como
modelo tedrico proposto, por exemplo, no estudo de cadeias de polimeros [58], na fisiologia
[59], no estudo do fluxo através de meios porosos [60], na propagacao de chamas [61], em
gases unidimensionais [62], na mecanica estatistica de sistema unidimensionais [63], na
geofisica [64] e na difusao quimica [65]. Nos anos 60 destacam-se (em nimero de citagoes)
as aplicagoes no estudo da atividade neuronal [66], no estudo de polimeros [67] e na teoria
dindmica da difusdo em cristais [68]. Além de diversas aplica¢oes em problemas fisicos
(por exemplo [69]), houve a aplicacao do passeio aleatério em outras dreas de pesquisas,
como por exemplo na fisiologia vegetal [70] e no estudo de recursos hidricos [71]. Nesta
década, especificamente no ano de 1965, Elliott W. Montroll e George H. publicaram o
artigo “Random Walks on Lattices: 11" [72], que é um trabalho de referéncia, estando entre
os mais citados quando o assunto é o passeio aleatério continuo no tempo. Agora de forma
bastante sucinta destacamos nos anos 70 as pesquisas sobre a relacao do passeio aleatorio
com a equagao mestra e também com a generalizac¢do desta (referéncias [73, 74, 75] como
exemplo), e nos anos 80 a aplicacao em fractais [76]. Poderiamos dedicar intimeras péginas
as diversas aplicacoes do passeio aleatério em diferentes areas da ciéncia, no entanto, neste
momento o que realmente nos interessa é mostrar a relacao intrinseca que pode haver entre
o passeio aleatorio e a equacao de difusao, e isto, sera feito com o formalismo matematico
na sequéncia.

Comegamos considerando um passeio (ou caminhada) aleatério no qual o “cami-

nhante” que realiza tal caminhada esteja, por simplicidade, confinado em uma dimensao.

49



O tamanho dos passos, assim como o intervalo de tempo entre estes, nao sao constan-
tes, contudo, estao vinculados a algum tipo de distribuicao continua de probabilidade.
Mediante a isto, seja ¥ (z,t) a distribui¢ao de probabilidade de dar um passo de compri-
mento x durante o intervalo de tempo entre t e t + dt. A soma da probabilidade total de
transicao, isto é, de passar de um lugar para outro neste intervalo de tempo, ¥ (t), com a

probabilidade de permanecer no mesmo ponto, ®(¢), deve ser igual a unidade, portanto

B(t) = 1— /thp(f)df. (41)

A representacao dos objetos de estudo no espaco de Fourier e Laplace fornece-nos uma
notavel ferramenta de analise matematica. Logo, a transformada de Laplace da probabi-

lidade de nao transitar é

cfom} = o) = £y - of [ winiry = - 22,
B(s) = 1_71”3) (4.2)

O que almejamos agora é saber qual a probabilidade, p(z,t), de que o caminhante es-
teja em alguma posicao x no tempo t. Para isso, considera-se a densidade de probabilidade
do caminhante chegar em x durante o intervalo de tempo entre ¢t e t + dt, representada

pela funcao n(x,t) com

(1) = /_ o /O (Y — ot — 1)+ 6(0)5(x). (4.3)

Na equacao acima o segundo termo do lado direito da igualdade representa a condicao
inicial do passeio aleatério. Assim sendo, a probabilidade p(z,t) é obtida multiplicando
a densidade de probabilidade de transicao pela probabilidade de permanecer na mesma

posicao e integrando no tempo, ou seja,

p(x,t) = /000 n(x,t —7)0(r")dr'. (4.4)

Substituindo a equagao (4.3) em (4.4), obtemos

plx,t) = /000 { /_00 dx’ /000 dt'n(x’ (e — 2" t — 7" —t') +6(t — T’)(S(x)}@(T/)dT/.

Assumindo que podemos trocar indistintamente a ordem das integrais e fazendo a mu-

danca de varidvel, 7 = 7/ + ¢/, teremos
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plz,t) = /: dz’ /Ooo dr [/Ot (@', — T')@(T’)dT'] U(a -2’ t— 1) + D)o (x).

Se compararmos com a equagao (4.4), o termo em colchetes na equagdo precedente é a

definigao de p(2/,t) e portanto,

px,t) = /OO dx’ /000 p(z' )(x — 2’ t — 7)dr + D(t)d(x). (4.5)

A probabilidade p(z,t), equacao (4.5), esta representada na forma de equagao integral,
0 que a torna “nao amigavel”. As ferramentas matematicas para lidar com esse tipo de
situacao sao as transformadas integrais (no nosso caso a transformada de Fourier aplicada
a coordenada espacial e a transformada de Laplace aplicada a coordenada temporal), por
isso o proximo passo é determinar p(k, s) e com esta finalidade inicialmente aplicamos a

transformada de Laplace na equacao (4.5)

ples) = Lip(x.t)} = / " el t)dt =

_ /OOO dt ¢ [/Z da’ /OOO p(a tb(x — o' t — 7)dr + B)5(z)|.  (4.6)

Utilizando o teorema da convolugao, L{ [ f(7)g(T —t)dr} = f(s)g(s), obtemos o seguinte

resultado:

p(z,s) = /_00 da'p(x, s)(z — 2, s) + ©(s)0(x)

o0

Agora aplicamos a transformada de Fourier em p(z, s) e obtemos,

p(k, S) = p(/{, 8)¢(k, S) + @(8)7

utilizando também o teorema da convoluc¢do. Por fim, usando a definigao (4.2), é possivel

determinar um expressao para a probabilidade p no espago de Fourier e Laplace:

_ 1 1-9(s)
plk;s) = 1—(k,s) s

(4.7)

A equacgdo (4.7) quando comparada com a equacdo (4.5) aparenta ser mais simples,
no entanto, é uma simplicidade falsa pois é na inversao das transformadas de Fourier e
Laplace que serao encontrados os desafios de resolucao. Por isto, a escolha da distribuicao
de probabilidade 9(z,t) é de grande importancia. A nossa escolha serd para o caso em

que a distribuicao para o tamanho dos passos é independente da distribuicao do tempo
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de espera entre dois passos consecutivos, isto €,

U(x,t) = Ax)p(t)  ou  p(k,s) = Ak)¥(s). (4.8)

Usando as defini¢oes das transformadas de Laplace e Fourier, respectivamente, temos

P(s) = /00 etpt)dt e ANk)= /_00 ek )\ (2)da.

0 9]
Supondo que os momentos existam, é possivel a partir da definicao acima, representar as
distribuigoes 1(s) e A(k) em termos de seus respectivos momentos, para isso usaremos a

definicao da funcao exponencial em termos de uma série infinita,

x
X l’n
e = E —.
n!
n=0

Por conseguinte, teremos

o) = [T e vna =Y [Cevow @)

k) = [ f}%ﬁwf‘mmmz§j4wﬁ T ea@)dr (4.10)
/A p

- n=0 ’ n=0 o0
- nkn n
= )
n=0

Se considerarmos o comportamento assintotico, no qual z — oo e t — oo, juntamente
com finitude de (t) e (z?), e além disso considerarmos somente os termos reais, temos
/CZ
P(s)~1—=s(t) e MNk)~1- 3(902}
Tais resultados ao serem substituidos na equagao (4.7) resultam em:
1 (x?)

com D=_-—. (4.11)

Eos)m —
Pk 8) ~ 2(t)

A partir destes resultados é possivel calcular o valor médio quadratico, cujo valor encon-
trado, (x?(t)) ~ Dt, aumenta linearmente com o tempo.

Por outro lado, se considerarmos a equacao de difusao usual unidimensional, no espaco
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ilimitado —oo < x < o0,

0 0?
e (,1) = D@P(%t)a (4.12)

sujeita a condi¢ao de contorno p(z — 4o0o,t) = 0 e a condigao inicial p(z,0) = 0(z),

obtemos no espaco de Fourier e Laplace,

1

kg)=m —
p( ’S) S‘I—Dk’Q’

(4.13)

e o valor quadratico médio, como vimos nos trabalhos de Einstein e Langevin, possui
comportamento linear com o tempo.

A partir da anélise realizada é possivel observar a relagao existente entre o comporta-
mento assintotico do passeio aleatorio com tempo e espago continuos, r — oo e t — 00,
com a equagao de difusao usual. Entretanto, a relacao entre a caminhada aleatoéria e a
equacao de difusao nao se restringe apenas ao caso limite anterior, pelo contrario, ela é
muito mais ampla e significativa, pois conforme a escolha da distribuicao de probabilidade
Y(x,t) e do comportamento de {t) e (x?) (isto é, se eles sao finitos ou divergem) é possivel

representar processos difusivos que nao correspondem ao processo usual.
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4.2 Equacao de Fokker-Planck

Seja um processo estocdstico, £(t), no qual um conjunto de instantes t; < to < t3 é
considerado e assumindo que y; e t; sao fixos, ou seja, representam a posicao e o tempo
inicial. Definimos a probabilidade condicional P,(ys,ta]yr,t1)dys como a probabilidade
de que &(t9) esteja no intervalo (ys, 42 + dys), uma vez que £(¢;) tenha um valor y; no
tempo t; e seja Ps(ys, t3|ya, L2, y1,t1)dys a probabilidade de que £(t3) esteja no intervalo
(y3,ys + dys), desde que £(t2) possua um valor ys no tempo ¢y e £(t;) tenha um valor i,
no tempo t;. Para obtermos a funcao densidade de probabilidade resultante que dependa
somente de da posicao inicial, y; e t;, multiplicamos P3 por P e integramos em relacao

as variaveis ys e ys, isto é,

Ps(ys, talyr, t1)dys = / Py(ya, talyr, t1) P3(ys, t3ly2, t2; y1, t1) dyadys, (4.14)
ou,
Ps(ys, t3lyr, t1) = / Pa(ya, talyr, t1) Ps(ys, tsly2, ta; y1, t1)dya, (4.15)
que é conhecida como equagdo de Chapman-Kolmogorov [53, 77]. A préxima restri¢ao a
ser feita é considerar o processo estocastico £(t) como um processo Markoviano.! Com
esta condicao teremos
Ps(ys, t3|y2, t2; y1, t1) = Pa(ys, tslye, ta) (4.16)
e
Py(ys, tslyr, t1) = / Py(yo, ta|yr, t1) Pa(ys, tslye, t2)dys. (4.17)

A equacao acima é a equacao de Chapman-Kolmogorov para um processo Markoviano,

também conhecida como integral de Smoluchowski. Na equacao (4.17) escreveremos

Ps=p, ys=x, yp=2, wp=2a, ta=t t3=t+At,

e omitindo a dependéncia de t;, de tal maneira que

1O matemético russo Andrei Andreevich Markov, um discipulo de Chebyshev, em 1906 escreveu um
artigo [78] no qual define cadeia simples “como um sequencia infinita 1, o, - -+ , T, Tr11, - - -, de varidveis
conectadas de tal maneira que xy41 para qualquer k é independente de x1, 29, -+ ,Zr_1, DO caso em que
x) é conhecido”. Markov estudou cadeias de somente dois estados, 0 e 1, e as denominou homogéneas se
a distribuicao condicional de x4 dado xj for independente de k. J4 em 1926 o matemética russo S. N.
Bernstein usou o termo “cadeia de Markov”[79]. De forma concisa o processo Markoviano é um tipo de
processo em que a evolugao do sistema depende somente do estado imediatamente anterior, ou seja é um
processo sem “meméria”.
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oo

plx,t + At|z’) = / p(z, t|x ) p(z, t + At|z, t)dz.

o0

Para simplificarmos a notagao escreveremos

pla.t + Atz t) = p(z, At2),

sendo o resultado desta simplificacao a equacao integral

oz, Atl') = / T et )l Atl2)dz. (4.18)

Com o intuito de obter uma equacao diferencial parcial para a probabilidade de
transigao p(z, At|2’), a partir da equagao integral (4.18) vinculada a certas condigoes

limites, consideraremos

/OO R(m)%dm, (4.19)

sendo R(z) uma fungao arbitraria que satisfaz as seguintes condigoes:
: d" :
llrin R(x)=0, e pi —R(z) existaem x = +oo. (4.20)
r—-+o0 xn

Usando a definicao de derivada parcial, temos

/Oo R@) Lz /OO R(z) lim [p(””’HAt‘x/) _p(g”’t’x/)]dx. (4.21)

ot At—0 At

—0o0

Se assumirmos que podemos trocar a ordem do limite e da integragao , entao a equagao

precedente pode ser escrita como:

/ R(z) apd:z:—AlimO/

Podemos reescrever o numerador da fracao entre colchetes na equagao anterior da seguinte

(4.22)

N /
p(x,t + At|z’) p(:c,t|:c)]dx‘
At

maneira,

/OO p(z,tlx") /_OO R(x)p(x, Alz)dxdz (4.23)

o

dp 1
/_ Rz)gpde = lim 7

— /_OO R(z)p(z,t]a:’)dz] : (4.24)

(e o]

usando a equagao (4.18) e
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/OO R(z)p(x,t|x’)dx = /OO R(2)p(z,t|x")dz. (4.25)

A etapa seguinte é expandir R(z) em série de Taylor em torno do ponto z = z,

R(z) = R(z) + (x — 2)R'(2) + (@ ;!2)2 R'(z)+---. (4.26)
Portanto,
| ro%ar = gm | [ pes) [ {re) + -6
+ @;—!Z)QR”(Z) + - bplx, At|z)dx dz
— /00 R(z)p(z,t|x')dz] (4.27)

Na equagao (4.27), temos

/ plx, At|z)dz =1,

uma vez que p(z, At|z) é uma funcdo da densidade de probabilidade. Consequentemente

a equagao (4.27) torna-se,

/ R(z )Z’;dx - Aliﬁoi/ plz, t]) / {(z — 2)R'(2) (4.28)

i (z ;!Z)QR"(Z) + -+ }p(x, At|2)dxdz | .

(4.29)

Para simplificarmos a notacao das n integrais dos n termos da expansao em série de

Taylor, seja

an(z, At) = /_OO (x — 2)"p(z, At|z)dz. (4.30)
Entao,
/ R(x )gpdx—AlimoAit/oo p(z,t|z) [al(z,At)R’(z) wR”( )+ .]dz.
- (4.31)

Novamente vamos trocar a ordem dos limites com a integragao, de tal maneira que obte-

mos,
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/_OO R(x)@dx = /00 p(z,t]x") [ lim MR’(Z) + lim a2z, At)li’”(z) + - |dz

o ot oo At—0 At At—0  21At
(4.32)
Imporemos a condigao de que a série de Taylor deva ser truncada em n = 2, ou seja,
. an(z,At)
Alir_r}o BN 0, para n > 2. (4.33)
Portanto,
> 8p * / / /!
R(x) 5 dr = p@mﬂﬂmmgwp@mu@m, (4.34)
com
_ag(z,Af)
flat) =t =R
e
L ax(z, Af)
PO = 0 "oar

Com a finalidade de colocar R(z) em evidéncia no lado direito da equagao (4.34), usaremos

integracao por partes. Deste modo, temos

o0

00 o
udv = uv’ —/ vdu,

—0o0

/_OO plz,t|2)) f (2, O R (2)dz :/

[e.e] —00 [ee]

com

u=p(z,tle)f(z,t) e dv=R'(z)dz,

assim sendo teremos,

0
du = — [p(z, t|x’)f(x,t)}dz, e v=R(2).
z
Utilizando as condigoes limites (4.20) chega-se ao seguinte resultado:

(o.9) o0 6
/ pl, tle') f(z, O R (2)dz = — / R(2)5- |Gzt |z (435)
Usando o procedimento de integracao por partes duas vezes no tultimo termo da equagao
(4.34), obtemos
00 00 82
/p@WMWﬁM@Mz/JWB;@@W@W”M (4.36)

o0 —00

Substituindo as equagoes (4.35) e (4.36) na equagao (4.34) e trocando a variavel z por z,
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obtemos

ap 9 &

5 + a—y(fp) — G_yQ(Dp) dy = 0. (4.37)

| rw

O que conduz a equacao de Fokker-Planck para um processo de Markov unidimensional

determinado pela varidvel aleatoéria £(t),

L) _ O D ) 110)] — [ ol )] (4:38)

Na qual, D(z,t) é o coeficiente de difusio e f(x,t) esta relacionado com o tipo de forga

externa que atua no sistema.
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Parte 11

Difusao nao-usual ou difusao

anomala
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Capitulo 5

Classificacoes da difusao anémala

5.1 Superdifusao

O cientista inglés Lewis Fry Richardson, diferen-
temente de muitos cientistas, participou da primeira
Guerra Mundial diretamente no campo de batalha,
sendo motorista de ambulancia das forcas armadas
da Franca. Talvez devido a sua participacao in-
tensa na guerra, Richardson foi o primeiro a propor
um modelo matematico (Mathematical Psychology
of War [80]) para descrever as causas da guerra e
também como estas poderiam ser evitadas. Apods a
guerra retornou para a Inglaterra, onde iniciou uma
série de experimentos para estudar como materiais
se dispersam aleatoriamente em correntes turbulen-
tas na atmosfera, medindo a largura de colunas de
fumaca e a distancia entre objetos flutuantes (de
graos até baldes) langados no vento. Alguns de seus
resultados [81] confirmaram e refor¢aram os resulta-
dos anteriores de que a difusividade K esta relacio-
nada com a altura em relagao ao solo e a velocidade

do vento.

Figura 5.1: Lewis Fry Richardson —
Seu trabalho sobre difusao turbulenta
é considerado um marco da difusado

nao usual.

Em 1926, Richardson publicou o artigo “Atmospheric Diffusion shown on a Distance-

Neighbour Graph” [82], no qual se baseia em medidas da difusividade K de sistemas - que

vao desde tubos capilares (K oc 1072922 até ciclones (K oc 10 <2) - para propor um

sec

sec

esquema, coerente que compreenda toda essa variacao da difusividade. Inicialmente ele

mostra que a equacgao de Fick para a difusao,
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ov KGQV

ot~ oz
(sendo v a concentracao do nimero de particulas por comprimento) nao é adequada para
descrever a difusao nas correntes turbulentas da atmosfera. Entao, ao invés de considerar
a concentracao v como funcao da posicao, Richardson considerou o nimero de vizinhos
por comprimento, ¢, como funcao da distancia [ entre eles, obtendo a equacao que ele

denominou de “Non-Fickian Diffusion”:

% — %(F(l)%). (5.1)

Sendo F'(I) uma fungao crescente de . Ou seja, tratou a turbuléncia na atmosfera com a
difusividade sendo independente da posicao, no entanto, sendo dependente da distancia
de separacao entre as particulas.

Para determinar o valor de F'(), Richardson construiu o gréfico dos respectivos loga-
ritmos da difusividade K e da distancia de separagao [ (Richardson usou dados préprios,
bem como dados que estavam disponiveis na literatura), ajustando os dados com o valor

da difusividade K = 0.2 [*/3, desta forma obteve a seguinte equacao:

dg 0 4/38(]
5 =ai("50): (5:2)

cm2/3
sec '’

partir da solucao da equagao precedente,

sendo a constante € da ordem de 0.4 de acordo com o artigo de Richardson. A

q = A(4te/9)~3/2e 30 (5.3)

com o = [/3, Richardson dedicou uma parte de seu trabalho para calcular os momentos
da distribuicao. Sendo esta uma distribuicao par, os momentos de ordem fmpar sao nulos
e o resultado do segundo momento obtido foi py = (x(t)%) = L2 (4t/9)®, que neste caso
também corresponde a dispersao (ou variancia).

O segundo momento obtido por Einstein em 1905, referente ao movimento irregular
de particulas suspensas em um liquido, (x(t)) o ¢, aumenta linearmente com o tempo,
enquanto o resultado que Richardson obteve para a difusao em correntes turbulentas de
ar é proporcional & t3, ou seja, a dispersao neste tltimo caso ocorre de maneira muito
mais rapida e de maneira nao linear com o tempo, assim sendo considerada como um tipo
de difusao nao usual ou anomala, denominado de superdifusao. Desta forma, quando
o deslocamento quadratico médio cresce como fungao do tempo mais rapido do que a

situacao usual, isto é, linear com o tempo, dizemos que o sistema é superdifusivo.
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5.2 Subdifusao

Durante as trés décadas posteriores a publicacao do trabalho de Richardson nao foram
muitos os artigos publicados sobre difusao anomala. Neste periodo a difusao anomala
apareceu principalmente nas pesquisas sobre polimeros [83, 84]. Na década seguinte, vérias
pesquisas experimentais demonstraram a existéncia de difusao nao usual em plasmas
[85, 86], em metais [87] e em semicondutores [88], ou seja, desde essa época a difusao
anomala é estudada na teoria de transporte. Apesar de tantas evidéncias experimentais,
os modelos tedricos da época nao conseguiam explicar as anomalias difusivas, necessitava-
se portanto de novas teorias para descrever tais fenomenos, e ela s viria a aparecer no
comeco da segunda metade da década de setenta.

Nessa época o fisico Harvey Scher, que trabalhava para a corporacao Xerox, junta-
mente com Elliot W. Montroll da Universidade de Rochester (Nova lorque) contribuiram
de forma significativa para resolver esta caréncia de modelos tedricos, quando publica-
ram o artigo Anomalous transit-time dispersion in amorphous solids [89]. Este estudo foi
impulsionado pelo desenvolvimento de novas méaquinas fotocopiadoras, o que consequen-
temente motivou o trabalho experimental com materiais amorfos e alguns destes exibiam
propriedades anomalas de transporte. O funcionamento das maquinas fotocopiadoras de-
pende do transporte de elétrons ou “buracos” em semicondutores amorfos submetidos a
um campo elétrico, uma vez que o movimento desses portadores de carga nao podia ser
descrito pela equagao classica de difusao, Scher e Montroll perceberam que as cargas que
se movem em meios amorfos possuem a tendéncia de ficarem presos pelas imperfeigoes
locais e depois sao liberados devido as flutuagoes térmicas.

O modelo proposto por Scher e Montroll para descrever essa anomalia nas propriedades
de transporte, foi o passeio aleatério continuo no tempo, assimétrico e nao markoviano,
na presenca de barreiras absorventes (proposto em um artigo publicado por eles em 1973
[90]). E importante entendermos o significado dos adjetivos que caracterizam este passeio
aleatorio. O primeiro adjetivo, assimétrico, esta relacionado com a presenca de um campo
elétrico, que cria uma tendéncia no movimento dos elétrons, ou seja, gera uma corrente
elétrica no material; o segundo, nao markoviano, se refere ao fato de que o sistema possui
“memoria”, isto é, imediatamente apds ligar o campo elétrico, os portadores de carga
possuem tempos curtos entre os saltos na rede, conforme o tempo passa esses portadores
tendem a ficar presos nas imperfeicoes da rede, aumentando de maneira significativa o
tempo de espera entre saltos. As barreiras absorventes correspondem a condi¢ao periddica
de contorno, ou seja, corresponde ao fato dos elétrons entrarem e sairem da amostra do
material.

Nesse tipo de passeio aleatério a distribui¢ao de probabilidade total de transi¢ao 1 (t)

é melhor representada por uma distribuicao do tipo Pareto-Lévy (distribuicoes de cauda
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longa). Como o tempo médio entre os saltos na rede, (t), diverge e (z(¢)?) é finito, o
comportamento assintético de 1 (t) quando ¢ — oo é dado por (veja referéncia [91] sobre

solugdes assintdticas do passeio aleatério continuo no tempo)

Y(t) ~ [AT(1 — )],  com O0<a< 1. (5.4)

A partir desse comportamento assintético é possivel inferir o deslocamento médio dos

portadores de carga

(z(t)) ~ 1%, (5.5)

o qual apresenta uma dependéncia temporal fraciondria. Isto significa que os portadores
de carga se difundem de forma nao linear com o tempo e mais lenta do que poderiam no
caso da difusao usual, pois 0 < a < 1, assim sendo considerada-se esse tipo de difusao

como nao usual ou anomala, recebendo a denominagao de subdifusao.

Os trabalhos de Richardson, Scher e Montroll, fo-

ram escolhidos para iniciar o nosso estudo sobre 10 T
difusao anomala, nao somente porque sao conside-
rados como marcos do assunto em questao, mas

também pelo fato de ilustrarem dois casos distin-

<x()2=>

tos de processos difusivos anomalos, o superdifusivo L
e o subdifusivo, a partir dos quais é possivel definir

de maneira natural o que é anomalo e o que nao é

em processos difusivos. Olhar para o descolamento 0
médio quadrético (segundo momento) é uma ma-
neira natural de classificar o processo difusivo. De

Figura 5.2: Ilustracao do desvio

maneira geral o segundo momento é proporcional a (s - <
& & prop quadratico médio correspondente a di-

lei de poténcia (%(t)) ~ t*, se a = 1 dizemos que a ¢ = (@ = 1), & subdifusio

difusdo é usual e se a # 1 a difusao é anomala. Para (a = 0.5) e & superdifusio (a = 3).
a < 1 o processo é chamado de subdifusivo e para

a > 1 é denominado de superdifusivo. Além disso, os casos nos quais o segundo momento
nao é finito também sao classificados como andémalos. Eis na sequéncia apenas alguns
exemplos dos iniimeros sistemas que demonstram comportamento dinamico anomalo. Sis-
temas que apresentam comportamento subdifusivo vao desde a difusao de proteinas na
membrana celular [94, 95] até na hidrologia e geologia [92, 93]. Comportamentos superdi-
fusivos foram encontrados desdo o movimento (que correspondem a processos conhecidos
como caminhada de Lévy) de vérias espécies de animais tais como o albatroz-errante [96],

o chacal [97], o alce [98] e 0 macaco-aranha [99], por exemplo, até na 6tica quantica [100].
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Capitulo 6

Os caminhos da difusao anomala

6.1 O caminho “turbulento”

A equagao de difusdo para a distribui¢ao de probabilidade p(r,t), dada por

Ip(r, 1)
ot

(sendo V? o operador Laplaciano em d-dimensoes), possui a seguinte distribuicao Gaus-

= DV?p(r,t), (6.1)

siana como solugao

p(r,t) = Ct= 427"/, (6.2)

se considerarmos um distribuigao delta de Dirac 6(r), como condi¢ao inicial e D = 1.
Para tais distribuigoes o segundo momento ¢ linear com o tempo, isto é, (r?(t)) = Ct.
Durante o estudo da difusao turbulenta! foram propostas algumas extensoes da equacao
(6.1), as quais preservavam a estrutura da solugao Gaussiana enquanto permitiam obter
(r?(t)) ~ t* com a # 1. A maioria dessas extensoes eram dadas na forma

8pé:j b _ %k(r, t)%p(r,t). (6.3)
Em 1926, como vimos anteriormente, Richardson ao estudar a difusao em correntes tur-

bulentas de ar propos k(r,t) = k(r) ~ r%/3, obtendo o = 3. No ano de 1952, Batchelor
4/3

[101] arguiu contra a escolha de k(r) ~ r*/? e sugeriu um coeficiente dependente do tempo
k(r,t) = k(t) ~ t*. Dez anos depois, Okubo [102] propoe uma forma de k dependente
deter, kirit) ~ tr?/? _ como modelo teérico para a difusdo turbulenta no mar. Poste-
riormente em 1984, Hentschel e Procaccia [103] propuseram k(r,t) ~ t%®. Se d = 3, a

solucao para k(r,t) ~ t*® com a condicdo inicial 6(r) é dada por

1Refere-se a maneira com que quantidades transportaveis sio carregadas pelo movimento de um fluido
turbulento
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p(r. ) = Cut =S40/ (O 150), (6.4

com (] e Cy sendo independentes de r e t. Se o vinculo 2a + 3b = 4 for considerado na

equagao (6.4), entao obtém-se (r?(t)) ~ t°.

6.2 O caminho estocastico

Em uma secao precedente deste trabalho foi demonstrado que para o passeio aleatorio
continuo no tempo, a distribui¢do de probabilidade p(r,t) no espago de Fourier e Laplace

é representada por

1=9(s) 1
Pl s) = — )

Em relagao a distribuigdo de probabilidade (r,t) é possivel considera-la como sendo

(6.5)

desacoplada, isto é, ¥(r,t) = A(r)i(t), ou acoplada, isto é, r e £ ndo se comportam de
maneira independente.

Vimos anteriormente que no caso desacoplado, com os respectivos momentos, (t) e
(r?), finitos e considerando o limite no qual k e s sao muito pequenos é possivel obter
(r?) ~ t, que como sabemos corresponde a difusao usual. Em 1987, Klafter, Blumen e Sh-
lesinger [104], demonstraram como é possivel chegar a comportamentos difusivos anémalos
partindo do passeio aleatério continuo no tempo e é este método que apresentaremos na
sequéncia. Inicialmente se considerarmos que (r?) é finito, mas (t) infinito, teremos a

seguinte expansao assintética

]{72 2
ok, s) ~ 1 — Cys® — <2T ), (6.6)
com 0 < a < 1, da equacao(6.5) segue que
Sa—l
p(k, s) ~ T @) 1y’ (6.7)
s 4 ﬁk’

a partir da qual é possivel demonstrar que neste caso (r?(t)) ~ t* que corresponde a
subdifusao (ou transporte dispersivo), pois a < 1.

Por outro lado, se considerarmos (t) finito, no entanto (r?) infinito, resulta em

Y(k,s) ~ 1 —(t)s — Cok”, (6.8)
com0< (<2 e
g1
p(k,s) ~ ey (6.9)
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Como o segundo momento de p(x,t) diverge entao (r?(t)) é divergente para todo t > 0.
O mesmo ocorre quando (t) e (r?) sdo infinitos.
Com o intuito de obter o segundo momento finito, (r?(¢)) ~ t*, com o > 1, Klafter et

al. utilizaram a seguinte funcao:

P(r,t) = CrHo(r —t), (6.10)

na qual, r e t estao acopladas por meio da funcao delta de Dirac. Esta distribuicao
de probabilidade permite passos de comprimentos arbitrarios, no entanto, passos longos

necessitam de mais tempo para serem executados. Neste caso,

U(s) = / dt/w(r,t)e“drw/ / rdHELS (e — ) e St drr
0 ) 0 01

= / trld=n=De=stqy — / Vet (6.11)
52 52
com pu* =pu—d+1.
Quando s = 0 temos a condigao ¥ (s = 0)=1, da qual decorre que v(p—d+1) = vu* >
1. Além disso, para vu* > 2, o primeiro momento de ¥(s), (t), é finito. Prosseguindo,

Klafter et al. demonstraram que é possivel determinar,

Y(k,s) —U(s) ~ k2 / e gy = —k2I(s). (6.12)

02
Deste modo, para v(u* —2) > 1 a integral I(s) existe mesmo para s = 0. Neste caso, com
(t) obtém-se

Yk, s) ~1— (t)s — C1k?, (6.13)

o qual se refere ao caso do comportamento difusivo usual. Se v(u* —2) < 1 a integral

I(s) diverge para s = 0. Somente para s > 0 a integral converge e entao,

Y(k,s) —1p(s) ~ —k2s" =271 (6.14)
de tal forma que
Y(k,s) ~1— (t)s — C1E>s" =971 (6.15)
e
V(2= +1
p(k, s) ~ (6.16)

{6y @2 I Oy R

Assim, o valor médio quadrético é (r?(t)) ~ t*=#)+2,
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No caso em que (t) é infinito, é obtido a partir da equagao 6.11 para 1 < vp* < 2,

P(s) ~1—COs L, (6.17)

Para v(u* — 2) > 1 a integral na equagao (6.12) é finita para u = 0. Portanto,

Yk, s) ~1—Cs"" 1 — Ok, (6.18)

com (r?(t)) ~ t**" =1 que corresponde ao transporte dispersivo. Para v(u* —2) < 1 a

integral I(s) converge somente para s > 0 e a equagao (6.16) é recuperada. Agora,

P(k,s) ~1—Cs" 71— Cl2s W =271 (6.19)
e portanto,

gVH —2 821/71

K, s) ~ _ . 6.20
p< ) gvmr =1 C’leSu(u*—Q)—l sV + Ole ( )
Consequentemente (r%(t)) ~ t*. Essa expressao corresponde ao transporte anoémalo, pois

quando v < % o transporte é dispersivo (subdifusdo), enquanto v > % corresponde ao

transporte é realgado (superdifusao).

6.3 O caminho “nao extensivo”

Uma maneira de resolver de forma exata a equacao de Fokker-Planck usual

0 9, o

Ep(x,t) = _%[F(x)p(a:,t)] + D@p(

é por meio de um ansatz baseado na entropia de Boltzmann-Gibbs

z, 1), (6.21)

Slp] = —/p(u) Inp(u)du. (6.22)

Isto é, maximizando a entropia S[p| sujeita as seguintes restrigoes

/p(u)du =1, (6.23)

(u—wup) = /(u —u)p(u) =0, (6.24)

(= uar)?) = / (4 — ' 2p(u) = o, (6.25)
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sendo v’ e 0 quantidades reais e finitas, é possivel obter a solucao

efﬂ(u*uM)2

plu) = — (6.26)
com
Z = / T lumu? % (6.27)

Baseando-se nisso é totalmente plausivel pensar na solugdo da equagao (6.21) da seguinte

forma

e~ B r—znr(t)]?

plx,t) = Z(t)

(6.28)

Analogamente ao procedimento anterior, em 1996 Tsallis e Buckman [105] mostraram
que a equacao nao linear generalizada de Fokker-Planck
2 I 0 = - (F a0} + D o, (6.29)
at p ) - ax p ) 81‘2 10 ) ) .

(com (u,v) € R* e F(x) = ky — kax, ko > 0), pode ser resolvida de forma exata por meio

de um ansatz baseado na entropia nao extensiva de Tsallis [106, 107],

5= 1= it

(g € R). (6.30)

A solugao neste caso é

_ — )z — 2 (D20
oy~ L=A00 q£@> () 631)

com

4@w3/u—mwu—mm—waPW“mwa (6.32)

As solucoes exatas dependentes do tempo que Tsallis e Buckman obtiveram correspondem
a processos difusivos anomalos. Além disso, quando ¢ = 14 pu—v é possivel uma unificagao

da difusao normal (¢ = 1), superdifusao (¢ > 1) e subdifusao (¢ < 1).

6.4 O caminho “de ordem real”

Considerando a equagao de difusdo usual (unidimensional)

Op(x,t) — Pp(x,t)
5 = Da (6.33)
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uma generalizagao plausivel para esta equacao advém da seguinte indagacao: O que ocor-
reria se a ordem das derivadas nao fosse um niumero inteiro? Ou seja,
Dple,t) Op(,t)

=D . .34
ot Dl (6:34)

A resposta de maneira concisa é: difusao andémala e o caminho para tal resposta encontra-
se no cdlculo fraciondrio. Entao a generalizacao neste caso é dada pela equacao de difusao

com derivadas fracionarias no tempo e no espaco.

6.4.1 O operador fracionario espacial

O operador referente & derivada fracionaria no espaco é o operador de Riesz-Feller,? |

que em sua forma mais geral é representado por

Distr) = TR Oy [T IO 210
+ sin(“T_ew) /0 QA _;;)w_ / <x)d§]. (6.35)

Sendo g a ordem da derivada, 0 < p < 2, e § é o parametro de assimetria, || <

min{p,2 — pu}. A transformada de Fourier,

FU) =52 [ e s = k) (6.36)
FHsmy = [ " e f(kydk = f(a), (6.37)

sao de suma importancia, pois muitas vezes ao lidarmos com equacoes diferenciais parciais
é mais conveniente trabalharmos no espago de Fourier (e Laplace). Consoante a isto, a

transformada do operador de Riesz-Feller é definida por

FLDjf(x)} = —v0f(k)  com ) = kel IBND/2, (6.38)

O termo —@Dz ¢ o logaritmo da fungao caracteristica da densidade de probabilidade do
tipo Lévy estavel com indice de estabilidade p e parametro de assimetria . Para o caso
particular & = 0, o operador de Riesz-Feller é simétrico e é representado pela notagao

sugerida por Zaslavsky [109]

2Introduzido originalmente por Marcel Riesz na década de 1940 (para § = 0 e yu # 1) também conhecido
como potencial de Riesz, e posteriormente generalizado (para 6 # 0) por William Feller em 1952 [108].
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o+

DFf = —— )
=0 8|[lf|“, (6 39)
cuja representagao explicita é
o F(1+u in (") fle+§) —20f(z) + flz = &)
Mf(x) = —— " ‘sin / el dg. (6.40)
A transformada de Fourier nesse caso torna-se
-
A — _||M
Flgnp/ @) = -l (6.41)

6.4.2 O operador fracionario no tempo

O operador referente a derivada fracionaria temporal que usaremos é o operador que
M. Caputo nos anos 1960 [110, 111] propos para modelar a dissipagdo de energia em

alguns materiais anelasticos com memoria, que é definido como

ol 1 Lofm@har
PT (t):F(n—y)/O T n—1l<y<n (6.42)
e quando n = 7y
a7 a"

a5 ()= 50, (6.43)

Assim como a transformada de Fourier, a transformada de Laplace

C{f()} = / et i ()t = f(s) (6.44)

e a sua inversa

CHico
LI =5 [ s = 1) (6.45

21t J_ o

sao imprescindiveis para o nosso estudo. Portanto a transformada de Laplace para o

operador de Caputo é

{amf( )}_Svf ZSV 00, n-1<y<n (6.46)

O operador de Caputo é mais restritivo do que a derivada fracionaria de Riemann-
Liouville, na qual exigi-se que a derivada de ordem n exista e possua transformada de

Laplace. Além disso, as derivadas fracionarias de Caputo satisfazem a relevante propri-
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edade de serem zero quando aplicadas a uma constante, o que nao ocorre no caso do

operador de Riemann-Liouville.

6.4.3 Solucoes da equacao de difusao com derivadas fracionarias
no tempo e no espago
Uma vez definidos os operadores e suas respectivas transformadas integrais, vamos

aplicar a transformada de Laplace na equagao (6.34), sujeita a condigdo de contorno

p(£o0,t) = 0 e a condigao inicial arbitraria p(z,0), de tal maneira que obtemos

dr
sTp(x,s) — 77 p(x,0) = Dmﬂ(ﬂf, s).

Utilizando o método da funcao de Green teremos

d*

N
sG(x,s) — s Tl

G(z,s) =0(x). (6.47)

Na qual aplicamos a transformada de Fourier para obter funcao de Green no espaco de

Fourier e Laplace

s771

G(k,s) = S+ DI

(6.48)

A solucao no espago usual (x,t) é obtida utilizando-se a transformada de Mellin e a partir
da inversao desta transformada é possivel obter, por identificacao dos termos, a seguinte

fungao de Fox (veja o apéndice):

(:)(12)

(3.9).(1.2).(1.3) } (6.49)

. 1 2,1 ‘l”
Gte) = o 123 | s

Equacgao de difusao fracionaria no tempo

Para p = 2 a derivada na direcao espacial x ¢ a usual, assim somente a coordenada
do tempo esta sujeito ao operador fracionario, de tal modo que 0 < v < 1. Neste caso

particular a equacdo (6.49) se reduz a seguinte expressao

ZL‘Q

1
G(x,t) = Hfg {@

plzly/m

Este resultado também pode ser reescrito da seguinte forma (o qual serd usado posterior-

(1‘3’”)] . (6.50)

(0,1)

mente no modelo de pente) [112]

Gz, t) =

<1—;,3)} | (6.51)
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sendo esta densidade de probabilidade uma generalizacao da funcao exponencial esticada,
também é conhecida como funcao de Wright. Além disso, 7 = 1 corresponde ao caso
da difusao usual, que é caracterizado pela funcao densidade de probabilidade Gaussiana.

Desta maneira, para 7 = 1, a equagao (6.51) adquire a seguinte forma

1 L1z (L) 1 _ a2
Gz, t) = — HV {— 22) | o=im 6.52
(%) N2> e BV T L VarDt (6:52)

O segundo momento dessas distribuicoes é caracterizado por uma lei de poténcia de

t, isto é, (z*(t)) ~ 17, com 0 < v < 1, o que caracteriza um processo subdifusivo.

Equacao de difusao fracionaria no espaco

Ficaremos restritos ao caso no qual a derivada fracionaria ocorre apenas na coordenada

espacial, isto é, quando y=1e 0 < p < 2

1 1,1 ’J}| (1,%)
plz|y/m Hi2 [QDt (5:3)@3) |’ (6.53)

Quando g = 2 a funcao de Green corresponde a densidade de probabilidade Gaussiana e

Gz, t) =

quando p = 1 temos outro caso particular que corresponde a distribuigao de Cauchy

1 1
Gl t) = 5 T3 (z2/Dt)’ (6:54)

A funcao de Green da equacao de difusao fracionaria no espago pode ser interpretada com
uma funcao densidade de probabilidade do tipo Lévy estavel. Quando consideramos o
operador de Riesz-Feller simétrico 8 = 0, as tnicas densidades de probabilidade estaveis
que admitem representagdo em termos de fungoes elementares sdo as equagoes (6.52) e
(6.53).

No caso das distribuicoes do tipo Lévy o segundo momento nao é finito, o que também

caracteriza um comportamento difusivo anémalo.
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Capitulo 7

Modelo de Pente

7.1 O Bébado e a Formiga

O primeiro estudo formal sobre o limiar de percolacao foi realizado por Broadbent e
Hammersley [113], que introduziram modelos de rede para o fluxo de um fluido através de
um meio estatico e aleatério, mostrando rigorosamente que nao ha fluxo se a concentragao
do meio ativo é menor do que algum valor limiar nao nulo. Também introduziram o
conceito de probabilidade de percolagao, que é a probabilidade de que uma dada regiao
do meio esteja conectada com o restante, de tal maneira que o transporte do fluido seja
possivel. E totalmente natural, uma vez que percolagao remete a transporte, o estudo da
difusao nesses tipos de modelo.

Assim como Pearson [32] se referiu ao random walk (passeio aleatério) como o andar
de um bébado, Pierre-Gille de Gennes [114] denominou o problema do passeio aleatério em
clusters de percolagdo de “the ant in the labirynth” (a formiga no labirinto). Baseado-se
nesta alegoria imagine uma formiga cujo objetivo é chegar ao pote de agucar, contudo entre
o inseto e o seu objeto de desejo existe um labirinto que possui véarias trilhas (clusters), que
podem ou nao estar conectadas entre si, algumas maiores e outras menores e além disso
algumas sao sem saida e outras a levarao ao fim do labirinto. Suponha entao que colocamos
a formiga em uma trilha que conectada a outras a leve ao pote de agicar. Conforme
percorre esse cluster ela pode encontrar caminhos sem saida (armadilhas), no entanto
existe um caminho pelo qual ela conseguird chegar a saida, se isso acontecer dizemos que
a formiga percolou ou encontrou um cluster de percolacdgo. O caminho principal para a
saida pode ser imaginado como a espinha dorsal (backbone) e os caminhos secundérios
(armadilhas) sdo as ramificagoes.

Além de Pierre-Gille de Gennes o estudo sobre clusters de percolagao e seu backbone
teve como pioneiros Skal e Shkovski (1977)[117], e Stanley (1977)[118]. Ademais, as

pesquisas sobre percolacao na década de 1980 ganharam o suporte tedrico das estruturas
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fractais, que foram introduzidas formalmente por Beneit B. Mandelbrot [115, 116]. Em
um fractal a difusao, em geral, é anomala pois o valor médio quadratico esta relacionado

com a dimensao fractal, dy, da seguinte maneira,

(22()) ~ 2/ (7.1)

Quando dy = 2, que corresponde ao espaco euclideano, ocorre a difusao usual. Baseando-
se na geometria fractal (auto-similaridade), Gefen et al. (1982), [119] demonstraram
teoricamente a ocorréncia de difusao anomala em clusters de percolacao na criticalidade
(isto é, no limiar da transi¢do), este resultado foi confirmado por simulagdo numérica
baseada no método de Monte-Carlo e no passeio aleatério por Ben-Avraham e Havlin
(1982)[120], e Panday e Stauffer (1983) [121].

Em 1984, White e Barma [122] estudaram o efeito de um campo externo durante o
passeio aleatorio em um cluster de percolagao. O campo externo cria uma tendéncia,
ou seja, ¢ mais provavel o passo ocorrer na direcao do campo do que contra ele. Essa
tendéncia possui um efeito dual: ela induz o arraste na direcao do campo e também cria
armadilhas, tais como o final de uma ramificagdo da rede, e para escapar a formiga teria
que ir contra o campo. O modelo de White e Barma é baseado no passeio aleatorio em uma
cadeia linear (backbone) de sitios uniformemente espacados. De cada sitio do backbone
origina-se um cadeia linear finita (uma ramifica¢do) de sitios. Estas ramificagoes ocorrem
na direcao do campo e o comprimento destas ramificagoes sao dados de maneira aleatéria
por meio de distribuicao de probabilidade. Devido a semelhanca com um pente, isto €, o
backbone corresponde a haste e as ramificacoes aos “dentes” ou “dedos”, esta estrutura
foi denominada de random comb, comblike structure ou comb model, a qual chamaremos
a partir de agora de modelo de pente.

Nesse contexto, a difusao dessas estruturas aleatérias sujeitas a um campo constante
(tendéncia topoldgica), foi investigada com os comprimento das ramificagoes dadas por
uma distribuigdo exponencial [122, 124], lei de poténcia [123, 125] e também com com-
primentos infinitos [125]. Todos esses casos foram estudados com utilizagado do passeio
aleatério (simulagao numérica ou aproximagao de campo médio) e reportam a comporta-
mentos anomalos da difusao, com destaque para o caso da distribuicao lei de poténcia,

(L) ~ L0+ com a > 0, que possui o seguinte comportamento assintético,

(w2 (1)) ~ (jl(g;» , (72)

no qual A(E) é uma fungdo que dependo do campo externo E. Posteriormente, Pottier

[126] e Balakrishnan [127] publicaram estudos puramente analiticos sobre as propriedades
do modelo de pente, respectivamente utilizando anélise assintotica no espaco de Laplace

e aproximacao de campo médio.
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7.2 A equacao de difusao para o modelo de pente

7.2.1 Origens

Apesar do grande interesse sobre o comportamento
difusivo no modelo de pente - que remete ao trans- v
porte em estruturas aleatérias e/ou fractais - nao re-
latamos até entao nenhum modelo baseado em uma

descricao continua do passeio aleatério nessas estru-

turas.
A equacao de difusao referente ao modelo de

pente foi proposta em 1991 por Arkhincheev e Bas-

kin [128] em um artigo intitulado Anomalous diffu-
sion and drift in a comb model of percolation clus-
ters. Baseados em uma sugestao dada por A. V. Figura 7.1: Estrutura que caracteriza
Chaplik (ao qual os autores agradecem no texto) g denominacio do modelo de pente.
utilizaram uma idéia simples, contudo assaz opor-

tuna, para representar o modelo de pente. Para explicar essa idéia comecamos pela

equagao de difusao usual em duas dimensoes

9 (x 't)—Da—2 (x 't)+Da—2 (x,y;1) (7.3)
atp 7ya - xapr 7% yayQp aya ) .

que pode representar a difusao da probabilidade de um passeio aleatério no plano car-
tesiano, nesse caso a difusao ocorre de maneira homogénea tanto na direcao x como na
y. Todavia, para representar o modelo de pente é necessario impor uma direcao unica
para que o deslocamento ocorra na direcao x e a sugestao de Chaplik foi multiplicar o
coeficiente de difusao D, por uma funcao delta de Dirac, §(y), desta maneira o coeficiente
de difusdao nao ¢é nulo somente quando y = 0 e a equagao de difusao assume a seguinte
forma
2 2

0 0 0

Como o deslocamento na diregao x (backbone) somente ocorre em y = 0, o deslocamento
na direcao y (ramificagoes) ocorre de tal maneira que é sempre perpendicular a diregao
anterior, caracterizando assim o modelo de pente.

Arkhincheev e Baskin obtiveram a seguinte fun¢ao de Green para a equacao (7.4):

Ve
 24/sD, + D,k2’

G(kz,y; 5) (7.5)
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A partir desta funcao de Green e com o intuito de estudar a difusao ao longo do eixo

estrutural x, consideraram y = 0 e a identidade Omf ¥ exp(—@)dr = 1/3 para obter

G(2,0,t) = — /OO exp ( o DyTQ) /D, rdr, (7.6)
27 J, 4D, 4t
cujo valor médio ¢ (G) = [G(x,0,t)dz = 1/(2D,t), o que indica que o nimero total
de particulas no eixo z diminui com o tempo. Portanto, a fungao de Green G(z,0,t)
descreve a difusao com um nimero nao conservativo de particulas, pois algumas particulas
se difundem nas ramificagoes (eixo y). O deslocamento quadrético médio é

) =49 = Dey)

G) VD,

(7.7)

que corresponde ao processo subdifusao.
Além disso, demonstraram que é possivel obter uma equacao de difusao fracionaria

em x (y = 0) a partir da equagao (7.5) reescrita da seguinte maneira

(7.8)

1
2,/D, 2./D,’

juntamente com a definicao da transformada de Laplace de uma derivada fracionéria

<\/§ D ki) G(ky,0;8) =

0 N
E{% (t)} = s*f(s). (7.9)

Com base nisto, o resultado por eles obtido foi

61/2 Dz 82
—_— 0;t) = ——= 0,:t 7.10
atmp(w, ;1) 2@%#(% 51, (7.10)
com
o/? 1 Yop(x,0;7)  dr
1/2p(x,0,t) = / ( ) 1
ot r'1/2) J, or  |t—r1l|2

A natureza integro-diferencial da equacgao de difusao foi interpretada por Arkhincheev
e Baskin como uma consequéncia do desaparecimento e subsequente criagao de particulas
(saem e voltam) no decorrer de uma caminhada aleatéria ao longo do eixo estrutural.
Uma maneira analoga de interpretar o operador fracionario temporal é considerar uma
caminhada aleatdria no eixo z, na qual o caminhante pode cair em “armadilhas” (rami-
ficagoes do eixo y) que o retém, fazendo com que o tempo entre um passo e outro possa
se tornar longo e ocasionando consequentemente um transporte dispersivo (subdifusao)
das particulas.

Devido a tendéncia do movimento ocorrer na direcao de x em y = 0, imposta pela

delta de Dirac, é natural supor que o caminhante seja encontrado com maior probabilidade
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em y = 0 e que esta diminua conforme o médulo de y aumenta. Portanto o resultado
esperado é que a difusao no eixo das ordenadas seja usual, isto é, caracterizada por uma
distribuigao de probabilidade Gaussiana.

No ano de 1998, Lubashevsk e Zemlyanov publicam Continuum description of anoma-
lous diffusion on a comb structure [129]. Neste trabalho estudam a difusdo nas coordena-
das x e y de maneira desacoplada, isto é, consideram uma equagao de difusao na direcao
x com um campo externo, pukF gﬁ e na direcao y consideram uma equacgao de difusao usual
para cada ramificagao. O campo externo tem como objetivo criar uma tendéncia para que
o movimento ocorra na direcao x e desta maneira representar o modelo de pente. Talvez
Lubashevsk e Zemlyanov nao tivessem conhecimento do artigo de 1991, pois nao o citam
e logo na edi¢do seguinte da mesma revista Arkhincheev [130] publicou os resultados de

seu trabalho anterior e estendeu o modelo para o caso multidimensional.

7.2.2 Estudos subsequentes

Arkhincheev [131] estendeu o modelo de pente considerando: ramificagoes finitas e
de tamanhos arbitrarios, termo de arraste (drift) e influéncia de um campo elétrico e
relaxacao de carga. No entanto, as solucoes obtidas foram em termos de funcao de Green
dadas no espaco de Fourier-Laplace, com excec¢ao do caso do arreste na direcao x. Em ou-
tro trabalho [132] utiliza aproximagao média efetiva e aproximagao de campo médio para
a analisar o modelo de pente com ramificacoes cujos tamanhos sao dados por distribuigoes
de probabilidade. Para a distribuicao Gaussiana ocorre a difusao anomala para t < 0 e
a usual para ¢t > 0. No caso das ramificagoes com tamanhos sujeitos a uma distribuigao
do tipo lei de poténcia, f(I) ~ (=7 obteve (x2(t)) ~ t2=7)/2,

Zahran, El-Wakil e Abulwafa [133, 134] de maneira andloga a Arkhincheev partiram

do modelo de pente com um termo de arraste na direcao x

[% - 5(;;)8% (%Dx - V(x)) — Dyg—yQ] p(z,y;t) =0, (7.11)

obtendo a seguinte equagao de Fokker-Planck para a direcao x com a derivada temporal

fracionaria de ordem 1/2

0 [ % D;)(;:) ng) o 1), (7.12)

D ple,t) = 2
Otp($7) ax

cujas solucoes obteve utilizando o método dos operadores para os momentos associados
com a fungao de distribuigao de probabilidade p(x,t) e a partir destas discorreu sobre a
natureza subdifusiva no backbone. Posteriormente estes autores obtiveram - partindo do

modelo de pente - a equagao de Fokker-Planck fraciondria no tempo e no espaco [135, 136].
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Em 2004, Baskin e Iomin [137, 138, 139] estudaram a equagao para o modelo de pente
considerando uma corrente de convecgao (forga externa) dependente do espago (isto é,
nao homogénea)

op 9?p

sap s,.5—1 —
N + |vsT p + sv'z ,0] I(y) — DG_yQ = 0. (7.13)

Observe que os autores omitem o termo de difusao na coordenada x, o que simplifica
muito a resolugao da equacao. Contudo, o interesse deles é demonstrar que é possivel
ocorrer a superdifusao neste modelo de pente devido a convecgao nao homogénea. Com

este intuito o valor quadratico médio obtido por eles foi

5 B 2—s\ 031 —s)? “#
(122 [ -

com u = 1/(1—35). Se s =0 a conveccao é homogénea e a difusdo é usual, para s < 1

ocorre a subdifusao e quando s > 0 ocorre a superdifusao e os momentos sao finitos. O
caso s = 1 é analisado pelos autores de maneira separada, para o qual obtiveram uma

distribuicao log-normal

o(z) , vDIn|% Dln’ |47 |
v, yit) = T ex [——} 7.15
Pl y;?) 2VrDt - v?x|Vrt? P vit (719
cujo valor médio é
2 2
2(t)) = (") t 9. 1
(@0 = “3* e (1) (7.16)

Este crescimento exponencial é resultado de um processo do tipo Lévy ocasionado pela
corrente de convecgao nao homogénea que foi introduzida no sistema. Os autores também
dao destaque para o fato de obterem um processo superdifusivo com momentos finitos e
definidos rigorosamente. Posteriormente Iomin utilizou estes resultados como modelo
tedrico para estudar a influéncia da proliferagao de células cancerigenas nas propriedades
de transporte do sistema circulatério [140, 141].

Ainda citamos os artigos [142, 143, 144] de Arkhincheev, nos quais propde outras
generalizacoes para o modelo de pente (baseando-se na andlise de seus primeiros trabalhos
sobre o assunto) e o artigo [145] de Zahran, no qual novamente parte da equagao de difusao
do modelo de pente para chegar em uma equacao de Fokker-Planck fracionaria, que desta

vez possui um termo absorvente e uma forga externa linear.
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7.3 Generalizacao da equacao de difusao para o mo-

delo de pente

Conforme vimos até o momento, o modelo de pente tem sido muito estudado desde
a década de 1980, sendo utilizados diferentes métodos, os quais concordam em aferir que
este € um modelo que remete a difusao anomala.

Quando descrito pela equagao diferencial parcial de difusao, o modelo de pente apresenta-
se de forma simples. No entanto, apesar desta aparente simplicidade é um modelo por
meio do qual é possivel obter solugoes exatas para o problema do transporte em estruturas
nao homogéneas.

Motivados nao somente pelos dois tltimos pardgrafos, mas também por tudo que
estudamos sobre difusao nesse trabalho, vamos investigar as solugoes para uma extensao
do modelo de pente que é baseado na seguinte equagao de difusao nao Markoviana para

uma distribui¢do de probabilidade p(zx,y;t):

t 2 t

gipte.i) = [ D= ) pteit) + 6(0) [ D= )3T pte it (17
Nesta equagao consideramos coeficientes de difusao D, e D, dependentes do tempo e a
derivada fracionaria aplicada na variavel espacial é o operador de Riez-Feller simétrico.
Em nossa analise consideraremos o espaco infinito, isto é, —oo < x < 0o e —00 < y < 00.
Além disso, é necessario que a funcao distribuicao de probabilidade seja finita , ou seja,
as condigdes de contorno devem ser dadas por p(too,y;t) = 0 e p(z,Loo;t) = 0 e
consideraremos a condigao inicial arbitréria p(z,y;0) = p(x,y), relativa a distribuigao

inicial de probabilidade do sistema que é normalizada, ou seja,

/ Z / Z Az, y)dedy = 1. (7.18)

Diferentemente dos demais trabalhos da literatura que partiam da equacao de difusao
do modelo de pente para chegar a equacao de Fokker-Planck fracionaria no eixo prefe-
rencial (diregao x do backbone) e a partir desta obter as solugoes, nés propomos resolver
a equacao (7.17) (obter a funcao distribuicao de probabilidade) de maneira direta por
meio das transformadas integrais e do método da funcao de Green considerando uma
distribuicao inicial geral e a partir destas solucoes analisar o comportamento difusivo

coordenadas x e y.

7.3.1 Primeiro caso - Derivadas de ordem inteira
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Inicialmente consideraremos o caso mais simples, no qual D,(t) = D,d(t) e D,(t) =
D,(t) e p = 2. Ou seja, é a equagao usual do modelo de pente e como vimos, ja neste
caso mais simples é possivel obter um comportamento difusivo anomalo. Conforme isto,
a equacao que descreve o comportamento da funcao distribuicao de probabilidade sera

dada por

2 2

5, 0 0
5@yt = Dya—yw(af, yit) +0(y) Do p(x, 3 t). (7.19)

Neste primeiro caso apresentaremos o procedimento de resolucao de maneira detalhada,
talvez prolixa, no entanto, o intuito principal é demonstrar e proporcionar a compreensao
dos métodos matematicos aplicados.

Iniciaremos aplicando a transformada de Laplace na varidvel ¢, cuja definicao é dada

por:

ey - [ ()t = f(s). (7.20)

Assim, obtemos a seguinte expressao

t . a 82 t . t . 82
—s . — D —S . —st_____ .
/Oe 5 (x,y;t)dt y_ayQ/o e p(x,y,t)dt+5(y)Dx/0 e ag[:2p(:17,y,t)alt

Para o termo do lado esquerdo da igualdade, referente a transformada de Laplace da

derivada temporal de p(z,y;t), utilizamos integracdo por partes e a condi¢ao inicial

p(x,y;0) = p(x,y) e para os termos do lado direito usamos a prépria definicdo da trans-

formada de Laplace. Procedendo desta maneira obtemos a equagao (7.19) no espacgo de
Laplace:

0? 0?

—p(@,y) + sp(x,y; s) = Dya—yﬂ)(% y;8) +6(y)Dag 5 0(2, 43 9)- (7.21)

Antes de prosseguirmos com as transformadas integrais das coordenadas espaciais, é

valido lembrar que devido a “for¢a” da delta Dirac a difusao fica confinada na direcao x em

y = 0. Portanto em p(x,0;t) temos o caso especial no qual a distribui¢ao de probabilidade

corresponde apenas a coordenada x. Consoante a isto o caminho escolhido é aplicar a

transformada de Fourier

Flo)} = 5= [ e glands = g(k (7.22)

na direcao . De modo que ao utilizarmos integracao por partes - levando em consideracao
a condigao de contorno que garante a finitude da distribuigao, isto é, p(+oo,y;0) e a

definicao da transformada - chegamos a seguinte expressao:
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. d?
—p(ke,y) + splks,y; s) = Dyd—yzp(kx, y; s) = 0(y)k; Dap(ks, y; ). (7.23)

Esta equagao, que agora é uma equacao diferencial ordinaria da coordenada y, podendo

ser reescrita da seguinte maneira

d? ~
Dyd_ygp(k:w Y; S) - 5(y)kgpxp(kx7 Y; 3) - Sp(kxa Y; S) = _p(kxa y) (724)

Com o aparato matematico das transformadas integrais juntamente com as condigoes
de contorno conseguimos sair de uma equagao diferencial parcial (7.19) e chegar a uma
equagao diferencial ordindria nao homogénea (7.24), neste caso a nao homogeneidade é
causada pela distribuicao inicial. O préximo “truque” matematico é utilizar o método da
funcdo de Green, que de maneira laconica é considerar a nao homogeneidade (ou termo
de fonte) como sendo um termo infinitesimal (uma delta de Dirac), entao se obtivermos
a funcao correspondente a este caso basta multiplica-la pela fonte e integrar em todo o
espaco para obter a distribuicao total. Como no nosso caso as condi¢oes de contorno sao
dadas na prépria fungao (condigao de contorno de Dirichlet) a distribuicao p(k,,y;s) em

termos da fungao de Green é dada por

ok, 5) = — / 47 ke, )G (ke 9, 5), (7.25)

—00

com a funcao de Green governada pela equacao

d2

e

Novamente faremos uso da transformada de Fourier, desta vez na coordenada y. Como
de costume, fazendo uso de integragao por partes e considerando a finitude da distribuicao

de probabilidade ¢é possivel obter seguinte equacao

—Dyk2G (k. by, T 8) — k2D Gk, 0,7; 8) — 5G (K, iy, s 5) = € *o¥. (7.27)

Portanto, a funcao de Green no espaco de Fourier e Laplace correspondente a distribuicao
de probabilidade p(k,,y;s) é
e~ hy¥ D, k?

ky ky,y;s) = — - k., 0,7;s). 7.28
g( Y Y S) S+Dyk§ S+Dyk§g( Yy S) ( )

Note que a fungdo de Green G(k,, k,,7; s) depende do termo em y = 0, cuja importancia
ja haviamos comentado. Por isso precisamos determinar o termo G(k,,0;s) e com esta
finalidade a inversao da transformada de Fourier em y dever obtida. Para a inversao

do segundo termo da equagao (7.28) (lado direito da igualdade), utilizaremos a seguinte
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formula de inversao

Fl 1 e 7.29
k2 + a? 24 (7.29)

No caso do primeiro termo do lado direito da igualdade, nao é dificil inferir que F~1{e~#¥} =
d(y —7) e juntamente com a transformada de Fourier do segundo termo, podemos utilizar

o teorema da convolucao para a transformada de Fourier

F 5ot} = £0) x90) = [ F2)gty ~ i (7.30)
com
oV D, Y . .
/4D, s I
Desta maneira chegamos a equacao
VD v p g2, /B, 1]
- \/4Dys a \/4Dys

Para determinarmos G(k,,0;s) basta considerar y = 0 na fungdo de Green anterior, de

fly) =

G(ke,y; 8) = G(kg,0;5). (7.31)

tal maneira que encontramos

oV,
V4D, s + D k2

Se 0 nosso objetivo estivesse restrito a analise da difusao na dire¢ao x poderiamos ape-

G(ks,0;5) =

(7.32)

nas nos ater no termo G(k,,0;s). No entanto, como ndo é esse o nosso objetivo vamos

substituir este resultado na equagao (7.31), de tal maneira que obtemos

VB a2 /B (D
- + = .
VADys  \/ADys \/ADys + D,k?

Com algumas manipulagoes algébricas podemos reescrever a funcao de Green de uma

G(ks,y;s) =

(7.33)

maneira na qual a inversao da transformada de Fourier na coordenada z torna-se mais

facil, ou seja, da seguinte maneira

N B = (710 - R e (M)
- /4D, s ~ \/ADys + D,k?

Em resumo, até agora partimos de uma equacao diferencial parcial e obtemos uma

G(ky,y;s) = (7.34)

equacao algébrica por meio de transformadas integrais e do método da funcao de Green.
Portanto no espaco de Fourier (k,) e Laplace (s) o problema estd resolvido! Contudo o

que realmente queremos ¢ a distribuicao de probabilidade no espago usual, entao devemos
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obter as respectivas transformadas inversas de Fourier e Laplace.

Comecaremos com a inversao da transformada de Fourier em z. Olhando para a
equagao (7.34), especificamente para primeiro termo do lado direito da igualdade, vemos
que ele nao depende de z e portanto a transformada de Fourier é trivial e para o segundo
termo utilizamos a mesma inversa do caso anterior (7.29). Desta forma a fungao de Green

no espaco de Laplace é dada por

G(z,y;8) = — j&(e‘\/?yly—y_e—ﬁ(iyﬂw)

VP e - /2 )
_ . (7.35)

8D,\/D,s

Entao para determinarmos a fungao de Green G(z, y; t) resta-nos fazer a inversao da trans-

formada de Laplace. Para invertermos o termo que estd multiplicado por §(z) utilizaremos

1 e kVs 6_%
c {ﬁ}:\/ﬁ (k > 0). (7.36)

Identificando k = 2= obtemos
v/ D
- o/ (57D B s
4Dys 4rDyt ( )

e de maneira analoga

~ /5 (sl ~Leplap”
5—1{6 . (7.38)

\/4Dys 47Dyt

Note que no segundo termo existem duas exponenciais que dependem de s, além do

denominador. Deste modo, primeiro tentaremos inverter o seguinte termo:

ds

1{ e @Ix\ } 1 y+ioco -\ \/DDTJS 14|
iR (IR | e
8D,/ Dys -

1 1
. 1{375 } (7.39)
8D,+/Dys
sv/Dy . R .
com z = D—z|x| Esta inversao é obtida relacionando a transformada de Laplace com

a transformada de Mellin, cuja integral de inversao é relacionada com as fungoes de Fox,
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desta maneira utilizaremos a seguinte relagao de inversao:

Eil{s*’\e*“a} =M1 Hi? [zt*

Realizando as devidas identificagoes entre (7.39) e (7.40) é facil obter

6_ @W 1 1
L} = 3/ Hy |x|t i
8D,\/Dys 8D

Com este resultado (7.41) juntamente com

;) Uul+D /5 ly| + [7] %t
s {e VPy } = () (7.42)

\/ 41D,

é possivel aplicar o teorema da convolugao para a transformada de Laplace L7 {f(s)g(s)} =

o |(Ao
o | (7.40)

Gl pe), (7

fo g(t—1t)dt, e desta maneira chegar & solugao exata da fungao de Green,

que é dada por

G(r.y;t) o) (-G -lhpmt )
L, Y; = _—<€ vyt — e yt > '
\/ATD,t
_ (yl+lm)?
! (\ymy\) [t | PPt )
—. -1 1,1 (0,1)
\/8D$\/Dy V4D, [(t — DE2]3 D,

Com a funcao de Green determinada podemos finalmente obter a distribuigao de
probabilidade p(x,y;t). Com este intuito aplicamos a transformada de Fourier em (7.25),
usando o resultado da equagao (7.43) que juntamente com o teorema da convolugao nos

conduz a seguinte distribuicao

Dyt _ o 4Dyt

_w=? _ Uyl+mh?
) (7.44)

p(z,y;t) = / dg%(
=) dy/%g;i—@;f

_ (ul+wh? 7
e 4Dy(t—t) l l
X —— \/ \x - 7| (5 3‘ .
[(t —t t2 2

Em uma secao posterior vimos que as funcoes de Fox estao relacionadas com a uti-

lizacao de operadores fraciondrios na equacao de difusao. Entretanto, a distribuicao de
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probabilidade (7.44), obtida somente considerando derivadas de ordem inteira, é repre-
sentada em termos de uma fungao de Fox e devido a este fato, mesmo sem calcular os
momentos desta distribuicao, ja é possivel notar que nao se trata de um comportamento
difusivo usual. Em nossa revisao da literatura sobre o modelo de pente vimos que o com-
portamento anomalo pode ser compreendido como o passeio aleatério em uma direcao
preferencial x e que durante esta passeio o caminhante pode ficar preso em armadilhas vy,
causando assim um comportamento dispersivo devido aos longos tempos de espera entre
um passo e outro da caminhada.

Deixando de lado a andlise qualitativa, precisamos aferir de maneira quantitativa esse
comportamento anémalo. E nada melhor do que analisarmos a dispersao o2 da distri-
bui¢ado de probabilidade. Poderfamos fazer isto usando diretamente a equagao (7.44),
contudo existe um caminho menos arduo. Primeiro calculamos transformada inversa de
Fourier na equagao (7.25), assim obtendo a fun¢ao de Green no espago de Laplace, em
seguida consideramos a seguinte condicao inicial p(z,t) = é(x — Z)d(y — 7),de tal forma

que obtemos

oo yis) = — / iz / W, 7Gx, T, 4,7 5)
_— / iz / dgS(T — 2)5(7 — §)0(x. T, 9.7 5)
= —G(x,7,y,9; ) (7.45)

Com esta distribuigao inicial, se obtivermos os momentos da fun¢ao de Green G(z,y; s)

(7.35), isso equivale a calcular os momentos da distribuicao p(z,y; s), isto é,

(") = — /00 /OO "Gz, T,y,7; s)dydx (7.46)

Apoés calcularmos algumas integrais é possivel verificar que os valores médios tanto
em r quanto em ¥y sao iguais a zero, desta maneira calcular a dispersao ¢é equivalente a
calcular o segundo momento. Procedendo de tal maneira obtemos as seguintes relagoes

de dispersao de x e y, respectivamente, no espago de Laplace:

oy (7.47)

Contudo, o que realmente precisamos sao as dispersoes no espacgo usual e ao invertermos

a transforma de Laplace chegamos as seguintes expressoes

—t) (7.48)

85



oo (t) = 2Dyt (7.49)

A dispersao em y corresponde a difusao usual, o que comprova de maneira quantitativa a
nossa discussao realizada no pentltimo pardgrafo da secao inicial deste capitulo. O mesmo
nao ocorre na direcdo z, na qual temos (z2(t)) ~ t2, como o expoente de ¢ é menor do
que 1 temos a confirmacao de que na direcao x ocorre a subdifusao. Ou seja, podemos
considerar um caminhante aleatério que da passos de mesmo tamanho em intervalos iguais
de tempo, que as vezes pode cair em uma armadilha do eixo y, assim demorando para
retornar ao eixo .

Se fizéssemos somente a analise deste caso mais simples do modelo de pente, ja po-
deriamos concluir sem exitar que o modelo de pente é também um dos caminhos para

obtermos a difusao anomala.

7.3.2 Segundo caso - Coeficientes dependentes do tempo

Agora, nosso objetivo novamente é obter a distribuicao de probabilidade, governada

pela equagao

2 I

8 K ! ! a ! ! ! ! 8 !
Giotat) = [ D= ) ple i) +6) [ arDu(e— )5 mpta ). (750)

0

No entanto, neste caso considerando que coeficientes de difusao possuam a seguinte de-

pendéncia temporal

Dyt%ﬁ2 Dyt%*Z

D,(t) = ——, D.(t) = —— e =2, 7.51
e A (o0
assim obtemos a seguinte equagao
o) D Looar 0?
= 1) = . — b
8tp('r’y’ ) F(’yy _ 1) /0' (t _ t/)Q,,yy ayQp('T’y) )
D Looar 0?
) - i), 52
= 0 | e ) (752

Também ¢é plausivel a escolha de outros tipos de dependéncia temporal, entretanto a
inversao da transformada de Laplace pode se tornar uma tarefa ardua. Desta maneira,

ao aplicarmos a transformada de Laplace obtemos a seguinte equacao
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2 82
sp(z,y;s) — p(z,y;0) = Dysl_”ya—yzp(rr, y;s) + 5(y)Dmsl‘”@p(% Y; s) (7.53)

Para simplificarmos a escrita usaremos a notagao na qual D,(s) = D,s'™ e D,(s) =
D,s'™ com 0 < 7, <1e0 <, <1 Assim, com esta notacio a equagao precedente
difere da equagao (7.21) somente pela dependéncia temporal dos coeficientes de difusao e

é representada por

Sp(a,1:5) = L, 130) = Dy )5 0(o i) + S0)DL(S) oploss)  (150)

Como os coeficientes nao possuem dependéncia espacial a partir de agora podemos
proceder de maneira analoga ao primeiro caso e conforme isto é chegamos a seguinte

funcao de Green

5 - — S _|yy—77 _ __ S -
Q(a:,f,y,y; 5) = — M(e \V Dy(s)ly yl e N/Dy<s)(\y|+|y|)>
45Dy (s)

2,/5Dy (s) _ . -
e—\/Té) o=l =/ By (yI+13) 755

\/8D2(5)/3D,(5)

Como estamos no espaco de Laplace necessitamos obter a transformada inversa e a partir

daqui nao podemos mais proceder de maneira andloga ao primeiro caso. Entao, subs-
tituimos os coeficientes Dy(s) e D,(s) de tal maneira que a equagao (7.55) assuma a

seguinte forma
— T _ly=8l vy /2 _ ylt15] gy /2
Glomgis) = 2O (R e R )
y

2,/D
Ty|x_5¢/|5£
x

8D,+/D,

Sendo f=1—2% -2 ef =2 — 2 Uma vez escrita desta maneira nao ¢ dificil notar

que podemos usar novamente a seguinte férmula de inversao:

=B _ |yl vy /2
S Dsy

e v (7.56)

E_l{s_’\e_zso} =t H}? [zt_”

Ao
on | (7.57)

que juntamente com o teorema da convolucao, conduzem a funcao de Green

87



- o(z — ) Lo | ly—=1l
Fygit) = - HO |
9o, 20, 5:0) ,/47r1>ytw< o [w/Dym

ly| + 7] | (12 >] )
(0,1)

(1-3%)
(0,1)

1,0
H1, 1

\ /D t

t 2
- |: ’Yz Dy{yy
0 — -'y Dt
t—t 8Dt/ D,t"

1,0 |y| + |y|
Hy )

)

—~

5.6) ]
0.1)

X

(( 2 (7.58)

Como ja temos conhecimento, a partir desta funcao de Green e de uma distribuicao inicial
é possivel determinar de maneira exata a distribui¢do de probabilidade p(x,y;t).

Em comparagao com a equacao (7.43), é notavel que a dependéncia temporal dos
coeficientes de difusao fez com que as exponenciais Gaussianas dessem lugar as funcoes
de Fox. Uma vez que os coeficientes de difusao estao relacionados com o operador de
Caputo e este esta relacionado com processos subdifusivos, o processo de difusao neste
caso também é anomalo. Este comportamento nao usual é causado pela propria estrutura
de pente do modelo (primeiro caso) e agora também ¢é devido a dependéncia temporal dos
coeficientes de difusao, que podemos interpretar como um tipo de “memoéria” do sistema.

A fim de uma analise quantitativa por meio da determinacao da dispersao em z e y,
utilizaremos novamente a mesma condi¢ao inicial do caso anterior p(x,y) = 0(x — Z)d(y —
), de tal maneira que calcular os momentos a partir da fun¢ao de Green corresponda
ao calculo dos momentos da distribuigao p(z,y;s). Como a integracao correspondente a
obtencao dos momentos s6 envolve as coordenadas espaciais, isto ¢, nao integramos em
dt, a dispersao é semelhante a obtida no caso anterior (7.47), o que difere é a dependéncia

dos coeficientes de difusao, portanto

D, = 2D
o2(s) = D)yl o3(s) = y2(5> (7.59)
s7Dy(s) s
ou
T
1 Py
o2(s) = ‘ e 02(s) =2D,s W), (7.60)

o
/D, s v

Ao realizar a transformada inversa de Laplace obtemos
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D,t" 11,0 9] |(1+re-2,%)
oi(t) = — H}| |—=— 22 e
x( ) \/m 1,1 \/W (0,1)
2Dt
2 = 7.61
70 = Fre (7.61)

A dispersao na direcao x estd relacionada com uma funcao de Fox e depende dos parametros
Yz € Yy que podem assumir valores no intervalo entre 0 e 1, ou seja, este resultado con-
firma que se trata de um processo subdifusivo. Ja a dispersao na direcao y, que no caso
precedente era linear com o tempo, agora apresenta comportamento temporal nao linear,
correspondendo também a um transporte dispersivo. Por outro lado, para interpretar esse
difusao nao usual em ambas diregoes, podemos imaginar uma caminhada aleatéria em que
o caminhante executa passos de comprimento constantes, no entanto, o tempo entre um
passo e outro podem demorar tempos relativamente longos, e além disso o caminhante

pode ficar preso nas ramificagoes do eixo y.

7.3.3 Terceiro caso - Derivada espacial fracionaria

Por fim, estudaremos o caso com derivada fracionaria espacial na direcao z, isto signi-
fica que diferentemente dos casos anteriores p # 2. Além disso, também consideraremos
os coeficientes com a dependéncia temporal do caso anterior.

Procedendo de maneira analoga aos casos anteriores, mas considerando agora a trans-
formada de Fourier do operador de Riesz-Feller, é possivel obter a seguinte funcao de

Green:

(0,1)

47D, D, tVy
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vl + 7l [(-2%)
0,1
/Dyt |V
1 /t d% H2,1 2\/Dyzfyy‘ |,u
— —— |z
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1,0
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X Hl,l [— (0.1)

Dt — )

(0’%] , (7.62)

com 3 =1-— % eé = — %y Em comparacao com a funcao de Green para o caso

precedente, equagao (7.58), notamos que somente o termo da convolugao é diferente. Isso

¢ claro, uma vez que o termo multiplicado pela delta de Dirac nao depende da dire¢ao =,
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na qual o operador fracionario atuou. A utilizacao deste operador resultou na funcao de

Fox

2 Dyf%’| " (1.1)(BE)

1 2,1
_H7 S —
23 | Tp e MU sy ans) |

(7.63)
que caracteriza uma distribuicao lei de poténcia que pode ser relacionada com as distri-
buicoes de Lévy, que possuem como caracteristica o segundo momento divergente, ade-
mais, tais distribuigoes sao de cauda longa e também chamadas de voo de Lévy, devido a
maior probabilidade de passos relativamente longos em uma caminhada aleatoria.
Portanto, uma caminhada aleatdria neste ultimo caso seria caracteriza por uma “com-
peticao” entre tempos de espera relativamente longos e comprimento de passos também
relativamente longos. Assim, na direcao z a difusao andomala pode ocorrer por trés mo-
tivos: (7) as armadilhas ou ramificagdes do eixo y, (i7) dependéncia temporal dos coefici-
entes de difusdo (relacionada com derivadas fraciondrias no tempo) e (iii) pelo passos de
comprimentos maiores do que os do caso usual (relacionado com a distribuigao do tipo
Lévy). Na diregao y a difusdo anoémala esta relacionada com a dependéncia temporal dos

coeficientes de difusao.
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Conclusoes

Na primeira parte deste trabalho realizamos um estudo sobre os pesquisadores e os seus
respectivos trabalhos que contribuiram de maneira notavel para o desenvolvimento inicial
do conceito de difusao na fisica. Como dito anteriormente, buscamos sempre que possivel
ir direto nas fontes originais destes trabalhos; tal contato direto permitiu-nos construir um
conhecimento mais sélido a respeito desses trabalhos. Ademais, é interessante saber como
renomados cientistas tais como Fourier, Pearson e Einstein, por exemplo, escreviam seus
artigos, ou seja, foi possivel ver um pouco como a ciéncia era feita ha um ou dois séculos
atras e a partir disto perceber que a rigorosidade e a escrita cientifica nao mudaram
muito. Outro aspecto importante dessa pesquisa nas fontes é que assim foi possivel
desenvolver um estudo que visa abordar de maneira elucidativa como ocorreu de fato o
desenvolvimento da difusao.

Conforme isto, no capitulo inicial vimos que a histéoria da equacao de difusao tem
como principio os estudos de Fourier sobre a conducao de calor em sélidos. Também
discorremos sobre as pesquisas pioneiras de Graham e como Fick a partir destas e de uma
analogia com a equagao de conducao de calor de Fourier estabeleceu o que conhecemos
hoje como as leis de Fick para a difusao, sendo que os estudos de Fick foram influéncia
para a pesquisa de Roberts-Austen sobre difusao em sélidos.

No segundo capitulo mostramos que a origem do termo Random Walk esta relacionado
com uma carta de Pearson enviada a revista Nature. Sem entrar na discussao de quem
“inventou” o conceito do passeio aleatorio, relatamos como este conceito apareceu de
forma independente em diferentes contextos: na lei dos erros (Thiele e Edgevorth), no
estudo da teoria dos sons (Rayleigh), na economia (Bachelier) e também na descrigao do
movimento Browniano (Einstein e Smoluchoswki, capitulo 3).

Também elucidamos como o nome de um botanico ficou associado ao movimento
irregular e incessante de particulas suspensas em um liquido, isto é, descrevemos as ex-
periéncias de Robert Brown baseadas em observacoes microscépicas e como estas foram
importantes de tal maneira que o movimento citado anteriormente é denominado de mo-
vimento Browniano. Nessa direcao estudamos os trabalhos de Einstein, Smoluchowski
e Langevin e vimos o método que cada um destes propos para descrever o fendmeno do
movimento Browniano. Baseados no objetivo de investigar a origem das terminologias, re-

latamos os trabalhos de Adriaan D. Fokker e M. Planck que estao associados a equacao de
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Fokker-Planck. Além disso, citamos os trabalhos de outros pesquisadores que obtiveram
uma equagao analoga de forma totalmente independente.

E importante ressaltar que o desenvolvimento inicial do conceito de difusao deve-se
muito ao trabalho de pessoas que nao atuavam diretamente (ou nao somente) na fisica. Por
exemplo, Fourier era matemético e foi um dos primeiros egiptélogos; Graham era quimico;
Fick era médico fisiologista; Roberts-Austen era metalurgista; Thiele era astronomo; Pe-
arson e Edgeworth eram estatisticos; Laplace e Bachelier eram matematicos. E para
finalizar as consideragoes sobre a primeira parte é valido um comentario sobre uma con-
sequencia secundaria, que foi ter conhecimento da vida e do trabalho de pessoas notaveis
tais como Rayleigh, Pearson, Thiele, Edgeworth, Fick, Smoluchowski e Fokker.

Na segunda parte estudamos a difusdo anoémala, descrevendo inicialmente (capitulo 5)
dois trabalhos que sao considerados marcos da difusao anémala: o de Richardson sobre
difusao turbulenta na atmosfera e o de Scher e Montroll sobre a dispersao anomala em
solidos amorfos e além disso definimos o que é normal e o que é anomalo quando tratamos
de difusao. No sexto capitulo apresentamos alguns possiveis caminhos para compreender
e obter a difusao anomala, dos quais destacamos a utilizagao do calculo fracionario cujas
solugoes em termos da funcao foram utilizadas no capitulo final.

No ultimo capitulo estudamos de maneira detalhada o modelo de pente e a equagao de
difusao correspondente a ela, ou seja, elucidamos origem das terminologias, da equacao de
difusao e também fizemos uma breve revisao da literatura sobre tal assunto. Além disso,
propusemos uma generalizacao da equacao de difusao do modelo de pente e utilizando
o método da fungao de Green, juntamente com as transformadas integrais de Fourier e
Laplace, obtemos de maneira exata as distribuigoes de probabilidades referentes a trés
casos distintos: i) derivadas de ordem inteira, i) coeficientes dependentes do tempo
e i1i) dependéncia temporal dos coeficientes juntamente com a derivada fraciondria no
espaco, obtendo comportamentos difusivos anomalos nestes casos, para os quais fizemos
uma breve discussao sobre quais as possiveis causas para esta anomalia baseados em um
passeio aleatério. Ou seja, mostramos que o modelo de pente é um modelo simples com
solugoes exatas que corresponde a difusao anomala.

Em relagao ao modelo de pente, temos como perspectiva imediata a investigacao das
solucoes exatas para os casos em que uma forca externalé considerada na direcao = do
backbone e/ou na diregao y, eixo das armadilhas e a partir destas solugoes ver como fica
caracterizada a dispersao do sistema. Além disso, considerar coeficientes de difusao com
dependéncia espacial e regides confinadas do espaco (ramifica¢oes de comprimento finito,

por exemplo) sdo possiveis caminhos de uma investigagao futura.

ITermo de drift ndo acoplado com a delta de Dirac
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Apeéendice

Funcoes de Fox

A classe das fungoes de Fox ou funcao H, compreendem uma ampla classe de funcoes
especiais conhecidas em fisica matematica, tais como as fungoes de Bessel, fungoes Hiper-
geométricas, funcoes Meijer, etc. Recentemente, as fungoes de Fox vém sendo relacionadas
a transformada de Mellin, que tem sido reconhecida em trabalhos de teoria da probabili-
dade e em calculos fracionarios, assim como em suas aplicagoes. De acordo com a notacao

padrao, a Funcao de Fox é definida como

m,n 1 m,n S
HWM(2) = %/LHW} (s)z°ds, (64)
sendo H}%" denominado de kernel e £ ¢ um caminho adequado no plano complexo C.

Este kernel pode ser representado por meio das fungoes I' da seguinte forma:

M) = B (65)
A(s) = Hr(bj — B;s), B(s) = Hm — a; + a;s), (66)
C(s) = 'H (1 —b;+ 8;5), D(s)= ‘H [(a; — ay8), (67)

sendo 0 <n <p, 1 <m<gq,{a;,bj} €C, {a;,5;} € RT. A representagao integral das
fungoes de Fox envolvendo produtos e relagoes da funcao I' é conhecida como sendo do
tipo integral de Mellin-Barnes. Uma notacao compacta pode ser usada para representa-la
como:

) = Hy s (68)

(ijﬂj)jzlm q :|

(aj,05)j=1-p
A condicao para a existéncia da funcao H pode ser feita examinando a convergéncia da

integral (64), a qual depende da selecao do contorno £ e uma exata relagdo entre os
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parametros {a;,,o;}(i = 1,--- ,q) e {b;,5;}(j = 1,--- ,¢q). Para uma abordagem mais
[

detalhada das funcoes de Fox veja referéncia [146].
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