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"Über Diffusion"

"...Diffusion von Wasser durch Membranen nicht

nur ein wesentlicher Faktoren des Lebens ist, sondern

auch einen extrem interessanten physikalischen Prozess

darstellt, der viel mehr Beachtung durch Physiker

erfahren sollte als es bisher der Fall ist ..."

Adolf Fick (1829 - 1901)
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Resumo

Este trabalho versa sobre difusão anômala, dando ênfase a problemas de contorno

envolvendo as equações de difusão normal, fracionária e fracionária não linear. Investiga-

mos várias equações de difusão que estendem do caso usual até a difusão fracionária não

linear em N -dimensões, para a qual consideramos um coeficiente de difusão com depen-

dência espacial e temporal. Para essas equações, obtivemos uma nova classe de soluções,

que está relacionada com o comportamento da cauda da função. A solução desta equa-

ção pode ser expressa em termos das funções q-exponenciais e q-logaritímicas, presentes

no contexto da termoestatística generalizada (formalismo de Tsallis). Também conside-

ramos uma força externa e um termo de fonte cuja solução obtida mostra uma difusão

não usual na distribuição e, dependendo da escolha dos parâmetros, pode apresentar uma

cauda longa ou compacta, que pode estar relacionada à difusão anômala. Neste sentido,

pensando no formalismo de caminhantes aleatórios, correspondem uma mudança na dis-

tribuição do tempo de espera entre saltos. Em um segundo momento, analisamos um

contexto com equação de difusão fracionária em N -dimensões com simetria radial, limi-

tada a uma região e sujeita às condições de contornos pertinentes. Também estudamos a

mudança originada nesta equação pela inclusão do coeficiente de difusão com dependên-

cia temporal e o termo de reação e, com isso, produzindo diferentes regimes difusivos na

solução. Esperamos que os resultados encontrados sejam úteis para estudar sistemas onde

a difusão anômala esteja presente.
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Abstract

This work is concerned with anomalous diffusion, emphasizing boundary-value pro-

blems involving normal, fractional and fractional non-linear diffusion equations. We in-

vestigate several diffusion equations that extend the usual case to the fractional non-linear

diffusion equation in N -dimensions, for which we consider a diffusion coefficient with

spatial and time dependencies. For these equations, we obtain a new class of solutions,

which is related to the behavior of the tail of the function. The solutions of these equa-

tions can be expressed in terms of q-exponential and q-logarithmic functions, present in

the context of the generalized thermostatistics (Tsallis formalism). In addition, we consi-

der the effect of an external force and a source term whose obtained solution exhibits an

unusual spreading in the distribution and, depending on the choice of parameters, may

lead to long or compact tail, which can be related to anomalous diffusion. In this sense,

having in mind the random walk formalism, this scenario may correspond to a change in

the distribution of waiting time between jumps. In a second moment, we analyze a frame-

work with fractional diffusion equation in N -dimensions with radial symmetry, confined

to a limited region and subjected to appropriate boundary conditions. We study further-

more the changes arising from the inclusion of a time dependent diffusion coefficient and

a reaction term in this equation, thus producing different diffusion regimes in the solution.

We expect that the obtained results may be useful for studying systems where anomalous

diffusion is present.
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Introdução

Neste trabalho, é desenvolvido um estudo sobre difusão anômala, e pretendemos

estabelecer de uma forma geral uma classe de soluções para a equação de difusão não

linear em N -dimensões com derivada fracionária na variável temporal, e também consi-

derando a simetria radial do problema em estudo, bem com a ligação destas equações com

outros formalismos, tais como: caminhante aleatório com tempo contínuo e a abordagem

de Langevin. A difusão anômala é um tema muito amplo e seu estudo envolve várias

vertentes; neste sentido, vamos situar os tópicos desenvolvidos neste estudo partindo da

difusão normal.

O processo de difusão é um fenômeno muito comum na natureza e, em geral, ocorre

quando um sistema encaminha-se para o estado de equilíbrio. Seja ela normal ou anômala,

é o resultado de um movimento totalmente irregular em nível microscópico, devido às

interações entre seus constituintes e o meio no qual estes estão, mas apresentando uma

regularidade macroscópica. Um dos processos difusivos muito comuns na natureza, é o

movimento Browniano.

A difusão pode ser vista como um processo no qual potencial químico tende a se

igualar em todos os pontos do sistema com o passar do tempo; ela deve ocorrer das re-

giões onde o potencial químico de uma dada substância é maior para as regiões onde este

potencial seja menor, tais como: a difusão de um soluto num solvente, de fumaça atra-

vés do ar, dos nêutrons num reator nuclear, dos elétrons através de um condutor, do calor

através de uma superfície. Em todos esses processos, ocorre a difusão de uma substân-
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cia através de outra quando o sistema não está em equilíbrio. Uma grande variedade de

problemas difusivos na natureza, normalmente os referidos como difusão normais, são

satisfatoriamente descritos pelo equação linear de Fokker-Planck [1].

Entretanto, existem situações em que o processo difusivo se diferencia das carac-

terísticas de um movimento Browniano, ou seja, da difusão normal. Neste caso, a difusão

será considerada anômala, pois houve um desvio no seu comportamento. Um marco no

estudo da difusão anômala é o tratado de Richardson sobre difusão turbulenta, de 1926 [2].

Já no contexto da teoria de transportes, esse tipo de difusão tem sido mais largamente es-

tudado desde o final da década de 60. Por outro lado, questões relacionadas à difusão

anômala têm-se mostrado de grande interesse e aplicação em várias áreas do conheci-

mento, tais como: física, engenharia, biologia e economia. Esse tipo de difusão ocorre

tipicamente em situações como transporte de um fluido através de um meio poroso [3],

histograma obtido a partir das batidas do coração de um indivíduo saudável [4], nas flu-

tuações de sistemas financeiros [5] e micelas dissolvidas em água salgada [6]. Na maioria

das vezes em que está presente a difusão anômala, como aquelas mencionadas acima, po-

dem ocorrer duas situações:

(i) a variância pode não ser finita, por exemplo, a do tipo Lévy, embora apresente um

índice bem definido que caracteriza o comportamento anômalo;

(ii) a difusão anômala correlacionada, que apresenta um segundo momento (〈z2〉) finito .

Uma grande parte dos processos de difusão que se comportam de maneira anômala tem

como característica

〈z2〉 ∝ tµ

onde 〈z2〉 é o deslocamento quadrático médio ou segundo momento, com µ<1 para um

processo sub-difusivo, µ = 1 descrevendo um processo de difusão normal e µ>1 corres-

pondendo ao processo de superdifusão. A equação dinâmica que interpola tanto o pro-

cesso de difusão que se comporta de maneira anômala, do tipo correlacionado (segundo

momento finito), bem como o de Lévy, em que o segundo momento diverge, na presença
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de uma força externa F (r, t) e de um termo de fonte externa α(t) [7], é da forma:

∂

∂t
ρ(r, t) =

∂

∂|r|
{

D(r, t) [ρ(r, t)]γ
∂µ−1

∂|r|µ−1
[ρ(r, t)]ν

}

− ∂

∂t
{F (r)ρ(r, t)}+ α(t) [ρ(r, t)]µ

′

onde ρ(r, t) é a função densidade de probabilidade, D(r, t) é o coeficiente de difusão

dependente do espaço e do tempo, ∂µ−1/∂|r|µ−1 é a derivada fracionária de Riemann-

Liouville, F (r) é uma força externa, α(t) um termo de reação e ν, γ, θ, µ, µ′ ∈ R.

Caminhos aleatórios, equação mestra e equações generalizadas de Langevin podem

ser relacionadas à difusão anômala correlacionada (segundo momento finito) e de Lévy.

Entretanto, o emprego de equações diferenciais parciais à descrição da difusão anômala

proporciona um tratamento mais simples quando fontes (ou sumidouros) e campos exter-

nos forem aplicados ao sistema.

De forma geral, a difusão usual é descrita por um modelo local, ou seja, em pe-

quenas escalas de tempo; a evolução da função densidade em uma dada posição é afe-

tada apenas por pontos próximos no espaço. Em alguns casos, porém, essa suposição

não se aplica, levando a inconsistências na definição do coeficiente de difusão. Dito de

outra maneira, mesmo em pequenas escalas de tempo a evolução da função densidade

em uma dada posição pode ser afetada por pontos distantes no espaço, caso, por exem-

plo, do transporte turbulento na camada limite convectiva. Uma ferramenta que pode ser

usada para descrever esta última classe de fenômenos é baseada no cálculo fracionário,

no qual operadores diferenciais não locais podem ser empregados para levar em conta as

correlações espaciais. Este procedimento, que leva a equações de difusão fracionárias,

tem sido amplamente investigado para descrever difusão anômala. As equações de di-

fusão fracionárias são frequentemente consideradas como um procedimento alternativo

para modelos de caminhada aleatória com tempo contínuo, equações de Langevin gene-

ralizadas ou equações mestra generalizadas. Assim, equações de difusão fracionárias, ou

equações de Fokker-Planck fracionárias, têm sido consideradas por diversos autores com
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diferentes propósitos, seja com derivadas fracionárias temporais, com derivadas fracioná-

rias espaciais ou mesmo incluindo derivadas fracionárias temporais e espaciais, com termo

absorvente (fonte) e força externa aplicada ao sistema [8]. A termoestatística generalizada,

baseada na entropia não extensiva de Tsallis, aparenta ser um ambiente natural tanto para

a difusão anômala correlacionada como para a difusão anômala do tipo Lévy [9].

A estrutura deste trabalho está desenvolvida na seguinte forma: No primeiro capí-

tulo, faz-se uma abordagem da difusão normal utilizando diferentes ferramentas, tais

como: método de separação de variáveis, aplicação da transformada de Fourier e usando

as propriedades da função de Green. Mas, em ambos os casos, obtemos o mesmo resultado

que é uma distribuição gaussiana [10–12].

No segundo capítulo, abordamos o processo difusivo anômalo que emprega deri-

vadas fracionárias tanto nas variáveis temporais quanto espacial. No primeiro caso, tra-

balhamos com a difusão anômala correlacionada, que possui o segundo momento finito e

que emprega a derivada de Riemann-Lioville, cuja aplicação ocorre em várias situações

de interesse físico, tais como, relaxação ao equilíbrio em sistemas com memória temporal

longa (por exemplo, cadeias de polímeros e membranas) [13], na descrição de transporte

anômalo em sistemas desordenados [14] e modelagem de processos dinâmicos não mar-

kovianos em proteínas [15]; neste processo difusivo, suas soluções estão associadas a uma

distribuição do tipo Boltzmann-Gibbs [16]. No segundo caso, trabalhamos com um pro-

cesso difusivo cujo segundo momento não é finito, sendo caracterizado pelas distribuições

de Lévy, solução que satisfaz o teorema de Lévy-Gnedenko [17], e está relacionada com a

distribuição que emerge da termoestatística não extensiva.

No terceiro capítulo, dedicamos nosso trabalho ao estudo de soluções para a equação

de difusão fracionária não linear emN -dimensões, que surge a partir da equação da conti-

nuidade pela incorporação de um termo absorvente. A solução obtida mostra uma difusão

não usual na distribuição e que também apresenta uma cauda compacta ou longa que pode

estar relacionada à difusão anômala. Além disso, expressamos nosso resultado em termos

das funções q-exponencial e q-logarítmica presentes no formalismo de Tsallis [18].

Finalmente, no quarto capítulo, fazemos aplicações da equação fracionária na
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difusão anômala, e a ligação dela com outros formalismos; a motivação para esse estudo

é compreender suas aplicações num contexto onde reina um comportamento não conven-

cional [19].

Em resumo, o objetivo deste trabalho foi o de procurar soluções exatas para a equa-

ção de difusão fracionária em dois contextos gerais. No primeiro, consideramos um sis-

tema infinito com simetria radial, tanto na presença de fontes (campos externos) quanto

na ausência desses termos, para uma situação descrita por uma equação não-linear. No

segundo contexto, a equação de difusão fracionária foi resolvida para um sistema limi-

tado por duas superfícies cilíndricas. Nesse último caso, as paredes que limitam o sistema

apresentam condições de contorno inomogêneas e o fenômeno de adsorção pôde ser incor-

porado ao formalismo. Este trabalho foi todo ele desenvolvido no Departamento de Física

da Universidade Estadual de Maringá, no âmbito do grupo de física teórica.



Capı́tulo 1
Difusão

Um fenômeno físico muito importante é o da difusão de alguma substância através

de outra. Como exemplos, a difusão de um soluto num solvente, de fumaça através do ar,

dos nêutrons num reator nuclear, dos elétrons através de um condutor, do calor através de

uma superfície. Todos esses processos envolvem difusão, e assim, é relevante obter uma

equação que os descreva.

1.1 Introdução

Fisicamente, ocorre difusão de uma substância através de outra quando o sistema

não está em equilíbrio. Por exemplo – como se discute na seção 1.2.1– quando colocamos

algumas gotas de corante em água, vemos que inicialmente a água muda de cor apenas

numa região pequena, mas, com o passar do tempo, toda a água fica colorida e homogênea.

Outro exemplo ocorre com um perfume aberto num canto de uma sala. Após um certo

tempo, toda a sala fica perfumada. Tanto o corante como o perfume se difundem através

de um meio e, quando esse meio fica homogêneo, a difusão cessa. Por fim, outro exemplo

ocorre com a corrente elétrica, que circula até que seja alcançado um equilíbrio de cargas

entre os condutores.

No fenômeno da difusão, a distribuição espacial de moléculas não deve ser homogê-

nea; deve existir uma diferença de potencial químico que pode se traduzir em um gradiente
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ou diferença de concentração entre dois pontos do sistema. Portanto, uma grandeza rele-

vante ao nosso estudo é a concentração ou, também, a densidade da substância em questão.

Essa grandeza deve ser medida em quantidade por unidade de volume, sendo quantidade

uma grandeza relevante associada à substância específica. Nos casos do corante e do per-

fume, essa quantidade seria a massa, e o número de elétrons para a corrente elétrica. Esta

concentração, que pode variar tanto no tempo como na posição, pode ser representada, de

uma forma geral, por

ρ = ρ(r, t)

onde r reúne toda a parte espacial. Nosso objetivo é obter uma equação diferencial que

envolva essa grandeza.

A primeira equação que podemos extrair envolve a seguinte verificação física: se

tivermos um certo volume V fechado (mas não necessariamente fixo) no espaço e se nesse

volume for colocada uma substância com densidade ρ, os processos difusivos que ocor-

rem dentro do volume serão tais que a quantidade total de substância permanece constante,

sendo, todavia, permitida a variação tanto do volume V quanto de ρ (r, t). Vamos consi-

derar uma quantidade pequena dessa substância, que representaremos por ∆Q e que pode

ser escrita como

ρ =
∆Q

∆V
=⇒ ∆Q = ρ∆V

onde ∆V é o pequeno volume ocupado por essa substância. Formalmente, ∆Q −→ 0 e

∆V −→ 0. Esse ∆V não é fixo e ele pode variar à medida que a substância se difunde.

A situação física de conservação da quantidade de substância, descrita acima, pode

ser expressa matematicamente como

d

dt
∆Q = 0
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que resulta na equação

∆V
dρ

dt
+ ρ

d

dt
∆V = 0 (1.1)

Como a derivada temporal total de ρ é dada por

dρ(r, t)

dt
=

∂ρ(r, t)

∂t
+

∂ρ(r, t)

∂x

dx

dt
+

∂ρ(r, t)

∂y

dy

dt
+

∂ρ(r, t)

∂z

dz

dt
(1.2)

e como

∇ρ = i
∂ρ

∂x
+ j

∂ρ

∂y
+ k

∂ρ

∂z

a expressão (1.2) fica

dρ(r, t)

dt
=

∂ρ(r, t)

∂t
+ v · ∇ρ (1.3)

onde v é a velocidade com que essa massa da substância se difunde. Lembrando que o

divergente de v é

∇ · v =
∂vx

∂x
+

∂vy

∂y
+

∂vz

∂z

obtemos

d

dt
∆V = ∆V∇ · v (1.4)

Reunindo as equações (1.1), (1.2) e (1.3), encontramos

∂ρ(v, t)

∂t
+ v · ∇ρ + ρ∇ · v = 0 (1.5)

Utilizando a relação vetorial

∇ · (ψA) = A · ∇ψ + ψ∇ ·A
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podemos escrever

∇ · [ρv] = ρ∇ · v + v · ∇ρ (1.6)

e, com isso temos

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0

que independe do volume considerado. A grandeza

j = ρv

é uma corrente de difusão, e ela é a quantidade de substância que passa através de uma

certa área do meio na unidade de tempo. Ela é uma grandeza vetorial, pois é necessário

representar a direção e o sentido dessa corrente. Com esta definição, obtemos

∂ρ

∂t
+∇ · j = 0 (1.7)

que vale para qualquer volume e geometria considerado. Fisicamente, isso significa o se-

guinte: como não há nenhuma fonte ou sorvedouro que faça com que em algum ponto

a substância que se difunde seja criada ou destruída, se num certo volume infinitesimal

(agora considerado fixo) a densidade aumenta com o tempo, é porque uma certa quan-

tidade de substância entrou através da superfície fechada que envolve esse volume. Por

outro lado, se a densidade diminui, um pouco da substância sai através da superfície que

delimita o volume. Portanto, quando ∂ρ
∂t

> 0, há um fluxo de substância direcionado para

dentro do volume, e quando ∂ρ
∂t

< 0, o fluxo é direcionado para fora.

O divergente, que está relacionado a uma função vetorial, mede o fluxo dessa função

através de uma dada área que delimita uma certa região no espaço, que pode ser fechada

ou aberta. Quanto maior for o divergente, maior será o fluxo da grandeza representada

pela função vetorial, e se for positivo, esse fluxo será para fora da região, enquanto que,
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se for negativo, o fluxo ocorrerá para dentro da região. Portanto, quando no volume in-

finitesimal a corrente de difusão é direcionada para dentro do volume, entra um pouco

de substância no volume, e o divergente da corrente de difusão é negativo. Quando a

corrente é direcionada para fora do volume, sai um pouco de substância, e o divergente é

positivo. A conclusão é que os sinais de∇· j e de ∂ρ
∂t

são opostos. Além disso, a substância

que entra ou que sai não se perde; ela passa através da superfície fechada que delimita o

volume infinitesimal, para dentro ou para fora. Portanto, para cada volume infinitesimal

vale a Eq. (1.7), que é chamada equação de continuidade. Essa equação exprime o fato de

que não há perda de substância dentro de um volume V ; o que ocorre são transferências

de substância entre os volumes infinitesimais dentro de V .

Como a difusão ocorre das regiões de maior concentração, ou maior densidade, para

as de menor concentração, ou menor densidade, então aparece a corrente de difusão, que

representa esta passagem da substância através do meio. O gradiente de uma função define

a direção e o sentido da maior variação positiva da função. Assim, podemos relacionar a

corrente, ou densidade de corrente, de difusão, com o gradiente da densidade ρ, com sinal

trocado, ou seja,

j = −D∇ρ (1.8)

onde D é o coeficiente de difusão. O sinal negativo da Eq. (1.8) significa que a difusão

ocorre na direção de diminuição da concentração da substância. A Eq. (1.8) é conhecida

com a primeira lei de Fick, é uma equação fenomenológica válida para uma grande classe

de fenômenos de difusão. A primeira lei de Fick, que relaciona o fluxo da substância

com o gradiente de concentração, descreve o processo de difusão sob condições de estado

estacionário, ou seja, o gradiente de concentração não varia com o tempo. No entanto,

no estudo da difusão, tem-se interesse na variação da concentração da substância com o

tempo e com distância.

A segunda lei de Fick representa a velocidade de alteração da concentração de soluto
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em função do tempo e do deslocamento. Esses dois fatores são importantes na determina-

ção do coeficiente de difusão de qualquer soluto em diferente sistemas. Através da união

da equação da continuidade (1.7) e da primeira lei de Fick Eq. (1.8), temos,

∂ρ

∂t
= D∇2ρ (1.9)

que é a equação da difusão, na ausência de reação.

1.2 Difusão unidimensional

Considerando um sistema de coordenadas espaciais unidimensional, a equação da

difusão se escreve:

∂

∂t
ρ(z, t) = D

∂2

∂z2
ρ(z, t) (1.10)

Supondo uma solução separável na forma ρ (z, t) = Z (z) T (t), obtemos

1

T

dT

dt
= D

(
1

Z

d2Z

dz2

)
= −β2

onde −β2 é uma constante de separação, o sinal de menos na constante é para satisfazer

as condições de contorno, que requer a existência de um regime estacionário para tempos

longos. Agora temos duas equações diferenciais para serem revolvidas separadamente

1

T

dT

dt
= −β2 (1.11)

e



20

D
1

Z

d2Z

dz2
= −β2 (1.12)

Fazendo β = ωβ

√
D, a solução de (1.12) pode ser escrita na forma geral:

Z(z) = Aeiωβz + Be−iωβz (1.13)

e a solução completa será:

ρ(z, t) = Z(z)T (t) = [Aeiωβz + Be−iωβz]Toe
−β2t (1.14)

Incorporando To às outras constantes, obtemos

ρ(z, t) = [A cos ωβz + B sin ωβz]e−β2t (1.15)

Estas são as soluções típicas da equação de difusão (1.10) em uma dimensão. De-

pendendo das condições de contorno, uma solução geral pode ser obtida na forma:

ρ(z, t) =
∑

β

[A cos ωβz + B sin ωβz]e−β2t (1.16)

A solução (1.16) é relevante, por exemplo, em um sistema físico limitado ao longo da

direção z e com ρ(z, t) podendo assumir valores bem definidos no contorno [12, 20, 21].

1.2.1 Aplicação da transformada de Fourier à equação de difusão

As soluções para cada problema em particular dependem das condições auxiliares.

Consideremos, por exemplo, o processo difusivo que ocorre num sistema cilíndrico muito
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longo, que vamos considerar como sendo infinito e que tem uma área de seção lateral A,

e está cheio de água. No instante t = 0, introduzimos no cano uma certa quantidade de

corante em um certo ponto z0 (distante de ambos os extremos do cano). Desejamos achar

a concentração do corante em um instante qualquer posterior.

Corante introduzido no instante t = 0

z0

Figura 1.1: Um tubo estreito de comprimento infinito com água, onde foi introduzida
uma quantidade de corante em uma posição z0.

Podemos idealizar o problema físico supondo um cano infinitamente longo conforme

a Fig. 1.1. Além disso, como o diâmetro é pequeno, podemos desconsiderar as variações

da concentração do corante sobre uma seção reta do cano e a concentração pode ser tratada

como função somente de duas variáveis, z e t:

ρ = ρ(z, t) (1.17)

Esta função satisfaz à equação de difusão em uma dimensão (1.10). As condições iniciais

podem ser idealizadas pela afirmativa de que ρ(z, 0) é nula em todos os pontos, exceto

sobre a seção reta definida por z = zo, onde foram introduzidos M gramas do corante.

Assim, para expressar a densidade no tempo inicial é conveniente recorrer às funções

delta de Dirac, ou seja,

ρ(z, 0) =
M

A
δ(z − zo) (1.18)

onde M é a massa do corante e A é a área de seção transversal do cano.

As condições de contorno para este problema podem ser formuladas por meio da

exigência
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ρ(+∞, t) = ρ(−∞, t) = 0

Podemos resolver a equação (1.18) mediante a integração da densidade em todo o volume,

ou seja,

∫

V

ρ(z, 0)dV = M (1.19)

que dá a massa total do corante.

A transformada de Fourier da densidade é

%̂(k, t) = %̂{ρ(z, t)} =
1√
2π

∫ +∞

−∞
ρ(z, t)eikzdz (1.20)

Aplicando a transformada de Fourier à equação diferencial parcial da difusão (1.10), ob-

temos para a primeira derivada temporal

=̂
{

∂ρ

∂t

}
=

1√
2π

∫ +∞

−∞
eikz ∂ρ

∂t
dz =

1√
2π

∫ +∞

−∞

∂

∂t
(ρeikz)dz

=
d

dt

{
1√
2π

∫ +∞

−∞
ρeikzdz

}
=

d%̂(k, t)

dt
(1.21)

Para a segunda derivada espacial, temos:

=̂
{

∂2ρ

∂z2

}
=

1√
2π

∫ +∞

−∞
eikz ∂ρ2

∂z2
dz (1.22)

Usando a propriedade da derivada da transformada de Fourier, que diz que

=̂{f ′′(x)} = −k2=̂{f(x)}
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obtemos

=̂
{

∂2ρ

∂z2

}
= −k2 1√

2π

∫ +∞

−∞
eikzρdz = −k2%̂(k, t) (1.23)

Reunindo as equações (1.21) e (1.23), temos

d%̂(k, t)

dt
= −Dk2%̂(k, t) (1.24)

cuja solução é dada por

%̂(k, t) = %̂(k, 0)e−Dk2t (1.25)

Para encontrar a transformada da função no tempo inicial, precisamos calcular

%̂(k, 0) = =̂ρ(z, 0) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
ρ(z, 0)eikzdz (1.26)

ou seja

%̂(k, 0) =
1√
2π

∫ +∞

−∞

M

A
δ(z − zo)e

ikzdz =
M

A
√

2π
eikzo (1.27)

A solução da equação (1.25) fica na forma:

%̂(k, t) =
M

A
√

2π
eikzoe−Dk2t (1.28)

Para achar a solução em termos da densidade ρ, devemos calcular a transformada inversa

de Fourier

ρ(z, t) = %̌{%̂(k, t)} =
1√
2π

∫ +∞

−∞
%̂(k, t)e−ikzdk
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isto é,

ρ(z, t) =
M

2Aπ

∫ +∞

−∞
e−Dk2t−ik(z−zo)dk (1.29)

Após completar os quadrados da exponencial, obtemos a solução final, na forma:

ρ(z, t) =
M

A
√

4πDt
e−

(z)2

4Dt (1.30)

e a densidade se comporta com uma distribuição Gaussiana em relação a z, sendo que a sua

largura aumenta enquanto que a altura diminui, à medida que o tempo passa [11, 22, 23].

O gráfico da solução obtida está ilustrado na Fig. 1.2 em algumas situações de inter-

esse
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Figura 1.2: As curvas mostram a evolução temporal da distribuição ρ(z, t) no regime
difusivo unidimensional. (a) a distribuição para diferentes intervalos de tempos; (b)
para valor diferentes do coeficiente de difusão; (c) é a área que está variando; (d) para
diferentes valores de massa.



26

1.3 Equação de difusão e a função de Green

Outra maneira de resolver o mesmo problema difusivo, é utilizando a função de

Green, que trata equações diferenciais não homogêneas sujeitas às condições de contorno

apropriadas. Nesta situação, queremos determinar a difusão de uma dada substância sobre

um volume V , delimitado por uma superfície S, conforme a Fig.1.3. Para esta situação, a

equação tem a forma:

∇2ρ(r, t)− κ
∂ρ(r, t)

∂t
= −4πρ̃(r, t) (1.31)

onde κ é uma constante. Para resolver este problema, introduzimos a função de Green

V
S

Figura 1.3: Volume V delimitado por uma superfície S.

G(r, t; r′, t′). Assim, a Eq. (1.31) adquire a forma:

∇2G(r, t; r′, t′)− κ
∂

∂t
G(r, t; r′, t′) = δ(r − r′)δ(t− t′) (1.32)

sujeita às condições de contorno

G(r, t; r′, t′) = 0 para r sobre S

e

∂G(r, t; r′, t′)
∂n

= 0 para r sobre S
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e também a condição inicial

G(r, t; r′, t′) = 0 t < t′

Desejamos encontrar a solução para o processo de difusão em toda região do espaço, isto

é, quando S →∞. Nesta situação, a função de Green depende somente das coordenada r

e t porque as coordenadas r′ = 0 e t′ = 0. A Eq. (1.32) fica

∇2G(r, t)− κ
∂

∂t
G(r, t) = δ(r)δ(t) (1.33)

Desta forma, a condição inicial é

G(r, t) = 0, t < 0

Para resolver a (1.33), usando a transformada de Fourier nas coordenadas espaciais, escre-

vemos:

G(r, t) =
1

(2π)3

∫
d3ke(ik·r)G̃(k, t) (1.34)

G̃(k, t) =

∫
d3re(−ik·r)G(r, t) (1.35)

e

δ(r) =
1

(2π)3

∫
d3ke(ik·r) (1.36)

A substituição das expressões acima na Eq. (1.33), fornece:

−k2G̃(k, t)− κ
∂

∂t
G̃(k, t) = δ(t) (1.37)
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Para t > 0, a solução desta equação é

G̃(k, t) = Ae−κk2t (1.38)

Para t < 0 e a condição inicial G(r, t) = 0, integrando (1.37) com relação a um intervalo

de tempo t de duração muito pequeno em torno de t = 0, encontramos

G̃(k, 0 + ε)− G̃(k, 0− ε) = −κ (1.39)

Fazendo A = −κ, a Eq. (1.38) fica

G̃(k, t) =





0, t < 0

−κe−κk2t, t > 0
(1.40)

Substituindo o resultado acima na equação (1.34), completando os quadrados e fazendo a

integral Gaussiana, encontramos

G(r, t) =
−κ

(2π)3

∫
d3keik·r−κk2t =

−κ

(2π)3
e−r2/4κt

∫
d3ke−κt(k−ir/2κt)2

= − κ

(4πκt)3/2
e−

r2

4κt (1.41)

Consequentemente, obtemos

G(r, t; r′, t′) =





0, t < t′

− κ
[4πκ(t−t′)]3/2 exp

[
− |r−r′|2

4κ(t−t′)

]
, t > t′

(1.42)

Essa função de Green tem uma característica bem conhecida: é uma gaussiana

conforme mostra a Fig. 1.4, que descreve a maneira como o processo difusivo ocorre

em três intervalos de tempo (t− t′) diferentes [10].

Concluímos que uma grande parte dos fenômenos de difusão normal é satisfatoria-

mente descrita pela equação linear de Fokker-Plank (1.10). E que cada processo é
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Figura 1.4: O gráfico descreve o comportamento da função G(r, t) em relação a r para
diferentes intervalos de tempo.

corretamente caracterizado pelo fato de que 〈z2〉 ∝ t.

Recentemente, vários trabalhos têm focado suas atenções no mesmo tipo de equação

linear com derivada fracionária, tanto no tempo, i.e., na forma geral

∂γ

∂tγ
ρ(z, t) = D

∂2

∂z2
ρ(z, t)

quanto no espaço, ou seja,

∂

∂t
ρ(z, t) = D

∂µ

∂|z|µ ρ(z, t).

Estas duas generalizações da equação de Fokker-Planck têm sido usadas para estudar sis-

temas difusivos anômalos. Nos próximos capítulos, nos dedicaremos ao estudo da difusão

anômala com derivadas fracionárias e também à equação de difusão não-linear com deri-

vada fracionária.



Capı́tulo 2
Difusão Anômala

Neste capítulo, nos dedicamos ao estudo destas equaçães que empregam derivadas

fracionárias tanto na variável temporal quanto na variável espacial. Neste sentido, fare-

mos uma análise do segundo momento, o qual nos mostrará um alargamento não usual

para a nossa distribuição quando empregarmos derivadas fracionárias temporais. Para

o segundo caso – i.e., no caso da derivada fracionária na parte espacial, o segundo mo-

mento não é finito. Em particular, esta situação dá forma às chamadas distribuições de

Lévy que, como veremos, têm um extenso raio de aplicação. Veremos também como o em-

prego de derivadas fracionárias na equação de difusão altera as funções tempo de espera

entre saltos w(t) e comprimento de saltos λ(x).

2.1 Introdução

De forma geral, a difusão usual é descrita por um modelo local, ou seja, em pe-

quenas escalas de tempo, a evolução da função densidade em uma dada posição é afetada

apenas por pontos próximos no espaço. Em alguns casos, porém, essa suposição não se

aplica, levando a incosistências na definição do coeficiente de difusão. Dito de outra ma-

neira, mesmo em pequenas escalas de tempo a evolução da função densidade em uma

dada posição pode ser afetada por pontos distantes no espaço [13], por exemplo, do trans-

porte turbulento na camada limite convectiva. Uma ferramenta que pode ser usada para

30
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descrever esta última classe de fenômenos é baseada no cálculo fracionário, no qual ope-

radores diferenciais não locais podem ser empregados para levar em conta as correlações

espaciais. Este procedimento, que leva à equações de difusão fracionária, tem sido am-

plamente investigado para decrever difusão anômala. As equações de difusão fracionária

são frequentemente consideradas como um procedimento alternativo para modelos de ca-

minhada aleatória com tempo contínuo, equações de Langevin generalizadas ou equações

mestra generalizadas. Assim, equações de difusão fracionárias, ou equações de Fokker-

Planck fracionárias, têm sido consideradas por diversos autores com diferentes propósitos,

seja com derivadas fracionárias temporais, com derivadas fracionárias espaciais ou mesmo

incluindo derivadas fracionárias temporais e espaciais.

Um exemplo típico de equação de difusão fracionária espacial é dada por

∂

∂t
ρ(x, t) = D

∂µ

∂|x|µ ρ(x, t) (2.1)

cuja solução são as distribuições de Lévy

Lµ(|x|, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk exp[−ikx−Dµ|k|µt] (2.2)

sendo Dµ uma constante e µ um número real (µ ∈ R). Estas distribuições não possuem

segundo momento finito e caracterizam a difusão anômala do tipo Lévy (superdifusão).

Além de derivadas fracionárias, podemos generalizar ainda mais a equação de di-

fusão acrescentando não linearidade e dependência espacial ao coeficiente de difusão, ou

mesmo um termo de arraste, ou seja

∂

∂t
ρ(x, t) =

∂

∂x

{
D(x)

∂µ

∂|x|µ [ρ(x, t)]ν − F (x)ρ(x, t)

}
(2.3)

onde ν, µ ∈ R, D(x) ∝ |x|−θ e F (x) = −dV (x)/dx é uma força externa associada

ao potencial V (x). Portanto, a equação (2.3) pode ser usada para descrever uma ampla

classe de processos de difusão anômala, visto que ela contém, como um caso particular, a

equação para meios porosos e a superdifusão de Lévy, bem como uma mistura de ambas.
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2.2 Equação linear fracionária unidimensional: derivada

no tempo

Consideremos a equação fracionária de Fokker-Planck, do tipo:

∂γ

∂tγ
ρ(x, t) = D

∂2

∂x2
ρ(x, t)− ∂

∂x
[F (x, t)ρ(x, t)] (2.4)

onde ∂γ/∂tγ corresponde à derivada fracionária de Caputo (Apêndice A.2), aplicada à va-

riável temporal. O operador de derivada fracionária de Caputo parece ser mais apropriado

para estudo de equações diferenciais de ordem fracionária porque a transformada de La-

place da derivada fracionária de Caputo depende de condições iniciais que possuem inter-

pretação física. Já a derivada fracionária segundo Riemann-Liouville depende de condi-

ções dadas em termos de aD
α
t f(t)|t=0. Outra importante diferença entre estas duas aborda-

gens é que a derivada fracionária de Caputo de uma constante é zero, o que não ocorre com

a definição de Riemann-Liouville. Isto justifica a utilização da derivada de Caputo, e não a

de Riemann-Liouville, quando estamos interessados em resolver uma equação diferencial

parcial de ordem fracionária. Este operador é definido como [31]:

∂γ

∂tγ
ρ(x, t) =

1

Γ (n− γ)

∫ t

0

dt′
ρ(n)(x, t′)

(t− t′)γ+1−n
(2.5)

com n − 1 < γ < n e ρ(n)(x, t) é a n-ésima derivada de ρ(x, t) em relação ao tempo.

Temos ainda a presença do termo de força externa F (x, t) e do coeficiente de difusão D,

que inicialmente consideraremos constante. Mais à frente, veremos situações nas quais

D tem uma dependência com o espaço, com o tempo e até mesmo com a distribuição.

Ainda com relação à equação (2.4), observamos que ela generaliza a equação usual de di-

fusão, conforme vimos no primeiro capítulo, mediante a presença do operador fracionário

atuando na variável temporal, e que para γ = 1 recuperamos a equação usual de difusão.

Com o intuito de mostrar que a distribuição ρ(x, t) na Eq. (2.4) é normalizável, vamos

reescrevê-la na forma
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∂γ

∂tγ
ρ(x, t)− ∂

∂x
J (x, t) = 0 (2.6)

ou seja, na forma de uma equação de continuidade, com uma corrente dada por

J (x, t) = D
∂

∂x
ρ(x, t)− F (x, t)ρ(x, t) (2.7)

A normalização é verificada quando integramos a Eq. (2.6) sobre todo o espaço e consi-

deramos que J (x = ±∞, t) = 0, pois estamos considerando que ρ(x = ±∞, t) = 0.

Assim, esta importante propriedade, de podermos normalizar a distribuição, continua vá-

lida mesmo com a presença do operador de derivada fracionária do tipo Caputo. Este fato

não seria verificado se usássemos uma derivada fracionária do tipo Riemann-Liouville.

Voltando à análise da equação (2.4), vamos investigar suas soluções e explorar atra-

vés dessas soluções as consequências de usarmos derivadas fracionárias na variável tem-

poral. Neste ponto, cabe observar que as soluções da equação (2.4) podem ser obtidas por

meio de vários métodos os quais serão empregados de acordo com a nossa comodidade.

É interessante lembrar também que o procedimento a ser adotado estará relacionado com

as condições de contorno impostas ao sistema e às simetrias que ele apresenta. Assim,

dependendo da situação que pretendemos analisar, vamos empregar o método que melhor

aproveita as condições impostas sobre o sistema.

Inicialmente, vamos considerar uma situação caracterizada pela ausência de força

externa, com D constante e a condição inicial ρ(x, 0) = ρ̃(x). Como condição de contorno,

vamos considerar inicialmente ρ(x = ±∞, t) = 0. Devido a estas considerações, a equa-

ção a ser resolvida fica na forma

∂γ

∂tγ
ρ(x, t) = D

∂2

∂x2
ρ(x, t) (2.8)

Ao considerarmos tal condição de contorno, o uso das transformadas de Laplace e Fourier

simplificará o nosso problema. Assim, tomando as transformadas de Laplace e Fourier da
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equação obtemos

ρ(k, s) =
ρ(k, 0)

s + Ds1−γk2
, (2.9)

com 0 < γ < 1. Para a obtermos a Eq. (2.9) usamos a relação:

L
{

∂γ

∂tγ
ρ(x, t)

}
= sγρ(x, s)−

n−1∑
i=0

si

[
∂γ−1−i

∂tγ−1−i
ρ(x, t)

]

t=0

que é válida para n − 1 < γ < n. Agora, para obtermos a solução desejada temos que

inverter ambas as transformadas. Realizando inicialmente a inversão em Fourier, levando

em conta o teorema de convolução, obtemos

ρ̂(x, s) =

∫ ∞

−∞
dx′ρ̃(x− x′)G(x′, s) (2.10)

com

G(x, s) =
1

2s

(
sγ

D

) 1
2

exp

[
−

(
sγ

D

) 1
2

|x|
]

(2.11)

Observando a Eq. (2.11), vemos que G(x, s) é a função de Green associada à condição

inicial considerada. Assim, o papel de G(x, s) é fazer com que a nossa condição inicial

evolua até um tempo t qualquer, que neste caso depende do parâmetro x. Já para inverter-

mos a transformada de Laplace, faremos uso do seguinte procedimento: relacionaremos a

transformada de Laplace com a transformada de Mellin, inverteremos esta transformada

(Mellin) mediante a identificação dessa integral com a integral das funções H de Fox,

obtendo então ρ(x, t). As funções de Fox (Apêndice A.3) são definidas como

Hm n
p q

[
x

∣∣∣(a1,A1),(a2,A2),··· ,(ap,Ap)

(b1,B1),(b2,B2),··· ,(bq ,Bq)

]
=

1

2πi

∫

L

ds χ(s)xs

χ(s) =

∏m
i=1 Γ (bi −Bis)

∏n
i=1 Γ (1− ai + Ais)∏q

i=m+1 Γ (1− bi + Bis)
∏p

i=1+n Γ (ai − Ais)
(2.12)



35

A transformada de Laplace de ρ(x, t) em relação ao tempo é

ρ(x, s) =

∫ ∞

0

dt e−stρ(x, t) (2.13)

e a transformada de Mellin da mesma função em relação à variável temporal é

ρ(x, s′) =

∫ ∞

0

dt ts
′−1ρ(x, t) (2.14)

com

ρ(x, t) =
1

2πi

∫

L

ρ(x, s′)t−s′ds′

Ambas as transformadas de Laplace e de Mellin estão relacionadas uma com a outra, por

meio da relação:

ρ(x, s′) =
1

Γ (1− s′)

∫ ∞

0

ds s−s′ρ(x, s) (2.15)

Usando esta última equação em (2.11), obtemos

G(x, s′) =
1

γ|x|
( |x|√

D

) 2
γ

s′ Γ
(
1− 2

γ
s′

)

Γ (1− s′)
(2.16)

Invertendo a transformada de Mellin da Eq. (2.16), obtemos

G(x, t) =
1√

4πDtγ
H2 0

1 2

[
x2

4Dtγ

∣∣∣∣
(1− γ

2
,γ)

( 1
2
,1) (0,1)

]
(2.17)

Esta última igualdade é obtida por comparação direta da integral resultante da inversão de

Mellin com a representação integral dada acima para a função de Fox. Substituindo esta

equação em (2.10), temos a solução para uma condição inicial genérica como segue:

ρ(x, t) =
1√

4πDtγ

∫ ∞

−∞
dx′ρ̃(x′) H2 0

1 2

[
(x− x′)2

4Dtγ

∣∣∣∣
(1− γ

2
,γ)

( 1
2
,1) (0,1)

]
. (2.18)
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2.2.1 Meio finito (limitado): barreiras absorventes

No caso da condição de contorno ser definida em um intervalo finito, por exemplo,

ρ(0, t) = ρ(L, t) = 0, com x definido no intervalo [0, L], podemos usar o procedimento

de separação de varíaveis. Tal situação é caracterizada fisicamente por termos barreiras

absorventes em x = 0 e x = L. Para obtermos a solução para a equação (2.4) com

tais condições de contorno vamos usar uma transformada finita. Em particular, estamos

considerando que a nossa solução pode ser expressa em termos de uma série de Fourier.

Assim,

ρ(x, t) =
∞∑

n=0

Bn(t) sen
(nπ

L
x
)

(2.19)

com

Bn(t) =
2

L

∫ L

0

dx sen
(nπ

L
x
)

ρ(x, t) (2.20)

é a solução apropriada para o tratamento deste caso, pois satisfaz a condição de contorno.

Substituindo (2.19) em (2.8), multiplicando ambos os lados por sen(nxπ)/L e integrando

desde 0 a L e identificando Bn(t), obtemos

dγ

dtγ
Bn(t) = −n2π2

L2
DBn(t) (2.21)

Para resolver a equação acima, vamos aplicar uma transformada de Laplace, o que nos

permitirá o uso da função Eα(x) de Mittag-Leffler. Isto se deve ao fato de que

Eα

[
−

(
t

τ

)α]
= L−1

(
1

s + τ−αs1−α

)

As funções Eα(x) de Mittag-Leffler constituem uma possível generalização da função ex-

ponencial, e são definidas como

Eα(x) =
∞∑

n=0

xn

Γ (nα + 1)
(2.22)
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Com isso, podemos escrever

Bn(t) = Bn(0)Eγ

(
−n2π2

L2
Dtγ

)
(2.23)

Substituindo a solução acima em (2.19), levando em conta uma condição inicial genérica

ρ(x, 0) = ρ̃(x), temos

ρ(x, t) =

∫ L

0

dx′ G(x, x′, t)ρ̃(x′) (2.24)

com

G(x, x′, t) =
2

L

∞∑
n=0

sen
(nπ

L
x′

)
sen

(nπ

L
x
)

Eγ

(
−n2π2

L2
Dtγ

)
.

2.2.2 Meio finito (limitado): barreiras refletoras

Se ao invés de barreiras absorventes tivéssemos barreiras refletoras, isto é,

∂xρ|x=0 = ∂xρ|x=L = 0 as mudanças na solução acima seriam a troca seno (sen) pelo

cosseno (cos) e a presença de uma solução estacionária. Assim, escrevemos de forma

direta a solução para este caso, como segue abaixo,

ρ(x, t) =
1

L

∫ L

0

dx′ ρ̃(x′) +

∫ L

0

dx′ G(x, x′, t)ρ̃(x′) (2.25)

com

G(x, x′, t) =
2

L

∞∑
n=0

cos
(nπ

L
x′

)
cos

(nπ

L
x
)

Eγ

(
−n2π2

L2
Dtγ

)

para uma condição inicial do tipo ρ(x, 0) = ρ̃(x). Observe que, ao considerarmos a

distribuição acima no limite de tempos longos, obtemos a solução estacionária

ρ(x, t →∞) ∼ 1

L

∫ L

0

dx′ ρ̃(x′) = ρs(x)
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Este fato nos permite determinar a função de autocorrelação estacionária usando a equa-

ção (2.25). Assim, usando a definição da função de autocorrelação estacionária e conside-

rando, por simplicidade, ρ(x, 0) = δ(x− x′), obtemos

〈x(t)x(0)〉s =

∫ L

0

dx

∫ L

0

dx′xx′ρ(x, t)ρs(x)

=
L

4
+

8

π4

∞∑
n=0

1

(1 + 2n)4
Eγ

(
−(2n + 1)2π2

L2
Dtγ

)
(2.26)

Tomando o limite de tempos longos na equação (2.26), verificamos que

〈x(t) x(0)〉s ∼ 1/4. Este resultado coincide com o obtido com a equação de difusão usual,

o que indica que a derivada fracionária somente fará com que o sistema relaxe de forma

anômala até à situação de equilíbrio.

2.2.3 Sistema Infinito

Agora vamos investigar as implicações advindas do emprego de derivadas fracioná-

rias na equação de difusão. Neste sentido, ao observamos a solução (2.17) vemos que

o segundo momento não varia linearmente com o tempo, mas sim com uma potência do

tempo, isto é, 〈x2〉 ∝ tγ . Este tipo de comportamento para o segundo momento é um

comportamento típico de um sistema que exibe difusão anômala. Usando conceitos de

caminhantes aleatórios, é possível demonstrar que a densidade de probabilidade relativa à

parte temporal tem o seguinte aspecto

w(t) =
1

τ0

(
t

τ0

)γ−1

Eγ,γ

(
− tγ

τ γ
0

)
(2.27)

onde τ0 é uma constante e Eα,β é a função de Mittag-Leffter generalizada

Eα,β(t) =
∞∑

n=0

xn

Γ (nα + β)
(2.28)
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quando consideramos a equação de difusão na ausência de força externa. Observe que de

acordo com os valores de γ temos a distribuição mais concentrada em tempos curtos ou

em tempos longos, o que nos levaria a um processo do tipo subdifusivo ou superdifusivo.

Assim, a presença desta função nas soluções acima é uma conseqüência das mudanças

produzidas na função densidade de probabilidade de tempo de espera pela derivada fra-

cionária.

Neste contexto, podemos também ter a presença de forças externas e/ou um coefi-

ciente dependente do espaço e do tempo. Neste sentido, obteremos aqui a solução para

i) uma força linear, isto é, F (x) = −kx;

ii) um coeficiente de difusão do tipo D(x) = D|x|−θ.

Na primeira situação, podemos obter sua solução usando o método da separação de va-

riáveis, com as seguintes condições de contorno: ρ(0, t) = ρ(∞, t) = 0, e a condição

inicial ρ(x, 0) = ρ̃(x). Assim, a solução obtida fica expressa em termos do polinômios de

Hermite, como segue,

ρ(x, t) =

√
k

2πD

∞∑
n=1

1

2nn!
Hn

(√
kx2

0

2D

)
Hn

(√
kx2

2D

)

× exp

(
−kx2

2D

)
Eγ+α

(−λ2
nt

α+γ
)

(2.29)

onde λn = nk. Para a segunda situação, a equação de difusão fica dada por

∂γ

∂tγ
ρ(x, t) =

D

Γ(α)

∫ t

0

dt′
∂

∂|x|
{

(t− t′)α−1|x|−θ ∂

∂|x|ρ(x, t′)
}

(2.30)

na ausência de força externa. Para investigar as soluções desta equação vamos conside-

rar, por simplicadade, que x seja não negativo com as seguintes condições de contorno:

ρ(0, t) = ρ(∞, t) = 0, e a condição inicial ρ(x, 0) = ρ̃(x). Então, após alguns cálculos,
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podemos mostrar que

ρ(x, t) =
2x

1+θ
2

2 + θ

∫ ∞

0

dkkJ 1+θ
2+θ

(
2k

2 + θ
x

2+θ
2

)

×
∫ ∞

0

dx′ρ̃(x′)x′
1+θ
2 J 1+θ

2+θ

(
2k

2 + θ
x′

2+θ
2

)
Eγ+α

(−Dk2tγ+α
)

(2.31)

Em particular, para γ + α = 1, a equação (2.31) pode ser reduzida para

ρ(x, t) =

∫ ∞

0

dx′
(xx′)

1
2
(1+θ)

(2 + θ)Dt
ρ̃(x′)I 1+θ

2+θ

(
2x

1
2
(2+θ)x′

1
2
(2+θ)

(2 + θ)2Dt

)
e
−x2+θ+x′2+θ

(2+θ)2Dt (2.32)

Retornemos à equação (2.8). Vamos transformá-la em uma equação integral, que

pode ser muito útil dependendo do potencial a ser analisado, permitindo uma solução

recursiva sob forma de uma teoria perturbativa. Neste sentido, cabe ressaltar que são

poucos os tipos de forças externas que nos permitem uma solução exata para o problema,

o que torna importante o desenvolvimento de uma teoria perturbativa. Ao desenvolvermos

os nossos procedimentos de cálculos, vamos considerar o termo que contém a força externa

como um termo de fonte. Então, temos

∂γ

∂tγ
ρ(x, t) = D

∂2

∂x2
ρ(x, t)− α(x, t) (2.33)

com

α(x, t) =
∂

∂x
[F (x, t)ρ(x, t)] (2.34)

Repetindo o procedimento de cálculo para o caso livre, obtemos a transformada de Fourier-

Laplace da Eq. (2.33) na forma:

ρ(k, s) =
ρ(k, 0)

s + Ds1−γk2
− α(k, s)

s + Ds1−γk2
(2.35)
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Invertendo ambas as transformadas, temos

ρ(x, t) = ρ(0)(x, t)−
∫ t

0

dt′
∫ ∞

−∞
dx′Gγ(x− x′, t− t′)α(x′, t′) (2.36)

com

Gγ(x, t) =
1√

4πDtγ
H2 0

1 2

[
x2

4Dtγ

∣∣∣∣
(1− γ

2
,γ)

( 1
2
,1) (0,1)

]
(2.37)

Substituindo α(x, t) na equação (2.36) e integrando por partes, obtemos

ρ(x, t) = ρ(0)(x, t)

+

∫ t

0

dt′
∫ ∞

−∞
dx′G(2)

γ (x− x′, t− t′) 0D
1−γ
t′ [F (x′, t′)ρ(x′, t′)] (2.38)

onde

G(2)
γ (x, t) =

d

dx
Gγ(x, t)

=
1√

πDtγ
H2 1

2 3

[
x2

4Dtγ

∣∣∣∣
(0,2) (1− γ

2
,γ)

( 1
2
,1) (0,1) (1,2)

]
(2.39)

A Eq. (2.38) é justamente a equação que procuramos e é a forma integral correspondente

à Eq. (2.4) que pode ser usada, por exemplo, para calcular perturbativamente a influên-

cia de uma força externa aplicada ao sistema. A Fig. 2.1 mostra o comportamento de

(4πDtγ)1/2Gγ(x, t) em relação a x/(4Dtγ) e, na Fig. 2.2, é mostrado o comportamento de

(Dt)
1
µ Lµ(x, t) em relação x/(Dt)

1
µ , para valores típicos de µ.
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Figura 2.1: Comportamento de (4πDtγ)1/2Gγ(x, t) versus x/(4Dtγ), para valores típi-
cos de γ. Para γ igual a 0,5 e 0,8 difusão anômala e para γ igual 1,0 difusão normal.
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Figura 2.2: Comportamento de (Dt)
1
µ Lµ(x, t) versus x/(Dt)

1
µ , para valores típicos de

µ. A derivada fracionária na variável espacial caracteriza um processo superdifusivo
do tipo Lévy.

2.3 Equação linear fracionária unidimensional: derivada

no espaço

Agora vamos analisar a equação de difusão que emprega derivada fracionária na

parte espacial. Em particular, faremos um desenvolvimento análogo ao da seção anterior.
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Assim, começaremos observando que a distribuição de Lévy

Lµ(x) =

∫ ∞

−∞

dk

2π
e−ikx−|k|µDt (2.40)

é solução da equação de difusão

∂ρ

∂t
= D

∂µρ

∂|x|µ −
∂

∂x
[F (x, t)ρ] (2.41)

quando consideramos a ausência de força externa. Para provarmos tal afirmação, basta

usarmos o fato de que

F{∂µ
|x|ρ(x, t)} ≡ −|k|µρ(k, t)

onde

F{ρ(x, t)} =

∫ ∞

−∞

dx√
2π

eikxρ(x, t) (2.42)

é a transformada de Fourier. Em particular, para verificarmos a última afirmativa, basta

empregarmos a definição

∂µ

∂|x|µ ρ(x, t) =

√
2

π
sin

(µπ

2

)
Γ (1 + µ)

∫ ∞

−∞
dx

ρ(x′, t)
|x− x′|µ+1

(2.43)

Em contraste com o resultado que obtivemos ao empregarmos derivadas fracionárias na

variável temporal, as distribuições que emergem ao aplicarmos derivadas fracionárias na

variável espacial não têm o segundo momento finito. Isto implica que elas não seguem o

teorema central do limite, mas sim sua generalização conhecida como teorema de Lévy-

Gnedenko. Podemos obter mais informação da equação acima analisando-a sob o enfoque

de caminhantes aleatórios. Neste caso, o que acontece é uma mudança nos comprimen-

tos dos saltos provocada pelo emprego da derivada fracionária na variável espacial. Em

particular, o caminhante passa a efetuar saltos longos. A densidade de probabilidade que

caracteriza os saltos então adquire um comportamento de cauda longa, caracterizando um
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processo superdifusivo do tipo Lévy.

De forma analoga à seção anterior, podemos ter situações que envolvem a presença

de forças externas e/ou um coeficiente que dependente do espaço e do tempo. Por exemplo,

para o caso em que temos a presença de uma força linear a solução para a equação (2.41)

é dada por

ρ(x, t) =
π

µx
H2 1

3 3


 x

(Dtα+1)
1
µ

∣∣∣∣∣
(1, 1

µ) (1, α+1
µ ) (1, 1

2)

(1,1) (1, 1
µ) (1, 1

2)


 (2.44)

Em uma situação mais simples, em que o coeficiente de difusão depende somente do

tempo, isto é, D(t) = Dtα−1/Γ(α), incorporada à situação descrita acima, a solução fica

dada por

ρ(x, t) =
1

µx
H2 2

1 1




(
αµ

D

) 1
µ

x

∣∣∣∣∣
(1, 1

µ) (1, 1
2)

(1,1) (1, 1
2)


 (2.45)

Vamos agora analisar a equação (2.41) considerando uma condição inicial do tipo

ρ(x, 0) = ρ̃(x) e que V (x) seja um potencial genérico que permita o desenvolvimento de

uma série perturbativa. Repetindo o procedimento da seção anterior, vamos transformar

a equação (2.41) em uma equação integral. Assim, tomando a transformada de Laplace e

Fourier da equação (2.41), obtemos

ρ(k, s) =
ρ(k, 0)

s + D|k|µ (2.46)

Invertendo a equação acima, obtemos

ρ(x, t) =

∫ ∞

−∞
dx′Gµ(x− x′, t− t′)ρ̃(x′) (2.47)

onde Gµ(x, t) = Lµ(x, t). E a equação integral associada a Eq. (2.41) é

ρ(x, t) = ρ(0)(x, t)−
∫ t

0

dt′
∫ ∞

−∞
dx′G(2)

µ (x− x′, t− t′)F (x′, t′)ρ(x′, t′) (2.48)
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onde

G(2)
µ (x, t) = − d

dx
Lµ(x, t) =

∫ ∞

0

dk

π
k sin(kx)e−tD|k|µ (2.49)

A Eq. (2.49) pode ser usada para calcular pertubativamente a influência de uma força

externa qualquer aplicada ao sistema.

O emprego de derivadas fracionárias na equação de difusão gera alterações nas fun-

ções distribuição de tempo de espera e de comprimento de saltos, dependendo se são apli-

cadas na variável temporal ou espacial, respectivamente. Além disso, as distribuições de

Lévy apresentam um comportamento superdifusivo, devido à maior frequência com que

saltos longos ocorrem, [24–30].



Capı́tulo 3
Equação de difusão fracionária não linear

com força externa e termo absorvente

Neste capítulo, vamos analisar as soluções da equação da difusão generalizada, que

contém derivadas fracionárias espaciais e termos não lineares. Também vamos considerar

a presença de uma força externa e de termos absorventes. As soluções encontradas têm

dois comportamentos: cauda compacta e cauda longa; para a segunda situação, no limite

assintótico, podemos relacionar a solução com a distribuição de Lévy ou Tsallis.

3.1 Introdução

A equação de difusão fracionária não linear, que é uma generalização da equação de

difusão normal, devido à sua abrangência em situações físicas relacionadas à difusão anô-

mala, tem atraído a atenção de muito pesquisadores, e tem sido aplicada com sucesso em

várias situações físicas [14, 32–47]. A equação de difusão fracionária que vamos analisar

contém uma força externa aplicada, bem como um termo de reação devido às interações

moleculares do sistema [1, 7, 48–58]. Os principais resultados deste capítulo foram publi-

cados na Ref. [18].

Como há uma grande variedade de cenários que podem ser descritos por essa equa-

ção, então torna-se interessante investigar suas propriedades e soluções, a fim de abranger

46
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novas situações, onde os processos de difusão dos fenômenos físicos não são normais,

como por exemplo, no deslocamento de um fluido viscoso sobre um menos viscoso, em

um reservatório de petróleo. Esse problema requer uma abordagem mais ampla, a fim de

se obter um comportamento não linear das interfaces consideradas, e também as carac-

terísticas fractais ou multifractais das rochas porosas em que o petróleo está imerso. Em

particular, a geoestatística destes reservatórios será bem descrita por um movimento Brow-

niano fracionário e movimento fracionário de Lévy [59]. Assim, pretendemos estabelecer

de uma forma geral algumas classes de soluções para a equação de difusão não linear em

d-dimensões com derivada fracionária na coordenada espacial e com uma simetria radial:

∂

∂t
ρ(r, t) =

D(t)

rd−1

∂µ′

∂rµ′

{
rd−1

[
r−θ[ρ(r, t)]γ

∣∣∣∣
∂µ

∂rµ
(r−η[ρ(r, t)]ν)

∣∣∣∣
n]}

− 1

rd−1

∂

∂r
[rd−1F (r, t)ρ(r, t)]− α(t)ρ(r, t) (3.1)

onde D(t) é o coeficiente de difusão dependente do tempo, F (r, t)ρ representa uma força

externa aplicada ao sistema e o último termo da equação está relacionado com um termo

de reação. Os operadores fracionários (∂µ′
r e ∂µ

r ), aplicados na variável espacial, são os

operadores de Riemann-Liouville. A Eq. (3.1) pode ser obtida pela incorporação do termo

de reação não linear α(t)ρ bem como o termo absorvente na equação da continuidade

∂tρ +∇ · J = 0

A força externa aqui considerada F (r, t) depende da distribuição do sistema ρ(r, t). Para

alguns casos particulares dos parâmetros µ e µ′, esta força externa pode assumir a forma

F (r, t) = −k(t)r +
kζ

rζ
(3.2)

Esta força externa incorporada na Eq. (3.1) nos leva a uma extensão de alguns casos bem

conhecidos como os processos de Ornstein-Uhlenbeck e de Rayleigh [71] e a equação

de Burgers [72]. Outros casos particulares da equação acima podem ser encontrados
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em [1, 7, 58, 73, 74]. Além disso, o potencial relacionado a esta força externa tem como

caso particular o potencial logarítmico, utilizado, por exemplo, para estabelecer a conexão

entre o coeficiente de difusão fracionária e a mobilidade generalizada [75]. A presença

do termo de reação é particularmente interessante nos processos catalíticos heterogêneos,

sistemas desordenados [76–78], coagulação de espécies e reação irreversível de primeira

ordem [79]. Ele também aparece quando um elemento radioativo, localizável em proces-

sos biológicos, sofre decaimento radioativo e é transportado através de um meio poroso e

no fluxo de calor que envolve a produção de calor [80]. Para α(t) = 0, podemos observar

na Eq. (3.1) que

∫ ∞

0

drrd−1 ρ(r, t)

é independente do tempo (por isso, se ρ é normalizada em t = 0, assim continuará a ser

para sempre). Ao escrever essa equação na forma

∂tρ = −r1−d∂rJ

e admitirmos as condições de contorno

J (∞, t) = 0

podemos mostrar que

∫ ∞

0

drrd−1ρ(r, t)

é uma constante de movimento.

Iniciamos nossa análise, considerando µ′ = 1 na Eq. (3.1) e também a presença de

uma força externa do tipo

F (r, t) = −k(t)r (3.3)
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com o coeficiente de difusão dependente do tempo. Na sequência, vamos estender o re-

sultado para µ′ 6= 1. Após estes desenvolvimentos, passamos a analisar casos quando

consideramos valores especiais dos parâmetros µ e µ′, na presença de uma força externa

na forma (3.2), com o coeficiente de difusão constante e sem levar em consideração o

termo absorvente α(t)ρ. Além disso, vamos relacionar os resultados obtidos com a distri-

buição de Lévy ou o formalismo de Tsallis.

3.2 Equação de difusão fracionária não linear com de-

pendência temporal

Analisaremos as soluções dependente do tempo para a Eq. (3.1) considerando uma

força externa do tipo Eq. (3.3) e um coeficiente de difusão dependente do tempo, como

dissemos anteriormente. As soluções são obtidas por meio do método de similaridade, o

que torna possível a redução dessa equações diferenciais a equações ordinárias cuja forma

explícita depende das condições de contorno ou das restrições impostas na forma de leis

de conservação. Desta forma, podemos restringir nossa investigação para soluções do tipo

ρ(r, t) =

[
1

Φ(t)

]d

ρ̃

[
r

Φ(t)

]
(3.4)

As soluções obtidas a partir deste procedimento satisfazem as condiç̧ões de contorno

ρ(∞, t) = 0, as condições iniciais e a condição de normalização quando α(t) = 0. Antes

de analisar as soluções da Eq. (3.1), vamos considerar que

ρ(r, t) = exp

[
−

∫ t

0

dt̃α(t̃)

]
ρ(r, t)
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onde ρ(r, t) é uma função a ser determinada e é formalmente dada pela Eq. (3.4). Pela

substituição de ρ(r, t) na Eq. (3.1) podemos obter

∂ρ(r, t)

∂t
=

D(t)

rd−1

∂µ′

∂rµ′

{
rd−1

[
r−θ ρ(r, t)γ

∣∣∣∣
∂µ

∂rµ
[r−η ρ(r, t)ν ]

∣∣∣∣
n]}

+
1

rd−1

∂

∂r

[
rd−1

(
k(t)r

)
ρ(r, t)

]
(3.5)

onde

D(t) = D(t) exp

[
(1− nν − γ)

∫ t

0

dt̃α(t̃)

]

Vamos considerar que

z =
r

Φ(t)

e aplicar o método de similaridade na Eq. (3.5), ou seja, considerando que a solução é

dada pela Eq. (3.4), podemos reduzir a equação de difusão (3.5) a duas equações dife-

renciais ordinárias usando uma constante de separação k, determinada pela condição de

normalização. Assim, obtemos

dµ′

dzµ′

{
zd−1−θ[ρ̃(z)]γ

∣∣∣∣
dµ

dzµ

[
z−η[ρ̃(z)]ν

]∣∣∣∣
n}

= k
d

dz

[
zdρ̃(z)

]
(3.6)

e

Φ̇(t) = −kD(t)

[
Φ(t)

]2−ξ

− k(t)Φ(t) (3.7)

onde

ξ = d(γ + nν − 1) + 1 + θ + (η + µ)n + µ′
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Ao resolver a equação Eq. (3.7) em relação Φ(t), obtemos

Φ(t)

Φ(0)
=

[
1 + k′

∫ t

0

dt̃D(t̃)e(ξ−1)
∫̃ t

0dt′k(t′)
](1/(ξ−1))

e−
∫ t
0 dt′k(t′) (3.8)

com

k′ =
(1− ξ)k

[Φ(0)]ξ−1

Apresença de Φ(0) pode estar relacionada a uma distribuição que tem uma forma inicial

dada. Também notamos que soluções semelhantes para a função dependente do tempo

foram encontradas para diferentes equações de difusão não linear [1, 7, 56–58]. Este fato

indica que diferentes equações de difusão têm propagação anômala similar na distribuição

de probabilidade.

3.3 Equação de difusão fracionária não linear com de-

pendência espacial

Para analisar o comportamento espacial, vamos realizar uma integração na Eq. (3.6),

que nos leva a

dµ′−1

dzµ′−1

{
zd−1−θ[ρ̃(z)]γ

∣∣∣∣
dµ

dzµ

[
z−η[ρ̃(z)]ν

]∣∣∣∣
n}

= kzdρ̃(z) + C (3.9)

a partir da qual podemos analisar muitas situações diferentes. A nossa análise inicialmente

será para o caso: µ′ = 1, com µ, θ, γ, η e ν arbitrários e C = 0, de modo a satisfazer a

condição de contorno

ρ(∞, t) = 0
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Impondo estas condições, a Eq. (3.9) fica na forma

∣∣∣∣
dµ

dzµ
[z−η[ρ̃(z)]ν ]

∣∣∣∣
n

= kz1+θ[ρ̃(z)]1−γ (3.10)

É um trabalho árduo encontrar uma solução geral para uma equação de difusão não linear

como a Eq. (3.10), que contém derivada fracionária na variável espacial, e considerando

ainda condições de contorno na forma ρ(∞, t) = 0. Assim, para encontrar a solução de

uma forma menos trabalhosa, vamos utilizar o ansatz

ρ̃(z) = N zα/ν(1 + bz)β/ν (3.11)

Pela substituição do ansatz na Eq. (3.10) e usando a definição de derivada fracionária de

Riemann-Liouville, ou seja

dδ

dzδ

[
zα(1 + bz)β

]
=

Γ[α + 1]

Γ[α + 1− δ]

zα−δ

(1 + bz)δ−β
(3.12)

para

δ = α + β + 1

podemos obter

α

ν
=

[1 + θ(η + µ)n][1 + µθ + (1 + µ)n]

(γ1)[1 + θ + (η + 2µ)n]

β

ν
=

nµ[1 + θ + (1 + µ)n]

(γ + 1)[1 + θ + (η + 2µ)n]

ν =
(1− γ)(1− µ− η)

[1 + θ + (1 + µ)n]
(3.13)



53

onde

N =

{∣∣∣∣
Γ(1 + α− η − µ)

Γ(1 + α− η)

∣∣∣∣
n

k

}1/(nν+γ−1)

Fazendo uma escolha adequada dos parâmetros n, µ, µ′, η, θ e γ na Eq. (3.13) é possível

recuperar os resultados fornecido pela equação encontrada nas Refs. [1, 7, 56–58], isto é,

∂

∂t
ρ(r, t) =

∂

∂|r|
{

D(r, t) [ρ(r, t)]γ
∂µ−1

∂|r|µ−1
[ρ(r, t)]ν

}

− ∂

∂t
{F (r)ρ(r, t)}+ α(t) [ρ(r, t)]µ

′

Fazendo a substituição dos parâmetros α, β e ν, na Eq. (3.11) podemos escrever a solução

na forma

ρ̃(z) = N
{

z
[1+θ+(η+µ)n]

(γ−1) (1 + bz)
nµ

γ−1

} [1+θ+(1+µ)n]
[1+θ+(η+2µ)n]

(3.14)

onde b é uma constante e, dependendo da situação analisada, pode assumir valores como

±1. A escolha do valor de b = −1 implica uma solução limitada, enquanto que, para

o valor de b = 1, a solução abrange todo o espaço. Assim, dependendo da escolha dos

parâmetros µ, θ, ν e γ a solução pode apresentar comportamento com cauda compacta,

para b = −1, ou com cauda longa, para b = 1. Este último caso pode ser relacionado com

a distribuição de Lévy. De fato, se considerarmos o limite assintótico para um argumento

grande na Eq. (3.14) no caso caracterizado por um comportamento com cauda longa,

temos

ρ(z) ∼ 1

z[
1+θ+(1+µ)n

1−γ
]
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Observamos que as distribuições que surgem a partir do formalismo Tsallis [64] têm

um comportamento de lei da potência e podem estar conectadas à distribuição de

Lévy, [65–70]. Neste sentido, também podemos relacionar nossas soluções àquelas que

surgem no formalismo de Tsallis. Ao estabelecer a relação com aquele formalismo, tam-

bém damos uma base termostatística para esta equação, de maneira similar à que ocorre

entre a equação de difusão usual e a termoestatística de Boltzmann-Gibbs. Fazendo a

comparação entre o comportamento apresentado pela Eq. (3.14) para um grande argu-

mento com o limite assintótico 1/z2/(q−1), obtido a partir da distribuições de Tsallis [64],

obtemos

q =
1 + 2(1− γ)

[1 + θ + (1 + µ)n)

Este resultado permite-nos identificar o tipo de caudas e indica uma ligação, no limite

assintótico, entre a Eq. (3.14) e as distribuições que surgem no formalismo de Tsallis.

Podemos agora empregar o mesmo procedimento para obter a solução quando

µ′ 6= 1. Para este procedimento, vamos utilizar o mesmo ansatz (3.11) e a Eq. (3.12).

Obtemos

ρ̃(z) = Ñ
{

z
[θ+(η+µ)n+µ′]

(1−γ) (1 + bz)
nµ+µ′−1

1−γ

} [θ+2µ′+(1+µ)n−1]

[1−2(nµ+µ′)−nη−θ]

(3.15)

com

γ =

{
1 + d− [µ′ + (1 + µ)n + θ]

}

(d + µ′)
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Ñ =

{∣∣∣∣
Γ(1 + α− η)

Γ(1 + α− η − µ)

∣∣∣∣
n Γ

[
(n+γ

ν
)α + d− θ − (η + µ)n

]

kΓ
[
(n+γ

ν
)α + d + 1− θ − (η + µ)n− µ′

]
} 1

1−nν−γ

(3.16)

onde

α

ν
=

{[
(θ + (η + µ)n + µ′)

(1− γ)

] [
(θ + 2µ′ + (1 + µ)n− 1)

(1− 2(nµ + µ′)− nη − θ)

]}

e

ν =
(1− µ− η)(1− γ)

(2µ′ + (1 + µ)n + θ − 1)

e, como antes, b = ±1 como pode ser visto na Fig.(3.1).

Outras situações podem ocorrer com a Eq. (3.1) quando incorporamos o termo kζ/r
ζ

na força externa. Com o objetivo de manter o procedimento anterior, baseado no método da

similaridade, vamos escolher o valor de ζ = ξ− 2 e o coeficiente de difusão independente

do tempo, isto é, D(t) = D = constante. Deste modo, consideraremos as seguintes

situações:

(i) µ′ = 1 e µ = 1;

(ii) µ′ = 1 e µ = −1;

(iii) µ′ = 2 e µ = 0.

Como estamos interessados na solução que pode ser expressa em termos da função (3.4),

a Eq. (3.1) pode ser simplificada e ficar na forma

zd−1−θ ρ̃γ(z)

∣∣∣∣
d

dz
[z−η ρ̃ν(z)]

∣∣∣∣
n

= kzd

(
1 +

kζ

Dk
z−1−ζ

)
ρ̃(z) (3.17)

A solução para a equação (3.17) é dada por

ρ̃(z) = zη/ν expq

[
−H̃

∫ z

dz z1/nν(θν+η(1−γ))

(
z +

kζ

Dk
z−ζ

)1/n
]

(3.18)
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Figura 3.1: Mostra o comportamento de [Φ(t)]dρ(r, t) versus r/Φ(t) para valores ca-
racterísticos de µ, µ′, θ e η na ausência de termo absorvente (fonte). Por simplicidade,
estamos considerando n = 1 e d = 1. Observa-se que, dependendo da escolha especí-
fica destes parâmetros, podemos ter uma cauda compacta (a) (b = −1) ou uma cauda
longa (b) (b = 1).

onde

q =
1− ν + (1− γ)

n
e H̃ =

k
1/n

ν



57

Note que

expq[x] = [1 + (1− q)x]1/(1−q) para 1 + (1− q)x ≥ 0

de modo que

expq[x] ≡ 0 para 1 + (1− q)x < 0

Devemos observar que a expq[x] é a q-exponencial que aparece do formalismo Tsallis pela

maximização da entropia de Tsallis [64]:

Sq =
1− ∫

dxρq

q − 1

obedecendo os vínculos apropriados. Agora vamos analisar a segunda situação onde

µ′ = 1 e µ = −1. Obtemos

zd−1−θ ρ̃γ(z)

∣∣∣∣
∫ z

0

dz[z−η ρ̃ν(z)]

∣∣∣∣
n

= kzd

(
1 +

kζ

Dk
z−1−ζ

)
ρ̃(z) (3.19)

A solução para Eq. (3.19) é dada por

ρ̃(z) =

(
z1+θ +

kζ

Dk
zθ−ζ

)1/(γ−1)

× expq

[
−H

∫ z

dz zνθ/(γ−1)−η

(
z +

kζ

Dk
z−ζ

)ν/(γ−1)
]n

(3.20)

com

H =
1

(γ − 1)k
1/n

e q = nν + γ

Para analisar a última situação, vamos fazer a troca de k por −k e com k̃ definido
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pela condição de normalização. Assim, para o caso µ′ = 2 e µ = 0, temos

d

dz

[
zd−1−θ ρ̃γ(z)

∣∣z−η ρ̃ν(z)
∣∣n] = −k̃ zd

(
1− kζ

Dk̃
z−1−ζ

)
ρ̃(z) (3.21)

De maneira semelhante ao que ocorre no primeiro e no segundo caso, a solução também

pode ser expressa em termos da função q-exponencial, como

ρ̃(z) = zω−1−d expq′

[
− k̃

ω(γ + nν)

(
zω − ωkζ

k̃D
lnq̃(z)

)]
(3.22)

com

ω =
1 + d + (1 + θ + ηn− d)

(γ + nν)

q′ = 2− nν − γ q̃ = 2 + ζ − ω

e

lnq̃(z) ≡ z1−q̃ − 1

1− q̃

é a função q-logaritímica, isto é, a função inversa da função q-exponencial definida ante-

riormente. As soluções encontradas para estes casos especiais também podem apresentar

um comportamento de cauda compacta ou de cauda longa, dependendo dos parâmetros

ν, γ, θ, n e η.

Desta forma, podemos concluir que a equação de difusão fracionária não linear em

d-dimensões pode ser aplicada em diversas situações físicas, dependendo da escolha dos

parâmetros ν, γ, θ, n e η. As soluções obtidas estão relacionadas com a distribuição de
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Lévy para o caso caracterizado pelo comportamento de uma cauda longa. Aqui, também

foi proposta uma conexão com o formalismo de Tsallis.



Capı́tulo 4
Equação de difusão fracionária com

simetria radial

Vamos analisar a equação de difusão fracionária em N -dimensões com simetria

radial, considerando o coeficiente de difusão com dependência espacial e temporal, em

uma região limitada e sujeita às condições de contorno com dependência temporal e que

podem estar relacionadas às características das superfícies não homogêneas do sistema.

Os resultados mostra um comportamento anômalo e um comportamento não usual da

função densidade de probabilidade.

4.1 Introdução

Neste capítulo, a exemplo do que é feito em detalhes na Ref. [19], vamos considerar

a equação de difusão fracionária

∂γ

∂tγ
ρ(r, t) =

∫ t

0

dt ∇ · (D̃(r, t− t)∇ρ(r, t)) (4.1)

60
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tomando uma situação em N -dimensões e considerando o caso com simetria radial no

qual

(D̃(r, t)∇· · · ) ≡ r1−N∂r(r
N−1D̃(r, t)∂r · · · ) (4.2)

para o caso subdifusivo 0 < γ ≤ 1, e considerando, também, que o coeficiente de difusão

é dado por:

D̃(r, t) = D(t)r−η

onde D(t) é uma função dependente do tempo, η é um número real e a derivada fracionária

temporal utilizada é a derivada de Caputo [84] (Apêndice A.2).

A Eq. (4.1) pode ser empregada em várias situações, em particular para os casos

em que o processo difusivo é governado por equação de difusão fracionária, com simetria

esférica e cilindrica, sujeita as condições de bordas com dependência espacial e tempo-

ral [85–87]. Desta forma, muitos casos apresentados na literatura são estendidos a um

contexto mais amplo, que podem apresentar, por exemplo, diferentes regimes de propaga-

ção da solução ou ligação com a equação fracionária para uma condição de distribuição de

acordo com uma escolha apropriada de D(t).

Para analisar a Eq. (4.1) na presença de condições de contorno dependentes do

tempo, isto é, superfícies não homogêneas, usaremos a abordagem da função de Green [88].

A função de Green será útil para encontrar várias propriedades relacionadas à Eq. (4.1),

já que ela contém o comportamento dinâmico do sistema e pode esclarecer a influência

da superfície sobre a propagação da solução e o comportamento da propabilidade de so-

brevivência. Neste sentido, as soluções obtidas possuem características notáveis e podem

encontrar aplicações. Um exemplo é o fenômeno de adsorção onde o efeito de memória

desempenha um papel importante [89, 90], na presença de uma contorno reativa [91] e na

primeira passagem temporal em regiões confinadas [92, 93].

Nossa primeira análise será realizada considerando a Eq. (4.1) com D̃(t) = Dδ(t)r−η,

na ausência do termo de reação, isto é, quando α(r, t) = 0, sujeito às condições de



62

contorno

ρ(r, t)|r=a = Φ̃a(t) e ρ(r, t)|r=b = Φ̃b(t)

onde Φ̃a(t) e Φ̃b(t) são duas funções quaisquer e dependente do tempo. Depois disso,

analisamos a solução para a Eq. (4.1) com o coeficiente de difusão na forma

D̃(r) = [Dδ(t) + D(t)]r−η

e incorporando também o termo de reação α(r, t), que representa uma taxa de geração ou

remoção da substância difundida [95].

4.2 Equação de difusão fracionária

Iniciemos nossa análise considerando a Eq. (4.1) sujeita às condições de contorno

com dependência no tempo na forma;

ρ(r, t)|r=a = Φ̃a(t) e ρ(r, t)|r=b = Φ̃b(t)

e condição inicial

ρ(r, 0) = ρ̃(r)

com o coeficiente de difusão

D̃(r, t) = Dδ(t)r−η

Para este caso, a Eq. (4.1) pode ser escrita como:

∂γ

∂tγ
ρ(r, t) = D∇ · (r−η∇ρ(r, t)

)
(4.3)
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com 0 < γ ≤ 1. Esta equação é uma extensão da equação de difusão usual pela incorpo-

ração da derivada fracionária, que produz uma propagação anômala da condição inicial e

pode ser obtida a partir do formalismo de caminhantes aleatórios com tempo contínuo [96].

Além disso, nota-se que, dependendo da escolha de Φa(t) e Φb(t), o sistema pode apresen-

tar uma solução estacionária que é a mesma que a obtida para a equação de difusão usual.

Esta característica indica que a presença da derivada fracionária temporal produz um re-

laxamento anômalo para o estado estacionário, em constraste com a derivada fracionária

espacial que conduz na direção da distribuição de Lévy.

Para obter a solução para a Eq. (4.3) e examinar a influência das condições de

contorno sobre a relaxação do sistema e a probabilidade de sobrevivência, vamos usar

a transformada de Laplace e a abordagem da função de Green. Depois de alguns cálculos,

é possível mostrar que a solução da Eq. (4.3) no espaço de Laplace é dada por

ρ̂(r, s) = −sγ−1

∫ b

a

dr′r′N−1Ĝ(r, r′; s)ρ̃(r′) +

[
DbN−1−ηΦ̃b(s)

∂

∂r′
Ĝ(r, r′; s)

∣∣∣∣
r′=b

− DaN−1−ηΦ̃a(s)
∂

∂r′
Ĝ(r, r′; s)

∣∣∣∣
r′=a

]
(4.4)

onde os últimos termos correspondem aos efeitos de superfície e determinam a existência

de uma solução estacionária para o processo. Eles também podem estar relacionados a

vários processos, em especial com a adsorção em superfícies fractais [97]. A função de

Green Ĝ(r, r′; s) obedece à equação

D∇ ·
(
r−η∇Ĝ(r, r′; s)

)
− sγĜ(r, r′; s) =

1

rN−1
δ(r − r′) (4.5)

e deve satisfazer as condições de contorno

G(r, r′; s)|r=b = 0 e G(r, r′; s)|r=a = 0

Recorrendo ao problema das autofunções de Sturm-Liouville, relacionado ao operador
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espacial da Eq. (4.5), temos

∇ · (r−η∇Ψ(r, kn)
)

= −k2
nΨ(r, kn)

com

Ψ(a, kn) = Ψ(b, kn) = 0

é possível mostrar que

Ĝ(r, r′; s) = − 1

2 + η

∞∑
n=1

Nn

sγ + Dk2
n

Ψ(r, kn)Ψ(r′, kn) (4.6)

onde

Ψ(r, kn) = r
1
2
(2+η−N )

(
Jα

(
2kn

2 + η
r

1
2
(2+η)

)
Nα

(
2kn

2 + η
a

1
2
(2+η)

)

− Jα

(
2kn

2 + η
a

1
2
(2+η)

)
Nα

(
2kn

2 + η
r

1
2
(2+η)

))

com

α =
N

(2 + η)− 1
(α ≥ 0)

e Jα(x), Nα(x) são as funções de Bessel de primeira e segunda espécie, respectivamente,

kn são as soluções da equação de autovalores:

Jα

(
2kn

2 + η
b

1
2
(2+η)

)
Nα

(
2kn

2 + η
a

1
2
(2+η)

)
− Jα

(
2kn

2 + θ
a

1
2
(2+η)

)
Nα

(
2kn

2 + η
b

1
2
(2+η)

)
= 0

(4.7)
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e

Nn = (πkn)2






Jα

(
2kn

2+η
a

1
2
(2+η)

)

Jα

(
2kn

2+η
b

1
2
(2+η)

)



2

− 1





−1

Fazendo a transformada inversa de Laplace na Eq. (4.4), obtemos

ρ(r, t) = − 1

Γ(1− γ)

∫ t

0

dt′
1

(t− t′)γ

∫ b

a

dr′r′N−1G(r, r′; t′)ρ̃(r′)

+

∫ t

0

dt′
[
DbN−1−ηΦ̃b(t− t′)

∂

∂r′
G(r, r′; t′)

∣∣∣∣
r′=b

− DaN−1−ηΦ̃a(t− t′)
∂

∂r′
G(r, r′; t′)

∣∣∣∣
r′=a

]
(4.8)

com

G(r, r′; t) = − tγ−1

2 + η

∞∑
n=1

NnΨ(r, kn)Ψn(r′, kn)Eγ,γ

(−Dk2
nt

γ
)

(4.9)

onde

Eα,β (x) =
∞∑
i=0

xi

Γ(β + αi)

que é a generalização da função Mittag-Leffler definida em (2.28) conforme podemos ver

no gráfico da Fig. 4.1.

A presença desta função na solução indica uma propagação anômala da distribuição

devido à presença de derivadas fracionárias temporais na Eq. (4.1), que pode ser verificado

pela análise do comportamento do segundo momento. Um notável resultado pode ser

obtido a partir da Eq. (4.8) tomando o limite de b → ∞, compatível com a condição de
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Figura 4.1: Comportamento de G(r, t) versus r obtido a partir da Eq. (4.9) para um valor
típico de γ e η. Para simplificar, estamos considerando D = 1, t = 1, N = 3, a = 1 e
b = 3.

contorno ρ(∞, t) = 0. Para este caso, a solução é dada por

ρ(r, t) = − 1

Γ(1− γ)

∫ t

0

dt′
1

(t− t′)γ

∫ b

a

dr′r′N−1G(r, r′; t′)ρ̃(r′)

− D

∫ t

0

dt′ aN−1−ηΦ̃a(t− t′)
∂

∂r′
G(r, r′; t′)

∣∣∣∣
r′=a

(4.10)
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com a função Green

G(r, r′; t) = −2tγ−1

2 + η

∫ ∞

0

dk
kΨ(r, k)Ψ(r′, k)Eγ,γ (−k2tγ)

J2
α

(
2k

2+η
a

1
2
(2+η)

)
+ N2

α

(
2k

2+η
a

1
2
(2+η)

) (4.11)

Consideremos, agora, a Eq. (4.1) quando o coeficiente de difusão tem a forma

D̃(r, t) = D(t)r−η

com

D(t) = D + D(t)

Vamos, também, incorporar à Eq. (4.1) um termo fonte (reação ou absorção) α(r, t), a fim

de estender a solução para um contexto mais amplo e possibilitar uma investigação, por

exemplo, de fenômenos como a absorção de droga [98], desenvolvimento de tumor [99], e

o fluxo de calor envolvendo produção de calor [97]. Aplicando os mesmos procedimentos

do caso anterior, a solução da Eq. (4.1) para este caso é dada por

ρ(r, t) = − 1

Γ(1− γ)

∫ t

0

dt′
1

(t− t′)γ

∫ b

a

dr′r′N−1G̃(r, r′; t′)ρ̃(r′)

−
∫ t

0

dt′
∫ b

a

dr′r′N−1α(r′, t′)G̃(r, r′; t− t′)

+

∫ t

0

dt′
[
DbN−1−ηΦ̃b(t− t′)

∂

∂r′
G̃(r, r′; t′)

∣∣∣∣
r′=b

− DaN−1−ηΦ̃a(t− t′)
∂

∂r′
G̃(r, r′; t′)

∣∣∣∣
r′=a

]
(4.12)

com a função de Green dada por
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G̃(r, r′; t) = G(r, r′; t)− 1

2 + η

∞∑
n=1

NnΨ(r, kn)Ψ(r′, kn)Θ(t, kn) (4.13)

onde

Θ(t, kn) =
∞∑

m=1

(−k2
n)m

m!

∫ t

0

dtmD(t− tm) · · ·
∫ t3

0

dt2D(t3 − t2)

×
∫ t

0

dt2D(t2 − t1)t
(m+1)γ−1
1 E(m)

γ,γ

(−k2
nt

γ
1

)
(4.14)

e

E(m)
α,β (y) ≡ dmEα,β (y)

dym

Esse resultado estende os resultados encontrados nas Refs. [85–87], considerando o caso

N -dimensional, com um coeficiente de difusão dependente do espaço e tempo, e levando

em conta as condições de contorno não homogêneas. Neste sentido, também são entendi-

dos os resultados encontrados nas Refs. [37, 94].

Utilizando os resultados acima, na ausência do termo de reação, podemos obter

a probabilidade de sobrevivência S(t), que está relacionada à distribuição na primeira

passagem temporal, isto é, F(t) = −∂S(t)/∂t [95]. Assim, podemos mostrar que S(t) é
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dado por

S(t) = −a
1
2
(N−η)−1

π

∞∑
n=1

Nn

k2
n


1−

b
1
2
(N−η)−1Jα

(
2kn

2+η
a

1
2
(2+η)

)

a
1
2
(N−η)−1Jα

(
2kn

2+η
b

1
2
(2+η)

)



×
{∫ b

a

dr′r′N−1ρ(r′)Ψ(r, kn)Υ(t, kn)− 2 + η

π2
Da

1
2
(N−η)−1

×
∫ t

0

dt Θ(t− t, kn)


Φa(t)−

b
1
2
(N−η)−1Jα

(
2kn

2+η
a

1
2
(2+η)

)

a
1
2
(N−η)−1Jα

(
2kn

2+η
b

1
2
(2+η)

)Φb(t)






 (4.15)

com

Υ(t, kn) =
∞∑

m=1

(−k2
n)m

m!

∫ t

0

dtmD(t− tm) · · ·
∫ t3

0

dt2D(t3 − t2)

×
∫ t2

0

dt1D(t2 − t1)t
mγ
1 E(m)

γ

(−Dk2
nt

γ
1

)
(4.16)

e o seu comportamento está ilustrado na Fig. 4.2.

Em conclusão, investigamos as soluções de uma equação de difusão fracionária em

N -dimensões levando em conta uma simetria radial, com um coeficiente de difusão apre-

sentando uma dependência espaço-temporal genérica. Os resultados aqui apresentados

podem ser relevantes quando o fenômeno de difusão anômala é considerado na presença

de superfícies que desempenham papel importante no comportamento do sistema.
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Figura 4.2: Comportamento de S(t) versus t a fim de ilustrar a Eq. (4.15) para va-
lores típicos de N , θ e γ. Por simplicidade, consideramos as condições de contorno
ρ(a, t) = 0 e ρ(b, t) = 0, D = 1, a = 1, b = 3, e ρ(r, 0) = δ(r − 3/2)/rN−1.



Capı́tulo 5
Conclusão e considerações finais

Desde do primeiro artigo (Fick – 1855) sobre difusão, passando pelo movimento

browniano onde Einstein mostrou "que, admitindo a validade da teoria molecular do ca-

lor, corpos de ordem de magnitude de 1/1000 mm, em suspensão em líquidos, já devem

executar um movimento aleatório observável, gerado pelo movimento térmico" [20], até o

momento presente, tem-se observado uma surpreendente ampliação da aplicabilidade dos

conhecimentos referentes à difusão e aos tópicos matemáticos relacionados a ela. Como

vimos ao longo do presente trabalho, a equação de difusão têm sido aplicada no estudo de

várias situações físicas. Portanto, é de fundamental importância a obtenção de soluções

para o maior número possível de situações. No primeiro capítulo, como ponto de partida

e para tornar mais claros os resultados de nosso trabalho, mostramos o que já está na li-

teratura, os deslocamentos quadrátricos médios das partículas em suspensão, e não suas

velocidades, como as quantidades observáveis apropriadas, pois o segundo momento é a

"impressão digital"dos processos difusivos, conforme as equações (1.26) e (1.38), onde a

distribuição de probabilidades dos deslocamentos resultantes foi linear, durante o trans-

correr do tempo arbitrário t, e o perfil da concentração é uma gaussiana.

No segundo capítulo, vimos no formalismo de caminhantes aleatórios, que a difusão

usual requer que tanto o tempo médio de espera < τ > quanto o segundo momento < x2 >

sejam finitos. Se assim não for, teremos um processo subdifusivo no caso de < τ >

divergir e superdifusivo no caso em que < x2 > é infinito. Foram empregadas derivadas
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fracionárias tanto na variável temporal como na variável espacial, que nos levaram a uma

difusão anômala com o segundo momento finito, isto é, < x2 >∝ tα, quando o emprego de

derivadas fracionárias é na variável temporal; e quando for na variável espacial, resultará

em uma difusão anômala cujo segundo momento não é finito, dando origem às chamadas

distribuições de Lévy. As soluções encontradas para os dois caso foram escritas em termos

da funções H de Fox, da derivada fracionária de Caputo e das funções de Mittag-Leffter,

pois estas se mostraram muito apropriadas à forma como desenvolvemos nossos cálculos.

No terceiro capítulo, procuramos escrever as soluções encontradas em termos das

funções q-exponencial e q-logarítmica, que são inerentes à estatística generalizada pro-

posta por C. Tsallis, a qual sugere um contexto termoestatístico diferente para a Eq. (3.1).

Ela exibem um comportamento cuja cauda pode ser pequena ou longa dependendo da

escolha dos parâmetros µ, µ′, θ, δ, η, ν presentes na equação. Em particular, para o com-

portamento com cauda longa, ocorre uma conexão com as distribuições de Lévy, que cor-

respondem a um processo de difusão anômala superdifusivo. Ali também concluímos que

o resultado proposto pode ser utilizado com sucesso para descrever uma classe geral de

aplicações relacionadas à difusão anômala.

Finalmente, no quarto capítulo, fizemos uso da equação de difusão fracionária em

N -dimensões, considerando uma simetria radial e também o coeficiente de difusão com

uma dependência espacial e temporal, isto é, D(r, t) = D(t)rη. Num primeiro mo-

mento, trabalhamos com a equação de difusão fracionária na ausência do termo de rea-

ção e considerando uma condição de contorno não homogênea e dependente do tempo,

D(t) = Dδ(t). Neste caso, a distribuição tem uma propagação anômala devido à pre-

sença da derivada fracionária e da condição de contorno que é dependente do tempo. Num

segundo momento, incorporamos ao problema um coeficiente de difusão dependente do

tempo, isto é, D(t) = D + D(t) e o termo de reação α(r, t), e observamos que a de-

pendência temporal produziu diferentes regimes difusivos na solução, que podem estar

relacionados com o estado de espalhamento na equação de difusão fracionária.

Esperamos que os resultados aqui apresentados possam ser úteis para estudar os

sistemas onde a difusão anômala está presente e desempenha um papel importante.



Apêndice A
Funções Especiais

A.1 Operador Fracionário de Riemann-Liouville

Uma maneira de fazer a introdução formal das derivadas fracionárias é começar

lembrando da propriedade da derivada usual, a saber:

D1xa = axa−1 ⇒ Dnxa = xa−n

n−1∏
m=0

(a−m) =
a!

(a− n)!
xa−n (A.1)

Generalizando-a para a ordem fracionária, temos:

Dαxa =
Γ(a + 1)

Γ(a− α + 1)
xa−α (A.2)

A Eq. (A.2), que corresponde à derivada de Riemann-Liouville, é ideal para trabalhar com

funções que podem ser desenvolvidas em série de Taylor [102] como, por exemplo,

f(x) =
∞∑

n=−∞
anx

n ⇒ Dαf(x) =
∞∑

n=−∞
anD

αxn =
∞∑

n=−∞
an

Γ(n + 1)

Γ(n− α + 1)
xn−α (A.3)

Desenvolvendo a função em série de Taylor
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f(x + a) =
∞∑

n=0

Dnf(a)

n!
xn ⇒ Dαf(x + a) =

∞∑
n=0

Dnf(a)

Γ(n− α + 1)
xn−α (A.4)

A segunda maneira, mais elegante, de trabalhar com derivadas fracionárias, é ba-

seada na fórmula de Cauchy [103]:

D−1f(x) =

∫ x

0

f(t)dt, D−2f(x)

∫ x

0

∫ t2

0

f(t1)dt1dt2 (A.5)

O cálculo da segunda integral pode ser simplificado, trocando a ordem da integração, na

forma

D−2f(x) =

∫ x

0

∫ t2

0

f(t1)dt1dt2 =

∫ x

0

∫ x

t1

f(t1)dt2dt1

=

∫ x

0

f(t1)

∫ x

t1

dt2dt1 =

∫ x

0

f(t)(x− t)dt (A.6)

Este método pode ser aplicado repetidas vezes, resultando em:

D−nf(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

0

f(t)(x− t)n−1dt (A.7)

Generalizando para valores fracionários, que é a derivada de Riemann-Liouville, fica:

Dαf(x) =
1

Γ(−α)

∫ x

0

f(t)

(x− t)1−α
dt (A.8)

A derivada de Riemann-Liouville com o limite de integração inferior a é:

aD
α
xf(x) =

1

Γ(−α)

∫ x

a

f(t)

(x− t)α+1
dt (A.9)
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aD
α
x é o operador fracionário de Riemann-Liouville. A α-ésima derivada fracionária é,

então,

aD
α
xf(x) =

dn

dtn
aD

α−n
x f(x). (A.10)

A partir da definição anterior, para uma potência qualquer e a = 0, obtemos

0D
α
xxµ =

Γ(µ + 1)

Γ(µ− α + 1)
xµ−α (A.11)

que coincide com a generalização heurística da diferenciação padrão (A.1). Uma conse-

quência da definição (A.11) é que a diferenciação e a integração de uma constante é

0D
α
x1 =

1

Γ(1− α)
x−α (A.12)

A transformada de Laplace do operador Riemann-Liouville será:

£{0D
−α
t f(t)} = u−α£{f(t)}. (A.13)

A.2 Derivada Fracionária de Caputo

A derivada de ordem µ, no sentido de Caputo, é definida da seguinte maneira [31,

87]:

dαf(t)

dtα
=

1

Γ(n− α)

∫ t

0

1

(t− τ)1+α−n

dnf(τ)

dtn
dτ n− 1 < α < n, (A.14)

ou
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dαf(t)

dtα
=

dnf(t)

dtn
α = n. (A.15)

A transformada de Laplace requer o conhecimento do valor inicial da função f(t):

£

{
dαf(t)

dtα

}
= sα£{f(t)} −

n−1∑

k=0

fk(0+)sα−1−k, n− 1 < α < n (A.16)

onde k = 1, 2, · · · , n− 1.

A.3 Função H

As funções H, introduzida por Fox, em 1961, são funções que abrangem uma larga

classe de funções especiais conhecidas em física matemática, tais como: funções de Bes-

sel, funções hipergeométricas, funções de Meijer, etc. São uma ferramenta matemática

que permite tratar vários fenômenos, incluindo a difusão anômala, o cálculo fracionário e

processos estocásticos não gaussianos, com uma estrutura unificada e elegante [30, 44].

De acordo com a notação padrão de Fox, a função H é definida como:

Hm,n
p,q (z) = Hm,n

p,q

[
z

∣∣∣(ap, αp)

(bq , βq)

]
=

1

2πi

∫

L

χ(s)zs ds (A.17)

com a densidade integrante:

χ(s) =
A(s)B(s)

C(s)D(s)
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e

A(s) =
m∏

j=1

Γ(bj − βjs), B(s) =
n∏

j=1

Γ(1− aj + αjs)

C(s) =

q∏
j=m+1

Γ(1− bj + βjs), D(s) =

p∏
j=n+1

Γ(aj − αjs)

onde m, n, p e q são inteiros tais que 0 ≤ n ≤ p, 1 ≤ m ≤ q e {aj, bj} ∈ C,

{αj, βj} ∈ R+. Quando ocorrer um produto vazio, é considerada a seguinte forma

n = 0 ⇐⇒ B(s) = 1

m = q ⇐⇒ C(s) = 1

n = p ⇐⇒ D(s) = 1

Devido à estrutura do núcleo χ(s), definido na integral (A.17), as funções de Fox satisfa-

zem várias propriedades úteis como, por exemplo, as listadas abaixo.

Propriedade 1. Para k > 0,

Hm,n
p,q

[
x

∣∣∣(ap, αp)

(bq , βq)

]
= kHm,n

p,q

[
xk

∣∣∣(ap, kαp)

(bq , kβq)

]

Propriedade 2.

xσHm,n
p,q

[
x

∣∣∣(ap, αp)

(bq , βq)

]
= Hm,n

p,q

[
x

∣∣∣(ap, σαp,αp)

(bq , σβq ,βq)

]

Propriedade 3.

0D
ν
z

(
zηHm,n

p,q

[
(az)λ

∣∣∣(ap, αp)

(bq , βq)

] )
= zη−νHm,n+1

p+1,q+1

[
(az)λ

∣∣∣(−η,λ),(ap, (αp)

(bq , βq),(ν−η,λ)

]

Algumas funções especiais e sua representação em termos das funções de Fox:
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zbe−z = H1,0
0,1

[
z

∣∣∣(b, 1)
]
;

1

(1 + z)r
= H1,1

1,1

[
z

∣∣∣(1−r, 1)
(0, 1)

]

zµ

1 + azω
= a−µ/ωH1,1

1,1

[
azω

∣∣∣(µ/ω, 1)
(µ/ω, 1)

]

Generalização da função Mittag-Leffler (Eα,1(z) = Eα(z))

Eα,β(−z) = H1,1
1,2

[
z

∣∣∣(0, 1)
(0, 1),(1−β,α)

]
=

∞∑
j=0

zj

Γ(β + αj)

A.4 Funções de Mittag-Leffler

As funções de Mittag-Leffler, Eα,β(z), são as mais usadas em cálculo fracionário,

fornecem uma possível generalização da função exponencial e da função erro, e são defi-

nidas pela seguinte série [13]:

Eα,β(z) :=
∞∑

n=0

zn

Γ(αn + β)
, (α > 0, β > 0) (A.18)

São casos particulares simples:

E1,2(z) =
ez − 1

z
e E2,2(z) =

sinh (z1/2)

z1/2
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Para β = 1, obtemos a função de Mittag-Leffler em um parâmetro:

Eα,1(z) :=
∞∑

n=0

zn

Γ(αn + 1)
≡ Eα(z) (A.19)

Casos particulares são:

E2(+z2) = cosh z e E2(−z2) = cos z, z ∈ C

e

E1/2(±z2) = ez[1 + erf(±z1/2)] = ezerfc(∓z1/2) z ∈ C

onde erf (erfc) é definida como função erro (função erro complementar):

erf(z) :=
2√
π

∫ z

0

e−u2

du, erfc(z) := 1− erf(z) z ∈ C

A função de Mittag-Leffler está relacionada com a integral de Laplace através da equação

∫ ∞

0

e−uEα(uαz)du =
1

1− z
, α > 0 (A.20)

A.5 Função de Green

A função de Green fornece um método para tratamento de equação diferencial com

um termo de fonte e é usada para resolver equações diferenciais não homogêneas sujeitas

a condições de contorno. Seja L um operador diferencial linear e considere a equação

diferencial

Lu(~r) = −4πϕ(~r) (A.21)
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onde ϕ é uma função conhecida, denominada fonte e u é a função incógnita. Denomina-se

função de Green do operador linear L, a função G(~r − ~r′) tal que

LG(~r − ~r′) = −4πδ(~r − ~r′) (A.22)

com condições de contorno definidas pelo problema analisado.

A.5.1 Problema de Sturm-Liouville

Queremos resolver a equação diferencial não homogênea, no intervalo a ≤ x ≤ b,

sendo ϕ(x) uma função específica conhecida e condições de contorno em x = a e x = b.

Lu(x) ≡ d

dx

[
p(x)

du(x)

dx

]
− q(x)u(x) = ϕ(x) (A.23)

onde L = d
dx

[p(x) d
dx

]− q(x) é o operador de Sturm-Liouville e ϕ(x) é uma função conhe-

cida. Para obter o Teorema de Green, multiplicamos o operador Lu(x) ora por um fator v,

ora por um fator u, e obtemos

vLu(x) =
d

dx

[
vp(x)

du(x)

dx

]
− vq(x)u(x)

e

uLv(x) =
d

dx

[
up(x)

dv(x)

dx

]
− uq(x)v(x)

Subtraíndo uma da outra, integrando de ambos os lados, fica

∫ b

a

dx[vLu− uLv] =

[
p

(
v
du

dx
− u

dv

dx

)]b

x=a

(A.24)
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Para resolver a equação (A.23) para uma fonte comum, ϕ(x), introduzimos a função de

Green G(x, x′), que é a solução para um ponto fonte em x′:

LG(x, x′) = δ(x− x′) (A.25)

onde δ(x− x′) é a delta de Dirac. Fazendo u = u(x) e v(x) = G(x, x′), trocando x por x′

e aplicando o teorema de Green, fica:

u(x) =

∫ b

a

dx′G(x′, x)ϕ(x′)

−
[
p(x′)

{
(G(x′, x)

du(x′)
dx′

− u(x′)
d

dx′
G(x′, x)

}]b

x′=a

(A.26)

Escolhendo as condições de contorno como

G(a, x′) = G(b, x′) = 0

esta condição elimina a quantidade desconhecida du(x′)/dx′ em x′ = a, b na Eq. (A.26).

Então, a equação fica

u(x) =

∫ b

a

dx′G(x′, x)ϕ(x′) +

[
p(x′)u(x′)

d

dx′
G(x′, x)

]b

x′=a

(A.27)

que é a solução da equação (A.23) em termos das quantidades conhecidas.

A.5.2 Expansão da Função de Green em Autofunções

As funções ortogonais surgem frequentemente na resolução de equações diferen-

ciais; melhor dizendo, pode-se gerar um conjunto ortogonal de funções que envolva um

problema de contorno com equações diferenciais lineares de segunda ordem, contendo um

parâmetro λ:

Lun =
d

dx
[p(x)

dun(x)

dx
]− qun(x) = −λnρ(x)un(x) (A.28)
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O problema de autovalores de Sturm Liouville é:

d

dx
[p(x)

dun(x)

dx
]− qun(x) + λnρ(x)un(x) = 0

sujeito às condições de contorno homogêneas do tipo

Aun(a) + Bu
′
n(a) = 0 (A.29)

e

Cun(b) + Du
′
n(b) = 0 (A.30)

Agora, queremos resolver a equação diferencial não homogênea do tipo:

Lu + λρ(x)u = ϕ(x) (A.31)

sujeita às condições de contorno na forma

Au(a) + Bu′(a) = X

Cu(b) + Du′(b) = Y (A.32)

Nas equações acima, ϕ(x) é uma função definida, X e Y são constantes. Usando a função

de Green G(x, x′), que satisfaz à equação diferencial

LG(x, x′) + λρ(x)G(x, x′) = δ(x− x′) (A.33)

e as condições de contorno
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AG(a, x′) + B
d

dx
G(x, x′)

∣∣∣∣∣
x=a

= 0 (A.34)

CG(b, x′) + D
d

dx
G(x, x′)

∣∣∣∣∣
x=b

= 0

a solução das equações (A.31) e (A.32) é dada por

u(x) =

∫ b

a

dx′G(x, x′)ϕ(x′)

−
[
p(x′)

{
G(x, x′)

du(x′)
dx

− u(x′)
d

dx′
G(x, x′)

}]b

x′=a

(A.35)

A solução da Eq. (A.33), juntamente com as condições dadas por (A.34) para G(x, x′), é

dada pela série

G(x, x′) =
∑

n

γn(x′)um(x) (A.36)

Desta forma, com a Eq. (A.33) e a condição de ortogonalidade, encontramos G(x, x′) dada

por

G(x, x′) =
∑

n

un(x)un(x′)
(λ− λn)

(A.37)

onde un(x) são as autofunções da Eq. (A.28). A equação geral (A.37) para G(x, x′) é

um bom resultado. Infelizmente, ele envolve uma série infinita. Assim, para facilitar um

dado problema, escolhemos condições de contorno de tal forma que a G(x, x′) se anule nas

extremidades, podendo ser desenvolvida em uma série de funções ortogonais convenientes

como, por exemplo, uma série em senos de Fourier [10].



Apêndice B
Passeio aleatório

A origem de cada um dos termos que compõem uma equação de difusão pode ser

discutida de uma forma muito interessante quando consideramos o formalismo de camin-

hantes aleatórios com espaço e o tempo contínuos, ao qual nos referiremos como CTRW.

Em contraste com o caminho aleatório, onde o tempo de espera e o comprimento dos sal-

tos são constantes, no CTRW estas grandezas podem variar. Esta abordagem é baseada

na ideia de usarmos uma formulação microscópica levando em conta propriedades como

a distribuição das distâncias dos saltos efetuados pela substância ao se difundir em um

substrato e a distribuição temporal de espera entre saltos consecutivos. Assim, para for-

mularmos uma abordagem em termos de caminhantes aleatórios com espaço e o tempo

contínuos, necessitamos definir uma função densidade de probabilidade (pdf) ψ(x, t). De

ψ(x, t), podemos obter a distribuição relacionada ao comprimento (tamanho) do salto

λ(x) =

∫ ∞

0

dt ψ(x, t) (B.1)

e a distribuição relacionada ao tempo de espera

w(t) =

∫ ∞

−∞
dx ψ(x, t) . (B.2)

Assim, λ(x)dx é a probabilidade de ocorrência de um salto com um dado comprimento no

intervalo (x, x + dx) e w(t)dt é probabilidade de termos um dado tempo de espera entre

84
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saltos no intervalo de tempo (t, t+dt). Se o comprimento do salto e do tempo de espera são

variáveis aleatórias independentes, encontra-se sob a forma dissociada ψ(x, t) = w(t)λ(x)

para o salto da função densidade de probabilidade (pdf) ψ(x, t). Se ambos são acoplados,

isto é, ψ(x, t) = p(x|t)w(t) ou ψ(x, t) = p(t|x)λ(x), um salto de um determinado com-

primento envolve um certo tempo, ou vice-versa, ou seja, em um determinado intervalo

de tempo o caminhante só pode viajar a uma máxima distância. Na Fig. B.1 vemos um

modelo do CTRW.

1

2

t

x

Figura B.1: Modelo de caminhantes aleatórios com espaço e o tempo contínuos (CTRW).
À esquerda, processo CTRW sobre uma rede em duas dimensões, uma generalização
da situação Browniana. O tempo de espera é simbolizado por círculos, onde o diâ-
metro de cada círculo é proporcional ao tempo de espera que deve ser gasto em um
determinado sítio, antes que o evento do próximo salto ocorra. O comprimento dos
saltos tem valor fixo. À direita, temos o diagrama (x,t) de um processo CTRW unidi-
mensional [13].

Com estas definições podemos formular o CTRW com a seguinte equação

η(x, t) =

∫ ∞

−∞
dx′

∫ ∞

0

dt η(x′, t′)ψ(x− x′, t− t′) + δ(x)δ(t) (B.3)

que relaciona a pdf η(x, t) de chegada na posição x no tempo t, com o evento de chegada

em x′ no tempo t′, η(x′, t′). O segundo termo denota a condição inicial que aqui foi

escolhida como sendo do tipo δ(x). Conseqüentemente, a pdf ρ(x, t) de se encontrar a
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partícula em x no tempo t é

ρ(x, t) =

∫ t

0

dt′η(x, t′)Ψ(t− t′) (B.4)

sendo Ψ(t) a probabilidade cumulativa, definida por

Ψ(t) = 1−
∫ t

0

dt′ w(t′) (B.5)

No espaço de Fourier - Laplace a Eq. (B.4) adquire o seguinte aspecto:

ρ(k, s) =
1− ω(s)

s

ρ0(k)

1− ψ(k, s)
(B.6)

onde ρ0(k) denota a condição inicial.



Apêndice C
Difusão Fracionária Radial em um

Cilindro

Consideremos um caso de difusão fracionária temporal radial em duas dimensões,

no interior de um cilindro de raio R [47], conforme a Fig. C.1. A equação diferencial para

R

Figura C.1: Difusão em um cilíndro de raio R.

uma difusão radial isotrópica em duas dimensões é definida como:

∂ρ(r, t)

∂t
=

D

r

∂

∂r

[
r
∂ρ(r, t)

∂r

]
= D∇2ρ(r, t) (C.1)
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onde ρ(r, t) é, como usual a função densidade de probabilidade (pdf) e D o coeficiente de

difusão e r =
√

x2 + y2 é a distância radial no espaço bidimensional.

Integrando a Eq. C.1 em relação ao tempo, fica:

ρ(r, t) = ρ(r, 0) + D

∫ t

0

∇2ρ(r, t′)dt′ (C.2)

As condições de contorno apropriadas para difusão radial em um cilindro de raio R e

comprimento unitário são:

ρ(r, 0) = 0, para r < R

ρ(R, 0) = ρ(R, t) = ρ0

A integral fracionária de ordem α(0 < α < 1) em relação ao tempo é definida como:

0I
α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− t′)α−1f(t′)dt′ (C.3)

a nossa equação fracionária da difusão representada pela forma integral (C.2) se torna

ρ(r, t) = ρ(r, 0) +
D

Γ(α)

∫ t

0

(t− t′)α−1∇2ρ(r, t′)dt′ (C.4)

O problema que queremos resolver terá como ponto de partida a Eq. (C.4). O pro-

blema foi resolvido por Achar e Hanneken usando transformadas de Hankel [47]. Aqui,

nós o abordaremos usando a transformada de Laplace e obteremos os mesmos resultados.

Aplicando a transformada de Laplace a todos os membros da Eq. (C.4), obtemos

ρ(r, s) =
ρ(r, 0)

s
+ Ds−α∇2ρ(r, s) (C.5)
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Usando a primeira das condições de contorno propostas acima, ρ(r, 0) = 0, obtemos

ρ(r, s) = Ds−α∇2ρ(r, s) (C.6)

A solução da Eq. (C.6) pode ser escrita utilizando as autofunções

∇2Ψn = −K2
nΨn

Assim, podemos escrever a Eq. (C.1) como

1

r

∂

∂r

(
r

∂

∂r
Ψn

)
= −K2

nΨn (C.7)

Desse modo, a solução da Eq. (C.6) pode ser escrita na forma,

Ψn(r) = AnJo(Knr) + BnYo(Knr) (C.8)

O termo BnYo(Knr) diverge em r = 0. Assim, Bn = 0 então, a Eq. (C.8) torna-se:

Ψn(r) = AnJo(Knr) (C.9)

Utilizando as condições de contorno, para os quais Ψn(r) = 0, temos,

Jo(Knr) = 0 (C.10)

que define os autovalores positivos de Kn.

A função ρ(r, s) pode ser definida na forma:

ρ(r, s) =
∞∑

n=1

An(s)Jo(Knr) (C.11)

onde

An(s) =

∫ R

0
r Jo(Knr)ρ(r, s)dr∫ R

0
r J2

o (Knr)dr
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Usando as relações de recorrência podemos encontrar An(s), ou seja,

d

dx

[
xnJn(x)

]
= xnJn−1(x)

e
d

dx

[
x−nJn(x)

]
= −x−nJn+1(x)

Na Eq. (C.6), multiplicando ambos os lados por r Jo(Knr) e integrando no intervalo

de 0 a R, vem:

∫ R

0

rJo(Knr)ρ(r, s)dr = Ds−α

∫ R

0

rJo(Knr)∇2ρ(r, s)dr (C.12)

e, então, podemos obter

An(s)

∫ R

0

J2
o (Knr)dr = Ds−α

∫ R

0

{
∂

∂r

[
r
∂ρ(r, s)

∂r

]}
Jo(Knr)dr (C.13)

Utilizando a condição de contorno, podemos escrever

rJo(Knr)
∂ρ

∂r

∣∣∣∣∣

R

0

= 0

Desta forma, a Eq. (C.13) torna-se

An(s)

∫ R

0

rJ2
o (Knr)dr = Ds−α

{ ∫ R

0

r
1

r

∂

∂r

(
r
∂Jo

∂r

)
ρ(r, s)dr −R

∂Jo

∂r

∣∣∣∣∣
r=R

ρ(R, s)

}
(C.14)

Na Eq. (C.14), o termo
1

r

∂

∂r

(
r
∂Jo

∂r

)
= −K2

nJo

e, então, podemos reescrever a Eq. (C.14) como

An(s)

∫ R

0

rJ2
o (Knr)dr +Ds−αK2

nAn(s)

∫ R

0

rJ2
o (Knr)dr = −Ds−αR

∂Jo

∂r

∣∣∣∣∣
r=R

ρ(R, s)

}
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Fazendo uso das propriedades

∂

∂x

[
x−νJν(ξx)

]
= −ξx−νJν+1(ξx)

e ∫ R

0

rJ2
o (Knr)dr =

R

2
J2

1 (KnR)

Podemos escrever os An(s) como

An(s) =
2Ds−αRJ1(KnR)ρ(R, s)

R2(1 + K2
nDs−α)J2

1 (KnR)
=

2D

RJ1(KnR)
ρ(R, s)

s−α

(1 + K2
nDs−α)

(C.15)

A nossa função ρ(r, s) agora pode ser escrita, na forma

ρ(r, s) =
2

R

∞∑
n=1

DKnJo(Knr)

J1(KnR)

s−α

(1 + K2
nDs−α)

ρ(R, s) (C.16)

O teorema da convolução nos diz que:

£−1

{
F (s)G(s)

}
=

∫ t

0

f(t′)g(t− t′)dt′

e, de acordo com a condição inicial,

£−1

{
ρ(R, s)

}
= ρ(R, t) = ρo

Assim

£−1

{
s−α

(1 + K2
nDs−α)

}
= tα−1Eα,α

(
−K2

nDtα
)

Tomando a transformada inversa de Laplace na Eq. (C.16), temos

ρ(r, t) =
2

R

∞∑
n=1

DKnJo(Knr)

J1(KnR)

∫ t

0

ρo(t− t′)α−1Eα,α

[
(−K2

nD)(t− t′)α

]
dt′ (C.17)
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Como

Eα,α(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(αk + α)

a integral da Eq. (C.17) pode ser escrita na seguinte forma:

∫ t

0

ρo(t− t′)α−1Eα,α

[
(−K2

nD)(t− t′)α

]
dt′ = tαEα,α+1

(
−DK2

ntα
)

Desta maneira, a Eq. (C.17) pode ser escrita como:

ρ(r, t) =
2

R

∞∑
n=1

DKnJo(Knr)

J1(KnR)
tαEα,α+1

(
−DK2

nt
α

)
(C.18)

mas

DtαEα,α+1

(
−DK2

nt
α

)
=

∞∑

k=0

Dtα
(
−DK2

ntα
)K

Γ(αk + α+1)
(C.19)

o lado direito da Eq. (C.19) pode ser simplificado para

∞∑

k=0

Dtα
(
−DK2

nt
α

)K

Γ(αk + α+1)
=

1

K2
n

[
1− Eα,1

(
−DK2

ntα
)]

Disso tudo, resulta uma simplificação da Eq. (C.18), que pode agora ser escrita como

ρ(r, t) =
2ρo

R

∞∑
n=1

Jo(Knr)

KnJ1(KnR)

[
1− Eα,1

(
−DK2

ntα
)]

. (C.20)
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Este resultado pode ser expresso em termos do parâmetro adimensional,

β =
Dtα

R2
,

e das raízes da função de Bessel Jo, qn = RKn, como:

ρ(r, t)

ρo

=

{
1− 2

∞∑
1

Jo

(
qn

r
R

)

qnJ1(qn)
Eα,1

(
− βq2

n

)}
(C.21)

Momentos da Distribuição da Concentração
A Eq. (C.20) fornece a concentração da espécie difundinda em uma dada localização

r como uma função do tempo t. O n-ésimo momento normalizado da distribuição de

concentração é definido por:

〈rn〉 =

∫ R

0
ρ(r, t)rn2πrdr∫ R

0
ρ(r, t)2πrdr

(C.22)

e pode ser calculado para qualquer valor particular de n. A quantidade da amostra que está

sendo difundida é definida como:

Mt =

∫ R

0

ρ(r, t)2πrdr (C.23)

e corresponde ao momento de ordem zero da distribuição da concentração. Substituindo a

Eq. (C.20) na Eq. (C.23), obtém-se

Mt =
4πρo

R

∞∑
n=1

[
1− Eα,1

(
−DK2

ntα
)]

KnJ1(KnR)

∫ R

0

Jo(Knr)dr (C.24)

Podemos calcular a integral da Eq. (C.24), definindo t = Knr; então,

dr =
dt

kn



94

Assim, a integral resulta em

∫ R

0

Jo(Knr)dr =
1

K2
n

∫ R

0

d

dt

[
tJ1(t)

]
dt =

1

K2
n

[
tJ1(t)

]∣∣∣∣∣

R

0

=
R

Kn

J1(KnR)

Desta forma, a Eq. (C.24) torna-se

Mt = 4πρo

∞∑
n=1

[
1− Eα,1

(
−DK2

ntα
)]

K2
n

(C.25)

A quantidade da amostra que foi difundida após um tempo muito grande, isto é, quando

t →∞, será:

M∞ = lim
t→∞

4πρo

∞∑
n=1

[
1− Eα,1

(
−DK2

ntα
)]

K2
n

= 4πρo

∞∑
n=1

1

K2
n

(C.26)

Podemos escrever a Eq. (C.26) como

M∞ = 4πρo

∞∑
n=1

1

K2
n

= πρoR
2 (C.27)

e

Mt

M∞
= 1− 4

∞∑
n=1

Eα,1

(
− βq2

n

)

q2
n

(C.28)

onde

β =
Dtα

R2
e qn = RKn

Cálculo do Deslocamento Quadrático
Para definir o deslocamento quadrático, vamos tomar o numerador da Eq. (C.22),
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como:

〈r2〉 =

∫ R

0

ρ(r, t)r22πrdr =

∫ R

0

drρ(r, t)r32π = 2π

∫ R

0

ρ(r, t)r3dr (C.29)

Esta quantidade corresponde ao deslocamento quadrático médio na difusão da partícula.

Fazendo a substituição na Eq. (C.18), obtemos

〈r2〉 =
4πρo

R

∞∑
n=1

DKnt
αEα,α+1

(
−DK2

ntα
)

J1(KnR)

∫ R

0

Jo(Knr)r
3dr (C.30)

Usando o fato de que

∫ R

0

Jo(Knr)r3dr =
R2

K2
n

[
RKn − 4

RKn

]
J1(KnR) (C.31)

e sabendo que Jo(KnR) = 0, substituindo a Eq. (C.31) na Eq. (C.30) e fazendo algumas

operações, obtemos

2
〈r2〉
R2

=

[
1
4
−∑∞

n=1

(
2
q2
n
− 8

q4
n

)
Eα,1(−βq2

n)

]

[
1
4
−∑∞

n=1
Eα,1(−βq2

n)

q2
n

] (C.32)

mostrando que o deslocamento quadrado médio não apresenta a proporcionalidade com tα

como é conhecido no caso unedimensional.

Resultado Numérico
Os resultados do cálculo numérico são apresentados em termos do parâmetro adi-

mensional, conforme pode ser visto nos gráficos abaixo. Na Fig. C.2 mostra-se a concen-

tração da ρ/ρo em função de r/R para β = 0.05, β =
√

0.05, e β = 4
√

0.05, respecti-

vamente. Na Fig.C.3, mostra-se a razão de Mt/M∞ em função de β, enquanto que na

Fig. C.4 mostra-se o comportamento do segundo momento em função do parâmetro β.

Comentário
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Figura C.2: Variação da concentração com a distância, conforme a Eq. C.21
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Figura C.3: A amostra total difundida em relação ao parâmetro β, conforme a Eq. C.29

Os resultados exibidos nas Figs. (C.2), (C.3) e (C.4), provenientes das equações

(C.21), (C.28) e (C.32), respectivamente, são os resultados essenciais deste Apêndice.

Estes resultados para a difusão radial fracionária na parte interna de um cilindro são novos

e foram obtidos pela primeira vezes por Achar e Henneken [47]. A solução da equação
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Figura C.4: O segundo momento da distribuição da concentração em função do parâme-
tro β, conforme a Eq. (C.32).

de difusão fracionária (C.21) satisfazem as condições de contorno apropriada e quando o

parâmetro α = 1 a solução da equação de difusão fracionária radial se reduz à solução

padrão, bem como às soluções das Eqs. (C.28) e (C.32).

Um dos aspectos supreendentes desses resultados é a universalidade latente destas

equações. Por exemplo, a curva da variação da concentração com a distância Fig. (C.2)

depende somente dos parâmetros adimensional β = Dtα/R2, onde D é o coeficiente de

difusão, R o raio do cilíndro e α, o parâmetro que descreve a difusão fracionária.

Desse modo, obtém-se a solução para o problema da difusão fracionária radial no

interior de um cilindro em termos das transformadas inversa de Laplace e da função de

Mittag-Leffler. Os resultados permitem concluir que a concentração, como função da dis-

tância, a quantidade total da substância difundida e o segundo momento da concentração,

todos eles exibem um comportamento universal em termos do parâmetro adimensional β.
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