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ResumoNesta dissertação, investigamos as soluções análitias a partir de métodos detransformadas integrais de equações de difusão, que generalizam a equaçãode difusão usual ontendo derivadas fraionárias tanto na variável espaialomo na variável temporal e om termos não lineares. Neste enário, tam-bém onsideramos a presença de termos de forças externas e sumidouros ou(fontes) que podem estar assoiados a proessos que envolvem reação. Por�m, apresentaremos nossas disussões e onlusões.
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AbstratIn this work, we investigate the analytial solutions of di�usion equationsobtained by integral transforms methods that generalize the usual di�usionequation via spatial frational derivatives as well as temporal ones and non-linear terms. In this senario, we onsider also the presene of termswithexternal fores and soures that an be assoiated with proesses related toreation. Finally, we present our disussions and onlusions.
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Listas de equaçõesEquação de Langevin
m
dvx

dt
= −αvx + Fest.(t) (1)Equação de Langevin disretizada

xn+1 = xn + τF (xn) + ζn (2)Distribuição de probabilidade da variável x
gn(k) = 〈eikxn〉 =

∫ ∞

−∞
eikxnρndxn (3)Equação de Fokker Plank

∂

∂t
ρ(x, t) = − ∂

∂x
[F (x, t)ρ(x, t)] +

Γ

2

∂2

∂x2
ρ(x, t) (4)Equação de difusã usual om termo de força externa

∂

∂t
ρ(x, t) =

∂

∂x

[
D ∂

∂x
ρ(x, t) − F (x, t)ρ(x, t)

] (5)Densidade de probabilidade
J(x, t) = −D ∂

∂x
ρ(x, t) + F (x, t)ρ(x, t) (6)Equação da ontinuidade

∂

∂t
ρ(x, t) +

∂

∂x
J(x, t) = 0 (7)Polin�mio de Hermite

ψn(x) = e−
k

2D
x2Hn




√

k
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 (8)vii



Operador de Caputo
∂γ

∂tγ
ρ(x, t) =

1

Γ (n− γ)

∫ t

0
dt′

ρ(n)(x, t′)

(t− t′)γ+1−n
(9)Transformada de Fourier

(F{ρ(x, t)} =
∫ ∞

−∞
ρ(x, t)e−ikxdx = ρ̂(k, t) (10)A inversa de Fourier

F−1{ρ̂(k, t)} =
1

2π

∫ ∞

−∞
ρ̂(k, t)eikxdk = ρ(x, t) (11)Transformada de Laplae

L{ρ(x, t)} =
∫ ∞

0
ρ(x, t)e−stdt = ρ̃(x, s) (12)A inversa de Laplae

L−1{ρ̂(x, s)} =
1

2π

∫ δ+i∞

δ−i∞
ρ(x, t)estds = ρ(x, t) (13)Transformada de Laplae na derivada fraionária temporal

L
{
∂γ

∂tγ
ρ(x, t)

}
= sγρ(x, s) +

i−1∑

i=0

sγ−i−1

[
∂γ−1−i

∂tγ−1−i
ρ(x, t)

]

t=0

(14)De�nição da função de FoxHm n
p q

[
x
∣∣∣(a1,A1),(a2,A2),···,(ap,Ap)
(b1,B1),(b2,B2),···,(bq,Bq)

]
=

1

2πi

∫

L
ds χ(s)xs

χ(s) =

∏m
i=1 Γ (bi −Bis)

∏n
i=1 Γ (1 − ai + Ais)∏q

i=m+1 Γ (1 − bi +Bis)
∏p

i=1+n Γ (ai − Ais)
(15)Transformada de Mellin

ρ(x, s′) =
∫ ∞

0
dt ts

′−1ρ(x, t) (16)Inversa de Mellin
ρ(x, t) =

1

2π

∫

L
ρ(x, s′)t−s′ds′ (17)viii



Distribuição de Lévy
Lµ(x, t) =

∫ ∞

−∞

dk

2π
e−ikx−|k|µDt (18)Função de Mittag-Le�er Eα(t) =

∞∑

n=0

tn/Γ (nα + 1) (19)Funçaõ de Mittag-Le�er generalizadaEα,β(t) =
∞∑

n=0

tn

Γ (nα + β)
(20)Equação de difusão fraionária espaial

∂ρ

∂t
= D ∂µρ

∂|x|µ − ∂

∂x
[F (x, t)ρ(x, t)] (21)Equação de difusão fraionária linear om termo absorvente

∂γ

∂tγ
ρ(x, t) = D ∂µ

∂|x|µ ρ(x, t) − ∂

∂x
[F (x)ρ(x, t)]

−
∫ t

0
dt′α(t− t′) ρ(x, t′) (22)Equação de difusão fraionária não linear

∂ρ

∂t
= D(t)

∂µ′

∂|x|µ′

{
|x|−θργ ∂µ

∂|x|µ
[
|x|−ηρν

]}
− ∂

∂x
[F(x, t)ρ] − α(t)ρµ̄ (23)Derivada fraionária de Riemann-Liouville

dδ

dzδ

[
zα(1 + bz)β

]
=

Γ(α+ 1)
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(24)
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I - IntroduçãoA ompreensão da difusão e, em espeial, da difusão an�mala ou de sis-temas que possuem uma relaxação an�mala, têm atraído a atenção de váriospesquisadores devido ao grande número de situações físias que apresentameste tipo de omportamento. De fato, a difusão an�mala está presente emvárias situações tais omo difusão em meios fratais [1℄, na relaxação ao equi-líbrio de sistemas om memória temporal longa [2, 3℄, no transporte atravésde um meio poroso [4℄, nas �utuações de sistemas �naneiros [5℄, nas bati-das do oração [6℄, em semiondutores amorfos [7℄, em mielas dissolvidasem água salgada [8℄, entre outras. Nas situações em que temos uma difusãoan�mala (por exemplo, nas menionadas aima), podemos ter o segundo mo-mento �nito [9℄ ou não [9, 10℄ (segundo momento que arateriza a largura dadistribuição da função de probabilidade). A difusão an�mala om o segundomomento �nito, geralmente tem omo araterístia 〈x2〉 ∝ tα ( α < 1 e
α > 1 orrespondendo a subdifusão e superdifusão, respetivamente). Nesteontexto, algumas equações representativas na desrição desse fen�meno sãoas equações de difusão que empregam derivadas fraionárias temporais [2, 11℄,a equação de meios porosos (que é não linear) [9℄ e a equação usual de difu-são om oe�ientes dependentes de variáveis de posição ou de tempo [12℄.Essas equações têm sido apliadas em várias situações de interesse físio,tais omo, na relaxação ao equilíbrio em sistemas om memória temporallonga (por exemplo, adeias de polímeros e membranas) [2℄, na desrição detransporte an�malo em sistemas desordenados [13℄, para modelar proessosdinâmios não Markovianos em proteínas [14℄, lei de Rihardson [15℄ e a leide Kolmogorov [16℄ (estas duas leis apliam-se ao estudo de turbulênia),para modelar sistemas hidrológios [17℄, transporte axial de materiais granu-1



lares [18℄, transporte de substânia em um solvente de um vaso para outroatravés de uma membrana [19℄ e na transloação assimétria do DNA [20℄.Por sua vez, a difusão an�mala quando não possui o segundo momento �nitoé araterizada pelas distribuições do tipo Lévy [10℄. Dentro deste ontexto,temos em geral, a equação de difusão om derivadas fraionárias na variávelespaial uja solução é dada em termos das distribuições de Lévy [10, 11℄, quesatisfazem o teorema de Lévy-Gnedenko, i.e., uma generalização do teoremaentral do limite.De um ponto de vista formal, a partir da disussão aima, vemos que adifusão an�mala pode ser investigada por meio de diferentes tipos de equa-ções. Assim, o estudo desses tipos de equações difereniais, suas extensõese as situações relaionadas a elas são importantes, pois possibilitam a inves-tigação de novos enários. Além de termos assoiados a elas um ontextotermo-estatístio seja através da meânia estatístia de Boltzmann-Gibbsou de alguma termoestatístia generalizada. Neste sentido, pretendemos de-diar nossos esforços ao estudo dessas equações na presença de uma forçaexterna (�drift�) e um termo de sumidouro ou fonte. Vamos foalizar nossaatenção em equações de difusão que estão ontidas na equação geral abaixo:
∂γ

∂tγ
ρ(x, t) = D(t)

∂µ′

∂|x|µ′

{
|x|−θ[ρ(x, t)]γ

∂µ

∂|x|µ
[
|x|−η(ρ(x, t))ν

]}

− ∂

∂x
[F (x, t)ρ(x, t)] −

∫ t

0
dtα(t)[ρ(x, t− t)]µ̄ ,em que D (t) é o oe�iente de difusão, F (ρ, r, t) é a força externa queneste aso pode ser não linear, ∂µ/∂|x|µ é o operador diferenial fraioná-rio apliado à variável espaial na representação de Riemann-Liouville ouRiesz/Weyl [11,21℄, ∂γ/∂tγ é o operador de Caputo [11,21℄ apliado a variá-vel temporal e α (t) representa um termo de fonte ou sumidouro relaionadoa um proesso de reação e difusão. Em partiular, a presença de termos rela-ionados a proessos de reação e difusão omo o presente na equação aimatem sido estudados em várias situações. Por exemplo, proessos atalítiosem sistemas regulares, heterogêneos, ou desordenados [22℄, em reações deprimeira ordem irreversíveis e no transporte de uma substânia [23℄. Termosdessa natureza também podem ser relevantes ao investigarmos o transporte2



de uma substânia radioativa ao longo de um meio poroso, no �uxo de alorenvolvendo produção de alor [24℄ e no transporte de soluto por amostrasabsorventes. Cabe menionar que a equação aima tem o mérito de ter omoaso partiular muitas situações presentes na literatura e, em partiular, re-uperar a equação de difusão usual na ausênia de força externa se µ = 0,
α(r, t) = 0, ν = 1 e γ = 1, γ = 0, µ′ = 2, θ = 0 e F (x, t) = 0.Apresentamos esta dissertação dividida em quatro apítulos. No primeiroapítulo, analisaremos a equação de difusão usual na ausênia e na presençade uma força externa linear F (x) = −kx, além de disutirmos formulaçõesalternativas de estudo do movimento Browniano. O segundo apítulo apre-senta um estudo das equações de difusão que possuem derivadas fraionáriasna variável temporal e na variável espaial. O tereiro apítulo, que é o prin-ipal desta dissertação, é dediado ao estudo dessas equações fraionárias napresença de um termo absorvente [25℄ obtendo as soluções análitias a partirde métodos de transformadas integrais. O quarto apítulo apresenta um es-tudo aera das equações de difusão não lineares e/ou fraionárias. Por �m,a última parte da dissertação que dediada as onlusões e disussões.
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Capítulo 1Movimento Browniano
Neste apítulo iniial, apresentaremos uma breve disussão aera do mo-vimento Browniano[26℄, isto é, um movimento estoástio sob o enfoque deequações de Langevin, aminhantes aleatórios om espaço e tempo ontínuose a equação de difusão. Tais oneitos são fundamentais na ompreensão dodesenvolvimento do presente trabalho.1.1 Equação de LangevinUm dos primeiros ientistas a observar e, onseqüentemente, reportar so-bre o movimento aleatório de uma partíula foi o botânio R. Brown, [26℄ aoobservar o movimento de grãos de polén quando oloados em ontato omuma superfíie líquida. Desde então muitas expliações para este fen�menoforam propostas, entretanto, uma das primeiras expliações satisfatórias vie-ram de Einstein[26, 27℄ que ontou om ampla omprovação experimental.Algum tempo após a expliação de Einstein, Langevin apresentou um novométodo para desrever tal movimento aleatório baseado em uma equação deNewton om um termo de força aleatória [44℄ que seria responsável pelo movi-mento altamente irregular das partíulas. Essa equação �ou onheida omoequação de Langevin e foi o primeiro exemplo de uma equação estoástia.4



Começaremos nossa disussão pela equação de Langevin e investigaremos asua onexão om a equação de difusão.A equação de Langevin em sua forma mais simples, para o aso unidi-mensional, pode ser esrita omo
m
dvx

dt
= −αvx + Fest.(t) , (1.1)ou seja, uma equação de Newton onde m é a massa, e Fest.(t) é termo deforça extra representando uma força de aráter aleatório (também hamadade força de Langevin ou força estoástia), onforme menionamos anterior-mente, e −αvx representando o arraste devido a visosidade. Cabe ressaltarque a riqueza dos resultados que obtemos e, onseqüentemente a desriçãode forma adequada de um dado fen�meno físio �a vinulada a esolha daforça de natureza estoástia. Assim, preisamos fazer mais uma onsidera-ção sobre o termo Fest que está intimamente relaionado om as propriedadesmirosópias do sistema. Por simpliidade, vamos admitir que
〈Fest(t)〉 = 0

〈Fest(t)Fest(t
′)〉 = Bδ(t− t′), (1.2)om B = 2αKBT . O onjunto de equações aima arateriza um movi-mento tipiamente Browniano e, em partiular, a esolha feita aima paraa equação (1.2) reebe o nome de ruído brano. Sistemas nos quais se fa-zem presentes proessos difusivos an�malos requerem outra força estoástiaem suas desrições. De fato, ao esolhermos outra forma funional paraa equação (1.2) podemos ser onduzidos a situações que abrangem outrostipos de movimentos estoástios que não o Browniano. Por exemplo, a es-olha de um ruído (função aleatória) dependente da onentração [28℄ podenos levar a uma situação que é araterizada pela equação de meios porosose onseqüentemente a estabeleermos uma relação om a meânia estatís-tia não extensiva. Em uma situação genéria podemos também onsiderar

〈Fest(t)Fest(t
′)〉 ∝ Φ(t − t′) em que Φ não é delta de Dira. Este tipo deonsideração pode ser utíl na investigação de um proesso aleatório do tipo�dihotomous�, fraionário e outros. 5



A partir de (1.1) e (1.2) podemos obter a dispersão (ou variânia) dosistema, uja importânia reside no fato de que esta arateriza a formaomo o sistema se difunde. Nesse aso, enontramos que
〈(x− 〈x〉)2〉 =

Γ

γ2
{t− 2

γ
(1 − e−γt) +

1

2γ
(1 − e−2γt)} , (1.3)em que γ = α/m, e para o limite de tempos longos, ou seja, (γt >> 1), sereduz a

〈
(x− < x >)2

〉
≈ Dt , (1.4)om D = Γ/γ2 = B/α2= 2kBT/α onde Γ = B/m2. Esse omportamento éaraterístio de um proesso difusivo usual, enquanto que proessos difusivosan�malos apresentam uma variânia diferente desta. Cabe menionar aquique a partir da equação de Langevin (1.1) podemos obter uma equação dedifusão assoiada a ela. Na seção que segue abordaremos o formalismo deaminhantes aleatórios om espaço e tempo ontínuos.1.2 Caminhadas aleatóriasA origem de ada um dos termos que ompõem uma equação de difusãopode ser disutida de uma forma muito interessante quando onsideramoso formalismo de aminhantes aleatórios om espaço e o tempo ontínuos,ao qual nos referiremos omo CTRW. Essa abordagem é baseada na idéia deusarmos uma formulação mirosópia levando em onta propriedades omo adistribuição das distânias dos pulos efetuados por um sistema que se difundeem um substrato e a distribuição temporal de espera entre pulos onseuti-vos. Assim, para formularmos uma abordagem em termos de aminhantesaleatórios neessitamos de�nir uma função densidade de probabilidade (pdf)

ψ(x, t). De ψ(x, t) podemos obter a distribuição relaionada ao omprimento(tamanho) do pulo
λ(x) =

∫ ∞

0
dt ψ(x, t) (1.5)6



e a distribuição relaionada ao tempo de espera
w(t) =

∫ ∞

−∞
dx ψ(x, t) . (1.6)Na equação (1.5) λ(x)dx representa a probabilidade de oorrênia de umsalto om um dado omprimento no intervalo entre (x, x+dx) e w(t)dt dadopela equação (1.6) é a probabilidade de termos um dado tempo de esperaentre pulos no intervalo de tempo (t, t+ dt). Com estas de�nições podemosformular o CTRW mediante a seguinte equação [11℄

η(x, t) =
∫ ∞

−∞
dx′

∫ ∞

0
dt′ η(x′, t′)ψ(x− x′, t− t′) + δ(x)δ(t) (1.7)que relaiona a pdf η(x, t) de hegada na posição x no tempo t, om o eventode partida em x′ no tempo t′, η(x′, t′). O segundo termo denota a ondiçãoiniial que aqui foi esolhida omo sendo do tipo δ(x). Conseqüentemente, apdf ρ(x, t) de se enontrar a partíula em x no tempo t é

ρ(x, t) =
∫ t

0
dt′η(x, t′)Ψ(t− t′) (1.8)sendo Ψ(t) a probabilidade umulativa, de�nida por

Ψ(t) = 1 −
∫ t

0
dt′ w(t′) . (1.9)No espaço de Fourier-Laplae, a equação (1.8) adquire o seguinte aspeto:

ρ(k, s) =
1 −W (s)

s

1

(1 − ψ(k, s))
, (1.10)que é o propagador geral que emerge da abordagem CTRW, ompletandoassim nossa desrição breve e introdutória desta abordagem.Agora vamos relaionar a equação de difusão usual om o CTRW de formaa assoiarmos ada termo presente naquela equação om o desenvolvimentofeito aima para o CTRW. Mais espei�amente, pretendemos identi�ar oomportamento de w(t) e λ(x) que orrespondam a um proesso difusivousual. Essa ompreensão será muito útil ao investigarmos situações que ge-neralisam a equação de difusão usual, pois quando modi�amos a mesma7



estamos, impliitamente, modi�ando o omportamento destas grandezas.A equação de difusão usual
∂ρ(x, t)

∂t
= D∂

2ρ(x, t)

∂x2
(1.11)pode ser reesrita na seguinte forma integral:

ρ(x, t) = ρ(x, 0) + D
∫ t

0
dt′

∂2

∂x2
ρ(x, t) . (1.12)Tomando a transformada de Laplae-Fourier da equação aima, onsiderando

ρ(x, 0) = δ(x), obtemos que
ρ(k, s) =

1

s+ Dk2
. (1.13)Com uma simples omparação entre a equação aima e a equação (1.10),vemos que a desrição do movimento Browniano requer que o tempo ara-terístio (τ) e a variânia do omprimento dos pulos (σ) sejam �nitas, o queimpliando em w(s) ∼ 1 − sτ + O(τ 2) e em λ(k) = 1 − σ2k2. Dessa forma,quando modi�amos a equação de difusão, na tentativa de inorporar efeitosque não são onvenientemente desritos pela equação de difusão usual, esta-mos modi�ando a forma om que o sistema se difunde, alterando a formaom que o mesmo faz seus passeios e o tempo om que estes passeios sãofeitos. Partiularmente, ao inorporarmos derivadas de ordem fraionária naequação de difusão este fato �a visível. De fato, ao inorporarmos deriva-das fraionárias temporais na equação de difusão, alteramos a distribuição dotempo de espera é modi�ado. De forma analoga, se inorporarmos derivadasfraionárias espaias na equação de difusão altera a distribuição do ompri-mento dos saltos, e o segundo momento deixa de ser �nito. No último asoa distribuição passa a ser do tipo lei de potênia om um omportamento deauda longa, que é araerístia de distribuições do tipo Lévy.1.3 Equação de difusão usualA equação de difusão pode ser obtida de várias formas, uma delas, por exem-plo, onsiste em ombinar a lei de Fik om a equação de ontinuidade, outra8



forma seria usar a equação de Langevin. Partiularmente, usaremos a equa-ção de Langevin para obtermos a equação de difusão. Assim, desejamosobter a densidade de probabilidade de enontrar uma partiula x, no ins-tante de tempo t,quando em t = t0 se enontra em x = x0. Para tal, vamosdisretizar a equação (1.1) e desprezar o termo de aeleração. O tempo t édisretizado em intervalos τ e a posição da partíula no instante t = nτ édetonada por xn. Então, a equação de Langevin disretizada desprezando otermo de aeleração pode ser aproximada por
xn+1 = xn + τF (xn) + ζn (1.14)em que F (xn) = f(xn)/α, om f(xn) representando uma força externa quefoi inoporada na equação (1.1) que pode ser assoiada a um potenial V (x),

〈ζn〉 = 0 e 〈ζnζ ′n〉 = τΓδnn′ em que Γ = B/m2 e ζn = τFest.,n/α. Seja ρn =

ρ(xn) a distribuição de probabilidade da variável xn e gn(k) a orrespondentefunção araterístia, i.e.,
gn(k) = 〈eikxn〉 =

∫ ∞

−∞
eikxnρndxn . (1.15)Ressalta-se que gn(k), onforme de�nida aima , é a transformada de Fourierda densidade de probabilidade assoiada a uma variável aleatória x. De formaanáloga, temos gn+1(k) = 〈eikxn+1〉 = 〈eik[xn+τF (xn)+ζn]〉. Como xn e ζn sãoindependentes, podemos esrever

gn+1(k) = 〈eik[xn+τF (xn)]〉〈eikζn〉. (1.16)Agora, expandindo a função gn+1(k) em τ e desonsiderando os termos desegunda ordem, obtemos
〈eikxneikτF (xn)〉 ≈ 〈eikxn〉 + ikτ〈eikxnF (xn)〉 (1.17)e

〈eikζn〉 ≈ 〈1 + ikζn +
(ikζn)

2

2!
〉 ≈ 1 − 1

2
k2τΓ . (1.18)Substituindo esses resultados na equação (1.16), obtemos

gn+1(k) ≈ gn(k) + τ
(
ik〈f(xn)eikxn〉 − 1

2
k2Γgn(k)

)
. (1.19)9



Usando
ik〈F (x)eikx〉 = 〈F (x)

d

dx
eikx〉 = −

∫ ∞

−∞
eikx d

dx
[F (x)ρn(x)]dx (1.20)

−k2〈eikx〉 = 〈 d
2

dx2
eikx〉 =

∫ ∞

−∞
eikx d

2

dx2
ρn(x)dx (1.21)podemos expressar a equação (1.19) na forma

∫ ∞

−∞
eikxn+1ρn+1dxn+1 =

∫ ∞

−∞
eikxnρndxn − τ

∫ ∞

−∞
eikx d

dxn
[F (xn)ρn]dxn

+
τΓ

2

∫ ∞

−∞
eikx d

2

dx2
ρndxn , (1.22)que nos onduz a equação

∫ ∞

−∞
eikxn

{
ρn+1 − ρn

τ
+

d

dxn
[F (xn)ρn] − τΓ

2

d2

dx2
ρn

}
dxn = 0 . (1.23)Da equação (1.23), temos

ρn+1 − ρn

τ
= − d

dxn

[F (xn)ρn] +
τΓ

2

d2

dx2
ρn. (1.24)Essa equação no limite de τ → 0 e usando ρ(x, t) ao invés de ρn, hegamos a

∂

∂t
ρ(x, t) = − ∂

∂x
[F (x, t)ρ(x, t)] +

Γ

2

∂2

∂x2
ρ(x, t) (1.25)que dá a evolução temporal da densidade de probabilidade ρ(x, t), em que

F (x, t) é a força externa apliada ao sistema e ρ(x, t) está relaionada om aonentração ou om a densidade de probabilidade. Esta é uma equação dedifusão também onheida omo equação de Fokker-Plank.A equação (1.25) pode formalmente ser esrita omo
∂

∂t
ρ(x, t) =

∂

∂x

[
D ∂

∂x
ρ(x, t) − F (x, t)ρ(x, t)

]
, (1.26)em que D é o oe�iente de difusão, aqui onsiderado onstante, F (x, t)representa uma força externa atuando no sistema e ρ(x, t) representa umadensidade de probabilidade. Na equação (1.26), identi�amos o termo

J(x, t) = −D ∂

∂x
ρ(x, t) + F (x, t)ρ(x, t), (1.27)10



de tal modo que podemos reesrevê-la omo
∂

∂t
ρ(x, t) +

∂

∂x
J(x, t) = 0. (1.28)a equação (1.28) é a equação de ontinuidade para a nossa densidade de pro-babilidade ρ(x, t), em que J(x, t) representa a densidade de orrente. Assim,levando em onta as ondições em que ∫ dxρ(x, t) = cte, analisamos onside-rando duas situações: (i) na ausênia de força externa e (ii) presença de umaforça externa linear. No primeiro aso nos leva a uma distribuição gaussianano segundo aso, temos a presença de uma solução estaionária devido aopotenial assoiado à força externa esolhida.Na ausênia de força externa, temos

∂

∂t
ρ(x, t) = D ∂2

∂x2
ρ(x, t) . (1.29)Utilizando as transformadas de Fourier e Laplae, onsiderando a ondiçãoiniial ρ(x, 0) = δ(x), a equação aima �a dada por

ρ(k, s) =
1

s+ Dk2
. (1.30)Invertendo as transformadas, hegamos na solução desejada:

ρ(x, t) =
e−

x2

4Dt√
4πDt

(1.31)(veja �gura 1.1). Da distribuição aima, obtida da equação (1.29), podemosalular o segundo momento, que para nós desempenha um papel importante.De fato, ao onheermos o segundo momento podemos obter a variânia eonseqüentemente saber omo a distribuição alarga-se. Neste aso, temos
〈x2〉 = 2Dt. Essa linearidade do omportamento do segundo momento omrelação ao tempo será o que araterizará um proesso difusivo usual.

11
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Figura 1.1: Densidade de probabilidade ρ(x, t) versus x para valores típiosde t om D = 1 (1.31).
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Nesse ponto, onsideraremos a presença da força F = −kx e as on-seqüênias que surgem desta esolha. A equação de difusão nesta situação�a dada por
∂

∂t
ρ(x, t) = D ∂2

∂x2
ρ(x, t) − ∂

∂x
[kxρ(x, t)] . (1.32)Para resolvermos essa equação, vamos empregar o método de separação devariáveis. Assim sendo, vamos onsiderar que a nossa solução possa ser esritaomo

ρ(x, t) =
∑

n

ψn(x)φn(t) , (1.33)em que ψn(x) é obtida da equação espaial e φn(t) da equação que envolvea variável temporal. Dessa forma, substituindo a equação (1.33) em (1.32) eusando as propriedades de ortogonalidade inerentes a estas funções, obtemos
D d2

dx2
ψn(x) − d

dx
[kψn(x)] = −λnψn(x) (1.34)e

d

dt
φn(t) = −λnφn(t) . (1.35)Após alguns álulos, é possível mostrar que

ψn(x) = e−
k

2D
x2Hn



√

k

2D x


 , (1.36)

λn = 2nk e φn(t) = φn(0)e−λnt onde Hn é o polin�mio de Hermite. Utili-zando os resultados enontrados na equação (1.36) e usando novamente aspropriedades de ortogonalidade obtemos que
ρ(x, t) =

∫ ∞

−∞
ρ̃(ξ)G(x, ξ, t)dξ

G(x, ξ, t) =

√
k

2Dπ
∞∑

n=0

e−
kx2

2D
−2nkt

2nΓ(n+ 1)
Hn



√

k

2D ξ


Hn



√

k

2D x


 ,(1.37)para uma ondição iniial genéria do tipo ρ(x, 0) = ρ̃(x) onde a soluçãoenontrada nos da uma polin�mio de Hermite. Da equação aima, podemos13



veri�ar dois fatos importantes. O primeiro deles onsiste na presença deuma situação estaionária. Fato esse que sugere a possibilidade de usarmos oprinípio de entropia máxima para obtermos soluções exatas ou aproximadas,já que podemos onetar esta distribuição a um ontexto termoestatístio.O segundo fato relaiona-se om o segundo momento, que agora omporta-seda seguinte forma:
〈x2〉 =

D
k

(
1 − e−2kt

)
. (1.38)Note que esta forma difere do aso anterior devido a presença da forçaexterna. Em partiular, da equação (1.38) vemos que quanto maior for kmais rápido o segundo momento �a onstante (veja �gura (1.2)) indiandoque nesta situação a distribuição estaionária é atingida om maior rapideztambém.
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Figura 1.2: Comportamento do segundo momento 〈x2〉 versus t para valorestipios de k (1.38) 14



Nos apítulos que seguem, investigaremos possíveis extenções da equaçãode difusão. Basiamente, analisaremos as situação que envolvem presença dederivaras fraionárias tanto na variável espaial omo na variável temporale/ou situações que empregam termos não lineares.

15



Capítulo 2Equação de difusão fraionárialinear
Neste apítulo, vamos abordar algumas equações de difusão que em-pregam derivadas fraionárias na variável temporal ou na variável espaial,usualmente empregadas na desrição de proessos difusivos an�malos. Comoveremos, o uso de derivadas fraionárias na variável temporal nos leva a umadifusão an�mala om o segundo momento �nito, i.e., 〈x2〉 ∝ tα; em ontrasteom a derivada fraionária apliada na variável espaial, que resulta em umadifusão an�mala ujo segundo momento não é �nito. Em ambos os asos,usaremos o formalismo de aminhantes aleatórios desrito no apítulo ante-rior para explorar as impliações obtidas pelo uso de derivadas fraionáriasna equação de difusão. Deixaremos para o apítulo seguinte as extensõesque ontemplam situações em que ambas as derivadas apareem juntas namesma equação om a presença de termos de fonte.

16



2.1 Derivadas fraionárias apliadas à variáveltemporalComeçaremos nosso estudo onsiderando a seguinte equação fraionária deFokker-Plank:
∂γ

∂tγ
ρ(x, t) = D ∂2

∂x2
ρ(x, t) − ∂

∂x
[F (x, t)ρ(x, t)] , (2.1)em que o operador ∂γ/∂tγ representa o operador de derivada fraionária deCaputo, apliado neste aso à variável temporal. Este operador é de�nidoomo

∂γ

∂tγ
ρ(x, t) =

1

Γ (n− γ)

∫ t

0
dt′

ρ(n)(x, t′)

(t− t′)γ+1−n
, (2.2)om n − 1 < γ < n e ρ(n)(x, t) é a n-ésima derivada de ρ(x, t) em relaçãoao tempo. Temos ainda a presença do termo de força externa F (x, t) e dooe�iente de difusão D, que iniialmente onsideraremos onstante. Mais afrente, veremos situações nas quais D poderá apresentar uma dependênia,por exemplo, om o espaço e om o tempo. Ainda om relação à equação(2.1), vale omentar que esta equação generaliza a equação usual de difusão,onforme vimos aima, mediante a presença do operador fraionário atuandona variável temporal, e que para γ = 1 reuperamos a equação usual dedifusão. Com o intuito de mostrar que a distribuição ρ(x, t) na equação (2.1)é normalizável, vamos reesrevê-la na forma

∂γ

∂tγ
ρ(x, t) − ∂

∂x
J (x, t) = 0 , (2.3)ou seja, na forma de uma equação de ontinuidade, om

J (x, t) = D ∂

∂x
ρ(x, t) − F (x, t)ρ(x, t) . (2.4)A normalização é veri�ada quando integramos a equação (2.3) sobre todoo espaço e onsideramos que J (x = ±∞, t) = 0, pois estamos assumindoque ρ(x = ±∞, t) = 0. Assim, esta importante propriedade das densidades17



de probabilidades ontinua válida mesmo om a presença do operador dederivada fraionária do tipo Caputo.Voltando à análise das soluções da equação (2.1), faremos desenvolvimen-tos para esta equação onsiderando diferentes situações para o oe�iente dedifusão D, para a força externa F (x, t) e para as ondições de ontorno. Ini-ialmente onsideraremos uma situação araterizada pela ausênia de forçaexterna, om D onstante e a ondição iniial ρ(x, 0) = ρ̃(x). Como ondiçãode ontorno vamos onsiderar iniialmente ρ(x = ±∞, t) = 0. Devido a estasonsiderações, a equação a ser resolvida é
∂γ

∂tγ
ρ(x, t) = D ∂2

∂x2
ρ(x, t) , (2.5)sujeita às já referidas ondições de ontorno e iniial. Tal situação é melhortrabalhada se �zermos uso de transformadas integrais. Realmente, empre-gando as transformadas de Fourier e Laplae na equação (2.5), obtemos

ρ(k, s) =
ρ(k, 0)

s+ Ds1−γk2
, (2.6)om 0 < γ < 1, em que empregamos o resultado

L
{
∂γ

∂tγ
ρ(x, t)

}
= sγρ(x, s) +

i−1∑

i=0

sγ−i−1

[
∂γ−1−i

∂tγ−1−i
ρ(x, t)

]

t=0

, (2.7)que é válida para n− 1 < γ < n. Agora, para obtermos a solução desejada,temos que inverter ambas as transformadas. Realizando iniialmente a inver-são da transformada de Fourier e levando em onta o teorema de onvolução,obtemos
ρ̂(x, s) =

∫ ∞

−∞
dx′ρ̃(x− x′)G(x′, s) (2.8)em que

G(x, s) =
1

2s

(
sγ

D
) 1

2

exp



−
(
sγ

D
) 1

2

|x|


 . (2.9)Observando a equação (2.8), vemos que G(x, s) é a função de Green asso-iada à ondição iniial onsiderada. Por sua vez, para invertermos a trans-formada de Laplae faremos uso do seguinte proedimento: relaionaremos18



a transformada de Laplae om a transformada de Mellin, inverteremos estatransformada (Mellin) mediante a identi�ação do integrando da operaçãoinversa desta transformada om o integrando das funções H de Fox, obtendoentão ρ(x, t). Nesses álulos, usamos o fato de que as funções de Fox sãode�nidas omo [29℄Hm n
p q

[
x
∣∣∣(a1,A1),(a2,A2),···,(ap,Ap)
(b1,B1),(b2,B2),···,(bq ,Bq)

]
=

1

2πi

∫

L
ds χ(s)xs

χ(s) =

∏m
i=1 Γ (bi − Bis)

∏n
i=1 Γ (1 − ai + Ais)∏q

i=m+1 Γ (1 − bi +Bis)
∏p

i=1+n Γ (ai − Ais)
. (2.10)Apliando o proedimento disutido aima, após alguns álulos é possívelmostrar que as transformadas de Laplae e de Mellin estão relaionadas umaom a outra por meio de

ρ(x, s′) =
1

Γ (1 − s′)

∫ ∞

0
ds s−s′ρ(x, s) , (2.11)em que ρ(x, s′) representa a função transformada em Mellin e ρ(x, s) repre-senta a função transformada em Laplae. Lembrando que a transformada deMellin é de�nida omo

ρ(x, s′) =
∫ ∞

0
dt ts

′−1ρ(x, t)
(
ρ(x, t) =

1

2πi

∫

L
ρ(x, s′)t−s′ds′

)
. (2.12)Desta forma, utilizando a relação (2.11) na equação (2.9) obtemos

G(x, s′) =
1

γ|x|

(
|x|√
D

) 2
γ

s′ Γ
(
1 − 2

γ
s′
)

Γ (1 − s′)
. (2.13)A partir de onde, após a inversão da transformada de Mellin, obtemos que

G(x, t) =
1√

4πDtγ
H2 0

1 2

[
x2

4Dtγ
∣∣∣∣
(1− γ

2
,γ)

( 1
2
,1) (0,1)

]
. (2.14)(nas �guras (2.1) e (2.2) ilustramos o omportamento de G(x, t) para va-lores típios de γ). Este resultado da equação (2.14) é obtido mediante aomparação direta entre a integral de inversão de Mellin

G(x, t) =
1

2πi

∫

L
G(x, s′)t−s′ds′ (2.15)19



e a forma integral das funções H de Fox anteriormente representadas pelarelação (2.10). Com base nesses resultados onluímos que nossa solução é
ρ(x, t) =

1√
4πDtγ

∫ ∞

−∞
dx′ρ̃(x′) H2 0

1 2

[
(x− x′)2

4Dtγ
∣∣∣∣
(1− γ

2
,γ)

(1
2
,1) (0,1)

]
. (2.16)
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Antes de onsiderarmos o aso em que o sistema está on�nado a umaregião que possui barreiras absorventes, re�etoras ou uma ombinação deambos os asos, vamos analisar a situação em que as ondições de ontornosão dadas por ρ(0, t) = ρ(∞, t) = 0. Este aso é uma situação intermediáriaentre o enário analisado anteriormente e uma região on�nante. Nesta situa-ção, o melhor proedimento que podemos utilizar para resolver a eq .(2.5)onsiste em usar transformadas de Fourier do seno para que as ondiçõesde ontorno naturalmente sejam inorporadas durante o álulo da solução.Assim, apliando a transformada de Fourier do seno na eq . (2.5), obtemos
dγ

dtγ
ρ(k, t) = −k2Dρ(k, t) , (2.17)uja solução é dada por

ρ(k, t) = ρ(k, 0)Eγ(−k2Dtγ) , (2.18)em que Eα(t) =
∑∞

n=0 t
n/Γ (nα + 1) é a função de Mittag-Le�er. Invertendoa transformada de Fourier do seno, temos

ρ(x, t) =
∫ ∞

−∞
dx′ρ̃(x′)G(x, x′, t)

G(x, x′, t) =
1√

4πDtγ

[ H2 0
1 2

[
(x− x′)2

4Dtγ
∣∣∣∣
(1− γ

2
,γ)

( 1
2
,1) (0,1)

]

− H2 0
1 2

[
(x+ x′)2

4Dtγ
∣∣∣∣
(1− γ

2
,γ)

( 1
2
,1) (0,1)

]]
. (2.19)Vamos agora onsiderar situações nas quais há a presença de barreirasabsorventes e re�etoras no sistema. Para estes asos a apliação de transfor-madas integrais não é, ao ontrário do aso anterior, apropriada. De fato, aimposição de ondições de ontorno �nitas faz neessário o emprego de outrosmétodos para enontrarmos a solução desejada. Considerando iniialmente oaso de barreiras absorventes, ou seja, situação na qual ρ(0, t) = ρ(L, t) = 0,faremos uso de uma transformada �nita no intervalo 0 < x < L. Com aondição de ontorno em mente vamos onsiderar que a solução prouradapossa ser esrita em termos de uma série em senos de Fourier. Assim, a série

ρ(x, t) =
∞∑

n=1

Bn(t)sen
(
nπ

L
x
)
, (2.20)22



om
Bn(t) =

2

L

∫ L

0
dx sen

(
nπ

L
x
)
ρ(x, t) , (2.21)é apropriada para o tratamento deste aso, pois satisfaz a ondição de on-torno. Substituindo a equação (2.20) na equação (2.5), multipliando ambosos lados por sen(nxπ/L), integrando desde 0 a L e identi�ando Bn(t), veri-�amos que

dγ

dtγ
Bn(t) = −n

2π2

L2
DBn(t) . (2.22)Para resolver a equação aima apliaremos uma transformada de Laplae,permitindo-nos uma lara identi�ação do resultado a ser invertido om asfunções de Mittag-Le�er Eα(x). Então, após alguns álulos, podemos mos-trar que

Bn(t) = Bn(0)Eγ

(
−n

2π2

L2
Dtγ

)
. (2.23)Agora, onsiderando uma ondição iniial do tipo ρ(x, 0) = ρ̃(x) e utilizandoo resultado aima em (2.20) hegamos a

ρ(x, t) =
∫ L

0
dx′ G(x, x′, t)ρ̃(x′)om

G(x, x′, t) =
2

L

∞∑

n=1

sen
(
nπ

L
x′
)
sen

(
nπ

L
x
)Eγ

(
−n

2π2

L2
Dtγ

)
. (2.24)Por sua vez, para o aso de barreiras re�etoras, onde no ontorno devemoster ∂xρ|x=0 = ∂xρ|x=L = 0, onsideramos que a solução possa ser expressaem termos de uma série em ossenos de Fourier. Assim, apliando o mesmoproedimento do aso anterior, obtemos que

ρ(x, t) =
1

L

∫ L

0
dx′ρ̃(x′) +

∫ L

0
dx′G(x, x′, t)ρ̃(x′)om

G(x, x′) =
2

L

∞∑

n=1

cos
(
nπ

L
x′
)
cos

(
nπ

L
x
)Eγ

(
−n

2π2

L2
Dtγ

)
. (2.25)23



Neste ponto, é interessante observar que para esta situação podemos obteruma solução estaionária. De fato, onsiderando t → ∞ na solução aimahegamos em
ρ(x, t → ∞) ∼ 1

L

∫ L

0
dx′ρ̃(x′) ,pois Eγ(−n2π2Dtγ/L2) → 0 quando t → ∞ . Isto se veri�a devido ao fatode que a função Eα(x) no intervalo de γ onsiderado é uma função que deaide forma monot�nia sem apresentar osilações.Voltemos nossa atenção para a forma do segundo momento obtido paraa equação (2.5), a partir da qual disutimos os três asos preedentes. Comofoi menionado no apítulo anterior, o segundo momento rotula um proessodifusivo omo an�malo ou usual. Para a situação que aqui está em onside-ração, ou seja, aquela na qual há a presença de derivadas não inteiras navariável temporal de uma equação de difusão, o segundo momento se mostrana forma de uma potênia de t, ou seja, 〈x2〉 ∝ tγ . Além disso, é marantea forma om que a presença do operador de Caputo altera a distribuiçãode tempo de espera w(t). Nesse sentido, utilizando os oneitos de ami-nhantes aleatórios anteriormente disutidos, hegamos a uma distribuição deprobabilidades para a parte temporal da forma

w(t) =
1

τ0

(
t

τ

)γ−1 Eγ,γ

(
− tγ

τγ

)
, (2.26)em que τ é um tempo araterístio e Eα,β(t) é a função de Mittag-Le�ergeneralizada Eα,β(t) =

∞∑

n=0

tn

Γ (nα + β)
. (2.27)Vemos que agora a distribuição apresenta uma dependênia om o parâmetro

γ, que pode dar forma tanto a proessos subdifusivos quanto a superdifusi-vos. Assim, a presença de operadores difereniais fraionários na equação dedifusão representa uma situação na qual as distribuições de probabilidadespara o tempo e para o espaço, que emergem da abordagem de aminhantesaleatórios, são alteradas, ou seja, a difusão oorre de forma an�mala. Nesseaso em partiular, a alteração oorreu apenas na distribuição de tempos, já24



que a derivada fraionária foi apliada na variável temporal. Mais a frente,veremos a alteração ausada na distribuição de saltos quando da apliaçãode derivadas fraionárias na variável espaial.Vejamos agora o aso em que o oe�iente de difusão é dado por D(x, t) =

D|x|−θ. Cabe menionar aqui que essa dependênia espaial no oe�ientede difusão tem sido empregada na investigação de, por exemplo, sistemasturbulentos e difusão em fratais. Ainda onsiderando F (x, t) = 0 na equação(2.1) e utilizando transformadas integrais de�nidas anteriormente, podemosmostrar que
ρ(x, t) =

2 + θ

2Γ
(

1
2+θ

)
[

1

(2 + θ)2Dtγ
] 1

2+θ H2 0
1 2

[
|x|2+θ

(2 + θ)2Dtγ
∣∣∣∣
(1− γ

2+θ
,γ)

(1− 1
2+θ

,1) (0,1)

]
,(2.28)observando que para γ = 1 e θ = 0 reuperamos a solução gaussiana obtidapara o aso usual. Se, além desta dependênia do oe�iente de difusão omo espaço, tivermos a presença de uma força externa do tipo linear, ou seja,

F (x) = −kx, obteremos mediante separação de variáveis o resultado
ρ(x, t) =

∫ ∞

0
dξρ̃(ξ)ξ−θ−1G(x, ξ, t)

G(x, ξ, t) =

[
k

(2 + θ)D

]− (1+θ)
(2+θ) ∞∑

n=0

e−
k|x|2+θ

(2+θ)D L− 1+θ
2+θ

n

(
k|ξ|2+θ

(2 + θ)D

)

× Γ(1 + n)

Γ(1 + n− a)
L− 1+θ

2+θ
n

(
k|x|2+θ

(2 + θ)D

)Eγ (−(2 + θ)nktγ) ,(2.29)em que Lα
n(x) são os polin�mios assoiados de Laguerre e λn = (2 + θ)nk.Da disussão feita aima, perebemos que são pouos os poteniais ujapresença na equação de difusão nos onduz a uma solução exata expressaem termos de funções espeiais onheidas. Dessa forma, na maioria dassituações somos obrigados a fazer aproximações da situação original devido adi�uldade de enontrarmos uma solução em forma fehada. Nesse sentido,é interessante obter a equação integral relativa à equação (2.1) que tornapossível uma solução reursiva na forma de uma abordagem perturbativaque pode ser relevante na análise do problema. Assim, vamos reesrever aequação (2.1) omo

∂γ

∂tγ
ρ(x, t) = D ∂2

∂x2
ρ(x, t) − α(x, t) , (2.30)25



om
α(x, t) =

∂

∂x
[F (x, t)ρ(x, t)] . (2.31)Empregando transformadas de Fourier e Laplae na equação (2.30) obtemos

ρ(k, s) =
ρ(k, 0)

s+ Ds1−γk2
− α(k, s)

s+ Ds1−γk2
. (2.32)A inversão dessas transformadas fornee

ρ(x, t) = ρ(0)(x, t) −
∫ t

0
dt′
∫ ∞

−∞
dx′Gγ(x− x′, t− t′)α(x′, t′) , (2.33)om

Gγ(x, t) =
1√

4πDtγ
H2 0

1 2

[
x2

4Dtγ
∣∣∣∣
(1− γ

2
,γ)

( 1
2
,1) (0,1)

]
. (2.34)Substituindo α(x, t) na equação (2.33) obtemos, via integração por partes,

ρ(x, t) = ρ(0)(x, t)

+
∫ t

0
dt′
∫ ∞

−∞
dx′G(2)

γ (x− x′, t− t′) [F (x′, t′)ρ(x′, t′)] , (2.35)em que
G(2)

γ (x, t) =
d

dx
Gγ(x, t)

=
1√
πDtγ

H2 1
2 3

[
x2

4Dtγ
∣∣∣∣
(0,2) (1− γ

2
,γ)

( 1
2
,1) (0,1) (1,2)

]
. (2.36)A equação (2.35) é a forma integral orrespondente a equação (2.1) e podeser empregada no álulo da in�uênia de uma força externa apliada aosistema.2.2 Equação de Difusão: derivadas fraioná-rias no espaçoAté o presente momento tratamos apenas de situações em que foram em-pregadas derivadas fraionárias na variável temporal, de modo que à luz da26



abordagem de aminhantes aleatórios, obtivemos alterações somente na fun-ção distribuição de tempos de espera w(t). Além disso, vimos que as soluçõesobtidas forneiam segundos momentos �nitos, embora não fossem, omo noaso usual, lineares om o tempo. O emprego de derivadas fraionárias navariável espaial é representativo de uma situação em que o segundo mo-mento diverge. Esse omportamento é araterístio de distribuições do tipoLévy que têm sido apliadas, por exemplo, no estudo de sistemas aótios, nadesrição de transporte em plasma turbulento, no movimento bateriano etambém em estudos de eonofísia. Não entraremos em mais detalhes aerado emprego de distribuições do tipo Lèvy em sistemas que apresentam om-portamento aótio pois isto transende os objetivos desta dissertação.Iniiaremos om a observação de que a distribuição de Lévy
Lµ(x, t) =

∫ ∞

−∞

dk

2π
e−ikx−|k|µDt (2.37)é solução da equação de difusão

∂ρ

∂t
= D ∂µρ

∂|x|µ − ∂

∂x
[F (x, t)ρ(x, t)] , (2.38)quando onsideramos a ausênia de força externa onde o modulo de x é parapreservamos o sinal positivo na derivada. Para demonstrarmos esse resultado,basta utilizarmos o fato de que F{∂µ

|x|ρ(x, t)} ≡ −|k|µρ(k, t), em que
F{ρ(x, t)} =

∫ ∞

−∞

dx√
2π
eikxρ(x, t) (2.39)é a transformada de Fourier. Essa onsideração onduz a ρ(x, t) = Lµ(x, t)

ρ(x, o) = δ(x) (veja a �gura (2.3)). Nesse ontexto, apliando o proedimentodo apítulo anterior relativo a aminhantes aleatorios equação (2.38) obtemosque a distribuição relaionada ao omprimento dos saltos é agora dada por
λ(k) = 1 − σµ|k|µ om σµ = D/τµ, para a qual reuperamos o aso usualom µ = 2. Esta distribuição apresenta omportamento assintótio de audalonga, ou seja, saltos longos possuem uma maior probabilidade de oorreremquando omparados om o aso usual.27
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Ainda na ausênia de força externa, vamos onsiderar agora que o oe�ien-te de difusão apresenta dependênia temporal do tipo D(t) = Dtα−1/Γ(α) eque o mesmo esteja onvoluído om a distribuição ρ(x, t) omo segue
∂

∂t
ρ(x, t) =

∫ t

0
dtD(t− t)

∂2

∂x2
ρ(x, t) . (2.40)Para resolver essa equação, assim omo nos asos anteriores, podemos utilizartransformadas integrais e propriedades das funções de Mittag-Le�er e de Foxpara dada ondição de ontorno e ondição iniial ρ(x, 0) = δ(x), que nosonduzem a seguinte solução

ρ(x, t) =
π

µ|x|H2 1
3 3


 |x|

(Dtα+1)
1
µ

∣∣∣∣∣

(1, 1
µ) (1, α+1

µ ) (1, 1
2)

(1,1) (1, 1
µ) (1, 1

2)


 (2.41)(veja Fig.2.3). Por outro lado, se onsiderarmos D(t) = Dδ(t) na equação(2.40) e F (x) = −kx, obtemos empregando método semelhante ao do asoanterior, a solução

ρ(x, t) =
1

µ|x|H2 2
1 1



(
αµ

D(t)

) 1
µ

|x|
∣∣∣∣∣

(1, 1
µ) (1, 1

2)

(1,1) (1, 1
2)


 , (2.42)em que D(t) = D[1 − exp(−αµt)] . Vamos analisar agora a equação (2.38)para uma ondição iniial do tipo ρ(x, 0) = ρ̃(x). Repetindo o proedimentoempregado aima, obtemos tomando a transformada de Laplae e Fourier daequação (2.38),

ρ(k, s) =
ρ(k, 0)

s+ D|k|µ . (2.43)Invertendo a equação aima hegamos a
ρ(x, t) =

∫ ∞

−∞
dx′Gµ(x− x′, t− t′)ρ̃(x′) (2.44)em que Gµ(x, t) = Lµ(x, t). E a equação integral assoiada a equação (2.38)é

ρ(x, t) = ρ(0)(x, t) −
∫ t

0
dt′
∫ ∞

−∞
dx′G(2)

µ (x− x′, t− t′)F (x′, t′)ρ(x′, t′) ,(2.45)29



em que
G(2)

µ (x, t) = − d

dx
Lµ(x, t)

=
∫ ∞

0

dk

π
ksen(kx)e−tD|k|µ . (2.46)A equação (2.45) é justamente a equação integral orrespondente à equação(2.38) que pode ser usada para alular perturbativamente a in�uênia deuma força externa qualquer apliada ao sistema.Neste apítulo, investigamos as equações que empregam derivadas fraio-nárias tanto na variável temporal omo na espaial. Para ada uma dessasequações, usando o formalismo de aminhantes aleatórios, mostramos omotais derivadas afetam o nosso aminhante, seja no tempo entre saltos ouno tamanho om que os saltos são dados. De fato, ao usarmos a derivadafraionária temporal alteramos o tempo entre saltos e no aso da derivadafraionária espaial alteramos a distribuição do omprimento desses saltos.No apítulo que segue, analisaremos as alterações que são obtidas ao inor-porarmos um termo absorvente e um termo de força externa.
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Capítulo 3Equação de difusão fraionárialinear: termo absorvente e forçaexterna
Continuando os desenvolvimentos feitos apítulo anterior, vamos dediareste apítulo a análise da seguinte equação de difusão fraionária [25℄

∂γ

∂tγ
ρ(x, t) = D ∂µ

∂|x|µ ρ(x, t) − ∂

∂x
[F (x)ρ(x, t)]

−
∫ t

0
dt′α(t− t′) ρ(x, t′) , (3.1)em que D é o oe�iente de difusão, F (x) é a força externa, α(t) é um termoabsorvente (ou fonte) relaionado a um proesso de reação que pode estaroorrendo no sistema. De forma análoga aos asos analisados anteriormente,a derivada fraionária temporal é do tipo Caputo e a derivada fraionáriaapliada a variável espaial é do tipo Riesz-Weyl [21℄. Assim, omeçaremosnossa disussão pelo aso araterizado por um termo absorvente do tipo

α(t) = αtβ−1/Γ(β) sem a presença de forças externas. Depois, inorporare-mos uma força externa do tipo F (x) = −Kx em nossa análise. De formaanaloga as situações estudadas anteriormente, as soluções serão expressasem termos das funções H de Fox e em alguns asos relaionadas om asdistribuições do tipo Lévy. 31



3.1 Equação de difusão fraionária linear e termoabsorventeVamos iniialmente abordar a equação (3.1) na presença do termo absorvente(fonte) α(t) = αtβ−1/Γ(β), sem a presença de forças externas. Nesse aso, aequação (3.1) assume a forma
∂γ

∂tγ
ρ(x, t) = D ∂µ

∂|x|µ ρ(x, t)

− α

Γ(β)

∫ t

0
dt′(t− t′)β−1 ρ(x, t′) (3.2)om 0 < γ ≤ 1, 0 < β ≤ 1, e 0 < µ ≤ 2. Esta equação estende a equação dedifusão usual pela presença das derivadas fraionárias e pelo termo absorventeque enontra-se onvoluido om a distribuição. A equação (3.2) similar asequações fraionárias estudadas anteriormente, também pode ser obtida doformalismo de aminhadas aleatórias usando o proedimento apresentadoem [30℄ om uma esolha adequada para o termo que vai originar o termo dereação presente na equação (3.2).As soluções que vamos obter para a equação (3.2) serão aquelas que sa-tisfazem a ondição de ontorno ρ(±∞, t) = 0 e a ondição iniial do tipo

ρ(x, 0) = ρ̃(x) om ρ̃(x) sendo uma função integrável. Dessa forma, empre-gando a transformada de Fourier (F{ρ(x, t)} =
∫∞
−∞ ρ(x, t)e−ikxdx = ρ̂(k, t)e F−1{ρ̂(k, t)} = 1

2π

∫∞
−∞ ρ̂(k, t)eikxdk = ρ(x, t) e a transformada de La-plae (L{ρ(x, t)} =

∫∞
0 ρ(x, t)e−stdt = ρ̃(x, s) e sua inversa L−1{ρ̃(x, s)} =

1
2πi

∫ δ+i∞
δ−i∞ ρ(x, t)estds = ρ(x, t)), podemos simpli�ar a equação (3.2), que éuma equação integro-diferenial, na equação algébria

sγ ̂̃ρ(k, s) − sγ−1ρ̂(k, 0) = −D |k|µ ̂̃ρ(k, s) − αs−β ̂̃ρ(k, s). (3.3)A solução da equação aima é dada por
̂̃ρ(k, s) =

̂̃G(k, s)ρ̂(k, 0)

̂̃G(k, s) =
sγ−1

sγ + D |k|µ + αs−β
(3.4)em que ρ̂(k, 0) é a transformada de Fourier da ondição iniial e ̂̃G(k, s) é afunção de Green da equação (3.2) no espaço de Fourier-Laplae levando em32



onta a ondição de ontorno aima. Observe que para γ = 1, µ = 2 e α = 0reuperamos a função de Green da equação de difusão usual neste espaço.Para alular a transformada inversa de Laplae e Fourier da equação (3.4),empregaremos o proedimento apresentado em [31℄ que apresenta de formadetalhada uma expliação de omo podemos obter expansões em séries queontém funções H de Fox. Apliando esse proedimento, obtemos
ρ(x, t) =

∫ ∞

−∞
dxρ(x)G(x− x, t),

G(x, t) =
∞∑

n=0

(−αtγ+β)n

2µ
√
πn!(Dtγ) 1

µ

H2 1
2 3



 |x|
2(Dtγ) 1

µ

∣∣∣∣∣∣

(1− 1
µ

, 1
µ) (1+(γ+β)n− γ

µ
, γ
µ)

(0, 1
2) (1+n− 1

µ
, 1
µ) ( 1

2
, 1
2)


 ,(3.5)em que Hm n

p q

[
x
∣∣∣(a1,A1),···,(ap,Ap)
(b1,B1),···,(bq ,Bq)

] é a função de H Fox de�nida no Cap.2 (equa-ção (2.10)). A equação (3.5) pode ser relaionada om vários resultadospresentes na literatura [32, 33, 34℄ obtidos para equações de difusão fraio-nárias na ausênia de termos absorventes (fonte). Em partiular, um delesé o resultado apresentado em [32℄ para equações de difusão bifraionáriasque orresponde a equação (3.5) om α = 0. Note que a função de Greenobtida aima nos onduz a um espalhamento (progação) an�malo da ondi-ção iniial devido a presença das derivadas fraionárias e o termo absorventeque também induz um efeito de memória. Esse fato pode ser veri�ado,por exemplo, analisando o segundo momento da equação (3.5) para o asopartiular µ = 2. De fato, Nessa situação ele �a dado por
〈x2〉 = 2DtγE(1)

β+γ,1−β

(
−αtγ+β

) (3.6)para uma ondição iniial do tipo ρ(x, 0) = δ(x), em que E(1)
α,β(x) é primeiraderivada da função de Mittag-Le�er generalizada [21℄ (veja as �guras 3.1 e3.2). A presença da função H de Fox na equação (3.5) e o omportamentodiferente do usual apresentado pelo segundo momento podem ser assoiadosàs mudanças produzidas na densidade de probabilidade dos tempos de saltospela derivada fraionária temporal, que para este aso tem um omporta-mento de auda longa em omparação om o aso usual. Inorporando µ 6= 2ao aso anterior, produzimos mudanças na densidade de probabilidade do33
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tamanho om que os saltos são feitos. Nesse aso,o segundo momento daequação (3.5) diverge.Usando o resultado anterior e o método das imagens [35℄, podemos ahara solução quando a ondição de ontorno é de�nida em um intervalo semi-in�nito, i.e., ρ(0, t) = ρ(∞, t) = 0. Em partiular, a solução que leva emonta essa ondição de ontorno, na presença de um termo absorvente e aondição iniial ρ(x, 0) = δ(x− ξ), é dada por
ρ(x, t) =

1

2µ
√
π(Dtγ) 1

µ

×


H2 1

2 3


 |x− ξ|

2(Dtγ) 1
µ

∣∣∣∣∣∣

(1− 1
µ

, 1
µ) (1− γ

µ
, γ

µ)

(0, 1
2) (1− 1

µ
, 1
µ) (1

2
, 1
2)




− H2 1
2 3


 |x+ ξ|

2(Dtγ) 1
µ

∣∣∣∣∣∣

(1− 1
µ

, 1
µ) (1− γ

µ
, γ

µ)

(0, 1
2) (1− 1

µ
, 1
µ) ( 1

2
, 1
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 . (3.7)Esse resultado estende resultados enontrados em [36℄ e a distribuição detempo da primeira passagem de tempo para esse aso, usando a de�nição

F(t) = − ∫∞0 ∂ρ(x, t)/∂t empregada em [36℄, é dada por
F(t) =

γξ

µ2
√
πt(Dt)

γ

µ

H2 1
2 3



 ξ

2(Dtγ) 1
µ

∣∣∣∣∣∣

(1− 1
µ

, 1
µ) (1− γ

µ
, γ
µ)

(0, 1
2) (1− 1

µ
, 1
µ) ( 1

2
, 1
2)


 (3.8)que, para tempos longos, tem o omportamento assintótio F(t) ∼ 1/t1+γ/µpara 1 ≤ µ ≤ 2 (veja a �gura 3.3). Ressaltando que a equação (3.8) reuperaa distribuição de tempos de primeira passagem enontrada em [36℄ para umaesolha adequada dos parâmetros µ e γ.Agora, vamos inorporar ao aso anterior a força externa F (x) = −Kx.Para esse aso a equação (3.1) �a dada por

∂γ

∂tγ
ρ(x, t) = D ∂µ

∂|x|µ ρ(x, t) + K ∂

∂x
[xρ(x, t)]

− α

Γ(β)

∫ t

0
dt′(t− t′)β−1 ρ(x, t′) . (3.9)Note que na ausênia do termo absorvente a equação (3.9) tem a soluçãoestaionária dada em termos das distribuições de Lévy. Esse fato é uma36
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araterístia da presença das derivadas fraionárias espaiais presentes naequação de difusão que mudam a densidade de probabilidade assoiada asdistribuições dos omprimentos dos pulos, omo disutido anteriormente. Se-guindo o proedimento empregado previamente, vamos usar as transformadasde Laplae e Fourier para simpli�ar nosso estudo. Usando essas transforma-das integrais a, equação (3.9) pode ser simpli�ada para a seguinte equação
sγ ̂̃ρ(k, s) − sγ−1ρ̂(k, 0) = −|k|µD̂̃ρ(k, s) −Kk d

dk
̂̃ρ(k, s) − αs−β ̂̃ρ(k, s) ,(3.10)em que ρ̂(k, 0) é a transformada de Fourier da ondição iniial. A soluçãodessa equação (onsiderando por, simpliidade ρ̂(k, 0) = 1), é dada por

̂̃ρ(k, s) =
∞∑

n=0

1

n!

(
D|k|µ
µK

)n
sγ−1e−

D|k|µ

Kµ

sγ + αs−β + nµK . (3.11)Invertendo a transformada de Laplae na equação (3.11) obtemos
ρ̂(k, t) =

∞∑

j,n=0

(−αtγ+β)j

n!j!

(
D|k|µ
µK

)n

e−
D|k|µ

Kµ E(j)
γ,1+jβ (−nµKtγ) . (3.12)Na ausênia de termos absorventes a equação (3.12) reupera o resultadoenontrado em [37℄, que é dado por

ρ̂(k, t) =
∞∑

n=0

1

n!

(
D|k|µ
µK

)n

e−
D|k|µ

Kµ Eγ (−nµKtγ) . (3.13)Deve ser observando na equação aima que a função de Mittag-Le�er temum omportamento mon�tonio para os valores do parâmetro γ onsideradosaqui. Assim, para tempos longos a equação (3.13) têm omo limite assintó-tio ρ(k, t) ∼ e−D|k|µ/(Kµ) que é estaionária , i.e., independente do tempo.Apliando a transformada inversa de Fourier nesse limite assintótio, obte-mos
ρ(x, t) ∼ 1

|x| H1 1
2 2



(
µK
D
) 1

µ

|x|
∣∣∣∣∣∣

(1, 1
µ) (1, 1

2)

(1,1) (1, 1
2)


 , (3.14)que é uma distribuição de Lévy. Este último fato sugere um ontexto ter-moestatístio diferente do usual para esse enário (por exemplo, veja [39℄).38



Nessa direção, a presente análise pode ser onsiderada uma adição as aná-lises feitas em [38℄ para as equações de difusão fraionárias. Invertendo atransformada de Fourier na equação (3.12) hegamos a
ρ(x, t) =

∞∑

j,n=0

(−αtγ+β)j

n!j!µ|x| E(j)
γ,1+jβ (−nµKtγ) H1 1

2 2




(
µK
D
) 1

µ

|x|
∣∣∣∣∣∣

(1−n, 1
µ)(1, 1

2)

(1,1) (1, 1
2)


 . (3.15)A equação aima na ausênia de termos de fonte reupera os resultadosenontrados em [11℄ para o aso de um potenial harm�nio e seu omporta-mento assintótio para grandes argumentos (x→ ∞) é dado por

ρ(x, t) ∼
∞∑

j,n=0

(
D
µK

) 1
nµ (−αtγ+β)j

n!j!µ|x|1+nµ
E(j)

γ,1+jβ (−nµKtγ)

×
∞∑

η=0

(
D
µK

) 1
ηµ (−1)η+1

|x|ηµ

Γ (1 + (η + n)µ)

Γ (1 + η)
sin

(
π

2
(η + n)µ

)
. (3.16)Neste apítulo, trabalhamos equações de difusão fraionárias na presençade termos de fonte e força externa. Partiularmente, o termo de fonteenontra-se onvoluído om a distribuição induzindo um efeito de memó-ria. Primeiramente , analisamos o aso araterizado pela ausênia de forçaexterna na presença do termo absorvente α(t) = αtβ−1/Γ(β). Para esse aso,obtivemos soluções exatas e as expressamos em termos da função de Green.A função de Green mostrou possuir um omportamento diferente do usual(Gaussiano) que manifesta-se na forma omo oorre a propagação da ondi-ção iniial. Fato esse que está intimamente onetado om a presença dasderivadas fraionárias presentes na equação de difusão. Nessa direção analisa-mos o omportamento do segundo momento. A seguir, inorporamos a forçaexterna F (x) = −Kx à situação anterior em que temos a presença do termoabsorvente. Para este aso, também, obtivemos soluções exatas e disutimoso aso α = 0. Em partiular, a solução estaionária é do tipo Lévy, sugerindoque o ontexto termoestatístio assoiado a esse enário é diferente do usual.Nesse sentido, os resultados apresentados podem ser onsiderados omo umaextensão das análises feitas em [38℄ para equações de difusão fraionárias.39



No apítulo que segue, estudaremos as equações de difusão fraionárias nãolineares.

40



Capítulo 4Equações de difusão não linearesfraionárias
Neste apítulo, disutiremos algumas soluções partiulares de uma equa-ção de difusão não linear unidimensional onsiderando a presença de deri-vadas fraionárias na variável espaial. Partiularmente, será foo de nossadisussão a equação:
∂ρ

∂t
= D(t)

∂µ′

∂|x|µ′

{
|x|−θργ ∂µ

∂|x|µ
[
|x|−ηρν

]}
− ∂

∂x
[F(x, t)ρ] − α(t)ρµ̄, (4.1)em que o oe�iente de difusão, dado por D(t), é dependente do tempo,F(x, t) é uma força externa apliada ao sistema, dada por F(x, t) = −k(t)x e

α(t) é um termo absorvente ou de fonte o qual tem sua origem, por exemplo,em um proesso que ontenha algum tipo de reação além da difusão. Come-çaremos investigando as soluções da equação aima na presença de termosabsorventes lineares, isto é, om µ̄ = 1. Na seqüênia, estudaremos situaçõesaraterizadas por µ̄ 6= 1 na ausênia de forças externas om um oe�ientede difusão onstante. Nesse aso, obteremos soluções para alguns valorespartiulares dos parâmetros presentes na equação (4.1).
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4.1 Equações não lineares fraionárias om ter-mos absorventes linearesInvestigaremos as soluções dependentes do tempo para a equação (4.1)utilizando o método de similaridade para reduzi-la a uma equação diferen-ial ordinária, observando que a forma explíita da equação que será obtidadepende das ondições de ontorno ou de restrições impostas pelas leis deonservação, omo por exemplo, a ondição de normalização. Assim, vamosonsiderar em nossas investigações soluções do tipo
ρ̄(x, t) =

1

Φ(t)
ρ̃

[
x

Φ(t)

]
, (4.2)em que ρ̄(±∞, 0) = 0.Estas soluções devem satisfazer as ondições de ontorno, iniial e denormalização, quando ᾱ(t) = 0. Antes de analisarmos as soluções da equação(4.1), vamos onsiderar ρ(x, t) = exp

[
− ∫ t

0 dt̃ ᾱ(t̃)
]
ρ̄(x, t), em que ρ̄(x, t) é afunção a ser determinada, sendo dada pela equação (4.2) e µ̄ = 1. Destaforma, deixamos para uma etapa posterior o estudo do aso µ̄ 6= 1 e suassoluções. Apliando estas onsiderações na equação (4.1) obtemos

∂ρ̄

∂t
= D̄(t)

∂µ′

∂|x|µ′

{
|x|−θρ̄γ ∂µ

∂|x|µ
[
|x|−ηρ̄ν

]}
− ∂

∂x
[k(t)xρ̄] , (4.3)om D̄(t) = D(t) exp

[
(ν + γ − 1)

∫ t
0 dt̃ ᾱ(t̃)

]. Agora, empregando a equação(4.2) na equação (4.3) e utilizando z = |x|/Φ(t), obtemos um onjunto deduas equações omo segue:
dµ′

dzµ′

{
z−θρ̃γ(z)

dµ

dzµ

[
z−η ρ̃ν(z)

]}
= k̄

d

dz
[zρ̃(z)] (4.4)e

Φ̇(t) = −k̄D̄(t) [Φ(t)]2−ξ − k(t)Φ(t), (4.5)em que ξ = θ + γ + ν + η + µ + µ′ e k̄ é uma onstante arbitrária que podeser determinada pela ondição de normalização. Resolvendo a equação para42



Φ(t), temos
Φ(t)

Φ(0)
=


1 + k′

t∫

0

dt̃ D̄(t̃) e
(ξ−1)

t∫
0

dt′k(t′)




1
ξ−1

e
−

t∫
0

dt′ k(t′)

, (4.6)em que k′ = (1 − ξ)k̄/[Φ(0)]ξ−1. Podemos pereber que esta equação on-templa a possibilidade de onsiderarmos omo ondição iniial a distribuiçãoom uma determinada largura. Voltando nossa atenção para a equação (4.4),a primeira simpli�ação que podemos fazer nela é efetuar uma integração, oque resulta em
dµ′−1

dzµ′−1

{
z−θρ̃γ(z)

dµ

dzµ

[
z−η ρ̃ν(z)

]}
= k̄zρ̃(z) + C, (4.7)a partir da qual analisaremos várias situações para os parâmetros µ′, µ, θ, γ, η

ν. Em partiular, primeiramente estudaremos o aso µ′ = 1 om e µ, θ, γ, ηe ν arbitrários. Após este estudo, onsideraremos situações que envolvemvalores arbitrários de µ′ e asos partiulares para estes parâmetros. Para quea ondição de ontorno ρ(±∞, t) = 0 seja satisfeita, vamos onsiderar C = 0para todos os asos.Dessa forma, onsiderando µ′ = 1 juntamente om C = 0 a equação (4.7)�a reduzida a
z−θρ̃γ(z)

dµ

dzµ

[
z−ηρ̃ν(z)

]
= k̄zρ̃(z) . (4.8)A equação (4.8) é uma equação de difusão não linear e fraionária, oque torna difíil, ou impossível, empregarmos proedimentos baseados noprinípio da superposição que são omumente usados na obtenção das so-luções das equações difereniais pariais lineares. Assim, iremos propor oansatz1 ρ̃(z) = N z

α
ν (1 + bz)

β
ν omo uma possível solução, observando queesta proposta de solução satisfaz às ondições de ontorno e iniial pertinen-tes ao problema. A seguir apliamos o ansatz na equação (4.8) e utilizamos1Esse método onsiste em utilizarmos as ondições iniial e de ontorno para proporuma estrutura para a solução, a menos de parâmetros adequados.43



a propriedade que é obtida usando a de�nição de derivada fraionária deRiemann-Liouville,
dδ

dzδ

[
zα(1 + bz)β

]
=

Γ(α+ 1)

Γ(α + 1 − δ)

zα−δ

(1 + bz)δ−β
(4.9)om δ = α+ β + 1. Enontramos portanto, os parâmetros α, β e ν presentesno ansatz e na equação de difusão em termos dos demais parâmetros omosegue:

α

ν
=

(1 + θ + µ+ η) (2 + θ + µ)

(γ − 1) (1 + θ + 2µ+ η)
,

β

ν
=

µ (2 + θ + µ)

(γ − 1) (1 + θ + 2µ+ η)
e (4.10)

ν =
(1 − γ) (1 − µ− η)

2 + θ + µ
,om N =

[
Γ(1+α−η)

k̄Γ(1+α−η−µ)

] 1
1−ν−γ . Substituindo esses resultados na solução pro-posta, enontramos

ρ̃(z) = N
[
z

1+θ+µ+η

γ−1 (1 + bz)
µ

γ−1

] 2+θ+µ+η
1+θ+2µ+η

, (4.11)Devemos observar que b = −1 onsiste em uma solução ompata, ao passoque b = 1 nos onduz a uma solução que �obre� todo o espaço. Conseqüen-temente, dependendo da esolha dos parâmetros µ, θ, η e γ, a solução adquireuma auda urta (b = −1) ou longa (b = 1). Em partiular, o último asoestá relaionado om as distribuições do tipo Lévy. De fato, se onsiderarmoso limite assintótio para argumentos grandes na equação (4.11), para o asoaraterizado por uma auda longa, teremos ρ̃(z) ∼ 1/z
2+µ+θ
1−γ .Empregando o proedimento aima, podemos estender a solução enon-trada para o aso araterizado por µ′ 6= 1. Analogamente, utilizando oansatz desrito aima na equação (4.7) om C = 0, obtemos omo solução

ρ̃(z) = Ñ
[
z

θ+µ+µ′+η
1−γ (1 + bz)

µ+µ′−1
1−γ

] θ+2µ′+µ

1−2(µ+µ′)−θ−η

, (4.12)em que γ = (1 − µ− µ′ − θ)/(1 + µ′),
Ñ =

[
Γ(1 + ᾱ− η)

k̄Γ(1 + ᾱ− η − µ)

Γ(1 + (1 + γ
ν̄
)ᾱ− θ − η − µ)

Γ(2 + (1 + γ
ν̄
)ᾱ− θ − η − µ− µ′)

] 1
1−ν−γ

,44
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e µ = −1 e (iii) µ′ = 2 e µ = 0. Entretanto, antes de omeçarmos nossasinvestigações aera desses asos, vamos fazer a mudança de k̄ por −k̃ om k̃de�nido pela ondição de normalização. Apliando este requisito na equação(4.7), obtemos para o aso µ′ = µ = 1 a expressão
z−θρ̃γ(z)

µ

dzµ

[
z−η ρ̃ν(z)

]
= −k̃zρ̃(z).A solução para a equação aima é dada por

ρ̃(z) = z
η
ν expq

[
− k̃z2+θ+(1−γ)η

ν

(2 + θ)ν + (1 − γ)η

]
, (4.13)em que q = 2− ν−γ, om expq[x] = [1− (1− q)x]

1
1−q para 1− (1− q)x ≥ 0 e

expq [x] = 0 para 1−(1−q)x < 0. Note que expq [x] é a função q-exponenialque emerge do formalismo de Tsallis ao maximarmos a entropia de Tsallis
Sq = (1 − ∫

dxρq) /(q−1) om vínulos adequados [45℄. Para o segundo aso,isto é µ′ = 1 e µ = −1, temos que
z−θρ̃γ(z)

z∫

0

dz̄z̄−η ρ̃ν(z̄) = −k̃zρ̃(z).Resolvendo a equação anterior, obtemos omo solução
ρ̃(z) = z

1+θ
γ−1 expq

[
− 1

K̃
z1−η+ν 1+θ

γ−1

]
, (4.14)em que K̃ = k[(1− γ)(1− η)− ν(1 + θ)]. No tereiro aso, µ′ = 2 e µ = 0, aequação (4.8) assume a forma

d

dz

[
z−θ−η ρ̃γ+ν(z)

]
= −k̃zρ̃(z) .De forma análoga aos asos anteriores, podemos expressar a solução paraesse aso em termos das funções q-exponeniais, obtendo omo resultado

ρ̃(z) = z
η+θ

ν+γ expq


− k̃ z2+ η+θ

ν+γ

2(ν + γ) + θ + η


 , (4.15)em que q = 2− ν − γ. As soluções para esses asos podem exibir uma formaompata ou alongada de auda, dependendo dos valores dos parâmetros

ν, γ, θ e η. 47



4.2 Equações não lineares fraionárias om ter-mos absorventes não linearesPara omplementar nossa análise feita anteriormente, onsideraremos a situ-ação em que µ̄ 6= 1. No intuito de simpli�armos o problema, trataremos esseaso na ausênia de forças externas, om o oe�iente de difusão e o termoabsorvente onstantes. Empregando todas essas ondições na equação (4.1),podemos reduzí-la à forma
∂ρ

∂t
= D ∂µ′

∂|x|µ′

{
|x|−θργ ∂µ

∂|x|µ
[
|x|−ηρν

]}
− αρµ̄. (4.16)Assim, omo nos asos trabalhados anteriormentes, a equação (4.16) éuma equação não linear, sendo que a não linearidade está presente tanto notermo difusivo quanto no termo absorvente. Seguindo o proedimento empre-gado na seção anterior, vamos onsiderar que a solução para a equação (4.16)seja do tipo ρ(x, t) = φ(t)P(ϕ(t)x), sendo φ(t) e ϕ(t) funções dependentes dotempo a serem determinadas. Observe que ontrariamente a equação (4.2),

φ(t) e ϕ(t) não preisam ser neessariamente iguais. Continuando nossa in-vestigação aera das soluções da equação (4.16), vamos analisar a equaçãoinétia que emerge ao tomarmos D = 0, ou seja, quando temos a equação
∂ρ

∂t
= −αρµ̄. (4.17)A solução para esta equação é dada por ρ = [1− (1−µ′)αt]

1
1−µ′ , o que su-gere onsiderarmos que φ seja dada por ρ = [1−(1−µ′)Kt]

1
1−µ′ (sendo K umaonstante arbitrária a ser determinada), uma vez que para D = 0 a soluçãodeve ser formalmente equivalente à solução da equação inétia. Para obter

ϕ, vamos substituir a solução proposta na equação (4.16), om φ(t) de�nidoaima. Após alguns álulos é possível mostrar que ϕ(t) = [φ(t)]
γ+ν−µ̄

µ+µ′+θ+η e,om isto, podemos reduzir a equação (4.16) à equação ordinária
−KP − (γ + ν − µ)K

µ+ µ′ + θ + η

dP
dζ

= D dµ′

dζµ′

{
ζ−θPγ d

µ

dζµ

[
ζ−ηPν

]}
− αP µ̄, (4.18)em que ζ = ϕ(t)x. Nesse ponto, é interessante ressaltarmos que, supondoque ∞∫

−∞
dζ ζ2P(ζ) seja �nita e onheendo φ(t) e ϕ(t), podemos determinar48



o omportamento temporal do segundo momento. Nesse aso, apliando ade�nição, 〈x2〉 =
∞∫

−∞
dx x2ρ(x, t), obtemos 〈x2〉 ∝ φ(t)/[ϕ(t)]3. Tomandoo limite de tempos su�ientemente longo, obtemos 〈x2〉 ∼ t

3(1+µ̄−γ−ν)

(1−µ̄)(µ+µ′+θ+η) .Desse último resultado, podemos observar que para 3 (1 + µ̄− γ − ν) / [(1 −
µ̄)(µ+ µ′ + θ+ η)] maior, igual ou menor que a unidade, temos um proessosuperdifusivo, normal ou subdifusivo, respetivamente.Agora, nosso problema reside em enontrar soluções analítias para aequação (4.18), o que é uma tarefa difíil se onsiderarmos µ, µ′, θ, η, γ e νarbitrários. Assim, vamos onsiderar duas situações partiulares envolvendoestes parâmetros. Elas são (i) γ+ν = µ̄ om µ = 1 e µ′ = 0 e (ii) γ+ν− µ̄ =

µ+µ′+θ+η om µ = µ′ = 1. Começaremos onsiderando γ+ν = µ̄, µ = 1 e
µ′ = 0 om os demais parâmetros podendo assumir valores arbitrários. Paraeste aso, a equação (4.18) pode ser reduzida à equação

−KP = Dζ−θPγ d

dζ

[
ζ−ηPν

]
− αP µ̄,uja solução é dada por

P(ζ) = ζ
η

ν expq

[
− K
Dν

∫ ζ

du uθ+ η

ν
(1−γ) e−

(1−q)α
(1+θ+η)Dν

u1+θ+η

]
e

αζ1+θ+η

(1+θ+η)Dν , (4.19)para q = 2 − γ − ν.Para o aso γ + ν − µ̄ = µ + µ′ + θ + η e µ = µ′ = 1, a equação (4.18)adquire a forma
−K d

dζ
[ζP] = D d

dζ

{
ζ−θPγ d

µ

dζµ

[
ζ−ηPν

]}
− αP µ̄.A solução para esse aso pode ser obtida de forma implíita e tem omoresultado

P(ζ) = ζ
η
ν expq

[
− Kζ2+θ+ η

ν
(1−γ)

D[(2 + θ)ν + η(1 − γ)]

− α

Dν
∫ ζ

du
uθ+ η

ν
(1−γ)

P(u)

∫ u

dū [P(ū)]µ̄
]
, (4.20)om q = 2 − γ − ν. De forma análoga, outras situações envolvendo osparâmetros presentes na equação (4.18) podem ser analisadas.49



Neste apítulo, abordamos as equações que são não lineares e possuemderivadas fraionárias espaiais. Também onsideramos a presença de ter-mos de força externa e termos de fonte ou sumidouro. As soluções foramobtidas levando em onta o método de similaridade que resaltaram em dis-tribuições do tipo lei de potênia as quais poderiam ter uma forma ompataou alongada, dependendo da esolha dos parâmetros presente na equação dedifusão. Outro fato interessante é a presença das funções q-exponeniais e
q-logaritmias presentes nas soluções da equação de difusão, sugerindo umaonexão dessas equações om o formalismo de Tsallis.

50



Disussões e perspetivasNesta dissertação, abordamos vários tipos de equações de difusão que gene-ralizam a equação de difusão usual pela presença de derivadas fraionáriastemporais, espaiais ou inorporando termos não lineares. Nesse último aso,o termo não linear pode estar no termo difusivo e/ou no termo de reação.Partiularmente, omeçamos a disussão pela equação de difusão usual nointuito de ompreender as situações físias que a rodeiam e onsequente-mente as situações baseadas em suas generalizações. Assim, depois de umarápida introdução sobre a equação de difusão usual e alguns formalismos re-laionados a ela abordamos as equações de difusão que empregam derivadasfraionárias na variável temporal e espaial. Essas equações são resultados demudanças, pensando no formalismo de aminhantes aleatórios, na distribui-ção do tempo de espera entre saltos ou na distribuição do tamanho dos saltos.Fatos estes que podem ser veri�ados utilizando o formalismo de aminhan-tes aleatórios. O resultado de tais soluções que passaram a ser expressas emtermos das funções H de Fox ou das distribuições de Levy. Nesse sentido, osegundo momento assoiado a estas distribuições, quando �nito, nos levoua obter um alargamento da distribuição de uma forma an�mala, diferentedo aso usual que é linear om o tempo. Seguindo om nossas investigaçõesinorporamos um termo absorvente na equação de difusão fraionária e ob-tivemos as soluções em termos das funções H de Fox. Após o estudo dessasequações lineares, onsideramos as equações de difusão que são não linearese empregam ou não derivadas fraionárias na variável espaial. Nesse aso,as soluções obtidas são expressas em termos da função q-exponenial queaparee no formalismo de Tsallis, sugerindo assim uma base termoestatístia51



para tais equações. Ressaltando que também onsideramos a presença de umtermo de reação não linear.Uma etapa futura seria investigar situações físias em que o formalismoabordado aqui pode ser apliado e busar extensões dos resultados enontra-dos aqui. Nesse sentido, temos por exemplo o modelo do pente [40, 41, 42℄que tem sido empregado no estudo da propagação de élulas anerígenas[43℄. Outra possível extenção seria onsiderar a presença de termos onveti-vos não lineares. Por �m, esperamos que os resultados obtidos aqui venhama ser úteis na disução de situações que envolvam ou estejam relaionadasom proessos difusivos an�malos.
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