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il

Ciéncia é como arte: so aquele que
tem dom consegue verdadeiramente

produzir uma obra prima.
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Resumo

Nesta dissertacao, investigamos as solucoes andliticas a partir de métodos de
transformadas integrais de equacgoes de difusao, que generalizam a equacao
de difusao usual contendo derivadas fracionéarias tanto na variavel espacial
como na variavel temporal e com termos nao lineares. Neste cenario, tam-
bém consideramos a presenca de termos de forcas externas e sumidouros ou
(fontes) que podem estar associados a processos que envolvem reagdo. Por

fim, apresentaremos nossas discussoes e conclusoes.



Abstract

In this work, we investigate the analytical solutions of diffusion equations
obtained by integral transforms methods that generalize the usual diffusion
equation via spatial fractional derivatives as well as temporal ones and non-
linear terms. In this scenario, we consider also the presence of termswith
external forces and sources that can be associated with processes related to

reation. Finally, we present our discussions and conclusions.
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I - Introducao

A compreensao da difusao e, em especial, da difusao anomala ou de sis-
temas que possuem uma relaxacao anémala, tém atraido a atencao de varios
pesquisadores devido ao grande niimero de situagoes fisicas que apresentam
este tipo de comportamento. De fato, a difusao anémala esti presente em
véarias situagoes tais como difusdo em meios fractais |1], na relaxagao ao equi-
librio de sistemas com memoria temporal longa |2, 3|, no transporte através
de um meio poroso [4], nas flutuagoes de sistemas financeiros [5], nas bati-
das do coragao [6], em semicondutores amorfos [7], em micelas dissolvidas
em agua salgada |8], entre outras. Nas situa¢oes em que temos uma difusao
anomala (por exemplo, nas mencionadas acima), podemos ter o segundo mo-
mento finito [9] ou nao [9, 10] (segundo momento que caracteriza a largura da
distribuigao da funcao de probabilidade). A difusdo anémala com o segundo
momento finito, geralmente tem como caracterfstica (z?) oc t* (a < 1 e
a > 1 correspondendo a subdifusdo e superdifusio, respectivamente). Neste
contexto, algumas equacoes representativas na descricao desse fend6meno sao
as equagoes de difusao que empregam derivadas fracionarias temporais [2, 11],
a equacao de meios porosos (que é nao linear) [9] e a equagao usual de difu-
sao com coeficientes dependentes de variaveis de posigdo ou de tempo [12].
Essas equacoes tém sido aplicadas em vérias situacoes de interesse fisico,
tais como, na relaxacao ao equilibrio em sistemas com memoria temporal
longa (por exemplo, cadeias de polimeros e membranas) [2], na descri¢ao de
transporte anémalo em sistemas desordenados 13|, para modelar processos
dindmicos ndo Markovianos em proteinas [14], lei de Richardson [15] e a lei
de Kolmogorov [16] (estas duas leis aplicam-se ao estudo de turbuléncia),

para modelar sistemas hidrologicos [17], transporte axial de materiais granu-



lares [18], transporte de substincia em um solvente de um vaso para outro
através de uma membrana [19] e na translocagao assimétrica do DNA [20].
Por sua vez, a difusao andmala quando nao possui o segundo momento finito
é caracterizada pelas distribui¢oes do tipo Lévy [10|. Dentro deste contexto,
temos em geral, a equagao de difusao com derivadas fracionérias na variavel
espacial cuja solugao é dada em termos das distribuigoes de Lévy [10, 11], que
satisfazem o teorema de Lévy-Gnedenko, i.e., uma generalizacao do teorema
central do limite.

De um ponto de vista formal, a partir da discussao acima, vemos que a
difusao andémala pode ser investigada por meio de diferentes tipos de equa-
¢oes. Assim, o estudo desses tipos de equacoes diferenciais, suas extensoes
e as situacoes relacionadas a elas sao importantes, pois possibilitam a inves-
tigagdo de novos cenarios. Além de termos associados a elas um contexto
termo-estatistico seja através da mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs
ou de alguma termoestatistica generalizada. Neste sentido, pretendemos de-
dicar nossos esfor¢cos ao estudo dessas equacoes na presenca de uma forca
externa (“drift”) e um termo de sumidouro ou fonte. Vamos focalizar nossa
atencao em equagoes de difusao que estao contidas na equagao geral abaixo:

. /
Srant) = D00 el a0 el (oo
) t

— 5 [F@0p@ )] = | dia@lp(z, ¢t =D,

em que D (t) é o coeficiente de difusao, F (p,r,t) é a forca externa que
neste caso pode ser nao linear, 0" /0|x|"* é o operador diferencial fraciona-
rio aplicado a variavel espacial na representacao de Riemann-Liouville ou
Riesz/Weyl [11,21], 07/0tY é o operador de Caputo [11,21] aplicado a varia-
vel temporal e « (f) representa um termo de fonte ou sumidouro relacionado
a um processo de reacao e difusao. Em particular, a presenca de termos rela-
cionados a processos de reacao e difusao como o presente na equacao acima
tem sido estudados em varias situacoes. Por exemplo, processos cataliticos
em sistemas regulares, heterogéneos, ou desordenados [22|, em reacoes de
primeira ordem irreversiveis e no transporte de uma substancia [23]. Termos

dessa natureza também podem ser relevantes ao investigarmos o transporte



de uma substancia radioativa ao longo de um meio poroso, no fluxo de calor
envolvendo producao de calor [24] e no transporte de soluto por amostras
absorventes. Cabe mencionar que a equacao acima tem o mérito de ter como
caso particular muitas situacoes presentes na literatura e, em particular, re-
cuperar a equacao de difusao usual na auséncia de forca externa se u = 0,
a(r,t)=0,v=1ey=1,7=0,4' =2,0=0e F(x,t) = 0.

Apresentamos esta dissertacao dividida em quatro capitulos. No primeiro
capitulo, analisaremos a equacao de difusao usual na auséncia e na presenca
de uma forca externa linear F'(x) = —kz, além de discutirmos formulagoes
alternativas de estudo do movimento Browniano. O segundo capitulo apre-
senta um estudo das equagoes de difusao que possuem derivadas fracionarias
na variavel temporal e na variavel espacial. O terceiro capitulo, que é o prin-
cipal desta dissertacao, é dedicado ao estudo dessas equacoes fracionarias na
presenca de um termo absorvente [25] obtendo as solugoes analiticas a partir
de métodos de transformadas integrais. O quarto capitulo apresenta um es-
tudo acerca das equagoes de difusdo nao lineares e/ou fracionarias. Por fim,

a tultima parte da dissertacao que dedicada as conclusoes e discussoes.



Capitulo 1

Movimento Browniano

Neste capitulo inicial, apresentaremos uma breve discussao acerca do mo-
vimento Browniano|26|, isto ¢, um movimento estocastico sob o enfoque de
equagoes de Langevin, caminhantes aleatorios com espaco e tempo continuos
e a equacao de difusao. Tais conceitos sao fundamentais na compreensao do

desenvolvimento do presente trabalho.

1.1 Equacao de Langevin

Um dos primeiros cientistas a observar e, conseqiientemente, reportar so-
bre o movimento aleatério de uma particula foi o botanico R. Brown, |26] ao
observar o movimento de graos de polén quando colocados em contato com
uma superficie liquida. Desde entao muitas explicacoes para este fendmeno
foram propostas, entretanto, uma das primeiras explicagoes satisfatorias vie-
ram de Einstein|26, 27| que contou com ampla comprovagao experimental.
Algum tempo apoés a explicacao de Einstein, Langevin apresentou um novo
método para descrever tal movimento aleatério baseado em uma equacao de
Newton com um termo de forca aleatoria [44| que seria responsavel pelo movi-
mento altamente irregular das particulas. Essa equacao ficou conhecida como

equacao de Langevin e foi o primeiro exemplo de uma equacao estocastica.



Comecaremos nossa discussao pela equacao de Langevin e investigaremos a
sua conexao com a equacao de difusao.
A equacao de Langevin em sua forma mais simples, para o caso unidi-

mensional, pode ser escrita como

m% = —au, + Foq (1) (1.1)
dt

ou seja, uma equac¢ao de Newton onde m é a massa, e Foq () é termo de
forga extra representando uma forga de carater aleatorio (também chamada
de forga de Langevin ou forga estocastica), conforme mencionamos anterior-
mente, e —au, representando o arraste devido a viscosidade. Cabe ressaltar
que a riqueza dos resultados que obtemos e, conseqiientemente a descri¢ao
de forma adequada de um dado fenomeno fisico fica vinculada a escolha da
forca de natureza estocéstica. Assim, precisamos fazer mais uma considera-
¢ao sobre o termo F,; que esta intimamente relacionado com as propriedades

microscopicas do sistema. Por simplicidade, vamos admitir que

<Fest(t>> =0
<Fest(t)Fest(t,)> = Bé(t - t,)> (12)

com B = 2aKgT. O conjunto de equagOes acima caracteriza um movi-
mento tipicamente Browniano e, em particular, a escolha feita acima para
a equagao (1.2) recebe o nome de ruido branco. Sistemas nos quais se fa-
zem presentes processos difusivos anomalos requerem outra forca estocastica
em suas descricoes. De fato, ao escolhermos outra forma funcional para
a equagao (1.2) podemos ser conduzidos a situa¢oes que abrangem outros
tipos de movimentos estocasticos que nao o Browniano. Por exemplo, a es-
colha de um ruido (fungao aleatéria) dependente da concentragao [28| pode
nos levar a uma situacao que é caracterizada pela equacao de meios porosos
e conseqiientemente a estabelecermos uma relacao com a mecanica estatis-
tica nao extensiva. Em uma situacao genérica podemos também considerar
(Fest(t) Feose(t)) o< @(t — t') em que ® nao é delta de Dirac. Este tipo de
consideracao pode ser util na investigacao de um processo aleatorio do tipo

“dichotomous”, fracionario e outros.



A partir de (1.1) e (1.2) podemos obter a dispersao (ou variancia) do
sistema, cuja importancia reside no fato de que esta caracteriza a forma

como o sistema se difunde. Nesse caso, encontramos que

o _ L 2 _e 1 e
(o= (@) =it -Z0 )+ 35,0 )} (1.3)

em que 7 = «a/m, e para o limite de tempos longos, ou seja, (vt >> 1), se

reduz a
<(:L'— <x >)2> ~ Dt , (1.4)

com D =T'/y* = B/a*= 2kgT/a onde T’ = B/m?. Esse comportamento é
caracteristico de um processo difusivo usual, enquanto que processos difusivos
anomalos apresentam uma variancia diferente desta. Cabe mencionar aqui
que a partir da equagao de Langevin (1.1) podemos obter uma equagao de
difusao associada a ela. Na secao que segue abordaremos o formalismo de

caminhantes aleatérios com espaco e tempo continuos.

1.2 Caminhadas aleatoérias

A origem de cada um dos termos que compoem uma equacao de difusao
pode ser discutida de uma forma muito interessante quando consideramos
o formalismo de caminhantes aleatérios com espaco e o tempo continuos,
ao qual nos referiremos como CTRW. Essa abordagem é baseada na idéia de
usarmos uma formulac¢ao microscopica levando em conta propriedades como a
distribuicao das distancias dos pulos efetuados por um sistema que se difunde
em um substrato e a distribuicao temporal de espera entre pulos consecuti-
vos. Assim, para formularmos uma abordagem em termos de caminhantes
aleatorios necessitamos definir uma fungao densidade de probabilidade (pdf)
Y(z,t). De ¥(z,t) podemos obter a distribuicao relacionada ao comprimento

(tamanho) do pulo
Az) = /Ow dt (1) (1.5)
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e a distribuicao relacionada ao tempo de espera

w(t) = /_Z dz (z, 1) . (1.6)

Na equagdo (1.5) A(x)dx representa a probabilidade de ocorréncia de um
salto com um dado comprimento no intervalo entre (z,z + dz) e w(t)dt dado
pela equacao (1.6) é a probabilidade de termos um dado tempo de espera
entre pulos no intervalo de tempo (¢,t + dt). Com estas defini¢es podemos

formular o CTRW mediante a seguinte equagao [11]
0z, t) = / ~ / Tt (@ )b — ot — )+ 6(2)5(2) (1.7)
—00o 0

que relaciona a pdf n(x,t) de chegada na posigao = no tempo ¢, com o evento
de partida em 2’ no tempo t', n(z’,t'). O segundo termo denota a condigao
inicial que aqui foi escolhida como sendo do tipo d(x). Conseqiientemente, a

pdf p(z,t) de se encontrar a particula em z no tempo ¢ é

1) = | "t ) Ut — 1) (1.8)

sendo ¥(¢) a probabilidade cumulativa, definida por

t
V() =1 —/ dt' w(t') . (1.9)
0
No espago de Fourier-Laplace, a equacao (1.8) adquire o seguinte aspecto:

1=W(s) 1
Pk ) = T s)

que é o propagador geral que emerge da abordagem CTRW, completando

(1.10)

assim nossa descri¢ao breve e introdutoéria desta abordagem.

Agora vamos relacionar a equacao de difusao usual com o CTRW de forma
a associarmos cada termo presente naquela equagdo com o desenvolvimento
feito acima para o CTRW. Mais especificamente, pretendemos identificar o
comportamento de w(t) e A(z) que correspondam a um processo difusivo
usual. Essa compreensao serd muito tutil ao investigarmos situacoes que ge-

neralisam a equacao de difusao usual, pois quando modificamos a mesma



estamos, implicitamente, modificando o comportamento destas grandezas.

A equacao de difusao usual

p(a,t)  Ppla,t)
o =D (1.11)

pode ser reescrita na seguinte forma integral:

t , o?
p(x,t) = p(z,0) + D/O dt @p(z,t) : (1.12)

Tomando a transformada de Laplace-Fourier da equacgao acima, considerando
p(x,0) = §(x), obtemos que

1

k,s)= ——.
Pk, ) s + Dk?

(1.13)

Com uma simples comparacao entre a equagao acima e a equacao (1.10),
vemos que a descricao do movimento Browniano requer que o tempo carac-
teristico (7) e a variancia do comprimento dos pulos (o) sejam finitas, o que
implicando em w(s) ~ 1 — s7 + O(7?) e em A(k) = 1 — 0?k?. Dessa forma,
quando modificamos a equacao de difusao, na tentativa de incorporar efeitos
que nao sao convenientemente descritos pela equacao de difusao usual, esta-
mos modificando a forma com que o sistema se difunde, alterando a forma
com que o mesmo faz seus passeios e o tempo com que estes passeios sao
feitos. Particularmente, ao incorporarmos derivadas de ordem fracionaria na
equacao de difusao este fato fica visivel. De fato, ao incorporarmos deriva-
das fracionarias temporais na equacao de difusao, alteramos a distribuicao do
tempo de espera é modificado. De forma analoga, se incorporarmos derivadas
fracionarias espacias na equacao de difusao altera a distribuicao do compri-
mento dos saltos, e o segundo momento deixa de ser finito. No tltimo caso
a distribuicao passa a ser do tipo lei de poténcia com um comportamento de

cauda longa, que é caraceristica de distribuicoes do tipo Lévy.

1.3 Equacao de difusao usual

A equacao de difusao pode ser obtida de vérias formas, uma delas, por exem-

plo, consiste em combinar a lei de Fick com a equacao de continuidade, outra



forma seria usar a equacao de Langevin. Particularmente, usaremos a equa-
¢ao de Langevin para obtermos a equacao de difusao. Assim, desejamos
obter a densidade de probabilidade de encontrar uma particula x, no ins-
tante de tempo t,quando em t = t; se encontra em x = xy. Para tal, vamos
discretizar a equagao (1.1) e desprezar o termo de aceleragao. O tempo ¢ é
discretizado em intervalos 7 e a posicao da particula no instante t = nr é
detonada por z,,. Entao, a equacao de Langevin discretizada desprezando o

termo de aceleracao pode ser aproximada por
Tpa1 = Tn + 7F(x,) + Cp (1.14)

em que F(z,) = f(x,)/a, com f(z,) representando uma for¢a externa que
foi incoporada na equagao (1.1) que pode ser associada a um potencial V' (z),
(Ca) =0 e (¢l = 708, em que ' = B/m? e (, = TF.q.n/a. Seja p, =
p(x,,) a distribui¢ao de probabilidade da variavel z,, e g,(k) a correspondente

funcao caracteristica, i.e.,
gn(k) = (e'on) :/ etkenp dx,, . (1.15)

Ressalta-se que g, (k), conforme definida acima , é a transformada de Fourier
da densidade de probabilidade associada a uma variavel aleatoria x. De forma
analoga, temos g, 41(k) = (eF@n+1) = (eklentmF@)+Gl) - Como z, e ¢, sdo

independentes, podemos escrever
(k) = (o7l () (1.16)

Agora, expandindo a fun¢ao g,.1(k) em 7 e desconsiderando os termos de

segunda ordem, obtemos

(etkon e TE@n)Y oy (gikony 4 jlor(ethonF (on)) (1.17)
[§]
. kCn)? 1
(e ~ (1 4 ik, + ( 2<, ) )~ 1 — ik:zTF : (1.18)

Substituindo esses resultados na equagao (1.16), obtemos
Gusa(8) 2 gulh) + 7 (ih(f(n)e™) = SETgu()) . (1.19)

9



Usando

ik(F(z)e**) = <F(x)%e””> = — /_O:o eim%[F(x)pn(x)]dx (1.20)

ik d2 ikx o ikx d2
— k2 (e = (@ek ) = /_Ooek wpn(x)dx (1.21)

podemos expressar a equagao (1.19) na forma

0o oo o o d
/_OO €kan+1pn+1dIn+1 — /_OO ezk:cnpndl.n _ ,7_/_00 emx%[F(l'n)pn]dllfn
oo o d

5/ o ””@pndxn : (1.22)

que nos conduz a equacao

© o ppr1—pn  d T d?
n F - —— =0. 1.2
/—ooe { T + dxn[ (Zn)on] 2 d2"" dan =0 (1.23)

Da equagao (1.23), temos

Pn+1 — Pn d T d2

T T am F el e

(1.24)

Essa equagao no limite de 7 — 0 e usando p(z,t) ao invés de p,,, chegamos a

0 0 I o

—eplw,) = = [F(a, ol )] + 5 5 pla ) (1.25)

que da a evolugao temporal da densidade de probabilidade p(z,t), em que
F(z,t) é a forga externa aplicada ao sistema e p(x,t) esta relacionada com a
concentracao ou com a densidade de probabilidade. Esta é uma equacao de
difusao também conhecida como equacao de Fokker-Planck.

A equagao (1.25) pode formalmente ser escrita como

0 0 0

5@ 1) = 5 \Dop(a,t) = F(a,t)p(x,1)| (1.26)

em que D é o coeficiente de difusdo, aqui considerado constante, F(x,t)
representa uma for¢a externa atuando no sistema e p(z,t) representa uma

densidade de probabilidade. Na equagao (1.26), identificamos o termo
0
i

10



de tal modo que podemos reescrevé-la como

9, 0
ap(x,t) + a—xJ(x,t) = 0. (1.28)

a equagao (1.28) é a equacgao de continuidade para a nossa densidade de pro-
babilidade p(z,t), em que J(x,t) representa a densidade de corrente. Assim,
levando em conta as condigoes em que [ dzp(z,t) = cte, analisamos conside-
rando duas situagoes: (i) na auséncia de for¢a externa e (ii) presenga de uma
forca externa linear. No primeiro caso nos leva a uma distribuicao gaussiana
no segundo caso, temos a presenca de uma solucao estacionéria devido ao
potencial associado a forca externa escolhida.
Na auséncia de forca externa, temos
2
%p(iB,t) = D%p(m,t) : (1.29)
Utilizando as transformadas de Fourier e Laplace, considerando a condicao

inicial p(z,0) = §(x), a equagdo acima fica dada por

ok, s) = rlmﬁ | (1.30)
Invertendo as transformadas, chegamos na solugao desejada:
o~
plx,t) = Dt (1.31)

(veja figura 1.1). Da distribuigao acima, obtida da equagao (1.29), podemos
calcular o segundo momento, que para nés desempenha um papel importante.
De fato, ao conhecermos o segundo momento podemos obter a variancia e
conseqiientemente saber como a distribuicao alarga-se. Neste caso, temos
(r?) = 2Dt. Essa linearidade do comportamento do segundo momento com

relacao ao tempo serd o que caracterizard um processo difusivo usual.

11



Figura 1.1: Densidade de probabilidade p(x,t) versus x para valores tipicos
det comD =1 (1.31).
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Nesse ponto, consideraremos a presenca da forca F' = —kx e as con-
seqiiéncias que surgem desta escolha. A equacao de difusao nesta situagao

fica dada por

0 0? 0

—plz, x,t kxp(x,t)] . 1.32

ol t) = D pla,t) — = [krp(, )] (132
Para resolvermos essa equacao, vamos empregar o método de separagao de
variaveis. Assim sendo, vamos considerar que a nossa solu¢ao possa ser escrita

= > Un(@)on(t) , (1.33)

em que ¥, (x) é obtida da equagao espacial e ¢,(t) da equagao que envolve
a variavel temporal. Dessa forma, substituindo a equagao (1.33) em (1.32) e

usando as propriedades de ortogonalidade inerentes a estas fun¢oes, obtemos

& d
D gtn(x) = — [P ()] = —Antha(2) (1.34)
D nlt) = —Mahult 1.35
2100 () = —Andnlt) . (1.35)

Apos alguns célculos, é possivel mostrar que

Un(z) = e~ 0" H, (\/% x) : (1.36)

A = 2nk e ¢,(t) = ¢,(0)e *! onde H,, é o polinomio de Hermite. Utili-
zando os resultados encontrados na equacao (1.36) e usando novamente as

propriedades de ortogonalidade obtemos que

pla,t) = /_Zﬁ(f)g@,s,t)ds

Gz, & t) = Z 2;;1_:1) n(\/g 5) H,, (\/g a:) ,(1.37)

para uma condigdo inicial genérica do tipo p(x,0) = p(x) onde a solugdo

encontrada nos da uma polindmio de Hermite. Da equacao acima, podemos
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verificar dois fatos importantes. O primeiro deles consiste na presenca de
uma situacao estacionaria. Fato esse que sugere a possibilidade de usarmos o
principio de entropia maxima para obtermos solugoes exatas ou aproximadas,
ja que podemos conectar esta distribuicao a um contexto termoestatistico.
O segundo fato relaciona-se com o segundo momento, que agora comporta-se

da seguinte forma:
D
(%) = (1—e?M) . (1.38)

Note que esta forma difere do caso anterior devido a presenca da forca
externa. Em particular, da equagao (1.38) vemos que quanto maior for k
mais rapido o segundo momento fica constante (veja figura (1.2)) indicando
que nesta situacao a distribuicao estacionaria é atingida com maior rapidez

também.

~k=0.5
4 k=1
————————— k=3

Figura 1.2: Comportamento do sequndo momento (z*) versus t para valores
tipicos de k (1.38)
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Nos capitulos que seguem, investigaremos possiveis extengoes da equagao
de difusao. Basicamente, analisaremos as situacao que envolvem presenca de
derivaras fracionéarias tanto na variavel espacial como na variavel temporal

e/ou situagoes que empregam termos nao lineares.
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Capitulo 2

Equacao de difusao fracionaria

linear

Neste capitulo, vamos abordar algumas equacoes de difusao que em-
pregam derivadas fracionédrias na varidvel temporal ou na variavel espacial,
usualmente empregadas na descri¢cao de processos difusivos anomalos. Como
veremos, o uso de derivadas fracionarias na variavel temporal nos leva a uma
difusdo anomala com o segundo momento finito, i.e., (x?) o t%; em contraste
com a derivada fracionaria aplicada na variavel espacial, que resulta em uma
difusao anémala cujo segundo momento nao é finito. Em ambos os casos,
usaremos o formalismo de caminhantes aleatérios descrito no capitulo ante-
rior para explorar as implicacoes obtidas pelo uso de derivadas fracionarias
na equacao de difusao. Deixaremos para o capitulo seguinte as extensoes
que contemplam situacoes em que ambas as derivadas aparecem juntas na

mesma equagao com a presenca de termos de fonte.
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2.1 Derivadas fracionarias aplicadas a variavel

temporal

Comecaremos nosso estudo considerando a seguinte equacao fracionéria de
Fokker-Planck:

o ’

T p(ent) =D ol ) — - [P ol 1) 21)

em que o operador 07/0tY representa o operador de derivada fracionéria de
Caputo, aplicado neste caso a variavel temporal. Este operador é definido
como

4 o P t)
P s prgpe /d (=) (22)

comn—1<~vy<nep™(xt)éan-ésima derivada de p(x,t) em relagio
ao tempo. Temos ainda a presenca do termo de for¢a externa F(x,t) e do
coeficiente de difusao D, que inicialmente consideraremos constante. Mais a
frente, veremos situacoes nas quais D podera apresentar uma dependéncia,
por exemplo, com o espaco e com o tempo. Ainda com relacao a equacao
(2.1), vale comentar que esta equagao generaliza a equacao usual de difusao,
conforme vimos acima, mediante a presenca do operador fracionario atuando
na variavel temporal, e que para v = 1 recuperamos a equacao usual de
difusdo. Com o intuito de mostrar que a distribui¢ao p(x,t) na equacao (2.1)

é normalizavel, vamos reescrevé-la na forma

o7

0
pra (x,t) — %j(x,t) =0, (2.3)

ou seja, na forma de uma equacao de continuidade, com
0
J(x,t) = D%p(x, t) — F(x,t)p(x,t) . (2.4)

A normalizagao é verificada quando integramos a equacao (2.3) sobre todo
o espaco e consideramos que J(r = too,t) = 0, pois estamos assumindo

que p(xr = +oo,t) = 0. Assim, esta importante propriedade das densidades
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de probabilidades continua valida mesmo com a presenca do operador de
derivada fracionéria do tipo Caputo.

Voltando & andlise das solugoes da equagio (2.1), faremos desenvolvimen-
tos para esta equacao considerando diferentes situacoes para o coeficiente de
difusdo D, para a forca externa F(x,t) e para as condigoes de contorno. Ini-
cialmente consideraremos uma situagao caracterizada pela auséncia de forca
externa, com D constante e a condicao inicial p(z,0) = p(z). Como condigao
de contorno vamos considerar inicialmente p(x = £o0,t) = 0. Devido a estas

consideracoes, a equacao a ser resolvida é

" 2

sujeita as ja referidas condi¢oes de contorno e inicial. Tal situagao é melhor
trabalhada se fizermos uso de transformadas integrais. Realmente, empre-
gando as transformadas de Fourier e Laplace na equacao (2.5), obtemos

p(k,0)

= 2.

com 0 < v < 1, em que empregamos o resultado

L {ﬁ (x, t)} = s"p(x,s) + Zi:s”_i_l lm_ - p(x,t)] , (2.7)

8t7 i=0 8t7_1_i t=0

que é valida para n — 1 < v < n. Agora, para obtermos a solucao desejada,
temos que inverter ambas as transformadas. Realizando inicialmente a inver-
sao da transformada de Fourier e levando em conta o teorema de convolucao,

obtemos

oz, s) = /_O:O dr'p(x — 2')G (2, s) (2.8)

em que

G(x,s) = % (%)% exp [— (%)é |x\} : (2.9)

Observando a equacao (2.8), vemos que G(z, s) é a fun¢ao de Green asso-
ciada a condicao inicial considerada. Por sua vez, para invertermos a trans-

formada de Laplace faremos uso do seguinte procedimento: relacionaremos

18



a transformada de Laplace com a transformada de Mellin, inverteremos esta
transformada (Mellin) mediante a identificagdo do integrando da operagao
inversa desta transformada com o integrando das func¢oes H de Fox, obtendo
entdo p(z,t). Nesses calculos, usamos o fato de que as fungdes de Fox sao
definidas como [29]

mn [ |(a1,A41),(az,42),(ap.Ap)] L s
Y [ [G0m o i ] = ﬁ/LdS X(s)z
m (b — B,y T (1 —a; + A
x(s) = =L L )i T~ 0+ Ais) (2.10)

H?:m-i—l r (1 - bl + BZS) le—f—n I (ai - A,S)

Aplicando o procedimento discutido acima, ap6s alguns calculos é possivel
mostrar que as transformadas de Laplace e de Mellin estao relacionadas uma

com a outra por meio de
(x,s) L /OO ds s7% p(z, s) (2.11)
x,8)=——— .
p ) F (1 _ S,) 0 p ) )

em que p(z,s’) representa a fungao transformada em Mellin e p(z, s) repre-
senta a funcao transformada em Laplace. Lembrando que a transformada de

Mellin é definida como

p(z,s) :/OOO dt L p(x, t) (p(x,t) = L/Lp(:z;’,sl)zf_s,als“) . (2.12)

2

Desta forma, utilizando a rela¢ao (2.11) na equagao (2.9) obtemos

W1 (Ja] T (1= 28)
oo = 51 (5) Ty 219

A partir de onde, apo6s a inversao da transformada de Mellin, obtemos que

1 20 ZE2

G(z,t) = Db Hi, l@

nas figuras (2.1) e (2.2) ilustramos o comportamento de G(z,t) para va-
g

E;TI%W)(OJ)] , (2.14)

lores tipicos de 7). Este resultado da equagao (2.14) é obtido mediante a

comparacao direta entre a integral de inversao de Mellin
1 /
Gz, t) = —/ Gz, st ds (2.15)
2mi JL
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e a forma integral das funcoes H de Fox anteriormente representadas pela

relacao (2.10). Com base nesses resultados concluimos que nossa solugao é

(x —a')?

B 1 © ., 20
P(%t)—\/TTﬂ/_oodi’fP(l") Hi, [Tﬂ

(2.16)

1.6
'''' -y =0.5
1.4 v y =0.8
y =1.0
1.2 A
=3
N
=
E
0.0

T T T T T T
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5

x / (4Dt )Y?

Figura 2.1: Comportamento de (47Dt")\2G(z,t) versus x/(4Dt7), ilustra a
equagao (2.14) para valores tipicos de .
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(4mt') 6(x)

T T T T T T
1.0 1.5 2.0 2.5

x /(4 D)

Figura 2.2: Comportamento da equacao (2.14) para grandes argumentos.
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Antes de considerarmos o caso em que o sistema esta confinado a uma
regiao que possui barreiras absorventes, refletoras ou uma combinacao de
ambos 0s casos, vamos analisar a situagao em que as condi¢oes de contorno
sao dadas por p(0,t) = p(oco,t) = 0. Este caso é uma situagao intermediaria
entre o cenario analisado anteriormente e uma regiao confinante. Nesta situa-
¢ao, o melhor procedimento que podemos utilizar para resolver a eq .(2.5)
consiste em usar transformadas de Fourier do seno para que as condigoes
de contorno naturalmente sejam incorporadas durante o célculo da solucgao.
Assim, aplicando a transformada de Fourier do seno na eq . (2.5), obtemos

d’ 9
%p(k,t) = —k*Dp(k,t) , (2.17)

cuja solucao é dada por
p(k,t) = p(k,0)E,(=k*Dt") | (2.18)
em que E,(t) =300, t"/T" (na + 1) é a funcao de Mittag-Leffler. Invertendo
a transformada de Fourier do seno, temos
plat) = [ da'p(e)Gla a1
1 x—a')? |(1-2,
Gz, 2’ t) = e l H?g [% gé,f) ﬁ{)(o,l)]

20 [ (x4 2)? |(1-2)
- | (219

Vamos agora considerar situagoes nas quais ha a presenca de barreiras
absorventes e refletoras no sistema. Para estes casos a aplicacao de transfor-
madas integrais nao ¢, ao contrario do caso anterior, apropriada. De fato, a
imposicao de condigoes de contorno finitas faz necessario o emprego de outros
métodos para encontrarmos a solugao desejada. Considerando inicialmente o
caso de barreiras absorventes, ou seja, situa¢ao na qual p(0,t) = p(L,t) = 0,
faremos uso de uma transformada finita no intervalo 0 < < L. Com a
condicao de contorno em mente vamos considerar que a solucao procurada

possa ser escrita em termos de uma série em senos de Fourier. Assim, a série

p(z,t) = 21 B,.(t)sen (%x) : (2.20)
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com

B,.(t) = %/OL dx sen <%x> p(x,t), (2.21)

é apropriada para o tratamento deste caso, pois satisfaz a condicao de con-
torno. Substituindo a equagao (2.20) na equagao (2.5), multiplicando ambos
os lados por sen(nxm/L), integrando desde 0 a L e identificando B,,(t), veri-
ficamos que

d n’n?

=7

DB,(t) . (2.22)

Para resolver a equacao acima aplicaremos uma transformada de Laplace,
permitindo-nos uma clara identificacao do resultado a ser invertido com as
fungoes de Mittag-Leffler E,(z). Entao, apos alguns célculos, podemos mos-
trar que

2.2

B, (t) = B,(0)E, <—nL72T Dﬁ) . (2.23)

Agora, considerando uma condigao inicial do tipo p(x,0) = p(x) e utilizando

o resultado acima em (2.20) chegamos a

plat) = [ Gl 050

com
G(z,2',t) = 2 i sen (T:B') sen <n_7rx> E —@Dt” (2.24)
Y L= L L T\ L2 S

Por sua vez, para o caso de barreiras refletoras, onde no contorno devemos
ter Opple=0 = Oxple=r = 0, consideramos que a solugdo possa ser expressa
em termos de uma série em cossenos de Fourier. Assim, aplicando o mesmo

procedimento do caso anterior, obtemos que

]‘ L ! L / ! ~ /
plat) = 7 [ da'pla) + [ dr'Gla ' D)

com
G(z,2") = 2 005 cos (_mrx,) cos (_mrx) E —n2W2Dt7 (2.25)
L L L 7 L2 ' '

n=1
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Neste ponto, é interessante observar que para esta situacao podemos obter
uma solucao estacionaria. De fato, considerando ¢ — oo na solugao acima
chegamos em
1 (L
plat —o0)~ 7 [ dalpla)
0

pois E, (=n?*m?*Dt?/L?) — 0 quando t — oo . Isto se verifica devido ao fato
de que a fungao E,(z) no intervalo de v considerado é uma fungao que decai
de forma monotonica sem apresentar oscilagoes.

Voltemos nossa atencao para a forma do segundo momento obtido para
a equacao (2.5), a partir da qual discutimos os trés casos precedentes. Como
foi mencionado no capitulo anterior, o segundo momento rotula um processo
difusivo como anomalo ou usual. Para a situacao que aqui estad em conside-
ragao, ou seja, aquela na qual ha a presenca de derivadas nao inteiras na
variavel temporal de uma equacao de difusao, o segundo momento se mostra
na forma de uma poténcia de ¢, ou seja, (x?) o t7. Além disso, ¢ marcante
a forma com que a presenca do operador de Caputo altera a distribuicao
de tempo de espera w(t). Nesse sentido, utilizando os conceitos de cami-
nhantes aleatorios anteriormente discutidos, chegamos a uma distribuicao de

probabilidades para a parte temporal da forma

w(t) = - (E)H B, (—j_:) , (2.26)

T0 \T

em que 7 ¢ um tempo caracteristico e E, g(t) é a funcao de Mittag-Leffler

generalizada
Eas() =3 — (2.27)
= T (na+ B)

Vemos que agora a distribuicao apresenta uma dependéncia com o parametro
v, que pode dar forma tanto a processos subdifusivos quanto a superdifusi-
vos. Assim, a presenca de operadores diferenciais fracionarios na equacao de
difusao representa uma situacao na qual as distribuicoes de probabilidades
para o tempo e para o espaco, que emergem da abordagem de caminhantes
aleatorios, sao alteradas, ou seja, a difusao ocorre de forma anomala. Nesse

caso em particular, a alteracao ocorreu apenas na distribuicao de tempos, ja
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que a derivada fracionaria foi aplicada na variavel temporal. Mais a frente,
veremos a alteracao causada na distribuicao de saltos quando da aplicacao
de derivadas fracionarias na variavel espacial.

Vejamos agora o caso em que o coeficiente de difusiao é dado por D(z,t) =
Dl|z|=%. Cabe mencionar aqui que essa dependéncia espacial no coeficiente
de difusao tem sido empregada na investigacao de, por exemplo, sistemas
turbulentos e difusao em fractais. Ainda considerando F'(x,t) = 0 na equagao
(2.1) e utilizando transformadas integrais definidas anteriormente, podemos
mostrar que

oz, ) = “9[ 1 ﬁH?O[i'CE'M
e S RS2 B (PR T

observando que para 7 =1 e § = 0 recuperamos a solu¢ao gaussiana obtida

(1-557)
(1-5p.1) o) (2:28)

para o caso usual. Se, além desta dependéncia do coeficiente de difusao com

0 espaco, tivermos a presenca de uma forca externa do tipo linear, ou seja,

F(z) = —kz, obteremos mediante separagao de variaveis o resultado
plat) = [ dgp©§ G 6. )
k —% 00 k|z|2T0 146 k‘f‘2+6
t — . ~ (210D Ln 2460 RS
i) = oy ¢ (o)
[(1+n) -2 [ klo>f
—— 7 L, | ——= | E, (—(2 4+ 0)nkt") (2.29
I1+n—a) <(2+9)D v (= (24 O)nkt?) (2.29)

em que L (x) sao os polinomios associados de Laguerre e A, = (2 + 6)nk.

Da discussao feita acima, percebemos que sao poucos os potenciais cuja
presenca na equagao de difusao nos conduz a uma solucao exata expressa
em termos de funcgoes especiais conhecidas. Dessa forma, na maioria das
situacoes somos obrigados a fazer aproximagoes da situagao original devido a
dificuldade de encontrarmos uma solucao em forma fechada. Nesse sentido,
é interessante obter a equacdo integral relativa a equagdo (2.1) que torna
possivel uma solucao recursiva na forma de uma abordagem perturbativa
que pode ser relevante na analise do problema. Assim, vamos reescrever a
equacao (2.1) como

a7 2

pre (x,t) = D%p(z,t) —afz,t), (2.30)
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com

0
a(w,t) = — [F(a,t)ple,1)] - (2.31)
Ox
Empregando transformadas de Fourier e Laplace na equagao (2.30) obtemos
k,0 k

s+ Dsl7k2 s+ Dsl-Vk2’
A inversao dessas transformadas fornece
t ')
p(x,t) = pO(z, 1) — /0 dt’ /_ Cdr'G(x—at—t)al ), (233)
com

_ 1 20 [ 2% |(1-31)
g-y(x,t) = \/ﬁ H12 [W (%’1) (0’1)] . (234)

Substituindo «(z,t) na equagao (2.33) obtemos, via integragao por partes,

pla,t) = pO(x,1)
! N 1(2) / / 1oyt !’y
n /Odt /_oodxg,g (& — 't — 1) [F( ) )], (2.35)

em que

d
GH @) = oG (@ 0)

_ 1 2! x?
VDt 2P 4D

A equacao (2.35) é a forma integral correspondente a equagao (2.1) e pode

(02) (1-3.)
(1) o (172)] . (2.36)

ser empregada no calculo da influéncia de uma forga externa aplicada ao

sistema.

2.2 Equacao de Difusao: derivadas fraciona-

rias no espaco

Até o presente momento tratamos apenas de situacoes em que foram em-

pregadas derivadas fracionédrias na variavel temporal, de modo que a luz da

26



abordagem de caminhantes aleatorios, obtivemos alteragoes somente na fun-
¢ao distribuigao de tempos de espera w(t). Além disso, vimos que as solugoes
obtidas forneciam segundos momentos finitos, embora nao fossem, como no
caso usual, lineares com o tempo. O emprego de derivadas fracionarias na
variavel espacial é representativo de uma situagao em que o segundo mo-
mento diverge. Esse comportamento é caracteristico de distribuigoes do tipo
Lévy que tém sido aplicadas, por exemplo, no estudo de sistemas ca6ticos, na
descricao de transporte em plasma turbulento, no movimento bacteriano e
também em estudos de econofisica. Nao entraremos em mais detalhes acerca
do emprego de distribui¢oes do tipo Lévy em sistemas que apresentam com-
portamento cadtico pois isto transcende os objetivos desta dissertacao.
Iniciaremos com a observacao de que a distribuicao de Lévy

o dk
Lo(z,t) = /_ e e (2.37)

é solucao da equacao de difusao

0 _p o0 0
ot " Olx|r Oz

[F(x,t)p(z,t)] , (2.38)

quando consideramos a auséncia de for¢a externa onde o modulo de = é para
preservamos o sinal positivo na derivada. Para demonstrarmos esse resultado,

basta utilizarmos o fato de que F{d}, p(z,t)} = —[k|*p(k,t), em que

Flote.t = [~ %m t> (2.39)

é a transformada de Fourier. Essa consideragdo conduz a p(x,t) = L, (z,1)
p(x,0) = §(z) (veja a figura (2.3)). Nesse contexto, aplicando o procedimento
do capitulo anterior relativo a caminhantes aleatorios equacao (2.38) obtemos
que a distribuicao relacionada ao comprimento dos saltos é agora dada por
Ak) = 1 — o#|k|* com o = D/7#, para a qual recuperamos o caso usual
com u = 2. Esta distribui¢ao apresenta comportamento assintético de cauda
longa, ou seja, saltos longos possuem uma maior probabilidade de ocorrerem

quando comparados com o caso usual.
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- pu=0.5
-~ pu=1.0
n=2.0

1/

-1 I o
x 1 ( Dt

Figura 2.3: Comportamento de (Dt)%L“(:c, t) versus x/(Dt)%, ilustra a equa-

¢ao (2.42) para valores tipicos de fu.
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Ainda na auséncia de forca externa, vamos considerar agora que o coeficien-
te de difusdo apresenta dependéncia temporal do tipo D(t) = Dt*~ ! /T(a) e
que o mesmo esteja convoluido com a distribuigao p(z,t) como segue

2

%p(a?, £ = /0 LdiD(t — f)%p(m,f) . (2.40)

Para resolver essa equacao, assim como nos casos anteriores, podemos utilizar
transformadas integrais e propriedades das fun¢oes de Mittag-LefHler e de Fox
para dada condi¢do de contorno e condicdo inicial p(x,0) = d(z), que nos

conduzem a seguinte solugao

ol t) = —H2 [(L (2.41)

Dtot1)n

@y (1) (13)
(veja Fig.2.3). Por outro lado, se considerarmos D(t) = DJ(t) na equagao

(2.40) e F(x) = —kx, obtemos empregando método semelhante ao do caso

anterior, a solucao

L0
B 1 29 ap I . w
plo) = —LHi; [(-D—<t)> | (lé)] , .02

em que D(t) = D[l — exp(—aut)] . Vamos analisar agora a equagao (2.38)
para uma condi¢ao inicial do tipo p(z,0) = p(z). Repetindo o procedimento
empregado acima, obtemos tomando a transformada de Laplace e Fourier da

equagao (2.38),

p(k,0)
k,s) = ————— . 2.43
Invertendo a equacao acima chegamos a
plz,t) = / de'G,(x — ', t —t')p(a') (2.44)

em que G,(z,t) = L,(x,t). E a equacdo integral associada a equagao (2.38)

é
t e’}
p(x,8) = pO () — /0 dt’ /_ 'GP (@ =l t =) F (@ )l 1) (245)
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em que

d
G (w,t) = ——Ly(x.1)
o dk "
= / — ksen(kx)e PR (2.46)
o

A equagao (2.45) é justamente a equagao integral correspondente a equagao
(2.38) que pode ser usada para calcular perturbativamente a influéncia de
uma forca externa qualquer aplicada ao sistema.

Neste capitulo, investigamos as equacoes que empregam derivadas fracio-
narias tanto na variavel temporal como na espacial. Para cada uma dessas
equacoes, usando o formalismo de caminhantes aleatorios, mostramos como
tais derivadas afetam o nosso caminhante, seja no tempo entre saltos ou
no tamanho com que os saltos sao dados. De fato, ao usarmos a derivada
fracionaria temporal alteramos o tempo entre saltos e no caso da derivada
fracionaria espacial alteramos a distribuicao do comprimento desses saltos.
No capitulo que segue, analisaremos as alteragoes que sao obtidas ao incor-

porarmos um termo absorvente e um termo de for¢a externa.
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Capitulo 3

Equacao de difusao fracionaria
linear: termo absorvente e forca

externa

Continuando os desenvolvimentos feitos capitulo anterior, vamos dedicar
este capitulo a analise da seguinte equacao de difusao fracionaria [25]

Zorat) = Dy ) o [F )

- ) dt'a(t —t') p(z, '), (3.1)

em que D é o coeficiente de difusdo, F'(x) é a forga externa, «(t) é um termo
absorvente (ou fonte) relacionado a um processo de reagao que pode estar
ocorrendo no sistema. De forma andloga aos casos analisados anteriormente,
a derivada fracionaria temporal é do tipo Caputo e a derivada fracionaria
aplicada a variavel espacial é do tipo Riesz-Weyl [21]. Assim, comegaremos
nossa discussao pelo caso caracterizado por um termo absorvente do tipo
a(t) = at?~1/T(3) sem a presenga de forgas externas. Depois, incorporare-
mos uma forga externa do tipo F(r) = —Kz em nossa analise. De forma
analoga as situagoes estudadas anteriormente, as solugoes serao expressas
em termos das funcoes H de Fox e em alguns casos relacionadas com as

distribuicoes do tipo Lévy.
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3.1 Equacao de difusao fracionaria linear e termo

absorvente

Vamos inicialmente abordar a equagio (3.1) na presenga do termo absorvente
(fonte) a(t) = atP~1/T'(B3), sem a presenga de forgas externas. Nesse caso, a
equagao (3.1) assume a forma

o o+
—p(x,t) = Damu

ot
) /0 dt'(t — ')~ p(x, 1) (3.2)

com0<v<1,0<f3<1,e0<pu<2 Estaequagao estende a equagao de

p(z,1)

difusao usual pela presenca das derivadas fracionarias e pelo termo absorvente
que encontra-se convoluido com a distribui¢do. A equagao (3.2) similar as
equacoes fracionarias estudadas anteriormente, também pode ser obtida do
formalismo de caminhadas aleatérias usando o procedimento apresentado
em [30] com uma escolha adequada para o termo que vai originar o termo de
reagao presente na equagao (3.2).

As solugoes que vamos obter para a equagao (3.2) serdo aquelas que sa-
tisfazem a condicdo de contorno p(£oo,t) = 0 e a condi¢ao inicial do tipo
p(x,0) = p(x) com p(x) sendo uma fungao integravel. Dessa forma, empre-
gando a transformada de Fourier (F{p(x,t)} = [ p(x,t)e"*dx = p(k,t)
e F~Yp(k,t)} = 5 /% p(k,t)e**dk = p(z,t) e a transformada de La-
place (L{p(x,t)} = [3° p(x,t)e™*tdt = p(x,s) e sua inversa L™ p(x,s)} =
= ot p(x,t)ettds = p(x,t)), podemos simplificar a equacio (3.2), que &

uma equacao integro-diferencial, na equacao algébrica
$'p(k, s) — 577 p(k, 0) = =D [k[" p(k, 5) — s~ p(k, 5). (3.3)

A solugao da equacao acima é dada por
;(ka ‘9) = g(k> S)ﬁ(k> 0)

= 37_1

pr— -4
Gk, s) sT+ D k" + asP (3-4)

em que p(k,0) é a transformada de Fourier da condicio inicial e G(k,s) é a

fungao de Green da equagao (3.2) no espago de Fourier-Laplace levando em
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conta a condigao de contorno acima. Observe que paray =1, u=2ea =0
recuperamos a funcao de Green da equacao de difusao usual neste espaco.
Para calcular a transformada inversa de Laplace e Fourier da equagao (3.4),
empregaremos o procedimento apresentado em |31| que apresenta de forma
detalhada uma explicacao de como podemos obter expansoes em séries que

contém funcoes H de Fox. Aplicando esse procedimento, obtemos

plat) = [ dmp@Gla —.1),

(42) (+03.2)

< (—at P H21[ || ,(3.5)
2(

G(z,t)= T ——
(@) ,;)2pﬁn!(DtV)ﬁ ** LoDy

(04) (+n-b3) (34)

Egll ’211))’::."((;;’?;))} é a fungao de H Fox definida no Cap.2 (equa-

em que H;nqn [:B
¢ao (2.10)). A equacdo (3.5) pode ser relacionada com varios resultados
presentes na literatura [32, 33, 34| obtidos para equagoes de difusao fracio-
narias na auséncia de termos absorventes (fonte). Em particular, um deles
é o resultado apresentado em [32| para equagoes de difusdo bifracionarias
que corresponde a equagao (3.5) com a = 0. Note que a funcdo de Green
obtida acima nos conduz a um espalhamento (progagao) anoémalo da condi-
¢ao inicial devido a presenca das derivadas fracionarias e o termo absorvente
que também induz um efeito de memoria. Esse fato pode ser verificado,
por exemplo, analisando o segundo momento da equacdo (3.5) para o caso

particular 4 = 2. De fato, Nessa situacao ele fica dado por
1
(2?) = 2D, 4 (—at™) (3.6)

para uma condicao inicial do tipo p(z,0) = d(x), em que E((l%(x) ¢ primeira
derivada da funcao de Mittag-Leffler generalizada 21| (veja as figuras 3.1 e
3.2). A presenca da fun¢do H de Fox na equagdo (3.5) e o comportamento
diferente do usual apresentado pelo segundo momento podem ser associados
as mudancas produzidas na densidade de probabilidade dos tempos de saltos
pela derivada fracionaria temporal, que para este caso tem um comporta-
mento de cauda longa em comparagao com o caso usual. Incorporando p # 2

ao caso anterior, produzimos mudancas na densidade de probabilidade do
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M=13 y=09 p=1
—————— u=2 y=05 pB=0.5
1 -p=15y=05 p=1

T T T T T T T T T
-1.2 -0.9 -0.6 -0.3 0.0 0.3 0.6 0.9 1.2

x/ ( 2(Dt)H)"™)

Figura 3.1: Comportamento de 2um? (Dt'y)%g(x, t) versus x/(Q(Dt'Y)%) ilustra

a equagao (3.5) considerando, por simplicidade, t = 1, para valores tipicos

de p, v e S.
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Figura 3.2: Comportamento de (x?) versust que ilustra como a equagdo (3.6)
evolui no tempo considerando, por simplicidade, D =1 e o = 1 para valores

tipicos de v e [3.
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tamanho com que os saltos sao feitos. Nesse caso,0 segundo momento da
equagao (3.5) diverge.

Usando o resultado anterior e o método das imagens |35, podemos achar
a solucao quando a condicao de contorno é definida em um intervalo semi-
infinito, i.e., p(0,t) = p(co,t) = 0. Em particular, a solu¢ao que leva em
conta essa condicao de contorno, na presenca de um termo absorvente e a

condi¢ao inicial p(x,0) = d(xz — &), é dada por

plz,t) =

X
-
NN
w
| — |
B
|
I

(3.7)

1

(03) (-%3) (33)
Esse resultado estende resultados encontrados em [36] e a distribui¢ao de
tempo da primeira passagem de tempo para esse caso, usando a defini¢ao
F(t) = — [;° Op(z,t)/0t empregada em [36], é dada por
(-44) (-3)

(3.8)

p2\/7t(Dt)

7 21 §
Fiy=— 2wl
( 23|:2( t“/);

(03) (-33%) (3:3)
que, para tempos longos, tem o comportamento assintotico F(t) ~ 1/t1F7/#
para 1 < p < 2 (veja a figura 3.3). Ressaltando que a equagao (3.8) recupera
a distribui¢ao de tempos de primeira passagem encontrada em [36] para uma
escolha adequada dos parametros p e 7.

Agora, vamos incorporar ao caso anterior a forga externa F(z) = —Ku.

Para esse caso a equacao (3.1) fica dada por

% (,t) = Daf;“ px,t) +IC% [zp(x,1)]
- m/0 at'(t — )~ p(x,t'). (3.9)

Note que na auséncia do termo absorvente a equacao (3.9) tem a solugao

estacionaria dada em termos das distribuicoes de Lévy. Esse fato é uma
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2.0 H

[ oty i) 70

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

£/ (2(pthH"™)

=

Figura 3.3: Comportamento de [,u27T%t(Dt7)%/(7§))]f(t) versus &/ (2(Dt7)w)

que ilustra a equagao (3.8) para valores tipicos de u e 7.
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caracteristica da presenca das derivadas fracionarias espaciais presentes na
equacao de difusao que mudam a densidade de probabilidade associada as
distribui¢oes dos comprimentos dos pulos, como discutido anteriormente. Se-
guindo o procedimento empregado previamente, vamos usar as transformadas
de Laplace e Fourier para simplificar nosso estudo. Usando essas transforma-
das integrais a, equagao (3.9) pode ser simplificada para a seguinte equagao
d~
@P(

em que p(k,0) é a transformada de Fourier da condicao inicial. A solucao

s7p(k, s) — s7 (K, 0) = —|k|"Dp(k, s) — Kk——p(k, s) — as ?p(k, s) ,(3.10)

dessa equacao (considerando por, simplicidade p(k,0) = 1), é dada por

Dlk*

~ > DlkIF\" 7 le” xm
k,s) = — . 3.11
Pk, 5) nz::(]n! < ne ) $T 4+ as B+ nukl (3.11)

Invertendo a transformada de Laplace na equacao (3.11) obtemos

_ 2 (—at?tP) (DIkF\" _pmr
plk,t)= > Tl K e ki E$1+jﬁ(—nuKt”) . (3.12)

Jm=0

Na auséncia de termos absorventes a equacao (3.12) recupera o resultado

encontrado em [37|, que é dado por

sty =S L (DI B (k) (3.13)
PR 2l kK b ' '

Deve ser observando na equacao acima que a funcao de Mittag-Leffler tem
um comportamento mondtonico para os valores do parametro v considerados
aqui. Assim, para tempos longos a equagao (3.13) tém como limite assinto-
tico p(k,t) ~ e~ PIEI/(K1) que é estacionaria |, i.e., independente do tempo.
Aplicando a transformada inversa de Fourier nesse limite assintotico, obte-
mos

(17) (13)

" : (3.14)

plat) ~ 1 H [(%) o

.y (1.3)

que é uma distribuicao de Lévy. Este ultimo fato sugere um contexto ter-

moestatistico diferente do usual para esse cenério (por exemplo, veja [39)]).
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Nessa direcao, a presente anélise pode ser considerada uma adicao as ané-
lises feitas em [38] para as equagoes de difusdo fracionéarias. Invertendo a

transformada de Fourier na equacao (3.12) chegamos a

(%)%\ |
D T

A equacao acima na auséncia de termos de fonte recupera os resultados

—_n. L 1
< (—atB) L (1=n.) (1:3)
p(flf,t) = Z n'j',u\x| E’y,l—i—jﬁ (_n:ulc{y) H22

j,’ﬂ:O ke

@y (13)

encontrados em |11| para o caso de um potencial harmonico e seu comporta-

mento assintotico para grandes argumentos (x — 00) é dado por

00 n_lu — S RNCAY] )
pla,t) ~ > <D> ot ) (—nukt?)

=0 Pk nljlpla]tne

S ( D )L (D™D (4 mp) (g(”? +n),,b) . (3.16)

= \uk || ['(1+n)

Neste capitulo, trabalhamos equagoes de difusao fracionarias na presenca
de termos de fonte e forca externa. Particularmente, o termo de fonte
encontra-se convoluido com a distribuicao induzindo um efeito de memo-
ria. Primeiramente , analisamos o caso caracterizado pela auséncia de forca
externa na presenca do termo absorvente «(t) = at?~1/I'(3). Para esse caso,
obtivemos solugoes exatas e as expressamos em termos da funcao de Green.
A funcao de Green mostrou possuir um comportamento diferente do usual
(Gaussiano) que manifesta-se na forma como ocorre a propagagao da condi-
cao inicial. Fato esse que esta intimamente conectado com a presenca das
derivadas fracionarias presentes na equacao de difusao. Nessa dire¢ao analisa-
mos o comportamento do segundo momento. A seguir, incorporamos a forca
externa F'(x) = —Kx a situagao anterior em que temos a presencga do termo
absorvente. Para este caso, também, obtivemos solucoes exatas e discutimos
o caso a = 0. Em particular, a solugao estacionaria é do tipo Lévy, sugerindo
que o contexto termoestatistico associado a esse cenério é diferente do usual.
Nesse sentido, os resultados apresentados podem ser considerados como uma

extensao das andlises feitas em [38| para equacoes de difusao fracionarias.
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No capitulo que segue, estudaremos as equagoes de difusao fracionarias nao

lineares.
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Capitulo 4

Equacoes de difusao nao lineares

fracionarias

Neste capitulo, discutiremos algumas solugoes particulares de uma equa-
¢ao de difusao nao linear unidimensional considerando a presenca de deri-
vadas fracionérias na variavel espacial. Particularmente, serd foco de nossa

discussao a equagao:

p o, o
e YA v
i <t>a‘x|ﬂ,{|x| A

[|x|-"p”}} - Bt - o (1)

em que o coeficiente de difusdo, dado por D(t), é dependente do tempo,
F(x,t) é uma forca externa aplicada ao sistema, dada por F(x,t) = —k(t)z e
a(t) é um termo absorvente ou de fonte o qual tem sua origem, por exemplo,
em um processo que contenha algum tipo de reacao além da difusao. Come-
caremos investigando as solucoes da equacao acima na presenca de termos
absorventes lineares, isto é, com j1 = 1. Na seqiiéncia, estudaremos situagoes
caracterizadas por fi # 1 na auséncia de forgas externas com um coeficiente
de difusao constante. Nesse caso, obteremos solucoes para alguns valores

particulares dos parametros presentes na equacao (4.1).
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4.1 Equacoes nao lineares fracionarias com ter-

mos absorventes lineares

Investigaremos as solu¢oes dependentes do tempo para a equagao (4.1)
utilizando o método de similaridade para reduzi-la a uma equacao diferen-
cial ordinaria, observando que a forma explicita da equacao que sera obtida
depende das condicoes de contorno ou de restricoes impostas pelas leis de
conservacao, como por exemplo, a condi¢ao de normalizacao. Assim, vamos
considerar em nossas investigacoes solugoes do tipo

1 | =z
pmw=754&ﬂ, (12)
em que p(£o00,0) = 0.

Estas solugoes devem satisfazer as condicoes de contorno, inicial e de
normalizagao, quando @(t) = 0. Antes de analisarmos as solu¢oes da equagao
(4.1), vamos considerar p(z,t) = exp {— I df@(f)} p(x,t), em que p(xz,t) é a
fungdo a ser determinada, sendo dada pela equacao (4.2) e p = 1. Desta
forma, deixamos para uma etapa posterior o estudo do caso i # 1 e suas
solugbes. Aplicando estas consideragoes na equagao (4.1) obtemos

% _ 5 0 PN/ e | G o 5
o = Dl0) o {19 o 0] | = 5 0o, (4

com D(t) = D(t) exp [(1/ +y—1) 3 dfo‘z(f)}. Agora, empregando a equagao

(4.2) na equagao (4.3) e utilizando z = |z|/®(t), obtemos um conjunto de

duas equagoes como segue:

e (g ] - EL ) (44
(1) = D) [0~ k(1)(), (49

em que £ =0+~ +v+n+p+ ' ek éuma constante arbitraria que pode

ser determinada pela condi¢ao de normalizacao. Resolvendo a equagao para
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(1), temos

1

t (6=1) [ ati(t)
0

— 1+k//d£7§(£)e
0

—f‘dt' k(t')
0

ot ¢ , (4.6)

©

~—

i

em que k' = (1 — &)k/[®(0)]¢7'. Podemos perceber que esta equacdo con-
templa a possibilidade de considerarmos como condicao inicial a distribuicao
com uma determinada largura. Voltando nossa atengao para a equagao (4.4),
a primeira simplificacao que podemos fazer nela é efetuar uma integragao, o

que resulta em

C?:M/__ll {z_eﬁ'y(z)% [z‘nﬁ/(z)}} = l?:zﬁ(z) + C, (47)

a partir da qual analisaremos varias situagoes para os parametros u', u, 0,7y,
v. Em particular, primeiramente estudaremos o caso ¢/ =1 com e pu,0,v,n
e v arbitrarios. Apoés este estudo, consideraremos situacoes que envolvem
valores arbitrarios de u e casos particulares para estes parametros. Para que
a condi¢ao de contorno p(£oo,t) = 0 seja satisfeita, vamos considerar C = 0
para todos 0s casos.

Dessa forma, considerando y' = 1 juntamente com C = 0 a equagao (4.7)

fica reduzida a

d*

SO [ )] = Repe). (4.9

A equagao (4.8) é uma equacao de difusdo nao linear e fracionaria, o
que torna dificil, ou impossivel, empregarmos procedimentos baseados no
principio da superposi¢cao que sao comumente usados na obtencao das so-
lugoes das equacoes diferenciais parciais lineares. Assim, iremos propor o
ansatz' p(z) = N 2% (1 + b2)¥ como uma possivel solucio, observando que
esta proposta de solucao satisfaz as condi¢oes de contorno e inicial pertinen-

tes ao problema. A seguir aplicamos o ansatz na equacao (4.8) e utilizamos

IEsse método consiste em utilizarmos as condicoes inicial e de contorno para propor

uma estrutura para a solu¢ao, a menos de parametros adequados.
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a propriedade que é obtida usando a definicao de derivada fracionaria de
Riemann-Liouville,
d6
d=*

[(a+1) zo8
Cla+1—=96)(1+b2)°F

com § = o+ (+ 1. Encontramos portanto, os parametros «, 3 e v presentes

[za(l + bz)ﬁ} = (4.9)

no ansatz e na equacao de difusao em termos dos demais parametros como

segue:
o (I+0+p+n)2+0+pn)
v (=1 A+0+2u+n) ’
B p(2+6+p)
v (v=1)(1+0+2u+n) (4.10)
, (-7 (A —p—mn)

240+ p ’

1
com N = [%} 1777 Substituindo esses resultados na solugao pro-

posta, encontramos

2+60+pu+n

14+0+u+
m@:NFv?%+mﬁﬂwm“, (4.11)
Devemos observar que b = —1 consiste em uma solucao compacta, ao passo

que b =1 nos conduz a uma solucao que “cobre” todo o espaco. Conseqiien-
temente, dependendo da escolha dos parametros p, 6,71 e 7, a solugao adquire
uma cauda curta (b = —1) ou longa (b = 1). Em particular, o ultimo caso
esta relacionado com as distribuicoes do tipo Lévy. De fato, se considerarmos
o limite assintotico para argumentos grandes na equagao (4.11), para o caso

. ~ 2+p+0
caracterizado por uma cauda longa, teremos p(z) ~ 1/27 1.

Empregando o procedimento acima, podemos estender a solu¢ao encon-
trada para o caso caracterizado por p’ # 1. Analogamente, utilizando o
ansatz descrito acima na equagao (4.7) com C = 0, obtemos como solugao

, , 0+2p 4
z

p(z) = = (1+4bz) =7 , (4.12)
em que v = (1 —p—p' —0)/(1+p'),

~_l MNl+a—n) Fl+Q+2L)a—-0-n—p) ]1"W
kT +a—-n—p) TR+A+2)a—0—n—p— )
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8 || W=-5/2, p=5/2,

‘ e=0 , n=-2/3
****** H=-5/2, n=3/2,

6=1/2 ,n=-5/3
W=-5/2, n=-3/2,
6=-1/2, n=5/3

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
x/D(t)

Figura 4.1: Comportamento da ®(t)p(x,t) versus x/®(t) a partir da equagao
(4.12) para valores tipicos dos parametros n, i/, 0 e e na auséncia de termos

absorventes, que nos conduzem a uma distribuicao com a forma compacta.

eafv =[0+2u +p)/(L=2p+p)—0-—m[O0+u+p+tn)/1-7)
De forma analoga ao caso anterior, b = +1lev = (1—7)(1—pu—n)/(14+60+2p)
(veja as figuras 4.1 e 4.2).

Utilizando os resultados acima, podemos obter o segundo momento, e, em
particular, para o caso em que o mesmo ¢ finito, encontramos (z?) oc [®()]?,
com ®(t) definido pela equagao (4.6). Quando consideramos tempos longos,
este resultado se reduz a (2) = t¥¢€1 na auséncia de forcas externas e
termos absorventes. Essa relacao nos diz que o processo difusivo pode ser
superdifusivo, normal ou subdifusivo se 2/({ — 1) for maior, igual ou menor
que um respectivamente.

Agora, vamos considerar casos particulares da equacao (4.1). Mais pre-

cisamente, consideraremos os seguintes casos: (i) ¢/ = p =1, (it) ¢/ =1
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0.14 —+

W=1/5, p=-5/6

o= 3/2, n=-1/2
o= 3/2, n=-3/7

—————— 6= 1/2, n=1/3

0.12 +

0.10 —H

Figura 4.2: Comportamento da ®(t)p(z,t) versus x/P(t) obtido a partir da
equagao (4.12) para valores tipicos dos parametros n, i',0 e p e na auséncia
de termos absorventes, que nos conduzem a uma distribuicao com uma cauda

alongada, cobrindo todo espaco.
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e p=—1e (i) =2ep=0. Entretanto, antes de comegarmos nossas
investigacoes acerca desses casos, vamos fazer a mudanca de k por —k com k
definido pela condi¢ao de normalizacao. Aplicando este requisito na equacao
(4.7), obtemos para o caso p/ = p =1 a expressao
) [ ()] = i)
dzm

A solucao para a equacgao acima é dada por

]; 24604+ (1—7) 2
- : (4.13)

ple) ==v cay [_ 2+ 0+ (1—)n

em que ¢ = 2—v —, com exp,[r] = [1—(1 —q)x]ﬁ paral—(1—¢)x >0e
exp, [r] = 0 para 1—(1—¢)z < 0. Note que exp, [z] ¢ a fungao g-exponencial
que emerge do formalismo de Tsallis ao maximarmos a entropia de Tsallis
Sy = (1— [dxp?) /(¢—1) com vinculos adequados [45]|. Para o segundo caso,

istoé /' =1e p=—1, temos que
05 (2) / Az (3) = —kzp(2).
0

Resolvendo a equacao anterior, obtemos como solucao
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pz) = 2% eap,

1L zl_"“%ﬁ} , (4.14)
K

em que K = k[(1 —)(1 —n) — v(1+6)]. No terceiro caso, ' =2 e =0, a

equagao (4.8) assume a forma

(@) = —Eap(e).

De forma anédloga aos casos anteriores, podemos expressar a solucao para

esse caso em termos das fungoes g-exponenciais, obtendo como resultado

> n+6
n+6 |: k‘ Z2+ v+

p(z) = z¥#1 exp, TR (4.15)

em que ¢ = 2 — v — . As solugoes para esses casos podem exibir uma forma

compacta ou alongada de cauda, dependendo dos valores dos parametros

v,7, 0 en.
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4.2 Equacoes nao lineares fracionarias com ter-

mos absorventes nao lineares

Para complementar nossa anélise feita anteriormente, consideraremos a situ-
acao em que i # 1. No intuito de simplificarmos o problema, trataremos esse
caso na auséncia de forcas externas, com o coeficiente de difusao e o termo
absorvente constantes. Empregando todas essas condi¢des na equagao (4.1),
podemos reduzi-la & forma
' 3
dp 0 5, O
ot Olx|# Oz |»

Assim, como nos casos trabalhados anteriormentes, a equagao (4.16) é

[\x|_’7p”}} — aph. (4.16)

uma equacao nao linear, sendo que a nao linearidade esta presente tanto no
termo difusivo quanto no termo absorvente. Seguindo o procedimento empre-
gado na se¢ao anterior, vamos considerar que a solu¢ao para a equacao (4.16)
seja do tipo p(z,t) = ¢(t) P(p(t)x), sendo ¢(t) e p(t) funcoes dependentes do
tempo a serem determinadas. Observe que contrariamente a equagao (4.2),
o(t) e p(t) nao precisam ser necessariamente iguais. Continuando nossa in-
vestigacao acerca das soluges da equacao (4.16), vamos analisar a equagao
cinética que emerge ao tomarmos D = 0, ou seja, quando temos a equagao

dp a
5 = (4.17)

1
A solugdo para esta equagao é dada por p = [1 — (1 —p')at]=+, o que su-

gere considerarmos que ¢ seja dada por p = [1—(1 —,u’)lCt]lf;u’ (sendo K uma
constante arbitraria a ser determinada), uma vez que para D = 0 a solugao
deve ser formalmente equivalente a solucao da equacgao cinética. Para obter
¢, vamos substituir a solugdo proposta na equacao (4.16), com ¢(t) definido
acima. Apos alguns calculos é possivel mostrar que ¢(t) = [gb(t)]% e,

com isto, podemos reduzir a equagao (4.16) a equagao ordinaria

(y+v—-—mK dP ar 0 7al“ . i
i~ Pa ¢ P [C"PY] § = aPP, (4.18)

em que ¢ = @(t)x. Nesse ponto, é interessante ressaltarmos que, supondo
[o¢]

_KP —

que [ d¢ ¢*P(C) seja finita e conhecendo ¢(t) e ¢(t), podemos determinar
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o comportamento temporal do segundo momento. Nesse caso, aplicando a
definicao, (2?) = [ dz z’p(x,t), obtemos (z?) x ¢(t)/[p(t)]>. Tomando

3(4+p—y—v)
o limite de tempos suficientemente longo, obtemos (x?) ~ tO-mFa 040

Desse ultimo resultado, podemos observar que para 3 (1+pap—~v—v)/[(1 —
@)(p+ ¢’ + 0 +n)] maior, igual ou menor que a unidade, temos um processo
superdifusivo, normal ou subdifusivo, respectivamente.

Agora, nosso problema reside em encontrar solugdes analiticas para a
equagao (4.18), o que é uma tarefa dificil se considerarmos pu, p’,0,n,v e v
arbitrarios. Assim, vamos considerar duas situacoes particulares envolvendo
estes parametros. Elassao (i) y+rv=pcompu=1lepy =0e (it) y+v—p =
' +04+ncom = p' = 1. Comecaremos considerando v+v =j, u=1e
i = 0 com os demais parametros podendo assumir valores arbitrarios. Para

este caso, a equagao (4.18) pode ser reduzida a equagao

_kp—pcrpr L

dC P = P

cuja solucao é dada por

. acl o+
P(g) = gg equ [ / du 'LL 1 “/ e (1il—g+q—n))pu 1+9+”I‘| €(1£9+77)’gu7 (419)
para g =2 —~y —v.
Paraocasoy+v—jg=pu+pu +60+nepu=py =1, aequagao (4.18)

adquire a forma

d a* _
P op TPy — aPr.
C[C] dC{C Pd(”[c 73}} a
A solucao para esse caso pode ser obtida de forma implicita e tem como
resultado
) ]Cg2+9+%(1—’y)
PO = o]
"l Dl2+0r+n1—7)]
e ¢ u€+g(1_7) u _
- — [ d 7/ du |[P(u)]”|, 4.20
o [ s [ anp@y (4.20
com ¢ = 2 —~ — v. De forma andloga, outras situacoes envolvendo os

parametros presentes na equagao (4.18) podem ser analisadas.
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Neste capitulo, abordamos as equacoes que sao nao lineares e possuem
derivadas fracionarias espaciais. Também consideramos a presenca de ter-
mos de forca externa e termos de fonte ou sumidouro. As solugoes foram
obtidas levando em conta o método de similaridade que resaltaram em dis-
tribuicoes do tipo lei de poténcia as quais poderiam ter uma forma compacta
ou alongada, dependendo da escolha dos parametros presente na equacao de
difusao. Outro fato interessante é a presenca das fun¢oes g-exponenciais e
g-logaritmicas presentes nas solugoes da equacao de difusao, sugerindo uma

conexao dessas equacoes com o formalismo de Tsallis.
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Discussoes e perspectivas

Nesta dissertacao, abordamos varios tipos de equacoes de difusao que gene-
ralizam a equacao de difusao usual pela presenca de derivadas fracionarias
temporais, espaciais ou incorporando termos nao lineares. Nesse tltimo caso,
o termo nao linear pode estar no termo difusivo e/ou no termo de reagao.
Particularmente, comecamos a discussao pela equacao de difusao usual no
intuito de compreender as situacoes fisicas que a rodeiam e consequente-
mente as situacoes baseadas em suas generalizacoes. Assim, depois de uma
rapida introducao sobre a equacao de difusao usual e alguns formalismos re-
lacionados a ela abordamos as equacoes de difusao que empregam derivadas
fracionarias na variavel temporal e espacial. Essas equagoes sao resultados de
mudancas, pensando no formalismo de caminhantes aleatorios, na distribui-
cao do tempo de espera entre saltos ou na distribuicao do tamanho dos saltos.
Fatos estes que podem ser verificados utilizando o formalismo de caminhan-
tes aleatorios. O resultado de tais solucoes que passaram a ser expressas em
termos das funcoes H de Fox ou das distribuicoes de Levy. Nesse sentido, o
segundo momento associado a estas distribui¢oes, quando finito, nos levou
a obter um alargamento da distribuicao de uma forma andmala, diferente
do caso usual que é linear com o tempo. Seguindo com nossas investigagoes
incorporamos um termo absorvente na equacao de difusao fracionaria e ob-
tivemos as solucoes em termos das fungoes H de Fox. Apds o estudo dessas
equacoes lineares, consideramos as equacoes de difusao que sao nao lineares
e empregam ou nao derivadas fraciondrias na variavel espacial. Nesse caso,
as solucoes obtidas sao expressas em termos da funcao g-exponencial que

aparece no formalismo de Tsallis, sugerindo assim uma base termoestatistica
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para tais equacoes. Ressaltando que também consideramos a presenca de um
termo de reacao nao linear.

Uma etapa futura seria investigar situacoes fisicas em que o formalismo
abordado aqui pode ser aplicado e buscar extensoes dos resultados encontra-
dos aqui. Nesse sentido, temos por exemplo o modelo do pente [40, 41, 42|
que tem sido empregado no estudo da propagacao de células cancerigenas
[43]. Outra possivel extengao seria considerar a presenca de termos convecti-
vos nao lineares. Por fim, esperamos que os resultados obtidos aqui venham
a ser tuteis na discucao de situagoes que envolvam ou estejam relacionadas

com processos difusivos anomalos.
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