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Resumo
As deformações elástias nos ristais líquidos nemátios são obtidas mediante minimizaçãoda energia livre. Quando o ristal líquido é on�nado, a superfíie pode induzir deformaçõesque se espalham por toda a amostra. Se um ampo externo é apliado, as moléulas tendem aorientar-se na direção do ampo se a anisotropia dielétria for positiva ou perpendiular à elese negativa. Assim, tanto ampos externos quanto interações om a superfíie afetam o per�ldo diretor. Quando investigamos a amostra do ponto de vista das respostas elétrias, podemostratar o meio nemátio omo um iruito de resistênia e apaitânia em paralelo. Quando oanoramento é forte, enfatizamos a presença de um pio na orrente no momento da transiçãode Freéderiksz. Se o anoramento é frao, podemos onetar a orrente elétria no pontode máxima intensidade om a energia de anoramento. Se onsiderarmos um potenial maiorque o potenial rítio de Fréederiksz, su�iente para que o diretor, no meio da amostra, jáesteja paralelo ao ampo, podemos onsiderar a amostra omo uma élula híbrida, e obter umaexpressão para o per�l do diretor. Tal expressão permite obter uma relação analítia entre aorrente e a energia de anoramento. Para que esse objetivo seja alançado, a densidade deenergia livre é investigada; as ontribuições do ampo elétrio e a energia de superfíie, bemomo as ondições de ontorno, são disutidas; diversas apliações são apresentadas; o per�lde resistênia, apaitânia e orrente elétria para as situações de anoramento forte e frao émostrado; �nalmente, uma forma alternativa de estimar a energia de anoramento é proposta.
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Abstrat
The elasti deformations in liquid rystals are investigated by minimizing the free energy.When the liquid rystal is on�ned, the surfae an indue deformations whih spread for theentire sample. If an external �eld is applied, the moleules tend to orient in the diretion of the�eld, if the dieletri anisotropy is positive, or perpendiular to it, if negative. Consequently,external �elds as well as surfae interations a�et the diretor pro�le. When investigatingthe eletri response of a given sample, we an onsider the nemati system as a parallel of aresistane and a apaitane. If the anhoring is strong, under the ation of an external voltagethat inreases linearly with time, we detet the presene of a peak in the urrent in orrespon-dene to the Fréederiksz transition moment. If the anhoring is weak, it is possible to onnetthe maximum value of the eletri urrent with the anhoring energy. When we onsider apotential muh higher than the Fréederiksz ritial potential, in the middle of the sample thediretor is pratially parallel to the �eld. In this manner, the system an be approximated bya hybrid ell for whih it is possible to obtain an exat expression for the diretor pro�le. Thisexpression allows us to obtain an analytial relationship between the urrent and the anhoringenergy. To aomplished this task, the free energy density is investigated; the ontributionsof the eletri �eld, of the surfae anhoring, and the role boundary onditions are disussed;several appliations are presented; the resistane, the apaitane and the eletrial urrentpro�les are shown; �nally, an alternative way to estimate the anhoring energy is proposed.
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Introdução
Físios teórios veem beleza em expressões matemátias que, depois de um árduo trabalhoalgébrio, onseguem dar onta de desrever omo o fen�meno oorre. Físios experimentaisveem essa beleza em grá�os que levaram tempo e dediação para serem obtidos. E não físiosveem beleza em imagens que a natureza proporiona. Desse ponto de vista, o meio líquido-ristalino oferee deleite para todos os gostos de beleza: matemátia bem fundamentada, téni-as experimentais bem detalhadas, e belíssimas imagens que deixam a todos admirados, físiose não físios. Os fen�menos de birrefringênia dos ristais líquidos geram efeitos extremamenteoloridos quando observados em um mirosópio om luz polarizada atravessando a amostra.As texturas das fases são obras de arte da natureza. E quando se tem a oportunidade deobservar uma transição de fase, não há omo não se surpreender om o espetáulo.Os ristais líquidos estão dentro de uma grande lasse de materiais onheidos omo �uidosomplexos. Esse grupo ompreende materiais que possuem alto grau de organização e fen�-menos peuliares. Além dos CL (ristais líquidos), ferro�uído, olóides, suspensões, sangue,água, dentre inúmeros outros ompreendem uma das maiores lasses de materiais. Muito têmse estudado, e muito também tem se investido no estudo desses materiais.O grande objetivo para esse trabalho é estudar, no âmbito teório, omo se omportamresistênia, apaitânia e orrente elétria em uma amostra de ristal líquido sujeita a apliaçãode uma diferença de potenial, onsiderando que ela possa ser tratada omo um paralelo deresistênia e apaitânia. Quando a situação de anoramento frao é onsiderada, isto é,quando a energia que anora as moléulas na parede é da ordem da energia de volume, podemosenontrar uma forma de obter o parâmetro fenomenológio W , que representa a energia desuperfíie, à orrente elétria. Isto fornee uma ténia alternativa e simples de estimar o valordessa grandeza. Para isso, preisamos introduzir a teoria que determina quantitativamenteomo as moléulas se orientam na presença desse ampo, e omo os efeitos de superfíie podemtambém interferir na orientação. 7



Para situar o leitor, no primeiro apítulo fazemos uma rápida passagem sobre os prinipaisaonteimentos que ontribuíram para o iníio dos estudos e para a desoberta do meio líquidoristalino. Em seguida, mostramos as prinipais araterístias dos tipos de ristais líquidos edas mesofases que podem ser enontradas.O segundo apítulo é dediado à fundamentação da teoria da fase nemátia, nossa fasede maior interesse. Para tal, omeçamos om a abordagem de Maier-Saupe que desreve pormeio de uma teoria auto-onsistente, a transição de fase nemátia-isotrópia, e reproduzimos oomportamento da urva do parâmetro de ordem em função da temperatura. Em um segundomomento, apresentamos a teoria elástia, obtendo a expressão para a densidade de energia livreproposta por Frank, que desreve as deformações e a elas assoia três onstantes elástias. Emseguida, as ontribuições de ampos externos e ontribuições de superfíie são inseridas naenergia livre. As ondições impostas pelos ontornos da amostra são obtidas em seguida. Por�m, uma rápida passagem sobre a dinâmia no meio nemátio é realizada.Diversas apliações são mostradas no tereiro apítulo: o pioneiro trabalho de Berremanonde a parede on�nante possui per�l senoidal é reproduzido; em seguida, duas situaçõesde élula híbrida, uma delas om duas ondições diferentes de anoramento, e outra omondições de anoramento forte mas om eixo fáil de diferentes orientações além de ampoelétrio apliado. O fen�meno da transição de Fréederiksz é investigado no �m desse apítulo,nas situações de anoramento forte e frao.O último apítulo orresponde à prinipal parte do trabalho: a determinação do omporta-mento da resistênia, da apaitânia e da orrente elétria para as situações de anoramentoforte e frao. Para esta última, é obtida uma expressão analítia, sob algumas aproximações,que oneta o ponto de máxima intensidade da orrente elétria que atravessa a amostra àenergia de anoramento.Por �m, são apresentadas algumas onlusões e idéias para futuros trabalhos e extensões.No que diz respeito ao sistema de unidades, usamos o sistema internaional.
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Capítulo 1
O Meio Líquido Cristalino

Os ristais líquidos são materiais maravilhosos, dotados de alto grau de ordenamento mole-ular e posiional de longo alane dos sólidos ristalinos (araterístia de ristais sólidos), ealto grau de �uidez e desordem de longo alane dos líquidos isotrópios e gases (araterístiade líquido isotrópio). De uma maneira bem resumida, a fase líquido-ristalina é uma faseintermediária entre a fase sólida-ristalina e líquido-isotrópia [1℄ (�g. 1.1).

Figura 1.1: Cristal líquido, fase intermediária entre a fase sólida ristalina e a fase líquida isotrópia [4℄onde as moléulas apresentam erto grau de ordenamento.O grande interesse no estudo dessa lasse de materiais inlui aspetos de físia básia omotransição de fase, forças intermoleulares e interfaiais até apliações tenológias na indústriaalimentíia, osmétios,displays, dentre outros. Diversas áreas do onheimento se interessampelo estudo desses materiais [2℄: físia, químia, engenharias, biologia.Devido à sua estrutura bem organizada, os ristais líquidos apresentam anisotropia em suasaraterístias magnétias, elétrias e óptias, tal omo um sólido ristalino. Dentro dessa faseexistem diversas outras mesofases, lassi�adas de aordo om a estrutura e orientação.9



Neste apítulo, apresentamos os prinipais aspetos dos materiais que apresentam a faselíquida-ristalina, bem omo uma rápida passagem sobre os prinipais eventos que permearamo surgimento dos estudos desses materiais. Por �m, apresentamos brevemente as araterístiasdas mesofases dos ristais líquidos.1.1 Uma breve história dos ristais líquidosNa penúltima déada do séulo XIX, um austríao de nome Friedrih Reinitzer (�g. 1.2)(1858-1927), botânio e bioquímio, estudava olesterol de enouras no Instituto de FisiologiaVegetal da Universidade Alemã de Praga, om o objetivo de determinar sua fórmula químia.Reinitzer observou fen�menos desonheidos à medida que ia aqueendo esse material. Dife-rentemente de materiais omuns, o ponto de fusão não era bem de�nido. Quando aqueidoà temperatura de 145,50C o sólido sofria transição para uma fase líquida turva tornando-setransparente aos 178,5 0C; ou seja, uma faixa de temperatura de 330C em que não se podiadizer qual fase o material estava, já que não estava ompletamente líquido, mas também nãoompletamente sólido. Quando o aminho inverso era tomado, ou seja, quando resfriava-seo material, o mesmo resultado era, então, observado: aos 178,5 0C tornava-se líquido turvo,e aos 145,5 0C tornava-se sólido. Como o fen�meno era de natureza físia, e não químia,Reinitzer pediu ajuda para um afamado ristalógrafo alemão que trabalhava na Esola Poli-ténia de Aahen: Otto Lehmann (�g. 1.2), que mostrou-se muito interessado no assunto. Osdois troaram orrespondênias por 40 dias. Apesar do muito que ainda havia por eslareer,Reinitzer onluiu que o que tinha era su�iente para publiação. O primeiro artigo publiadopor Reinitzer, a respeito desse estranho fen�meno, depois das orrespondênias om Lehmann,surgiu em maio de 1888, intitulado Contribuições ao estudo do olesterol 1. Reinitzer não maisontribuiu para grandes eslareimentos. Essa tarefa foi realizada por Lehmann, que passou ainvestigar as propriedades físio-químias daquele material. Ainda na mesma déada, Lehmannpubliou diversos artigos nos quais apresentava observações dos materiais que apresentavamdois pontos de fusão, e outros ainda que apresentavam três.Fato ainda mais estranho observado por Lehmann, é que estando nessas fases o materialapresentava uma propriedade até então exlusiva de sólidos: a birrefringênia; em algunsasos, até maior que na maioria dos sólidos ristalinos; esse fen�meno é fruto da anisotropia1em alemão: Beiträge zur Kennetnis des Cholesterins10



Figura 1.2: Friedrih Reinitzer (esquerda), primeiro ientista a notar a existênia da fase intermediáriaentre a fase sólida e a fase líquida. Otto Lehmann (direita) investiu sua arreira no estudo dessesmateriais.na estrutura de ordenamento e posiionamento das moléulas, araterístia de ristais sólidos;todavia, inevitavelmente, o material insistia em �uir. Em razão disso, em 1900 ele nomeou omaterial estudado omo Cristal Líquido. Lehmann deu nomes às mesofases observadas por eleomo ristais que �uem, ristais líquidos visosos, e ristais líquidos que formam gotas.

Figura 1.3: Georges Friedel, afamado e respeitado ristalógrafo, assim omo Lehmann.Em um artigo de revisão de quase 200 páginas, publiado na revista Annales de Physiquede Paris, em 1922, intitulado Os Estados Mesomorfos da Matéria, Georges Friedel (�g. 1.3),ristalógrafo franês, adotou a nomenlatura atual em físia dos ristais líquidos: os ristais11



líquidos visosos seriam os esmétios; os ristais líquidos que formam gotas seriam então ha-mados de nemátios; e olestérios foi o nome dado aos ristais que �uem. Friedel iniioutambém uma grande disussão quanto ao nome �Cristal Líquido� dado por Lehmann. De fato,o primeiro parágrafo da introdução do artigo dá uma idéia do tamanho da disussão:
�Eu uso do termo mesomór�o para designar os estados da matéria ob-servada por Lehmann, nos anos que seguiram a 1889, e para o qual eleinventou os termos 'ristal líquido' e '�uido ristalino'. Lehmann teve ogrande mérito de hamar a atenção para estes materiais, mas ele ometeuum grave erro ao dar-lhes tais nomes. Os inadequados nomes foram repe-tidos e repetidos ao longo dos últimos 30 anos. Como resultado, muitaspessoas supõem que essas substânias são meramente materiais ristalinos,embora muito mais �uido do que os até agora onheidos. O aso é om-pletamente o oposto. Na verdade, estes materiais são in�nitamente maisinteressantes do que seriam se eles fossem simplesmente ristais exibindoalgum inesperado grau de �uidez.�

Infelizmente, Lehmann não onseguiria responder ao Prof. Friedel, já que, de forma ines-perada e súbita, faleera no mesmo ano, em 17 de junho. Apesar da tentativa do Prof. Friedelem modi�ar a terminologia usada e de estar om a razão físia para fazê-lo, o nome CristalLíquido já havia se difundido, e não havia omo voltar atrás.Cronologiamente, as observações de �uidos que apresentam anisotropia estrutural e, on-sequentemente, birrefringênia foram relatadas anteriormente, em 1856, por um médio deFrankfurt, Dr. Christof Freiherr von Mettenheimer, seguindo o estudo iniiado pelo tambémmédio patologista Rudolph Ludwing Carl Virhow 2 sobre as propriedades da mielina, om-posto biológio que envolve os neur�nios 3. Quando está em solução aquosa, a mielina, omoé típio de ompostos an�fílios, a partir de erta onentração rítia, forma agregados simé-trios (onhas om um ponto em omum ou ilindros om eixo omum) hamados mielas.2além de médio, fora patologista, antropólogo e polímato polítio tendo fundando o Partido ProgressistaPrussiano3As mielinas são de extrema importânia para as onexões nervosas. A deterioração desse omposto originauma doença hamada Adreno Leuo Distro�a, que foi tema do �lme Lorenzo's Oil de 1992 dirigido por GeorgeMiller. 12



Tais mielas organizam-se dentro da solução dando origem à anisotropia estrutural. As fasesexistentes desse omposto são determinadas, prinipalmente, pela onentração. Para diferen-iar esses dois grandes grupos deu-se o nome de Cristal Líquido Liotrópio à esse ristal líquidomielar e de Cristal Líquido Termotrópio aos ristais líquidos orgânios, aqueles que mudamde fase om a temperatura. As mielinas também despertaram o interesse do Prof. Lehmann,quando viu um trabalho de 1894 de um professor de Físia da Universidade de Berlin hamadoGeorg Quinke a respeito da birrefringênia observada na mielina [3℄.Um personagem uja ontribuição nos será de grande utilidade é Vsevolod KonstantinovithFreéderiksz (�g. 1.4). Físio soviétio nasido em 1885, estudou os efeitos de ampos externosapliados em amostras de ristal líquido, ujo efeito, que levou seu nome, foi apresentado aoongresso soviétio de físia em 1926. Com aspeto aristorátio, despertou a antipatia dogoverno soviétio, tendo sido preso em 1936. Deportado para sibéria, ontraiu pneumonia emorreu em asa uma semana depois de ter sido liberado em 1944.

Figura 1.4: Vsevolod Konstantinovith Freéderiksz desobriu o efeito que levou seu nome, e serádetalhadamente estudado neste trabalho.As estruturas das mesofases líquido-ristalinas em meios liotrópios são de natureza di-ferente daquelas enontradas nos termotrópios, e apresentam birrefringênia, porém, muitomenor que seus orrespondentes orgânios. Isto será melhor observado na próxima seção, ondefaremos um breve resumo sobre os tipos e as fases dos ristais líquidos.
13



1.2 Tipos e fases dos ristais líquidos
Os ristais líquidos são formados por moléulas anisométrias, ou seja, moléulas em queuma ou duas dimensões são muito maiores que a tereira. Quanto à forma, os ristais líquidospodem ser divididos em alamítios, disótios, sanídios e polimérios. Assim, onforme aforma geométria das moléulas onstituintes, podem-se assimilar respetivamente a bastone-tes, disos, réguas, ou, para o aso dos polímeros, uma adeia [5℄.1.2.1 Tipos de ristais líquidosTrês grandes lasses de ristais líquidos podem ser diferidas. Essa diferença se revela tantonos parâmetros relevantes nas transições de fase, quanto da estrutura interna e síntese: ospolimérios, os liotrópios e os termotrópios. Vejamos, a seguir, ada um deles.
• Cristais líquidos liotrópios - (CLL)Os ristais líquidos liotrópios são normalmente formados por um ou mais ompostosan�fílios em um solvente, em geral água. Compostos an�fílios são ompostos quepossuem numa mesma moléula duas partes que muito diferem em suas propriedades desolubilidade. Uma parte da moléula é hidrofília, tem boa a�nidade om a água, e outrossolventes polares. A outra parte é hidrofóbia, altamente solúvel em meio apolares, e poressa razão, averso à água. Pode-se dizer que este omposto é formado por uma abeçapolar e uma auda arb�nia apolar [2℄. Na �g. 1.5 é mostrada a formação das mielas.

Figura 1.5: Estrutura da moléula e da formação das mielas em um ristal líquido liotrópio [2℄.Em soluções de moléulas an�fílias, aima de uma erta onentração rítia, formam-seaglomerados de moléulas que podem assumir formas e dimensões diferentes denominadas14



mielas. Nas mielas, as abeças hidrofílias �am sempre em ontato om a água, e asaudas hidrofóbias são mantidas no interior do aglomerado, sem ontato om o solvente.As transições de fase em CLL oorrem prinipalmente devido à variações na onentraçãodos ompostos an�fílios, mas podem oorrer ainda om variações na temperatura epressão em menor grau.
• Cristais líquidos polimérios - (CLP)Cristais líquidos polimérios são basiamente formados por mon�meros. Podem existirtrês tipos, de aordo om o grau de �exibilidade e arranjo moleular. O tipo Vynil, é omais �exível; o tipo Dupont Kevlar é semi-�exível, e a adeia polipeptídea é a mais rígida.Em geral, ristais líquidos polimérios têm se mostrado útil para apliações óptias. Ostrês tipos são mostrados na �g. 1.6.

Figura 1.6: Os três tipos diferentes de ristais líquidos polimérios. (a) tipo Vinyl; (b) polímeroKevlar; () adeia polipeptídea [1℄.
• Cristais líquidos termotrópios - (CLT)Os ristais líquidos om maior número de apliações, prinipalmente no que diz respeitoa mostradores de informação, são os termotrópios. Em geral, são onstituídos pormoléulas orgânias e podem ser observadas em diversos formatos. O CLT exibemdiversas mesofases, em que os parâmetros mais importantes nas transições de fases são15



a pressão e, em maior grau, a temperatura. Um esquema da estrutura de um CLT émostrado na �g. 1.7.
Figura 1.7: Estrutura de um ristal líquido termotrópio.Nosso trabalho é apliável prinipalmente aos ristais líquidos termotrópios. Assim,vamos mostrar algumas araterístias das prinipais mesofases enontradas nesses tiposde CL, embora fases de estruturas semelhantes também possam ser enontradas nosliotrópios.1.2.2 MesofasesAs lassi�ações das mesofases se dão prinipalmente em relação à simetria, ao grau deordenamento posiional e ao número de dimensões da fase. Podem ser divididas em trêsgrandes grupos: a mesofase nemátia, e que é de nosso maior interesse, a mesofase olestériae a mesofase esmétia.O reonheimento das mesofases é feito muitas vezes pela textura da amostra. A texturaé um efeito visual que a amostra apresenta quando oloada entre polarizadores ruzados eatravessada por uma luz brana. Os efeitos de birrefringênia produzem belas e impressionantesimagens, omo serão vistas nas �gs. 1.9, 1.11 e 1.13.

• Mesofase nemátiaA mesofase nemátia pode ser obtida om moléulas anisométrias de todas as formaspossíveis, embora, por simpliidade, vamos onsiderar o aso alamítio, onde as molé-ulas se assemelham a bastões. Nessa mesofase, os entros de massa das moléulas 4 sãoespalhados aleatoriamente, e sua posição varia no tempo, devido à difusão, tal omo emum líquido isotrópio. A diferença fundamental, e esse será o ponto de partida para o4Moléulas estão relaionadas om ristais líquidos termotrópios, entretanto, não há qualquer distinção,nesse aspeto, om os liotrópios. Sendo assim, moléulas subentende-se também mielas.16



estudo da densidade de energia, está na organização dessas moléulas uma em relação àsoutras. As moléulas se orientam, em média, em uma mesma direção, usualmente ha-mado de ~n. As moléulas não fazem distinção entre a situação ~n e −~n; as extremidadesdas moléulas podem até diferir uma da outra, mas o diretor assume essa propriedade.Essa organização se estende até grandes distânias, omparadas ao tamanho das mo-léulas, o que não aontee om os líquidos isotrópios. Um esquema é mostrado na�g. (1.8).

Figura 1.8: Esquema da organização de ristal líquido nemátio em omparação om o líquido iso-trópio [5℄.A araterístia de anisotropia óptia dos ristais líquidos deve-se ao ordenamento orien-taional. Como as moléulas têm erta orientação preferenial, a veloidade de uma ondaluminosa que atravessa o meio depende dessa orientação; onsequentemente, existem doisíndies de refração (para um meio uniaxial): o ordinário e o extraordinário, arateri-zando o fen�meno de birrefringênia, uja medida orresponde à diferença entre os dois.Nos nemátios, a birrefringênia é da ordem de 10−1 para ristais líquidos termotrópios,superior à grande maioria dos ristais sólidos, onde esse valor é da ordem de 10−2, e éesse valor elevado de birrefringênia que permite usar pelíulas �nas de ristal líquidonas apliações om efeitos eletro-óptios. Para ristais líquidos liotrópios, esse valor émuito menor, da ordem de 10−4, e não são tão apliáveis quanto os termotrópios.Marosopiamente, a anisotropia do ristal líquido é uma araterístia loal, isto é,a direção do diretor numa amostra real pode variar gradualmente de região a região e,desde modo, também o eixo óptio. Isso pode ser bem observado nas texturas obtidas emmirosópios de luz polarizada. Tais variações do diretor são, em geral, suaves, exeto nasvizinhanças de ertos pontos, ou linhas. Tais pontos são tratados omo defeitos, que sãosingularidades do ampo diretor na amostra. Esses pontos são identi�áveis em texturasomo pontos esuros, omo os das �gs. 1.9, de onde saem linhas esuras, normalmente17



aos pares.

Figura 1.9: Texturas de ristal líquido na fase nemátia [4, 5℄.
• Mesofase olestériaA mesofase olestéria, ou também hamada de nemátia quiral, pode ser entendida omoum nemátio girado em torno do um eixo normal ao diretor, numa estrutura helioidal,omo na �g. 1.10. Esse omportamento é fruto da quiralidade das moléulas. Moléulasquirais são moléulas que diferem de suas respetivas imagens espeulares. Texturas dafase olestéria são mostradas na �g. 1.11.

Figura 1.10: Esquema da estrutura moleular de um ristal líquido na fase olestéria [5℄.
• Mesofase esmétiaEm ristais líquidos nemátios, a distribuição espaial das moléulas é aleatória, mas nãohá ordem posiional de longo alane. Nos esmétios, as moléulas se dispõem em ama-das sobrepostas, de iguais espessuras, estabeleendo, assim, uma periodiidade espaialsegundo a direção normal às amadas. A ordem orientaional é omo nos nemátios,mas om �utuações menores. A fase esmétia é dividida em três outras fases hamadasesmétias A, C e C*. Na fase A, as moléulas estão orientadas om seu eixo de simetrianormal ao plano das amadas. Na fase C, existe um grau de inlinação da normal em18



Figura 1.11: Texturas da fase olestéria [4℄.relação ao diretor. E na fase C*, existe um grau de rotação do diretor em ada um dosplanos. Um esquema dessas fases é mostrada na �g. 1.12. Em ristais líquidos liotrópios,a fase equivalente à fase esmétia é hamada de lamelar.
Figura 1.12: Esquema da fase esmétia; a) esmétia A; b)esmétia C; )esmétia C* [2℄.

Figura 1.13: Textura da fase esmétia e esmétia blue phase à direita [4, 5℄.No próximo apítulo, a análise da fase nemátia será retomada om maiores detalhes.
19



Capítulo 2
Teoria na Fase Nemátia

O tratamento padrão da meânia estatístia onsiste em tomar a hamiltoniana do sistema,alular a função de partição, se usado o ensemble an�nio, e a partir dela fazer a onexão oma termodinâmia para tirar as propriedades desejadas. Apesar do proedimento matemátioestar bem de�nido, a físia envolvida para o meio líquido-ristalino não é ompletamente lara:omo é a hamiltoniana do sistema? Não é bem fundamentado na literatura omo oorre, defato, a interação entre as moléulas de ristal líquido que onsegue manter a ordem orientaionalem ada uma das fases líquido-ristalinas. O truque para onseguir desviar-se desse problemaé propor um potenial efetivo, fenomenológio, baseado em aproximações, que leve em ontaapenas os parâmetros neessários para aquele determinado estudo. Com esse espírito, o modeloproposto por Saupe e Maier sugere um potenial efetivo no qual a interação entre moléulasvizinhas é de aráter apenas orientaional; esse modelo é usado para desrever a transição dafase nemátia para a fase isotrópia e será visto om maiores detalhes neste apítulo. Outrofamoso exemplo é o modelo de MMillan para desrever a transição da fase nemátia para a faseesmétia, no qual o potenial efetivo usado traz um termo orientaional, omo no modelo deMaier-Saupe, e um termo posiional periódio; o modelo obteve bastante suesso na desriçãodessa transição.Tratar as deformações da fase nemátia quando a temperatura está �xa é um problemaainda mais ompliado. Uma teoria apaz de expliar quantitativamente, por primeiros prin-ípios omo a fase nemátia se distore, também não está muito lara; e, se estivesse, seriaintratável analitiamente devido à omplexidade do meio. Um proedimento onheido omoTeoria elástia do ontínuo, muito usado da físia dos sólidos, foi usado para que, de algummodo, as deformações fossem quanti�adas e as propriedades pudessem ser tratadas do ponto20



de vista teório. Esse proedimento onsiste de uma aproximação harm�nia da energia livre,na qual as propriedades de anisotropia e simetria da fase nemátia são usadas para se obterum potenial elástio que, por meio de três onstantes elástias, dá onta de desrever as on-�gurações estátias do diretor da fase nemátia. Todavia, estamos lidando om um líquido equalquer variação temporal da on�guração do diretor gera um movimento do �uido omo umtodo, sendo neessário implementar esta teoria inserindo elementos de hidrodinâmia para umtratamento mais ompleto.Neste apítulo, iniiaremos om a teoria de Maier-Saupe, na transição da fase isotrópiapara a fase nemátia. Em seguida, vamos onsiderar as distorções da fase nemátia para obter adensidade de energia livre para um meio estátio na ausênia e na presença de ampo elétrioexterno. Disutiremos as equações de equilíbrio e ondições de ontorno para determinar aon�guração do diretor. E, por �m, algumas onsiderações serão feitas aera da dinâmia nomeio nemátio.2.1 Teoria de Maier-Saupe:transição nemátia-isotrópiaDe maneira geral, ristais líquidos podem ser separados em duas fases: orientada (anisotró-pia), e desorientada (isotrópia) [1℄. Na fase ordenada, o tratamento teório feito pela teoriaelástia do ontínuo, muito usada também nos sólidos, dá onta de desrever as deformações.Contudo, por se tratar de um líquido, elementos de hidrodinâmia devem ser inorporados. Nafase desordenada, o omportamento é semelhante àquele de um líquido anisotrópio, exetopara temperaturas muito próximas da transição para a fase líquido-ristalina onde o sistema�a muito sensível a efeitos de ampos externos, em razão da divergênia da orrelação.No �nal da déada de 50, W. Maier e A. Saupe (�g 2.1) propuseram um modelo paradesrever a transição de fase nemátia (anisotrópia) → isotrópia [6, 7℄. Para reproduzi-lo,preisamos de�nir o parâmetro de ordem para esse sistema.Seja ~a um vetor que representa a direção do eixo longo de uma únia moléula de ristallíquido e ~n o vetor que representa a orientação média das moléulas. Os vetores estão ilustradosna �g. 2.2. De�nido estes dois vetores, notamos que o valor médio 〈(~n · ~a)〉 é um valor nulo,
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Figura 2.1: Wilhelm Maier (esquerda) e seu aluno de doutorado Alfred Saupe (direita). Ambosalemães, propuseram o modelo matemátio para a transição nemátia-isotrópia [3℄.

Figura 2.2: Ilustração dos vetores ~a e ~n.em virtude da simetria da fase nemátia 1 ou da fase isotrópia. Porém, a quantidade
〈(~n · ~a)2〉 = 〈(cos θ)2〉,om θ o ângulo entre ~a e ~n, é uma medida não nula e india o quanto as moléulas dispersamda orientação média. Na fase isotrópia, este valor pode ser alulado de forma muito simples:1É importante pereber a importânia de sempre tomar uidado om a simetria da fase nemátia; o fato deque os estados ~n e −~n são idêntios será ruial no momento de obter a densidade de energia.22



omo ~a pode se orientar em todas as direções, podemos integrar sobre todo o ângulo sólido
〈(~n · ~a)2〉 =

1

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

cos2 θ sen θ dθ dφ =
1

3
.Numa fase totalmente orientada, esta grandeza assume valor igual a 1, já que todas as moléulasse orientam na mesma direção de ~n. Desta maneira, tal valor médio pode ser usado para de�nirum parâmetro de ordem que simboliza em que fase o sistema se enontra; de fato, de�nimos

S =
3

2

(

〈(~n · ~a)2〉 − 1

3

)

, (2.1)que assume esta forma para que seja obtido S = 1 na fase totalmente orientada e S = 0 nafase isotrópia. Podemos notar que:
S = 〈3

2
(cos θ)2 − 1

2
〉 = 〈P2(cos θ)〉, (2.2)onde P2(cos θ) é o segundo polin�mio de Legendre.Determinado o parâmetro de ordem, podemos agora estabeleer algumas aproximações queonduzem a uma forma simpli�ada do potenial de interação entre duas moléulas. Essasaproximações foram propostas por Maier e Saupe numa série de trabalhos publiados entreos anos de 1958 e 1960 [8℄. Eles sugeriram que a parte orientaional da interação de van derWalls, entre um par de moléulas apolares em formato de bastão, reduz-se a um ampo internosentido por uma moléula produzido pela média sobre as posições e orientações de todas as suasvizinhas; admitiram que não há anisotropia nas orrelações posiionais (simetria ilíndria);e ainda, que a distribuição das orientações de ada moléulas é su�ientemente desrita pelamédia do parâmetro de ordem. Essas aproximações resultam em um potenial efetivo que podeser esrito, em forma simpli�ada, omo:

U(θ) = − A

V 2
S P2(cos θ), (2.3)onde V é o volume moleular, e A é uma onstante que não depende da temperatura, volumeou pressão e tem dimensão de energia vezes volume ao quadrado, e θ o ângulo omo de�nidoanteriormente. Notamos que U = 0 se S = 0.De�nindo J = A/V 2, podemos esrever a distribuição de probabilidades de se obter umamoléula om energia J om ângulo de eixo longo igual a θ, proveniente da teoria estatístiade Maxwell-Boltzmann:

p(θ) =
1

Z(T )
eβJSP2(cos θ), (2.4)om β = 1/kBT e Z(T ) a função de partição do sistema, de�nida por:

Z(T ) = 2π

∫ 1

−1

d(cos θ)eβJSP2(cos θ) = 4π

∫ 1

0

d(cos θ)eβJSP2(cos θ). (2.5)23



A distribuição de probabilidades p(θ) permite obter o valor médio de qualquer grandezafísia presente no sistema, inlusive o valor médio de P2(cos θ). Desse modo, usamos a auto-onsistênia da teoria para obter a seguinte expressão:
〈P2(cos θ)〉 = S =

∫ 1

0
d(cos θ)P2(cos θ)eβJSP2(cos θ)

∫ 1

0
d(cos θ)eβJSP2(cos θ)

, (2.6)que será a equação have para determinar a evolução do parâmetro de ordem om a tempera-tura. Esrevendo esta expressão expliitamente, temos
S =

∫ 1

0
dx(3

2
x2 − 1

2
)eβJS( 3

2
x2− 1

2
)

∫ 1

0
dxeβJS( 3

2
x2− 1

2
)

= −1

2
+
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∫ 1

0
dx x2eβJS( 3

2
x2− 1

2
)

∫ 1

0
dxeβJS( 3

2
x2− 1

2
)
. (2.7)Dividindo o termo em omum no denominador e no numerador, e de�nindo TR = 3kBT/2J(temperatura reduzida), obtemos

S = −1

2
+

3

2

∫ 1

0
dx x2e(S/TR)x2

∫ 1

0
dx e(S/TR)x2

, (2.8)que é uma relação de autoonsistênia, e preisa ser resolvida numeriamente. Podemos anali-sar gra�amente a eq. (2.8) para tirar algumas onlusões importantes. Na �g. (2.3) mostramosos dois lados da eq. (2.8) para dois diferentes valores de TR. Vemos que para TR maior que umerto valor, denotado por TRC , há apenas uma interseção entre as duas urvas, que orrespondeà solução trivial. Abaixo de TRC , as urvas se intereptam mais que uma vez, e, onseqüen-temente, o sistema admite mais que uma solução. Usando um programa de omputador queproura raízes para a equação

Figura 2.3: De�nimos f(S) = S, g(S) = −1/2 + 3
∫ 1
0 dxx2eS/TRx

2

/2
∫ 1
0 dx eS/TRx

2 . Mostramos aurva para dois diferentes TR, ujo TR da urva à direita é maior que o da esquerda; notamos queabaixo de um erto TRC há solução diferente da trivial; aima desse valor rítio, há apenas a solução
S = 0.

−S − 1

2
+

3

2

∫ 1

0
dx x2eS/TRx

2

∫ 1

0
dx eS/TRx2

= 0, (2.9)24
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que pode ser omprovado ao olharmos para uma textura de ristal líquido nemátio. Nesteenário, podemos onstruir a teoria elástia se onsiderarmos que o parâmetro de ordem éespaialmente onstante, e se as variações do diretor são suaves e pequenas. Antes, porém,vamos introduzir alguns oneitos e notações.Vamos trabalhar om notação de índies, na qual uma oordenada genéria assume a forma
xj om o índie j variando de 1 a 3, respeitando a regra: x1 → x, x2 → y, x3 → z. Um vetor ~apode, então, ser esrito omo

~a = a1ê1 + a2ê2 + a3ê3, (2.10)onde os elementos êj são os vetores da base do sistema artesiano. Em um dado espaçovetorial existe um onjunto de vetores linearmente independentes (vetores da base), em queombinações lineares destes vetores onseguem reproduzir qualquer outro vetor do espaço;omo na eq. (2.10) em que o vetor ~a foi esrito omo uma ombinação linear dos vetores dabase do sistema artesiano. Desse modo, o produto esalar de dois vetores ~a e ~b é
~a ·~b = a1b1 + a2b2 + a3b3 =

3
∑

i=1

aibi. (2.11)Introduzimos a onvenção de soma proposta por Einstein, em que índies repetidos nummesmo termo permite que o símbolo de somatório �que implíito, e o produto interno (2.11)possa ser esrito simplesmente omo
~a ·~b = aibi.O tensor simétrio δij , hamado delta de Kroneker, é de�nido omo

δij =







1, se i = j

0, se i 6= j
. (2.12)O tensor totalmente antissimétrio, onheido omo Tensor de Levi-Civita ou alterna-dor [11℄, eijk é de�nido omo

eijk =



















1, se os índies forem diferentes e em ordem ília;
−1, se os índies forem diferentes e em ordem não ília;
0, se pelo menos dois índies forem iguais. (2.13)De�nimos a notação de derivada da i-ésima omponente do vetor ~a om relação a j-ésimavariável omo

∂ai
∂xj

≡ ai,j;26



o divergente de ~a torna-se
~∇ · ~a = a i,i;e usando o tensor de Levi-Civita, o rotaional do vetor ~a pode ser esrito omo

~∇× ~a = eijk aj,k êi. (2.14)Tendo em mãos estas propriedades e de�nições, estamos mais preparados para onstruir ateoria elástia. Considerando que o meio esteja não distorido, todas as moléulas da amostraestão, na média, orientadas em uma mesma direção e a energia é a menor possível. Seja estaenergia f 0 [9℄. Todavia, se o meio está distorido, então ~n ≡ ~n(~r) passa a ser um ampovetorial que varia região a região. Este vetor deve ser um vetor unitário, e o ampo vetorialdeve satisfazer a ondição de normalização ~n(~r ) · ~n(~r ) = ni(~r ) · ni(~r ) = 1. Podemos, então,supor que a energia livre seja função das variações espaiais do diretor ~n. Consideraremos,numa primeira aproximação, que a densidade de energia livre f seja função apenas da derivadaprimeira do diretor
f = f (ni,j), (2.15)em que ni,j é hamado tensor das deformações. Esse tensor apresenta uma importante proprie-dade:

ni ni,j = ni
∂ni
∂xj

=
1

2

∂(ni ni)

∂xj
= 0. (2.16)Existem expressões para energia livre em que derivadas de ordem superiores são onsideradas,ontudo para os nossos propósitos, esta aproximação é su�iente [9℄.Vamos impor que

f (ni) = f (−ni), (2.17)em virtude da simetria da fase nemátia. Tomamos omo pequenas as variações de ~n e desen-volvemos a eq. (2.15) em termos de uma série de MLaurin até segunda ordem para obter
f = f0 +

(

∂f

∂ni,j

)

0

ni,j +

(

∂2f

∂ni,j∂nk,l

)

0

ni,jnk,l + O(ni,jnk,lnp,q). (2.18)De�nimos os tensores de segunda e quarta ordem respetivamente omo
Lij =

(

∂f

∂ni,j

)

0

(2.19)e
Kijkl =

(

∂2f

∂ni,j∂nk,l

)

0

. (2.20)27



Assim, a expressão para a densidade de energia (2.18) torna-se
f ≈ fo + Lijni,j +Kijklni,jnk,l. (2.21)Não sabemos quem são os elementos Li,j e Kijkl. O que podemos fazer é tentar enontraruma base de tensores que nos permitirá expressar L e K omo uma ombinação linear doselementos da base. Sabemos que L é um tensor de segunda ordem, ou seja, possui dois índies;preisamos enontrar objetos om dois índies inseridos no ontexto que estamos trabalhandopara fazer deles a nossa base; a delta de Kroneker, o Tensor de Levi-Civita (ontraído de 1índie por meio de uma omponente de ~n) e o produto de omponentes do vetor ~n podem seros elementos da base desejada. De fato, esrevemos o tensor L omo
Lij = L1ninj + L2δij + L3nkekij, (2.22)om Li onstantes fenomenológias a serem determinadas e interpretadas. Podemos notar queos dois primeiros termos sofrem uma mudança de sinal ao substituir ~n por - ~n e multipliarmospor ni,j. Assim, tomamos L1 e L2 iguais a zero. Fazendo L3 simplesmente L, temos,

Lijni,j = Lnkekijni,j, (2.23)onde reonhee-se esta grandeza omo o produto esalar de ~n om seu rotaional (eq. (2.14)).Assim,
Lijni,j = −L(~n · ~∇ × ~n). (2.24)Este termo é diferente de zero apenas na fase olestéria, já que a fase apresenta deformaçãoespontaneamente, e não nos será útil para a análise da fase nemátia.É possível deompor o tensor K de maneira semelhante à empregada na deomposição dotensor L; devemos, ontudo, prourar objetos om quatro índies. Atentemo-nos ao fato que

Kijkl = Kklij porque f deve ser uma função bem omportada, e a omutatividade om relaçãoà derivada deve ser veri�ada2; por essa razão, termos om o tensor de Levi-Civita podemser ignorados por que mudam de sinal na troa de índies. Assim, uma boa esolha para oonjunto de vetores base do sistema são o produto de quatro omponentes de ~n, o produtode duas deltas, e produtos de duas omponentes de ~n om a delta. Desse modo, K pode ser2Matematiamente quer dizer que
∂2f

∂xixj

=
∂2f

∂xjxi
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esrito omo
Kijkl = K1ninjnknl +K ′

2ninjδkl +K ′′
2nknlδij

+K3ninkδjl +K ′
4ninlδjk +K ′′

4njnkδil

+K5njnlδik +K6δijδkl +K7δikδjl +K8δilδjk, (2.25)om Ki sendo onstantes fenomenológias a serem determinadas e interpretadas. Estas são asdez deomposições do tensor Kijkl. Quando inserirmosK na expressão da densidade de energialivre, todos os índies serão somados; om este argumento, vemos que os termos identi�adosom um e dois apóstrofos (') ontribuirão da mesma forma e podem ser reduzidos a apenasum de ada. Dessa forma a expressão (2.25) reduz-se a
Kijkl = K1ninjnknl +

1

2
K2(ninjδkl + nknlδij) +K3ninkδjl +

1

2
K4(ninlδjk + njnkδil)

+K5njnlδik +K6δijδkl +K7δikδjl +K8δilδjk. (2.26)Quando esta expressão for multipliada por ni,jnk,l haverá, em alguns asos, a existêniade termos do tipo nknk,l, que são termos nulos omo vimos na eq. (2.16). Isto implia que otermo em que existir tal produto não ontribuirá para f , e, dessa forma, torna-se possível fazerom que os Ki para i = 1, 2, 3, 4 sejam nulos. Quanto aos demais termos, temos
njnlδikni,jnk,l = (~n× ~∇ × ~n)2,

δijδklni,jnk,l = ni,ink,k = (~∇ · ~n)2,

δilδjkni,jnk,l = nl,jnj,l = (~∇ · ~n)2 − ~∇ · (~n ~∇ · ~n+ ~n× ~∇ × ~n),

δikδjlni,jnk,l = nk,jnk,j = nk,jnj,k + (~n · ~∇ × ~n)2 + (~n× ~∇ × ~n)2.Reagrupando os termos e deixando em evidênia os operadores em omum, a densidade deenergia livre torna-se
fFrank =

1

2
K11(~∇ · ~n)2 +

1

2
K22(~n · ~∇ × ~n)2 +

1

2
K33(~n× ~∇ × ~n)2

−(K22 +K24) ~∇ · (~n ~∇ · ~n+ ~n× ~∇ × ~n), (2.27)onde
K11 = K6 +K7 +K8,

K22 = K7,

K33 = K5 +K7,

K24 = K8.29



A expressão (2.27) fornee a energia por unidade de volume da fase nemátia. Usando oteorema de Gauss, vemos que o último termo fornee apenas as ontribuições de superfíie, epode, por ora, ser ignorado. Finalmente, obtemos
fFrank =

1

2
K11(~∇ · ~n)2 +

1

2
K22(~n · ~∇ × ~n)2 +

1

2
K33(~n× ~∇ × ~n)2, (2.28)que é a expressão onheida omo densidade de energia livre de Frank e as onstantes Kii são asonstantes elástias (análogas à onstante de mola da lei de Hooke) hamadas respetivamentede splay (divergênia), twist (torção) e bend (�exão) (�g. 2.5).

Figura 2.5: Deformações relaionadas om as onstantes elástias.Quando ontribuições de derivadas de ordem superiores são onsideradas, o proedimentoé análogo, apenas mais trabalhoso; o problema é que mais onstantes são obtidas e torna-seompliado interpretá-las. Se derivadas de segunda ordem são envolvidas [9℄ surge uma novaonstante simbolizada por K13 que vem somada à energia de Frank om um termo da forma
fSP = K13∇ · (~n · ∇ · ~n);onde o subsrito SP india o tipo de deformação ausada por este termo (splay-bend), quetambém fornee um termo de superfíie. A existênia ou não dessa onstante, introduziu naliteratura o que �ou onheido omo paradoxo de Oldano-Barbero [12℄.Para que a eq. (2.27) possa forneer o per�l do diretor, é preiso utilizar-se de uma formaprátia para esrever o vetor ~n. Para este �m, vamos esrever o ampo diretor ~n(~r ) omoombinações lineares dos vetores base êi, om os oe�ientes ni ≡ ni(~r ). Este proedimentoleva o problema de enontrar o ampo vetorial a enontrar as funções ni(~r ). Como ~n é unitário,podemos esrevê-lo em um sistema de oordenadas artesiano, da seguinte forma:

~n(~r ) = senφ(~r ) cos θ(~r ) x̂+ cosφ(~r ) ŷ + senφ(~r ) sen θ(~r ) ẑ (2.29)om θ o ângulo entre a projeção do diretor no plano xz e o eixo z, e φ o ângulo entre o diretore o eixo y, omo indiado na �g. (2.6). Desse modo, enontrar ~n onsiste em determinar asfunções φ(~r ) e θ(~r ) de aordo om a geometria usada.30
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Figura 2.6: ~n pode ser esrito em função dos vetores base e dos ângulos θ e φ.Uma aproximação muito omum é onsiderar o sistema omo elastiamente isotrópio. Issoequivale a onsiderar K11 = K22 = K33 = K, onheida om aproximação onstante únia [1℄.Com essa aproximação, a energia livre adquire a forma
fFrank =

1

2
K
[

(~∇ · ~n)2 + (~n · ~∇ × ~n)2 + (~n× ~∇ × ~n)2
]

. (2.30)Usando a identidade
(~n · ~∇ × ~n)2 + (~n× ~∇ × ~n)2 = (∇ × ~n)2,obtemos a expressão para esta aproximação
fFrank =

1

2
K
[

(~∇ · ~n)2 + (∇ × ~n)2
]

. (2.31)Esta aproximação é útil pois, na maioria das vezes, lineariza as equações de equilíbrio (se nãoonsiderarmos outras interações).2.3 Contribuições à energia livreA expressão (2.28) fornee a energia por unidade de volume para uma amostra de ristallíquido livre, sem ação de agentes externos. Quando existe um ampo elétrio (ou magnétio)ou o ristal líquido é on�nado, temos que inserir os termos destas ontribuições. Uma amostraon�nada também interage om a superfíie, esta interação interfere na orientação e produzefeitos que se prolongam por todo o volume da amostra; desse modo, termos de superfíietambém devem ser onsiderados e aresidos na energia livre.31



2.3.1 Contribuição elétriaEm grande parte dos experimentos em ristal líquido e a grande maioria das apliaçõestenológias há a apliação de um ampo externo, elétrio ou magnétio, que opera omo uminstrumento apaz de modi�ar a orientação média das moléulas. Quando um ampo elétrioé apliado numa moléula qualquer, ela pode responder a esse ampo de diferentes formas.Grande parte das moléulas são neutras eletriamente, inlusive muitos ristais líquidos.Contudo, as ligações entre os átomos da moléula ausam uma pequena arga numa extremi-dade e outra arga om mesmo módulo e sinal oposto na outra extremidade, formando umdipolo elétrio induzido; omo a moléula de ristal líquido tem forma alongada, existem duassituações onde podem estar loalizadas essas pequenas argas: nos extremos do bastão, ou, aolado, no omprimento do bastão. As duas possibilidades são análogas na ausênia de ampo;ontudo no aso de ampo elétrio apliado, essas situações são bem distintas. No primeiroaso, as moléulas devem tender à direção do ampo. Para o segundo aso, as moléulas de-vem tender a alinhar-se perpendiularmente ao ampo. Ambas situações estão expressas nas�gs. 2.7 e 2.8

Figura 2.7: Quando as moléulas têm momento de dipolo na direção do eixo longo, e um ampo éapliado, o diretor tende a �ar paralelo ao ampo.A ordem orientaional não torna-se maior do que na ausênia de ampo; isto é, o parâmetrode ordem não deve mudar onsideravelmente om a apliação do ampo. O ampo elétrio tendea alinhar o diretor na direção do ampo, se as argas estiverem na extremidade do bastão, e32



Figura 2.8: Se o momento de dipolo é perpendiular ao eixo longo das moléulas, o diretor tende aalinha-se perpendiular ao ampo.perpendiularmente ao ampo se as argas estiverem ao longo da moléula de ristal líquido.A intensidade do ampo elétrio neessária para orientar o diretor é relativamente pequenadada a liberdade do diretor orientar-se em qualquer direção; em uma situação livre (amostrade espessura in�nita), qualquer intensidade, por menor que seja, faz a amostra se orientar nadireção do ampo. Essa a�rmativa será demonstrada no apítulo seguinte (seção 3.2.2).Para analisar a densidade de energia em uma moléula de CLN sob a ação de um ampoelétrio externo, pode ser usado um proesso semelhante ao usado na seção anterior. Supomosque f seja função também das omponentes de ~E:
f = f(ni,j, Ei).Fazendo isso, desenvolvemos f até a segunda ordem

f = f0 +
1

2
Kijklni,jnk,l −

1

2
ǫijEiEj − eijkni,jEk = f0 + fFrank − 1

2
ǫijEiEj − eijkni,jEk, (2.32)onde os termos de primeira ordem foram omitidos, devido aos efeitos da simetria da fasenemátia. Esrevendo o objeto ǫij omo �zemos om o tensor L, em termos dos vetores dabase do nosso espaço de dois índies, obtemos (desprezando o termo om o tensor de Levi-Civita)

ǫij = a ninj + b δij , (2.33)onde a e b são duas onstantes a serem determinadas; uma das ondições para determiná-las éo traço deste objeto; observando que δii = 3, então
ǫii = a + 3b.33



A segunda equação neessária para obter os valores das onstantes pode ser obtida da multi-pliação da equação em ambos os termos por ninj assim obtemos
ninjǫij = a (nini)(njnj) + b δijninj = a (nini)

2 + b (nini) = a + b.Podemos usar, sem perder a generalidade, um sistema de referênia onde ~n está na direção doeixo z, de forma que o tensor ǫij é esrito omo
ǫij =











ǫ⊥ 0 0

0 ǫ⊥ 0

0 0 ǫ‖











.As omponentes perpendiular e paralela referem-se ao vetor ~n. Dessa forma, torna-se possívelidenti�ar
ǫii = 2ǫ⊥ + ǫ‖,e
ninjǫij = ǫ‖,porque ni = 0 para i = (1, 2), e ni = 1 para i = 3. Agora, a e b, são failmente obtidos

a = ǫ‖ − ǫ⊥ = ǫa e b = ǫ⊥. (2.34)A quantidade ǫa é hamada anisotropia dielétria. Obtido o tensor ǫij , o segundo termo daeq. (2.32) pode ser reesrito omo
1

2
ǫijEiEj =

1

2
ǫa(~n · ~E)2 +

1

2
E2. (2.35)Ainda é neessário desenvolver o último termo da eq. (2.32); para simpli�ar a notação,esrevemos

eijkni,j = Pk,expressão que representa a polarização induzida por uma deformação, e o tensor e é hamadotensor �exoelétrio. Deompondo o tensor eijk
eijk = e1ninjnk + e2niδjk + e3njδik + e4nkδij . (2.36)Como nini,j = 0, o resultado obtido para Pk é

Pk = e3njδikni,j + e4 nk δijni,j , (2.37)esrevendo em notação vetorial
njδikni,j = njnk,j = −(~n× ~∇ × ~n)k,34



nkδijni,j = nkni,i = nk ~∇ · ~n. (2.38)Usando estes resultados e renomeando as onstantes para e4 = e11 e e3 = e33, o vetor ~P éesrito omo
~P = e11~n ~∇ · ~n− e33(~n× ~∇ × ~n). (2.39)Por �m, a densidade de energia para uma amostra nemátia de ristal líquido sob a ação deum ampo elétrio externo é dada por

f = f0 + fFrank −
1

2
ǫa(~n · ~E)2 +

1

2
E2 − ~P · ~E. (2.40)Para �ns prátios, os termos que não dependem do diretor podem ser omitidos, já queserão eliminados quando o prinípio variaional for apliado. O termo �exoelétrio (~P · ~E)eventualmente pode ser desprezado uma vez que o efeito é muito sutil, trata-se de um efeitosemelhante ao piezoelétrio em ristais sólidos. Assim, a densidade de energia om um ampoelétrio apliado pode ser esrita omo

f =
1

2
K11(~∇ · ~n)2 +

1

2
K22(~n · ~∇ × ~n)2 +

1

2
K33(~n× ~∇ × ~n)2 − 1

2
ǫa(~n · ~E)2. (2.41)O termo de ontribuição elétria na energia livre se resume ao último termo da eq. (2.41). Otermo de anisotropia dielétria pode ser positivo ou negativo, de aordo om a eq. (2.34). Se

ǫa é negativo, a situação que minimiza a ontribuição elétria da energia livre é om o diretorperpendiular ao ampo, o que �siamente signi�a que o momento de dipolo das moléulasé perpendiular ao eixo longo. Se ǫa é positivo, a situação de menor energia é a do diretorparalelo ao ampo, resultado do momento de dipolo paralelo ao eixo longo.Se um ampo magnétio ~B for apliado, o resultado �nal será análogo à eq. (2.41). Agrande maioria dos ristais líquidos é diamagnétia e responde muito fraamente ao estímulomagnétio. A energia livre por unidade de volume é dada por
f =

1

2
K11(~∇ · ~n)2 +

1

2
K22(~n · ~∇ × ~n)2 +

1

2
K33(~n× ~∇ × ~n)2 − 1

2
χa(~n · ~B)2. (2.42)2.3.2 Contribuição de superfíieNas seções preedentes, vimos omo uma amostra de ristal líquido, do ponto de vistaelástio, se omporta. Vimos uma expressão para a energia por unidade de volume e vimosomo o diretor se altera na presença de um ampo. Porém, tudo o que foi visto vale para ointerior da amostra: a amostra interage om a superfíie e isso afeta todo o omportamentono volume; a essa interação damos o nome de anoramento.35



Desde o prinípio do séulo XIX, mais preisamente desde 1836, é de onheimento ientí�oque sólidos ristalinos em ontato om outro ristal sólido de diferentes onstituintes químiospodem ser orientados em razão deste ontato [13℄. Em 1913 e 1916, respetivamente Maugine Grandjean, reportaram que gotas de ristais líquidos poderiam se orientar em ontato omsubstratos sólidos. Contudo, não apenas o ontato om interfae sólidas induz orientação:ontatos om outras fases podem provoar um alinhamento de ristais líquidos. Por exemplo,uma gota de ristal líquido pode ter sua orientação alterada pelo ar do ambiente ou pelo vapor.Diversos proedimentos podem ser usados para o tratamento da superfíie que on�na aamostra de ristal líquido, mas as ténias usadas são basiamente duas: trabalho meânio edepósito de substânias químias (surfatantes, polímeros). Ambos os métodos podem aindaser ombinados.Quando a primeira ténia é usada, o resultado normalmente é uma orientação planar (odiretor paralelo à plaa) ou em uma orientação inlinada. Os primeiros trabalhos om essaténia datam do �m da déada de 30, om Zöher e Cooper. Eles friionavam algodão,ou algum outro material maio, nas plaas de vidro e omo resultado obtinham ranhuras nasuperfíie, que pode, numa primeira aproximação, ser onsiderada om formato senoidal. Umtrabalho famoso proposto por Berreman [18℄, na déada de 70, enontra o per�l do diretor emuma amostra semi-in�nita limitada por uma plaa om esse per�l e a energia adiionada poressas ranhuras. No apítulo seguinte reproduziremos esse trabalho em detalhes.Se forem depositados surfatantes ou polímero nas plaas, é possível obter orientação ho-meotrópia onde o diretor se orienta perpendiularmente à plaa. Surfatantes podem orientarum ristal líquido formando ligações químias om as moléulas ou por meio de efeitos estériosdas interações moleulares, o efeito pode ser observado na �g. 2.9. Atualmente, om o desen-volvimento da nanotenologia, o uso de nano�lmes polimérios, pode gerar efeitos ainda maisomplexos. Por exemplo, se a plaa for oberta por um nano�lme fotossensível, a orientaçãodo diretor na borda pode ser alterada pela exitação (luminosa) externa. Esse efeito permiteo ontrole do eixo fáil, isto é, a orientação imposta pela superfíie.Duas situações distintas de anoramento são observadas em amostras de ristal líquido. Sea energia de anoramento é muito maior que a energia de volume, dizemos que o anoramentoé forte; teoriamente, seria neessário um ampo elétrio (ou magnétio) de intensidade in�nitapara que fosse possível modi�ar a orientação do diretor na parede. Se a energia de anoramentoé da ordem da energia de volume, dizemos que o anoramento é frao e efeitos no volumepodem afetar o omportamento do diretor na superfíie on�nante e vie-versa. A diferença36



Figura 2.9: Surfatante ausando alinhamento homeotrópio na superfíie [13℄.entre as duas situações de anoramento �ará mais lara na próxima seção onde disutiremosmatematiamente omo devem ser as ondições de ontorno para o problema de determinar oper�l do diretor.A origem real da energia de anoramento vem das interações químias das moléulas oma superfíie, e das interações de van der Walls, que fazem om que, de uma maneira efetiva,seja de origem geométria. Por essa razão, um tratamento matemátio exato torna-se inviável.Podemos, entretanto, utilizar de proedimento fenomenológio para tratar a energia de anora-mento. Esse proedimento deve agrupar todas as interações om a superfíie, inlusive o termode superfíie desprezado quando obtivemos a densidade de energia livre de Frank (eq. (2.27)).Diversas funções foram propostas para tentar ajustar os dados experimentais. A mais omumé a hamada fórmula de Rapini-Papoular [14℄, proposta por eles em 1969, uja representaçãomatemátia é dada por
fs(α) =

W

2
sen 2(α− α0). (2.43)om W a intensidade da energia de anoramento, e α é o ângulo do diretor na superfíie, quepode ser esrito em função de θ ou φ de�nidos pela eq. (2.29), e α0 é o ângulo imposto pelasuperfíie (eixo fáil). Além de simples, esta expressão onsegue dar onta da grande maioriados dados experimentais. 37



Outras formas propostas para o potenial são: uma generalização da eq. (2.43)
fs(α) =

∑

i

Wi sen
2i(α− α0),proposta por Yang e Rosenblatt em 1983 [15℄; expansão em senos de Fourier

fs(α) =
∑

i

Wi sen 2i(α− α0),proposta por Barbero e olaboradores em 1984 [16℄; e na forma de função elíptia de Jaobi
fs(α) = W sn2(α− α0, c),om 0 ≤ c ≤ 1 o módulo da função elíptia, proposta por Barnik e olaboradores em 1983 [17℄.No que segue neste trabalho, quando nos referirmos à energia de anoramento estaremos nosreferindo à fórmula de Rapini Papoular (eq. (2.43)). A �g. 2.10 mostra os grá�os dessasfunções para ontribuições om dois termos das somas.

Figura 2.10: Poteniais de anoramento. Com W1 = −4W2 = W/2. Barbero (1), Yang (2), Rapini-Papoular (3), Barnik, om c = π/4 (4).Atualmente, há diversas ténias experimentais de determinar a energia de anoramento
W . Uma das mais utilizadas [13℄ é a ténia de usar uma élula híbrida na qual em uma dasplaas a superfíie é tratada de forma a obter anoramento forte e na outra plaa permite-se anoramento frao. Essa ténia será disutida em maiores detalhes no próximo apítulo.Uma outra ténia onsiste em estudar a in�uênia das �utuações térmias do diretor pormeio de espalhamento de luz quando a energia do volume é omparável à energia de superfíie.É possível ainda, obter a energia de anoramento analisando a diferença na temperatura detransição da fase nemátia devido à presença da superfíie. Os dados experimentais forneem
W ∼ 10−1 a 10−4erg/cm2 (10−8 a 10−11J/cm2).38



2.4 Problema variaional e ondições de ontornoPara obter uma expressão que minimiza a densidade de energia e assim, obter a on�guraçãodo diretor vamos supor que a amostra tenha volume V e que o diretor seja esrito omo naeq. (2.29) om φ = 0, ou seja, vamos permitir distorções apenas no plano xz. Vamos suportambém que θ(~r) = θ(z). Estas onsiderações não fazem om que a generalidade seja perdida:apenas simpli�am o álulo; por �m, a generalização para distorções em três dimensões seráimediata.2.4.1 Anoramento forteA energia total de uma amostra de plaas paralelas de espessura d (slab) é esrita omo
F [θ(z)] =

∫

f [θ(z), θ′(z); z] dV,om θ′(z) = d θ/ d z. Resolvendo a integral sobre x e sobre y, a energia por unidade de área édada por
F [θ(z)] =

∫ zB

zA

f [θ(z), θ′(z); z]dz, (2.44)onde zA = −d/2 e zB = d/2.Queremos enontrar uma função θ(z) que minimize F . Se F fosse uma função ordináriada variável x e o nosso objetivo fosse enontrar o ponto x0 que faz om que F (x0) seja ummínimo, seria neessário que
d F (x)

d x

∣

∣

∣

x=x0

= 0 e d2 F (x)

d x2

∣

∣

∣

x=x0

> 0.A primeira ondição garante que, em x0, F tenha um extremo. A segunda ondição garanteque este extremo seja um mínimo. Contudo, F não é uma função ordinária, F é um funional,isto é, uma função de outra função. Isso explia a neessidade de enontrar uma função queminimize F . Assim, preisamos alular δF = 0, em que δ representa a derivada funional de
F . Vamos admitir que uma erta função θ̃(z) seja a função prourada. Assim, θ(z) difere de
θ̃(z) por um δ(z) (�g. 2.4.1):

δθ(z) = θ(z) − θ̃(z).39



Em virtude das ondições de anoramento forte, podemos impor que θ e θ̃ assumam as mesmasondições de borda:
θ(zA) = θ1 e θ(zB) = θ2. (2.45)Vamos, dessa forma, supor que

Figura 2.11: Representação grá�a do problema variaional para o aso de anoramento frao.
θ(z) = θ̃(z) + α η(z), (2.46)em que α é um parâmetro pequeno e η(z) é uma função bem omportada tal que η(zA) =

η(zB) = 0, em razão das ondições de ontorno. Substituindo θ(z), omo na eq. (2.46), nointegrando da eq. (2.44), podemos interpretar F omo uma função ordinária do parâmetro α;desse modo, alulamos a derivada de em F relação a α para enontrar as ondições que levama d F/d α = 0 em α = 0:
dF [θ(z)]

dα

∣

∣

∣

α=0
=

d

dα

∫ zB

zA

f [θ(z), θ′(z); z]dz
∣

∣

∣

α=0

=

∫ zB

zA

(

∂f

∂θ

∂θ

∂α
+
∂f

∂θ′
∂θ′

∂α

)

dz
∣

∣

∣

α=0

=

∫ zB

zA

(

∂f

∂θ̃
η(z) +

∂f

∂θ̃′
∂η(z)

∂z

)

dz = 0. (2.47)A segunda integral pode ser resolvida por partes:
∫ zB

zA

∂f

∂θ̃′
∂η(z)

∂z
dz =

∂f

∂θ̃′
η(z)

∣

∣

∣

zB

zA

−
∫ zB

zA

η(z)
d

dz

(

∂f

∂θ̃′

)

dz. (2.48)Substituindo (2.48) em (2.47) temos 40



∫ zB

zA

[

∂f

∂θ̃
− d

dz

∂f

∂θ̃′

]

η(z) dz +
∂f

∂θ̃′
η(z)

∣

∣

∣

zB

zA

= 0. (2.49)Lembrando que η(zA) = η(zB) = 0, o segundo termo em (2.49) se anula e a eq. (2.49) torna-se
∫ zB

zA

[

∂f

∂θ̃
− d

dz

∂f

∂θ̃′

]

η(z) dz = 0,Desse modo, a função que minimiza F deve satisfazer a equação diferenial
∂f

∂θ̃
− d

dz

∂f

∂θ̃′
= 0 − d

2
< z <

d

2
, (2.50)que é a onheida equação de Euler-Lagrange, que quando somadas às ondições de ontorno(eq. (2.45)) fornee o per�l do diretor na situação de anoramento forte.A generalização para n dimensões, em que hajam l ângulos é dada por

∂f

∂θ̃l
− d

dxi

∂f

∂θ̃l,i
= 0, (2.51)onde a soma em i de 1 a n está implíita.2.4.2 Anoramento fraoEm situações de anoramento frao é preiso atentar-se para algumas sutilezas. A energiade anoramento é da ordem da energia de volume da amostra, e distorções no volume podemafetar a superfíie. O problema variaional onsiste, novamente, em determinar a função queminimiza a energia livre, porém a energia livre agora deve ser modi�ada para inluir os termosde superfíie. Seja, então, a energia por unidade de área dada por

F [θ(z)] =

∫ zB

zA

f [θ(z), θ′(z); z]dz + ξ1(θ1) + ξ2(θ2), (2.52)om ξi(θi) a energia de anoramento por unidade de área, e om θi's de�nidos na eq. (2.45).Supomos novamente que θ̃(z) minimiza a equação (2.52), e satisfaça as ondições de on-torno dadas por (2.45). Esrevemos novamente a relação
θ(z) = θ̃(z) + α η(z), (2.53)ontudo, agora, η(zA) e η(zB) são arbitrários, omo pode ser visto na �g. 2.12. Prouramosnovamente as ondições que onduzem F (α) um mínimo em α = 0. Fazemos41



Figura 2.12: Representação esquemátia do problema variaional para o aso de anoramento frao.
dF [θ(z)]

dα

∣

∣

∣

α=0
=

∫ zB

zA

(

∂f

∂θ

∂θ

∂α
+
∂f

∂θ′
∂θ′

∂α

)

dz
∣

∣

∣

α=0
+
dξ1(θ1)

dα

∣

∣

∣

α=0
+
dξ2(θ2)

dα

∣

∣

∣

α=0
, (2.54)lembrando que

ξ1(θ1) = ξ1[ ˜(θ1) + α η(zA)] e ξ2(θ2) = ξ2[ ˜(θ2) + α η(zB)].Resolvemos, novamente, a segunda integral por partes
∫ zB

zA

∂f

∂θ̃′
∂η(z)

∂z
dz =

∂f

∂θ̃′
η(z)

∣

∣

∣

zB

zA

−
∫ zB

zA

η(z)
d

dz

(

∂f

∂θ̃′

)

dz

=
∂f

∂θ̃′
η(z)

∣

∣

∣

zA

− ∂f

∂θ̃′
η(z)

∣

∣

∣

zB

−
∫ zB

zA

η(z)
d

dz

(

∂f

∂θ̃′

)

dz. (2.55)Substituindo na eq. (2.54), enontramos
dF [θ(z)]

dα

∣

∣

∣

α=0
=

∫ zB

zA

[

∂f

∂θ̃
− d

dz

∂f

∂θ̃′

]

η(z) dz
∣

∣

∣

α=0

+

[

(

∂f

∂θ̃′

)

zB

+
dξ2

dθ̃2

]

η(zB)
∣

∣

∣

α=0

+

[

−
(

∂f

∂θ̃′

)

zA

+
dξ1

dθ̃1

]

η(zA)
∣

∣

∣

α=0
= 0 (2.56)onde zA = −d/2 e zB = d/2. Fazendo nulo termo a termo vemos que θ̃ deve satisfazera equação de Euler-Lagrange (2.50), mas o termo de anoramento na energia livre impõe as42



seguintes ondições de ontorno
− ∂f

∂θ̃′
+
dξ1

dθ̃1
= 0 e ∂f

∂θ̃′
+
dξ2

dθ̃2
= 0. (2.57)Podemos, om estas equações, determinar o per�l do diretor. Obviamente, esta tarefa nemsempre é simples. Alguns problemas impõem ondições de ontorno, ou mesmo a própriaequação diferenial, que na maioria das vezes é não-linear, não solúvel analitiamente, sendopreiso deixar de onsiderar algumas generalidades para se onseguir estudar o fen�meno de-sejado. Por essa razão, aproximações omo a de usar apenas uma onstante elástia, omo jádisutido, ou trabalhar no regime de pequenas distorções, ou ainda abrir mão ompletamentede soluções analítias e partir para soluções numérias são proedimentos muitas vezes usadospara se obter o per�l do diretor.2.5 Dinâmia no meio nemátioTratar da dinâmia em meios líquidos isotrópios não é tarefa simples. Em ristais líquidosé ainda pior. Quando, por exemplo, o meio nemátio é levemente agitado, há um movimentodo �uido omo um todo; tal movimento move as moléulas, movendo também o diretor; odiretor que, por sua vez sofre deformação elástia, tende a evitar tal deformação, ausando omovimento das moléulas que, por sua vez, movem o �uido. Desse modo, resolver o problema dedeterminar a evolução temporal do diretor sujeito a variações de veloidade do �uido onsiste,na grande maioria dos asos, em resolver equações aopladas de ~n e a veloidade do �uido ~v,uma tarefa árdua na grande maioria dos asos. Nesse ontexto, há o apareimento de diversasonstantes de visosidade, em várias direções, inlusive em direções relativas de ~n e ~v. Esseassunto está muito bem disutido e fundamentado na ref. [11℄. Se formos tratar de forma exataa interação do ampo om o ristal líquido, teríamos que introduzir fen�menos dinâmios, jáque o ampo modi�a o per�l do diretor que movimenta o �uido que move o diretor, mas essasvariações extras são muito sutis e podem ser desprezadas.Contudo, podemos usar a aproximação em que as variações do diretor são pequenas: masnão tão pequenas que sejam desprezadas, mas pequenas a ponto de não provoar grandesvariações na veloidade do �uido. Nesse sentido, podemos estudar as variações temporais dodiretor sem nos preouparmos om a veloidade do �uido.Sob essas ondições, podemos obter a equação de evolução temporal do diretor; para isso,usamos o resultado que fornee a relação entre a segunda lei de Newton e a minimização da43



energia livre, da forma
δf

δz
+ λ

∂θ

∂t
= M

d2θ

dt2
, (2.58)onde o termo de derivada temporal de primeira ordem no tempo se refere ao torque visoso,om λ uma onstante de visosidade efetiva do nemátio, M a massa total do �uido e

δf

δz
=

∂f

∂θ̃
− d

dz

∂f

∂θ̃′
.Se as variações do diretor são pequenas, a derivada segunda de θ pode ser desprezada, res-tando apenas o termo de torque visoso. Desse modo, a equação que governa a dinâmia naaproximação de pequenas variações é da forma

δf

δz
= −λ∂θ

∂t
, (2.59)que muitas vezes onsiste de uma equação de difusão om termos não-lineares.No próximo apítulo, veremos algumas apliações de omo utilizar as equações que mini-mizam a energia livre para obter a on�guração do diretor, e por �m estudaremos a dinâmianum sistema onde as deformações podem ser ausadas apenas pela geometria.
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Capítulo 3
Estudo da Célula Nemátia

As propriedades anisotrópias do ristal líquido estão intimamente relaionada om o per�ldo diretor. Neste apítulo, iremos estudar alguns efeitos de superfíie e efeitos do ampo noper�l do diretor. Em um primeiro momento, usaremos a energia livre para determinar, sobalgumas aproximações, o per�l do diretor em uma amostra semi-in�nita na qual a parede possuiranhuras de per�l senoidal; em seguida, analisaremos uma élula híbrida (anoramento forteem uma plaa e frao em outra plaa); sob ação de ampo externo, analisaremos uma amostrasemi-in�nita om anoramento forte e om ângulo de anoramento qualquer; analisaremos umaamostra de ristal líquido em anoramento forte sob a ação de um ampo externo, o que emseguida será generalizado para a situação de anoramento frao; por �m, estudaremos os efeitosda geometria ilíndria no meio nemátio bem omo efeitos dinâmios.3.1 Efeitos de superfíieA on�guração do diretor, omo já foi dito, é in�ueniada por diversos e sutis aspetos.Vamos investigar, em uma superfíie om ranhuras, omo a superfíie afeta o per�l do diretore omo a energia está relaionada om a amplitude e periodiidade das ranhuras.3.1.1 Cristal líquido em superfíie ranhuradaUma das ténias empregadas no tratamento de superfíies que on�nam uma amostra deristal líquido, omo vimos na seção 2.3.2, onsiste em riar ranhuras na plaa para induzir uma45



deformação no diretor. O problema foi proposto num pioneiro trabalho de Dwigth Berreman emmaio de 1972 e resolvido sob a aproximação de que a amplitude das ranhuras seja pequena [18℄.A solução foi obtida de forma simples, sem muito rigor matemátio em razão, omo será visto,da omplexidade analítia que o problema impõe. Apesar disso, é notável a importânia dotrabalho para o estudo dos efeitos de superfíie. Atualmente, o ontrole do alinhamento doristal líquido na superfíie tem sido de grande interesse omerial; visto que o uso dessatenologia em displays (mostradores) de ristal líquido de alta de�nição possibilita um ângulode visão bem maior do que os monitores de LCD de anos atrás [19℄. Vamos onsiderar oproblema proposto por Berreman omo exato até onde é possível e, a partir desse ponto,disutir as di�uldades e analisar a solução obtida pelo autor.Vamos onsiderar a superfíie ranhurada situada no plano xy, e as ranhuras paralelas aoeixo y. A amostra, em uma primeira aproximação, tem a forma:
z0(x) = A cos(q x) (3.1)sendo A a amplitude das ranhuras e q o número de onda da superfíie, que pode ser entendidoomo o número de ondas por 2π unidades de omprimento. Consideramos que a variaçãodo ângulo entre o diretor e o eixo y (distorções azimutais) são desprezíveis, o que equivaleonsiderar φ da eq. (2.29) omo �xo. Por simpliidade, onsideremo-lo omo π/2. Vamosonsiderar que o anoramenteo imposto pela superfíie seja forte e planar, o que implia quea superfíie impõe ao diretor uma direção que é paralela ao vetor tangente à urva. Por estarazão, o diretor na parede deve assumir a forma

θs(x) = arctan

(

d z0(x)

d x

)

= arctan[−q A sen [q x]]. (3.2)A �g. 3.1 apresenta um esquema da superfíie e da ondição das moléulas na parede. Consi-deramos a amostra omo semi-in�nita, assim vamos tomar a ondição de ontorno tal que
θ(x, z → ∞) → 0. (3.3)Como ondição de ontorno para x, de�nimos, baseando-nos na urva da superfíie:

θ(0, z) = θ

(

2π

q
, 0

)

= 0. (3.4)De�nidas as ondições de ontorno, vamos investigar a energia livre. Vamos usar a apro-ximação de uma onstante e tomar a energia livre omo na eq. (2.30). Esrevendo o diretoromo na eq. (2.29) fazendo φ = π/2, obtemos
~n(x, z) = cos θ(x, z) x̂+ sen θ(x, z) ẑ . (3.5)46



Figura 3.1: O diretor adquire orientação tangente à superfíie.Calulando o divergente e o rotaional de ~n(x, z), temos
∇ · ~n = − sen θ

∂θ

∂x
+ cos θ

∂θ

∂z
(3.6)e

∇× ~n = −ĵ
(

sen θ
∂θ

∂z
+ cos θ

∂θ

∂x

)

. (3.7)Substituindo estes resultados na energia livre (2.30), obtemos
fFrank =

K

2

([

∂θ

∂x

]2

+

[

∂θ

∂z

]2)

. (3.8)Apliando a expressão (3.8) na equação de Euler-Lagrange (2.50), obtemos a seguinte equaçãodiferenial parial
∂2θ

∂x2
+
∂2θ

∂z2
= 0, (3.9)que é a equação de Laplae em duas dimensões. Para resolver essa equação, podemos usar,por exemplo, a ténia de separação de variáveis. A solução para a equação diferenial (3.9)que satisfaz as ondições de ontorno (3.3) e (3.4) é da forma

θ(x, z) =
∞
∑

n=0

Mn sen [q nx] exp [−q nz] . (3.10)Para determinar a solução geral do problema, deveríamos apliar a ondição de ontorno (3.2)e determinar a matrizMn. Contudo, o onjunto de funções gn[x] = sen [q nx] exp [−q nz] nãoé ortogonal, isto é 47



∫

x

∫

z

sen [q nx] exp [−q nz] . sen [q lx] exp [−q lz] 6= C × δln,om C sendo o valor da integral para l = n; em razão disto, torna-se difíil ontinuar ana-litiamente om este aminho. A solução obtida por Berreman é a eq. (3.10) om n =1 e
M1 = −Aq, isto é

θ(x, z) = −Aq sen [qx] exp [−qz] , (3.11)que é matematiamente disutível. O argumento usado pelo autor para que a solução fosse, deerto modo, mais aeitável é tal que: se as amplitudes forem pequenas, e além disso, o produto
Aq for também muito pequeno, então a ondição de ontorno (3.2) pode ser aproximada por

θs(x) ≈ −q A sen [q x], (3.12)e a ondição de ontorno para z pode ser tal que para z → 0, θ(x, z) → θs, ondições satisfeitaspela solução (3.11). O grá�o pode ser visto na �g. 3.2, bem omo o ampo vetorial de ~n.Podemos substituir esta solução na eq. (3.8), para enontrar a energia por unidade de volume

Figura 3.2: Solução aproximada obtida por Berreman para a on�guração do diretor.
fFrank =

K

2

[

(Aq)2q2 cos2(qx)e−2qz + (Aq)2q2 sen 2(qx)e−2qz

]

=
K

2
(Aq)2q2 e−2qz, (3.13)e a energia por unidade de área

F =

∫ ∞

0

K11

2
(Aq)2q2 e−2qz dz =

K11

4
(Aq)2q, (3.14)que é a energia extra por unidade de área que é aresida quando existem as ranhuras nasplaas.Diversos autores revisitaram o trabalho de 1972 na tentativa de orrigir a energia de super-fíie, bem omo a dependênia da energia om o ângulo azimutal [20, 21, 22℄. Reentemente48



diversos trabalhos numérios vêm sendo apresentados tentando tratar de forma exata o pro-blema, om todas as ondições de ontorno e situações de anoramento frao [23, 24, 25℄.O trabalho, apesar de simples, mostra todo o interesse em se ompreender omo a super-fíie interfere na energia elástia da fase nemátia. Interesse esse que é ainda mais evidentequando se leva em onsideração que nos dias atuais, mais de 37 anos depois, existem grupose autores altamente quali�ados trabalhando no tópio e usando de proedimentos ada vezmais omplexos para obter resultados ada vez mais preisos 1.3.1.2 Célula híbrida: - anoramento forte/fraoNesta seção disutiremos uma forma experimental para determinar a energia de anora-mento de uma amostra de ristal líquido [13℄. Para tal, vamos onsiderar uma amostra deristal líquido na forma de um slab om ondições híbridas de anoramento: em uma parede
(z = −d/2) fazemos om que o anoramento seja forte e planar (θ1 = 0) e anoramento fraohomeotrópio (φ0 = π/2 = direção do eixo fáil) na outra parede (z = d/2), uma representaçãoesquemátia é mostrada na �g. 3.3. Vamos onsiderar que apenas deformações no plano xzsão permitidas e ainda vamos usar a aproximação de uma únia onstante elástia. Como asplaas são lisas, o diretor deve possuir simetria om relação à variável x, isto é, o diretor deveser função apenas da variável z. Com isso, a densidade de energia livre de Frank é obtidada mesma forma omo foi obtida a eq. (3.8), apenas lembrando que a derivada do ângulo emrelação a x é nula. Atentos a tais detalhes e aproximações, esrevemos a energia livre na forma:

f [θ(z)] =
1

2
K

(

∂θ

∂z

)2

. (3.15)Minimizando a energia livre, enontramos a equação diferenial
K
d2θ

dz2
= 0, (3.16)o que onduz à solução

θ(z) = az + b. (3.17)1No dia 13 de março de 2009, o artigo do Berreman de 1972 possuía 500 itações no WOS; 42 itaçõesde Janeiro de 2008 à março de 2009. No mesmo ano o autor publiou o artigo OPTICS IN STRATIFIEDAND ANISOTROPIC MEDIA - 4X4-MATRIX FORMULATION na revista JOURNAL OF THE OPTICALSOCIETY OF AMERICA; até o mesmo dia o artigo havia sido itado 961 vezes.49



Figura 3.3: Curva e ondições de ontorno para o problema da élula híbrida.As ondições de ontorno são tais que, na parede superior, onde o anoramento é frao, odiretor assume algum valor que hamaremos de θs; assim, θ(d/2) = θs. Na parede inferior,onde o anoramento é forte, o diretor não varia; assim θ(−d/2) = 0. Apliando essas ondiçõesna equação (3.17), obtemos o per�l do diretor em função de θs
θ(z) = θs

(

1

2
+
z

d

)

. (3.18)Ainda preisamos determinar θs. Este omportamento é obtido da ondição que o anora-mento frao impõe, eq. (2.57) om ξ(θs) = (W/2) sen 2 (π/2 − θs) = (W/2) cos2 (θs); usandoo resultado (3.18) temos
K
θs
d
− W

2
sen 2θs = 0. (3.19)Vamos de�nir a onstante L, hamada omprimento de extrapolação, que será muito utilizadano deorrer deste trabalho omo

L =
K

W
, (3.20)que é uma grandeza que mede o omprimento que seria preiso extrapolar na amostra paraque o anoramento fosse forte. Claramente, se L = 0 o anoramento é forte; e quanto maioré L menor é a energia anoramento. Dessa forma, esrevemos a ondição de ontorno (3.19)omo

2L

d
θs = sen 2θs, (3.21)que é uma equação transendental. Podemos usar um proedimento numério para enontrarsoluções para a eq. (3.21). Ao fazermos isso, vemos que se a espessura da amostra d for menorque o omprimento de extrapolação L, a problema admite apenas a solução trivial, isto é,apenas θs = 0 satisfaz a eq. (3.21). As soluções para θs omo função de d/L é mostrada nográ�o da �g. 3.4. Se d > L o sistema pode adquirir outra solução além da trivial, a questãoa ser disutida então é: qual solução é a solução estável? Para investigar essa questão, vamos50



retornar as soluções obtidas na energia livre e investigar o sinal da segunda derivada. A energia
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Figura 3.4: Comportamento de θs em função de d/L. Vemos laramente, que se d/L > 1 apenas asolução trivial é possível.livre, por unidade de área, é dada por
F (θs) =

K

2

(

∫ d/2

−d/2

(

dθ(z)

dz

)2

dz +
1

L
cos2 θs

)

=
K

2d

(

θ2
s + h cos2 θs

)

, (3.22)om h = d/L. Analisando gra�amente, é possível observar que a solução θs = 0 deixa de serestável para h > 1, passando a ser um máximo loal na energia (�g. 3.5). Podemos mostrartal onlusão matematiamente omo segue:

Figura 3.5: Energia em função de θs para alguns valores de h.
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F (θs) =
K

2d

(

θ2
s + h cos2 θs

)

dF (θs)

dθs
=

K

2d
(2θs − h cos 2θs)

d2F (θs)

dθ2
s

=
K

d
(1 − h sen 2θs)

d2F (θs)

dθ2
s

∣

∣

∣

θs =0
=
K

d
(1 − h), (3.23)onde onluímos que se h < 1 ⇒ d < L, F tem um mínimo de energia em θs = 0, e se

h > 1 ⇒ d > L, θs = 0 orresponde a um máximo loal de F . Desse modo, podemos dizerque o fen�meno observado nesse sistema é um fen�meno que apresenta transição de fase. Éimportante ressaltar que transição de fase aqui não orresponde de nenhuma maneira àquelaobservada termodinamiamente; trata-se de uma transição visual, de uma fase ordenada parauma fase distorida por meio de um fator de ontrole, nesse aso a espessura da amostra.Visualmente, o que seria observado usando a ténia de mirosopia óptia de luz polarizadaseria uma amostra que transmite luz em algumas regiões da amostra, se a espessura da amostraé maior que o omprimento de extrapolação, e se o analisador está alinhado om o diretorna superfíie inferior. Quando a espessura é menor que o omprimento de extrapolação oanoramento forte da parede inferior domina a energia de anoramento da parede superior, eo leva à orientação planar das moléulas, o resultado óptio é a ausênia total da transmissãode luz pela amostra. Obtido, por algum método, o dc da transição é possível obter L e,onsequentemente, W .Um resultado que pode ser obtido é analisar o omportamento de θs próximo à transição.Para isso, tomamos a eq. (3.21) e a desenvolvemos em séries de potênia até ordem 3
2L

d
θs ≈ 2θs +

(2θs)
3

3!
, (3.24)o que fornee

θs =

√

3

2

(

1 − L

d

)
1

2

. (3.25)Pode-se notar uma semelhança do omportamento da urva no ponto rítio om o omporta-mento próximo à transição na teoria de ampo médio, em que o expoente rítio β é igual aoobtido aqui: 1/2.
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3.1.3 Célula híbrida em anoramento forte:homeotrópio/pre-tiltNesta seção, faremos estudo de um sistema de uma élula híbrida om anoramento forte:homeotrópio em uma parede superior e om uma orientação qualquer na parede inferior, soba ação de um ampo elétrio externo uniforme [7℄. Para fazer isso, vamos primeiro onsideraruma amostra semi-in�nita na qual há uma plaa lisa na posição z = 0 que impõe às moléulasum anoramento forte om orientação média θ(0) = θs. O ampo elétrio está orientado nadireção do eixo z e tem intensidade E (�g. 3.6); vamos onsiderar a onstante de anisotropiadielétria omo sendo positiva e investigar omo o diretor se omporta na presença desseampo uniforme. Novamente, a aproximação de uma onstante elástia será utilizada. Sob

Figura 3.6: Direção do ampo elétrio e ondição de anoramento. O ângulo entre o ampo e o diretoré igual a π/2 − θ.tais ondições, a energia livre por unidade de volume tem a forma
f [θ(z)] =

1

2

[

K

(

dθ

dz

)2

− ǫaE
2 cos2

(π

2
− θ
)

]

. (3.26)Minimizando a energia livre, enontramos
ξ2θ′′(z) + sen θ cos θ = 0, (3.27)sendo ξ =

√

K/(ǫaE2) o omprimento de oerênia e θ′′(z) = d2θ/dz2. Multipliando os doislados da eq. (3.27) por θ′(z), podemos simpli�ar a equação para
d

dz

(

ξ2θ′(z)2 − cos2 θ
)

= 0,o que fornee
ξ2θ′(z)2 − cos2 θ = C1, (3.28)53



om C1 sendo uma onstante a ser determinada. Esperamos que a função θ seja uma funçãomonótona e que assuma o máximo valor no in�nito, onde as moléulas perdem totalmentea interação om a parede. Desse modo, θ′(z → ∞) → 0 o que implia em θ(z → ∞) ummáximo; naturalmente, o diretor deve estar orientado na direção do ampo, onsequentementeo θ máximo é igual a π/2; este resultado fornee uma forma de determinar a onstante C1, epermite ainda fazê-la nula. Desse maneira, a eq. (3.28) pode ser reduzida a
ξ
dθ

dz
= cos θ. (3.29)Para resolver esta equação, usamos a ténia de separação de variáveis para obter

∫ θ(z)

θs

dx

cosx
=

∫ θ(z)

θs

dx sec x =

∫ z

0

dz

ξ
.Resolver a integral da seante requer um truque matemátio. Multipliamos o denominador eo numerador da integral por sec x+ tan x, e obtemos

∫

dx sec x

(

sec x+ tan x

sec x+ tan x

)

.fazendo a mudança de variável u = sec x + tanx, enontramos du = (sec2 x + sec x tan x)dx,o que orresponde exatamente ao numerador da integral. Fazendo isso, enontramos omosolução
∫

dx sec x = ln | sec x+ tanx|,resultado que preisamos tentar modi�ar para poder enontrar uma solução analítia para
θ(z). Para isso, usamos de algumas relações trigonométrias e obtemos

sec x+ tan x = cot
(π

4
− x

2

)

.Desse modo, enontramos omo solução geral para o per�l do diretor
θ(z) =

π

2
− 2 arctan

[

tan

(

π

4
− θs

2

)

e−z/ξ
]

. (3.30)Um grá�o dessa solução e do ampo vetorial é mostrado na �g. 3.7.Vamos agora limitar a amostra e observar para que ondições a solução (3.30) forneeuma boa aproximação para o per�l do diretor em uma amostra de espessura d, om ondiçãohomeotrópia de anoramento. Para isso, vamos analizar a função θ(d)
θ(d) =

π

2
− 2 arctan

[

tan

(

π

4
− θs

2

)

e−d/ξ
]

; (3.31)queremos que na parede superior θ(d) = π/2, assim, preisamos que
2 arctan

[

tan

(

π

2
− θ

2

)

e−d/ξ
]

→ 0;54
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Figura 3.7: Per�l do diretor para o problema om pre-tilt, om θs = π/4.isso pode ser obtido se d≫ ξ, o que orresponde a
E ≫ 1

d

√

K

ǫa
. (3.32)Assim, para grandes amplitudes do ampo elétrio é possível usar a eq. (3.30) omo o per�ldo diretor, pois fornee uma boa aproximação para o nosso sistema. Este resultado será muitoútil para podermos obter uma relação analítia para a orrente elétria no ponto de máximopotenial elétrio.3.2 Transição de FréederikszUm sistema on�nado pode apresentar transição de ordenamento quando submetido à va-riações de determinados parâmetros. Uma transição desse tipo foi vista em detalhes na seção3.1.2, onde o parâmetro que provoa a transição é a espessura da amostra; essa transição, po-rém, só é possível em virtude das ondições de anoramento. Quando um ampo elétrio (oumagnétio) é inserido no ontexto podemos investigar se há um omportamento semelhante,quando as superfíies impõem determinada orientação e o ampo tende a orientar as moléu-las no sentido perpendiular à orientação iniial. Nesta seção, iremos analisar esse fen�meno,onheido omo transição de Freéderiksz, nas duas situações de anoramento: forte e frao.3.2.1 Anoramento fortePara analisar omo um ampo elétrio interfere na on�guração do diretor vamos onsiderarnovamente o slab de espessura d, om as plaas situadas em z = ±d/2. O diretor, na superfíie,55



assume θ(d/2) = θ(−d/2) = 0, om anoramento forte. O ampo elétrio, admitimos seruniforme no interior da amostra om intensidade E e direionado no sentido positivo do eixo
z (�g. 3.8). Se admitirmos que a onstante de anisotropia elétria é positiva, o ampo elétriotenderá a arrastar o diretor para a direção paralela a ele, enquanto a distorção imposta pelasuperfíie e que se estende por toda a amostra tende a deixar o diretor paralelo às plaas,perpendiular ao ampo.

Figura 3.8: A on�guração das moléulas na parede não é alterada pelo ampo.Considerando novamente a aproximação de uma onstante elástia, a energia livre porunidade de volume é esrita omo
f =

K

2

[

(

dθ

dz

)2

− ǫaE
2

K
sen 2θ

]

. (3.33)Minimizando a energia livre, enontramos novamente a equação diferenial não-linear
ξ2θ′′(z) + sen θ cos θ = 0, (3.34)om ξ2 = K/(E2ǫa), omo antes. Multipliando esta expressão por θ′(z) podemos enontrar
ξ2θ′(z)2 + sen 2θ = C, (3.35)om C uma onstante a ser determinada. Como as situações de anoramento nas duas plaassão iguais, a função θ(z) deve ser uma função par om máximo em z = 0; desse modo,

θ′(0) = 0 → θ(0) = θm, que orresponde ao máximo de θ. Se θm = 0 então θ(z) = 0 e aamostra estará ompletamente orientada; entretanto, se θm 6= 0, então θ(z) = f(z) e a amostraestará distorida. Com tais informações, podemos mostrar que C = sen 2θm e, assim,
ξ2θ′(z)2 = sen 2θm − sen 2θ(z). (3.36)Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados e usando a ténia de separação de variáveis pararesolver a equação, enontramos a relação

∫ θ(z)

0

dx√
sen 2θm − sen 2x

= ± 1

ξ

(

z +
d

2

)

, (3.37)56



onde o sinal + leva à solução da metade inferior da amostra, e o sinal - leva à solução dametade superior. Como a solução é par, podemos usar apenas a parte positiva. A expressão(3.37) é usada para determinar a função θ(z). Lembrando que θ(0) = θm, podemos esrever
∫ θm

0

dx√
sen 2θm − sen 2x

=
d

2ξ
. (3.38)Na tentativa de tentar simpli�ar esta expressão, propomos a mudança de variável sen x =

sen θm senψ (se θm 6= 0) e assim o elemento de integração torna-se
dx =

sen θm cosψdψ
√

1 − sen 2θm sen 2ψ
,e a eq. (3.38) torna-se

∫ π/2

0

dψ
√

1 − sen 2θm sen 2ψ
= K[ sen 2θm] =

d

2ξ
, (3.39)onde K[ sen 2θm] é a integral elíptia ompleta, isto é

K[m] = F

[

m|π
2

]

=

∫ π/2

0

dψ
√

1 −m sen 2ψ
. (3.40)Para investigar se é possível que a eq. (3.37) forneça solução diferente da trivial, olhamospara o limite em que θm → 0 na eq. (3.39), o que fornee

π =
d

ξc
, (3.41)onde ξc é aquele para qual θm → 0. Resolvendo para Ec, enontramos

Ec =
π

d

√

K

ǫa
. (3.42)A eq. (3.42) fornee um valor rítio para a intensidade do ampo elétrio apliado. Se E < Ec,o diretor assume a on�guração trivial, ou seja, orientado totalmente paralelo às plaas; essaorientação é resultado da interação nemátia e da orientação imposta pela superfíie. Contudo,se o ampo ultrapassa o valor rítio (E > Ec), há uma ompetição entre as interações elástiasda fase nemátia e a força elétria provoada pelo ampo; exatamente no meio da amostra(z = 0), onde o efeito de superfíie é mais frao, o ampo onsegue distorer o diretor se aintensidade do ampo for maior que a intensidade rítia; distorção essa que vai se alastrandoaté a superfíie à medida que a intensidade do ampo vai aumentando. Na �g. 3.9, mostramoso omportamento de θm em função de E. Esta transição foi observada pela primeira vez porFreéderiksz, em 1926, usando um ampo magnétio. Naturalmente, em razão da onstruçãoda teoria elástia, o mesmo fen�meno seria enontrado e um ampo rítio análogo à eq. (3.42)57



seria obtido se estivéssemos apliando um ampo magnétio. Originalmente, o experimento deFréederiksz onduziu a uma lei da forma [7℄
Hcd = const,que, om o surgimento da teoria elástia, p�de ser enontrado exatamente, e reproduzido nestaseção. Esse fen�meno pode ser observado em outros arranjos geométrios, ou mesmo se aorientação nas paredes for homeotrópio. Existem diversas ténias experimentais de detetara transição, dentre elas as medidas e observações óptias; no apítulo 4, iremos mostrar queé possível também veri�ar a transição de fase por meio de medidas da orrente elétria queatravessa a amostra.
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Figura 3.9: Comportamento de θm em função de E/Ec. Usamos d = 5µm, e ǫa = 15ǫ0, K = 10−11N .Vemos que para E = 3EC , o meio da amostra já está pratiamente orientado na direção do ampo.Esse fen�meno está intimamente relaionado om a tenologia dos mostradores de infor-mação, ou os displays omo são mais onheidos. Um pixel é normalmente um slab, no quala deformação de twist é onsiderada. O proedimento é idêntio ao usado nesta seção, porémuma outra geometria é utilizada. Quando o pixel está entre polarizadores ruzados, e o ampoé menor que o ampo de Fréederiksz, o diretor está torido, resultado da orientação nemátiae do anoramento das plaas, isto é, o diretor, paralelo às plaas, se distore na forma detorção até atingir a outra plaa; desse modo, a anisotropia óptia do ristal líquido permiteque o eixo de polarização da luz se distorça junto om o diretor, hegando paralelo ao outropolarizador, permitindo que a luz atravesse toda a amostra, fazendo o pixel tornar-se laro.Quando o ampo é superior ao ampo rítio (equação (3.42) om K → K22), a distorção de58



twist é desfeita, o eixo de polarização da luz não é distorido e não há mais passagem de luz,tornando o pixel esuro. Na �g. 3.10, podemos ver um esquema dessa apliação.

Figura 3.10: Esquema da apliação de ristal líquido em um mostrador de ristal líquido [2℄.A onstrução matemátia do problema proíbe que um ampo �nito seja apaz de modi�aro per�l do diretor na parede; assim, em razão das ondições de anoramento forte, o diretor vaisempre manter a on�guração; porém, um ampo muito intenso pode fazer om que θ(z) → π/2bem próximo à parede levando o diretor, nessa região, a variar muito fortemente e a derivadase tornar grande; om isso, a aproximação que nos trouxe à expressão da densidade de energialivre deixa de ser aeitável e nossa análise perde a auráia; de toda forma, temos um intervalode intensidade do ampo muito grande no qual esse tratamento pode ser apliável.Com a expressão (3.39), podemos determinar numeriamente os valores de θm em fun-ção de E, e om isso, por meio da expressão (3.37) determinar o per�l do diretor, tambémnumeriamente, omo mostrado nas �gs. 3.11,3.12 e 3.13.Obviamente, não é possível obter uma amostra totalmente orientada, omo a nossa amostrateória iniialmente estava. Quando uma amostra de ristal líquido, que está na fase isotrópiatransita à fase nemátia há o apareimento de deformações espontâneas, que são mostradas nastexturas araterístias da fase nemátia. Nessas texturas, há frequentemente o apareimentode defeitos topológios: a grande maioria das regiões da amostra está na fase nemátia, ontudoexistem pontos (ou linhas) nas quais o meio está na fase isotrópia; esses pontos são observadosomo pontos esuros em meio à fase nemátia, omo os mostrados na �g.(1.9). Estudos da59
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Figura 3.11: Con�guração do diretor para E ligeiramente maior que a transição, E = 1.05Ec.
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Figura 3.12: Con�guração do diretor para E = 2Ec.
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Figura 3.13: Con�guração do diretor para E = 4Ec. É possível notar que o meio da amostra estáompletamente orientado, na direção do ampo.formação desses defeitos estão sendo feitos para tentar traçar um paralelo entre os defeitostopológios no ristal líquido e defeitos topológios do universo primordial e vêm se mostando60



promissores [26℄. Como nosso interesse está em uma amostra totalmente orientada, podemosapliar um ampo elétrio (ou magnétio) muito intenso, muito maior que a intensidade rítia,no sentido que desejamos que as moléulas se orientem (no nosso aso, no sentido do eixo x);obtemos desse modo uma amostra, se não totalmente, satisfatoriamente orientada, sem defeitos,omo na �g. 3.14.

Figura 3.14: Textura de CLL nemátio sem defeitos, gentilmente edida pelo Prof. Ant�nio Palangana- DFI/UEM.Nas vizinhanças da transição, podemos esperar que θm seja pequeno; assim, podemos tomarnovamente a eq. (3.39) e desenvolver o lado esquerdo numa série de potênias
π

2

E

Ec
=
π

2
+
πθ2

m

8
+

11πθ4
m

384
+

173πθ6
m

23040
+O

(

θ7
m

)

; (3.43)se onsiderarmos termos até segunda ordem, podemos esrever θm omo
θm = 2

(

E

Ec
− 1

)
1

2

, (3.44)o que mostra que nas vizinhanças da transição, θm vai a zero om expoente β = 1/2.3.2.2 Anoramento fraoAmostras reais podem apresentar anoramento forte. Em ristais líquidos em que moléulastêm formato de diso, este tipo de anoramento pode ser favoreido. Todavia, para a maioriados ristais líquidos, a energia de anoramento é �nita e um tratamento mais detalhado éneessário.Vimos na seção 2.4.2 omo apliar a teoria elástia quando o anoramento é frao. Nestaseção vamos modi�ar o problema estudado na seção anterior inorporando as mudanças que61



uma amostra om energia de superfíie �nita exige. A prinipal mudança está nas ondiçõesde ontorno.Se onsiderarmos que a energia de anoramento é igual nas duas plaas, a função θ(z) énovamente uma função par e o trabalho torna-se determinar o per�l do diretor no intervalo
−d/2 ≤ z ≤ 0. Desse modo, a energia livre por unidade de área pode ser esrita omo

F =
K

2

{

∫ 0

−d/2

[

(

dθ

dz

)2

− ǫaE
2

K
sen 2θ

]

dz +
1

2L
sen θs

}

, (3.45)om θs = θ(−d/2) e L = K/W omo de�nido anteriormente. Ao minimizar a energia livre,podemos usar os mesmos argumentos usados na seção anterior para obter
dθ

dz
=

1

ξ

√

sen 2θm − sen 2θ, (3.46)om θm = θ(0) e ξ2 = K/(E2ǫa), omo antes. Separando as variáveis, obtemos a expressão
∫ θ(z)

θs

dx√
sen 2θm − sen 2x

=
1

ξ

(

z +
d

2

)

, (3.47)solução que, se resolvida numeriamente, fornee o per�l do diretor; porém não sabemos quemsão θs e θm. Para tentar enontrar a dependênia dessas grandezas om o ampo apliado,podemos usar θm = θ(0) na eq. (3.47) e propor novamente a mudança de variável sen θ =

sen θm senψ para enontrar a relação
∫ π/2

ψs

dψ
√

1 − sen 2θm sen 2ψ
= K[ sen 2θm] − F[ψs| sen 2θm] =

π

2

E

Ec
, (3.48)onde ψs = arcsen( sen θs/ sen θm), K e F omo de�nidos na eq. (3.40) e Ec o ampo rítiopara a situação de anoramento forte. No limite de θm → 0, é de se esperar que θs → 0; assim,tomamos, na eq. (3.48), θm = 0, om ψs �nito, para enontrar

π

2

E

Ec
=
π

2
− arcsen

(

sen θs
sen θm

)

. (3.49)Vamos agora nos atentar à ondição de ontorno imposta pela situação de anoramentofrao. Usando a eq. (2.57) e a eq. (3.46), enontramos a relação
sen 2θm = sen 2θs

[

(

d

πL

)2(
Ec
E

)2

cos2 θs + 1

]

, (3.50)que também relaiona θm om θs. As eqs. (3.46) e (3.50) forneem o omportamento de θs e
θm omo função de E. Contudo, ainda temos que alular o ampo rítio. A eq. (3.50) podeser esrita omo

sen θs
sen θm

=
1

√

(

d
πl

)2 (Ec

E

)2
+ 1

, (3.51)62



no limite de θs → 0 om sen θs/ sen θm �nito. Combinando as eqs. (3.49) e (3.51) enontramos
sen

[

π

2

(

1 − E∗
c

Ec

)]

=
1

√

(

d
πl

)2
(

Ec

E∗

c

)2

+ 1

,onde E∗
c é o ampo rítio para a transição de Fréederiksz em anoramento frao, ou ainda

cot

(

π

2

E∗
c

Ec

)

= π
L

d

E∗
c

Ec
, (3.52)que fornee uma forma transendental de enontrar o ampo rítio.Nas �gs. 3.15 e 3.16 mostramos o omportamento de θs, θm, bem omo da on�guração dodiretor e do ampo diretor para alguns valores de L.
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Figura 3.15: θs, θm omo função de E/Ec. Fixamos E = 2Ec, para onstruir o per�l do diretor, e oampo diretor para L = 0.1d.Resolvendo numeriamente a eq. (3.52), podemos enontrar o ampo rítio de Fréederikszpara quando a amostra está anorada fraamente. É importante notar que mesmo para umampo levemente superior ao rítio, a amostra se distore por ompleto, isto é, mesmo θs 6= 0se θm 6= 0. Outro detalhe importante a ser observado são os valores limites para L: i) se
L→ ∞, o argumento da otangente deve ir a 0, o que implia um ampo rítio igual a zero;63
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Figura 3.16: θs, θm omo função de E/Ec. Fixamos, agora, E = 4Ec, para onstruir o per�l dodiretor, e o ampo diretor para L = 0.01d. Podemos ver que preisamos de um ampo bem maiorpara que θs → π/2.essa situação representa uma amostra totalmente livre de anoramento e que, omo havíamosanteipado, qualquer ampo onsegue distorer ompletamente a amostra; este aso pode sera aproximação de uma amostra de espessura muito maior que as dimensões das moléulas,(d→ ∞). ii) se L→ 0, o argumento da otangente deve ir a π/2, o que implia E∗
c = Ec, istoé, o problema se reduz àquele de anoramento forte; de fato, se L → 0, W → ∞, o que é aaraterístia desse tipo de anoramento.Se, na eq. (3.50), �zermos θm = π/2 vamos enontrar o valor de θs para o qual o meio daamostra está totalmente orientado na direção do ampo; fazendo isso, enontramos

θs = arcsen

(

πL

d

E

Ec

)

. (3.53)Nesta situação, a solução (3.30) fornee uma boa aproximação para o per�l o diretor, tendoem vista que o ampo supera aquele dado pela eq. (3.32), que agora podemos observar serigual a Ec/π. A eq. (3.53) também nos sugere uma segunda transição de ordem; uma situaçãoem que a amostra satura e todo o sistema vai de uma situação distorida para uma situação64



totalmente paralela ao ampo, e os efeitos da energia elétria superam os da energia elástiaque já não age mais sobre as distorções. Fazendo θs = π/2 na eq. (3.53), enontramos o amporítio E∗∗
c para essa segunda transição

E∗∗
c =

Ec
π

d

L
, (3.54)que, resolvendo para W , enontramos

E∗∗
c =

W√
Kǫa

. (3.55)Todos os ampos rítios obtidos nas situações de anoramento forte e frao são obtidos ex-perimentalmente; usando valores típios dos parâmetros, obtemos diferenças de potenial daordem de 1V . Na �g.3.17, mostramos um diagrama de fase para essas duas transições.

Figura 3.17: Diagrama de fase. Se as ondições E/Ec e L/d estiverem abaixo da urva mais baixa,o sistema se enontra na situação iniial, não deformada. Se as ondições estiverem entre as duasurvas, o sistema está na situação deformada. Se estiverem aima das urvas, o sistema se enontrana fase saturada, onde toda a amostra está na direção do ampo.
3.3 Dinâmia e geometria ilíndriaComo disutimos na seção 2.5, determinar o per�l do diretor quando onsideramos a evolu-ção temporal do diretor não é fatível na grande maioria dos asos. Porém, na aproximação depequenas variações de ~n, podemos onsiderar apenas o termo de torque visoso. Nesta seção,65



vamos onsiderar um ristal líquido nemátio sob a ação de um ampo elétrio externo emgeometria ilíndria e estudar a transição de Fréederiksz. Quando o sistema transitar, vamosonsiderar essa ondição omo ondição iniial e analisar a tendênia da evolução do diretorapós a transição om um ampo elétrio qualquer apliado. Este estudo será feito em um outroregime de aproximações: o regime de pequenas distorções; para manter esse regime e obter boaaproximação, vamos trabalhar om ampo elétrio de intensidade até pouo superior à rítia.Contudo, a aproximação de uma onstante que �zemos até agora não será mais usada; dessemodo, podemos investigar ainda omo a anisotropia elástia pode interferir na on�guração dodiretor, visto que neste aso a diferença entre elas tem um papel importante.Para omeçar, vamos, então, determinar a derivada funional (δf/δx) da energia livre. Masantes, vamos desrever o sistema ilíndrio de oordenadas.Um ponto P no sistema de oordenadas ilíndrias é dado em função de três variáveis:
r, θ, z (�g. 3.18). A oordenada r fornee a distânia da projeção do ponto P no plano polar(plano xy) à origem do sistema de oordenadas; o vetor ~r é de�nido omo o vetor que se dirigeda origem do sistema de oordenadas à projeção do ponto P no plano polar; a oordenada θexpressa o ângulo entre o vetor ~r e o eixo x; o vetor ~θ aponta para a direção ujo ângulo θaumenta; a oordenada z determina a altura do ponto P em relação à sua projeção no planopolar; e o vetor ~z, igual ao sistema artesiano, é o vetor que se dirige à altura do ponto P .Neste sistema de oordenadas, um vetor qualquer deve ser expresso em termos destas trêsomponentes e de seus respetivos vetores base. Assim, o vetor ~n terá omponentes da forma

~n = cosψ sen φ r̂ + senψ sen φ θ̂ + cos φ ẑ, (3.56)em que de�nimos ψ omo o ângulo entre o vetor ~n e o vetor r̂, e o ângulo φ é o ângulo entreo vetor ~n e o vetor ẑ. Podemos veri�ar que ~n onstruído desta forma tem norma igual a 1,omo deve ser.O operador ∇ assume uma forma distinta daquela usada em oordenadas artesianas eonsequentemente o divergente e o rotaional de um vetor serão modi�ados. Se o vetor ~n éesrito em termos de suas omponentes nr, nθ e nz, o divergente de ~n é esrito omo
div ~n =

1

r

(

∂

∂r
r nr

)

+
1

r

(

∂

∂θ
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)
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∂z
nz

)

; (3.57)e o rotaional de ~n omo
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∣

∣
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Figura 3.18: Sistema de oordenadas ilíndrias.As superfíie que on�nam o ristal líquido são ilindros onêntrios om eixo de simetriana origem do plano polar, loalizados em r = a e r = b, om b = ρa > a; Se as superfíiestêm diferença de potenial V , o ampo elétrio deve ter dependênia radial, e depende de Vda forma
~E =

V

ln ρ

r̂

r
, (3.59)que pode ser obtido om a lei de Gauss.Vamos onsiderar deformações no plano polar [27℄, o que onsiste em fazer φ = 0 naeq. (3.56). Resolveremos o problema para anoramento forte om ondições homeotrópiasde ontorno (ψ(a) = ψ(b) = 0), omo o ampo é radial, vamos admitir que a onstante deanisotropia dielétria seja negativa para que a situação de menor energia de interação omo ampo privilegie uma on�guração perpendiular ao ampo. Um esquema é mostrado na�g. 3.19. Podemos supor ainda que o diretor varie apenas om relação a r, mantendo simetriapolar. Calulando o divergente de ~n, temos

(∇ · ~n)2 =
1

r2

(

cosψ − r senψ
dψ

dr

)2

.E, alulando (~n×∇× ~n)2, obtemos
(~n×∇× ~n)2 =

1

r2

(

senψ + r cosψ
dψ

dr

)2

.67



Podemos veri�ar que ~n · ∇×~n é nulo. Dessa maneira, a energia livre por unidade de ompri-mento é
F =

K33

2

∫ b

a

[

K11

K33

1

r2

(

cosψ − r senψ
dψ

dr

)2

+
1

r2

(

senψ + r cosψ
dψ

dr

)2

− V 2ǫa

K33 ln2 ρ

cos2 ψ

r2

]

rdrdθ. (3.60)

Figura 3.19: Esquema das ondições de ontorno do problema. O ampo é apliado na direçãoradial, omo ǫa é negativo, as moléulas tende a se orientar na direção perpendiular ao ampo,podendo oorrer uma transição de Fréederiksz nesse sistema.Podemos propor uma mudança de variável que nos será muito útil e permite simpli�ar umpouo a densidade de energia livre; trata-se de fazer r = aex. Feito isso, e resolvendo a integralem θ, obtemos
F = K33π

∫ lnρ

o

[

K11

K33

(

cosψ − senψ
dψ

dx

)2

+

(

senψ + cosψ
dψ

dx

)2

− V 2ǫa

K33 ln2 ρ
cos2 ψ

]

dx. (3.61)Obtida a densidade de energia dada pela eq. (3.61), podemos determinar a derivada funionalda energia livre. Após algumas manipulações algébrias, obtemos
δf

δx
= −2πK33

{[

h+ k

(

dψ

dx

)2
]

sen 2ψ

2
+ [1 + k sen 2ψ]

d2ψ

dx2

}

, (3.62)sendo
k = K11/K33 − 1 e h = k − ǫaV

2/ ln2 ρK33. (3.63)68



Para promover a aproximação de pequenas distorções, desenvolvemos a função seno atésegunda ordem, e desprezamos termos de ordem superior. Obtemos assim
δf

δx
= −2πK33

(

hψ +
d2ψ

dx2

)

; (3.64)esta aproximação é muito útil para se determinar o potenial rítio para a transição, já que aon�guração de menor energia, a ampo nulo, seja aquela totalmente orientada, om ψ(r) = 0para todo r. Esta mesma aproximação poderia ter sido feita no aso das plaas paralelas, e,de fato, seria muito mais simples obter o ampo rítio, em detrimento de se obter exatamentea on�guração do diretor. A eq. (3.64) fornee a prinipal informação para se determinara on�guração do diretor, e o omportamento dinâmio do diretor no regime de pequenasdistorções; vamos seguir om a determinação do per�l estátio do diretor.3.3.1 Comportamento estátioO omportamento estátio do diretor na aproximação de pequenos ângulos é obtida medi-ante equação de Euler-Lagrange, o que orresponde fazer a derivada funional do diretor nula,ou seja,
−2πK33

(

hψ +
d2ψ

dx2

)

= 0, (3.65)ou, simplesmente,
hψ +

d2ψ

dx2
= 0. (3.66)Esta equação fornee três distintas soluções, dependendo do sinal da onstante h. Contudo, assoluções que permitem as ondições de ontorno que exigimos aqui, são obtidas apenas se h forpositivo e a solução é uma ombinação de seno e osseno; omo desejamos que ψ(x = 0) = 0,a onstante que multiplia o termo em osseno deve ser tomada omo nula; desse modo, asolução da equação diferenial, utilizando apenas uma ondição de ontorno, fornee

ψ(x) = A sen (
√
h x). (3.67)A outra ondição exige que ψ(ln ρ) = 0, o que pode ser obtido se o argumento do seno forigual a π, isto é

π2 = ln2 ρk − ǫaV
2
c

k33
, (3.68)em que usamos a de�nição de h dada por (3.63). Rigorosamente, o argumento do seno deveriaser nπ, om n inteiro. Mas, dada a aproximação de pequenas distorções, a on�guração nas69



proximidades da transição é senoidal, que é a on�guração de menor energia; à medida que oampo vai aumentando, a não-linearidade omeça a ter um papel mais importante e o sistemavai tendendo a outra on�guração, que poderia ser esrita omo um série de Fourier, masseriam neessário maiores informações para se obter a série toda. Resolvendo (3.68) para Vc,enontramos (lembrando que ǫa < 0),
V 2
c = −π

2K33

ǫa

(

1 − k ln2 ρ

π2

)

=
π2K33

|ǫa|

(

1 − k ln2 ρ

π2

)

, (3.69)que é o ampo rítio para a transição de Fréederiksz em geometria ilíndria. Analisandoesta equação, dois detalhes são importantes de serem observados; se �zermos K11 = K33 = K,o mesmo ampo rítio obtido no problema de plaas paralelas é enontrado; é possível obteruma amostra deformada, omo em uma transição, porém, om potenial rítio nulo. De fato,este segundo detalhe pode ser veri�ado fazendo Vc = 0 na eq. (3.69); essa deformação, quepode ser onsiderada espontânea, surge em virtude da geometria do on�namento da amostrase a espessura ultrapassar um erto limite rítio dado por
ρc = Exp

(

π√
k

)

; (3.70)obviamente, ρc existe apenas se k > 0. Para que essa ondição seja veri�ada, é preisoque K11 > K33. Se onsiderarmos a grande maioria de ristais líquidos termotrópios (eliotrópios), obtemos exatamente o ontrário, isto é K11 < K33. Porém, para ristais líquidospolimérios, a onstante de splay pode ser muito maior que a onstante de bend. De fato,a razão K11/K33 tem uma dependênia exponenial da temperatura, de modo que podemoster uma transição de ordem ontrolando a temperatura da amostra, se �xarmos a espessura evariarmos a temperatura. Esta dependênia está bem disutida na ref. [27℄. A existênia detransição de Fréederiksz a ampo nulo foi reportada a primeira vez por Willians e Halperinem 1993, estudando deformações no plano vertial (ψ = π/2 na eq. (3.56), om φ = φ(r) [28℄).Lá, eles hamaram essa transição de Fréederiksz-like transition.Por �m, a on�guração do diretor, no regime de pequenas distorções, assume a forma
ψ(r) = ψm sen

(

π

ln ρ
ln
r

a

)

, (3.71)om ψm sendo a máxima deformação do diretor, que deve ser, devido à aproximação, muitomenor que 1. A solução é mostrada na �g. 3.20
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Figura 3.20: Per�l do diretor para b = 3a.3.3.2 Comportamento dinâmioCom o sistema aima da transição, vamos investigar omo o sistema relaxa ou omo osistema evolui a partir desse momento. Para tal, preisamos resolver a equação diferenial
−2πK33

(

hψ +
∂2ψ

∂x2

)

= −λ∂ψ
∂t
, (3.72)de�nindo λ̃ = λ/2πK33, a equação que temos que resolver é da forma

hψ +
∂2ψ

∂x2
= λ̃

∂ψ

∂t
, (3.73)sujeita a ondições de ontorno na forma:

ψ(0, t) = ψ(ln ρ, t) = 0, (3.74)e sujeita à ondição iniial
ψ(x, 0) = ψm sen

(

π

ln ρ
x

)

. (3.75)Esta equação é simples de ser resolvida porque a ondição iniial satisfaz a parte espaial, omoera de se esperar, da equação diferenial (3.73). Assim, tentamos omo solução
ψ(x, t) = Ψ(t) sen

(

π

ln ρ
x

)

, (3.76)e preisamos enontrar uma função Ψ(t) que satisfaça a parte temporal da equação diferenial,e satisfaça também a ondição iniial Ψ(0) = ψm. Substituindo a solução (3.76) em (3.73),obtemos a equação
dΨ

dt
= −1

λ̃

[

−h+
π2

ln2 ρ

]

Ψ(t), (3.77)que tem omo solução
Ψ(t) = ψme

−t/τ , (3.78)71



om τ = λ̃/
[

−h + π2/ ln2 ρ
]. Finalmente, a solução geral para este simples problema é dadapor

ψ(x, t) = ψme
−t/τ sen

(

π

ln ρ
x

)

. (3.79)Na oordenada r, temos omo solução geral
ψ(x, t) = ψme

−t/τ sen

(

π

ln ρ
ln
r

a

)

, (3.80)onde o grá�o é mostrado na �g. 3.21.

Figura 3.21: Comportamento dinâmio do CLN em geometria ilíndria, om τ = 1s.Vamos agora investigar o sinal de τ . A onstante τ tem um papel importante neste sistema,pois india em que �direção� o sistema segue, isto é, se o sistema, om o passar do tempo, evoluipara a on�guração não-distorida, ou se o sistema tende a distorer ainda mais a orientação.Se este último fato oorrer, o per�l dado pela eq. (3.79) tem validade físia por um intervalode tempo muito urto em virtude da nossa aproximação de pequenas distorções. Assim, se
τ > 0, a amostra tende à on�guração orientada, e tende a uma situação mais deformada se
τ < 0. Com a de�nição de h (3.63), podemos obter

1

τ
=

2π|ǫa|
λ ln2 ρ

(V 2
c − V 2). (3.81)Vemos que, se V > Vc, τ < 0 e o sistema evolui para uma situação de equilíbrio, que é diferenteda on�guração não distorida, o que é de se esperar. E o sistema relaxa à on�guração nãodistorida se V < Vc, pois τ > 0, o que também é de se esperar. Entretanto, omo vimos,existe a possibilidade de haver transição espontânea, e ampo rítio nulo, e nesta situaçãoo sistema tende à situação deformada para qualquer que seja o potenial apliado; inlusive,pode produzir um efeito ainda mais rápido (τ mais negativo) se a espessura for maior que arítia. 72



No próximo apítulo, vamos utilizar alguns resultados obtidos aqui para estudar respostaselétrias em uma élula de ristal líquido na forma de slab.
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Capítulo 4
Respostas Elétrias da Célula Nemátia

No apítulo anterior, vimos diversos exemplos de omo apliar a teoria elástia em siste-mas sujeito a variadas ondições de ontorno. Em espeial, vimos omo é o per�l do diretorquando um ampo elétrio é apliado em uma amostra de plaas paralelas, tanto na situaçãode anoramento forte, omo na situação de anoramento frao. Neste apítulo, vamos revi-sitar o problema do slab investigando-o do ponto de vista das respostas elétrias: omo seomportam resistênia e apaitânia nesses sistemas e, onsequentemente, a orrente elétriaque atravessa a amostra. Por simpliidade, vamos onsiderar a direção iniial omo dada naseção 3.2 (�g. 3.14) onde um ampo muito intenso é utilizado para orientar as moléulas nadireção onsiderada omo não distorida. Vamos reproduzir aqui, dois trabalhos que são frutodeste mestrado, um deles publiado na revista Physial Letters A, que ompreende o problemaem anoramento forte, e um segundo, que analisa o problema em uma élula om anora-mento frao ujo artigo está em proesso de análise pelos revisores. O problema é intratávelanalitiamente, sendo neessários proedimentos numérios para resolver o problema.Para um meio linear, a resistênia e a apaitânia de um meio dielétrio dependem dageometria da amostra. Para uma amostra de plaas paralelas, essas grandezas são dadas por
R =

d

Sσ
e 1

C
=

d

Sǫ
, (4.1)om S a área das plaas, ǫ a permissividade e σ a ondutividade do meio dielétrio. Se o meio éanisotrópio, a direção om que o potenial é apliado in�uenia nas respostas, e as onstantesde permissividade e ondutividade tornam-se tensores.No aso do ristal líquido, ainda há outro agravante: os tensores ǫij e σij dependem daorientação do diretor. De fato, o tensor ǫij foi desenvolvido na seção 2.3.1 e esrito na eq. (2.33)74



om as onstantes a e b dadas por (2.34), isto é
ǫij(~r) = ǫ⊥δij + ǫani(~r )nj(~r ). (4.2)O tensor σij tem estrutura semelhante, basta apenas substituir ǫa por σa e ǫ⊥ por σ⊥. Para onosso problema, a omponente que ontribui é apenas a omponente zz dos tensores. Por essarazão, as expressões (4.1) devem ser substituídas por (se o diretor for função apenas de z)

R =
1

S

∫

esp

dz

σzz(z)
e 1

C
=

1

S

∫

esp

dz

ǫzz(z)
. (4.3)onde a integral é feita sobre a espessura da amostra. Como ~n = (cos θ, 0, sen θ), os tensores

ǫzz e σzz têm a forma explíita dada por
ǫzz = ǫ⊥ + ǫa sen 2θ e σzz = σ⊥ + σa sen 2θ. (4.4)O problema onsiste basiamente em determinar omo é o omportamento da urva deresistênia, apaitânia e orrente quando uma diferença de potenial dependente do tempo éapliado na amostra. Para investigar a urva de orrente elétria do meio dielétrio, podemosonsiderar o meio omo um iruito formado por um apaitor e um resistor ligados em paralelo,isto porque a parte resistiva e a parte apaitiva tem a mesma diferença de potenial, omopode ser notado na �g. 4.1. Isto signi�a, de forma simples, onsiderar duas amostras de ristallíquido: uma puramente apaitiva, e outra puramente resistiva. Desse modo, a orrente, podeser esrita omo

Figura 4.1: Consideramos a amostra dentro de um apaitor de plaas paralelas omo um iruitoem paralelo de uma resistênia e uma apaitânia.
I(t) =

V (t)

R(t)
+
d

dt
(C(t)V (t)), (4.5)75



ou expliitamente
I(t) =

(

1

R(t)
+
dC(t)

dt

)

V (t) + C(t)
dV (t)

dt
. (4.6)vemos que podemos separar a orrente em duas partes, uma que atravessaria a parte totalmenteapaitiva

IC(t) = C(t)
dV (t)

dt
, (4.7)e outra que atravessa a parte totalmente resistiva

IR(t) =

(

1

R(t)
+
dC(t)

dt

)

V (t). (4.8)A eq. (4.8) sugere que haja uma resistênia efetiva na amostra em virtude da variação temporalda apaitânia; assim, de�nimos
Ref (t) =

(

R(t) +
dC(t)

dt

)−1

, (4.9)e a orrente total, pode então ser esrita omo
I(t) = IR(t) + IC(t). (4.10)Se o potenial é baixo, inferior ao potenial de Fréederiksz, o ristal líquido se omportaomo um meio linear, e as propriedades internas do ristal líquido independem do tempo, jáque a orientação permanee a mesma. Isso aontee porque o ampo apliado é perpendi-ular ao diretor em toda região da amostra e os parâmetros anisotrópios (ondutividade epermissividade) assumem os valores perpendiulares. Esse regime permite obter os valores ex-perimentais da onstante dielétria e da ondutividade do meio nemátio. Na referênia [29℄, osautores estudam a in�uênia da resistênia externa da fonte e a importânia em se onsiderara resistênia das plaas que on�nam a amostra, no regime de poteniais abaixo do potenialde Fréederiksz. Se o potenial de Fréederiksz for atingido, o diretor passa a assumir dire-ções diferentes em ada ponto da amostra, e a omponente zz dos tensores σ e ǫ preisa seronsiderada, surgindo os efeitos de reorientação.Quando um potenial dependente do tempo é apliado, efeitos dinâmios devem ser in-troduzidos; baseando-se nas seções 2.5 e 3.2.1, vemos que a equação que temos que resolveré

K
∂2θ

∂z2
+

1

2
ǫaE

2 sen (2θ) = λ
∂θ

∂t
, (4.11)om λ uma visosidade efetiva da fase nemátia. Vamos trabalhar, ontudo, no regime de po-teniais quasi-estátios, onde o potenial não varia muito rapidamente. Neste regime, podemosonsiderar que a derivada temporal do diretor seja pequena. Para investigar os limites para76



os quais esse regime é válido, vamos onsiderar a eq.4.11 introduzir as grandezas ζ = (π/d)z e
U(t) = V (t)/Vc, om Vc o potenial rítio para a transição de Fréederiksz em anoramentoforte, e esrevê-la na forma

K
∂2θ

∂ζ2
+

1

2
U(t) sen (2θ) = τ

∂θ

∂t
, (4.12)em que τ = λd2/(π2K) é o tempo de difusão da fase nemátia. Assim, se o potenial variarpouo num intervalo de tempo da ordem de τ , o regime quasi-estátio fornee uma boa apro-ximação. Dados experimentais forneem τ ∼ 0.03s. Portanto, nesse regime, podemos usaras soluções obtidas nas seções 2.4.1 e 2.4.2, usando V (t) = E(t)d, e onsiderar que, agora, osparâmetros do diretor variam no tempo.Neste apítulo, vamos investigar as respostas elétrias para o aso de anoramento forte,em seguida generalizar para o aso de anoramento frao. Nessa última parte, vamos mostrarque é possível onetar, em uma expressão analítia, a orrente elétria no ponto de máximopotenial om a energia de anoramento.4.1 Anoramento forteVamos estudar os efeitos da reorientação em uma élula de ristal líquido, quando elaestá sob ondições de anoramento forte. Vamos de�nir uma dependênia temporal para opotenial, lembrando que o potenial não pode variar muito em um intervalo urto de tempo.Vamos admitir uma dependênia linear do potenial, da forma

V (t) = κt. (4.13)Para nossas análises, usaremos κ = 1. O problema de determinar a on�guração do diretorfoi estudado na seção 2.4.1. Os resultados obtidos podem ser usados aqui, onsiderando opotenial dado pela eq. (4.13) (lembrando que agora as grandezas também são funções dotempo):
• Potenial rítio:

Vc = π

√

K

ǫa
; (4.14)

• Comportamento de θm(t) em função do potenial é o onjunto de soluções de:
∫ π/2

0

dψ
√

1 − sen 2θm(t) sen 2ψ
=

d

2ξ(t)
, (4.15)77



onde ξ(t) = (π/d)(V (t)/Vc);. Na �g. 4.2, mostramos o omportamento de θm em funçãodo tempo, obtido apartir da eq. (4.15) Nossos resultados serão obtidos para parâmetros
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Figura 4.2: Comportamento de θm om função do tempo. Podemos notar que o tempo rítio paraesse onjunto de parâmetros está em 0.85s.omuns nos ristais líquidos: ǫ‖ = 20.6ǫ0, ǫ⊥ = 5.5ǫ0, σ‖ = 10−10 Ω−1m−1, σ⊥ = 5σ‖,
K = 10−11 N, d = 5 × 10−6 m, S = 10−4 m2 [30℄.

• Con�guração do diretor em função do potenial:
ξ2θ′(z, t)2 = sen 2θm(t) − sen 2θ(z, t). (4.16)que pode ser esrita na forma integral da forma

∫ θ(z,t)

0

dx
√

sen 2θm(t) − sen 2x
= ± 1

ξ(t)

(

z +
d

2

)

. (4.17)Vamos trabalhar um pouo om as expressões para a resistênia e da apaitânia paratentar simpli�á-las. Lembramos que
R =

2

S

∫ d/2

0

dz

σ⊥ + σa sen 2θ(z, t)
, (4.18)usando a eq. (4.16), podemos promover a mudança de variável

dz =
ξ(t)dθ

√

sen 2θm(t) − sen 2θ(z, t)
, (4.19)apliando (4.19) em (4.18), obtemos

R(t) =
2ξ(t)

S

∫ θm

0

dθ

(
√

sen 2θm(t) − sen 2θ(z, t))(σ⊥ + σa sen 2θ(z, t))
. (4.20)Promovendo novamente a mudança de variável senψ = sen θ/ sen θm, obtemos

R(t) =
2d

S

√

K

ǫa

JR( sen 2θm)

V (t)
, (4.21)78



proedimento análogo para 1/C(t), fornee
1

C(t)
=

2d

S

√

K

ǫa

JC( sen 2θm)

V (t)
, (4.22)onde a função J é de�nida por

J( sen θm) =

∫ π/2

0

dψ

(
√

1 − sen 2θm sen 2ψ)(̺⊥ + ̺a sen 2θm sen 2ψ)
. (4.23)om ̺i substituído pelo seu orrespondente apaitivo e resistivo.Preisamos disutir a validade dessas equações. Primeiramente, as eqs. (4.21) e (4.22)valem apenas para tempos posteriores ao tempo de transição (t ≥ tc, om V (tc) = Vc), emvirtude da substituição de variáveis θ → ψ (θm 6= 0). Para os tempos inferiores à transição,as expressões para R e C são aquelas de um meio linear, omo já foi disutido no iníio desteapítulo. Em razão da mesma mudança de variável, a expressão vale para tempos inferiores aotempo em que θm → π/2, já que, quando promovemos a mudança de variável, toda dependêniada on�guração do diretor é inserida na variação de θm, e quando essa grandeza atinge o valormáximo seria preiso onheer o per�l ompleto do diretor. Vamos deixar essa análise para apróxima seção. Portanto, vamos investigar e atentar para o efeito da transição de Fréederiksznas respostas elétrias. Na �g. 4.3, mostramos um grá�o de R em função de t. Como era dese esperar, antes da transição, R é onstante e vale exatamente R‖. Para grandes valores de t,

R tende ao valor de saturação, mas em virtude do anoramento in�nito, esse valor nuna seráatingido. Da mesma forma, para a apaitânia mostrada na �g. 4.4. A resistênia efetiva émostrada na �g. 4.5.
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Figura 4.3: Resistênia omo função do tempo. Para nossos valores dos parâmetros físios, R⊥ =

108Ω, e R‖ = 5x108Ω.Tendo o omportamento temporal de R e C, podemos alular a orrente elétria queatravessa a amostra, por meio da eq. 4.10. Como vimos, a apaitânia tem uma derivada79
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Figura 4.4: Capaitânia omo função do tempo. Para nossos valores dos parâmetros físios, C⊥ =

9.373−10F , e C‖ = 3.647−9F .

Figura 4.5: Resistênia efetiva em função do tempo. Vemos que no momento da transição há umsalto na resistênia efetiva, por tanto há de se esperar que haja também um salto na orrente elétriasentida pela parte resistiva.desontínua, uja desontinuidade está exatamente no momento da transição; omo a orrentedepende da derivada da apaitânia, deve haver um pio na orrente no momento da transição.esse pio pode ser visto nas �g. 4.6 e �g. 4.7
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Figura 4.6: Parte resistiva da orrente (direita), e parte apaitiva da orrente. É notável o pio naorrente no momento da transição. 80
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Figura 4.7: Soma da orrente na parte resistiva om a orrente na parte resistiva. Essa é a verdadeiraorrente que pode ser medida no laboratório.Apesar de as derivadas da apaitânia e da resistênia serem desontínuas, a desontinui-dade é �nita. Podemos então enontrar essa desontinuidade e obter o pio na orrente nomomento da transição. Nas vizinhanças da transição, omo vimos no �nal da seção 2.4.1, θmpode ser esrito omo
θ2
m ≈ 4

(

V

Vc
− 1

)

= 4

(

t

tc
− 1

)

, (4.24)o que permite esrever R(t) e C(t) de forma aproximada. Tomamos o integrando de J( sen θm),fazemos sen θm ≈ θm e desenvolvemos em séries de potênias de θm, até segunda ordem. Emseguida, fazemos a integração, obtendo
J(θm) ≈ π ((θ2

m + 4) ̺⊥ − 2θ2
m̺a)

8̺2
⊥

. (4.25)Desse modo, obtemos
R(t) ≈ d

σ⊥S
− 2σa

d

σ2
⊥S

(

1 − tc
t

)

, (4.26)e
C(t) ≈ Sǫ2⊥

d
[

2ǫa
(

tc
t
− 1
)

+ ǫ⊥
] ; (4.27)o que fornee

dR(t)

dt

∣

∣

∣

∣

t=tc

= − 2σad

σ⊥Stc
, (4.28)e

dC(t)

dt

∣

∣

∣

∣

t=tc

=
2ǫaS

tcd
. (4.29)Com esses resultados, enontramos o salto na orrente

∆I = 2ǫaκ
S

d
, (4.30)ujo qual, para nossos valores, o salto é de 5.345x10−9A .81



4.2 Generalização - anoramento fraoAgora, vamos inserir os efeitos de variação positiva e negativa do potenial; para isso, umpotenial triangular será usado; a forma matemátia do potenial é
V (t) = κ(T − |t− T |), (4.31)onde T é o tempo para o qual o potenial é máximo, e terá o valor V0. Na seção 3.2.2, um estudodetalhado foi feito para quando uma amostra está sob ação de um ampo elétrio uniforme, equando a energia de anoramento é da ordem da energia de volume. Os prinipais resultadosobtidos são os seguintes:

• O potenial rítio V ∗
c é solução da equação transendental:

cot

(

π

2

V ∗
c

Vc

)

= π
L

d

V ∗
c

Vc
, (4.32)sendo Vc é o potenial rítio para a situação de anoramento forte e L é o omprimentode extrapolação, de�nido omo L = K/W . A transição para a situação saturada se dáem

V ∗∗
c

Vc
=

d

πL
. (4.33)

• As equações que relaionam θs om θm

∫ π/2

ψs(t)

dψ
√

1 − sen θm(t) sen 2ψ
=
π

2

V (t)

Vc
(4.34)e

sen 2θm(t) = sen 2θs(t)

[

(

d

πL

)2(
Vc
V (t)

)2

cos2 θs(t) + 1

]

; (4.35)quando θm = π/2, θs pode ser dada por
θs = arcsen

(

πL

d

V

Vc

)

. (4.36)O omportamento de θm pouo muda, quando variamos L. O omportamento de θm para
L/d = 0.15 é mostrado na �g. 4.8. O que não aontee om θs. No que segue, usaremos4 valores de L/d, (0.003, 0.015, 0.027, 0.04). Na �g. 4.9, mostramos o omportamentopara esses valores, e na �g. 4.10, os 4 grá�os são mostrados juntos para se fazer umaomparação.
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Figura 4.8: Comportamento de θm em função do tempo.
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Figura 4.9: Comportamento de θs em função do tempo para quatro valores de L/d. O grá�osuperior esquerdo orresponde ao valor de 0.003 e o inferior direito ao maior valor, 0.04. Notamos quea transição se dá em valores diferentes de t. Vemos também que, para l = 0.04d, a amostra saturaantes de t = T . Para nossos valores dos parâmetros físios, a saturação em t = T se dá para L/dpouo maior que 0.027.
• A on�guração do diretor é dada pela solução da equação diferenial

(

∂θ(z, t)

∂z

)2

=
1

ξ2
[ sen 2θm(t) − sen 2θ(z, t)], (4.37)que pode ainda ser esrita na forma integral

∫ θ(z,t)

θs(t)

dx
√

sen 2θm(t) − sen 2x
=

1

ξ(t)

(

z +
d

2

)

. (4.38)83
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Figura 4.10: Comparação do omportamento de θs em função de t para os diferentes valores de L/d.Para enontrar R e C não vamos usar o mesmo proedimento utilizado na seção preedente,isto é, esrevê-las em termos da função J . Seria possível, mas quando θm = π/2 outro proedi-mento teria que ser usado, tendo em vista que J seria onstante; esse outro proedimento seriausar a eq. 4.37, obter uma solução numéria, e em seguida usá-la diretamente na eq. 4.18 e suaorrespondente para a apaitânia. O que vamos fazer é usar esse proedimento para todosos valores de t, que orresponde a 2T . Com esse proedimento, enontramos o omportamentode R, C I omo função de t. R e C são mostrados nas �g. 4.11, 4.12, 4.13 e 4.14. Quanto aoomportamento da orrente, a diferença entre os grá�os para diferentes valores de L é sutil.Mostramos, nas �gs. 4.15, 4.16 e 4.17, o omportamento para apenas um valor de L/d.Podemos notar, por meio dos grá�os mostrados, que a orrente máxima oorre para omaior potenial apliado, isto é t = T . Se a amostra estiver saturada, isto é, se o potenialda segunda transição (seção 2.4.2) tiver sido alançado, a orrente não varia mais, porquetanto R quanto C estão nos seus valores máximos, o que orresponde aos valores paralelos.Se onsiderarmos poteniais inferiores ao potenial da segunda transição, o valor máximo naorrente varia onforme varia L. Considerar valores maiores poderia masarar o resultado, vistoque a partir do ponto de transição para a fase saturada, a orrente vai ter sempre o mesmovalor em t = T , independentemente do valor de L. Para os nossos valores dos parâmetrosfísios, o intervalo de validade é de L = 0, até L ≈ 0.027d, mas é simples aumentar esseintervalo, onsiderando um V0 menor, ou aumentando a espessura da amostra. De todo modo,há a possibilidade de existir uma relação entre a orrente máxima medida em t = T e a energiade anoramento W . Vamos agora propor uma aproximação que permite onetar de formaanalítia, a orrente neste momento ao omprimento de extrapolação L.Vimos na seção 3.1.3 o sistema limitado por uma plaa om anoramento forte e pre tilt.Disutimos a possibilidade de usar a solução omo aproximação para um sistema limitado por84
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Figura 4.11: Comportamento de R em função do tempo para quatro valores de L/d. O grá�osuperior esquerdo orresponde ao valor de 0.003 e o inferior direito ao maior valor, 0.04. Vemos que,para o valor 0.027, a resistênia onsegue atingir o valor paralelo.
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Figura 4.12: Comparação do omportamento de R em função de t para os diferentes valores de L/d.duas plaas, na qual a plaa superior tem anoramento forte e direção preferenial homeotró-pia. Vamos então usar a solução obtida naquela seção para esrever a solução desse problemapara poteniais superiores ao potenial de Fréederiksz, su�ientes para que θm → π/2. A�g. 4.18 mostra um esquema de omo se enontra a amostra em que vamos apliar a aproxima-ção. Isto é possível pois z = 0 o diretor não deve mudar sua orientação, e pode ser onsideradoomo havendo uma superfíie om anoramento forte; na parede inferior, apesar do anora-mento frao, o valor do ângulo é θs, e pode ser onsiderado omo um pre tilt. Desse modo,admitimos omo solução
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Figura 4.13: Comportamento de C em função do tempo para quatro valores de L/d. O grá�osuperior esquerdo orresponde ao valor de 0.003 e o inferior direito ao maior valor, 0.04. Também aapaitânia atinge o valor paralelo.
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Figura 4.14: Comparação do omportamento de C em função de t para os diferentes valores de L/d.
θ(z, t) =

π

2
− 2 arctan

[

tan

(

π

4
− θs(t)

2

)

e−(z+d/2)/ξ

]

. (4.39)Tendo θ(z, t), vamos alular R e C. Para fazer isso, temos que avaliar a integral
Γ =

∫ 0

−d/2

dz

̺⊥ + ̺a sen 2
(

π
2
− 2 arctan

[

tan
(

π
2
− θs

2

)

e−(z+d/2)/ξ
]) . (4.40)Para resolver essa integral, onsideremos algumas relações trigonométrias

sen
(π

2
− q
)

= cos q;

cos 2q = 1 − 2 sen 2q;86
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Figura 4.15: Comportamento de IR omo função de t. Vemos novamente o pio na orrente nomomento da transição.
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Figura 4.16: Comportamento da IC em função do tempo. É notável a mudança no sinal da orrentequando o potenial omeça a diminuir.
sen (arctan q) =

q
√

1 + q2
.Essas relações permitem simpli�ar razoavelmente a integral; de�nindo y = (z + d/2)/ξ,

d/2ξ(t) = ζ , s(t) = tan(π/4 − θs/2) (em que θs é dado de forma analítia pela eq. (4.36))e δ2 = ̺⊥/̺a, a eq. 4.40 pode ser esrita omo
Γ =

1

̺a

∫ ζ

0

dy

δ2 +
(

1−s2e−2y

1+s2e−2y

)2 . (4.41)Fazendo w = se−y, enontramos
Γ = − 1

̺a

∫ se−ζ

s

dw
[

δ2 +
(

1−w2

1+w2

)2
]

w
. (4.42)87
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Figura 4.17: Comportamento da orrente total na amostra. Vemos que o maior valor da orrente épara quando t = T .

Figura 4.18: Aproximação da �élula híbrida�. Podemos onsiderar a metade inferior e superioromo sendo duas amostras separadas, sujeitas a ondições de anoramento forte e híbrido, etomar a solução analítia para essa situação.Essa integral pode ser resolvida mediante ténia de frações pariais, forneendo
Γ =

−1

δ (δ2 + 1)

[

ζδ + arctan

(

(δ2 − 1) s2 + δ2 + 1

2s2δ

)

− arctan

(

(δ2 + 1) s2 + e2s(δ
2+1)

2s2δ

)]

.(4.43)Renomeando as variáveis na eq. (4.43), podemos simpli�ar a notação de�nindo os argumentos88



do arotangente omo
X(̺a, ̺⊥) =

̺‖ + (̺⊥ − ̺a)s(t)
2

2
√
̺a̺⊥s(t)2

. (4.44)e
Y (̺a, ̺⊥) =

x‖e
d/ξ(t) + (̺⊥ − ̺a)s(t)

2

2
√
̺a̺⊥s(t)2

, (4.45)o que permite esrever
R(t) = R‖ −

ξ(t)

σ‖

√

σa
σ⊥

[arctanX(σa, σ⊥) − arctanY (σa, σ⊥)], (4.46)para a resistênia, e
1

C(t)
=

1

C‖

− ξ(t)

ǫ‖

√

ǫa
ǫ⊥

[arctanX(σa, σ⊥) − arctanY (σa, σ⊥)] , (4.47)em que R‖ = d/(σ‖A) e C‖ = ǫ‖A/d.Na �g. 4.19, mostramos a omparação da solução aproximada e da solução numéria para Re C om L/d = 0.025. Para R, a aproximação é exelente. Para C não tanto, mas é satisfatóriopor que o omportamento é semelhante.A omparação entre a orrente obtida pela aproximação e a obtida numeriamente é mos-trada na �g. 4.20 Temos R e C em uma forma analítia simples. Podemos alular a orrenteno ponto máximo, isto é, em t = T . Fazemos
I(T ) =

V0

R(T )
+ V0

[

dC(t)

dt

]

t=T

+ C(T )
V0

T
. (4.48)A �g. 4.21 mostra o grá�o dessa função. Essa expressão fornee a orrente em função doomprimento de extrapolação. Desse modo, em prinípio, onheendo a orrente podemosestimar a energia de anoramento da amostra.O problema omo resolvido aqui está sujeito a diversas aproximações, inlusive a soluçãonuméria. Diversos outros parâmetros afetam as respostas elétrias no meio nemátio. Dentreeles podemos itar os efeitos de impurezas i�nias dispersas no meio. Essas impurezas podemsurgir simplesmente da quebra de algumas moléulas, o que mostra que tais íons fazem parteda amostra e devem ser onsiderados. Todavia, a presença desses íons afeta todas as respostas,inlusive no verdadeiro ampo elétrio sentido pelas moléulas, ou seja, o efeito de Fréederiksztambém pode ser masarado pela presença de tais impurezas. Mas não é só o ampo rítioque é afetado, a própria on�guração do diretor é também afetada. Ou seja, onsiderar demaneira quantitativa a presença das impurezas i�nias seria assunto para muito mais tempode trabalho. Este resultado é útil omo um primeiro passo no sentido de entender as respostaselétrias do ristal líquido do ponto de vista teório.89
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Conlusões e Perspetivas
Neste trabalho, investigamos omo se omporta uma élula de ristal líquido sob ação deum ampo externo. Foram investigadas as situações de anoramento forte e frao. Em ambosos asos, a on�guração planar iniial do sistema é alterada se o ampo ultrapassar um ertovalor rítio. Essa transição é tal omo uma transição de segunda ordem e é onheida naliteratura omo transição de Fréederiksz. Para o aso de anoramento forte, o ampo rítio éfunção da anisotropia dielétria, da onstante elástia, e da espessura da amostra; o diretor naparede mantém sempre a orientação planar, independentemente do ampo apliado, resultadodo valor in�nito da energia de anoramento. No aso de anoramento frao, o ampo rítiodepende ainda do omprimento de extrapolação, que é uma grandeza que mede o quanto aespessura da amostra deveria extrapolar para que o anoramento fosse forte; nessa situação,podemos enontrar uma segunda transição, também de segunda ordem, que orresponde àsaturação, isto é, onde o diretor na parede também se orienta na direção do ampo.Além disso, enontramos uma solução para o problema da élula híbrida om ampo apli-ado, onde em uma parede o diretor assume uma direção qualquer e na outra parede o diretorestá na direção do ampo.Ao partimos para estudar as respostas elétrias, o primeiro aso estudado foi o aso deanoramento forte, e usamos um potenial que rese linearmente om o tempo. Nesse aso,para poteniais abaixo do potenial de Fréederiksz a amostra se omporta omo um meiolinear, ou seja, nem resistênia nem apaitânia variam om o potenial; atingido o potenialrítio, ambas passam a ser funções do tempo e efeitos de reorientação são observados; nomomento da transição, a orrente elétria que atravessa a amostra apresenta um pio; essepio é resultado da desontinuidade da apaitânia; essa variação na orrente p�de ser obtidade forma analítia. Quando o aso de anoramento frao é onsiderado, investigamos tambémefeitos de um potenial om derivada temporal negativa usando uma função triângular; se odiretor no meio da amostra está na direção do ampo, podemos onsiderar o sistema omo92



uma élula híbrida e usar a expressão obtida para o diretor para essa on�guração; quandoomparamos os resultados numérios om os resultados obtidos pela aproximação, vemos queo aordo é muito razoável; desse modo, obtivemos uma relação que oneta a orrente elétriano ponto de máximo potenial à energia de anoramento; a urva é monótona, e derese àmedida que a anergia de anoramento diminui.Essa maneira alternativa de obter a energia de anoramento funiona bem para grandesvalores da energia de anoramento. A amostra deve estar abaixo da saturação no potenialmáximo, para que a orrente não masare o valor da energia de anoramento. É importanteressaltar que essa ténia permite obter uma estimativa da energia de anoramento, visto queo resultado foi obtido para algumas aproximações que muitas vezes não é tão simples de seobter no laboratório. Desse modo, estender esse resultado onsiderando outras ontribuiçõesdeve ser feita futuramente. A primeira delas é onsiderar a resistênia das plaas on�nantes eo papel da resistênia externa no per�l da orrente elétria. Outro fator relevante é a presençade impurezas i�nias inerente ao meio nemátio; para inserir essa ontribuição todo um estudode adsorção, difusão e difusão an�mala se faz neessário.
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